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Resumen. Es conocido que dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales simultaneas con coefi-
cientes constantes se puede aplicar el método de Laplace para resolverlo. Se hallan las transformadas de
Laplace y el problema queda reducido a la resolucién de un sistema algebraico de ecuaciones de las
funciones determinantes, y aplicando la transformacion inversa se determinan las funciones generatri-
ces, soluciones del sistema dado. Esto implica la necesidad de conocer la forma analitica de la transfor-
mada inversa de la funcion. En este caso las condiciones iniciales consisten en conocer el valor que toma
la funcion generatriz y sus derivadas en el cero. Se propone en este trabajo una generalizacion de este
método, el cual consiste en definir un operador integral mas general que la transformada de Laplace, las
condiciones iniciales consisten en condiciones de Cauchy en el contorno. Y por ultimo se halla en forma
aproximada la trasformacion inversa de las funciones generatrices en forma numérica utilizando las
técnicas de problema inverso de momentos, sin ser necesario conocer la forma analitica de la transfor-
mada inversa de la funcion.
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1 INTRODUCCION

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con coeficientes constantes
de la forma

vy (x) = fl(x, V1, Y2 s Vo V2, sy, 7Y, ...,y,gn_l))
5 (1)
y(x) = fk(x, V1, Y2 s Vo L, sy, y Y, ...,y,fn_l))
donde yi(n)(x) indica la derivada de orden n de y;(x) i=1,..,k y
ﬁ-(x, Y1, Va2, ...,yk,yl(l), ...,y,gl), ....yl(n_l), ....)’;En_l)) i=1,..,k son funciones lineales

de x, y1(x), v,(x), ..., yr(x), yl(l)(x), . y,gl) (x), ..., yl("_l)(x), . y,gn_l) (x) con co-
eficientes constantes, se quiere hallar las funciones y; (x), y, (%), ..., ¥ (x) que son solucién del
sistema dado.

Existen una variedad de métodos para resolver este problema, expuestos en detalle en la litera-
tura (David Kincaid, Ward Cheney, 1994); (Rubio Sanjuan, 1951). Algunos consisten en aprox-
imaciones numeéricas, otros dan las solucion exacta.

Si el dominio de las funciones incognitas es (0, ) y se conoce

y:(0), ¥ (0), ... . . ¥V (0)

yk(O),y,El)(O), ......... ,ylgn_l)(o)

un método conocido, (Rubio Sanjuan, 1951), es aplicar la transformada de Laplace a cada
ecuacion del sistema (1) . Recordar que la transformada de Laplace se define como

[ee)

L) = [ yeoe ax 2)
0
y que integrando (2) por partes repetidas veces, se llega a la conocida propiedad

L(y™@) = a"L(y®) - (@ 'y(0) + - + ay™D(0) + y"~(0))

De esa forma, aplicando transformada de Laplace a (1) queda determinado un sistema de ec-
uaciones algebraicas

ay; (a)L(yy) +-a12(a)L(y2) + .. +a1k(a)L(:Yk) = c1(a)
i (@OLOD) + Ao (@LE) + o +ap(@LOw) = c(@)
donde las incognitas son L(y;),L(y,), ..., L(yi).

Al resolver este sistema quedan expresadas las transformadas de Laplace en funcion de una
expresion que depende de a
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L(yi(x)) = f v, (e dx =pi(a) i=1,..,k

El problema reside en encontrar la antitransformada de y;(a) i=1,..,k

En este trabajo se propone hallar una aproximacion numérica de la antitransformada de
u;(a@) i=1,..., kutilizando las técnicas de problema inverso de momentos. Mas alin, se gen-
eraliza la transformada de Laplace en un operador mas general definido sobre un intervalo
(a,b), con condiciones de Cauchy en a y b.

2 PROBLEMA INVERSO DE MOMENTOS

El problema de momentos generalizados (J.A. Shohat and J.D. Tamarkin, 1943; Ang, R.
Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002) consiste en encontrar una funcion f(x) sobre un
dominio Q © R% que satisface la sucesion de ecuaciones

= j g(OfWdx  ieN 3)
Q

donde N es el conjunto de los nimeros naturales, (g;) es una sucesion dada de funciones en
L?(€Q) linealmente independientes conocidas y la sucesion de nameros reales {u;};.y son datos
conocidos.

El problema de momentos de Hausdorff (J.A. Shohat and J.D. Tamarkin, 1943; G. Talenti,

1987) es un ejemplo clasico de un problema de momentos, consiste en encontrar una funcion
f(x) en (a,b) tal que

ui=f:xif(x)dx ieN.

En este caso g;(x) = x* con i perteneciente al conjunto N.

Si el intervalo de integracion es (0, o) se tiene el problema de momentos de Stieltjes; si el
intervalo de integracion es (—oo, ) se tiene el problema de momentos de Hamburger (J.A.
Shohat and J.D. Tamarkin, 1943; G. Talenti, 1987).

El problema de momentos es un problema mal condicionado en el sentido que puede no existir
solucidn y de existir no hay dependencia continua sobre los datos dados (J.A. Shohat and J.D.
Tamarkin, 1943; Ang, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002). Hay varios métodos para
construir soluciones regularizadas. Uno de ellos es el método de la expansion truncada (Ang,
R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002).

Dicho método consiste en resolver (3) considerando el problema finito de momentos

Hi = fﬂ gi(X)f(X)dX i=12,..,n (4)

donde la solucién aproximada de f(x) es p,(x) = XiL; 4; @;(x) , y las funciones ¢, (x) re-

sultan de ortonormalizar g4, g5, ..., gn siendo 4; coeficientes en funcion de los datos y;. En el
subespacio generado por g4,9,,---,9n la solucion es estable. Si n € N es elegido en forma
apropiada entonces la solucion de (4) se aproxima a la solucion del problema original (3).
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En el caso en que los datos pq, Uy, ..., 4n sean inexactos se deben aplicar teoremas de conver-
gencia y estimaciones del error para la solucion regularizada (pag. 19 a 30 de Ang, R. Gorenflo,
V.K. Le and D.D. Trong ,2002).

Otro método es el método de Tikhonov (pag. 18 de Ang, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D.
Trong ,2002). En este método se escribe (3) en la forma Af = u con

Af = (fﬂ glf’ fﬂ ngl )> u= (Ml; ‘le, )
y se debe encontrar f € L?(£)) que satisfaga la ecuacion variacional
ﬁ(fi v)LZ(Q) + (Af,Av)lZ = (f' AU)ZZ ) Vv € LZ (‘Q)r

donde (.,.);2¢q) ¥ (.,.);z son los productos internos usuales de L?(Q) y I? respectivamente y
B > 0.

3 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes
de la forma

v = A5y Y e vy y )
5 (5)
y(x) = fk(x, Y1, Y2 s Vi Vs s y 8,y Y, ...,y,gn_l))
donde yi(n)(x) indica la derivada de orden n de y;(x) i=1,..,k y
ﬁ-(x, Vi, V2 ...,yk,yl(l), ...,y,gl), ...,yl(n_l), ...,y,gn_l)) i=1,..,k son funciones lineales

de %, y1(0), y2(0), s Y@, Y@, o, v @) e,y @0, o, vV (1) con co-
eficientes constantes, se quieren hallar aproximaciones numéricas de las funciones
v1(x), V2 (%), ..., Vi (x) que son solucion del sistema dado. Asumimos condiciones de Cauchy
en un intervalo (a, b)

v, (a), yl(l) (a), SRR , yl(n_l) (a)
yi (@), y,gl) (a), ....... ) y,gn_l) (a)
(6)
y1(b), v (b), S ,y 0 ()
Ve ),y (), e vV (b)

Ademas suponemos que cada y;(x) € L?(a,b).
Se define el operador
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b
(@) = [ e dx 7)
a
Integrando (7) por partes se llega a la relacion

I (yO@) = y(b)e™® - y(@)e™* + al’ (y(x))
Integrando por partes (7) repetidas veces se llega a

L (y(n) (x)) = e [y D (b) + ay® P (b) + -+ "My (b)] -
—e~® [y (g) + ay™D(a) + - + a" y(a)] + (8)
+a" L (y(x))

Notar que si en (7) b — o0, y a = 0 entonces se vuelve a la propiedad de la transformada de
Laplace nombrada anteriormente.

Aplicamos L* a cada ecuacion del sistema (5) y teniendo en cuenta (8) se llega a un sistema
de ecuaciones algebraicas

a1 (@)L (y1) + a(@L (y2) + ... ta(@L (y) = c1(a)
: : 9
a (L' (Y1) + ar (L' () + . +ag(@)L* (i) = cp(a)

donde las incognitas son L*(y;),L*(y2), ..., L*(Vg)-
Al resolver el sistema (9), las incognitas L*(y;) i = 1, ...,k quedan expresadas en funcién de
a,esdecir L'(y;)) = wi(a) i=1,..,k.

Anotamos A a la matriz de los coeficientes

(an(a) aj(@).. a(a) )
A= : ;
agr(a)  apz(a@) ... +ag(a)

Si Det(A) # 0 entonces el sistema (9) tendra solucion Unica.
Se hace el cambio de variable z = e™* y obtenemos

—-a

by
yi(-In(2)z* tdz = | y}(2)z* ldz
b l
a

1

e

O f iG)e T = j

donde a; =e™y by =e™ y y{(2) = y,(~ In(2)).

Entonces se puede interpretar a

b,
| @iz = w@ (10)
a
como un problema inverso de momentos dando a a valores tales que Det(A) # 0.
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Se resuelve el problema de momentos considerando el correspondiente problema de momen-
tos finito, esto es, asignando a @ un numero finito de valores, @ = alfa, ...,n, con alfa elegido
convenientemente para que Det(A4) # 0.

Esto se repite en cada L*(y;) = u;(@) i =1, ..., k. Paraaplicar el método de la expansion
truncada se escribe (10) como

by
f yi*(z)zalfa—l Za—alfadz — 'ui(a)
as

Se obtiene una solucion aproximada py,;(z) para cada y; (2)z*/%1. Luego la solucién aprox-
imada para y;(x) sera y;(x) = (e¥)* e 1p,.(e™).

En el caso de ser (a, b) un intervalo no acotado, por ejemplo (a, @), es conveniente pro-
ceder de otra forma, sin hacer cambio de variable debido a que en ciertos casos la norma L? de
la diferencia y;(x) — (e*)®/ % 1p,;(e™¥) seria divergente.

Este segundo procedimiento (M. B. Pintarelli and F. Vericat (2008) consiste en tomar una
base {1, (@)}, de L?(a, ) y entonces

f yix)e % dx = ()

puede ser transformado en un problema de momentos generalizado al multiplicar ambos miem-
bros de la igualdad por Y,-(«) e integrar con respecto a a. De esta forma se llega a

f yi (x)gr(x)dx = p;y r=12,..
a

donde
gr(x) =f e_axlpr(a)da

y los momentos p;,- son

i = I 1 (@ (a)dar .

Este procedimiento también se puede aplicar si (a, b) es un intervalo acotado.

4 SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO DE MOMENTOS

Para resolver (10) numericamente como un problema de momentos, se aplica el método
de expansion truncada detallado en G. Talenti (1987), y generalizado en M. B. Pintarelli and F.
Vericat (2008), con el fin de encontrar una aproximacion p,;(z) de y;(2)z*Y/% ! para el
correspondiente problema finito con @ = alfa, ..., n; donde n es el nimero de momentos y; (@)
que se consideran.

Sea ¢,(z) a = alfa, ...,n la base obtenida al ortonormalizar z%~%/¢;

a =alfa,..,n y
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adicionando al conjunto resultante las funciones necesarias hasta alcanzar una base ortonormal.
O, escrito de otra forma, z"; r=0,..,n" n*=n-—-alfa+1.

Si el intervalo es no acotado se ortonormalizan las funciones ¢, (x) definidas previamente.
Mediante el método de la expansion truncada se aproxima la funcion y; (z) con:

n* r
pni(z): )3 ﬂr¢r(z) s Ar= z er,u] r=0,L....,n*
r=0 ]:O

y Cy; son los coeficientes de una matriz C que verifican

-1

(z" 14, (z))
e

l<r<n

Z()

Cy {2 C<j<r,

Los términos de la diagonal son C, = ||¢},(z)||_1 r=0,1,...,n%

El siguiente teorema da una cota de la exactitud de la aproximacion.

Teorema: Sea el conjunto de numeros reales {i,}7_, y supongamos que y(z) enL?(a;,b;)
verifica para algin n*, € y M (dos nimeros positivos):

<g2

b 2
ol itz y(@)dz —

b 2
L@@ dz < m? (11)
entonces

b,y 2 T 2, (b1—a)? o
fal ly(2) —pp-(D|*dz < ||C"Clle* + 5 M (12).

4(n*+1)2

Si el intervalo es (a, ), entonces la condicion (11) cambia por

f ze? (y(l)(z))zdz < M?

a

Y la conclusion (12) cambia por

2

fa ly(z) — ppr(2)|? dz < ||CTC||e% + ot 12
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Ademas debe cumplirse que
z"y(z) >0 si z—> oo paratodo r€E€N .=

La demostracion de este Teorema se detalla en M. B. Pintarelli and F. Vericat (2008) para
el caso de intervalo acotado, y en M. B. Pintarelli (2016) para el caso de intervalo (a;, o).
5 EJEMPLOS NUMERICOS
Ilustramos lo expuesto anteriormente con ejemplos sencillos.
Ejemplo 1
Se considera el sistema de ecuaciones

{y(z)(x) + 2y(x) + 4z(x) = e*
z@(x) = y(s) = 3z(x) = —x

en el intervalo (1,3) bajo las condiciones

{ y(1) = —2+e+e V2 4+ eY2 4 cos(1) + sen(1) (13)
y(3) = =6+ €3 + 732 4 3V2 4 ¢0s(3) + sen(3)
2(1) =1 —E—e‘ﬁ—eﬁ—cos(l) _sen(l)
632 vz vz 035(3) s:n(S) (14)
— 32 _ 32 _ _
z(3) =3+ 5 e e 2 2
{ yD(1) = =2+ e —V2e V2 + V2eVZ + cos(1) — sen(1) (15)
yM(3) = =2 + e73 — V2 3V2 + 2e3V2 + cos(3) — sen(3)
e cos(1) sen(1
20(1) =1 - £ 4 VEer T - 2007 - 5D D)
e’ cos(3) sen(3) (16)
z® = 1_74_\/59—3\/5_\/593\/5_ yE—

La solucidn exacta del sistema es

y(x) = e¥VZ 4 72 4 gen(x) + cos(x) + e* — 2x

X

1 1 e
z(x) = —eXVZ _ omxV2 _ Zsen(x) - Zcos(x) -5 +x
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Aplicamos el operador L* a ambas ecuaciones del sistema y se llega a

{(a’2 +2)L*(y) + 4L*(z) = L*(e*) — cy(a) a7
—L*(y) + (a? = 3)L*(2) = L*(—x) — cz(a)
donde cy(a) y cz(a) son expresiones en funcion de las condiciones (13), (14), (15) y (16).
El determinante de la matriz de los coeficientes del sistema (17) es

a®+2 4 |:a4_a2_2
-1 a*-3
Y seanulaparaa = —i,a =i, =2, a=—-2
Resolvemos el sistema con el software Mathematica y obtenemos expresiones para
L*(y) y L*(2) en funcion de a.
Evaluamos estas expresiones dando valores a a desde alfa = 2 hasta n = 8, es decir toma-
mos 7 “momentos” u(a).
El valor para alfa se fija igual a 2 con el fin de evitar discontinuidades.
Aplicando el método de expansion truncada obtenemos una aproximacion para y(x) dada por

x)alfa—l

y(x) = (e pyn(e™)

cuya exactitud es
ffly(x) — (e¥) a_lpyn(e_x)|2 dx = 0.0557505
Analogamente, para z(x) se obtiene una exactitud de
fle(x) - (e’c)‘”f“—lpzn(e—")|2 dx = 0.0543516

En la Figura 1 y en la Figura 2 se observan los graficos de y(x) y z(x) con sus respectivas
aproximaciones superpuestas

20 ¢

L5 20 25 30

Figura : y(x) y su aproximacion
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Figura 2: z(x) y su aproximacion

Ejemplo 2
Se considera el sistema de ecuaciones

yD(x) = 3z(x) — 4u(x)
zW(x) = —u(x)
u®(x) = z(x) — 2y(x)

en el intervalo (0,1) bajo las condiciones

0)=3; y(D)=e? 4 =42
y@=3; yD=e"+—+-
z(0) = 1.6 ; z(1) = 4.43912
u(0) =12 ; wu(1l)=-11.5752

(18)

La solucidn exacta del sistema es

y(x) =e™ +e 2 4 3%
z(x) = e * + 0.4e7%* + 0.2e3¥
u(x) = e+ 0.8e72* — 0.6e3*

Aplicamos el operador L* a ambas ecuaciones del sistema y se llega a

al*(y) — 3L (z) + 4L (u) = —cy(@)
al*(z) + L*(uw) — cz(a) (19)
2L'(y) = L' (z) + al*(u) = —cu(a)

donde cy(a), cz(a) y cu(a) son expresiones en funcion de las condiciones (18)
El determinante de la matriz de los coeficientes del sistema (19) es

a —3 4
0 a 1l=a®—-7a-6
2 -1 «
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Yseanulaparaa =—-2 ; a=-1; a=3.

Resolvemos el sistema con el software Mathematica y obtenemos expresiones para L*(y),
L*(z) y L* (u) en funcion de a.

Aplicamos el primer procedimiento para resolver el sistema hacienda cambio de variable, ya
que al intentar aplicar el segundo procedimiento nos encontramos con una discontinuidad al
ortonormalizar la base.

Evaluamos estas expresiones dando valores a a desde alfa = 4 hasta n = 8, es decir toma-
mos 5 “momentos” u(a).

El valor para alfa se fija igual a 4 con el fin de evitar discontinuidades y para que la solucion
sea Unica..

Aplicando el método de expansion truncada obtenemos una aproximacion para y(x) dada por

(e 1py. (™)

cuya exactitud es
folly(x) — (e¥)afa-1py, (e=*)|" dx = 0.00135636

En la Figura 3 se observan los graficos de y(x) y de su aproximacion superpuestos

2+

02 04 0.6 0.8 1.0

Figura 3: y(x) y su aproximacion

Andalogamente, para z(x) se obtiene una exactitud de
[H200 = (€99 1pz, (e )| dx = 0.000542543

En la Figura 4 se observan los graficos de z(x) y de su aproximacion superpuestos
Por ultimo obtenemos la aproximacion para u(x). Se tiene en este caso una exactitud de

1
j [u(x) = (e¥)¥a1pu, (e=)|* dx = 0.00108509
0

En la Figura 5 se observan los graficos de u(x) y de su aproximacion superpuestos
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45 ¢

40

351

30

251

20

00 02 04 06 08 1.0

Figura 4: z(x) y su aproximacion

02— 04 06 08 10

Figura 5: u(x) y su aproximacion

Ejemplo 3

Se considera el sistema de ecuaciones

{ym () + 3y(0) +2() = 0 (20)

zZW) —y(x) +z(x) =0
En el intervalo (0, o) bajo las condiciones

y(0)=1; z(0) = -2
La solucion exacta del sistema es

{y(x) = (1+x)e
z(x) = —(2+x)e %

Aplicamos la transformada de Laplace a ambas ecuaciones del sistema (20) y se llega a
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(a+3)Lly)+L(z)=1
{—L(y) + (a4 DL(Z) = -2 (1)

El determinante de la matriz de los coeficientes del sistema (21) es

3+a 1 P
= 4a + 4

1 14t a” +4a +

que se anula para @ = —2

Resolvemos el sistema con el software Mathematica y obtenemos expresiones para

L(y) y L(z) en funcién de a:

L(y) = 3+«
= >

(—25+—a2)a (22)
L@ =Gae

Consideramos la base {{.(a)}, = {a"e %}, de L?(0, ). Aplicamos el segundo procedi-
miento para n = 4 momentos.

Con el método de expansion truncada obtenemos una aproximacion para y(x) cuya exacti-
tud es

foooly(x) — py(x)|?dx = 0.0203557
Analogamente, para z(x) se obtiene una exactitud de
J, 12(x) = pza(x)|? dx = 0.02963743.

En la Figura 6 se observan los graficos de y(x) y su aproximacion superpuestas.
Andalogamente en la Figura 7 para z(x) y su aproximacion.

wf

015
010

005

Figura 6 : y(x) y su aproximacion
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Figura 7 : z(X) y su aproximacion

6 CONCLUSIONES

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes
de la forma

yl(n)(x) = f1(x; Y1, Y2 ---;J’k'yl(l), ---,y,fl), ---,}’1(”_1)» ---')’;En_l))

y(x) = fk(x, Y1, Y2 s Vi Vs s y 0,y Y, ...,ylgn_l))
donde yi(n)(x) indica la derivada de orden n de y;(x) i=1..,k y
ﬂ(x,yl,yz,...,yk,yl(l),...,y,gl),...,yl(n_l),...,ylgn_l)) i=1,..,k son funciones lineales
de %, y1(0), y2(0), s Y@, Y@, o, v @) ey, o, vV (1) con co-
eficientes constantes, se pueden hallar en forma aproximada, las funciones

v1(x), v, (x), ..., v (x), que son solucion del sistema dado, bajo condiciones de Cauchy en un
intervalo (a , b), considerando el operador

b
L*(y(x)) =f y(x)e **dx

el cual coincide con la Transformada de Laplacesia =0 y b = oo.

Ademas suponemos que cada y;(x) € L?(a,b).

Al aplicar dicho operador sobre cada ecuacion del sistema se obtiene un sistema de ecuaciones
algebraicas donde las incognitas son L*(y;),L*(y5), ..., L*(y;) y los coeficientes estan dados
por expresiones en funcion de a.

Por lo tanto, al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas las incognitas quedan igualadas a
expresiones en funcion de o

b
[ wiweerdx = w@
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Haciendo cambio de variable y discretizando el problema, dando a o valores apropiados, se
lo puede interpreter como un problema inverso de momentos y resolverlo utilizando las técnica
de la expansion truncada. De esa manera obtenemos una aproximacion numérica para cada
yi(x).

En el caso de tener un intervalo de la forma (a, o), multiplicamos ambos miembros de la
igualdad anterior por una base de L?(a, o) e integramos. De esa forma obtenemos la igualdad

f yi () g-(x)dx = py, r=1.2,..
a

donde

oo

gr(x) zf e~ Y, (a)da

a

y los momentos y,- son

wr = [, w (@ (@)dar .

Este procedimiento también se puede aplicar si (a, b) es un intervalo acotado.
Nuevamente aplicando el método de expansion truncada al correspondiente problema de
momentos finito, se encuentra una aproximacion numérica para cada y;(x).
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