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Resumen. En este trabajo se presenta el analisis de estabilidad para el problema de evolucion de
una barra de hormigén modelada con un modelo gradiente de dafio. La particularidad del material
interviene en el tipo de criterio usado en el modelo. El aspecto novedoso de este analisis estd en
que el problema de evolucion se obtiene aplicando la formulacion energética. En esta formulacion,
que no contiene derivadas con respecto al tiempo, la evolucion del material esta caracterizada por
tres requisitos energéticos: un balance de energia, una desigualdad de disipacion y un criterio global
de estabilidad. Una de las ventajas de dicha formulacion es que permite dar un significado claro
a los conceptos de bifurcacion y estabilidad para ambos, estructura y material. Aplicado al ensayo
a traccion de una barra sujeta a una carga monotona, se considera la respuesta homogénea donde
ambos campos de deformacion y dafio son uniformes en el espacio. En presencia de ablandamiento,
se muestra que el estado homogéneo de la barra es estable, siempre y cuando la longitud de la barra sea
menor que un valor critico que depende del estado actual del sistema, de lo contrario es inestable. Sin
embargo, también se muestra que la bifurcacion puede aparecer para un estado homogéneo estable.
Todos estos resultados se obtienen analiticamente y se ilustran con ejemplos.
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1. INTRODUCCION

Hay dos aspectos importantes a tener en cuenta en el comportamiento constitutivo del hormi-
g6n. Por un lado la introduccidn de una longitud caracteristica que permita tener en cuenta el
efecto escala en el material, este hecho ha sido verificado en una gran cantidad de resultados
experimentales (Bazant, 1976). Por otro lado, debido al ablandamiento en este material, el
problema de valores al contorno resulta mal puesto y los resultados numéricos verifican una
energia disipada fuertemente dependiente del tamafio de la malla. En este trabajo se inclu-
ye dicha longitud caracteristica a través de la introduccion de un pardmetro ¢, que permite
describir la falla del material por localizacion, penalizando las deformaciones demasiado
localizadas (Frémond y Nedjar (1996); Lorentz y Godard (2011); Marigo (2014)). La regu-
larizacion del modelo se realiza mediante la utilizacion de un modelo gradiente de dafio y la
idea es analizar estos aspectos para el caso de una barra sujeta a traccion, siguiendo los tra-
bajos de (Pham, 2010; Pham et al., 2010). Se llevara a cabo tanto un analisis de bifurcacion,
para el cual la obtencion de infinitas soluciones implica que el problema es mal puesto, co-
mo un analisis de estabilidad mediante el cual es posible seleccionar, entre todas las posibles
soluciones los caminos estables, aquel que constituira la solucion final del problema. El estu-
dio de la estabilidad de los estados homogéneos permite luego evidenciar los efectos escala
sobre los resultados de estabilidad. Todo ello se realiza en el contexto de aproximaciones
variacionales globales.

Teniendo como objetivo el de analizar la estabilidad de estados homogéneos utilizando dis-
tintas funciones de rigidez, en el presente trabajo se propone analizar el problema de evolu-
cion del modelo gradiente de dafio aplicando la formulacion energética (Mielke et al., 2010).
Dicha aproximacion serd utilizada en particular, para llevar a cabo un andlisis general sobre
el procedimiento de regularizacion mediante el estudio de las condiciones bajo las cuales los
problemas de minimizacion resultan bien puestos. La formulacion ha sido desarrollada pa-
ra comportamientos independientes de la velocidad, siguiendo la propuesta de Mielke et al.
(2002); Mielke (2005); Mielke y Roubicek (2015) y Marigo (2014), para la cual resulta ne-
cesario definir: las variables de estado del modelo, la energia total, que incluye la energia
potencial y la energia disipada, y finalmente obtener el problema de evolucion en base a tres
principios fundamentales: el balance de energia, la condicion de estabilidad y la irreversi-
bilidad de la variable de dafio. En dicha formulacion se requiere que en cada instante de
tiempo la energia alcance su minimo, permitiendo asi manejar evoluciones discontinuas en
el tiempo. Dentro de las ventajas de esta aproximacion variacional, pueden mencionarse que
establece de manera unificada el analisis de la existencia, unicidad y estabilidad de solucio-
nes cuasi-estaticas y su tratamiento numérico. El criterio no local de dafio y las condiciones
de borde en dano naturales se deducen de la formulacion variacional diréctamente, las con-
diciones de Kuhn—Tucker se derivan de la condicion de estabilidad de primer orden y del
balance de energia, mientras que los resultados de estabilidad y bifurcacion, principal objeto
de analisis del presente trabajo, derivan de las condiciones de estabilidad de segundo orden
y algunas propiedades de la derivada segunda de la energia potencial.

Este trabajo est4 organizado como sigue: en la Seccion 2 se presenta el modelo gradiente de
dafio, en la Seccion 3 se formula el problema de evolucion en términos de los tres principios
fisicos de irreversibilidad, estabilidad y balance de energia. La formulacion se escribe para
el caso uniaxial solamente. En la Seccion 4 se deducen las condiciones suficientes de estabi-
lidad y no bifurcacion que surgen de la derivada segunda de la energia potencial. En Seccion
5, se analiza la estabilidad y bifurcacién de la respuesta homogénea de una barra de hormi-
gon sujeta a traccion, usando distintas funciones de rigidez mientras Seccidon 6 concluye el
trabajo con algunas observaciones.
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2. FORMULACION UNIDIMENSIONAL DE UN MODELO GRADIENTE DE DA-
NO

En esta primera seccion se introduce el modelo gradiente de dafio en el marco de los pro-
cesos independientes de la velocidad siguiendo la propuesta de (Frémond y Nedjar, 1996;
Fremond, 2002), para luego desarrollar la formulacion variacional del problema resultante
de valores iniciales al contorno basdndose en la formulacién propuesta por (Mielke et al.,
2002; Mielke, 2005; Mielke et al., 2010; Mielke y Roubicek, 2015). Todos estos desarrollos
se realizan en el marco uniaxial.

Sea (0, L) la configuracion de referencia de una barra homogénea, compuesta de material
elastico dafable, cuyo comportamiento se define como sigue:

1. La variable de dafio es un escalar que crece de 0 a 1, # = 0 denota el estado del
material no dafiado, y § = 1 el estado completamente dafado.

2. Elestado del elemento unidimensional esta caraterizado por la terna (v'(z), B(x), 5'(x)),
donde u/(z) = Ou/0x es una deformacién pequefa, § es la variable de dafo y
p'(z) = df/dz el gradiente de dafio.

3. El comportamiento del material en cada punto x esté caracterizado por:

(7) La funcion de estado v (u/(z), B(x), f'(z))

vl 5, 8) = SE(Bu? + 56 e

la cual es independiente del camino seguido para alcanzar (u/, 3, 5) y no-local
debido a la dependencia con el gradiente de dafo. Tal dependencia tiene como
objetivo el de limitar la concentracion del dafio y es controlada a través del para-
metro ¢ > 0. En la modelacién de la influencia del dafio sobre el comportamiento
macroscopico del material, la rigidez del material se asume descripta a través de
una funcién E(f) decreciente con la variable /3. La expresion clasica para F(5)
es la propuesta por Kachanov (1958) E(5) = (1 — ) Ey. En el presente anlisis
se tendran en cuenta otras funciones. Se precisa que la condiccion de admisi-
bilidad de la variable 5 no se incluye en (2.1) a través la funcion indicador del
intervalo [0, 1], sino que se tiene en cuenta de manera explicita precisando dicho
intervalo de admisibilidad cada vez.

(77) El potencial de disipacion ¢(3)
9(B) = ki + In+(5). (2:2)

dependiente s6lo de la variable B y tal de ser creciente, positiva y homogénea de
grado 1 en la variable 3. En (2.2) kE > 0 es un parametro escalar que determina
la cantidad de energia disipada cuando  aumenta de 0 a 1 y constituye un um-
bral a partir del cual el dafio evoluciona, como se vera mas adelante. La funcion
indicador I+ (Ig+ = 0si 3 > 0, Ig+ = +o00 si f < 0) modela la condicion de
irreversibilidad de dafio, es decir que el material no puede ’curarse’.

4. Las variables duales asociadas con las variables de estado son respectivamente la ten-
sion o y las fuerzas termodinamicas V' y H. Como parte de las asunciones del modelo,
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se supone que

c=0c'+o", V=ViqVv" y H=H'+H, (2.3)

donde las fuerzas interiores nodisipativas (Fremond, 2002) estan dadas por

0
ot = 20, 8. 8) = BB
0
V= 6.8 = 3B @4
i O
HM = 2, B.5) = o

mientras que para las fuerzas disipativas se asume
0"=0, V'edp(B)=k+0lx+(f) y H'=0, (2.5)
donde 0¢ denota el subdiferencial de la funcion convexa ¢ definido por

06(B) ={V?' e R:Vz€ R:¢(B) + (2 — BV < ¢(2)} (2.6)

Las relaciones constitutivas satisfacen la desigualdad de Clausius—Duhem, que toma la forma
Vig > 0.

Considerando el caso de evolucion cuasi estatica y siguiendo el método de potencias virtua-
les, se asume como en Frémond y Nedjar (1996) que el dafio se produce por movimientos
microscopicos de rotura de las uniones entre particulas. Estos movimientos estan descriptos
mediante las variables 5 = df3/dt y ' = d(9/dt)/dz. Por lo tanto, en la potencia de
fuerzas internas se tiene en cuenta también la potencia de estos movimientos y la potencia
virtual de fuerzas internas esta representada por la forma lineal

L . .
Pilu, B) = /0 (0¢ + VB + HB)dz | @.7)

mientras la potencia virtual de fuerzas externas estd representada por la siguiente forma
lineal

L
Pe(u) = [tu]g —i—/o fudzx (2.8)

donde f denota las fuerzas volumétricas y ¢ las fuerzas de bordeenz =0y x = L.
Denominando U, al espacio de desplazamientos admisibles, 2/° al espacio de desplazamien-
tos admisibles lineal asociado a U; y D el espacio lineal del campo de daifio admisible,

definidos como
U ={veH(0,L): v(0)=0,v(L)=uw}

U =Hi ={ve H(0,L): v(0) =v(L) =0} (2.9)
D={BeH(0,L): 0<B<1},

el método de potencias virtuales establece que, para todo campo de desplazamientos u € U°
y de dafo § € D admisibles, debe verificarse

Pe(u) = Pi(u, ). (2.10)
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En el caso estudiado en este trabajo, no se consideran cargas volumétricas ni de contorno,
sino s6lo condiciones de borde de Dirichlet que varian en el tiempo. Aplicando ahora el
teorema de Gauss-Green y el lema fundamental de calculo de variaciones, se obtienen dos
ecuaciones de campo dadas por las siguientes ecuaciones de balance de momento lineal con
los correspondientes condiciones naturales

dive =0 en (0,L),
on =0 parar =0yz =L,

(2.11)
divH -V =0 en(0,L),

Hn =20 parar =0yz = L.

De la definicion (2.6) de 9¢(0), se obtiene 0 = ¢(0) < ¢(Z) + V%, y usando la homogenei-
dad de ¢, se deriva en forma seguida el concepto de solucion energética. Con tal objetivo, y
gracias a la convexidad de 1) se deriva la siguiente desigualdad (ver Mielke et al. (2010) para
mas detalles):

L L o L 3 _
/ B, 8,7 < / o, B, 3) + / o(B—B)de VBeD, 2.12)
0 0 0

conD, = {B € H'0,L): 3> 0}.Sif satisface (2.12) se dice que 3 es parcialmente es-
table en el instante . Para que se verifique la estabilidad completa, es necesario que también
las ecuaciones de balance de momento lineal (2.11) se cumplan. Introduciendo la energia
potencial definida como

L
w, - / O B, B) e 2.13)
0

donde no aparece la potencia de las fuerzas externas debido a las asunciones iniciales, multi-
plicando (2.11); y (2.11), respectivamente por 3y d(u — w)/dt, integrando en el intervalo
de tiempo [0, 7], y aplicando integracion por partes en el tiempo, se obtiene la siguiente
expresion de balance de energia

T L
Wr(ur, Br) + Diss(8;0,T) < Wo(uo, Bo) +/ / o' ddt (2.14)
o Jo

donde w es la extension de u(L) = w en toda la barra, y Diss se denomina distancia de
disipacion, dada por

topLo kOLt:E—BSx dx B3>0
Diss(ﬁ;s,t)z//0 ¢>(5(s))dsda:={ +f (Bile) ) 5o (2.15)

La igualdad en el balance de energia (2.14) se obtiene cuando la condicion de estabilidad
completa se verifica. Ahora se esta en condiciones de introducir la formulacion energética.

3. FORMULACION ENERGETICA UNIDIMENSIONAL

Se considera una barra fija en el extremo x = 0, y sujeta a un desplazamiento impuesto en el
extremo x = L de magnitud w; = te; L, siendo ¢ el tiempo transcurrido desde el inicio de la
aplicacion del desplazamiento y €; = fy/ Ep, con f la resistencia uniaxial a traccion y Ej
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el mddulo de Young. Las condiciones de borde que los desplazamientos admisibles deben
satisfacer en el instante ¢ son

ut(O) = 0, Ut(L) = Wy, t Z 0. (31)

Suponiendo la barra no estd dafiada en ¢ = 0, 5y = 0. El problema de evolucion del des-
plazamiento y del dafio en la barra se obtiene via la formulacion variacional propuesta en
Mielke et al. (2002); Mielke (2005); Mielke y Roubicek (2015); Marigo (2014) y utilizada
también en Lorentz y Godard (2011).

El problema de evolucion consiste en encontrar el campo de desplazamientos y dafio (uy, 8;) €
U; x D que satisfagan en todo instante de tiempo ¢, las siguientes condiciones:

(IR) Condicion de irreversibilidad: 3, > 0. El dafio es una funcion no decreciente de ¢, con

Bo=0

(ST) Condicion de estabilidad: el estado (uy, ;) tiene que ser estable direccionalmente, es
decir verificar

L
Uy (u, Br) < Wy(a, B) +/o ¢(B — Br)dx V(u, ) € Uy x Dy (3.2)

(EB) Balance de energia: la energia potencial W,(u,, 8;) debe verificar el siguiente balance
energético

U, (wr, ) + Diss(B5; 0, £) = o (uo, o) + / 0,(L)byds (3.3)
0

donde ug es el campo de desplazamientos solucion del problema elastico en ¢ = 0
obtenido como ug = argmin_ U, (u, ) mientras o5 = E([s)u’, es el campo de tension
en t = s. Para mas detalles de la formulacion ver (Pham et al. (2010); Mielke et al.
(2002); Mielke (2005); Mielke y Roubicek (2015); Bourdin et al. (2008); Luege et al.
(2017).

3.1. Aproximacion incremental en el tiempo

La formulacion energética (ST) y (EB) viene ahora aproximada como un problema incre-
mental. Dado el intervalo de tiempo [, ¢,,+1], donde g, son los valores de la variable g en t,,
Y ¢n11 €l valorent, 1, debido a la convexidad de los potenciales, se demuestra (Luege et al.,
2017) que la evolucion en el tiempo del sistema esta gobernada por la minimizacion global
de la energia total del sistema dada por

Eilug, Br) = We(ug, Br) +/ (Bi(x) — Bn(z))dx
0 (3.4)

2

donde la referencia explicita al estado inicial en el tiempo ¢,, se omite por simplicidad. De-
bido a la homogeneidad de ¢ la longitud del intervalo de tiempo desaparece.

- / GEW@“)) () + ¢ B (2)* + k(B(x) - m») dx
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3.2. Condicion de estabilidad de primer orden

La condicién de estabilidad de primer orden es una condicion necesaria para la estabilidad
(ST) de (uy, f;) solucion del problema extremo (3.4). Dicha condicion esta dada por la no ne-
gatividad de la primera variacion de la energia total &; para todas las variaciones admisibles
de las variables de estado, como sigue

E (ug, Br)(v,) >0 V(v,a) €Uy x D (3.5)

donde &/ (uy, B;) (v, ) es la derivada de Gateaux de &; (3.4) evaluada en (u ;) en la direccion
(v, ) dada por (Luege et al., 2017)

L L
E(u, B) (v, ) = /o E(B)u'v'dx +/0 {(%E’(ﬁ)u'z + k:) a+ gﬁ'a'] dx (3.6)

Verificar la condicion (3.5) es equivalente a verificar el equilibrio y el criterio no local de
dafio como se demuestra a continuacion. Particularizando (3.5) para o = 5, y v = U + w,
con w € U, se obtiene la ecuacion variacional

L
/ E(By(z))u (z)w'(x)dz =0, (3.7)
0
que expresa el equilibrio de la barra en forma variacional. De (3.7) se deriva que
oy(x) =0 Vze (0,L) (3.8)

por lo tanto, la tension a lo largo de la barra es constante. Despejando u;(z) de oy(z) =
E(f) uj(x), integrando y aplicando las condiciones de borde en 0 y L, se obtiene
Wy
L da
A E(Bi(x))

Teniendo en cuenta la (3.7), ecuacion (3.5) se reduce entonces a la desigualdad variacional

Oy =

(3.9)

L
[ (3E e+ s+ g} as =0 3.10
valida para todo a € D. Condicion (3.10) gobierna la evolucion del dafio y se verifica

como igualdad cuando o = f3;. Integrando por partes la (3.10) se obtienen por lo tanto las
siguientes relaciones

YE (Bu 4+ ¢/ (B) — e =0 G.11)
1(0) <0, Bi(L)>0
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3.3. Balance de energia

Suponiendo una evolucién suave en el tiempo, de modo que w; y B, pertenezcan a H'(0, L)
y derivando (EB) con respecto a ¢, se obtiene

0 = 5/(%&, ﬁt)(uta ﬁt) — oWy
. Iy . . 1 / 2 o C i
— /0 E(p)ujinde — opiy +/0 {(iE (B)u,” + k‘) B + éﬁtﬁt] dx (3.12)

L 1 . .
= [ (3o + o0 - et ) B+ [ 2etaipyar,
0 Q

Luego, conjuntamente a (3.11), de (3.12) se obtienen las condiciones de consistencia del
modelo gradiente de dafio

By (%E’(ﬁt)uf +¢'(Br) — Cﬁé’) =0 (3.13)

con 3(0)5,(0) = 0, B(L)BI(L) = 0y las condiciones de borde 3;(0) = 0y /(L) = 0.
Mientras las ecuaciones de balance energético en forma fuerte se utilizan para el caso de
evoluciones suaves en espacio y tiempo, el principio de balance energético (EB) da el mar-
co para describir evoluciones discontinuas en el tiempo, como por ejemplo en el caso de
materiales con ablandamiento que exhiben fendmenos de snap-back. Este es debido a que
la energia total del cuerpo sigue siendo una funcidn continua en el tiempo, aun cuando la
evolucion del dafio no lo sea.

4. CONDICION SUFICIENTE DE ESTABILIDAD Y DE NO-BIFURCACION

Para el anélisis de la estabilidad global (ST) de la solucion del problema incremental (3.4),
ademas de verificar la condicion de estabilidad de primer orden (3.5), se requiere que la
expansion asintotica de segundo orden de la energia total & evaluada en (uy, 5;) sea no
negativa para cada direccién admisible (v, a) € U° x D,.

Considerando para un dado tiempo ¢, la expansion de la energia total £ de un estado pertur-
bado (u; + hv, B; + ha) con respecto a h hasta el término de segundo orden para una dada
direccion admisible (v, o) € U° x D,

Et(ut —+ hU, ﬁt —+ hOé) = Et(ut, ﬁt) -+ hc‘f{(ut, ﬁt)(’l}, Oé) + %2££,<Ut, Bt)(v, Oé) + 0<h2) s (41)

la condicion de stabilidad total (ST) se expresa como
1
h&{(ug, B) (v, ) + §h2££/<ut’ Bi)(v, ) + O(hQ) >0 (4.2)

donde &' (uy, ;) es la derivada segunda de &; en (uy, 5;).
Teniendo en cuenta de (3.5) y de (4.2), se obtiene que la solucion (uy, ;) es estable en la
direccion (v, «), si para valores pequefios de h resulta que

2
hE/(uy, By) (v, ) + %5{’(%, Bi)(v,a) > 0.

(4.3)

Usando las ecuacion de equilibrio en forma variacional, se muestra que (Benallal y Marigo,
2007; Luege et al., 2017) la derivada direccional primera de &;(u;, 5;) es una forma lineal
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definida en H'(0, L), dada por

L
E (ug, Br) (v, ) = /0 {E(ﬁt)u’v’ + (gb’(ﬁt) + %E'(ﬁt)u'Q) o+ 206'0/} dx (4.4)

mientras la derivada direccional segunda es una forma bilinear definida en H'(0, L)? dada
por

El (ug, Br) (v, @) fo cadx + fo By) (v — a8 (By)oy)? da
(4.5)
fo ( S"(Bt) Ut <Z5”(ﬁt)) o*dx
donde ¢/(8,) = do/dpy, S(B) = 1/E(Br), S'(By) = dS/dByy S"(8) = d*S/dpt.
Si se introduce el siguiente cociente de Rayleigh
L
2¢ fOL o%dx +/ E(B:) (v'2 — aS’(Bt)at)z dz
Ri(v,a) = 0 (4.6)

L
/ (55//(@5)0152 - (b”(ﬁt)) o’dx
0

verificar la positividad de (4.5), y por lo tanto la estabilidad del sistema, es también equiva-
lente a verificar que en cada instante de tiempo ¢ se verifica la siguiente relacién

min Ry >1. 4.7)
U (D+\{0})

4.1. Analisis de estabilidad del estado homogéneo

Para analizar la estabilidad de la solucion homogénea del problema de evolucion, donde tanto
el daflo como la deformacion son constantes en el espacio y evolucionan de manera suave
en el tiempo, se observa que siendo u, () = €;tx, las variables de estado que caracterizan el
estado homogéneo estan dadas por

ui(r) = eit,  Bi(x) =B/ (@) =0 y o =E(B)at, (4.8)

parat > 0y x € (0, L). Asumiendo que la barra esta inicialmente no danada en cada punto,
es decir fy(z) = 0 para z € (0, L), se puede determinar el instante de tiempo ¢. en que se
verifica, por primera vez, el criterio de dafio dado por

Lk, (%sm)a? n k) iy (4.9)

Se obtiene de esta manera que

200 0
TVaro Y 7TV S0 o

donde ¢'(0) = k > 0. La fase elastica se verifica, por lo tanto, para todo tiempo ¢ en el
intervalo [0, ¢.]. Por otro lado, en la fase de dafio, es decir para ¢ > ¢, resulta

—2k 2k
“\VepE ¥ o= EGat=ygo (.11)
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y la derivada primera de la energia total (4.1) se escribe

St/(uta ﬁt)(v, Oz) = ((b’ + %EIE%tQ) fOL ode
_ [ iEE ) [ ade sit<t, (4.12)
¥ sit >t..

La discusion sobre la estabilidad se llevara a cabo considerando los estados elastico y de
dafo separadamente, como sigue:

1. Estado elastico: ¢ < t.. La solucién homogénea es (¢;tx,0). La derivada primera de
la energia (4.12) es positiva en todas las direcciones (v, o) con « # 0, mientras que el
término de segundo orden en las direcciones admisibles (v, 0), con v # 0 resulta

L
& (e12t,0)(v,0) = E(0) / v?dx (4.13)
0
el cual es positivo. Por lo tanto la condicion (ST) se verifica (Luege et al., 2017) y la
respuesta homogénea no dafiada (e;tx,0) es solucion estable del problema de evolu-
cion.

2. Estadodanado: ¢t > t.. La derivada primera de la energia (4.12) evaluada en la solucion
homogénea (e;xt, 3;) es cero. La estabilidad de esta solucion dependera por lo tanto
solo del signo de la derivada segunda, es decir, para que se verifique la (ST), debe
resultar que &/’ (uy, B;)(v, @) > 0 para todas las direcciones admisibles no-nulas.

Mirando directamente a la (4.5), se observa que cuando S < 0, llamado compor-
tamiento en endurecimiento, resulta &’ (uy, 5;)(v, ) > 0 para todas las direcciones
admisibles, entonces la solucion homogénea (e;xt, ;) es estable. El estudio de stabi-
lidad es por lo tanto relevante para modelos constitutivos donde .S}’ > 0, que definen
comportamientos en ablandamiento. Para la funcion S(5;) = 1/E(S;) definida en
(5.1) que se considera en los ejemplos nimericos de este articulo, analizando directa-
mente a la (4.5) se observa que &/’ (uy, 5;)(v, ) > 0 para las direcciones admisibles
del tipo (v,0) con v # 0. Para analizar el signo de (4.5) para las otras direcciones
(v,) con a # 0, se examina la condicion de Rayleigh (4.6) que toma la siguiente
expresion (Pham, 2010; Luege et al., 2017)

2
c fOL o*dx + ES"0} (fOL ozdx)
Rila) = A >1, aeD,\ {0} (4.14)
(35"0F = ¢") Jy o?dx

donde R, depende sélo de . El minimo de R; definido en (4.14) puede obtenerse
analiticamente, (Pham, 2010; Luege et al., 2017). Dicha deduccion va mas alla del
objetivo de este articulo, sin embargo de dicho andlisis se deduce que

2 2
M si m2c > E,S;Po?L?
(—S”O'tz _ ¢//)
min R = 2 (4.15)
a€(D4\{0}) 3 (nESPo?)?/3

si m2c < E;Sjo? L?
(%S”Uf _ (b”) 1,2/3 it Tt
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Analizando la expresion (4.15) se deduce que para ¢t > t., la solucion homogénea
(etx, B;) es estable siy solo si la longitud de la barra es suficiéntemente pequeia, i.e.

L < Lg(t) — (ext, ;) satisface (ST),

(4.16)
L > Ly(t) — (erxt, B;) no satisface (ST),
con
2 2 Gl A
Lo(t) = | St (4.17)
(%S"O’? o ¢//)

Dado que o, = E(B)eit y ¢”(B:) = 0, el limite estable L4(¢) de longitud de la barra
a partir del cual, los resultados dejan de ser estables, resulta

|8c w2 S

La longitud limite de estabilidad L,(t) depende por lo tanto de la funcion de rigidez
E(p) elegida, de la constante de regularizacion ¢, del limite elastico de deformacion y
disminuye con el tiempo ¢. La respuesta de la barra puede seguir la rama homogénea
siempre y cuando el estado homogéneo asociado sea estable. Esto se verifica cuando
la longitud de la barra es suficientemente pequefia, menor que L.

4.2. Criterio de no-bifurcacion

El hecho que la respuesta homogénea sea estable no garantiza que la evolucion seguiréd dicho
camino hasta la pérdida de estabilidad. Puede ocurrir que una evolucidn pase a otro estado
homogéneo estable, es decir bifurque en otra rama estable pero asociada a un estado noho-
mogéneo. El interés en este trabajo es encontrar posibles puntos de bifurcacion en la rama
homogénea. Suponiendo primeramente que la evolucion sea suficientemente regular, tal que
la derivada exista en ¢, y tome el valor (i, ) = (e,x, (), cuando la evolucion sigue la rama
homogénea, el objetivo es estudiar si otra evolucion de la velocidad es posible. Para reali-
zar dicho analisis, se examina la condicion que se obtiene derivando con respecto al tiempo
la forma variacional del problema de evolucion, dada por (Pham, 2010; Pham et al., 2011;
Luege et al., 2017)

& (g, B) (X, Y — X)) + & (uy, B)(Y —X;) 20, VY €Uy x D (4.19)

donde X, = (1, 3) yY = (v, ).

A continuacion se estudia la solucion homogénea durante el proceso de ablandamiento, es
decir parat > t..

Dada la solucion homogénea (e tx, 3;), de la condicion (IR) se obtiene que B> 0. Luego
para el caso de desplazamientos impuestos resulta St/(ut, Bi) = 0, por lo tanto el estudio de
unicidad del problema de velocidad se reduce nuevamente al estudio de la forma cuadratica
(4.5), aunque el espacio funcional sea distinto. La condicion de estabilidad (ST) implica, por
otro lado, la condicion de estabilidad de primer orden y que la evolucion de (4, 6) satisfaga
la desigualdad en la derivada segunda de la energia

E'(ty, B)(v,a) >0 Y(w,a)eU’ xD (4.20)
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La solucion (1, ﬁt) de este problema es por lo tanto unica si la derivada segunda de la
energia es una forma bilinear simétrica definida positiva sobre H} (0, L) x H'(0, L) (Nguyen,
2000). Para materiales con ablandamiento, se introduce el mismo cociente de Rayleigh que
para el estudio de estabilidad. La diferencia entre los dos criterios es el espacio sobre el
cual se realiza la minimizacion del cociente de Rayleigh. Para el criterio de no-bifurcacion
el minimo se busca en el espacio funcional D, \ {0} mientras que para el estudio de la
estabilidad en /° x D, obteniendo los siguientes resultados (Luege et al., 2017)

Etsézgtz si m2¢ > E,8202 L2
min o) = .
aeDi\{0}) ¢ cm?

.2 2 272
siTic < By SiPo; L7
(%S//atQ o (b”) .2 Pt Pt
Examinando (4.21) se deduce que un punto de bifurcacion de la rama homogénea es entonces
posible para t > t. cuando la longitud de la barra es mayor que un cierto limite L,(t), i.e.

L < Ly(t) — (e1xt, B;) no es punto de bifurcacion,
(4.22)
L > Ly(t) — (ext, B;) posible punto de bifurcacion,

con

2
Ly(t) = 5075 (4.23)

5. EJEMPLO NUMERICO

En esta seccion se analiza la estabilidad y bifurcacion de una barra sujeta a traccion. Pa-
ra ello es necesario definir la funcion de rigidez F(3), representativa del comportamiento
macroscopico del material. Con el objeto de estudiar la respuesta de distintas funciones de
rigidez, se eligen dos funciones E(3) y E'(j3), como sigue

(1-5)*

E'(B) =
(1-5)2+ 632?;% (1 + Bpexp 5%q)
t0

Ey,  BE"(B)=(1-p8)E, (5.1)

Ambas funciones verifican las hipdtesis constitutivas £(0) = Ey > 0 denominado médulo
de Young, E(1) =0, E'(1) =0,y Vg € [0,1) resulta E($) > 0, E'(5) < 0y E”(8) > 0.En
la expresion de E'7 se tienen parametros macroscopicos adicionales que son: G la energia
de fractura, f;, la resistencia a traccion uniaxial y D la longitud caracteristica, y ello con el
objetivo de que la respuesta obtenida sea coincidente con la respuesta del modelo cohesivo
cuando la longitud de banda se acerque a cero, manteniendo los demas parametros constantes
siguiendo los sugerimentos de Lorentz et al. (2011, 2012).

Considerando el material hormigén con Fy = 30000MPa, coeficiente de Poisson v = 0,2,
fio = 3MPa, D = 0,05m, se pueden calcular los parametros k y c de las ecuaciones (2.1) y
(2.2) como sigue

_3Gs

k_4D

1
c= §/€D2 (5.2)
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Por lo tanto resulta ¢'(0) = k, ¢"(5) =0y

3 B2G 3G
E/IOZ__Of S/[OZ_ f
W==3%p T30 5
BUI(0) = 2B, §"(0) = =
0

cuyas expresiones se obtienen derivando (5.1) respecto a 3. Reemplazando en (4.10) se
obtiene que t, = 1y 0. = fo.

En la Figura 5 se grafica la tension en funcién del tiempo, para ambas funciones de rigidez
y parametros p y q.

Se verifica que para ¢ € [0, 1) la respuesta de la barra es elastica, y el campo de dafio perma-
nece en su valor inicial 0, ya que la desigualdad (4.9), es estricta. En ¢t = 1, la desigualdad
resulta una igualdad en cada punto material, el dafio evoluciona en toda la barra, y comienza
la fase de ablandamiento del material. Se nota que incrementando el valor de p y ¢, la res-
puesta de la barra utilizando la funcion de rigidez E' se acerca a la respuesta de la funcion
de E11.

25+ Il: p=

a N o
o aaa
nunn

- O oo

o

Figura 1: Tension vrs. tiempo, usando las funciones de rigidez £ y E*! para distintos valores de p y q.

Analiticamente se ha mostrado que durante la fase elastica la respuesta homogénea es estable
y Unica. Cuando comienza la fase de dafio, en la seccion anterior se dedujo que si para cada
estado de deformacion homogénea se verifican simultaneamente el equilibrio mecénico y el
criterio de dafio, dicho camino verifica las condiciones necesarias de estabilidad de primer
orden. Sin embargo para saber si es realmente un minimo se deben estudiar las condiciones
de segundo orden. Para ello, en las Figuras 2 y 3 se grafica el cociente de Rayleigh (4.15)
para longitud de la barra L = 0,01m y L = 0,1m respectivamente.

La eleccion de la funcion de rigidez es importante para la estabilidad del modelo, notando
que para E’, a partir de t = 8 el valor de R} toma valores menores de 1, mientras que
para los valores de parametros adoptados en £/ el valor de R} se mantiene mayor que 1
en el intervalo de tiempo [1, 10] y por lo tanto resulta estable en un intervalo de tiempo mas
amplio. Para una longitud de barra mayor, es decir L = 0,1m, la soluciéon homogénea sélo
resulta estable durante un tiempo relativamente corto o no es estable en ningun instante de
tiempo, y ello una vez que la respuesta inicia la fase de ablandamiento.
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Se verifica entonces que las longitudes cortas son mas estables que las largas, como se dedu-
ce también de la expresion (4.15). Analogamente se puede estudiar la unicidad de la solucion
segun la longitud de la barra a través del criterio de no-bifurcacion dado por ecuacion (4.21).
La Figura 4 muestra los limites de estabilidad para ambos criterios de estabilidad L y bifur-
cacion L,, respectivamente, utilizando las distintas funciones de rigidez. En dichas curvas se
observa que el limite de unicidad se alcanza para longitudes menores que el I’imite de esta-
bilidad, ya que la solucién homogénea encuentra un punto critico de bifurcacion mientras la
solucion es estable.

6. CONCLUSIONES

Usando el marco de la formulacion energética para modelos independientes de la velocidad,
se ha analizado la eficacia de la regularizacion del modelo gradiente dafio elegido, a través
de andlisis de estabilidad y bifurcacion de la respuesta obtenida. Para ello se ha estudiado la
solucion homogénea, donde el campo deformaciones y de dafio son uniformes en el espa-
cio, del problema de evolucion de una barra sujeta a una traccion creciente mondtona en el
extremo libre. Se han examinado las curvas tension deformacion y analizado la estabilidad
de la solucién homogénea asociado a cada valor de desplazamiento prescripto. Ello permite
vislumbrar efectos escala e introducir una funcioén fundamental dada por la longitud critica
caracteristica de la barra a partir de la cual el estado homogéneo no es mas estable. Se ha
estudiado también la posibilidad de bifurcacion a partir de una rama homog’enea, mostran-
do que la bifurcacidon de una rama estable es posible para una longitud de barra menor de la
longitud critica asociada a la pérdida de estabilidad del estado homogéneo. Se ha observado
que la respuesta homogénea es la tinica posible si la longitud de la barra es suficiéntemente
pequeia.
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Figura 2: Cociente de Rayleigh vrs. tiempo, para L = 0,01m y funcion de rigidez tipo I (a); tipo Il con p = 0
yg=0en(b),p=1yg=0en(c),p=2yg=0en(d),p=5yg=0en(e),p=>5yqg=10en(f)

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



0.6

0.4

02

0.2

Mecdanica Computacional Vol XXXV, pags. 1887-1904 (2017)

(e)

R*

0.6

0.4

02

08
0.6 [’
0.4

0.2

()

1903

Figura 3: Cociente de Rayleigh vrs. tiempo, para L = 0,1m y funcion de rigidez tipo I (a); tipollconp =0y
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