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Resumen.

El estudio de medios porosos es relevante en geofisica de exploraciéon y desarrollo, ya
que en formaciones hidrocarburiferas sus poros se encuentran saturados por el petréleo y
el gas. Asimismo, este tipo de medios son usados en analisis geotécnicos y ambientales,
por ejemplo al caracterizar la calidad de los suelos, contaminacion de acuiferos, secuestro
de CO; en el subsuelo, etc. En otro orden de ideas, en biomecanica, huesos humanos y de
animales también se representan como un material de alta porosidad con sangre y médula
en los poros.

Para describir la propagacion de ondas en medios porosos puede ser usada la teoria de
Biot, entendiendo por medio poroso el formado por una matriz sélida cuyos poros pueden
estar saturados totalmente por alguna fase fluida.

El objetivo del trabajo es desarrollar un simulador 3D para propagaciéon de ondas
en medios porosos descriptos por las ecuaciones de Biot, usando el método numérico de
elementos finitos y computacion de alto rendimiento.

En el Capitulo 1 se presenta la teoria de Biot, pues es necesario su estudio y
comprension para caracterizar el medio. Si bien en el rango de frecuencias sismicas hubiera
bastado el uso de la teoria de Gassmann, se elige la formulacién mas general de Biot que
permite trabajar también en altas frecuencias, incluyendo la presion y contenido de fluido.
Al tener en cuenta la posibilidad de movimiento en sentido opuesto entre solido y fluido,
da lugar a la propagacién de una segunda onda compresional, llamada onda P lenta de
Biot. Por lo tanto, pueden propagarse tres modos de onda, los modos clasicos de onda
compresional P (onda rapida) y onda de corte S, y la onda lenta de Biot.

El estudio del método de elementos finitos para resolver ecuaciones diferenciales se
expone en el Capitulo 2. Su aplicacién se realiza en el Capitulo 3, resolviendo las ecuaciones
de Biot en una sola dimension y desarrollando un cédigo Fortran al implementarlo
computacionalmente. Se trabaja en el dominio espacio-frecuencia, ya que de esta manera
se puede incluir de manera natural los parametros que gobiernan fenémenos de dispersion
y atenuacion del medio, dando lugar a modelos mas realistas. Se muestran resultados para
una arenisca saturada con agua y las diferencias cuando la fase fluida corresponde a un
fluido efectivo de agua y gas, donde la saturacion del gas va cambiando.

El uso y conocimiento del simulador bidimensional preexistente, se plasma en el
Capitulo 4. Numéricamente, se realiza una descomposicion de dominio combinada con
el empleo de elementos finitos no conformes. La particularidad de estos elementos finitos
es que los puntos nodales se ubican en el centro de los lados de los elementos y no en sus
vértices. Al dividir el dominio en subdominios no solapados, las ecuaciones se plantean
independientemente en cada uno de ellos. La vinculacion del elemento con sus vecinos
se realiza via las condiciones de borde de Robin que dan cuenta de la continuidad de
los desplazamientos y las tensiones en los nodos de la malla de elementos finitos. Esta
forma de trabajo evita la construccion, almacenaje y solucion de un sistema de ecuaciones
lineales de gran tamano asociado a la técnica global de elementos finitos. Los ejemplos de
este simulador 2D tienen en cuenta el mismo medio empleado en el caso unidimensional.

En el Capitulo 5 se implementa el modelado para las ecuaciones de Biot en 3D.
Realizando una extension de lo ya hecho en 2D, es decir, descomposicion de dominio
y elementos finitos no conformes; se escribe la forma variacional, se particiona el dominio
usando hexaedros y se integra en forma exacta. Realizado el problema algebraico se
implementa un coédigo computacional. El nimero de incognitas y cantidad de variables
involucradas en el problema, hace obligatoria la ejecucion del codigo en maquinas con



arquitectura en paralelo. Por lo tanto, se lleva a cabo también, la adecuacién de la
resolucion en paralelo desde el 2D al 3D. De igual manera que en los casos anteriores
y a modo de contralor, el ejemplo del simulador 3D corresponde a la misma arenisca
saturada.



1. Teoria de Biot

Una onda sismica es una perturbacion que se propaga a través de la Tierra. Hay varias
clases de ondas, entre las principales cabe nombrar las ondas primarias y secundarias. Las
ondas primarias, llamadas también ondas P, son las ondas de mayor velocidad. Estas
ondas producen una perturbacion en el sentido de la propagacion, por lo que son ondas
compresionales. Al ser las de mayor velocidad, son las primeras en ser vistas en un registro.
Las llamadas ondas S o secundarias llegan luego de las ondas P ya que su velocidad es
menor. Estas ondas tienen la propiedad de producir una perturbacion transversal a la
direccion de propagacion, y es por ello que son ondas de corte.

Las ondas sismicas se pueden observar en un estudio sismico, colocando una fuente,
como puede ser un explosivo o un camién vibrador y a una cierta distancia un geéfono, o
varios de ellos a distintas distancias. Un gedfono es un dispositivo electrénico que recibe
la senal de la onda emitida por la fuente, y genera una respuesta, que luego es posible
mejorar a través de procesos computacionales, e interpretar en ultimo lugar.

Es de interés cientifico estudiar la propagacion de ondas sismicas en medios porosos. En
particular, los yacimientos de hidrocarburos que corresponden a medios porosos saturados
por agua, gas y/o petroleo.

Una teoria utilizada para describir medios porosos, es la teoria propuesta por M. A.
Biot (Biot, 1956 a, 1956 b y 1962). En la misma se considera un sistema compuesto de
una matriz sélida, elastica y porosa, saturada por un fluido viscoso. El fluido se considera
compresible y fluye de manera relativa a la matriz sélida, causando friccién con el sélido. Se
asume también que los poros de la matriz son de dimensiones similares, y que sus paredes
son impermeables. Con esta descripcién se predice una onda rotacional S y dos ondas
compresionales llamadas onda P; rapida y onda P; lenta. La primera de ellas corresponde
a la onda clésica compresional y la onda P; se debe al desfasaje en el movimiento entre el
fluido y la matriz sélida. A frecuencias bajas el movimiento relativo del fluido dentro de
los poros es del tipo de Poiseuille, mientras que a altas frecuencias se debe realizar una
correccion a la viscosidad.

A lo largo de este capitulo, se seguird lo expuesto por Solazzi en su tesis doctoral
(Solazzi, 2018).

1.1. Hipdtesis

Las hipétesis en las que se basa la teoria de Biot son las siguientes:
» La matriz sélida es porosa, continua, eldstica e isétropa.

= Los desplazamientos de la fase sélida y fluida son muy pequenos. Debido a esto,
las formulaciones Eulerianas y Lagrangianas coinciden hasta el primer orden. Esto
es valido ya que las deformaciones producidas por el paso de una onda sismica son
menores a 107% de la unidad usada.

= Es posible aplicar principios de la mecanica de medios continuos para definir
variables macroscépicas.

= La longitud de onda es mucho mayor que las dimensiones de los volumenes
elementales empleados en la formulacion de un medio continuo para definir las
variables macroscépicas.



s Las condiciones termodindamicas son adiabaticas.

= La fase fluida es continua y la distribucién de tensiones dentro del fluido puede ser
considerada hidrostatica.

= No existen acoplamientos termomecanicos.

Una clara y detallada presentacién de esta teoria se encuentra en la tesis doctoral de S.
Solazzi, 2018.

1.2. Variables Elementales

Considérese un volumen elemental €2 de material poroso saturado que posee un tamano
mucho mayor al tamano caracteristico de los poros y granos del solido, pero mucho mas
pequeno que las longitudes de ondas sismicas predominantes. Se define la porosidad en el
espacio como la relacion entre el volumen de los poros V), y el volumen total V' de (2.

o(r) = = (1.1)

Sean u(z,t) el desplazamiento promedio de las particulas de la matriz sélida del volumen
elemental para un tiempo ¢, y u/ (x, ) el desplazamiento promedio de la fase fluida, como
ambos deben entenderse como un desplazamiento equivalente, es posible definir el vector
desplazamiento del fluido con respecto al sélido como:

w=¢(u’ —u). (1.2)

En la teoria de elasticidad lineal, el tensor de deformaciones de la matriz sélida esta
dado por

1 (Ou; Ouj .
(u) = = + =1,2,3. L.
€ (u) 2 (8xj 8961-) by =123 (1.3)

A su vez, el tensor de tensiones totales T tiene en cuenta tanto las tensiones actuantes
sobre la fase solida como las de la fase fluida,

7= (1= ¢)7° = ¢psl, (1.4)

donde py es el cambio de presién del fluido poral debido a la perturbacién generada por
el paso de la onda sismica, I es la matriz identidad, y 7° es el tensor de tensiones de
la matriz sélida. Si I' determina la frontera del volumen (2, a partir del teorema de la
divergencia, es posible escribir

/w-l/dS:/V-de, (1.5)
r Q

donde v es el versor normal unitario exterior a I', y dS un diferencial de superficie. Si
el volumen V' es suficientemente pequeno como para considerar V - w constante en €2, la
ecuacion (1.5) resulta

1
V/qu/dS:V-'w. (1.6)

Puede verse que V - w es una medida del cambio de contenido del fluido por unidad de
volumen. El cambio local en contenido de fluido poral £ se define como

£=-V-w. (1.7)



Estas definiciones son las que conforman las variables de la teoria de Biot. Analizando
la expresion de la energia elastica de deformacién del medio poroso saturado, es posible
relacionar el tensor de tensiones, el tensor de deformaciones, la presién del fluido poral y
el cambio en el contenido del fluido.

1.3. Analisis Energético

El planteo realizado por Biot hace uso de la formulacién Lagrangiana. Dado que ésta
formulacién se basa en estados de energia, es necesario hacer un analisis energético del
fenémeno fisico para poder determinar las ecuaciones de movimiento.

La perturbacién dada por una onda sismica se produce en un lapso de tiempo muy
breve, y por consiguiente, se puede considerar que no hay intercambio de calor con
el medio. Es posible asumir la existencia de un potencial volumétrico interno W cuya
variacién representa el trabajo por unidad de volumen necesario para deformar la roca en
una transformacién infinitesimal macroscépica. Este potencial volumétrico es la densidad
de energia elastica de deformacion del medio, y depende de las componentes del tensor
de deformaciones y del cambio de contenido en fluido. Su variacién responde a una forma
diferencial exacta,

ow ow

AW = —de;; + —

861']' 7 af

El primer miembro de la ecuacién (1.8) corresponde al trabajo generado por deformacién
macroscépica a contenido de fluido constante, y el segundo termino se asocia al trabajo
generado por un incremento de fluido a deformacién macroscépica fija. Luego, segun el

principio de los trabajos virtuales,

de. (1.8)

ow
- 1.
Tl] aEij’ ( 9)
ow

Para continuar con el desarrollo, es preciso encontrar una expresion para W en funcion
de los desplazamientos de la fase solida y fluida. La densidad de energia elastica de
deformacion W es una funcion escalar e isétropa, y por lo tanto, depende de la deformacion
propiamente dicha, y no de la rotacién del sistema. Por lo tanto, la densidad de energia
es una funcion de los invariantes del tensor de las deformaciones Iy, I, I3, y del cambio
de contenido en fluido £. En la teoria de Biot se considera que la relaciéon entre esfuerzo
y deformacion es lineal, y por ello, las energias deben ser formas cuadraticas. Luego,
W depende solamente de £ y de los invariantes lineal I; y cuadratico I del tensor de
deformaciones. Es decir,

I = €pp +€yy + €5 (1.11)

Iy = €p0€yy + €p0€n + €226y — €xy€yp — €126 — €y2€sy (1.12)

Luego, se deriva que la densidad de la energia elastica en la teoria de la poroelasticidad,
segun el trabajo de Biot de 1962 es

QW = (Ao + 2u) 1?2 — 4ply — oM I, € + ME?, (1.13)

donde A, i, v y M son constantes a determinar. Usando la ecuacién (1.13) en (1.9) y
(1.10), es posible obtener las relaciones constitutivas para un medio poroso.

T =2+ I(\V -u— alf), (1.14)



pr=—aMV -u+ ME. (1.15)

Es posible ver que las tensiones y la presion se relacionan con las deformaciones y el
incremento en el contenido de fluido a través de las cuatro constantes A.,u, o y M. El
coeficiente p es el médulo de corte clasico del medio poroso saturado, que es igual al médulo
de corte de la matriz seca pu,,. El coeficiente ). es la constante de Lamé en un estado
donde no hay intercambio de fluido con el entorno. M es el coeficiente de Biot, y denota
el incremento de la presion del fluido en respuesta a un aumento del contenido de fluido
de una unidad, a deformacion constante. El coeficiente « es el coeficiente de Biot-Willis,
y cuantifica la relacion entre la variacion en el contenido de fluido y la deformacién
macroscopica para un sistema abierto, donde un fluido puede escapar libremente. En
definitiva, puede escribirse (Carcione, 2014)

K,
a=1-2" (1.16)
2
A=K, +a M—g,u, (1.17)
1
M= (Kif+O‘K d)) , (1.18)

donde Ky, K; y K, son los médulos de volumen o de bulk del fluido, del material que
compone la matriz, y de la matriz seca, respectivamente.
Empleando las relaciones constitutivas (1.14) y (1.15) en la ecuacién (1.13), se puede

ver que
1
el (z > +pfg) . (119)

Otro factor a tener en cuenta a la hora de analizar la energia de un sistema
poroelastico saturado es la disipaciéon de energia, que se produce por la friccion
viscosa. Cuando una onda se propaga por un medio poroelastico, el fluido poral puede
experimentar desplazamientos respecto de la matriz, y producir disipacién. Se genera una
correspondiente fuerza disipativa F' por unidad de volumen, que depende de la velocidad
relativa del fluido respecto de la matriz.

ow; )
F,=-b 8751 = —bw;, (1.20)
donde b es un coeficiente de friccion. A partir de esta fuerza de friccion, es posible definir
una funcion de disipacién D, tal como plantea Biot en su teoria, tal que

oD
iy 1.21
D (1.21)
Por lo tanto, la funcién de disipacion puede expresarse como
1
D = észyw. (1.22)

En este problema también se hace presente la energia cinética, ya que con el paso de
una onda sismica se produce un cierto movimiento en las particulas. En la teoria de Biot,
se postula una forma cuadratica para la densidad de energia cinética, que contiene un
término de acople. También asume que el material es estadisticamente isétropo, y por



lo tanto, las direcciones z,y y z son equivalentes y desacopladas dindmicamente. Pero,
dado que la velocidad del sélido u y del fluido w no son velocidades verdaderas, si no
velocidades promedio, no es posible obtener la densidad de energia cinética macroscépica
con la suma de las densidades de energia cinéticas del sélido y del fluido. Por ello, la forma
cuadratica de la densidad de energia cinética se escribe como:

1 1
C = §pb’uT'll + ppw’ 1w + 5ngw, (1.23)

donde ps es la densidad del fluido de los poros, p, = (1 — ¢)ps + ¢ps es la densidad
promedio del agregado, o la densidad bulk, siendo p, la densidad de los granos sélidos. g
es el factor de acoplamiento de masa, que cuantifica la interaccion entre la fase fluida y la
fase sélida, teniendo en cuenta que el movimiento del fluido no se da necesariamente en
la direccién del gradiente de presion, debido a la tortuosidad del espacio de los poros. El
factor de acoplamiento de masa puede calcularse como:

g= %, (1.24)

donde S es la tortuosidad de los poros.

1.4. Ecuaciones de Movimiento

Es necesario, para poder estudiar el fenémeno fisico de la propagacion de ondas en un
medio poroelastico saturado, obtener las ecuaciones de onda. De esa manera, es posible
entender como se propaga el fendémeno y qué factores intervienen. Para la formulacion
de las ecuaciones de movimiento se tiene en cuenta que la relacién entre la tension y la
deformacién no tiene en cuenta fuerzas disipativas. Ademas, se introducen los conceptos
de la formulacién Lagrangiana y de las coordenadas generalizadas.

La formulacién lagrangiana se basa en el Principio de Hamilton, llamado a veces
principio de minima accién. Esta formulacién es independiente a las leyes de Newton. El
principio de Hamilton dice (Platzeck, A. M., notas de clase Mecanica del Continuo):

"de todas las trayectorias compatibles con los vinculos que puede sequir un sistema
dindmico para desplazarse de una posicion a otra dada en un intervalo de tiempo
determinado, la trayectoria verdaderamente sequida es aquella que hace minima, o
estacionaria, la integral temporal de la diferencia entre la energia cinética y el potencial,
en el intervalo considerado.”

En la formulacién newtoniana sus relaciones son entre vectores, diferenciales y deben
cumplirse para cada punto de la trayectoria. En cambio, el principio de Hamilton trabaja
con escalares y es un principio integral, satisfaciéndose las condiciones del movimiento en
toda la trayectoria.

Se considera una unidad cubica del material poroso saturado como un volumen
elemental (Biot, 1956 a). Este volumen elemental se asume que es pequeno, relativo a la
longitud de onda de las ondas elasticas, y que el tamano de los poros es comparativamente
pequeno frente al tamano del elemento ciibico. Por hipdtesis, a velocidad microscépica es
igual a la que tendria un fluido incompresible, debido a que un campo de velocidades
en fluidos compresibles, se aproxima al de los fluidos incompresibles para obstaculos que
son pequenos comparados con la longitud de onda. Por lo tanto, el patron de movimiento
microscopico del fluido relativo al sélido depende sélo de la direccién del flujo relativo
y no de su magnitud. En este caso, el campo de velocidades microscépico serd una



funcion lineal de seis componentes de velocidad promedio, del sélido y del fluido. Asi,
las coordenadas generalizadas para la formulacion lagrangiana seran las seis componentes
del desplazamiento del sélido y del fluido, respectivamente.

Ugy Uy, Uz y Wy y Wy Wy (125)

El lagrangiano por unidad de volumen L se define como la diferencia entre la densidad
de energia cinética (1.23) y el potencial de deformacién (1.19).

L=C—-W. (1.26)

Entre todos los campos de desplazamiento posibles que satisfacen las condiciones de
contorno de un problema, el que realmente ocurre es aquel que hace estacionaria la integral
sobre tiempo y espacio de L y del trabajo de las fuerzas disipativas, que se derivan de la
funcién de disipacién D (1.22). Por tltimo, las ecuaciones de Euler-Lagrange responden
a

ﬁaL_i_i@L _(9L+ D
donde ¢;, con i = x,y, z son las coordenadas generalizadas, y ¢;; = 0¢;/0x;. Usando las

expresiones de L y D en la ecuacién (1.27), se obtienen las ecuaciones de movimiento de
Biot en el dominio del espacio y del tiempo.

— 0, (1.27)

pits + pgi =V -7 = f1U, (1.28)

prit + gt + b + Vp; = f@. (1.29)

donde f® y f® son fuerzas externas aplicadas a la matriz sélida y al fluido,
respectivamente, asociadas a una fuente externa.

Estas dos tltimas ecuaciones, en conjunto con las ecuaciones constitutivas (1.14)

y (1.15), permiten el estudio de la propagacién de ondas sismicas en medios porosos

saturados por un fluido viscoso compresible. En el caso estacionario, w; = 0 u i; = 0, y

la ecuacién (1.29) se reduce a —Vpy = bi. Luego, por analogia a la ley de Darcy, puede

escribirse:

n
=2 1.
b o (1.30)

donde n es la viscosidad dindmica del fluido y « la permeabilidad de la matriz.
También, las ecuaciones de movimiento pueden ser expresadas en el dominio del espacio
y de la frecuencia (Santos y Gauzellino, 2016)

VT =—wp — w’psw, (1.31)

—VDy = —w?ps — W’ g + iwbw, (1.32)

donde w es la frecuencia angular, y el signo ~ representa las funciones transformadas al
dominio de la frecuencia.

Las expresiones para b y g son correctas siempre y cuando el flujo sea laminar, es

decir, si las fuerzas viscosas predominan sobre las fuerzas inerciales. En caso contrario,

se comienzan a desarrollar capas limites viscosas dentro del espacio poral. Para que el

flujo sea considerado laminar, el espesor de la capa limite viscosa debe ser mayor al radio
poral. Esta condicién se sostiene para frecuencias menores a la frecuencia critica de Biot

on
Spf/i‘

WBRBiot =

(1.33)

Para frecuencias mayores a wp;q, €l flujo deja de ser laminar y es necesario considerar
una dependencia de by de g con la frecuencia (Biot, 1956b).



1.4.1. Solucién de las ecuaciones de movimiento

El campo de desplazamiento de las ondas sismicas es un campo vectorial. Es por
ello que puede ser descripto segin el Teorema de Helmholtz. Este teorema dice que todo
campo vectorial puede descomponerse en dos términos, el gradiente de una funcién escalar
¢ vy el rotor de una funcién potencial vectorial ¥, con V - ¥ = (. La funcién escalar esta
asociada a las ondas P, ya que es compresional, y al ser su rotor nulo, se lo asocia a un
campo irrotacional. La funcién vectorial se la asocia a las ondas S de corte. Es por ello
que se considera el teorema de descomposicion de Helmholtz, para desacoplar los campos
de ondas compresionales y de corte. Por lo tanto, se asume que los desplazamientos u y
w poseen una componente irrotacional y otra isovolumétrica.

(&)= (0) (G re) (1.34)

donde 1 y @9 son potenciales escalares, y ¥; y ¥, son potenciales vectoriales. Asi, es
posible encontrar soluciones independientes para las ecuaciones de onda compresionales
y de corte.

1.4.2. Ondas Compresionales

Para analizar las ondas compresionales u ondas P se toma la divergencia del
desplazamiento. De esta manera, el campo de desplazamiento rotacional o de corte es
nulo y sélo queda la componente compresional. Al considerar la propagacion de una onda
plana compresional monocromatica, de frecuencia w, a través de un medio poroelastico,
el desplazamiento del sélido y del fluido se expresan respectivamente como

u(z,w) = Vo,
ul@,w) = ver (1.35)
w(zT,w) = Vo,
donde
:Acei(wtfkc-m)’
1 (1.36)

Qg = Bcei(wt—kc-z)7

siendo k. es el vector de onda compresional y A. y B, las amplitudes de las ondas. Para
ondas homogéneas, puede escribirse

k. = k.(w)ke.. (1.37)

k.(w) es el nimero de onda complejo, y k. es un vector unitario en la direccién de
propagacién de la onda. Como se consideran ondas planas compresionales, U, w y I::C
son paralelos. Tomando el caso de una onda compresional monocromatica propagéndose
en la direccién del eje x, k. = ky. Si se introduce el juego de ecuaciones (1.35) y (1.36)
en las ecuaciones de movimiento (1.31) y (1.32), y empleando las relaciones constitutivas
(1.14) y (1.15), se obtiene el sistema de ecuaciones

[—pbw2 + ch(w)z} A, + [—wgpf + Oszc(w)Q] B.=0,

1.38
[—w?ps + aMke(w)?] Ac + [~w?g + ibw + Mke(w)?] B. =0, (1.38)

donde H = A, + 2u. El determinante de este sistema de ecuaciones debe ser nulo para
que tenga una solucion que no sea la trivial, es decir B. = A, = 0. Esto da una ecuacion
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bicuadrética en k., la cual posee cuatro soluciones matematicamente validas. Sélo dos
de ellas tienen significado fisico. Luego, se encuentran dos posibles ondas, una onda
compresional rdpida P; y otra lenta P.

Analizando la relacién de ortogonalidad entre las amplitudes de las ecuaciones de onda
para ambas velocidades, puede verse que dichas amplitudes se encuentran en fase para la
onda de mayor velocidad, mientras que para la de menor velocidad, estan a contrafase.
Esto quiere decir que para la onda rapida P; la matriz sélida y el fluido se mueven en
fase, mientras que para la onda lenta P, los movimientos son a contrafase. Las ondas P;
se pueden analizar en tres rangos distintos de frecuencia:

m W << wpgix: Las fuerzas viscosas predominan por sobre las fuerzas inerciales. La
fase solida y fluida tienden a moverse de forma conjunta frente al paso de una
onda P rapida. Como el desplazamiento relativo del fluido es practicamente nulo, la
atenuacion y la dispersion son despreciables.

B W >> wWpiy: Los efectos inerciales del fluido son significativos, pero la capa limite
es muy delgada y las fuerzas viscosas no logran hacer trabajo. Es por ello que la
atenuacion y la dispersion de las ondas P son despreciables.

" W R Wpge: Bl espesor de la capa limite es del orden del radio poral, de modo
que practicamente todo el fluido estd afectado por las fuerzas viscosas, y el
desplazamiento relativo del fluido es considerable. Hay significativa atenuacién y
disipacion sismica.

Ademas, la onda lenta P, para altas frecuencias es un modo de propagacion. Por el
contrario, para bajas frecuencias, es altamente dispersiva y toma la forma de un proceso
de difusién de la presién del fluido. Su velocidad estd relacionada a la velocidad de los
cambios en la presion de fluido (Mavko et al., 2009).

1.4.3. Ondas de Corte

En el caso de ondas de corte, tomando el rotor del campo de desplazamiento es posible
obtener solamente el campo de desplazamiento rotacional o de corte. Para analizar los
posibles desplazamientos transversales asociados a ondas de corte, los desplazamientos del
solido y del fluido se expresan respectivamente como

u(z,w) =V x ¥y,
ul@,w) ! (1.39)
W(z,w) =V x Uy,
donde
\Ifl — ‘Asei(m‘fk:s-:r:)7
(1.40)

\112 _ Bsei(wtfks-m)'

A, y B, son los vectores que determinan la direccién, el sentido y la amplitud de
los potenciales, y ks es el vector de nimero de onda. Considerando una onda plana
monocromatica S propagandose en un medio homogéneo e isétropo, los desplazamientos
u y w son paralelos, pero ortogonales a k. Si se tiene el caso de una onda plana que se
propaga en la direccion del eje x y que tanto ¥; como Wy estan contenidas en el eje z,
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introduciendo las ecuaciones (1.39) y (1.40) en las ecuaciones de movimiento, y teniendo
en cuenta las relaciones constitutivas, se obtiene el sistema

e (B

b
AL+ [—g + %] B, =0.

As - prs =0,

(1.41)

As, Bs y ks(w) son los médulos de los vectores A, B v kg respectivamente. Si se desea
que el sistema tenga una solucion mas alla de la trivial, el determinante debe ser nulo, y
el médulo del niimero de onda complejo para la onda S es por lo tanto

9 9 1/2
o2 n )] "

En este caso, existen dos posibles soluciones para ks(w), pero una sola de ellas es
fisicamente aceptable. Tomando aquella solucién para la que la parte imaginaria es
negativa, se obtiene que los desplazamientos disminuyen su amplitud al propagarse la
onda a través del medio. Para las ondas de corte, existe un tinico modo de propagacion.
En este caso, la rotacion del fluido y del sélido estdn en la misma direccién. La rotacion
del solido causa una rotacion parcial de arrastre en el fluido, a través de un acople inercial.
Esta onda posee una pérdida de energia por friccién viscosa para frecuencias cercanas a
Wgiet, Mientras que es despreciable en el limite de bajas y de altas frecuencias. En el caso
de la onda S, la atenuacion y dispersién del medio se debe solo a efectos de aceleracion
de la matriz.

En medios con heterogeneidades, puede haber conversion de modo de ondas P y S,
generando ondas Ps.

1.5. Rango de las altas frecuencias.

Hasta aqui se han presentado las ecuaciones que gobiernan el fenémeno de propagacién
de ondas para un medio poroelastico saturado para el caso en el que el fluido cumple con
las caracteristicas de ser un fluido de Poiseuille, que es valido hasta cierta frecuencia. Esta
frecuencia, llamada Frecuencia Critica de Biot wpg;., corresponde a la frecuencia en la que
las fuerzas inerciales y viscosas son del mismo orden. Cuando se supera este limite, el
flujo deja de ser laminar y las fuerzas inerciales predominan sobre las fuerzas viscosas. En
ese caso, las constantes b y g comienzan a depender de la frecuencia. A través del analisis
del flujo en un conducto cilindrico y de rendijas planas, Biot llega a la conclusién que en
el rango de las altas frecuencias las ecuaciones de movimiento (1.31) y (1.32) deben ser
modificadas usando una funcién universal. Sea S el factor de tortuosidad,

S = % <1+%), (1.43)

cualquier correccién en frecuencia puede hacerse a través de la funcién (Santos y
Gauzellino, 2016)
4S5%k .
F(w) = (1+ZxA2¢> = Fp(w) + iF7(w), (1.44)
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nok~! . y
donde x = y A se calcula a través de la relacion:
wp
8Sk
— = 1. 1.45
— (1.45)

Mediante manipulacion algebraica las ecuaciones de movimiento en el dominio de la
frecuencia pueden escribirse como

—w?pau(w) — wppw(w) — v -7 = fO, (1.46)
—wPppu(w) — wg(w)w(w) + iwb(w)w(w) + Tpy = O, (1.47)
donde fM y f® son fuerzas externas actuantes en la matriz y el fluido, siendo

Spr | Filw)
=20 T 1.4

b(w) = nr~ Fr(w). (1.49)

g(w)

Estas ecuaciones, més las relaciones constitutivas (1.14) y (1.15) son las ecuaciones de
Biot para las altas frecuencias. Analizando la funcién F'(w), y los coeficientes g(w) v b(w),
se puede ver que se recuperan dichos coeficientes para las bajas frecuencias (Santos y
Gauzellino, 2016).

1.6. Como Incluir la Atenuacion

Si bien el subsuelo se describe como un sélido eldstico y una fase fluida viscosa, las
tensiones y deformaciones también dependen del tiempo. Por esta razén, es mas realista
considerar la reologia de un medio viscoelastico en la propagacién de ondas. Las ecuaciones
de Biot incluyen un término de friccién viscosa, por lo que ya existe una cierta atenuacion.
En este trabajo, a esta atenuacién se le agrega un modelo adicional de atenuacion.

En el dominio de la frecuencia, por el principio de correspondencia, se puede expresar

T(w) = M(w) - e(w),

donde M (w) es un numero complejo que depende de la frecuencia y que representa un
modulo viscoelastico. Por lo tanto, si se tiene en cuenta la viscoelasticidad, los coeficientes
Ay M se transforman en coeficientes complejos dependientes de la frecuencia, y su
incorporacién en las ecuaciones es mas sencilla en el dominio de la frecuencia que en el
dominio del tiempo. Por esta razon, se trabaja en el dominio de la frecuencia.

A partir del médulo M (w) se define el factor de calidad como

_ Re(M(w))

Qulw) = 1o @)

Para el modelo de Zener o Standard Linear Solid (Liu et al., 1976) se expresa el médulo

1 4 iwt.

M(w) = M-
() 1+ iwt,’

donde M es el valor del parametro a frecuencia nula, y los tiempos de relajacion son

to ( ) 2t
te=—(14+4/Q2+1), t,=t——.
Qo 0 Qo
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El tiempo de relajacién ¢y corresponde a 1/ty que es la frecuencia central del pico de
relajacion y )y es el modulo del factor de calidad mas pequeno, en este trabajo, ¢y = 30.

Si se desea tener un modelo con un factor de calidad constante en el rango de
frecuencias sismicas, se extiende a una distribucién continua de mecanismos de relajacion
basados en el modelo de Zener. En este caso, el médulo se calcula como

M(w):]\/[(l 2 1+1wt2)’

In
+7TQM 1+iwt1

donde @y es el valor medio constante para los tiempos t1 y to, con ty < t;.
Aplicando el modelo de Liu, el coeficiente de Biot, M, y el médulo de corte, u, pasan
de ser reales a ser complejos.
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2. Método de Elementos Finitos.

El método de elementos finitos (MEF) es una técnica numérica para obtener soluciones
aproximadas de ecuaciones diferenciales con condiciones de borde. El método se basa en
la divisién el dominio donde se resolvera la ecuacién diferencial en un nimero finito de
subdominios y usando conceptos variacionales, construir una solucién aproximada sobre
este conjunto de elementos finitos (Becker, 1981).

Las ecuaciones de Biot son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo
orden con condiciones de borde, que involucran derivadas primeras y segundas para el
desplazamiento del fluido y del sélido. En esta seccion se presenta el MEF que se empleara
para resolver las mencionadas ecuaciones.

2.1. Planteo del Problema.

Considérese un problema que puede ser representado a través de una ecuacién
diferencial con condiciones de borde. Si el dato del problema es “suave”, el término no
homogéneo y los coeficientes son diferenciables infinitamente, entonces existe una tnica
funcién que satisface la ecuacién diferencial en todo punto del dominio, asi como las
condiciones de borde (Becker, 1981). En este trabajo, los datos son la caracterizacion del
medio y la fuente externa.

A veces, esto no se cumple. Puede ocurrir que no exista una solucién al problema
porque el dato no es suave, o que, si la solucion existe, no pueda encontrarse en una forma
cerrada por la complejidad del dominio, los coeficientes o las condiciones de borde. Esto
quiere decir que las condiciones que debe cumplir la soluciéon de la ecuacion diferencial
son muy fuertes. La soluciéon no puede satisfacer la ecuaciéon diferencial en todos los
puntos. Es por ello que se debe realizar una reformulacion del problema, de forma tal
que admita condiciones mas débiles en la solucion y sus derivadas. Estas reformulaciones
son denominadas formulaciones variacionales o formulaciones débiles del problema y
son disenadas para acomodar datos y soluciones irregulares (Becker, 1981). Cuando una
solucion existe para la formulacion clasica, también serd solucién para la formulacion débil,
por lo que no se pierde informacion en la reformulacién, mientras que se gana una ventaja
en el método para hallar la solucion. Esta formulacién es la que se usa para construir las
aproximaciones de elementos finitos de la solucién.

2.2. Formulacion Variacional del Problema.

Siguiendo a Becker (1981), si, por ejemplo, la ecuacién diferencial unidimensional es
—u"(x)+u(z) = x, una manera de realizar la formulacién variacional o débil del problema,
es encontrar una funcién u tal que la ecuacion diferencial, junto con las condiciones de
borde se satisfagan, pero como un promedio pesado. Este promedio pesado puede escribirse
como o o

/ (—u" 4+ uw)vdr = / rvdr. (2.1)

zo zo

La funciéon v es una funciéon de peso o de prueba y es cualquier funciéon de x que se
comporte de la mejor manera para que la integral tenga sentido. Esta funcién debe
ser lo suficientemente suave como para ser considerada una funciéon de prueba. Estas
funciones forman parte del conjunto de funciones de prueba V. La formulacion débil del
problema puede interpretarse como una seguridad de que la solucién sera correcta cuando
sea testeada en cualquier punto de la regién.
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Si el conjunto al que pertenece la funcién solucién se lo denomina ‘A/, las funciones de
prueba v pueden no pertenecer al mismo conjunto de la solucion. En este caso, es necesario
considerar los dos conjuntos de funciones, V' y V' y suponer que ambos son iguales.

Es posible, si u y v son lo suficientemente suaves, realizar la integracién por partes.
De esta manera, pueden obtenerse derivadas primeras en vez de segundas, y asi ir
progresivamente debilitando los requisitos en la soluciéon del problema. Luego se tiene

Tl 1
/ —u"vdr = / v de —u'v
xo xo

Si se considera, por ejemplo, que las funciones de prueba se hacen nulas en los bordes y
se tiene en cuenta esto en la ecuacion (2.2), se llega a la siguiente formulacién variacional

1

(2.2)

o

x1
/ (uW'v" + uv — 2v) dx = 0, (2.3)
xo
donde puede verse con claridad que ya no cuenta con una segunda derivada para la
solucion, sino que la misma sélo depende de la derivada primera. Esta formulacion
variacional se denomina simétrica.

En el caso de la formulacién débil, el conjunto de las funciones de prueba que contiene a
u'y a v es un nuevo conjunto acotado, al que se denominara V. Este conjunto contiene sélo
las funciones que satisfacen las condiciones de borde y que son suficientemente regulares
como para que la integral (2.3) tenga sentido.

2.3. Aproximaciones de Galerkin.

El conjunto de funciones V) que contiene la solucién y las funciones de prueba para
el problema (2.2) es un espacio lineal y es infinito dimensional. Esto quiere decir que las
combinaciones lineales entre elementos de V; también son elementos de V7, y ademas, que
es necesario especificar una infinidad de parametros para poder determinar univocamente
una funciéon de prueba arbitraria v.

Si se introduce el conjunto de funciones

Un(x) = V2sin(nrz),n =1,2,3, ... (2.4)

y v es una funcién de prueba perteneciente a Vi, puede verificarse que v puede ser escrita
como

v(x) = Z () (2.5)

donde los coeficientes escalares a,, estan dados por

1
0 = / (@) (x) da. (2.6)
xo
En este sentido, una infinidad de coeficientes a,, deben ser especificados para definir cada
funcién de prueba v, es decir, V; es infinito dimensional.

Supdngase que se tiene un conjunto infinito de funciones {¢;(x), p2(z),...} en Vi, que
tiene la propiedad de que cada una de las funciones de prueba v pueden ser representadas
de la forma

v(z) = Zﬁi%’(iﬁ), (2.7)
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donde (; son constantes y la serie converge en el espacio V;. Con el planteo anterior, se
puede decir que el conjunto de funciones ¢; provee una base para V;, y por lo tanto son
las funciones base del espacio vectorial.

Tomando un numero finito N de términos en la serie (2.7), se obtendrd una
aproximacion vy de la funciéon de prueba v.

un(z) = Z&s&i(x). (2.8)

Las N funciones base {p1(z), p2(z), ..., on(2)} expanden un subespacio N-dimensional
Vi de Vi. El subespacio Hy es finito dimensional, ya que cada funcion vy es determinada
por una combinacion lineal de sélo N funciones de ;.

El método de Galerkin consiste en encontrar soluciones aproximadas al problema de
condiciones de borde con la formulacién variacional simétrica, en un subespacio Vi del
espacio V; de funciones admisibles y no en el espacio V; mismo. Por lo tanto, lo que se
busca es una solucion aproximada uy en Vy de la forma

uy(r) = Z%’%’(x) (2.9)

que satisfaga la ecuacién diferencial del problema. Dado que cada ¢; son conocidas, uy
sera completamente determinada una vez que los N coeficientes «; sean determinados.
Los coeficientes a; son conocidos como los grados de libertad de la aproximacion.

El siguiente paso es hallar los valores para «; y asi poder encontrar la solucion al
problema. Tomando nuevamente el ejemplo de la ecuacién (2.3) para el caso del método
de Galerkin, la ecuacién para los primeros N elementos queda

x1 xr1
/ (Uyvly + uyvy) de = / oy dx. (2.10)

Zo Zo

Para hallar los valores de los a; se reemplaza en la ecuacion anterior las expresiones
(2.8) v (2.9) y mediante procedimientos algebraicos se llega a la expresién

N N
Zﬁz(z Kija; — F;) =0, (2.11)
=1 =1

donde
Ky = [ A@e(e) + pilaloy(a)] da (212)

Zo

F; = / xrp; d. (2.13)
Zo
La matriz cuadrada de N x N elementos, K = [K;;], es llamada matriz de rigidez del

problema para las funciones base ¢; y el vector columna F = [F;] de dimensiones N x 1
se lo denomina vector de carga. Finalmente, los valores de los «; se pueden escribir como

a; = Z(K*l)ijm, (2.14)
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donde (K~1);; son los elementos de la matriz inversa de K. Ahora, es posible hallar la
solucién uy a partir de reemplazar la ecuacién anterior en la ecuacién (2.9).

La formulacién variacional simétrica se presenta como una formulacion conveniente
por sobre la formulacién débil clésica debido a varios motivos:

= La aproximacion de la formulacion simétrica ha llevado a una matriz de rigidez
simétrica, cosa que una formulaciéon no simétrica nunca podria hacer.

= Si se usa una formulacién simétrica para resolver el problema, puede demostrarse
que el método de Galerkin provee la mejor aproximacion al problema de condiciones
de borde.

= Para una formulacién simétrica, los espacios de las soluciones y las funciones de
prueba coinciden, y por lo tanto solo es necesario construir un grupo de funciones

base {¢}.

La calidad de las aproximaciones depende exclusivamente de la eleccién en las funciones
base {¢}; una vez elegidas, la determinacién de los coeficientes {a} se reduce a un
problema computacional.

2.4. Funciones de Forma o Interpolacion.

El método de elementos finitos requiere de una adecuada elecciéon de funciones
de prueba, que son las funciones base {¢} del método y que define el error en las
aproximaciones en la soluciéon. De todos modos, no hay una forma sistemética de construir
estas funciones base, ya que son arbitrarias. Hay una infinidad de funciones base que
pueden ser elegidas y que condicionan fuertemente la solucién del problema. Mayor es el
inconveniente en la eleccion para el caso de problemas en dos o tres dimensiones, donde
deben concordar con condiciones de borde mas complejas, a veces por la geometria del
problema mismo. Una elecciéon mala de los ¢; puede generar una matriz de rigidez mal
condicionada y por lo tanto el problema no puede ser resuelto en limites aceptables de
exactitud, por no ser invertible K. El método de Galerkin tiene ciertas limitaciones.

El método de elementos finitos provee de una técnica general y sistematica para
construir las funciones de forma del método de las aproximaciones de Galerkin. La idea
general es que estas funciones {p} puedan ser definidas por partes sobre subregiones del
dominio, a las que se denomina elementos finitos y que sobre cualquier subdominio las
{¢} puedan ser elegidas como funciones muy simples, por ejemplo, polinomios de grado
muy bajo.

Lo primero que hay que realizar es la divisién del dominio en un ntimero finito de
elementos. La longitud de cada elemento €); se denomina h;. Entre cada elemento, los
puntos que marcan el comienzo y fin de cada elemento, se denominan nodos primarios.
La conjuncion entre los elementos y los puntos nodales, formando el dominio, son lo que
se llama una malla de elementos finitos. Un ejemplo de esto puede verse en la Figura 2.1,
que muestra una particion de 4 elementos en un dominio comprendido en 0 < z < 1.
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Elements: Q Q, 4 Q,
& . . . -
x=0 x=1 x
Nodes: 0 1 2 3 4
-« B>

e

Figura 2.1: Particién de elementos finitos (Becker, 1981).

Una vez definidos los elementos finitos, los valores h; son usados como parametros en
vez de la cantidad de elementos N. Esto ocurre ya que a medida que la longitud de los
elementos se hace mas pequena, la cantidad de los mismos aumenta para cubrir todo el
dominio y por lo tanto, mas funciones bases forman el conjunto V. Es por ello que se
deben llamar a uy, vy v Vy como uy, v, v Hp,.

Una vez construida la malla de elementos finitos para el problema, se procede formando
un conjunto de funciones de forma usando los siguientes criterios fundamentales:

= Son generadas por funciones simples definidas a trozos, elemento a elemento, sobre
la malla de elementos finitos.

= Son suficientemente suaves como para ser miembros de la clase de funciones de
prueba V;.

= Se eligen de forma que los parametros «; que definen las soluciones aproximadas uy,
sean precisamente los valores de u,(x) en los puntos nodales.

Un conjunto de funciones muy simples pero de muy buena actuacién, que satisfacen
estos tres criterios son

==, parawi <a < ay
wi(x) = %, para z; <z < T4 (2.15)
0 parar <z, 1y T >

donde h; = x; — x;_1 es el largo del elemento §2;. Ademads, la primera derivada es

h%. para r;_1 < x < 1
oi(z) = h;ll para x; < x < x;q (2.16)
0 para r < T 1y T 2 Tiy1-

Estas mismas funciones se ecuentran graficadas para el dominio de 0 < z < 4 en las
Figuras 2.2 y 2.3.
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Figura 2.3: Derivadas de las funciones base (Becker, 1981).

Para demostrar que estas funciones satisfacen los criterios anteriormente mencionados,
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hay que observar primero que cada funcién ¢;,i = 1,2,3,... es el resultado de pegar
funciones definidas por partes en cada elemento finito, como puede verse en la Figura
2.2b. Por lo tanto, satisface el primer item de los criterios. La fuerza del MEF yace en
esta forma particular de construir las funciones base, de manera que las aproximaciones
al problema pueden ser construidas elemento a elemento, siendo la solucién final la suma
de todas las contribuciones para cada elemento.

Para que satisfagan el segundo criterio, hay que recordar que para que {p} sea base
del conjunto Vi, debe ser cada funcién de cuadrado integrable para la primer derivada y
desvanecerse en los puntos del borde. Las funciones que se muestran en la Figura 2.2a
satisfacen la condicién de borde de manera clara, ya que en los bordes de cada elemento
su valor es cero. Ademas, también es cuadrado integrable, ya que la derivada de cada ¢;
es una funcién por partes, del tipo ilustrado en la Figura 2.3a, y por lo tanto, [¢}]? es
integrable, de modo que el area debajo de la curva cumple con ser convergente,

1
/0 [¢}])? dx = %% =2h"" < oo (2.17)
Es importante a la hora de unir funciones lineales definidas por partes para formar
estas funciones, que las funciones coincidan en los nodos en comun, es decir, que haya
continuidad en el dominio del problema. Si este no es el caso, como se ilustra en la Figura
2.3b, la funcién base no sera de cuadrado integrable, y por lo tanto no va a pertenecer a
la clase de funciones admisibles por V.

En cuanto al tercer criterio, los parametros «; que definen las soluciones wu; deberian
ser los valores de la solucion en los puntos nodales. Para que este criterio se satisfaga,
cada funcion base debe tener la propiedad de que su valor sea la unidad en un nodo y
cero en todos los otros. Por lo tanto, si x; es la coordenada x del nodo j, luego

1, siit=7
() = 2.18
i) {O, e (218)
Puede verse en la Figura 2.2a que este criterio se cumple para cada funcion.

Como fue mencionado, siendo vy, una funcién de V; puede escribirse

on(@) = D Bipi(@). (2.19)

Por lo tanto, si v; es el valor de v;, en un punto nodal, en la representacién de elementos
finitos se puede escribir

vp(z) = Zngoi(:v). (2.20)

Para ilustrar mejor el concepto de elementos finitos, supongase que la Figura 2.4 es la
solucion exacta al problema. Si se considera la forma de esta funcién sobre un subintervalo
lo suficientemente pequeno del dominio, puede verse que es practicamente lineal en cada
subintervalo. Si la solucién u es aproximada por varias funciones lineales con valores
coincidentes con u en sus puntos nodales, el resultado con forma poligonal se asemeja a
la forma de la solucién verdadera u. Esta es una interpolacién por partes de la solucién.
A medida que la malla se refina, cada subintervalo se hace mas pequeno, la interpolacion
por elementos finitos se hace progresivamente més cercana a u. Por otro lado, la solucion
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aproximada por elementos finitos u;, al problema de condiciones de borde sera también una
funcion lineal por partes, pero sus valores nodales no coincidiran con la solucién exacta.
De todos modos, si la malla se refina, la solucién uy, serd cada vez mas aproximada. En
este método, nunca se lleva el valor del tamano de los elementos a un limite pequeno,
como en el célculo diferencial, manteniendo el tamano del elemento en un valor h, y por
ello, el método se denomina de elementos finitos.

v(x)

0 1 x

Figura 2.4: Interpolacién lineal local de una funcién suave (Becker, 1981).

2.5. Calculo de Elementos Finitos.

A través de la aproximacién de Galerkin al problema variacional con condiciones de
borde, el problema consiste en encontrar u;, definido por las elecciones particulares de ¢;,

N
up = Zuigpi, (2.21)
i=1
siendo u; los valores de u; en los nodos de la malla de elementos finitos. Teniendo en

cuenta lo anteriomente dicho y las ecuaciones (2.9) y (2.11) para el calculo de la solucién
aproximada, la matriz de rigidez y el vector de carga pueden relacionarse de manera que

> Kyuj=Fi=12..N. (2.22)
Sus propiedades se detallan a continuacion:

Sumabilidad de rigidez. Cada elemento de Kj; se obtiene integrando (@j¢; + vip;)
en el dominio del problema. Si se toma la integral dentro del elemento 2., luego

KS = / (40, + pipy) da (2.23)

e

representa la componente de la matriz de rigidez del elemento €2.. Por lo tanto

4
Kij=) K. (2.24)
e=1

para un dominio partido en 4 subintervalos.
De manera similar ocurre para el vector de carga,

K; =) Ff. (2.25)
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El hecho de que tanto K;; y F; puedan ser computados como sumas de contribuciones

de cada elemento, hace que sea posible generar K y F calculado solamente los elementos
de K¢y F€ para un elemento €2, cualquiera.

Matriz rala. Las funciones base ¢; y sus derivadas, ¢} son distintas de cero solamente
en elementos adyacentes al nodo ¢. Esto quiere decir que si los nodos ¢ y 7 no pertenecen
al mismo elemento, K;; = 0. Esto implica que, en una malla conformada por varios
elementos, muchos de los elementos Kj;; de la matriz de rigidez serdn cero. Matrices que
contiene muchos ceros se las denomina ralas, y la forma en la que se definieron las funciones
base para el método de elementos finitos, conlleva a una matriz de rigidez rala.

Simetria de K. Intercambiando iy j en la expresién (2.23), la expresion integral para
K;; no cambia para el valor calculado, por lo tanto, K;; = Kj; y la matriz de rigidez
serda por lo tanto simétrica. Sin embargo, en muchos problemas fisicos basados en leyes
conservativas, esta simetria aparecera de manera natural en la forma débil. La simetria de
K no es por la eleccion de las funciones base, sino que depende enteramente del problema
fisico a resolver.

2.6. Precision de las aproximaciones por Elementos Finitos.

El método de elementos finitos provee una aproximacion a la solucién exacta y es por
ello necesario e interesante conocer la estimacién del error de esta aproximacion. El error
e se define como la diferencia entre la solucion real y la aproximada,

e(x) = u(x) — up(z). (2.26)

El error real no puede ser calculado salvo que se sepa a priori la solucion exacta. Es por
ello que, cuando no se conoce u, el error puede ser estimado si éste decrece con h mientras
el nimero de elementos crece. La informacién sobre los errores suelen darse a través de
normas, ¢éstas pueden ser:

= la norma de energia,

lell. = { / 1 () + ¢ dx}m; (2.27)

= la norma de minimos cuadrados,

1/2

o= ([ a) (228

lle]lce = méx |e(x)]. (2.29)

0<z<1

= y la norma infinito,

Una estimacion de los limites del error podria ser para h constante,
lle]| < CRP (2.30)

donde C' es una constante que depende de los datos del problema y p es un entero que
depende de las funciones base elegidas para el MEF, denominado radio de convergencia
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del método con respecto a una cierta norma elegida. Si p es positivo, el error se hara cero
a medida que h tienda a cero. Cuando ||e|| se acerca a cero, la aproximacién a la solucién
converge con respecto a la norma elegida. Es posible tener situaciones en las que el error
converja para una norma y no para otras; por lo tanto, el sentido de la convergencia
depende de la norma escogida.

Estimaciones como las dadas en (2.30) no requieren informacién de la solucién de
elementos finitos y se las conoce antes del célculo de la solucién, recibiendo el nombre de
estimador a priori.
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3. Ecuaciones de Biot en una Dimension.

Para comenzar con el uso del MEF y comprender los alcances de la teoria de Biot, en
esta seccidn se resuelven las ecuaciones de Biot en 1D.

3.1. Ecuaciones de Biot.

Las ecuaciones que gobiernan el problema de propagacién de ondas en medios porosos
son (ver ecuaciones (1.28) y (1.29))

pp(x)i(x,t) + pp(z)W(x,t) —V - T = f(l)(amf),

) (3.1)
pp()is(z, t) + g(x)ib(x, t) + bz (z,t) + Vps(z,t) = f (x,1).

Como ya se habia dicho, es conveniente trabajar en el dominio de la frecuencia para
incluir atenuacién. Ademds, dado que en las ecuaciones de Biot se tienen derivadas
primeras y segundas del desplazamiento con respecto al tiempo, al trabajar en este dominio
las ecuaciones quedan en funcién del desplazamiento y no de las derivadas temporales del
mismo. Determinando U(w) en funcién de la frecuencia como

U(w) = ue™, (3.2)

luego las derivadas primeras y segundas son
U(w) = iwl(w)e™
Uw) = —w?t(w)e™

(3.3)

Aplicando a las ecuaciones en el dominio del tiempo, se obtienen las ecuaciones de Biot
como en (1.31) y (1.32)

V-7 = —wpp(0)iile,w) — w2 (2)B(r,w),
By o) = g0 )les) — Pl ) 4 (),

que son las expresiones generales en el dominio de la frecuencia. Para el problema 1D, las
ecuaciones se reducen a

()i, @) — Py R)B,w) + 5or(ww) = £ ew)
() P (3.4)

w(r,w) + %pf(x,w) = f(z,w),

~pa)ie,w) —Po(a)dle. @) —iw L

Estas ecuaciones junto con las relaciones constitutivas detalladas a continuacién ((1.14)
y (1.15)), )
T =2ue+ I(A\V -u— aM()

pf = —alMV -u+ MCc,

determinan el conjunto de ecuaciones de Biot. Si se trabaja sélo en la direccién vertical,
el Unico eje sera el eje z y por lo tanto las relaciones constitutivas se escriben como

Ous ow
T35 = 2pess(Us) + Ay=— WGt Ba—g (3.5)
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8u3 a’wg
=B _ M2 .
pf(U3) ax3 axg ) (3 6)

aM = B, (3.7)

2
donde p y A, son los coeficientes de Lame, \. = K — —pu, siendo K el médulo de

compresibilidad, B un factor geodinamico adimensional y M el coeficientes de Biot. Si la
porosidad es ¢, luego

K K
1— 1—¢— 2 K, —SKm
( ¢>< ) K) +¢>Kf

Ao = d (3.8)
e :
1 — & —
6= HR
(1 _g- lf{m) oK,
K, UK,
y 25
M= L EE (3.10)
1 o ¢ - m + QS S
K, UK,

Ky, Ky y K, son los médulos de volumen del fluido, de los granos sélido y de la matriz
seca, respectivamente.

3.2. Forma variacional o débil.

Suprimiendo por simplicidad la dependencia de las variables con el espacio y la
frecuencia, se escribe la forma variacional testeando las ecuaciones (3.4) con las funciones
de prueba v* y v/ del sélido y del fluido, respectivamente:

(—w?ppils, v°) + (—w?psids, v°) — (V - 733,0%) = (f*,v%), (3.11)
~ —~ N/ IPN
(—w?psiiz, v!) + (—w?g W3, v7) + (—ZQJEU}&’UJC) + (V- pp,0l) = (FF,07). (3.12)

Realizando integracion por partes, f udv=uwv — f v du, se obtiene

borde
(V . 7'33,1)8) — 733 US bord — (7'33, V- US), (313)
(V-pf,vf) :pf‘Uf‘borde_(pf,V"Uf), (3.14)

y reemplazando en las ecuaciones (3.11) y (3.12) puede escribirse

(—prbiZg, US) + (—Wpr’lj)\g,, 'US) + (7'33, \VAE US) — 733 Us

borde
= (f*%v%), (3.15)
~ ~ .on
(—w’psiis, v') + (—w’g Ws,07) + (—iw- s, o) = (pg, v -0T) 4 py -0

borde

= (ff, 0. (3.16)
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Considerando condiciones de borde absorbentes, es decir, el borde es transparente para
ondas que llegan normal al mismo, se debe cumplir la condicion

(=7(uv, —py) = iwB(u-v,w-v), (3.17)

donde v es un versor externo y B es una matriz de 2 x 2

ﬂ=:RAUﬂ1MQA, (3.18)
donde
i (/Jb Pf) |
P(Aﬁ;; g) (3.19)
B M)

Teniendo en cuenta la forma de los elementos de la matriz 8, la ecuacion (3.17) puede
escribirse como

—7(u) - v = iw [(Brips + Pr2pf) us - v + (Braps + Pr2g) ws - V], (3.20)
+ps v = 1w [(Barpy + Baaps) uz - v + (Baps + Baag) wz - V] . (3.21)

Reemplazando estas expresiones en (3.15) y (3.16) se llega a

(—w?pplls, v°) + (=W’ sz, v°) + (733, V - 0°) + (iw (Buipy + Propy) uz - v)
+ (iw (Bups + Przg) ws -v) = (f*,0°),  (3.22)

(—w?psiig, v ) + (—w?gis,0”) + (—mgwg,vf) — (ps, 7 - 07)
+ (iw (Ba1pp + Baapy) us - v) + (iw (Ba1pf + Po2g) ws - v) = (ff» Uf) (3.23)

Finalmente, realizando el reemplazo de las relaciones constitutivas (3.5) en (3.22) y (3.23)
resulta

ou ou

2 o~ s 2 -~ s 3 3 s

— — Q1 — )\u_’v.
(wpbu;),,v)—i—(wpfwg,v)—i—(u Z—i— . v>+

0 .
(Bﬁ, V- US) + (iw (Bripy + Brapy) us - V)

+ (iw (Bripy + Pr2g) ws - v) = (F*,0%), (3.24)
(—w?pyiis, v!) + (—w?gis, v7) + (—iwﬁ@g,, o))
K
0 0 )
" (Bﬁ’ v Uf) " (Mg’ v vf) + (iw (Barpy + Ba2py) v’ - v)
+ <Zw (621pf + 5229) ws - V> = (Ff7 Uf)? (325)

donde (-) indica los términos del borde. Las ecuaciones (3.24) y (3.25) determinan la forma
débil de las ecuaciones (3.4).
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3.3. MEF. Problema algebraico.

Para aplicar el método de elementos finitos se particiona el dominio €2 en segmentos
no solapados

N
Q=[]Jo. (3.26)
n=1
Las funciones de prueba usadas son
(pil2) = 2222
o(z) = para z;_1 < z < z (3.27)

Zi—Z

(vi1(2) = 255

((c) = 282

Zit+1—Zi

o(z) = para z1 < z < 21 (3.28)
\%’H(Z) =

Como puede verse en la Figura 3.1, los valores de las funciones base son uno para el
nodo en el que se encuentra, y cero para el resto. Las mismas funciones base son utilizadas
tanto para los desplazamientos del sélido como para del fluido.

z—2z;
Zit1— %

l—o — — — = AT — — — = =

Zia Zi Zi1

Figura 3.1: Funciones base para el método de elementos finitos en 1D.

Por lo tanto, v* = v/. En cada elemento, los desplazamientos pueden ser escritos
por las aproximaciones de Galerkin, a partir de (2.21), como combinacién lineal de las

funciones base ;.
N N
U= E wipi , W= E W;iP; -
=0 1=0

Los mismos deben ser calculados como

Uj = Ui—1Pi—1 T Ui P + Uip1Pi41, (3.29)
W; = Wi—1Pi—1 + WiP; + Wit1Pi41- (3.30)

Incorporando esto y resolviendo la forma débil de la ecuacion (3.24) en un elemento
cualquiera 7, se obtiene

N BN 0z 0z 0z

«:,) ?br) ~~ >y . ~~
(c) (d

)
+ (iw (Bi1py + Brapy) us - V), + (iw (Bripy + Br2g) ws - v), = (F°,v°);, (3.31)

~ N 0 0 0
(—UJQPbug,US)i + (_wzpfw?” Us)i + <2ﬂﬁ + )\u£7 Vv - US) + <Bﬂ7 v - US)

Para el término (a),

(—w?ppiis, v*); = (—w?pp [Usi 1951 + U3 PUi+1Pis1) > Pi)i- (3.32)
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Y por lo tanto,
Zit1
—w? / pb [Usi—19i—1 + U310 Us i+19i+1] @i dz (3.33)

Zi—1

Reemplazando las expresiones para las funciones de prueba, y partiendo la integral entre
los intervalos z;_1 < 2 < z; vy 2 < 2 < 244,

Zi

—w? [Pbm f;ll Uz ;- 19i-19i Az + po,_, fzi,l

+o, [27 Uz i1 pirg dz] (3.34)

2
. 2 — 2 Z— Zi_ , Z— zi
o 2 Zi 7 1—1 Zi 1—1
= =W | Py, fz._l U3 i—1 dz + py,_, fz._l ug; | ———— | dz
‘ Zi = Ri-1 Zi — Ri-1 ‘ Zi = Ri-1

2
o, [ us <u> dz + py, [ Ui (ZZ Z’“) (2”1 Z) dz] (3.35)

ug i dz + py, f:ﬂ us i ip; dz

i — Zi—1 i—1 — % Zi4l — %

Zi — Zi— Zi — Zi— Zi — Z;
(e () o (B

Zi — Z;
—pri (%) U3’i+1} . (336)

Para el término (b), realizando el mismo desarrollo que para el caso anterior,

(—w?pyidsz,v°); =

Zi — Zi—1 Zi — Zi—1 Zi+1 — %4
o (22 o (552 e ()

Zi — Z;
‘f‘Pfi (%) w37i+1} . (337)

Y se procede de la misma manera para los términos (c) y (d)

0 0 1 1
W A A2V v ) = = (A 2 | ———— Jus i — 1+ |+ 2 (——— ) +
0z 0z i Zi — Zi—1 Zi — Zi—1

1 1
(A + 20, (—)} us i — (A + 200); (—) Uz i1, (3.38)
Ritl = Zi Ziv1 — %

0 1 1 1
(Bﬂa V- US) =-Bi <—> w31 + |:Bi—1 (—> + B; <—>] W3
0z i 2 . | R T Zi—1 Bkl T &

1
—Bz <—) W3 5+1- (339)

Zi+1 — Zi

Procediendo de la misma manera para la ecuacién (3.25),

. J/ N
~ —~

(e) (f) Pe > ~ 7N ~~

(9) (h) (i)
+ <iw (521[% + 622pf) us; - 1/> + (iw (Blef + ﬁggg) w3 - V> = (Ff, Uf). (3.40)

~ _ /N 0 0
(—w?psiis i, v7)i + (—wgils s, Uf)g"‘ (—Wgws,i,vf)i + (Bﬂ V- Uf) + (Mﬂ> V- Uf)
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El término (e) resulta

—~ Zi T Zi—1 Zi 7 Zi—1 Zi41 — %4
(~w?psng, o)) = —w? {pfil (T) tat {pf“ (T) + 01 (Tﬂ

Zi — Z;
+)0fl <%> U3,i+1} . (341)

Y por lo tanto, los términos restantes (f), (¢), (h) e (i) resultan

—~ Zi — Ri— i — Ri— Zi+l — Zi
(_W29w3,i,vf)i = —w? {gil (Tl) W3 -1 + [911 (T1> + i (%)] w3 ;

—i—gz (%) w3ﬂ'+1} , (342)

0 1 1 1
(Mﬂ, % Uf) =—M;_, (—) w3i-1 + |:Mi—1 (—> + M; (—)} W3, i
0z ; Zi — Zi—1 7 Zi — Zi—1 Zit1 — Zi 7

1
() o1

i+l — %4

Incorporando lo anteriormente calculado la ecuacién (3.24) resulta

Zi — Zi— Zi — Zi— Z; — Z; Zi — Z;

—w? {Pb,;_l ( 6 1) u3i—1 + [Pbi_l ( 3 1) + P, < +13 )} u3,i + Po, < +16 ) U3,i+1}
2 — Zie 2 — Zie Zi41 — Zi Zit1 — Zi

—w? {pfil ( - 6 - 1) w3,i—1 + |:pfi1 ( - 3 - 1) + Py (1-5-131)] w3, +pf; (Z+16l> w3,i+1}

1 1
—(Au +20)i—1 ( ) uzi—1 + |:()‘u +20)i-1 ( ) +
— Zi—-1 Zi T Zi—1

i

1 1
(Au +2p); ( )} uz,; — (Au +24); ( ) U3,i+1
Zi41l — Zi Zi4l — &g

1 1 1 1
B;_4 ( > w3,;—1 + |:Bi1 < > + B; ( ﬂ ws,; — By < > W3 5+1
Zi — Zi—1 Zi — Zi—1 Zi+1l — % Zi+1l — %

+ (iw (Brapy + Brapy) usi - v),; + (iw (Bripy + Prag) wai - v), = (F*,¢);. (3.46)

Andlogamente para la ecuacién (3.25)

Zi — Zi—1 Zi — Zi—1 Zi4+l — %4 Zi4+1 — %
—w? {pfil ( 6 ) U3,i—1 + |:pfi1 ( 3 ) +ps <+ 3 )] us,; + pf, (+ 5 ) U37i+1}
2 ) Zi T Zi—1 ) ) Zi T Zi—1 ) Zi+l — %4 ) ) Zi4+l — %4 .
w {gzl ( 6 ) w3,—1 + |:gzl ( 3 ) +gz ( 3 ):| w3,; +gz ( 6 ) w3,2+1}
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1 1 1 1
—Bi_1 <> ugi—1 + |:Bi1 () + Bi ()] ug,; — Bi () u3,i+1
Zi T Zi—1 Zi T Zi—1 Zi+l — % Zi+l T %
1 1 1 1
—ii—1 () w31+ |:Mi1 <> + M; ()} ws,; — M; () W3,i+1
Zi = Zi—1 Zi = Zi—1 Zi+l = % Zi+l = %

+ (iw (Ba1py + Bazpy) us,i - V) + (iw (Barps + Bazg) wai -v) = (F7, ). (3.47)

Sumando (3.46) y (3.47) y ordenando segin factor comun de las incégnitas, resulta

2 Zi — Zi—1 1 2 Zi — Zi—1 1
—pp [ ) D+ 20 [ ——— ) - (== -B — -
|: W Pb; 4 < 6 ) ( u T /L)'L 1 <Z, _ Zil) W Pf 4 ( 6 > i—1 (Zz — Zzl>:| us3,i—1
2 Ziy — Zi—1 2 Zi+1 — %j 1 1
+ |—w Pbi_1 — W Py, + (>\u + 2N)i—1 + (>\u + 2U)L
3 3 2 — Zi—1 Zit1 — %
2 2 — RZi—1 2 Zi+1 — %4 1 1
— ) _— | — N Bi_ _— Bi E— 4
RGE ( 3 ) e ( 3 ) o (Zz - Zz‘l) " (ZiJrl Zzﬂ e

Zit+l — Zi 1 Zivl — % 1
+ [—WQPbi (+6> - (/\u +2p); (ZHZ) —szfi (+6) - B; (W)} U3,i+1
9 Zi — Zi—1 1 9 Zi — Zi—1 .o Zi — Zi—1
- { A ( 6 ) ' (Zi—zz‘—1> © ( 6 ) i < 6 )

2 Zi — Zj—1 2 Zi4+1 — %4 . n Zi — Zi—1 Nzl — %
—wg 1| —— | —wg | — | —w —_ | —Ww— | ——
oo (352 ) - () st (B ) - (257
1 1

1
—M; ()} W3,i+1
Zi41l — %

+ (iw (Bripo + Przps) us,i - v),; + (iw (Brips + Brag) ws i -v),;
+ (iw (Ba1py + Pazpy) usi - v) + (iw (Ba1py + P22g) w3 - V)

De esta manera se genera un sistema de ecuaciones con seis incégnitas. Las tres
incégnitas para el solido son w;_1,u; y u;pq mientras que las tres del fluido son w;_ 1, w;
y wi+1- Una vez generado el sistema de ecuaciones, se hallan las incégnitas usando el
método de factorizacién LU. Los desplazamientos que se obtienen estan en el dominio
de la frecuencia, por lo que se transforman al dominio del tiempo usando transformada
inversa de Fourier, obteniendo como resultado final las trazas sismicas en cada receptor.
El coédigo computacional se escribié en lenguaje Fortran. Ademds, se coloca una fuente
externa para el problema no homogeneo, posicionandola a través de un delta de Dirac.

Como este caso es en una sola dimensién, no es posible el estudio de la onda S, ya que
no se permiten desplazamientos transversales.
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Figura 3.2: Fuente en el dominio del tiempo (arriba) y espectro de amplitud (abajo).

3.4. Ejemplo para una muestra Homogénea.

Implementado el cédigo, se aplica a un medio homogéneo que corresponde a una
arenisca Nivelsteiner saturada por agua. Los parametros que caracterizan a esta arenisca
pueden verse en la Tabla 1. La muestra es un cuadrado de 6 cm de lado, con una fuente
colocada en el centro y dos receptores distanciados 2,3 ¢cm a cada lado de la misma.
La malla de elementos finitos tiene un tamano de 0,004 ¢m. La fuente en tiempo y su
espectro de amplitud se muestran en la Figura 3.2, siendo su frecuencia central 320 K H z.
La velocidad de la onda P es 2,815 m/ms. En la Figura 3.3 se muestran los arribos a
los receptores, donde puede apreciarse que la onda llega al mismo tiempo en ambos, a
0,008 ms, dado que la fuente es central y los receptores se colocan simétricos a ella. Las
perturbaciones de baja amplitud en aproximadamente 0,027 ms corresponden a la onda P
lenta, de velocidad 0,897 m/ms. El calculo se realiza empleando 110 puntos en frecuencia
para un intervalo de 0 a 100 Hz.

Granos Solidos

Modulo de Bulk, K
Densidad, p;

36 x 10 dyn/cm?
2,65 g/cm?

Matriz Seca

Médulo de Corte, p
Porosidad, ¢
Médulo de Bulk, K,,
Permeabilidad, x

4,55 x 101 dyn/cm?
0,33

6,21 x 101° dyn/cm?
4,9346165 x 1078 em?

Fluido 1: Gas

Densidad, py
Médulo de Bulk, Ky
Viscosidad, n

0,078 g/cm?
0,012 x 101° dyn/cm?
0,0015

Fluido 2: Agua

Densidad, py
Médulo de Bulk, K/
Viscosidad, n

1,0 g/cm?
2,223 x 1010 dyn/cm?
0,01 Potise

Tabla 1: Caracterizacion del medio.
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Figura 3.3: Trazas del receptor 1 a 0.7 cm de profundidad (arriba) y del receptor 2 a 5.3 cm de
profundidad (abajo).

3.5. Ejemplo para un modelo de dos capas.

Se modela ahora para un medio de dos capas conformada por una arenisca Nivelsteiner
con diferentes fluidos saturantes. El dominio es un cuadrado de 2 m de lado, el primer
metro saturado con gas, y el segundo con agua. Dos receptores se ubican a 0.5 y 0.8 metros
a partir de la superficie. Puede verse un diagrama del modelo geométrico en la Figura 3.4.
La fuente se ubica cercana a la superficie, a 0.1 metro de profundidad, cuya forma en el
tiempo y espectro de amplitud se muestran en la Figura 3.5. La malla de elementos tiene
1500 nodos, se calcula con 370 puntos en frecuencia y se mide por un periodo tiempo de
0.6 milisegundos. Las constantes que caracterizan al medio pueden verse en la Tabla 1.

Matriz + Gas
Ry

Ry

Matriz + Agua

Figura 3.4: Modelo geométrico de dos capas compuesto por una arenisca saturada con gas (primer capa)
y agua (segunda capa).
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Figura 3.5: Fuente en el dominio del tiempo (arriba) y espectro de amplitud (abajo).

Las trazas registradas por los receptores se muestran en la Figura 3.6. Pueden
observarse los arribos directos de la onda P al primer receptor (violeta) y al segundo
receptor (verde), aproximadamente 0,15ms y 0,26ms de tiempo, respectivamente. La
velocidad del medio es de 2,62m/ms. El decaimiento en las amplitudes entre ambos
receptores se explica por el modelo de atenuacion utilizado.

Ademas, es posible visualizar en cada receptor un segundo arribo correspondiente a la
llamada onda fantasma. Esta onda viaja de la fuente a superficie, donde se refleja para
luego arribar al receptor. Es posible ver esta onda debido a que las condiciones de borde
absorbentes no logran eliminar las reflexiones espurias en su totalidad. Cabe notar las
senales reflejadas en la discontinuidad debido al cambio de fluido, segin se muestra en
Figura 3.6 como un tercer arribo. El receptor 2 recibe primero la reflexién por su mayor
cercania a la discontinuidad. La onda P lenta no se distingue en los registros debido al
corto tiempo de simulacién.
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Figura 3.6: Senal de los receptores 1 y 2 para el primer medio saturado con gas y el segundo con agua.
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3.6. Ejemplo para un medio con fluido efectivo.

En este tercer ejemplo, se estudia el comportamiento de las respuestas de los receptores
ante la presencia de més de un fluido saturante. Dado que la teoria considera una tunica
fase fluida, se puede definir un fluido efectivo, que equivale a una ponderacion de acuerdo
a las saturaciones de los fluidos en cuestion.

SiSq Y Sg, Pa Y Pg: Y Koy K, indican las saturaciones, las densidades y los mddulos
de bulk para el fluido, para el agua y el gas, respectivamente; las constantes fisicas para
el fluido efectivo pueden escribirse como:

Peff = SaPa T SgPyg
Neff = Salla + SgTly

—1
Sa s
Ky epp = (?—ng) .
a g

Los valores de la densidad y la viscosidad estan dados a partir de promedios pesados con
la saturacion, mientras que el médulo de Bulk se calcula a partir del limite inferior de
Reuss (Mavko et al., 2009) bajo la hipétesis de que ambos fluidos se encuentran bajo la
misma presién.

La simulacién se realiza para un modelo con tres capas de 500 metros de espesor
cada una. La primer y tercer capa se encuentran saturadas con agua, mientras que la
segunda estd saturada con un fluido efectivo que presenta distintas saturaciones de gas y
agua en cada prueba. La matriz sélida estd compuesta por una arenisca Nivelsteiner. La
fuente es del mismo tipo que los ejemplos anteriores, con frecuencia central en 40 Hz. Los
receptores se encuentran en superficie y la fuente a 5 metros de profundidad. El modelo
se ilustra en la Figura 3.7. Los parametros fisicos utilizados son los mismos que para los
casos anteriores y corresponden a la Tabla 1.

(3.49)

4

o

Arena + Agua

Arena + Agua+ Gas

Arena + Agua

Figura 3.7: Modelo geométrico de tres capas compuesto por una arenisca saturada con gas (primer y
tercer capa) y con un fluido efectivo (segunda capa).

En este estudio se ha silenciado el comienzo de la traza para no observar la onda
directa, de poco interés en este caso. De esta forma, el primer arribo que es posible ver
en los registros corresponde a la onda reflejada en la interfaz del primer medio con el
segundo.

Se realizan distintas pruebas para ver los tiempos y amplitudes en la onda reflejada.
La primer prueba se realiza con una saturacién del 30 % de agua y del 70 % de gas. El
resultado del receptor R1 se muestra en la Figura 3.8. Pueden verse dos arribos de gran
amplitud, el primero correspondiente a la onda reflejada en la interfaz del primer medio
con el segundo medio. El segundo arribo corresponde a la onda reflejada en la interfaz
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entre el segundo y tercer medio, y por lo tanto viaja por el medio saturado con velocidad
del fluido efectivo. Las velocidades de las ondas P répidas son 2,81m/ms para los medios
saturados con agua, y de 2,58m/ms para el medio efectivo.
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Figura 3.8: Receptor 1 para el caso dénde la capa dos cuenta con un fluido efectivo con saturaciones de
30% de agua y 70 % de gas.
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Figura 3.9: Receptor 1 para el caso donde la segunda capa contiene un fluido efectivo con relaciones

agua-gas del 99,7% - 0.3% (naranja), 70 % - 30 % (celeste), 30% - 70% (verde); y 100 % contenido de
gas (violeta).

La onda reflejada en la interfaz formada por el primer y segundo medio viaja a la
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velocidad del medio saturado con agua, por lo que es esperable que al momento de
modificar las relaciones agua-gas del medio saturado por el fluido efectivo, su velocidad
no cambie y por lo tanto tampoco lo haga su tiempo de arribo. Asimismo, al cambiar el
coeficiente de reflexién se puede notar el cambio en amplitud de la senal. Sin embargo,
mientras era esperable que la velocidad de la onda P del medio saturado con fluido efectivo
disminuya a medida que la concentracién de gas aumenta, se observa un comportamiento
distinto. Al agregar una pequena cantidad de gas a la mezcla la velocidad del medio
disminuye considerablemente, alcanzando un minimo para una concentracion de gas del
12% y aumentando hasta alcanzar un méaximo de 2,62 m/ms cuando se cuenta con un
medio saturado solamente con gas. En la Figura 3.9 se muestran los registros del primer
receptor, para relaciones de concentracién agua-gas del 99,7% - 0.3% (naranja), 70 %
- 30% (celeste), 30% - 70 % (verde); y 100 % contenido de gas (violeta), donde puede
apreciarse que para la mayor concentraciéon de agua (onda naranja), el arribo de la onda
que viaja por el medio efectivo llega poco tiempo antes de las demds. Al alcanzar una
concentracion de gas del 30 % la onda que viaja por el mismo medio se registra un tiempo
mas tarde que para las demds concentraciones, pudiendo apreciarse que al aumentar la
cantidad de gas el tiempo de arribo disminuye, al aumentar la velocidad. El cambio de
velocidad con respecto a la concentracién de gas se encuentra graficado en la Figura
3.10. El mismo grafico se obtuvo calculando la velocidad de la onda P para distintas
saturaciones de gas.

2.85 T T T T

28 Vpg'
2.75
2.7

2.65

—— s B |
1

26 P
255 e .

2.5 1 1 L 1
V] 20 40 60 80 100

Velocidad onda P del gas [m/ms]

Saturacion de Gas [%]

Figura 3.10: Cambio de la velocidad del medio saturado con un fluido efectivo donde se va variando la
saturacién del gas.
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4. Ecuaciones de Biot en Dos Dimensiones.

En el capitulo anterior se resolvieron las ecuaciones para el caso de una sola dimensién,
donde todo movimiento ocurre en una misma linea. En este capitulo se presenta el modelo
computacional para el caso de dos dimensiones, donde los movimientos ocurriran en un
plano. Debido a la cantidad de datos que maneja el programa es necesario implementarlo
en paralelo. Esto quiere decir que se utilizan mas de un procesador para correrlo, a cada
procesador se le adjudica una parte del dominio para resolver y debe haber comunicacion
de informacién entre los distintos procesadores. En esta seccién se estudia y se usa un
cédigo computacional ya desarrollado por el Departamento de Aplicada de la Facultad de
Ciencias Astronémicas y Geofisicas de la UNLP.

4.1. Ejemplo para un Medio Homogéneo

El c6digo computacional se aplica a un medio homogeneo de 6 centimetros de ancho
por 6 cm de largo. Dicho medio corresponde a la misma arenisca Nivelsteiner saturada
con agua y se recuerda que las propiedades del medio se encuentran en la Tabla 1. La
fuente utilizada se muestra en la Figura 4.1 y se localiza en el centro del dominio.

El programa esta implementado para correr en maquinas con arquitectura en paralelo
y fue posible hacerlo con un total de 64 procesadores. La forma de programacién recibe
el nombre de SPMD (Single Program Multiple Data), con comunicacién de informacién
entre procesadores empleando el protocolo MPI (Message Passing Interface) para enviar
y recepcionar informacion. Se utiliza una malla de 640 nodos tanto en el eje x como en
el eje y con un total de 110 puntos en frecuencia para un intervalo entre 1 y 1000 kHz.
Si se usan 8 procesadores en la direccién x y en la direccién y, cada uno de ellos resuelve
una parte del problema que tiene 80 x 80 nodos, cantidad considerablemente inferior a
la original.
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Figura 4.1: Fuente en el dominio del tiempo (arriba) y espectro de amplitud (abajo).

Las velocidades calculadas para la onda P rapida es de 2,969m/ms, para la onda S
1,644m/ms y para la onda P lenta 0,976m/ms. La simulacién se corrié para un tiempo
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0 100 200 300 400 500 GO0

Figura 4.2: Componente vertical de la velocidad de las particulas de la fase sélida a 0.008 milisegundos.

total de 0.05 milisegundos.

Se considera la divergencia para la fuente y se muestra en un tiempo de 0,008ms la
propagaciéon de las ondas. Como el medio es homogéneo, no se produce ningin fenémeno
de reflexién o refraccion de la onda, y por lo tanto el frente de ondas es radial con centro
en la fuente. En la Figura 4.2 puede verse el frente de ondas para la onda P rapida.

En la Figura (4.3), correspondiente a un tiempo de 0,010ms, se observan dos frentes
de ondas. Los mismos corresponden con la onda P répida, el de mayor radio, y con la
onda P lenta, el de menor radio.

Para destacar la onda de corte, en la Figura 4.4 se grafica la componente y del rotor
de la velocidad de las particulas a un tiempo de 0,010ms. En este caso, la inica onda que
aparece es la onda S.

4.2. Ejemplo para un Medio con Fluido Efectivo.

Aligual que en el caso de Biot para una dimensién, se realiza el calculo de propagacion
de ondas para un medio saturado por un fluido efectivo. Se describe un medio con dos
capas, en un dominio de 1 Km de largo por 1 Km de profundidad. El primer medio
corresponde a la arenisca Nivelsteiner saturada con agua, desde superficie a los 500 m
de profundidad; mientras que para el segundo medio, su fluido es un fluido efectivo.
Este fluido efectivo es una combinacién entre distintas saturaciones de gas y agua, cuyos
pardmetros son dados segin (3.49). La Tabla 1 muestra los valores usados para cada fase
fluida. El modelo geométrico puede verse en la Figura 4.6.

Se realiza la simulacién con el cédigo Fortran en paralelo usando 64 procesadores. La
discretizacion del dominio se realizé con 256 elementos tanto para el eje horizontal como
para el vertical. El programa calcula con 100 puntos en frecuencia entre 1 y 60 Hz, para
una fuente tipo Ricker (Figura 4.5) con una frecuencia central de 30 Hz y un tiempo total
de 1 segundo. La fuente se ubica a 250 metros de distancia en el eje horizontal, y a 10m
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Figura 4.3: Componente vertical de la velocidad de las particulas de la fase sélida a 0.010 milisegundos.
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Figura 4.4: Propagacién de onda S, rotor del desplazamiento, a 0.010 milisegundos.
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de profundidad. Se registraron las ondas que llegaban a superficie con un tendido de 12
gedfonos, con un offset minimo de 50 m, y una distancia entre ge6fonos también de 50 m.
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Figura 4.5: Fuente en el dominio del tiempo (arriba) y espectro de amplitud (abajo).

1060 m

Figura 4.6: Modelo geométrico de dos capas compuesta por una arenisca con agua (primer capa) y con
un fluido efectivo (segunda capa).

Se realiza la prueba para saturaciones de gas del 0.5% y 30 %, analizando las trazas
obtenidas para los receptores localizados 50 m de la fuente, a 300 m y a 600 m. En la
Figura 4.7 pueden verse las trazas para dichos receptores, para una saturacién del 30 %
de gas. En la misma puede observarse que los tres receptores cuentan con dos saltos en
amplitud importantes, el primero correspondiente con el primer arribo de la onda directa,
y el segundo con la reflexién con el segundo medio, el medio efectivo. El primer arribo
del primer receptor presenta una amplitud mucho mayor a los primeros arribos de los
otros dos receptores y esto se debe a su cercania de la fuente. La atenuacion se representa
mediante el modelo de Liu et al. (1976) con un valor medio del factor de calidad @ de 80,
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aplicado al médulo de onda plana, al modulo de corte y a los granos sélidos de la matriz

rocosa.
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Figura 4.7: Trazas en los receptores a 50 m (violeta), 300 m (verde) y 600 m (azul), para una
concentracién de 30 % de gas en el segundo medio.

Comparando las trazas con distintas saturaciones de gas para el receptor localizado
600m, Figura 4.8, puede notarse que para la menor concentracién de gas (0.5 %, color
violeta) la amplitud del arribo para la reflexién en el medio con fluido efectivo es menor.
Al aumentar la saturacion del gas, la amplitud de la reflexion aumenta. Esta situacién es
esperable si se piensa, por ejemplo, en la respuesta de AVO para arenas con presencia de

gas.
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Figura 4.8: Trazas de los receptores a 600m, para saturaciones de gas del 0.5 % (violeta) y 30 % (verde).
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5. Ecuaciones de Biot en Tres Dimensiones.

En los capitulos anteriores se han resuelto las ecuaciones de Biot para el caso uni
y bidimensional. Ahora se extenderd la formulacion para el caso tridimensional. El foco
principal de este trabajo se encuentra en el presente Capitulo, por esta razén, se desarrolla
de manera detallada.

En general, el MEF conduce a sistemas de ecuaciones lineales grandes que requieren de
técnicas especiales para ser resueltos. El algoritmo implementado tiene la particularidad de
resolver un sistema de ecuaciones lineales pequeno vinculado a cada elemento finito. Luego,
deben relacionarse todos estos elementos cumpliendo las condiciones de continuidad de
los desplazamientos y de las tensiones para finalmente, ir actualizandose sus incognitas en
un procedimiento iterativo. Se opta por este procedimiento de alto costo computacional,
en virtud de que la resolucion del sistema de ecuaciones es sumamente sencilla.

5.1. Formulacion del Modelo Diferencial.

Las ecuaciones de Biot 3D en el dominio espacio-frecuencia para hallar u(z,y, z,w) y
w(z,y, z,w) son:

—w?p(x,y, 2)u(z,y, 2,w) — WPps(z,y, 2)w(r,y,2,w) — V- 7(u) = F*(z,y, 2,w),
—w2pf(x, Y, 2)u(z,y, z,w) — w2g(x, Y, z,ww(z,y, z,w) + iwd(x,y, z,w)w(x,y, z,w)
+VP(u) = Ff(x,y, z,w),

siendo las relaciones constitutivas

Tij(U) = 2“(1'7 Y, =z, w) 5ij + 5ij<)‘c(x7 Y, z, w) Eidy —B(.’L‘, Y, z, w) ff)a
(5.1)

conU = (u,w) yi,j=1,2,3.

Para completar el planteo del problema se precisan determinar las condiciones de
borde. En general, el dominio donde se va a usar el simulador de propagacion de ondas es
una regién acotada, con bordes delimitados, pero representando una frontera artificial que
las ondas atraviesan sin modificaciones. En estos casos habra que plantear condiciones de
borde absorbentes, para que las reflexiones espurias sean minimizadas.

5.1.1. Condiciones de Borde Absorbentes.

La condicién de borde absorbente de primer orden para un medio sélido 3D, puede
escribirse como (Santos y Gauzellino, 2016):

~Fo=Bw-vi-xi-x), (5.2)

donde 4 denota la primer derivada con respecto al tiempo del desplazamiento, v, x!, y x?
son los vectores normal y tangenciales para cada cara, respectivamente. F, son las fuerzas
totales que se aplican en la superficie s, el borde del dominio. En este caso el vector de
desplazamiento u se encuentra en el dominio del tiempo. La matriz B, definida positiva,
es una matriz de coeficientes dados por

B=pL'?, (5.3)
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donde p es la densidad del medio y £ = N'AN. N es la matriz que contiene los
autovectores de £ y la matriz diagonal A contiene los autovalores ¢?, ¢3 y c3. ¢ corresponde
a la velocidad de la onda Py ¢2 = ¢Z corresponden a la velocidad de la onda S.

Cuando el dominio es un material poroso, saturado por un fluido, hay que hacer una

modificacién a lo anterior. La condicién de borde absorbente se expresa como
B, (@-v,i-x' 4 x> v), (5.4)

considerando ahora la incorporacién de la primer derivada con respecto al tiempo del
desplazamiento del fluido, w. En este caso,la matriz B, se define como

Lo t] 12
B, = [(4,56)"] " A (5.5)
siendo las matrices A, y &,
p 0 0 pf Ae+20 0 0 B
o g0 0 | 0o s o0
Ap = 0 0 ¢qg O 2 0 0O u O (5:6)
pr 00 g B 0 0 M
En estas expresiones ¢ indica
g=p—9 'p} (5.7)
En el dominio de la frecuencia, la condicién (5.4) es
—iwB, (u-v,u-x"u-x*w-v). (5.8)

denotando u y w como los desplazamientos del sélido y del fluido en el dominio de la
frecuencia; y por lo tanto, la condicién de borde absorbente toma la forma

(=7 (uj)v; - vy, =7 (uj)v; - X5, =7 (w)vy - X5, Pr-vy)) = —iwB, (w-v,u-x"u- x> w-v).
(5.9)

5.2. Formulacion por Elementos Finitos.
5.2.1. Forma Variacional.

Para obtener la forma variacional se multiplica por las funciones de prueba v* y v/
para el sélido y el fluido respectivamente. Recordando que se deben reducir los términos
a derivadas de primer orden y se integra por partes para incluir la condiciéon de borde, el
problema sumando ambas ecuaciones se enuncia finalmente como: hallar u y w tal que

—w? (pu; + prw; ,v*) — w? (pyu; + gu; ,vf) + iw (dw; ,Vf)

+A(U7V) - <T(uj) ) VS)F + <Pf(u]> ; Vf>r

= (F* ,v*) + (F/,v7), (5.10)
donde por simplicidad se ha omitido en la escritura la dependencia explicita de las

variables y se ha expresado en componentes, siendo j = 1,2,3. Ademds, (-,-) determina
la integral sobre las caras que forman el borde. El término especial A(u, v) estd dado por

AU v) =) (qu(U), gpq(vS)) - (Pf(U), V- vf), (5.11)

Pq
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donde p,q =1,2,3 y en forma explicita es

AU,v) = (Quen(u)+ A [en1(u) + c22(u) + e33(u)] + BV - w,e11(v?))
(2pen(u) + Ac[e11(u) + ex(u) + e33(u)] + BV - w, 55(v?))
(2uess(u) + A [e11(w) + e29(u) + e33(w)] + BV - w, e33(v?))
(B le11(u) + e2(u) + e33(w)] + MV -w, V- v/)

(5.12)

Tanto u como v pertenecen al espacio de Sobolev de funciones en L?*(f2) con derivadas
primeras en L*(Q) y en [H'(Q)]? respectivamente.

5.2.2. Particién del Dominio y Funciones Base.

La extension de la malla de elementos finitos rectangulares en 2D, concluye en una
particion 7"(2) del dominio 2 en hexaedros regulares no solapados ; de didmetro h.
Asi, el dominio cerrado es Q = Ujﬁj. Llamando 0€; a los lados de cada cubo, entonces se
define I'j, = 092, N0, al lado comtn entre dos cubos adyacentes 2 y Q, y I'; = 0Q;NT
a la frontera externa del dominio. También §; y ;5 indican los centroides de I'; y T'j;
respectivamente.

En este caso 3D, se considera un espacio de elementos finitos no conformes que se
construye a partir del siguiente elemento de referencia R = [—1,1]3,

- 1 3, 5, 1 3, 5, 1 3, 5
S(B) =S 4t 22 04 b 92 24t %2 94
(R) pan{ PP T AT T Y T TR T T

3 5
1+§($2+y2+22—§(9&4+y4+z4)>}.

~

Los seis nodos asociados con S(R) son los valores en los puntos medios de las caras de
R. Los desplazamientos nodales son los grados de libertad. La Figura 5.1 ejemplifica la
posicion de los puntos nodales en el elemento para las componentes de los desplazamientos
de las fases solida y fluida. Asimismo se indica la direcciéon de las normales a las caras;
por ejemplo, la letra E hace referencia a la cara Este y su normal externa esta dirigida
hacia el eje-y positivo, mientras que la normal externa de la cara West (W) esta dirigida
hacia el eje-y negativo. En la direccién del eje-x, se definine la cara Front (F) con normal
externa en el sentido positivo del eje y la cara Back (B) con su normal en el sentido
negativo. En forma andloga, las letras N y S hacen referencia a las caras Norte y Sur, con
sus respectivas normales externas en el sentido positivo y negativo del eje-z.

En el hexaedro de referencia de lados h,, hy, y h., teniendo presente las definiciones
anteriores, las seis funciones base para el sélido se eligen como

11 2 1 22\? 5 22\ *
B

S A T Ry Q) N Y T RN (i
Pz y2) =g 2( +hx>+4{ ( +h$> 3( +hm)

20\> 5 2y \* 2:\° 5 22\*
1+ 22) (1422 S i A [ 1
( +hy) 3( +hy) ) s\ R B
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_lllll

N\

LSRN N

S

Figura 5.1: Elemento donde las letras E, W, F, B, N y S hacen referencia a la denominacién de las caras
del elemento y la direccién de las normales externas a las mismas.

11 2¢\ 1 2¢\> 5 20\ *
F = 4+ (—1+Z= )+ =2([-1+=) - Z(-14+=
o (z,y,2) 6—1—2( +hm>+4{ ( +hz> 3( +hm)]+

25\ * 22\° 5 22\*
—14+ 2 —14+E) 2 (a4 = 5.14
i) (i) S () e
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1 1 2z 1 2:\?> 5 22\ !
s S (T iad o1+ 2Z) - 2142

2¢\> 5 20\ * 20\> 5 2y\*
14+ 22) —S (14 = —1+22) S (142 5.18
(i) 5 (eR) (i) S () e

y las seis funciones base para el fluido como

Ve, 2) = o WPy 2) = —1+ - (5.19)

IDE(%,% Z) = i ) ¢W($ayaz) =—-1+ £7 (520)
hy hy

WV (@,y.2) = — (@) = —14 (5.21)

donde el signo menos del primer término en las funciones para Back, West y South pone
de manifiesto que al comprimir una muestra del material poroso la presién de fluido ofrece
resistencia, resultando de signo opuesto. Es por ello que estas funciones base son de signo
contrario a lo usual.

Estas funciones contemplan la posibilidad de h variable en las tres direcciones. La
funcién base ¢ vale 1 en el punto medio de la cara E (x=h,/2, y=h,, z=h,/2) y se anula
en todos los otros puntos medios de las caras. Similares resultados se cumplen para las
funciones base restantes.

El espacio de elementos finitos no conformes se puede expresar como

S(Q]) :Nch = {V | Vj =V |Qj€ /\/’C?,j = 1, ceny J; Vj(Sch) = Vk(gj,k)7v{ja k’}}

Esto significa que cualquier funcién v € N'C" debe tener continuidad sélo en los puntos
medios de las caras de €2;.

Con lo expresado hasta el momento, el método de Galerkin global usando elementos
finitos no conformes se define como: hallar u” y w" € [N C’h]3 tal que

—w? (puh + pfwh ,VS) —w? (pfuh + gw" ,Vf) + iw (duh ,Vf)
+A(u,v) — (7(w;) , v¥)p + <Pf(u,;) , Vf>F
= (F* v+ (FI V), v v e NChP (5.22)
En esta etapa de la resolucién es donde se elige localizar los célculos usando la técnica
iterativa de descomposicién de dominio a nivel diferencial. Recordando la particién 77(€2),
se trata de estimar los valores de u” y w" en cada hexaedro, tal que
2 h h s 2 h h o f ; h f
w (pu +ppw” v )Qj w (pfu + gw" | v )Qj + 1w (du ,V )
+A(a, v)g, — (T(wi) , v)p, + (Pr(u;) Vf>Fj
= (I, v)q, + (FI v vi vl e [INO. (5.23)

Q;

Q;°

Las condiciones de consistencia entre los elementos estan dadas por las continuidad de
los desplazamientos, las tensiones y la presion de fluido. Por lo tanto, se imponen las
condiciones de transmisién de Robin sobre los bordes I'j;,

1 2
(T(Uj)’/jk Ve, () XS T ()i X _Pf(“j)>
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. 2
+iwf <uj Vjk, Uj - X;L),uj : Xg-k), w; - ij)
= (T(uk)ij Vg () iy X ()i XA _Pf(uk))
+iwf (uk Vg, U - X,(:j), Uy - X,(é), (T ij> : (5.24)

B es una matriz compleja definida positiva sobre los bordes interiores I'j.

El procedimiento se completa definiendo un conjunto de multiplicadores de Lagrange
)\?k relacionado con los valores de tension y presion de fluido, dando lugar entonces, a un
procedimiento hibrido de descomposicion de dominio. Se establece

N = (v - vi) (§r)
A = (v x®D) ()
AS’X@) = (r(u)vir - XxP) (€ »
My = Prw) (&) (5.25)

A" = (N My, = Ny € [Po(Ty)]* = (AR},

donde Fy(I';x) son funciones constantes sobre I'j;,. Se destaca que A e Y A son conjuntos
diferentes.

Se nota claramente que el intercambio de informacion entre elementos resulta menor si
se usan estos elementos no conformes (un nodo por cara) en lugar de los cldsicos elementos
conformes (cuatro nodos por cara). Ademads, desde el punto de vista matemadtico, es posible
analizar el error del procedimiento no conforme y estimar la velocidad de convergencia
del algoritmo iterativo de descomposicion de dominio en funcion del tamano de malla h.
Si bien estos aspectos estan fuera del alcance de este trabajo, pueden verse en (Douglas
et.al., 1999 y Douglas et. el., 2001).

Retomando las condiciones de borde de Robin (5.24), las mismas pueden reescribirse
en la forma débil como

1 2 . 1 2
- <(T(Uj)ij Vg, (g e XS T e X —Pf(uj)> + iwp (Uj Vgt X5 X

wj - ij) ) (US “Vjk, V° - Xﬁ),vs ) Xﬁ% vl ij>>F = <iwﬁ (Uk * Vg, Uk X;%),Uk : X](;')a W, - ij)
jk
1 2 s s 1 s
- (T(Uk)ij : ijaT(Uk)ij : X](qj)77—(uk)yk:j ) X](gj)7 —Pf(uk)> ) (U *Vik, U - X§k)7 Xﬁ;& ij)>r .
jk
(5.26)

Incorporando las condiciones de Robin para los bordes internos (ecuacion (5.26) y las
condiciones de borde absorbente para los bordes externos del dominio (ecuacién (5.9)) en
(5.23) se obtiene

—w? (pu; + prw; ,US)Qj —w® (pruj + gw; ,vf)Qj + iw (dw; ,vf)Q

i
+A(U,v)q, + Z —iw <Bp (uj Vjk, Uj - le.k,, uj - X?mwj . ij) ) (vs Vg, U° X}k, v® - ng‘ka v’ - ij)>

. 1 2 s s 1
+ g <—zw6 (Uj * Vi, Uj - xﬁ-k’, Uy - X§k),wj : ij) ) (U *Vik, U 'ng), Xﬁk)> ij) >r
- jk
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== <z‘wﬁ <Uk Uk, U - X;(glj), uy - ij)?wk : Vk:j) + (T(Uk)lfkj Uk T(Up ) Vg - XSJ-),T(UIC)VM : Xg-)>
jk
—Pr(uy)), (vs Vg, 0° Xﬁ), v° - Xﬁ),vf . ij> >F + (F* ,Vs)Qj + (Ff,vf)ﬂj . (5.27)
ik
Escribiendo en la forma iterativa en términos de los multiplicadores de Lagrange, se
puede expresar

~? (i + py} %) = (gl + gl 07, e (duf o)

n . n n 1 n 2 n s s 1 s 2 f
+AU",v)q, + E —iw <Bp (uj Wik W Xk Wi X Wy ij) , (v Vjk, V7 X U X V7 ij)>
T
: n ¢ T ) N s s ) s (2

- E <2Wﬁ (Uj “Vik, Uy X U - X Wy~ Vik ), \ U - Vi, U2 Xjg » U ‘Xjkavf'ij

I ik
o . n—1 n—1 1) n-1 (2) n—1 s,vn—1 soxM n—1 s,x® n—1
= E <zw6 (uk Ui UL XUk Xag s We Vi) A = Ak s = Ak ,

ik

v,n— s s 1 s 2 s s
)\ij 1) , <v “Vjg, U ~X§k),v ~X§.k),vf . ij>> + (F° v )Qj + (Ff,vf)Qj ) (5.28)
ik
Usando la condiciones de borde de Robin en la forma iterativa la actualizacién de los
multiplicadores de Lagrange toma la forma

(1) (2)

s,yn o ysx'n o ysx\on  yfiun

</\jk 7/\jk 7/\jk ’ )‘jk >

- s,v,n—1 s,x(l),n—l s,x(z),n—l fiv,n—1
- (Akj ) /\kj ) /\kj ) _)‘kj

—iwf (u;‘ ViUl vy,

1 n— 1

. XE‘IJ + ol 1 ngj)
(2) n— (2)

" Xk + Uy, ! " Xkj o

W v+ wp T vg) (5.29)

u

u

Se puede demostrar que [u"" — u"]* — 0 en [L?(Q)]> cuando n — oo, de manera que
la estimacién global Galerkin no conforme se obtiene en el limite.

La ecuacién (5.28) al ser testeada por las funciones de prueba y utilizando las
aproximaciones de Galerkin genera un sistema de ecuaciones lineales de 24 incégnitas,
cuyas filas de la matriz de coeficientes toman la forma de

B B B B E E E E
CLZ‘71U1 + CLZ‘72U2 + ai’3u3 + aiv4w1 + CLZ"5U1 + CLZ'76U2 + ai77u3 + ai78w2 +

W w w w N N N N
iUy  + Q;10Uy + Qi11Uz T+ Gi12Wy  + G 13U T+ G 14Uy  + Gi15U3 G eWs T+

s s S S F F F F
;17U + gy + QiigUs + QiooWs + Q01U+ QiooUy + Gio3Us + Gjpaw; = I,

siendo los a;;,j = 1,...,24 los coeficientes de la matriz, detallados en el Anexo 1 en
conjunto con las condiciones de borde y el término del lado derecho.

Una vez formado el sistema de ecuaciones se resuelve a través del método LU, en la que
la matriz de coeficientes se conforma por la multiplicacién de dos matrices, L triangular
inferior y U triangular superior con 1 en su diagonal principal.

En este trabajo, se han dividido los elementos finitos en dos conjuntos, llamados
“red” (rojos) y “black” (negros) semejantes a un tablero de ajedrez, de manera que los
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elementos rojos solo tienen vecinos negros, y viceversa. En cada iteracién, el sistema lineal
es resuelto para los elementos rojos, siendo los elementos negros parte del lado derecho
del sistema. Luego, los multiplicadores de Lagrange son actualizados, y todas las variables
son relajadas. Lo mismo se realiza para los elementos negros. Una vez realizado el proceso
para todos los elementos, se chequea la convergencia, y si no es alcanzada, comienza otra
iteracion.

5.3. Paralelizacion del Cddigo.

La técnica aplicada de descomposicién de dominio divide el dominio en subdominios no
solapados y las ecuaciones se resuelven independiente en cada uno de los elementos finitos
resultantes. Es decir, por cada elemento finito se tiene un sistema de ecuaciones lineales de
24x24 para ser resuelto. Se programa la paralelizacion en la forma SPMD. La rutina para
la comunicacién de la informacion se escribe como una extension de su respectiva rutina
en 2D, dividiendo los procesadores en la direccion del eje-y y en la direccion del eje-z. De
esta forma, solo es necesario incorporar a la transmision y recepcion de los mensajes las
variables propias de la tercer dimension.

La Figura 5.2 muestra un esquema del procedimiento de paralelizaciéon (Gauzellino et.
al., 2009). El dominio total esté representado por 5 elementos finitos en la direccién z,
8 en la direccion y y 3 en la direccién z. Los 120 elementos se dividen en 5x4x3 = 60
elementos y asi obtener el resultado en cada uno de los dos procesadores en la direccion del
eje-y. La informacién a ser transferida y recibida por estos procesadores corresponde a los
elementos sombreados y a los nodos indicados. En particular, el procesador 1 transfiere
desplazamientos y multiplicadores de Lagrange de las caras E de los elementos ( 5x3
nodos) y recibe del procesador 2, los desplazamientos y multiplicadores de Lagrange de
las caras W de los elementos. Un intercambio analogo debe también ser indicado para el
procesador 2.

Intercambio de datos

Proc. 1 Proc. 2

x Y

Figura 5.2: Esquema para el procedimiento de paralelizacién e intercambio de la informacién.
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5.4. Ejemplo de Aplicacion.

El c6digo computacional implementado se prueba para un medio homogéneo. A modo
de validacién, el medio utilizado fue el mismo que en los casos anteriores, arenisca
Nivelsteiner saturada con agua. Las constantes que caracterizan este medio pueden verse
en la Tabla 1.

Debido al costo computacional del algoritmo, atin implementado en paralelo; se reduce
el dominio a un cubo de 3,75 e¢m de lado (recordar que en 2D, el dominio es un cuadrado de
6 ¢cm de lado. La fuente utilizada es la misma que en el ejemplo del caso 2D (Figura 4.1),
con una frecuencia central de 320 K Hz. El problema eliptico de Helmholtz se resuelve
para 70 puntos en frecuencia entre 1 y 1000 kHz, verificando que esta menor cantidad de
puntos no interfiera en el resultado final. El tiempo total de simulacion es de 0,05 ms.
Para correr este programa se emplearon los 64 procesadores disponibles y la malla de
elementos finitos es de 128 x128x128; por lo que cada procesador resuelve un problema
de 128x16x16 elementos.

Pl
P2

1000

D:| IS RN S N NS TN NN TN N [N TN T T N Y TN TN TN TN NN TN T TR TN AN SN N TN T A | I__
0 W 2 a0 40 &0 6w

Figura 5.3: Propagacion de ondas en un medio homogéneo 2D. Se grafica la divergencia del campo de
velocidades luego de 0,010 ms de activada la fuente y se muestra el dominio reducido para el caso 3D.

En la Figura 5.3 se representa la divergencia del campo de velocidades para el caso
2D. Asi se espera ver sélo los frentes de onda de las ondas compresionales rapida y lenta,
que se indican con los nombres de P; y P, respectivamente. Ademés, se delimita el espacio
restringido a un plano para el caso 3D. En la Figura 5.4 se muestra una captura a 0,010 ms
en tiempo de la propagacion de ondas para la divergencia del campo de velocidades. Puede
apreciarse la propagacion concéntrica de las ondas, debido a la homogeneidad del medio,
con centro en la posicion de la fuente. En coincidencia con los frentes de onda, las ondas
que pueden apreciarse en la figura son la P; rdpida, cuyo frente es el que cuenta con mayor
radio y la P, lenta con frente de ondas de menor radio. Al comparar las Figuras 5.3 y 5.4
se observa la coincidencia de la posicién de los frentes de ondas compresionales.
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Figura 5.4: Propagacién de ondas en un medio homogéneo 3D.Se grafica la divergencia del campo de
velocidades.

0 W 2o 30 40 g0 a&p

Figura 5.5: Propagacién de ondas en un medio homogéneo 2D. Se grafica el rotor del campo de
velocidades luego de 0,010 ms de activada la fuente y se muestra el dominio reducido para el caso
3D.

Para completar la validacion, en la Figura 5.5 se presenta el resultado de haber aplicado
rotor al campo de velocidades para el caso 2D. También se muestra el dominio en el plano
que corresponde al caso 3D. Ahora la comparacion se realiza considerando que en el
dominio 3D se tiene una fuente que genera ondas S por una deformacién ¢,, = 1, de
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Figura 5.6: Propagacién de ondas en un medio homogéneo 3D. Componente Z del campo de velocidades
luego de 0,010 ms de activada la fuente que genera ondas de corte en el plano (y,z).

manera tal que si d,, . .. es la distribucién de Dirac que senala el punto donde se localiza
la fuente (zy,y¢, 2f), se hace

Dy iy Muapypzy
0z ' Oy '

El frente de ondas S se muestra en la Figura 5.6. Se grafica un corte del dominio 3D que
corresponde al plano (y,z) conteniendo a la fuente y se representa la componente Z del
campo de velocidades. Aqui también se puede observar la coincidencia de la posicion de
los frentes de ondas de corte.
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6. Conclusiones

Se ha utilizado el MEF para resolver el problema de la propagacién de ondas en
medios porosos. En forma detallada se ha presentado la resolucién de las ecuaciones de
Biot en una y tres dimensiones, implementandose los respectivos codigo computacionales
en lenguaje Fortran. Para el caso 3D la programacion es del tipo SDMD con interfaz MPI
para el paso de mensajes. Ademas, se ha estudiado y usado el simulador 2D que ya fuera
desarrollado en SDMD.

Con el propésito de validar los resultados, los ejemplos fueron corridos para el mismo
medio homogéneo, la arenisca Nivelsteiner saturada con gas o agua, o con una combinacion
de ambas fases fluidas como si se tratase de un fluido efectivo. Los resultados de los
distintos ejemplos, ya sea los campos de ondas en los snapshots como las senales que
se registran en los receptores, muestran la coherencia esperada al realizar calculos de
velocidades, distancias, y tiempos de arribo de las distintas ondas, sin notar discrepancias
con los tiempos que deberian medirse teéricamente. El modelo homogéneo 2D fue disenado
de forma tal que las dos ondas compresionales y la onda de corte pudieran ser observadas.
Las altas frecuencias a las que se trabajé permiten discriminar las tres clases de ondas.
El uso de operadores divergencia y rotor en la fuente o en los resultados auxilian para
identificar y destacar las diferentes ondas ya mencionadas. De esta manera, fue exitoso
el andlisis de los resultados del simulador 3D al compararlo con el ya implementado
simulador 2D; principalmente en la deteccion de la onda P, lenta pronosticada por Biot
en su teoria.

Con respecto a las amplitudes, se destacan los cambios observados con las diferentes
saturaciones de gas en la arenisca. Siempre hay un incremento en amplitud con el aumento
de la saturacion de gas. Con respecto a las velocidades, se advierte que poca presencia
de gas provoca un rapido descenso de la velocidad y esta tendencia se invierte alrededor
del 15% de saturacién de gas, donde se comienza a registrar un lento aumento en la
velocidad debido a la menor densidad. Una posibilidad de trabajo de aplicacién a futuro
serfa un estudio que tratase de estimar la relacion amplitud-saturacion de gas en las
técnicas geofisicas basadas en este atributo de amplitud.

Considerando el procedimiento numérico para obtener la solucion de las ecuaciones, es
necesario mejorar la eficiencia del codigo computacional. Si bien es conocido que la técnica
iterativa de descomposicién de dominio es computacionalmente cara, también se conoce
que puede mejorar cambiando la forma de construir y resolver el sistemas de ecuaciones
lineales resultante. Sera mas eficiente construir sistemas de ecuaciones lineales con mayor
numero de incognitas que puedan almacenarse en la memoria caché de la maquina y hallar
su solucion mediante algin solver adecuado. Ademds, también es posible ver si mejora
la implementacion en paralelo SDMD, contando con la posibilidad de tener mas de un
procesador en la direccién del eje-x. Recién cuando se llegue a un producto computacional
eficiente se podra analizar la performance del algoritmo y obviamente, disponer de un
simulador 3D para su aplicacién en distintas ramas de la geofisica.
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7. Anexo

En este anexo se expresan las ecuaciones necesarias para hallar cada coeficiente de la
matriz de ecuaciones lineales obtenida a partir de aplicar la formulacién de Elementos
Finitos a las ecuaciones de Biot, en tres dimensiones. Se parte de la ecuacién (5.10), y
se testea con las distintas funciones de prueba, en cada componente, tanto para el sélido
como del fluido. De esta manera, se obtienen 24 coeficientes para cada funcion de prueba
que, al ser también 24, concluye en un sistema de ecuaciones de 24 ecuaciones con 24
incégnitas cada una, y por lo tanto una matriz de coeficientes de 24 x 24 coeficientes.
Cada coeficiente se nombra de manera tal que

B B B B E E
a; uy + a;uy + a;3us + a;awy +oay 5u1 + a;puy + a; 7u3 + a;gwy +
w N
a; 9U1 + a;10uy  + a’zllug + a; 12w2 + a; 13U1 + a;1auy  + ai,15U3 + ai,16w3 +

F F F
ai,17U1 + ai,18u2 + ai,19u3 + az‘,2ow3 + Cli,21ul + iUy + Gi3us + aj2aw; = I,

donde 7 = 1,...,24 representa cada fila del la matriz de coeficientes del sistema de
ecuaciones lineal.

7.1. Testeos con las Funciones de Prueba.

Testeando con la primer funcién base v = (v$,v5,v3) = (¢*B(x,9,2),0,0) y v/ =
(0,0,0) en (5.10), se obtiene la ecuacidn:

2 s,B s,B s,E s, E s,W s W s,N s,N s,S 8,8 s, F' s, F s,B
—w (P{% R 2 e o L R e e S T2 R e S R 2 Rl e G2 ] y P1 )

—? (g [ul Pu? +ulTuF| L o} )
+upPer? +u

oo 7007 +up Pt + ™ o+ up VN a5 b ui "ol g
c 1% 83: ’ 8.13
(9|:’U/;B sB+u2 +u§W éW—i—U;N 6N+U;S¢;S+UZF ;Fi| a(p?B
+ A ’
¢ Jy or
a[u§B¢§B+u§E sE+u3 +u‘§’ +u§S¢§S+u§F@§F} 890‘;’3
A
+ c aZ ’ 833
i e R S T A il PP
—+ — )
K dy dy
0 [uyPos” +uy "oy + ey + NN + ity +us "] ppen
—+ = )
K ox dy
0wt %ot ” +up et +up o NN+ up ey up el gen
—+ = )
H 0z 0z
9 u§B¢§B+u§Ew§E+u§W(p§W+u§N SN+U§S SS+U§F@§F:| 8@?3
A Oz 0z
B, B fHFF
B O W I O L S e
Ox " Ox Oy T Ox
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0 [ud N +ugys] op}” B\ _ (ps 5B
+ (B P ' om —<7‘(uj) . 1 >FB = (F . P )Q . (7.1)

J

Sacando los factores comunes de (7.1), que multiplican a las incégnitas
s,B fiF : .
uy”(w), -+ ,uz” (w) se obtiene:

UB

. . 9 s,B 9 s,B 9 s,B b ) s
l(—prsol’BApr)Jr <(Ac+2 ) g; : g; >+ (u gly , % >+< o1 )
N W L S A asogB &P asogB 5@
“ oy ' Ox H s Oy ’
o B s 205F 0 0osF 9 S F a 5B
[(_w2p¢17Ev¢17B)+ ((Ac+2 ) ?); : sg; >+( sg; 7 @ > ( e :
[( 890§E 5@1 ) < &pEE 0901 ) <A op3” gy >+<M5<p3 9y )
© 9z ' Ox T 0z
8¢1W opy? opy" 3@ 3901W 3@
w p<,01 ?()01 I ax + ,u 8y I ’
3¢2W 5<p i 8@ 3903W 3@ 03
A ; Ae
y 0z
8

B
UQ+

E
U2+

“3

ug’

+

a SN g 205N 9 a sN-g
l(wwl N +<>\+2 o1 7§;>+<u§;7¢ ) % 7<p >
W2 ago asoQN ago N T2 W R
< Oy € 9z Ox 8x T 0z

00 00 0 P
2 sS  sB ©1 ¥1 501 ©1 901 py’ S
[(wwl ,¢1)+<(/\c+2)8$, ax>+<ﬂ oy ay)+<u 5 92 )]ul
NS N 9y dpy? \ 005 oer” N i
“ oy Ox K or Oy © 0z Ox F oz 82
a G I I
2 sF sB Y1 e1 pr 2 pr F

N &sz 3@ 3902F 93" \ w5 oer” N eyt opp?

T Oy © 0z Oz F oz > 62

WP 3s0 der” P

Oz Ox Oy = Ox

aws &p P 5wF Ay P
< > v pﬂ/) )Jr Or ' Ox Wi+

o 5%}, = (5%,

N
Uy +

N
U3+

u25—|-

u§—|—

F
Uy +

(Ba

F
usz +

7+ wy +

w
Wy +

[( w Pfl/JBa%

3¢N 3901
(‘32 ox

N
w3 +

J

Para mayor comodidad al escribir las ecuaciones, se denominan las siguientes
constantes:
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 Adhghyh. | 233hghyhe
1890 ' 1890
 3Thyh.  200hyh.  8Bhyh.
T 63h, YT T63m, T 63m,
8Thgh,  211huh.  85hyh.
T 63h, ' 63k, * 63h, -
8Thgh,  211hyh,  85hyh, '
T 63k, YT T 63h, 2T 63h.
 hyhyh.
hoh h hq ) I?h
yltz zllz xlly
T = ™ s = n t = .

Multiplicando por las funciones de prueba y reduciendo los términos a derivadas de
primer orden los coeficientes quedan:

[(=w?pl1) + ((Ac + 20)ma) + (un) + (ue)] uf’ +
[(Ac 0) + (1 0)] ug + [(Ac 0) + (1 0)] uf

[(—w?pl) + ((Ae +2u)(—2m)) + (u(—2n)) + (pe)] uy’
[(Ae (=h2)) + (1 0)] ug + [(Ac 0) + (1 0)] ug’ +

[(~e?pl) + (A +200) (=2m) + (u(~2n)) + ()] u}”

[(Achz) + (1 0)]ug” + [(Ac 0) + (1 0)] ug”

[(=w?pl) + ((Ae + 2u)(=2m)) + (un) + (n(—2€))] uy’

[(Ac 0) + (1 0)ug + [(Ac(—hy)) + (1 0)] w3 +

[(—w?l) + ((Ae +21)(=2m)) + (un) + (u(—20))] u?
[(Ac 0) + (1 0)] ug + [(Ac hy) + (1 0)] u?? +

[(—w?p(=20)) + ((Ac + 2u)ma) + (un) + (ue)] uf’
[(Ac 0) + (1 0)]ud + [(Ac 0) + (1 O)] ud +

[(—w?ps(=29)) + (B(-7))] wfﬂ( (=h ))] + [(B(=h2))]|w
[(B(=hy)]wg’ + [(B(=hy)] w5 + [(~w?py 0)+(B( ))]
(

7(u;) >B

_ S SB
N (F al )Qj'
Para obtener la segunda ecuacién se testea con la segunda funcién de prueba, v
(v, v3,03) = (0,9>"(z,9,2),0) y v/ = (0,0,0).

2 s,B s,B s,E s,E s,W s W s,N s,N s,S 5,8 s,F s, F s,B
*W<P[U2‘P2+2¢2+2@2 Tt uy” Py’ }7802)

T U P U Py
E ,W s,
o (o [P 4 m )

(Ae +2p)

Ay T 9y
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0 [urPot? + up e +ut ™o +ut Vo + up et 4w el ] ggs
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¢ ox " Oy
a[ugB sB+ ;E’ sE+u§W SW—i—U;N SN+U§S<)O§S+U§F@§F:| 6@5’8
=+ )
e 0z dy
8U;B sB_i_uiE 6E+’U,1 @;’W-i-ui’ —&—uis ss_i_u‘iF ‘SF agp;,B
+ — —,
s ay oz
8 [us By + us oy + s oW b u N o N S osS 4wt st apyP
|~ Oz O
0 [uyPo3” +uy "oy + ey + NN + ity +us | ppen
—+ = )
a 0z 0z
0 [uyPey” +uy "oy + ™ ey + NN +ud Sy +us ] ppen
—+ = )
a dy 0z
f[,B,,B fF F
+ 0 [uf 0P +ul uT] pyyo (g2l +w ] 903"
ox T Oy dy "oy

0z oy
(o = (), =

3

. (Ba[uéwhugws} 8@3’B>

Haciendo los factores comunes por cada incégnita de la (7.3), se tiene los 24 coeficientes
az 1 al as, 24

PN T B
©ox ' Oy a oy ' Ox

903" 93 903" 93
+<M8x’8x+u8z’3z

B
uy +

038 93
2 s,B s,B 902 90
( WipPy T, Py )+((Ac+2) oy oy )

89035 &P &P?,B &P B
<)\C 0z ' Oy +M6y’8z Us

B
uy +

1" 905" asolE 205"\ | & 2 sE _sB dpy" 9p5"
l()\c 5 3y + . uy’ + ( wipps™ oy )+ (A + 2u) 9y oy
a‘PQE 880 a@zE 8<p E 8903E &P a@sE 890 E
+ <M ox '’ T Oz uz + || Ae 0z ' Oy Tm Ay = 0z Us
ogy" 8@ a%W 5@ w 2 sW B op5" 0p3”
[(Ac 8.'E ) ) Uq + (_w PPo y Po )+ ()‘C+2) ay ) ay
&pQW &p ) ( &pgw 8@ ) w < 03" 03" 005" 903"\ | w
+ (,Uz Ug + >\c 3 + 1% ) Ug
ox 0z dy Jy 0z
oo 04 oy® N s 9¢" 9
</\c (g; 7 <p ) < ) uy + (—prwz’N,wz’B)ﬂL((Ach? ) @Z : g
b S, aN a 9 s,N 9 s,B 9 s,
+<u“g$, >+ ‘p >u§V+ (Acgz,gz>+<uf)‘;, 1?
8%5 a% agols 8% s 2 58 oD 095" dpy”
<)\c o uy + (‘W PP 5 Pa )+ (Ae+2p) oy oy
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3" 0 ©3 &Pss &P s
(Ac 82’3y>+<ﬂ oy ' 0Oz us

005t o
2 s F sB 902 90
( WPy, Py ) +-<(Ac+-2 ) 9 oy )

op5" dpy” op5" 003"\ | #
<)\c 0z ' Oy G Oy = 0z Us
E 3
8¢W 8 s,B ¢N 8 s,B
2 W _sB
[(Wpflb a<)02 )+< ay? ) < 27

(o)) )

< D (W

u‘29+

i 90y° dpy”
+ (M or = Oz tlH 0z ' 0z
) apy" 95" n MawlF A"
© 9x Oy Oy = Ox
apy" 95" ey 9py”
+ ('u or = Oz G 0z = 0Oz

pov” 0es”
ox dy

F
uy +

F
U/2+

B E
'UJ1+ UJ2+

N
'LU3+

+

Integrando cada coeficiente queda:

Ae 0+ 0] ug’ + [(=w?p L) + ((Ne +20) n) + (e ma) + (1 €)] ug + [Ae 0+ p O] ug’

e 0+ p(=ha)uf + [(=wp 1) + ((he + 2)(=2n)) + (u(=2m)) + (u €)] uff + [\ 0+ g 0]l
e 0+ 1 Bl + [(=w?p 1) + (e + 20) (=20) + (u(~2m)) + (1 €)] uf + [Ae Opr 0]l

e 04+ p 0Juy’ + [(=w’p 1) + ((Ae +20) () + (p (=2m)) + (1 (=20))] uy’ + [Ae Op 0] g’
Ae 0+ 0 ui + [(=w?p 1) + (A +20) n) 4+ (—=2m) + (1 (—=20))] w5 + [Ae 0+ p O] w3

Ae 04+ 0] ug + [(—w?p (=20)) + ((Ae + 21) (1)) + (u(m2)) + (1 (€))] uy +[(Ac 0+ p 0] uy

[B 0] wy + [(—w?ps q) + B 0] wy + [(—w’py (—q)) + B 0] wy¥ + [B 0] wy’ +
(B 0Jws +[B 0wl — (r(w), ") = (F*, ")

J

Testeando con la la tercera funcién de prueba v¢ = (v§,v5,v5) = (0,0,¢%B(z,y,2)) vy
v/ = (0,0,0).
0 ([ P5” +usPer® uVed ueY ustelt ues ] ed?)

_wz(p {wa +ufsws] 53)
s,W sW s,N s,N s,S 8,8 s,F s, F

a[UEBSD;B‘FU;ESOSE‘FUg P37 tugt w3t FuzT s Uzt @y } o
(Ae +2p)

0z T 0z

(A 0[Pt +up et +ui™ o™ Hur Vet 1 up St up | 590;73)
| Ac

)

ox 0z
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c Ay T 0z
a[uiB sB+uiE sE+ui9W SW—FUiN SN—‘r’U,iS Ss-i-UfF i9F1| a(p;B
| & 0z O
9 u3 +U§E 5E+u3 (pg,W_i_ug, +U§S¢§S+U§F aF 8()0373
e ox O
. 0 [usey” +uy ey +uy™ ey +upV ey +upter® 4wyt ey ”] pgen
H 0z T Oy
0 [upey” +uy ey +us™ ey +usV ey +up eyt + up ey ”] pgen

+ | o
dy dy

+

f.B fF
0 [“1 VPt @Z’F} 93" + (82 [uFo® +uf PV 93"
Ox " Oz Oy " Oz

. (Ba [d 0N +ufyS] awz’B)

0z 0z
—(rlw) . @3 ”) = (FrLe3®) (7.4)

J

Obteniendo los factores comunes de la ecuacién (7.4)por cada incognita, se tiene los 24
coeficientes asz; al a3 o4

) dp7 5B 390 n A7 5B 590
C dx 9z H 6z ' oz
s, s,B
2 sB  sB 903 34»03 34»03
l( wppy”, 3 )+<(>\c+2) 5, ) ( 5 B >+
oeyt gy ooy 0p3" 3902E a5
[(AC ox = 0z G 0z = Ox Ae

o B s 9 a 003 9
[(W2P@3’E7¢373>+<(Ac+2 ) 903 90 ) ( o ) gx >+

op5" 3" 205" 005"\ 5
A 9o
o < oy = 0z G 0z = Oy Uzt
o™ 9ey” |
(,u ay ) ay U3 +

+

(2o 2 o (2 2 |+ | (22 250 (4200 285
[(wzpsoi’w,@;ﬂ) - ((/\c+2u)agdzw, 975 ) ( 8%W, 8§x ) + (uagiw, agf) uy +
(2555 2557 ) o (1255 200 i [ (125 250 ) o (1255 2557 o+
[(—wgpwi’N,soé’B) + ((AC +2u)a¢3N, &p > ( &pSN, &gx ) + <uag"s’;N, 82?) ul +
(2525 )+(ﬁ@;ff*;x ) e (2255 25 )+ (1255 2550 )+
[(—wzpwf;’smé’B) + ((AC +2 )&P ) ( w?’s, &Sx ) + (uagis, a;f) us +
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F
uy +

e N e AN SR < zf)
[(‘“2Pw§7F7<p§’B)+ ((Ac+2 )‘9“23;,3“22 >+< o¢3" aw )

(2228 o (ot 255 ( )

l(‘prwa,wS’B) + (Bagj,a‘gf) (-wpri,54%) + (Ba(;p;’ag;;>

l(Bag::’ a(g;;B>1 wi — <T(uj) ) 80;,’3>FB = (Fs , @g’B)Q .

Integrando, los coeficientes que se obtienen son:

E
wy +

N
ws3 +

e 0+ OJuf + [Ac 0+ p 0] uf + [—w?ply + (Ae +20) €+ pomy + pn]uf +

e 04 p 0] ut + [(Ae 0+ p 0] ud + [—w?p L+ (A +2p) e+ p (—2m) + p (—2n)] uf +

e 0+ 0Jul” + A 0+ p 0 uy + [—w?p L+ (Ae+20) e+ p (—2m) + p (—2n)] uf) +

A —hy)up’ + [A Y+ [~wPp A+ (e +2u) (-2 —2 y
e 0+ (=hy)uy +[Ae 04 p 0]ug’ + [~w?p L+ (e + 2p) (—20) + p (=2m) + p (n)] ug’ +
e 0+ p (hy)luf + e 04 0]us + [—w?p L+ (Ac +20) (—20) + p (=2m) + p (n)] w5 +

e 0+ 0] uf +[Ae 0+ p O)usy +
[—w?p (=20) + (e + 2u) €+ pp o + p 0] ug +

[B 0] wy + [B 0] wy’ + [B 0] wy” +
[—w?ps q+ B O] w) + [~w?ps (—q) + B 0] ws +

[B 0] w! — <T(uj) ) 90§’B>FB = (Fs ’ 90?3)(2

Para las funciones de prueba del fluido, se prueba con v* = (0,0,0) y v/ =
(YB(x,vy, 2),0,0), la cuarta funcién de prueba, resultando la ecuacién (7.5).

J

(—eor [u0 Pt 4+ ud P+t Ve Sl b el )

+ (g [w o7 —|—w1¢1] ¢1)+iw(d[u) e U’F%}ﬂ/h)
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+ or ox
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. 8{u§’B(p§’B+u§E + ;W sW+ ;N sN+ gS(pgS_Fu;F(ng} 61/)13
* 0z " Ox
0 [wly? +wi'yf] oyf 9 [wiys +wi 3] oyf

+M ) +M )
or or oy Or

o (2L ugus) ovr
0z ox
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o B
(P BEY — (L up),, @)
B

Sacando los factores comunes para cada variable, en la ecuacién (7.5), se obtienen los
coeficientes a4 1 al a4 24.
(g ot) (525 50 |+ | (%552 5E) OS%S
(oot + (w250 5 | (5250 5 )t | (25 55 )|+
(oo o)+ (525 5 [ | (w250 50 o+ | (025 5F)
(om0 5 [ o (52255 5 o (255 5
(et + (5220 5 i (B&;;S’ ) (5255 5 )+
(oo op) (9250 55 ) | | (0251 ) ot + (525 5E)
(5 )t
(o 5 )] [0 ) |

oy ox
(G, o) + (i d wf 0
.
(ouf o)+ o uf o)+ (G SNl + () G

u{g+ B

usz +

B
uy +

u{;-i- L

Uy +

uYV—i— u§V+

&p
0
L uév +
Ops

u§V+
uéV—F

N
U1+

u§+

F
u3z +

F F
u; + Uy +

Oy = Ox 2

(M
31/1 P s
( 9z Oz ﬂ ws

nE o)) g

:(Ff’¢1B)Q'

Testeando con la la quinta funcién de prueba, v* = (v§,vs,v3) = (¢>F(z, v, 2),0,0)

v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.1) pero cambiando los valores de " por 5™
obtenemos los coeficientes as ; al as 24.

) ) a B a 8 5B 8 S,E a B a 5E
2 s,B s,E <P1 <P1 28 ¥1 <P1
_ s s 2
dp3y " dph” 03" dpp® dp5" 0pP" 003" 007"\ |
[(AC oy = Oz G ox = Oy Ac 0z ' Oz G ox ' 0Oz Us
a =B st 9 ot 9
2 s,E s,E ‘P1 <P ‘P1 ¥1 ‘P1 <P
_ > s 2
l(wwl » 7 ) ((/\+ ol ) ( 9y 8y>+< 5

N N M(’MSE o " N 03" &pi’E N 8<P§E &pl
© Oy’ Ox Or ’ Oy 0z Oz

Y
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B
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+

[(—wzpw‘i’w,wf’E)“L ((Ac+2 8@1”’ a@ > ( a(plyw’&gy >+ (“agw’ag; ) uy’ +
M%“@%W%%) | (25 ) o (25 )|+
l(—wzpwi’N,wi’E)Jr <(Ac+2 a%N 880 ) < &glyN’&gy >+ (Nai)zN’ang> uy +
M%WQ%Wﬁﬁn o | (2250 205 o (127,250 a4
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(i) (w5 ) (427 25
[( )+(fg;?3§y | | (226852655 o (12617250 s
o (o ) (455 (42
(55 )+(ﬁ§ié‘§y) (255 2 (w2555 25 ) ot

PP 8901
dy ' Ox

(_w2pwa’SDi,E> " (Bagf, ag«l;E>
~(rtw) . @1,

Testeando con la la sexta funcién de prueba, v* = (v§,v3,v5) = (O,cps’E(x y,2),0) y
v/ =(0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.3) pero cambiando los valores de 5 por 5",
obtenemos los coeficientes ag 1 al ag 24.
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005" 005" o905 905"\| r dp5" 003" 905" 95"\ | r
+<M Oxr = Ox G 0z ' 0z up || Ae 8z = Oy G Oy ' 0z Us
B g, 5E E
l(Bagx’agZ ) wB + ( w2psh, 5P ( 8w 3<,0y > wy +
. oV 9 N 03
l(_ﬁpfwwmf)+<3 g’y , “g )] ( Y iy ) wy +
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"o,
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Testeando con la la séptima funcién de prueba, v* = (v{,v3,v5) = (0,0, 05" (z,y,2)) v

v/ =(0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.4) pero cambiando los valores de @5 por 5",
obtenemos los coeficientes a7 al a7 24

QJ

() (o O ) ()
[( wzpwé’vaé’E)+<(A +2u) 3@33 3s0 ) ( 3@33,‘9‘237 >+ (uagiB,8§§E>: uf +
(25 ) (25 5 e [ )+ (5 o) e+
(o) (om0 (25 550) (0525 )|+
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(o) (e 55 2557 )« (12557 2855 ) (w2507, 2550 o +
(222 ) o (w205 20 [ | (228 20 ) o (w265 2250 g
[(—wwgs,w;f% ((A 2 >5§§’S7a§§;> ( 6§is»6§iE> + (Magis’a§§E> us
KAC&O;F,@@;»E>+< 201" oey ) o o <A06w§7F,6so§’E>+(Mawé’iaw?’f) e
Or 0z 0z 0 dy 0z 0z y

[SECORCEETE =t SHE == SRG = SIES
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w:f—i—

N
ws3 +

(oot (%50 250 o (ommni)  (o57.557)
[( 85; aﬁi )] wi — <T(Uj)a w?,’E>FB = (F ng’E)ﬂ

Para las funciones de prueba del fluido, se prueba con v* = (0,0,0) y v/ =
(0,9F(x,y, 2),0), resultando la ecuacién (7.6).
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Sacando los factores comunes para cada variable, para la ecuacién (7.6), se obtienen los
coeficientes ag; al ag 4.
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Testeando con la la novena funcién de prueba, v® = (v§,v3,v5) = (> (z,y, 2),0,0) y
v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.1) pero cambiando los valores de i por 3"
s,B

obtenemos los coeficientes ag; al ag o4.
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Testeando con la la décima funcién de prueba, v* = (v§,v3,v5) = (0, p* (x Y, 2), )

v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.3) pero cambiando los valores de 5" por 3"
obtenemos los coeficientes aqo1 al a10.24.
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Testeando con la la décima primera funcién de prueba, v® = (v, v5,v5) =

(0,0, 05" (x,y,2)) v vf (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.4) pero cambiando los
valores de (pg’B por <p3 , obtenemos los coeficientes a1 al ajq 24.
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Testeando con la la décimo segunda funcién de prueba, v* = (0,0,0) y v/ =

(0,9 (z,y,2),0) es lo mismo a la ecuacién (7.6) pero cambiando los valores de 1% por
ngV , obtenemos los coeficientes ai21 al ais24.
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Testeando con la la décima tercera funcién de prueba, v® = (v§,0v5,05) =

(05N (x,9,2),0,0) y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.1) pero cambiando los
valores de gp‘i’B por gp‘i’N, obtenemos los coeficientes ay3 1 al ai324
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Testeando con la la décima cuarta funcién de prueba, v = (v5,v5,v5) = (0, >N (z,y, 2),0)
y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.3) pero cambiando los valores de o3P por
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N .
@5, obtenemos los coeficientes a4 al a1424
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Testeando con la la décima quinta funcién de prueba, v* = (v§, v5,v35) = (0,0, P>V (z,y, 2))
y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.4) pero cambiando los valores de 5" por
gog’N, obtenemos los coeficientes a5 al ai524.
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Testeando con la la décimo sexta funcién de prueba, se prueba con v* = (0,0,0) y
v/ = (0,0,vN (2,9, 2)), resultando la ecuacién (7.7).
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Sacando los factores comunes para cada variable, se obtienen los coeficientes a6 1 al a16,24-
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Testeando con la la décima séptima funcién de prueba, v® = (vf, v, v5) =

(0% (x, vy, ) O 0) y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.1) pero cambiando los
valores de (pl por ¢ S, obtenemos los coeficientes a17; al a1724.
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Testeando con la la décima octava funcién de prueba, v = (v§, v3, v5) = (0, 0>%(z,y, 2),0)
y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.3) pero cambiando los valores de <p§’B por
gog’s, obtenemos los coeficientes a5 al aig24.
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Testeando con la la décima novena funcién de prueba, v* = (v§, v3,v5) = (0,0, ¢>(z, v,

F
uy +

F
Uy +

E
w2+

B
w1+

N
UJ3+

_|_

J

z))

y vf (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.4) pero cambiando los valores de 5" por

g03 , obtenemos los coeficientes a9 al ajg 24.
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8903 Oy 380
( )—i—(,u 9z Ox v
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9 s, F 9 s,S 9 s, F 9 s,S 5
2 s F sS 3 Y3 ¥3 ¥3 3
[( WPes o ¥3 )+ <()\C+2 ) 0z = 0z ) + (,u Ox ' Ox +
00" 03\ b (g2 065\ | e, | (g0 aso
[(B 0z = 0z Wt Oy ' Oz wy oy’ wy' +
5 WY 95\ | N > 5 as oS gy
l( w pfw » 3 )+ (B 9 oz w3 + (—w prv”, o )-i— 92 02 w3 +

(4258,

Testeando con la la vigésima funcién de prueba, v* = (0,0,0) y v/ = (0,0, 95 (z,y,2)) es lo mismo a
la ecuacién (7.7) pero cambiando los valores de 1/1;13\[ por 1/)39 , obtenemos los coeficientes agg,1 al ag 24.

(5250 53| oo o (5255 58| o (ot o) + (5255758 ) |t 4
[(Ba"g;,a;f’) uf 4 (BaE;E,a(;p;’) uf + (—W2Pf¢§’Ev¢§)+< 3903;E7a¢3>

KB%}%??) ul + <B&g?yw,8§j> uy’ + (_szfso?,’w,w:f)JF( a(p?’w i 3) uy +

[Gﬁg%if)%ﬂ—Gﬁgﬁi§>uy+CW%%WW@+<8%NP%>U§+
[<B8§;S,8$>]uf+ (Bacgzsva;z;;) us + (WQPfSD?S7¢3S)+( &st?a%)
K aajaa@/f) ul’ + ( 88;1?78(;[’;’) ub + (—W2Pf%03 ,wg) ( wiF,a;\/f’>

R e R

+(oed )+ w a o) + (0 fv,a% w

S
; [(gwiw?) T (i d v, 0f) + < o5 3’*/’3

z

| ug
ol oys oS
[ St G ) -

Testeando con la la vigésima primera funcién de prueba, v® = (v,v5,05) =
(¢>F(2,y,2),0,0) y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.1) pero cambiando los
valores de gpf’B por @i’F, obtenemos los coeficientes as; 1 al as; 24.
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Testeando con la la vigésima segunda funcién de prueba, v® = (v§,v5,v5) =
(0, 0% (2,9,2),0) y v/ = (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.3) pero cambiando los
valores de goZ’B por @F, obtenemos los coeficientes asg 1 al ag9 24.
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Testeando con la la vigésima tercera funcién de prueba, v* = (vi,v5,v]) =
(0,0, 05 (2,9,2)) v Uf (0,0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.4) pero cambiando los
valores de go?,)’B por cp3 , obtenemos los coeficientes ags1 al ags 24.
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Testeando con la la vigésimo cuarta y dltima funcién de prueba, v* = (0,0,0)

vl = (YF(z,y,2),0,0) es lo mismo a la ecuacién (7.5) pero cambiando los valores de 1)
por 1", obtenemos los coeficientes 241 al agq24.
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7.2. Actualizacion de los Multiplicadores de Lagrange

En esta seccién, partiendo de la ecuacién (5.29), se expresaran las actualizaciones de
los multiplicadores de Lagrange para cada cara de un cubo. Recordando,

(1) (2)

s,v,n S;XN N S,X N fivm

(g A g <A )
(Asun 1 ys,xMn—1 )\sx< )\f,un 1>

kj
. n o1
—iwf3 (uf - vjr +up - v,

n 1 n— 1
u; - X§k) + Uy b Xéj):
n 2 n— 2
' X§'k) + Uy b X](gj)7

wj *Vik + UJZ'_I . ij) (78)

u -

Comenzando con la cara norte, la terna en esta cara esta formada por los versores

N = (0,0,1); XD =(1,0,00; xP2Y = (0,1,0), (7.9)

gk,

y para la misma cara, pero para el cubo siguiente,

S S
v = (0,0,—1); x5 = (=1,0,0); x5 = (0,-1,0). (7.10)

Tomando u? - vjr, — uj ™' - v,
N.n S;n—1 S
(uj""’l Vi + Ujkdsr j,k,l+1>

= (- 0.0+ - 0.0,-1))

_ Nn S,n—1 S
= \ U3k, z% kil T U3k i+1P5 k141
N.n Sn—1

Uz Gy — U3k il

Tomando u - Xﬁ) —up X,%),

N.n (1),N Sn—1 (1,8
(“g Xkt t Uk X]kl-i-l)

( ]kl 1 0 0)+u;9k7:1l+11 (_1707()))

_ Nn S,n—1
- J,kl‘py,kl u ,gkl+1%kz+1

N.n Sn—1
= Uy igr — Uikl

Tomando u - Xﬁ) —upt X,(;.),

Nn _ (2),N S,n—1 (2),8
(u],kl Xjikr T Wi ngl+1)

= ( w0, 1 O)+Uf£l4rl1 (07170))

_ Nn Sn—
= ,Jkl%kl U,jklﬂ%klﬂ
N,n Sn—1

Ug ikg — U jkis1
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Por tltimo, tomando wj - v, — wZ_l “ Ukj,

N,n Sn—1 S
(wj,k, Jkl+w]kl+1 j,k,l—i—l)
-(0,0,1) +wiyt - (0,0, —1)
Jkl w]kl+1 s Uy
_ Sn—1 S
= <w3,J,kl kL +w3gkl+1¢j,k,z+1>
_ Sn 1
o ,Jkl+ 3,5,k 141"

Reemplazando en (7.8),

s,Non \s,N,n s,N,n /N
v,gik U @) Gk T x @) kD v,g:k,l

/\s /\s S,n s,5,n )\f
V,J5ks 410 M) G k1410 T (2D Gk 1410 v,g,k 141

. 5 , Sn—1 Sn—1 Sn—1
MWD Uz = Usjin 41 “1,],k 1 Ukl 1 Uz,J kg~ Uik i+1
N,n Sn—1
W3 gt T W3l z+1> (7.11)

El desarrollo es andlogo para las caras restantes. Para la cara sur, los versores que
indican la direccion de la terna sobre ella son

1),8 2),8
v = (0,0,—1); {7 = (=1,0,0); X7 = (0. -1,0), (7.12)
y para la misma cara, pero para el cubo siguiente,
2),N
Vi = (0,0, 1) Xy = (1,0,0); x{3i%, = (0,1,0), (7.13)

La actualizacién de los multiplicadores de Lagrange, para esta cara, toma la forma de

s,5,m $,9,m 5,5 _)\f,S,n
V3,0 ) Gk 0 T (@) g kD v,j,k,l
s,Nn—1 s,N,n—1 s,N,n—1 f,N,n—1
(/\ WJskesl— 17/\ (1)]kl—1’)\ (2) 4.k,1— 1’_)‘v,j,k,lfl>
_ 5 Sn Nmn—-1  Sn Nn—-1  Sn
Zw ug .7 k li u37j7k7l, ul’]’k’lfl u1>j7k7l7 u2,],k,l*1 u27.j7k7l’
N,n—1
W3 g1 T w3,],k z> (7.14)

Para la cara este, los versores que indican la direccién de la terna sobre ella son
2),E
]kl (0 1 O) ( ) = (17070); X;‘,lz,l = (0707 1)a (715)
y para la misma cara, pero para el cubo siguiente,
1),W QW
= (0,-1,0); W, = (=1,0,0); X\, = (0,0,-1). (7.16)
La actualizacion de los multiplicadores de Lagrange, para esta cara, toma la forma de

s, s,En s,En LEmn
<)‘ ot A0 A @ e _Au,j,k,Z>

_ s,W,n—1 /\s,W,n—l )\S,W,n—l A fiWin—1
o v, g k4100 W) 5 k41,00 T x (@) 5 k1,10 v, g, k+1,1
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g 5 En Wn-1 En Wn-1 En Wn-1
WP\ Uz kg = Yo k10 Y15k — Wik, U35k — U35 k41,00
En Wmn—1
Wy gt T Wajpi z) (7.17)

Para la cara oeste, los versores que indican la direccién de la terna sobre ella son
w
vl =(0,-1,00; X\ = (=1,0,0); X\ = (0,0,-1), (7.18)
y para la misma cara, pero para el cubo siguiente,

VP = (0,1,00 x5, = (1,0,0); ¥, = (0,0,1). (7.19)

75

La actualizacién de los multiplicadores de Lagrange, para esta cara, toma la forma de

s, s,Wn s,Wmn f\Wn
(Au],kh)\ <1)]kl’>‘ <2>Jkl’ _)‘v,j,k,l)

s,En—1 s,En—1 s,En—1 f,En—1
(A Jok— 1l7)\ A i )\,]k 1l>

XM, 5,k=1,0 7X@ 5 k—11
. 5 En—1 Wmn En—1 Wmn En—1 W
MWD\ Ug g1 = Uity Wi jk—10 — Ui gkt Usjh—10 — W3 k1o

i el (7.20)
Para la cara front, los versores que indican la direccién de la terna sobre ella son
Vi = (1,0,0); X537 = (0.1,0): X33 = (0,0.1), (7.21)
y para la misma cara, pero para el cubo siguiente,
Vﬁ—l,k,l = (=1,0,0); X§+)1kl (0, -1,0); §+)1kl = (0,0,-1). (7.22)

La actualizacion de los multiplicadores de Lagrange, para esta cara, toma la forma de

F? 7F7 f7
(N A s A=A

XM 5k X @) Gk
<)\s ,Bn—1 s,Bn—1 s,Bn—1 f,Bn—1 >

JHLED W 1k @ a1k itk
. Fn Bn—1 Fn Bn—1 Fn Bn—1
—iwf Uy g = Uit ks Yo ikt — Yo j+1k00 U3 1kt — U3 j41,k00
Fn Bn—1
Wy ey T W l) (7.23)
Para la cara back, los versores que indican la direccién de la terna sobre ella son
B _ (1),B (2),B
vir, = (=1,0,0); Xjnn = (0,0, —1); Xjkl = = (0,-1,0), (7.24)
y para la misma cara, pero para el cubo siguiente,
F _ . (DF 2),.F
Vi 1kl = (1,0,0); X5 1kl = =(0,0,1); X5 1kl = = (0,1,0). (7.25)

La actualizacion de los multiplicadores de Lagrange, para esta cara, toma la forma de

s,Bn s,Bn s,B,n f,Bn
<)‘ kl7>‘ Ay _)‘u,j,k,l>

v,7, (1) g5k, X(Q)J,k,l’
. )\s JFn—1 s,Fn—1 )\S,F,n—l )\f Fn—1
= \ MLk D 1k @) 1 kD v,j—Lk,l

3 ﬁ Fn—1 B,n Fn—1 B,n Fn—1 B,n
WO\ Uy g g = Up it Us -1k — Us ik Yo i—1 kg — Yo )kl

Fn
wy 11kl+ ,mz) (7.26)
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7.3. Coeficientes de la matriz

En la seccién 7.1 se plantearon las 24 ecuaciones para obtener los 24 coeficientes de
la matriz del sistema de ecuaciones. Una vez reemplazadas las funciones de prueba y
resolviendo se obtiene los coeficientes detallados a continuacion. Se tiene en cuenta el
conjunto de ecuaciones (7.2),

_ Alhghyh, ,  233h.hyh,
1890 1890
o 37hyh, - 211hyh, iy — 85hyh.,
63h, 63h, 63h;
37hh. 211h,h, 85hh.
T T63h, T 63k, 2 63k,
0= 3Thyhy  211hzh, — 85h;h,
"~ 63h, ' 63h, ~  63h,
_ hghyh,
) h }L2 hh h.h
yltz zltz xlly
r= I s = h, t= .
y se toma K = Ae + 2 para mayor simplicidad. A continuacion, se detallan los

siguientes coeficientes de la matriz simétrica.

a1y = —w?ply + Kmy + p(n + €)

a2 =10

a3 =10

ar4 = —w?pr(—2q) — Br

a15 = —w’pl + K(—2m) + pu(—2n + €)
ayre6 = —Ach

a7 =0

a3 = —Bh,

a19 = —wpl + K(—2m) + pu(—2n + €)
a0 = Ach

a;p =0

a112 = Bh,

sz = —w’ply + Kn + p(my + e)

azs3 =0

az s =0

azs = —ph,

g6 = —w?pl + K(—2n) + pu(—2m + €)

az7 =0

a113 = —w?pl + K(—2m) + pu(n — 20)
aj 4 =0

1,15 = _)‘chy

a6 = —Bhy

a117 = —w?pl + K(—=2m) + pu(n — 20)
aj18 =0

1,19 = /\chy

ai20 = —Bhy

a1 = —w?p(=21) + Kmy + p(n + e)
1,22 = 0

ay3 =10

a124 = —Br

g4 = —w?pl + Kn + pw(—2m — 20)
a5 =0
azie =0
az17 = 0
ag1s = —w?pl + Kn + p(—2m — 20)

a9 =0
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az8 = _szfq

Q29 = ph

ag10 = —w?pl + K(—2n) + pu(—2m + e)
az11 =0

az12 = —W2Pf(_Q)

a213 = 0

azz = —w?ply + Ke + pu(my +n)
ags =0

azs =0

aze =0

as7 = —w’pl + Ke + p(—2m — 2n)
agg =0

azg =0

a3,10 = 0

az1 = —wpl + Ke 4 p(—2m — 2n)
az 2 =0

azz = —phy

az4 =0

asq = (—w? g +iw d)dq + Mr
ays = ~wps(—q)

A4,6 = Bh,

as7 =0

ass = Mh,

as9 = —wps(—q)
aq,10 = B(—hz)
Q411 = 0

Q4,12 = Mh,

(4,13 = —w2pf(—q)
Q414 = 0

as,15 = Bhy

asz = —wply + Km + p(ny + e)
(l5,6 =0
a5,7 =0

asg =0

azz20 =0
A2921 = 0
ag90 = —w?p(—21) + Kn+ w(ms + €)
az23 =0

(2924 = 0

ag15 = —w?pl + K(—20) + pu(—2m + n)

2
asi16 = —W prq
agyr = phy
as18 = 0

ag10 = —w?pl + K(—20) + pu(—2m + n)
as20 = —wzpf(—q)

as2; = 0

a322 = 0

ago3 = —w?p(—21) + Ke + p(mg +n)
azos =0

Q4,16 = Mhy
aq17 = —W2Pfq
(4,18 = 0

4,19 = _Bhy
A4,20 = M hy
Q4,21 = Br
422 =0

ag03 =0

A424 = (-Wz g+ 1w d)(—2Q) + Mr

as 15 =0
G516 = 0
as17 = —w?pl + Km + pu(—2n — 20)

as1s =0
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ase = —w?p(=21) + Km + pu(ny + e) as19 =0

a510 = 0 a5.20 = 0

as11 =0 a5 = —w?pl + K(—2m) + pu(—2n + €)
as12 = 0 asoz = ph,

asq3 = —w?pl + Km + pu(—2n — 20) as923 =0

as14 =0 asp0 = —wpsq

ass = —w’ply + Kny + p(m + e) ag,16 = Bhy

ag7 =0 ag17 =0

ags = —w’ps(2q) + Bs a8 = —w?pl + K(=2n) + p(m — 20)
ago =0 ag19 = —Achy

ag10 = —wp(—21) + Kno + pu(m + e) ag20 = Bhy,

ag11 =0 ag21 = Ach

ag12 = Bs agor = —w’pl + K(—2n) 4+ p(—2m + €)
as3 =0 ago3 =0

ag1s = —w?pl + K(—2n) + p(m — 20) ag o4 = Bh,

Qag,15 = Azl

ary = —w?ply + Ke + p(m +ny) ar16 = —w2psq
arg =0 azi7 =0
arg =0 ar 18 = —phy
ario =10 ar19 = —w?pl + K(—20) + pu(m — 2n)
ar = —w’p(—21) + Ke+ p(m + ny) arz0 = —w’ps(—q)
ar12 = 0 a721 = 0
ar13 =0 aro =0
azia = fhy aras = —w?pl + Ke + p(—2m — 2n)
ar1s = —w?pl + I?(—Qo) + pu(m — 2n) aroq =0
agg = (—w? g +iw d)dq + Ms agir =0
agg =0 ag 18 = —WQPfq
as 10 = —Bs ag19 = —Bh,
agi1 =0 ag0 = Mh,
as,12 = (_W2 g +iw d)(—2q) + Ms ago1 = Bh,
ag 13 =0 agas = —w’prq
ag14a = —WQPfq agzz =0
ag.15 = Bh, ag 24 = Mh,

ag 16 = Mh,x
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a9 = —w’p(l) + Km + p(ny + e)
ag0 =0

ag11 =0

ag2 =0

ag 13 = —w?pl + Km + ju(—2n — 20)
ag14 =0

ag 15 =0

ag,16 = 0

ar010 = —w?p(ly) + Kny + p(m + €)
10,11 = 0

a10,12 = —WQPf(QQ) — Bs

a3 =0

1014 = —w?pl + K(—2n) + pu(m — 20)
10,15 = —Azhy

10,16 = —Bh,

a10,17 = 0

an = —w?p(ly) + Ke + pu(m +nq)

11,12 = 0

11,13 = 0

a4 = —phy

a11.15 = —w?pl + K (—20) + pu(m — 2n)
aii16 = —W2Pfq

a11,17 = 0

aias = fhy

a11.10 = —w?pl + K (—20) + pu(m — 2n)
a11,20 = —WQPf(_Q)

ajor =0

ajpe =0

1103 = —w?pl + Ke + pu(—2m — 2n)

11,24 = 0

33 = —wply + Km + p(n + e;)

a9.17 = —w2pl + l?m + ,u(—2n — 20)

9,18 = 0

ag 19 =0

ago0 =0

gy = —w?pl + K(—2m) + p(—2n + €)
Qa9 22 = —ph,

ago3 =0

a9 24 = —W2Pfq

1018 = —w?pl + K (—2n) + pu(m — 20)
aio,19 = Achy

a0 = —Bhy

10,21 = —Ach

1020 = —w?pl + K(—2n) + p(—2m + €)
10,23 = 0

10,24 = —Bh,

1212 = (—(UQQ + de)4q + Ms

12,13 = 0

12,14 = —szf(_Q)
a12,15 = Bh,

aizie = Mhy

Q12,17 = 0

12,18 = —W20f<—Q)
aiz9 = —Bhy
12,20 = Mh,

Q1221 = Bh,

12,22 = —szf(—Q)
12,23 = 0

aizpq = Mh,

ara1s = —wply + Kn + p(m + e;)
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13,14 = 0
13,15 = 0
13,16 =

a1317 = —w’p(—2) + Km + pu(n + e»)
13,18 =
13,19 =
a1320 = 0

a1301 = —w’pl + K(=2m) + pu(n — 20)
13,22 =
13,23 = Mhy

a1324 = —WQPfq

a15.15 = —w?ply + Ke, + pu(m +n)

ais16 = —w’pr(2q) + Bt

A1517 = 0

as18 =0

ai5,10 = —w?p(—21) + Kea + p(m + n)
ais20 = Bt

A1521 = )\chy

A1522 = 0

a1503 = —w’pl + K(=20) + p(—2m + n)
1524 = Bhy

airar = —w’ply + Km + p(n +e1)

azig =0
ay7,19 =0
a17,20 = 0

Q1721 = —w2pl + IN((—Zm) + ,u(n — 20)

17,22 = 0
1723 = —#hy

2
Q1724 = —W Prq

19,19 = —w?ply + Key + pu(m +n)

a1920 = —w’ps(—2q) — Bt

1921 = _)\chy

1922 = 0

a19.23 = —w’pl + K (—20) + p(—2m + n)

A14,15 = 0
Q14,16 = 0
A1417 = 0

(14,18 = —w’p(=21) + Kn+ p(m + €2)
Q14,19 =
Q14,20 = 0
1421 = 0
a1420 = —w?pl + Kn + p(—2m — 20)
A14,23 = 0

1424 = 0

a16,16 = (—w2g + iwd)4dq + Mt

ai6,17 = 0

16,18 = 0

a16,19 = — — Bt

1620 = (—w?g + iwd)(—2q) + Ms
16,21 = Bhy

16,22 = 0

16,23 = —W2/)fq

ai6,24 = Mhy

a8 = —w’ply + Kn + p(m + e;)
aig19 =0

a18,20 = 0

18,21 = 0

1822 = —w?pl + Kn + p(—2m — 20)
aigo3 =0

a1824 = 0

20,20 = (—WQQ + de)4q + Mt

120,21 = Bhy

20,22 = 0
20,23 = —w2/7f(_Q)
0,24 = Mhy



91

19,24 = _Bhy
a9121 = —w?ply + kml + p(n+e) 22,20 = —w’ply + Kn + p(my + e)
a2122 = 0 223 = 0
121,23 = 0 2224 = 0

a21,24 = —w2pf(2q) + Br

(2323 = —w?ply + Ke + p(my +n) (24,24 = (—w?g + iwd)dq + Mr

23,24 = 0

7.4. Incorporacion de las Condiciones de Borde.

Para concluir con el armado de la matriz de coeficientes es necesario incorporal
las condiciones de borde, que se obtienen de manera analoga a la actualizacion de los
multiplicadores de Lagrange. Estas solo estdn presentes en ciertos coeficientes, detallados
a continuacion. I'j; indica los bordes internos y I'; los bordes externos.

a1 = —w pl1+Km1+,u n+e)

+ [iwh®B,(1,1)] r, + [iwh?Bs(1, 1)]ij
wrp = + [i0hB,(1,2)],, + [iwh*3s(
(
i

1,2)}
1,3)]
1, 4)] — [iwh?Bp(1,4)] L

a13 = + [iwh®B,(1, 3)} + [iwh*Bp
arq = —wpr(—2q) — Br — [iwh®B

g9 = —w?ply + Kn + w(my +e) + [ithBp(?), 3)]Fj + [ith/@B(?), 3)]F7_k
ass =+ [iwh®B,(3, Q)hj + [iwh?Bp(3, 2)}ij
Qg4 = + [Wh26p(374)}rj + [iwh2ﬁ3(3’4)}rjk

a33 =~ pli + Ke+ p(my +n) + [iwh’By(2,2)], + [iwh®Bs(2,2)],,
aga = + [iwh*By(2.4)] ;. + [iwh’Bp(2.4)];

aaa = (-w* g +iw d)dq + Mr + [iwh®B,(4,4)] . + [iwh*Bp(4,4)] .
ass = —w?ply + Km + pu(ng +e) + [ithBp(Z Q)L,j + [iwh25E(2, 2)}%

as6 =+ [iwhBy(2,1)] + [iwh*Be(2,1)],
a5z =+ [iwh®B,(2,3)] . + [iwh*Br(2,3)]
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ass =+ [iwhBy(2,4)] + [iwh*Be(2,4)],

age = —wply + Kny + p(m+e) + [iwh®B,(1, 1)}Fj + [iwh®Be(1, 1)]ij
ag;r = + [iwh®B,(1, 3)] + [iwh?BE(1, )}
ass = —w’ps(2q) + Bs + [iwh®B,(1, )} + [iwh?BE(1, 4)}ij

ar; = —w’ply + Ke+ p(m +m) + [iwh?B, (3, 3):|Fj + [iwh*Bs(3, 3)]Fa‘k
arg = + [thQBp(3,4)] r; + [i(JthﬁE(Bvél)}ij

asg = (—w® g+ iw d)dq + Ms + [iwh®B,(4, 4)L,j + [iwh?Br (4, 4)}ij

age = —w?p(ly) + Km + pu(ny +e)+ [ithBp(& 3)]Fj + [iwhg,ﬁw(& 3>]ij
ag10 = + [iwhBy(3,1)] + [iwh®Bw (3, 2)]ij
agn = + [iwh?B,(3,2)] . + [iwh?Bw (3, )],
ag 12 = + [iwh?B,(3, 4>hj + [iwh®Bw (3, 4)]ij

ai0,10 = —w’p(lr) + Kny + p(m + e) + [iwh?B,(1, 1”@ + [iwh?Bw (1, 1)]rjk
aio,11 = + [iWh2Bp(1v2)}Fj T [iwh2ﬁw(1, 2)]rjk
ai0,12 = —w’ps(2q) — Bs + [iwh®By(1,4)] . + [iwh2ﬁw(1,4)}rjk

ann = —w’p(l) + Ke+ p(m+m) + [iwh®By(2,2)], + [iwh®sw(2,2)],
11,12 = + [zwh25p(2, 4”1"]- + [20&)]’L26w(2, 4>]ij

12,12 = (—w2g +iwd)dq + Ms + [z’wh2l3p(4, 4)]Fj + [ithﬂW(él, 4)} I

a3 = —w?ply + Km + p(n +e) + [iwh?B, 2)]p, + [iwh?By (2, 2)}%
a13,14 = + [lmep(Zv 3)}1“]. [Wh2ﬁN(27 3)]ij
a135 = + [iwhBy(2, 1)] . + [iwh?*Bn(2,1)]
ar316 = + [iwh?By(2,4)] . + [iwh?*By(2,4)]

14,14 = —w?ply + Kn + p(m +e1) + [thBp(Bv 3>]Fj - [z’wlﬂﬁN(g, 3)}1“]%
Q14,15 = + [iWhQBp(S, 1)}F]- + [iédh2ﬁN(3, 1)] T
Q14,16 = + [iWhQBp(?),él)}Fj + [zthBN(?),él)} T
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ais15 = —w’ply + Key + p(m +n) + [iwhzl’)’p(l, 1)]Fj + [Wh25N(17 1>]ij

ais,16 = —WQPf(QCD + Bt + [WhQBp(la‘l)]rj + [iWh2/3N(1= 4>]rjk

aie16 = (—w’g + iwd)dg + Mt + [iwh®By(4,4)] .+ [iwh®By(4,4)]

arr17 = —w?ply + Km + p(n + e1) + + [

ai718 = + [ZWhQBp(37 2)} [WhQBS(?’ 2)}
ai7,19 = + [iwhzl’)’p(iﬂ, 1)] [ZWhQﬁs( , )}
a17,20 = + [ithBp(B,él)] [zwhzﬁg( , )}

ai1g,18 = —prll + [?n + ,U(m + 61) + [ithgp(2a 2>]Fj + [iWh25S(27 2)}ij

ars10 = + [iwh*By(2,1)] . + [iwh®Bs(2,1)] .
1820 = + [iWh2Bp(2, 4)} r; + [iwh2ﬁs(27 4)} T

19,19 = —w2pl1 -+ IN(Gl + ,u(m + TL) + [iwthp(l, 1>]Fj + |:Z.u)h265(1, 1)}ij

a19,20 = —WQPf(_QC]) — Bt + [Wh28p(1>4)}rj + [iWh255(1>4)]rjk

a0 = (—w?g + iwd)dg + Mt + [iwhBy(4,4)] . + [iwh*Bs(4,4)] .

21,21 = —WQPll + I~(m1 + u(n + e) + [iwthp(l, 1)}Fj + [ithBF(la 1>]ij

CLQLQQ =+ [ithBp(l, 2)} [ithBF(l, 2)} T
21,23 = + [iWhQBp(17 3)} [thQBF(l, )}
a21,24 = —W2Pf(2Q) + Br + [iwh2 (1, )} [ZWhQBF(lAﬂrjk

990 = —w?ply + Kn+ u(my +e) + [ithBp(Q, 2)}Fj + [i(dhgﬁp(2, 2)]ij

Az =+ [iwh®By(2,3)] . + [iwh®Br(2,3)] |
(22,24 = + [Wh26p(2>4ﬂrj + [ithﬁF(2>4)}rjk

393 = —w?ply + Ke + pu(my +n) + [iwthp(B, 3)}Fj + [ithBF(B, 3)]ij

a23724 = + |:Z(.Uh2Bp(3, 4)i| Fj + [ZWh2BF(3, 4):|ij

ar1 = (~w’g +iwd)dq + Mr + [iwh®B,y(4,4)] . + [iwh®Br(4,4)] ;.

De manera analoga se procede para generar el término del lado derecho.

iwh®B, )] r, + [iwh255(3a 3)}%
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