SIMULACION DE FLUJOS COMPRESIBLES
UTILIZANDO UN ESQUEMA EXPLICITO DE
TAYLOR-GALERKIN MODIFICADO.

Tesis presentada por:
Horacio Pedro Burbridge.

ante la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata para

acceder al grado académico de:

DOCTOR EN INGENIERIA

Director de tesis: Dr. Armando Miguel Awruch.
Codirectora: Dra. Ana Elena Scarabino.
Jurado:

Dr. Guillermo O. Artana

Dra. Victoria C. Vampa

Dr. Sergio A. Elaskar

La Plata, 16 de octubre de 2020



1

AGRADECIMIENTOS

Deseo agradecer a las siguientes personas e instituciones por su ayuda y apoyo para la

realizacion de esta tesis.

A mis directores de tesis, Armando Miguel Awruch y Ana Elena Scarabino por su
apoyo constante para la realizacion de este trabajo. Especialmente a Ana por su paciencia y
contribucion en la direccion y seleccion de alternativas de desarrollo en los momentos mas

dificiles.
A la UNLP por admitirme para la realizacion de este trabajo.

Al CEDI de la UTN FRH por el financiamiento de gran parte de este trabajo y por el

apoyo de los colaboradores Andrés Trapanotto y Juan Carlos Polidoro.

A la ex jefa del area de simulacion y modelado de YPF Tecnologia, Marcela Raviculé,

por considerar este trabajo dentro del plan de formacién de la empresa.

A mi madre por el apoyo y el amor brindados durante toda mi vida y por el soporte que

permitid desarrollar mi formacion.

Finalmente, a Camila y a Violeta, por el amor de todos los dias, y por “aguantarme”

con paciencia todo este tiempo mientras desarrollaba este trabajo.



i1

RESUMEN

Como ya fue demostrado por diferentes autores, el esquema de Taylor-Galerkin (TG) en el
contexto del Método de Elementos Finitos (FEM: Finite Element Method) resulta
particularmente adecuado para la solucion de flujos compresibles en régimen supersonico que
involucran ondas de choque. Sin embargo, el esquema TG presenta inestabilidades en flujos
con numeros de Mach subsonicos. Aun en casos en los cuales el Mach freestream es
supersonico, siempre existen regiones del flujo, cerca de las paredes de los obstaculos, en
donde la velocidad es baja o proxima a cero y el Mach local es subsonico. Por esto, algunos
investigadores desarrollaron el algoritmo “Characteristic Based Split’ (CBS) buscando
obtener un Unico esquema que presente un comportamiento adecuado, tanto en regimenes
subsonicos como supersonicos. En las tltimas dos décadas algunos trabajos establecieron
ciertas ventajas en la convergencia del algoritmo CBS comparado con el algoritmo TG. Sin
embargo, estas ventajas de convergencia son a costo de tiempo de simulacion debido a la
operacion de “Split” tipica del algoritmo CBS. En este trabajo se propone un esquema hibrido
denominado Taylor-Galerkin Modificado (MTG: Modified Taylor-Galerkin) que presenta las
ventajas de ambos esquemas: mejor convergencia sin costo adicional en términos de tiempo
de computo. Se aplicaron los esquemas TG, CBS y MTG utilizando elementos finitos
hexaédricos en conjunto con una técnica de captura de choque para la solucion de flujos
aerodindmicos compresibles supersonicos, viscosos y no viscosos. Ademads, con la intencién
de obtener un algoritmo eficiente, las matrices elementales son integradas analiticamente.
Esto se realiza con dos enfoques diferentes. En el primer enfoque, la matriz Jacobiana inversa
y el determinante de la matriz Jacobiana a nivel de elemento se evaluan con una forma de
integracion reducida, utilizando el punto situado en el centro del elemento para las matrices de
masa, convectivas, difusivas y matrices de estabilizacion; todas estas matrices estan
integradas analiticamente usando el Jacobiano en el centro del elemento. En el segundo
enfoque, las matrices de masa y convectivas se calculan mediante un esquema de integracion
completa donde se integra considerando la dependencia del Jacobiano con la posicion,
mientras que solo las matrices difusivas y las matrices de estabilizacion se calculan con
integracion reducida, utilizando el punto situado en el centro del elemento para calcular la
matriz Jacobiana inversa y el determinante de la matriz Jacobiana a nivel de elemento. Por
ultimo, este trabajo incorpora el modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras, pero utilizando
una version conservativa de la ecuacion de transporte de la variable turbulenta. Se prueban los
algoritmos para determinar las mejoras de convergencia tanto en casos laminares como

turbulentos para diferentes nimeros de Mach (flujos, subsonicos, transénicos y supersonicos).
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ABSTRACT

As already shown by different authors, the 7aylor-Galerkin (TG) scheme, in the context
of the Finite Element Method (FEM), is particularly suitable for the solution of supersonic
flows. However, the TG scheme usually presents instabilities in subsonic flows. Even in cases
in which the free stream Mach number corresponds to supersonic flows, there are always flow
regions, specifically near the walls of the immersed obstacles, where the speed is lower, and
the local Mach number corresponds to a subsonic flow. The Characteristic Based Split (CBS)
scheme was developed to obtain a single method to improve the behavior with respect to TG
method in subsonic and supersonic regimes. In the last two decades some works have shown
advantages in convergence rates of the CBS method when compared to the TG algorithm.
However, simulation time increases in the CBS method since sp/it operations, typical of this
algorithm, imply in additional element loops. A hybrid algorithm called Modified-Taylor-
Galerkin scheme (MTG) is proposed here. This algorithm presents advantages with respect to
TG and CBS schemes in terms of convergence properties and computational processing time.
The TG, CBS and MTG schemes, using hexahedral finite elements, are applied in this work.
A shock capturing technique for the solution of supersonic viscous and non-viscous
compressible flows are also employed. To get an efficient algorithm, the element matrices are
analytically integrated. This is performed with two different approaches. In the first approach
the inverse matrix and the determinant of the Jacobian matrix at element level are evaluated
with a reduced integration form, using the point located in the center of the element for mass,
convective, diffusive and stabilization element matrices; all these matrices are integrated
analytically. In the second approach, mass and convective matrices are calculated by a
complete integration scheme (including the inverse matrix and the determinant of the
Jacobian matrix at element level in the analytical expression to be integrated) and the
diffusive and stabilization matrices are calculated with reduced integration, using the point
located at the center of the element to calculate the inverse matrix and the determinant of the
Jacobian matrix at element level. Finally, this work incorporates the Spalart-Allmaras (SA)
turbulence model using a conservative version of the transport equation, as proposed by the
authors of the original SA model in a later paper. Algorithms are tested to determine
convergence rate improvements in both laminar and turbulent cases and for different Mach

numbers (supersonic, transonic and subsonic flows).



NOMENCLATURA
LISTA DE SIMBOLOS PRINCIPALES

Letras romanas mayusculas

[B ]i ................................. Matrices convectivas
[Cli e Matrices estabilizadoras
CAF e, Coeficiente de amortiguamiento ficticio
CE e, Numero de Courant
O S Coeficiente de friccion viscosa — “Skin Friction”
D e, Coeficiente de presion
D, Término de destruccion de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras
Do, Términos adicionales de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras
[D ]i J e Matrices difusivas — Ecuacion de cantidad de movimiento
[E ]i ................................. Matrices difusivas — Ecuacion de energia
Fioooeeeeeeeee, Vector de variables de flujo
Gi o, Vector de términos difusivos y de conductibilidad térmica
[H i] ................................. Matrices estabilizadoras adicionales (CBS)
J R Matriz Jacobiana inversa
T, Matriz Jacobiana
i ................................. Matriz adjunta de la matriz Jacobiana
K

Coeficiente de conductibilidad térmica material isotropo

Koo, Coceficiente conductividad térmica turbulenta
[K ] ................................. Matriz de conductibilidad térmica
M e Numero de Mach
[M ] ................................. Matriz de masa consistente
[M D] ................................. Matriz de masa concentrada
P, Término de produccion de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras.
[P ] ................................. Matriz estabilizadora que opera sobre términos de presion (CBS y MTG)
Pr o e, Numero de Prandtl
Pre e, Numero de Prandtl turbulento
Q e, Vector de términos fuente
Re i, Nimero de Reynolds
T o, Temperatura

................................. Vector de variables de campo
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Kt e,
Vi e
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Calor especifico a presion constante

Calor especifico a volumen constante

Energia total especifica

Vector equivalente a las acciones superficiales debidas a difusion (CM)
Vector de estabilizacion en contorno (CBS y MTG)

Energia cinética turbulenta

Presion

Presion suavizada

Vector equivalente a las acciones superficiales debidas a difusion (Energia)

Componentes del vector flujo de calor por conduccion

Energia interna especifica
Componentes de velocidad

Coordenadas espaciales

Funciones de interpolacion

Matriz linea de funciones de interpolacion

Matriz linea de funciones de interpolacion evaluadas en el contorno
Dominio superficial - Contorno

Dominio volumétrico

Coeficiente de seguridad del incremento de tiempo critico

Delta de Kronecker - Componentes del tensor de Kroncker
Relacion entre los calores especificos - Constante del gas

Término difusivo de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras
Coeficiente de viscosidad volumétrica

Coeficiente de viscosidad

Coeficiente de viscosidad turbulenta

Teérmino difusivo asociado a la energia cinética turbulenta (k) (ec. energia)

.... Densidad
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R Componentes del tensor de tensiones de Cauchy
e, Coordenadas naturales del elemento finito hexaédrico
Tij e, Componentes del tensor de tensiones viscosas o desviadoras
Ve Variable de la ecuacion de transporte del modelo de Spalart-Allmaras
CONVENCIONES
Aqui se presentan las convenciones adoptadas en este trabajo y algunos ejemplos de su
aplicacion:

a) Los subindices que constan de letras minusculas indican las componentes espaciales
de la variable o cantidad fisica a la que pertenecen y, a menos que se indique lo contrario,
corren de 1 a 3, por ejemplo, i, j, k= 1.2,3. Estos subindices siguen la convencion de suma de
Einstein. Es decir, en cualquier expresion en la que aparezcan subindices repetidos en el
mismo término, debe considerarse que hay una suma desarrollada para este subindice. La
excepcion de esta regla se indica colocando el subindice entre paréntesis. Por lo tanto, cuando
uno de los subindices repetidos aparece entre paréntesis, significa que no se debe aplicar la

convencion de suma. Esta notacion se ilustra a través de los siguientes ejemplos:

al'bi = a1b1 + azbz + a3b3

albl(cll + CZZ + C33) para l = 1
a;bgycjj = { azby(c1q + €22 + C33) para i =2
asbs(ciq + ¢y + C33) para i=3

(1Lj=123)

b) Los subindices formados por las letras maytsculas M y N indican los valores nodales
de la cantidad o variable fisica a la que pertenecen. A menos que se indique lo contrario, se
aplican a los elementos de los vectores de elemento y se ejecutan de 1 a 8. Estos subindices no
siguen la convencién de suma de Einstein y, cuando hay una suma desarrollada para este

subindice, esto se indica utilizando el simbolo de suma correspondiente.

c¢) El subindice £ indica que la cantidad que toma el subindice se refiere al elemento
finito. Este subindice se utiliza cuando las cantidades fisicas del elemento deben distinguirse
de las cantidades fisicas globales correspondientes, pero se omite cuando esa distincion no es

indispensable para la comprension del texto.
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d) El superindice n indica el paso de tiempo cuando hace referencia a la variable a la

que pertenece. Por lo tanto, por ejemplo, a” es la variable a en el paso de tiempo "anterior",

n+1

mientras que a es la variable a en el paso de tiempo "actual". El incremento

n

n+1 n+l _ gn

correspondiente al tiempo actual se indica a través de la expresion 4da =a
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CAPITULO 1

1 INTRODUCCION.

1.1 LA DINAMICA DE FLUIDOS COMPUTACIONAL

En las industrias aeroespacial, ferroviaria y automotriz se utilizan tineles de viento para
medir las caracteristicas acrodinamicas de los vehiculos en la fase de disefio. Aunque estas
metodologias experimentales suelen involucrar procesos costosos y extensos en el tiempo,

resultan absolutamente necesarias para la determinacion de parametros de disefo.

La fluidodinamica computacional (CFD: Computational Fluid Dynamics) aparece
como una herramienta complementaria que, en ocasiones, permite ahorrar costos al reducir la
cantidad de ensayos en tinel de viento a un minimo indispensable, y constituye una
herramienta que, correctamente utilizada y validada con técnicas experimentales, permite dar
soporte a la toma de decisiones referidas al disefio aerodinamico !!!. En algunos casos, las
técnicas de CFD permiten acelerar los tiempos de disefio mediante la simulacion de

condiciones que serian muy dificiles de reproducir en ensayos fisicos.

Pero el campo de accion de CFD no se limita a las industrias relativas al transporte,
dado que se ha ido extendiendo, y hoy en dia hay una gran variedad de usos como, por
ejemplo, en el estudio de la accidon del viento sobre estructuras civiles, en estudios
meteorologicos, médicos, bioldgicos y la industria petrolera, s6lo por mencionar algunos

ejemplos.

El objetivo de los ingenieros que trabajan utilizando cdédigos de CFD es evaluar las
principales caracteristicas de los flujos involucrados en las diferentes areas de investigacion.
Por otro lado, el objetivo de los investigadores que desarrollan las técnicas de CFD es plantear
y evaluar diferentes algoritmos que permitan simular los diferentes tipos de flujos, alcanzando
una amplia gama de problemadticas, y dar a conocer el conocimiento adquirido en el estudio de
estos algoritmos para que sean aplicados, o tenidos en cuenta, en los programas de simulacion

de flujos. Esta tesis se enmarca en este tltimo campo.

Entonces, para que los algoritmos evaluados resulten de utilidad, los mismos deberan

ser capaces de determinar los valores de variables como la presion, las componentes de la



velocidad, la temperatura y la densidad, asi como las fuerzas viscosas y de presion que

aparecen en el contorno sé6lido en contacto con el fluido.

Para lograr este objetivo, los algoritmos deben resolver las ecuaciones de la mecanica
de fluidos, con balances de masa, de cantidad de movimiento y de energia. En el caso de
fluidos newtonianos, luego de la introduccion de las ecuaciones constitutivas, las ecuaciones
obtenidas para la conservacion de la cantidad de movimiento resultan ser las conocidas

ecuaciones de Navier-Stokes (NSE: Navier-Stokes Equations) .

Pero algunas de las caracteristicas principales de algunos flujos pueden obtenerse
asumiendo que los efectos viscosos y de conduccion térmica estdn confinados en las
proximidades de las superficies solidas, y que el resto del flujo se comporta como si no fuera
viscoso. Los flujos en las regiones con poca influencia de la viscosidad se modelan
despreciando los términos viscosos de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento,
dando como resultado las ecuaciones de Euler. Los términos de conduccion térmica son
también despreciados en la ecuacion de energia, obteniendo un modelo matematico
simplificado. Esta simplificacion es util s6lo en casos en que las regiones donde estin
confinados los efectos viscosos son muy proximas a los contornos sélidos y brinda
informacion parcial sobre el flujo. En consecuencia, las ecuaciones de Navier-Stokes siempre
son indispensables cuando se desea obtener informacion sobre la capa limite, estelas de corte

y las fuerzas viscosas que actian sobre los contornos solidos 1.

Asi, circunscribiendo el area de atencion a la dindmica de gases newtonianos, los
modelos matematicos utilizados en la simulacidon numérica de flujos compresibles estan
formados por la ecuacioén de continuidad, las NSE y la ecuacion de energia, todas expresadas
en su forma conservativa. (A este conjunto de ecuaciones también suele llamarselo
simplemente como ecuaciones de Navier-Stokes, sobreentendiendo que ya estan incluidas la

ecuacion de continuidad y la ecuacion de energia)

La gran mayoria de flujos externos reales presentan nimeros de Reynolds elevados con
lo cual el tratamiento de la turbulencia, tanto en capas limite como en estelas de corte, es
necesario si se desean evaluar algoritmos para contribuir a la soluciéon de problemas de la

ingenieria moderna 4 1%,

Existen diferentes formas de abordar la simulacion de flujos turbulentos, que pueden
clasificarse de acuerdo con qué escalas de turbulencia se simulan directamente resolviendo las

ecuaciones de Navier-Stokes no estacionarias y qué escalas se modelan [©),



La simulacion numérica directa (DNS, por sus siglas en inglés: Direct Navier-Stokes)
procura simular todas las escalas de la turbulencia y no utilizar modelo alguno. La resolucién
de la malla y el paso del tiempo maximo permitido para un calculo de DNS deben ser lo
suficientemente pequefios como para capturar las escalas de Kolmogorov del flujo turbulento.
La relacion inversa de estas escalas con el niumero de Reynolds indica que las mallas

requeridas deben ser mas finas segin aumenta el nimero de Reynolds.

La turbulencia, y por lo tanto la solucién DNS, es inherentemente no estacionaria y
tridimensional, y el algoritmo numérico utilizado en el proceso de solucion DNS debe tener
muy baja disipacién numérica para permitir que todas las escalas del flujo turbulento sean
representadas. Todo esto redunda en la necesidad de utilizar mallas extremadamente finas y
muy uniformes. Esto ha hecho que muchos trabajos hechos con DNS se concentren en

problemas con nimeros de Reynolds relativamente bajos y geometrias simples.

Para evitar esto, otra forma de tratar la turbulencia es por medio de la resolucion de
ecuaciones de Navier-Stokes promediadas (RANS, Reynolds Averaged Navier-Stokes, o
FANS, Favre Averaged Navier-Stokes). En este enfoque se transforman las ecuaciones de
Navier-Stokes en un modelo matematico similar, pero con variables promediadas en el
tiempo, de manera que las ecuaciones resultantes solo ofrecen una solucion para las variables
promediadas. El enfoque de las RANS (o FANS) utiliza una sola escala para caracterizar el

espectro turbulento, como se muestra en la figura 1.1 (6],

A
RANS

| RANS/LES Hibridos

[
LES

Log (Energia)

<— DNS

v

Log (Long. de Onda)

Figura 1.1: Diferentes métodos de simulacion de turbulencia segun las escalas del espectro turbulento.

Durante el proceso de promediado aparecen nuevos términos que dependen de las
fluctuaciones de las variables involucradas, los cuales deben ser modelados para representar
los efectos que dichas fluctuaciones tienen sobre el comportamiento del flujo promediado que

se pretende obtener. Esto ha dado origen a la aparicion de diversos modelos de turbulencia.



Asi, en este enfoque, las propiedades no estacionarias de las fluctuaciones turbulentas
no son tenidas en cuenta en la solucion. Esto permite el uso de mallas mucho menos refinadas
y pasos de tiempo mucho mayores que para una solucion DNS. Comparado con la solucién
DNS, este enfoque permite el uso de algoritmos con mayor grado de disipacién numérica. Los
modelos de turbulencia desarrollados para cerrar las RANS (o FANS) son ampliamente
utilizados en ingenieria por sus relativamente bajos requerimientos en términos de tiempo y
poder de computo. Sin embargo, los diferentes modelos presentan virtudes y defectos segun el
caso y el tipo de flujo que se pretende simular. Por otro lado, los efectos no estacionarios de la
turbulencia no son tenidos en cuenta, lo cual en muchos casos resulta en perdida de
informacion relevante del problema, dado que la solucién obtenida no es la solucion de las

ecuaciones originales, sino la solucidn en términos de variables promediadas en el tiempo.

La simulacién de grandes vortices (LES - Large Eddy Simulation) es un enfoque
basado sobre la idea de simular las escalas de turbulencia que son mayores que el tamafio de
elemento de la malla y modelar solo las escalas turbulentas sub-malla. Las pequenas escalas
turbulentas pueden considerarse isotropicas, por lo que son resueltas con modelos de
turbulencia bastante simples. Esto se efectiia resolviendo en forma directa las ecuaciones de
Navier-Stokes solo para las escalas que pueden ser captadas por la malla mientras se aplica un

filtro espacial y un modelo para las escalas sub-malla.

Como ocurre en el caso de las aplicaciones de DNS, al resolver con LES se debe tener
cuidado al elegir un algoritmo numérico que tenga una disipacion numérica lo
suficientemente baja como para que no haya una disminucién en el numero de Reynolds

efectivo del problema que se pretende simular.

Si bien las aplicaciones de LES permiten simular problemas con numeros de Reynolds
mayores que en el caso DNS con los mismos recursos computacionales, en casos de
aplicacion industrial generalmente se requiere mallas muy refinadas que necesitan mucho
tiempo de computo para obtener la solucién, cuando se lo compara con el tiempo requerido

para efectuar una simulacion equivalente con los modelos de turbulencia usando RANS.

En la ultima década y media ha surgido una nueva clase de modelos de turbulencia para
flujos no estacionarios con altos numeros de Reynolds. Estos modelos de turbulencia se
llaman modelos RANS/LES hibridos 7. Estos modelos de turbulencia hibridos son
extensiones de los esquemas LES en los que se utilizan modelos de turbulencia RANS

modificados como modelos sub-malla para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes.



La meta para la mayoria de estas las aplicaciones es utilizar RANS (o FANS) para el
calculo de la capa limite donde las escalas turbulentas muy pequefias estan presentes y utilizar
LES para simular las escalas turbulentas localizadas lejos del cuerpo. Por lo tanto, las
estructuras turbulentas de gran escala lejos del cuerpo son simuladas por las ecuaciones de
Navier-Stokes no estacionarias. Estos esquemas sirven como un puente entre los modelos
tradicionales de RANS y LES y permiten utilizar mallas menos refinadas que con un enfoque
LES. Estas técnicas tampoco requieren que el algoritmo seleccionado presente tan baja

disipacion numérica como en los casos de DNS y LES.

1.2 DIFERENTES METODOS NUMERICOS.

Con los afios, mientras se desarrollaban las técnicas de CFD, han aparecido varios
métodos para transformar al dominio continuo original en un dominio discreto que pueda ser

tratado con técnicas de resolucion de ecuaciones algebraicas.

El método de diferencias finitas ha sido ampliamente utilizado, por su sencillez y el
hecho de ser uno de los primeros métodos desarrollados. Sin embargo, esta técnica en sus
origenes tenia la desventaja de ser dificil de aplicar en mallas irregulares con geometrias
complicadas, lo cual llevd a la aparicion de otras metodologias. Aun asi, el método de

diferencias finitas contintia siendo utilizado en muchas 4reas de investigacion atin hoy 1.

El método de volumenes finitos (FVM: Finite Volume Method) es muy flexible y
aplicable en mallas irregulares. Su gran ventaja consiste en el hecho de que las leyes de
conservacion, en su forma integral, se llevan a su version discreta directamente. Por lo tanto,
no es necesario recurrir a funciones de interpolacion o funciones aproximadoras y no se
necesitan métodos para minimizar los errores, como los métodos variacionales o técnicas de
los residuos ponderados. Sin embargo, si bien existen algunas aplicaciones de este método a
problemas de mecanica del sélido (CSM: Computational Solid Mechanics) ', las referencias
a estas aplicaciones del FVM son relativamente escasas, y su uso en la industria esta
restringido a los problemas fluidodinamicos y de transferencia de calor, dejando fuera, por
ejemplo, los problemas de interaccion fluido-estructura que requieren el modelado de
estructuras deformables. En estos problemas, la alternativa mas frecuentemente implementada
es resolver el flujo de fluidos usando el FVM y algin otro método para modelar la estructura,
tal como el método de elementos finitos (FEM: Finite Element Method). Esto requiere el
traspaso de datos entre ambos modelos, dado que un enfoque monolitico no es posible cuando

se utilizan diferentes métodos para modelar la estructura y el fluido. Aun asi, es de destacar



que el FVM constituye la técnica mas extendida para la resolucion de los mas variados tipos

de flujos 1.

El FEM es el mas general de los métodos descritos en este documento. Ofrece la gran
ventaja de ser aplicable a una amplia gama de areas de ingenieria (sélidos y fluidos) y tiene la
posibilidad de usar mallas adaptativas, actualizadas en base al error de la solucion
aproximada. Esta adaptacion puede darse a través del refinamiento automatico de la malla o

mediante el aumento del orden de las funciones de interpolacion B 19,

Otra técnica que ha logrado éxito en modelizacion numérica de problemas de mecénica
de fluidos es el método de elementos de contorno (BEM: Boundary Element Method) pero su
uso esta restringido a algunas areas de la ingenieria. Estas técnicas no son de aplicacion tan

general como el FEM o el FVM [11],

Los métodos numéricos como el método de elementos finitos, método de diferencias
finitas y método de volumenes finitos se definieron originalmente en mallas con nodos. En
una malla asi, cada punto tiene un nimero fijo de vecinos predefinidos y esta conectividad
entre vecinos puede usarse para definir operadores matematicos. Estos operadores se utilizan
para construir las ecuaciones para simular problemas de la mecénica del continuo, tales como
las ecuaciones de Euler o las ecuaciones de Navier-Stokes. Pero en algunas simulaciones
donde el material que se estd simulando posee interfaces moviles o donde pueden ocurrir
grandes deformaciones del material (como en simulaciones de problemas de plasticidad), la
conectividad de la malla puede ser dificil de mantener. Si la malla se distorsionara demasiado
o se degenerara durante la simulacion, los operadores definidos en ella ya no pueden dar
valores correctos. La malla puede adaptarse durante la simulacion (un proceso llamado
remallado adaptativo) pero esto tiene un costo computacional que debe considerarse. Una
alternativa en esta clase de problemas son los métodos sin malla (Meshless Methods) '*. Los

métodos sin malla suelen aplicarse en casos como los siguientes:

e Simulaciones donde los nodos pueden ser creados o destruidos, como en casos de
crecimiento de grietas.

e Simulaciones donde plantear geometrias o fronteras que pueden moverse sin
corresponderse con una malla representa una ventaja.

e Simulaciones con materiales no lineales, con discontinuidades o singularidades.

En resumen, existen diferentes métodos de simulacion, cada uno de los cuales ofrece

ventajas comparativas en algunos campos especificos de aplicacion. Todos ellos contintian



siendo utilizados e investigados con el fin de mejorar la calidad de los resultados y la

performance de los algoritmos construidos con base en dichos métodos.
1.3 LINEA DE INVESTIGACION DE ESTA TESIS

1.3.1 Desarrollo de meétodos numéricos

Esta tesis se enfoca en la simulaciéon numérica de flujos de gases compresibles
utilizando el método de los elementos finitos, por tratarse de un método de aplicacion muy
general y por tratarse de la linea histdrica de investigacion del tesista. La seleccion del método
permitiria, en caso de continuar desarrollando esta linea en el futuro, plantear un enfoque

monolitico para problemas de interaccion fluido-estructura.

En problemas fuertemente convectivos, como en el caso de los flujos compresibles, el
método estandar de Galerkin conduce a procedimientos numéricos cuyos resultados presentan
oscilaciones espurias e inestabilidades. Inicialmente estos contratiempos fueron resueltos por
la introduccion de funciones de interpolaciéon modificadas, método conocido como
formulacién de Petrov-Galerkin, el cual fue introducido por Christie et al. [**. Este método
resulté adecuado para la resoluciéon en una dimension, pero su extension a problemas

multidimensionales no resulto satisfactoria.

Mis tarde, Hughes ['* introdujo el método SPUG (“Streamline Upwind Petrov
Galerkin”) cuya idea basica es utilizar funciones de peso adicionando perturbaciones en la
direccion de las lineas de corriente, es decir, en la direccion del flujo. Sin embargo, esta
técnica se desarrolld para las formulaciones de estado estacionario, y su aplicacion en

problemas no estacionarios no resulté adecuada.

[15]y consiste en una

El método de Taylor-Galerkin fue introducido por Donea
expansion de la serie de Taylor en el tiempo aplicando luego el método de Galerkin para la
discretizacion en el espacio. Esta formulacion es una extension de las técnicas de diferencias
finitas de orden superior del tipo Lax-Wendroff a las formulaciones débiles validas en
aproximaciones de elementos finitos, y ha demostrado ser satisfactoria en la simulacion de
flujos altamente compresibles, pero los resultados decaen en calidad a medida que el grado de
compresibilidad disminuye. En regimenes subsonicos compresibles para bajos nimeros de
Mach (M<0,9), o en flujos casi incompresibles, esta metodologia sufre deficiencias. Los
resultados obtenidos utilizando el esquema explicito TG de un paso para flujos subsonicos

sobre perfiles alares con nimeros de Mach entre 0,5 y 0,85 muestran convergencia lenta y

resultados de presion, temperatura y densidad oscilatorios (ver Burbridge !%)).



Para abordar este problema se desarrollaron varias técnicas de estabilizacion. En
particular, el algoritmo Characteristic Based Split (CBS) fue desarrollado por algunos
investigadores, tales como Zienkiewicz y Codina "7l con la intencién de obtener un unico
algoritmo que presentara adecuado comportamiento, tanto en regimenes subsonicos como
supersonicos. Durante las dos ultimas décadas este algoritmo se estableci6 como una
herramienta reconocidamente util para el computo de un amplio espectro de flujos
incompresibles o compresibles a diferentes nimeros de Mach (ver Massarotti et al. [8];
Boonmarlert et al., ['). En particular, en el trabajo presentado por Zienkiewicz et al. 2% se
muestra la forma explicita del algoritmo y su desempefio para flujos subsonicos, transonicos y

supersonicos.

Desde su aparicion el método CBS ha ido extendiéndose en su aplicacion y puede
encontrase una interesante gama de problemas resueltos con este método. A modo de ejemplo
se mencionan un trabajo de L. Zhang, et al. donde se muestra una aplicacion de este algoritmo
para la simulacién de flujos en reservorios de petroleo 2! y un trabajo de P. Kopp donde el

método CBS se utiliza para la simulacion de aguas someras (shallow water) ??1,

Sin embargo, es importante tener en cuenta que una de las caracteristicas que permiten
al CBS mostrar una convergencia mejorada es el uso de pasos de tiempo internos en la
formulacion de las matrices elementales (ver Nithiarasu & Zienkiewicz [*1), lo cual también
deberia ser aplicado al esquema TG para tener una adecuada comparacion. El autor de este
trabajo no encontrd referencias de aplicaciones del esquema TG implementados con paso de

tiempo interior.

También es importante mencionar que esta ventaja comparativa del método CBS en
cuanto a sus caracteristicas de convergencia es a costo de tiempo de simulacion, debido a la
operacion de “Splif” tipica del algoritmo CBS. Los desarrolladores de esta técnica mencionan
que esta pérdida de tiempo es poco significativa, sin embargo, no aportan evidencias
cuantitativas de cual es el verdadero costo en tiempo de computo ['”. Quedan entonces sin
respuesta, las siguientes incognitas: ;Puede mejorarse la convergencia del método TG usando
pasos de tiempo interior? ;Cudl es la magnitud del costo en tiempo de coémputo del Split
realizado en el método CBS cuando se lo compara con el esquema de TG? ;Puede
desarrollarse alguna solucion que presente las ventajas de ambos esquemas: mejor

convergencia sin costo adicional en términos de tiempo de computo?

La seleccion de la formulacion de elemento es siempre una cuestion fundamental

cuando se trabaja con el FEM. Las matrices elementales deben ser integradas para poder



formular las ecuaciones de elemento que luego seran ensambladas para obtener un sistema
global. Para esto, las técnicas de integracion numérica, como por ejemplo las del tipo Gauss-
Legendre, son cominmente aplicadas en los puntos de integracion del elemento. Aqui es
donde la formulacion de elemento juega un rol clave, que tendrd impacto tanto en la calidad
de los resultados como en la eficiencia computacional del codigo. Con el fin de aliviar el
esfuerzo computacional requerido por los métodos de integracion numérica algunos autores

(241 y Kawamoto & Tanahashi (> utilizan esquemas de integracion con un

como Gresho et al.
unico punto de integracion, o esquemas analiticos, para la solucion de flujos incompresibles.

De la misma forma, Molina & Huot > lo hacen con flujos compresibles no viscosos.

En el marco de la maestria en Ingenieria de la Universidade Federal de Rio Grande do
Sul (PPGEC/UFRGS) Santos 7! realizé algunas aplicaciones del método de elementos finitos
para la solucion numérica de flujos de fluidos compresibles. El elemento hexaédrico
isoparamétrico de ocho nodos y su integracion a través de expresiones analiticas fue utilizado
por Azevedo !*] en el contexto de la solucion de problemas de interaccion fluido-estructura

con fluidos viscosos incompresibles.

En particular, Burbridge y Awruch [*) utilizaron elementos finitos hexaédricos con
evaluacion analitica de las matrices elementales, en conjunto con una técnica de captura de
choque, para la solucion de flujos aerodinamicos compresibles, viscosos laminares y no
viscosos. El autor de este trabajo no ha encontrado bibliografia que haga referencia a
implementaciones de estas técnicas de evaluacion de matrices elementales aplicadas a flujos

turbulentos en el contexto del FEM.

Existen trabajos recientes que muestran el desempefio del algoritmo CBS para simular
flujos turbulentos (integracion numérica). En el texto de Zienkiewicz, Taylor y Nithiarasu !
se dedica un capitulo entero a esta temadtica. Sin embargo, todos los ejemplos alli mostrados
corresponden a casos de flujo incompresible, o con relativamente bajos nimeros de Mach. La
tesis de doctorado de Chun-Bin Liu %, muestra la aplicacion del método CBS en este

contexto de flujos incompresibles.

En el trabajo de Z. Han, et al. *) se utiliza el algoritmo CBS en conjunto con el modelo
de turbulencia de Spalart-Allmaras (SA) para simular un flujo incompresible alrededor de
cilindros de base cuadrada, mostrando una aplicacion de esta combinacion de técnicas a la
ingenieria ocednica. Otra implementacion del algoritmo CBS en conjunto con el modelo de
turbulencia SA puede encontrarse en el trabajo de M. Scungio et al. **) Aqui se muestra una

aplicacién a la simulacion de dispersion de particulas ultrafinas en los encajonamientos



10

urbanos. Estos trabajos muestran la actualidad de las aplicaciones de algoritmo CBS en

conjunto con el modelo de SA para la simulacion de flujos incompresibles turbulentos.

En un contexto diferente, utilizando otros algoritmos y esquemas numéricos, el modelo
de turbulencia de Spalart-Allmaras ha sido aplicado a una amplia gama de problemas, y
existen varias formas de este modelo, muchas de ellas propuestas para diferentes condiciones
de flujo %!, Algunas aplicaciones recientes de este modelo muestran su utilidad y actualidad

especificamente para la simulacion de flujos aerodindmicos externos turbulentos >4 331 [36],

1.3.2 Antecedentes

En el marco de la maestria en Ingenieria de la Universidade Federal de Rio Grande do
Sul (PPGEC/UFRGS) fue desarrollado un trabajo implementando un algoritmo para simular
flujos compresibles tridimensionales de fluidos viscosos y no viscosos (ver H. P. Burbridge
(1) Se utilizé el esquema explicito de un paso de Taylor-Galerkin, implementado en un
codigo computacional propio programado en el lenguaje FORTRAN 90. El objetivo de dicho
trabajo era evaluar el desempeno del esquema de Taylor-Galerkin cuando se lo utiliza con
elementos hexaédricos isoparamétricos con integracion analitica, por lo cual resultd

indispensable hacerlo mediante la implementacion de un codigo propio.

Dado que no fue implementado ningiin modelo de turbulencia, los casos viscosos
evaluados se limitaban a bajos nimeros de Reynolds, constituyendo principalmente casos

conocidos en la literatura por ser casos tipicos para evaluar el desempefio de los algoritmos.

Aunque aquel estudio no abordd el andlisis de problemas de interaccion fluido
estructura, se contempld la implementacion de rutinas que utilizaban tanto una descripcion
euleriana como una descripcion Arbitraria Lagrangeana Euleriana (ALE), con miras a una

futura implementacion monolitica para problemas de interaccion fluido estructura.
Las caracteristicas esenciales de la implementacion numérica eran las siguientes:

e Discretizacion en el tiempo siguiendo una serie de Taylor;

¢ Discretizacion espacial mediante el FEM con el esquema clasico de Bubnov-Galerkin;

e Formulacion de elementos hexaédricos trilineales de ocho nodos;

e Integracion analitica de las matrices elementales (un punto de integracion en el centro
del elemento) con control de modos espurios;

e Utilizacién de un método de captura de choque por medio del agregado de viscosidad
artificial en forma selectiva, s6lo en aquellas regiones del dominio donde aparecen

importantes gradientes de presion (ondas de choque).
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e Codificacion en FORTRAN 90 y vectorizacion para su uso en la supercomputadora
CRAY T94 del Centro Nacional de Supercomputag¢do (CESUP) de la region sur, que
pertenecia a la Universidade Federal de Rio Grande do Sul (UFRGS).

Partiendo de los codigos iterativos ya desarrollados para correr en procesadores
escalares y vectoriales durante aquella tesis, los mismos fueron paralelizados para poder
correr tanto en ambiente de memoria compartida (computadora con mas de un procesador o
nucleo de procesamiento para la cual todos los nticleos acceden al mismo banco de memoria
RAM) como en ambiente de memoria distribuida ("clusters" de varias computadoras
conectadas en red, cada una de las cuales puede tener uno o mas procesadores, a su vez, con
uno o mas nucleos de procesamiento). Este trabajo de paralelizacion consistié en la tesis de

doctorado de J. R. Masuero P71,

Para ello se optd por una programacion paralela que pudiese ser utilizada con una
minima dependencia del sistema operativo (SO) o de la estructura del hardware. Asi, toda la
logica de distribucion de tareas, balanceo de cargas de trabajo y organizacion de la
comunicacion de los datos entre las computadoras esta implementada directamente en el

codigo, sin ninguna otra capa de software de gerenciamiento.

Para el uso de multiples procesadores o nticleos en una tnica computadora en ambiente
de memoria compartida, el soporte es provisto por los compiladores también a través de la

API MPI, exigiendo del sistema operativo apenas el soporte de multiprocesamiento.

La division de tareas utilizada empled el particionado nodal de la estructura de datos
basado en el presupuesto de que el esfuerzo computacional asociado a cada nodo de la malla
es constante, y también basado en un indicador inicial de la capacidad de procesamiento de
cada procesador como, por ejemplo, la frecuencia del procesador. La tarea de division de la
malla segiin su menor dimensién geométrica (para definir las cargas de trabajo de cada
procesador) fue realizada mediante la divisiéon del sistema de ecuaciones segin su menor
dimension (ancho de banda). Para esto, se utilizé un tratamiento de malla basado en una tinica
reordenacion nodal para minimizacion del ancho de banda de la matriz del sistema de
ecuaciones. Este tratamiento puede ser considerado como una variante del método global de

381) Se emplean

particionado en fajas (stripwise partitioning - STRIP) (ver Dorneles
elementos fantasma (ghost elements) para minimizar la comunicacidon entre procesadores a

costa de redundancia en el esfuerzo computacional (ver Demkowicz et al. 1),

Todos los codigos paralelos fueron implementados en FORTRAN 90. La comunicacion

de datos entre computadoras se hace utilizando las librerias MPICH de acceso publico. Los
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codigos fueron originalmente compilados para ejecutarse en el SO Windows XP, inicamente
por ser el sistema operativo utilizado en el laboratorio de computacion del
CEMACOM/UFRGS. Como la unica exigencia con relacion al sistema operativo es el soporte
a la comunicacion en red y al API MPI, y dado que tanto FORTRAN 90 como MPI tienen
patrones que garantizan su portabilidad, los cddigos desarrollados pueden ser utilizados en
otras plataformas y otros sistemas operativos. Asi, posteriormente, estos mismos codigos
fueron compilados y corridos en Windows 7 y en las distribuciones Debian 9 “Stretch” y Red

Hat 6.3 de Linux (trabajo realizado en el CEDI de la UTN FRH).

1.4 OBIJETIVOS.

Como continuidad de esta linea de investigacion, son objetivos prioritarios de esta tesis

(los que también constituyen el aporte original de la misma) los siguientes:

1) Evaluar el desempeiio de los algoritmos de Taylor-Galerkin y CBS cuando se los
implementa con elementos hexaédricos isoparamétricos de ocho nodos con integracion
analitica de matrices elementales. Comparar sus desemperios y verificar las supuestas
ventajas de convergencia del método CBS frente al esquema TG. Realizar estas tareas
para flujos no viscosos, viscosos laminares y viscosos turbulentos, incorporando el
modelo de Spalart-Allmaras para ver su desempernio cuando se lo utiliza en este

contexto (FEM-TG-CBS-Integracion analitica-Flujo compresible supersonico).

Aqui interesa la comparacion de la calidad de resultados entre ambos esquemas y
convergencia y el andlisis de metodologias de estabilizacion para regimenes transonicos.
Como fuera expresado anteriormente, una de las caracteristicas que permiten al CBS mostrar
una convergencia mejorada es el uso de pasos de tiempo internos en la formulacion de las
matrices elementales. Sin embargo, segin entiende el autor de este trabajo, al comienzo del
mismo esta técnica de estabilizacion no habia sido probada aiun con el esquema TG. En este
trabajo se implementan pasos de tiempo interiores en el algoritmo de Taylor-Galerkin
explorando su desempefio, con la intencion de determinar si también el esquema explicito TG

puede ser estabilizado mediante el uso de estos pasos de tiempo interiores o no.

Interesa también analizar alternativas de integracion analitica, por ejemplo, utilizando
herramientas de resolucion simbolica (MAXIMA) para integrar algunas de las matrices
elementales (interesan principalmente las matrices convectivas), de manera que puedan
integrarse en forma completa sin adoptar valores constantes de la matriz Jacobiana y su

determinante en el centro del elemento.
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Con respecto a la simulacion de la turbulencia el foco estd puesto en la resolucion de
flujos de capa limite (Wall bounded Flow) turbulentos resolviendo las ecuaciones FANS
(Favre Averaged Navier-Stokes) con el modelo de Spalart-Allmaras. Al comienzo de este
trabajo no existian, segin el mejor entendimiento del autor, trabajos que combinen los
algoritmos explicitos de Taylor-Galerkin y CBS utilizados para resolver problemas
turbulentos compresibles con altos nimeros de Mach con la utilizaciéon de elementos
hexaédricos con integracion analitica y el modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras. Es de
interés del autor evaluar el comportamiento de estos esquemas en este contexto particular, con
la combinacion de técnicas recién mencionada. Especialmente interesa ver el desempefio de la
integracién analitica de matrices elementales con las mallas utilizadas para flujo viscoso

externo turbulento compresible, las cuales pueden presentar relaciones de aspecto elevadas.

También es importante mencionar que aqui se utiliza una variante conservativa de la
ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras, de uso poco frecuente, que fuera sugerida por

Spalart y Allmaras [*”) como una alternativa para flujos compresibles.

2) Realizar andlisis comparativo de los tiempos de computo del esquema TG y el método
CBS y, eventualmente, proponer cambios en estos esquemas intentando mejorar las

caracteristicas en términos de tiempo de calculo y convergencia.

Aqui el foco esta puesto en dar respuesta a las siguientes incognitas planteadas
anteriormente: ;Cudl es la magnitud del costo en tiempo de computo del Split realizado en el
método CBS cuando se lo compara con el esquema de TG? En caso de que existan diferencias
apreciables: ;Puede desarrollarse alguna solucion que presente las ventajas de ambos
esquemas, es decir, mejor convergencia sin costo adicional en términos de tiempo de

computo?

3) Elaborar codigos propios que, eventualmente, puedan ser utilizados en cursos de
posgrado y cursos de grado para impartir clases y que puedan servir de base a
investigaciones futuras sobre algoritmos especificos de calculo de problemas

aerodinamicos y de interaccion fluido-estructura.

Compartir con la comunidad académica los codigos implementados y los
conocimientos adquiridos durante el desarrollo de esta tesis es uno de los objetivos
propuestos. El tesista desarrolla actividades como profesor adjunto de Mecanica de Fluidos
de la Universidad Tecnoldgica Nacional, Facultad Regional General Pacheco (UTN-FRGP), y
a partir de 2016, también en el Centro de Estudios De Informéatica (CEDI) de la Universidad

Tecnoldgica Nacional, Facultad Regional Haedo (UTN-FRH), en el que colaboran el sefor
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Andrés Trapanotto y el ingeniero Juan Carlos Polidoro, con foco en la preparacion de los
codigos, previamente paralelizados, para ser compilados y ejecutados en clusters con SO

Linux (distribucion Debian) y otras tareas relativas al preprocesamiento de datos.

En particular, este ultimo grupo tiene como mision derramar los desarrollos y
resultados de sus actividades al resto de la comunidad académica de la Facultad Regional

Haedo, por lo cual este objetivo es compartido y concurrente con esta tesis.

1.5 RECUSOS DISPONIBLES Y MEDIOS DE FINANCIAMIENTO.
El presente trabajo se enmarca en los siguientes proyectos:

e UNLP 11/1141 “Disefio conceptual de vehiculo lanzador”, desde el 01/01/2010 hasta
el 31/12/2013

e UNLP 1198 “Ingenieria de un vehiculo lanzador experimental” Proyecto de
Incentivos. 01/01/2014-31/12/2017

e SNCAD 2012: “Mejoramiento de la conectividad y ampliacion de la capacidad de
computo existente en el GFC/GEMA”. Sistema Nacional de Computacion de Alto
Desempefio, SNCAD

e Proyecto de desarrollo de codigos e implementacion de algoritmos de simulacion
numérica del Centro de Estudios De Informatica (CEDI) de la Universidad

Tecnoldgica Nacional, Facultad Regional Haedo (UTN-FRH).
Durante el desarrollo de este trabajo se utilizaron los siguientes recursos informaticos:

e Una computadora Desktop con cuatro ntcleos de procesamiento y 8 Gb de memoria
RAM y SO Windows 7 de propiedad de tesista. (Esta maquina fue utilizada para
escritura de los codigos y compilacion en plataforma Windows 7, y ejecucion paralela
hasta con cuatro hilos (threads) de problemas de pequefio porte).

e Un cluster tipo Beowulf no homogéneo con sistema operativo Linux (Debian 9
“Stretch”) propiedad del CEDI UTN-FRH con seis nodos con cuatro nticleos de
procesamiento y 4 Gb de memoria RAM cada uno mads seis nodos de un nucleo de
procesamiento y 1 Gb de memoria RAM cada uno. (Este cluster no homogéneo es
ideal para preparacion y test de codigos y analisis de las técnicas de balanceo de carga
para la paralelizacion).

e Un cluster Linux (Red Hat) de la UIDET Grupo Fluidodindmica Computacional
(GFC) de la Facultad de Ingenieria de la UNLP con una capacidad de computo de 96

nucleos de procesamiento y 300 GB de memoria RAM en total. (Este cluster tiene
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potencia de célculo suficiente como para simular en problemas mayores con los

codigos ya configurados en el cluster del CEDI UTN-FRH).
1.6 CONTRIBUCIONES DE LA TESIS.

1.6.1 Contribuciones al avance cientifico y tecnologico.

Existen en la industria del software gran cantidad de paquetes comerciales y de codigo
abierto para simulacion de CFD (Computational Fluid Dynamics) que pueden abordar de
manera muy eficiente el tipo de problemas de flujo que se abordan en esta tesis. Sin embargo,
la mayoria de estos codigos estan desarrollados con el método de voliimenes finitos (Fluent,
CFX, StarCCM+, OpenFOAM). Algunos pocos paquetes estan basados en técnicas de
elementos finitos, pero no abordan flujos compresibles (Acusim, Acusolve). El software
COMSOL, basado en elementos finitos, puede abordar flujos como los que se analizan en este

esta tesis.

Si bien lo antedicho nos muestra una amplia gama de opciones para abordar la
problemadtica de flujos aerodindmicos compresibles turbulentos, la opcidon de desarrollar un
cddigo propio ofrece la alternativa de poder evaluar los diferentes algoritmos que existen para
resolver estos problemas cuando se utiliza el método de elementos finitos. Esto resulta
interesante para proponer mejoras a estos algoritmos y, eventualmente, conseguir mejorarlos
para hacerlos mas eficientes. De manera que, como ya fue expuesto a lo largo de todo este
documento, el objetivo principal es la investigacion sobre los algoritmos y su eventual

mejora, para lo cual es condicion necesaria la utilizacion de codigos propios.

De esta forma, el estudio (pasado, presente y futuro) de potenciales mejoras a los
algoritmos existentes basados en técnicas de elementos finitos es la principal contribucion de

esta tesis al avance cientifico y tecnologico.

Como parte del desarrollo de este trabajo se realizo la publicacion de un articulo en
revista con referato, (ver Burbridge [*”)), y varios articulos en congresos nacionales (por
ejemplo, referencias 2! °% entre otros que no se listan en las referencias). Asimismo, durante
el trabajo previo de maestria ya se habia publicado un articulo en revista con referato (ver
referencia 1?°)) y varios trabajos en congresos nacionales e internacionales que no fueron

incluidos en las referencias.
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1.6.2 Contribuciones a la formacion de recursos humanos.

Desde este punto de vista, esta tesis se propuso contribuir de diferentes maneras. El
desarrollo de software propio permitié desarrollar recursos humanos con especializacion en
problemas de fluidodinamica, algoritmos numéricos de solucion, métodos de programacion y

formas de implementacion de los algoritmos, paralelizacion y computo de alto desempefio.

Por otro lado, como fuera anteriormente mencionado, si se sistematizan y simplifican
los procesos de generacion de datos (preprocesamiento) y la integracion de los codigos dentro
de interfaces graficas existentes, se podra integrar la utilizacion de estos codigos en el dictado
de materias como Mecanica de Fluidos o Aerodindmica (Por ejemplo, en las carreras de
Ingenieria Mecéanica e Ingenieria Aeronautica de la UNLP, o en las Facultades Regional
Haedo y Regional General Pacheco de la UTN). Eventualmente, esto podra extenderse a otras

facultades regionales o en cursos de posgrado en los cuales pudiera resultar de utilidad.

1.7 ORGANIZACION DEL TRABAJO.
El texto de esta tesis estd organizado de la siguiente forma:

En el presente capitulo se da una introduccion con mencion del estado del arte, situando
al lector en contexto y brindando una perspectiva cronologica del desarrollo de los algoritmos
existentes para simular flujos compresibles con el método de elementos finitos. También se
mencionan las formas de abordar la simulacion de la turbulencia y se indica el trabajo de
paralelizacion realizado sobre los codigos. Luego, se describen los objetivos de esta tesis y
los recursos disponibles, y se mencionan las contribuciones de este trabajo y su continuacion

en el ambito del Centro de Estudios de Informatica (CEDI) de la UTN-FRH.

En el capitulo dos se dan detalles de las ecuaciones de gobierno, se desarrolla el
modelo de turbulencia con énfasis en el promediado de Favre y la aproximacion de
Boussinesq. El capitulo finaliza con una descripcion, en forma conservativa vectorial

compacta, del modelo matematico completo a ser resuelto.

En el capitulo tres se hace una extensiva descripcion de los algoritmos y esquemas de
Taylor-Galerkin, CBS y CBS de un paso. En este capitulo se introduce, también, el esquema

hibrido de Taylor-Galerkin modificado, que es uno de los aportes novedosos de este trabajo.

El capitulo cuatro trata de los métodos de integracion de las matrices, a nivel de
elemento, que se utilizan en esta investigacion. Aqui se indican los dos abordajes utilizados,

incluyendo la simplificacion que consiste en adoptar la matriz Jacobiana de la transformacion
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en el punto central del elemento y las técnicas utilizadas de integracion con software de

calculo simbolico.

En el capitulo cinco se abordan temas importantes de la implementacion, como ser los
métodos de captura de choque (flujo compresible), la forma de calcular los residuos y la
convergencia y, especialmente, algunos detalles sobre la paralelizacion de los cédigos que

incluyen las métricas obtenidas mostrando la eficiencia de esta implementacion paralela.

En el capitulo seis se muestran tres problemas de validacion y verificacion, en donde se
comparan los resultados obtenidos en este trabajo con los mostrados por las referencias y los
que se obtuvieron utilizando software comercial reconocido (ANSYS/Fluent 17.1). Pero,
fundamentalmente, estos ejemplos sirven para mostrar la eficiencia relativa de los algoritmos
implementados, mostrando las caracteristicas ventajosas de el esquema de Taylor-Galerkin

modificado propuesto en este trabajo.

En el capitulo 7 se mencionan las conclusiones del trabajo, indicando la aptitud de los
algoritmos para la paralelizacion, las observaciones respecto del comportamiento de la
implementacion del modelo de turbulencia y las caracteristicas en términos de eficiencia y
convergencia de los diferentes esquemas y algoritmos estudiados. También se indican las
lineas de trabajo futuro a través del Proyecto de Investigacion (PID) de la UTN FRH en el

marco de los trabajos realizados en el CEDL

Por ultimo, se agregan un anexo referido al tratamiento de las matrices Jacobianas de

Euler que aparecen en el esquema de Taylor-Galerkin y las referencias.
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CAPITULO 2

2 ECUACIONES DE GOBIERNO CON MODELO DE TURBULENCIA.

2.1 ECUACIONES DE CONSERVACION

Las ecuaciones que rigen el escurrimiento de un fluido viscoso vienen dadas por las

siguientes expresiones:
Ecuacidon de conservacion de masa:

d dpv;
9 dpv
ot axi

=0 @2.1)

Ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento:

a(pv]) + a(pvjvi) _ aO'ij _

0 2.2
ot axi axi 22
Ecuacién de conservacion de energia:
d(pe) Od(pev;) 0 dq;
e (pio: )+ =0 23
TR rat Al CL ) Rl 23)

todas ellas son vélidas en el dominio {2, sin términos fuente, y en todos los casos i, j = 1,2,3.
En las expresiones anteriores se tiene:
v" v; son las componentes de velocidad,
v' p esla densidad,
v’ 0;j = —pd;; + 1;; son las componentes del tensor de tensiones de Cauchy,
v 1;; son las componentes viscosas del tensor de tensiones,
v’ p es la presion termodindmica,
v' §;j es la delta de Kronecker,
v’ e es la energia total especifica,
v’ q; son las componentes del vector flujo de calor por conduccion,

v’ x; y t son las coordenadas espaciales y temporal, respectivamente.
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2.2 RELACIONES CONSTITUTIVAS: FLUIDO NEWTONIANO.

Para un fluido Newtoniano las componentes de tension viscosa vienen dadas por

— 9 [S 16vk6 LS = 1 0vi av] 24
Rt AR Y PARC) RG] PR @9
donde u es la viscosidad y el subindice & corre de 1 a 3.
Las componentes del vector de flujo de calor por conduccion son:
K ot 2
P = — —_— .5

donde K es la conductividad térmica, 7 es la temperatura y el subindice i corre de 1 a 3.

2.3 ECUACIONES COMPLEMENTARIAS (AIRE).

Deben considerarse la ecuacion de estado, la relacion entre las energias especificas
involucradas y una ley de variacion de la viscosidad y el coeficiente de conductividad térmica

con la temperatura.

La ecuacion de estado de los gases perfectos (aire) es la siguiente:

p=~-Dow (2:6)

La relacion de calores especificos a presion y volumen constantes, ¥, €s un niimero
adimensional y, para el aire, resulta: y = 1,4. La energia interna especifica u y la temperatura

se relacionan con las variables de campo independientes por la siguiente expresion:

1
u=c¢,T=e— SVivi (2.7)

donde T es la temperatura y ¢, es el coeficiente de calor especifico a volumen constante.
La ley de Sutherland se utiliza en este trabajo para establecer la dependencia de la

viscosidad y el coeficiente de la conductividad térmica con respecto a la temperatura. Esta ley

puede expresarse de la forma siguiente:

3 3

S+T, T \2 Sk +T, T \2

f K f

uzﬂrefTr;<T >; K=Keer —s—7 <T ) ey
ref K ref

Los valores de S y Sk pueden encontrarse en White (1974) [*! para la ley de Sutherland basada

en temperatura ($=110,4 K y Sk=194 K para el aire). En las expresiones anteriores, Tror €S

una temperatura de referencia, para la cual se conocen los valores de referencia fyer y Krep-
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2.4  ADIMENSIONALIZACION.

Como se menciond anteriormente, todas las expresiones indicadas en este capitulo
hasta aqui fueron adimensionalizadas. Las cantidades dimensionales utilizadas en la

adimensionalizacion de las ecuaciones se definen de la siguiente manera:

Vot = tr S es el tiempo adimensional,
Lref
v ox = X" son las coordenadas espaciales adimensionales,
¢ Lref*
v po=2 son las componentes adimensionales de velocidad,
l Coo*
v op = p es la densidad adimensional,
Poo”
v = P es la presion adimensional,
p=—"2=
Po” Coo
vV e = 9*2 es la energia total especifica adimensional,
Coo™
vV ou= % TZ* es la energia interna especifica adimensional,
Coo™

donde L,.r" es una longitud de referencia, ¢, y po” son la velocidad del sonido y la
densidad de la corriente libre no perturbada. En las anteriores expresiones se utiliza el
superindice asterisco (*) para indicar que la cantidad es dimensional. De aqui en mas, las
variables y parametros que no se indiquen con este superindice asterisco seran cantidades
adimensionales. Los términos que contienen temperaturas quedan expresados en funcion de la

energia interna especifica adimensional indicada arriba.

Con esta adimensionalizacion asi definida y, adoptando como estado de referencia a la
corriente no perturbada, las expresiones para la viscosidad y conductividad térmica

adimensionales resultan:

2.9)

M, S+uy [ u\s My v Si+ue/u\s
n= (o) K= &)

Re, S+u \ug " R, Pry, Sp+u \uy,

€0

En donde:

_ p:o Voz L’;‘ef

R
¢ Hoo*

(2.10)

o)

es el nimero de Reynolds no perturbado, y:
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— = Vi Vi
M:‘/v;*vl =\/12vl; Mp=—==-—=; ¢ =\yR'T*;

ct Co’
(2.11)
C* c * ]
= = —Du; y=-=14; R* =287 —
€= y@—Du; y = kg K

son el nimero de Mach local, el nimero de Mach no perturbado, la velocidad del sonido
local, la velocidad del sonido local adimensional, la relacion de calores especificos y la
constante particular del aire de la ecuacion de estado. El nimero de Prandtl se adopta
constante, resultando

Cp oo
Pr, = p — =10,72 2.12
£ Ko (2-12)

Finalmente, los coeficientes Sy Sk deben expresarse en forma adimensional segun las
siguientes expresiones:
¢, S* ¢, Sk

S = ——: S, = (2.13)
Cgoz K C;oz

2.5 ECUACIONES FANS (FAVRE AVERAGED NAVIER-STOKES).

2.5.1 Promediado de las ecuaciones de Navier-Stokes:

Cuando se reemplazan las tensiones y las componentes del vector de flujo de calor en
las ecuaciones de conservacion por las que resultan de las ecuaciones constitutivas para un
fluido newtoniano, se obtienen las conocidas ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones
podrian utilizarse en forma directa para hacer las simulaciones de los diferentes
escurrimientos (DNS); sin embargo, deberian utilizarse mallas extremadamente finas dado

que las mismas deben ser adecuadas para capturar las escalas mas pequefias de la turbulencia.

Como se indico en el capitulo 1, para evitar esto, otra forma de tratar la turbulencia es
por medio de la resolucion de ecuaciones de Navier-Stokes promediadas (RANS, Reynolds
Averaged Navier-Stokes, o FANS, Favre Averaged Navier-Stokes). En este enfoque se
transforman las ecuaciones de Navier-Stokes en un modelo matemdtico similar, pero con
variables promediadas en el tiempo, de manera que las ecuaciones resultantes solo ofrecen

una solucion para las variables promediadas ).

Osbourne Reynolds [+

propuso hacer una descomposicion de las variables,
separandolas en su media temporal mas sus fluctuaciones temporales turbulentas, es decir, si f

es una variable cualquiera:
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f=f+f (2.14)

en donde f es la media temporal definida mediante el siguiente filtro:

_ 1 (7
fz—f fdt (2.15)
2T J_;

siendo 7 un periodo de tiempo representativo, y las fluctuaciones turbulentas quedan definidas

por la siguiente expresion:

fl=f—Ff (2.16)

Se desprende, entonces, que:

f’=%j_T(f—ﬂdt=O; f=Ff 2.17)

Aplicando esta descomposicion a las ecuaciones de Navier-Stokes se obtienen las
ecuaciones RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes) que constituyen un sistema de
ecuaciones util para obtener las variables promediadas segiin se mostré arriba, es decir, v, , P,

entre otras.

Sin embargo, el procedimiento anterior es particularmente practico para el caso de
escurrimientos incompresibles, donde la densidad es considerada constante y donde la
ecuacion de energia generalmente se considera desacoplada, por lo cual no se consideran
fluctuaciones de densidad y temperatura. Pero en casos compresibles, donde las fluctuaciones
de densidad y temperatura (energia interna adimensional, con la adimensionalizacion utilizada
en este trabajo) deben ser consideradas, las ecuaciones RANS obtenidas con el filtrado de

Reynolds mostrado mas arriba conducen a un sistema de ecuaciones bastante complicado.

En casos donde los efectos de compresibilidad son importantes suele utilizarse el filtro

de Favre *4 definido por las siguientes expresiones:

f=Ff+f" (2.18)
T _
- dt
f= f—;"p—f = @ (2.19)
J o pdt P

en donde la barra sigue indicando el filtro de Reynolds y la tilde indica el filtro de Favre.

Considerando el filtro de Favre, algunas relaciones auxiliares importantes son las

siguientes:



pf"=0; pf=pf=pf; F" #0
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(2.20)

Y, considerando que el filtro de Favre conmuta con la derivada, entonces, aplicando este filtro

a las ecuaciones de Navier-Stokes ya adimensionalizadas se obtienen las siguientes expre-

siones [}

Ecuacidn de conservacion de masa:
% , 99
at axi

=0

Ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento:

o(p7)  0(pB7) 0P 0T, Oty _
ot 0x; dox; 0x;  0x;

Ecuacion de conservacion de energia:

0(p8) , 0(pe+p)v._0(5T;) , 3(Frey) , 04 , 0ars  0(vT)

at axi axl- axi axi axi 6xl-
1 a(p v]u v]u vlll)
+- =0
2 axi
Siendo:
Tt ij —p vl” 178
T T PR v

ty HlPu—3 dx, Yl YT 2 ox;  0x;
Qe = p v/ 'u”
__om
ql - axl

1 -
e=u+s00 th ke=507v

2
3 3

~_M005+uoo(ﬂ)2_ K—Mw ySk+uoo(ﬁ>2

=R, s+ \u,/)’ " R._ Pry Sp+1 \uy
p=—-Dpu

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Asi definido, este sistema de ecuaciones puede solucionarse para obtener las variables

U,; p; iy p. Constituye, por lo tanto, un nuevo sistema de ecuaciones que no permite

obtener la solucion del problema original sino la solucion para las variables filtradas. Ademas,
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para poder cerrar este sistema de ecuaciones y resolverlo existen cinco correlaciones que

necesitan ser modeladas, a saber:

v 1455 = —p v/ 1" son las tensiones turbulentas o tensiones de Reynolds (Favre),

v q:; = p v,/ u” esel flujo de calor turbulento,

v —v,"'t,, son las componentes de la disipacion de energia turbulenta,

v pvy" v 1" es ladifusion turbulenta,

v ok = > v, v, es la energia cinética especifica turbulenta adimensional.

Estos términos representan la “accion” que las fluctuaciones ejercen sobre la solucion
del problema entendida en términos de las variables filtradas y, como puede inferirse de sus

expresiones, son desconocidos si no se conocen las fluctuaciones turbulentas.

2.5.2 Aproximacion de Boussinesq:

Como fue indicado mas arriba, para cerrar el sistema de ecuaciones deben modelarse
los términos que involucran fluctuaciones turbulentas. Esto significa proponer expresiones y
ecuaciones que permitan estimar su valor en funcidon de variables del problema sin utilizar las

fluctuaciones turbulentas, dado que estas permaneceran desconocidas.

Esto condujo a la aparicion de diferentes modelos de turbulencia, algunos de los cuales
son mas apropiados para determinados tipos de problemas, siendo que ninguno es

universalmente valido y, por lo tanto, preponderante sobre los otros.

Los modelos de turbulencia pueden ser de primer orden o segundo orden segin el

tratamiento que se les dé€ a las tensiones turbulentas —p v," v,"" (0 —p v," v’ en las RANS).

Los denominados “modelos de primer orden”, o también “modelos de viscosidad
turbulenta” (EVM, Eddy Viscosity Models), utilizan la forma de las relaciones constitutivas
para modelar a las tensiones turbulentas 7. ;;. Este enfoque que propone la utilizacion de la
forma de la relacion constitutiva se conoce como aproximacion de Boussinesq [“®). Estos

modelos de primer orden, o modelos EVM, pueden ser lineales o no lineales.

Los denominados “modelos de segundo orden” resuelven las tensiones turbulentas 7 ;;

utilizando ecuaciones de transporte o sistemas de ecuaciones algebraicas directamente, sin

imponer una forma predefinida como en el caso de la aproximacion de Boussinesq.
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En la siguiente figura pueden verse algunos de los modelos existentes y su catego-
rizacion (LRR: Launder, Reece & Rodi; GL: Gibson & Launder; AMGS: Abid, Morrison,
Gatski & Speziale):

Modelos algebraicos )
) » Baldwin-Lomax
(sin ecuacion de transporte)

Modelos EVM

(Boussinesq para T ;) Modelos de “una ecuacién” Spalart-Alimaras

£ H n k-E

Modelos de “dos ecuaciones ew

RSM (Reynolds Stress Models) LRR

Modelos de 2do orden .
(Ecuaciones de transporte para los 7; ;;) GL
Modelos de Tensiones ASM (Algebraic Stress Models) Rodi
Algebraicas (Ecuaciones algebraicas para los 7, ;;) AMGS

Figura 2.1: Algunos modelos de turbulencia y su clasificacion.

En este trabajo se utiliza la aproximaciéon de Boussinesq con el modelo de Spalart-
Allmaras que da buenos resultados en problemas de aerodinamica externa. Para las
ecuaciones FANS definidas en las expresiones (2.21) a (2.30), la aproximacion de Boussinesq

adopta la forma siguiente:

— 1ov, 2 — 1lov, 07
ksij) Ly 231)

=20 (S, = 22X 6, ) — = pkeSiy; Sy == |t
fey “t<” 3 0 3P0 2y =705y T ax,

donde u; es la viscosidad turbulenta (eddy viscosity), k: es la energia cinética turbulenta y el
subindice k corre de 1 a 3. Ambas cantidades deberan ser obtenidas aplicando alguno de los

modelos de turbulencia.

La aproximacion de Boussinesq se puede generalizar para modelar al flujo de calor
turbulento de la siguiente forma:
= —K ou K, = Y 2.32
qei = F t—litprt (2.32)
donde K; es la conductividad térmica turbulenta y Pr; es el nimero de Prandtl turbulento el
cual suele adoptarse como constante y para aire es igual a 0,9 para capas limite (wall bounded

flow) y 0,5 para estelas de corte (shear layers).
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Los términos asociados a la disipacion turbulenta y a la difusion turbulenta suelen

modelarse en forma conjunta, como se muestra en la siguiente expresion:

n 1 n n 144 7 Mt a kt
VT, + E Py YT YT = — (,LL + G—k>a (2.33)
i

en donde g;, es un coeficiente cuyo valor depende del modelo de turbulencia adoptado y esta

asociado a la forma de calcular el valor de k; de dicho modelo.

Por ultimo, es importante recordar que todas las cantidades expresadas en este apartado
2.5 ya se encuentran adimensionalizadas segin el procedimiento indicado en la seccion 2.4.
Como se indicd, previamente, todas las magnitudes que se utilizan a partir de ahora son

adimensionales, a no ser que se especifique puntualmente lo contrario.

2.5.3 Ecuaciones FANS con aproximacion de Boussinesq:

Finalmente, luego de adimensionalizar las ecuaciones de Navier-Stokes, aplicar el filtro
de Favre y utilizar la aproximacion de Boussinesq, resulta el siguiente sistema de ecuaciones

que debe ser cerrado utilizando algiin modelo para estimar los valores de y; y k;:
Ecuacion de conservacion de masa:

dp dpv;

= 2.34
ot T w0 (234)

Ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento:

9(pv)) N 9(pvvi) Lo 0n

(2.35)
ot (')xl- axi axi
Ecuacién de conservacion de energia:
o(pe) , dlpe +p)vi 3(vTy) 94 i _ 236

at axi axi axi axi
todas ellas son vélidas en el dominio {2, sin términos fuente, y en todos los casos i, j = 1,2,3.

Las relaciones constitutivas, considerando la viscosidad turbulenta y la conductividad

térmica turbulenta, quedan definidas por las siguientes expresiones:

avi av] avk 2 2
T =1 la—x]‘Fa—xl +/16—xk5ij —3Pki m=ptpg A=—g Wt ) (2.37)
ou
qgi=—-kKk—; k=K+K,; (2.38)

)
axi
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siendo ; es el término difusivo-disipativo asociado a la energia cinética turbulenta k; en la

ecuacion de energia que viene dado por:

0k
Y = (u + &> : (2.39)

o/ 0x;

Aqui se sobreentiende que las variables son las variables filtradas segtn se indicé en la
seccion 2.5.1, por lo cual de aqui en mas ya no se utilizaran las barras y las tildes para indicar
esta operacion, la cual se da por sobreentendida, y se deja libre esta particular notacion para

otros usos.

2.6  MODELO DE TURBULENCIA DE SPALART-ALLMARAS

El modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras es un modelo de una ecuacion, porque
utiliza una ecuacion de transporte para determinar una variable ¥ asociada a la viscosidad
turbulenta y, mientras que no se calcula la energia cinética turbulenta, por lo cual
automaticamente se desprecian todos los términos que la contienen en el sistema de
ecuaciones. A diferencia de otros modelos de dos ecuaciones en los que generalmente se
utiliza una ecuacion de transporte para la energia cinética turbulenta, en este modelo, como ya

se indico, esta correlacion no se modela 1331,

Se define una variable ¥V (nu tilde) cuyas dimensiones son las de la viscosidad

cinematica y se utiliza la siguiente ecuacion de transporte para determinarla:

9(pv)  9(pTvy) _ O
ot (')xl- (')xl-

+P+D+Dp =0 (240)

v’ ¥ es la variable de la ecuacion de transporte del modelo de Spalart-Allmaras.
v' @, es el término difusivo de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras.

v' P es el término de produccion y D el de destruccion de la ecuacion de transporte de

Spalart-Allmaras.
v Dy contiene términos adicionales de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras.

El modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras no contempla el célculo de la energia
cinética turbulenta por lo cual todos los términos que la contienen se desprecian, incluyendo

; en (2.36) y el tercer término en (2.37).

Los términos ¢; en la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras vienen dados por la

siguiente expresion:
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_1 (u+ p?v) ov 2.41
P =SWT PV X (2.41)
donde o y cb> son constantes del modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras. La ecuacion de

transporte viene acompanada por los términos adicionales D que se expresan a continuacion:

b L ovov 1. 0p0v o
T a””axiaxi G(V v 0x; 0x; (2.42)

Finalmente, los términos de produccion y destruccion en la ecuacion de transporte de
Spalart-Allmaras se expresan de la siguiente forma:
<2

v
P=—cbySpV; D=cw; f, p (E) (2.43)

donde el primer término representa la produccion y el segundo la destruccion, cby, S, cwr y fw
son constantes y variables del modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras y d es la menor
distancia del punto (o nodo) considerado al contorno s6lido mas cercano. La ecuacion de
transporte utilizada aqui estd expresada en su forma conservativa, tal como puede
encontrérsela en el trabajo de S. R. Allmaras, F. T. Johnson y P. R. Spalart (2012) %! pero sin
considerar los términos de supresion laminar y “trip terms” incluidos en las expresiones

originales del modelo.

Para cerrar el sistema de ecuaciones ain es necesario definir todos los parametros

asociados al modelo de turbulencia de Spalart-Allmaras, los cuales se muestran a

continuacion:
2
0 =3; cby = 0,1355; cb, = 0,622
S=0+ fvz m; K=0,41
v2 1+ 1 fir N 4 1 ’ vl X3 T Cv13’ vl ’ (2.44)

1+c,3°%\e
fw:g<g6+c‘./v 6) ; Cwaz =2,0; g=T‘+CW2(T‘6—T‘); cwz = 0,3
w3

v cb; 1+ cb,

TTsee TR T T

donde Q es el médulo de la vorticidad dada por:
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Q=rotV; Q=vQ-Q (2.45)

La viscosidad turbulenta y la conductividad térmica turbulenta quedan definidas de la

siguiente manera:

- 14 C
e =pVfo; Ke=pep—; y=-=-=

1,4 .
Pr, . (2.46)

donde Pr; es el nimero de Prandtl turbulento el cual se adopta Pr, = 0,9 y ¢, y ¢, son los

coeficientes de calor especifico a volumen constante y a presion constante respectivamente.

2.7 ECUACIONES FANS INCLUYENDO MODELO DE SPALART-ALLMARAS EN
FORMA CONSERVATIVA COMPACTA.

En una descripciéon Euleriana, el sistema de ecuaciones en derivadas parciales que
gobierna la dinamica de gases compresibles, adimensionalizadas segun se indic6 en la seccion
2.4, filtradas con un filtro de Favre, utilizando la aproximacion de Boussinesq e incluyendo el

modelo de Spalart-Allmaras, puede escribirse, en su forma conservativa, como sigue:

AL SIS S 247
ot Tox, Tox, Q7 (2.47)

Siendo:

-~

p pV; ) ( 0 \
pvy pv1V; + pdis —T4
U = P, . F,. PV + poi .G, = i —Tip L
:) '\ J

pV3 pv3v; + pdis —Ti3
,Of v;(pe + p) TV +q — Y
pv pVY; J —Pi
(2.48)
0
0
Q= 0
o480,
P+D + Dy

Las tensiones t;;, las componentes del flujo de calor por conduccion g;, y los términos
Y;,9;,P,D y D se calculan como se indico en las expresiones (2.37) a (2.39) y (2.41) a (2.43)
respectivamente. El término 1; se incluyd aqui para mostrar las ecuaciones en su forma mas

completa, pero éste se desprecia ya que la energia cinética turbulenta no se considera.

Como se observo anteriormente, deben considerarse, ademas, la ecuacion de estado

(2.30), la relacion entre las energias especificas involucradas (2.28) y una ley de variacion de la
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viscosidad y el coeficiente de conductividad térmica con la temperatura (2.29), las cuales se

repiten aqui en aras a la completitud:

p = — Dpu; (2.49)
1
e=u+ Evivi + k¢ (2.50)
aunque aqui k; se desprecia. Ademas:
M., S + 2 M Sk + 2
= Mo St (i)z; k= Mo ¥V okt (i)z @.51)
R, S+u \u, R, Pry Sp+u \ue

Por ultimo, deben aplicarse condiciones iniciales y de contorno a las ecuaciones (2.48)
para tener el modelo matematico correctamente definido. Las condiciones forzadas de

contorno (o condiciones de contorno de Dirichlet) vienen dadas por:

v, =7, en I,

p= ’_’ en I (2.52)
u=u en [,

V= 17 en v

donde 7, , p,u y V son los valores prescriptos de las componentes de velocidad, la densidad
(masa especifica), la energia interna especifica y la variable ¥, en las regiones de la superficie

de contorno [, , I, , I, y I3 respectivamente.

Las condiciones naturales de contorno (o condiciones de contorno de Neumann) vienen

definidas, a su vez, por las siguientes expresiones:
ojnj=1 en I, (2.53)
gn,=q en I (2.54)
En las expresiones (2.53) y (2.54) se tiene:

v' n; son los cosenos de los angulos formados por el vector normal a la superficie I3; o I,

y los ejes de referencia globales x;,
v t, son las tracciones actuando sobre I,
v G es el flujo de calor normal actuando en I,

v' los efectos de la radiacion y la conveccion en las superficies de contorno no han sido

considerados.
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Para flujos no viscosos la ecuacion de transporte de la variable ¥ y los términos
difusivos G; en las ecuaciones (2.48) deben omitirse. En este caso, sdlo se prescribe la
componente de velocidad normal al contorno sélido (nula) y solo se tienen en cuenta las

componentes normales de las cargas superficiales en el contorno del dominio.
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CAPITULO 3

3 FORMULACIONES DE ELEMENTOS FINITOS.
3.1 EL ESQUEMA DE TAYLOR-GALERKIN.

3.1.1 Avance en el tiempo: serie de Taylor.

El esquema de Taylor-Galerkin (TG) fue introducido por Donea ['*! en 1984 y consiste
en una expansion temporal en series de Taylor y posterior discretizaciéon en el espacio

utilizando el método de Bubnov-Galerkin.

Para la discretizacion temporal, el vector U se puede expandir segin una serie de

Taylor como sigue, en donde se han omitido los términos de orden superior (Yoon et. al. 7))

AU™Y = At (aU)"+51 + At (020N + 3.1)
- ot 2 \ Jt2 '

donde At es el paso de tiempo, n corresponde al tiempo ¢ (paso de tiempo anterior), n+1

corresponde al tiempo t+At (paso de tiempo actual). Los indices S; y S, determinan si el

esquema sera implicito o explicito, dependiendo de los valores que adopten, y en la referencia

[47] se los indica como implicitness parameters.

Expandiendo las derivadas en (3.1)

n+s n n+1
E;_U 1:aa_U +516§—U 0<s,<1 (3.2)
t t t

o2u™  92y™  9%au™™! 0<s <1

2 Tow tom ST e
1 1

Adoptando los valores S = SYS2 =2y reemplazando en (3.1), resulta:
qut = g (U, 104U A (020" 1 924U™"" .
- at 2 at 2 \ otz 2 o2 G4

Se busca, luego, reemplazar las derivadas temporales de U™ y AU™! en (3.4). De (2.47)

se tiene:
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ou™  OF" 0G" 53)
ot B axi axi Q .

Derivado la expresion (3.5), se obtiene:

o2uU" o ( oF"™ 4G 56

atz B ot axi axi Q .
o2u™ a8 ( oF" 9G™\ aQ" .

otz dx;\ ot ot ot '

Usando la regla de cadena, se tiene:

o2U" 8 ( OF U™ 4G oU™\ aQ" s

gtz dx;\ oU ot 9oU ot ot '

Denominando:
n n

O _apy 250 _ gy (3.9)

— =AY, —
ou toau
donde A} y B} son matrices de 6x6. Observando que B} involucra derivadas de orden
superior a las que aparecen en A}, se desconsidera la matriz B}, o sea que se adopta lo

siguiente:

B =07 (3.10)

12 2

donde 0} es una matriz con todos sus elementos nulos. Aplicando diferencias finitas

avanzadas al término fuente se tiene que:

n n+1 n+1 _ on
Q" _4Q :Q Q (3.11)

ot At At

resultando, entonces, lo siguiente:

(3.12)

n
O*UT_ 0, n0U"_dQ™
ot? ox; Lot At

Las expresiones (3.5) y (3.12) también son validas para los incrementos, es decir:

aAUTH'l aAFin+1 aAGi‘l’l-l'l

ot  Ox; 0x;

—AQnH1 (3.13)

y, despreciando el incremento de AQ, se obtiene:

n+1 1
0*AU™ _ 9 (04U (3.14)
ot? ox; oot
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En (3.4) deben reemplazarse las derivadas segundas temporales por las expresiones
(3.12) y (3.14). Luego, sobre la expresion obtenida, se reemplazan las derivadas temporales
usando las expresiones (3.5) y (3.13). Haciendo caso omiso de los términos con derivadas
segundas de los términos difusivos con respecto a la posicion y reagrupando términos, se

obtiene la siguiente ecuacion para los incrementos de las variables:

oF.," 0G" At 0 oF;"
TS RLAL A Y PR

0x; Ox; 2 Oxy ox;
3.15
At[ 0AF™' 094G . At 9 L OAF? G19)
+—|- — —AQ" 4+ —— (A4, ——
2 axi axi 2 axk axi

donde At es el paso de tiempo, n corresponde al tiempo #, n+1 corresponde al tiempo 7+A4t, y

AFin+1 — Fin+1 _ FlTL' AGl'n+1 — Gin+1 _ Gln’ AQn+1 — Qn+1 _ Qn'

El cuarto término en el primer corchete de la expresion (3.15), que estd multiplicado por
At/2, es un término estabilizador de segundo orden que actia agregando cierto
amortiguamiento numérico. Este término permite contrarrestar las oscilaciones numéricas que
aparecen en problemas fuertemente convectivos, cuando se aplica el método de Bubnov-
Galerkin para la discretizacion en el espacio. Dado que este problema es caracteristico de los
términos convectivos, la estabilizacion sobre el término difusivo y el término fuente no son
estrictamente necesarias, lo cual hizo factible eliminar al término G; y también haria factible

eliminar al término Q™ dentro del término estabilizador.

Los términos que estan en el segundo corchete en la expresion (3.15) son de segundo
orden, y aparecen por haber adoptado los parametros s; = 1/2 y S, = 1/2 con lo cual el
esquema obtenido es implicito, ya que en dicha expresion las variables en el tiempo n+1 apa-
recen en ambos miembros de la ecuacion. Esto puede observarse claramente en la expresion
(3.4) notando que AU™*! aparece en ambos lados de la ecuacion. Sin embargo, este esquema
de avance en el tiempo podréd resolverse en forma explicita si, en lugar de pasar al lado
izquierdo de la ecuacion (3.15) todos los términos definidos en n+/, se utiliza un esquema
iterativo para resolver los términos en el segundo corchete. Esto se verd con claridad en la

proxima seccion. La ecuacion (3.15) se reescribe para indicar el paso iterativo como sigue:

OF: . oOF."
n+1 _ R R S, Y () - - n L n
AU —At[ — -— Q" + - (Ak o +Q )l

At 0AF™ 804G At 9 [, OAF M
= |- - —4 Ay

n+1 +_ L]
2 dx; dx; ! 2 0xy dx;

(3.16)
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donde se utiliza el subindice “I”” para indicar iteracion anterior e “/+1” iteracion actual.

Los términos iterativos en (3.16) permiten acelerar la convergencia y, normalmente,
tienen injerencia durante unos pocos pasos de tiempo en problemas donde se busca el estado
estacionario a partir de un estado inicial a través de un transitorio ficticio. Mas aun, segun la
experiencia adquirida por el autor de este trabajo, el término estabilizador iterativo no es

necesario en (3.16), ya que resulta de tercer orden.

De esta manera, teniendo en cuenta todas las observaciones hechas anteriormente,
puede plantearse una expresion simplificada sin mayor pérdida de exactitud, como se muestra

a continuacion:

OF"  0G;" At @ OF ;"
AU?IIl:Atl__l.__l_Qn-l__T(Akn i )l

n+1 n+1
P LA A
2 axi axi I

Sin embargo, en este trabajo se continuara utilizando la expresion (3.16) ya que es mas

(3.17)

completa y a la hora de realizar la implementacion en un cddigo no resulta significativamente

mas onerosa.

Las matrices Jacobianas de Euler A, (para k= 1,2,3) son presentadas en el Anexo I en

oF;"
axl en detalle. Debe observarse que se trata de tres
i

matrices (k = 1, 2, 3) de 6x6 cuyos elementos son Ak‘r‘r;l,l (param, [=1,2, ..., 6).

donde se desarrollan los términos A;"

Expandiendo la expresion (3.16) se obtiene, para cada una de las ecuaciones de

conservacion, lo siguiente:

Ecuacidon de conservacion de masa:

[ 0(pv))™ At 0 oF; "
Prey 0x; T3 dx, \ KLl gy,
[ n+l 3.18
LAt|_aWpy, n+l Ap g L 04(F), (19
2 0x; 2 Ox, \ KLU 9y

con/=1,2,...,6.



Ecuacioén de conservacion de cantidad de movimiento:

n+l _
Apvjl+1 At

a(pvjvi +p6u)n aTl'jn
- +
axl- axi

+At 0 (4n oF;,"
2 0x \ Fml gy

n+1
At aA(pvjvi + pé'l])l 4 aATij;H_l

2 axi axi

n

n+1
At 0 aA(Fiz),
2 Ox; | Kmi 0x;

con/=1,2,...,6 ym=j+1.

Ecuacion de conservacion de energia:

_0[(pe + p)v;]" N 3(ti;)" N oy;," g
axi axi axi 6xi

At 0 . OF"
+=—/( 4y
2 0xy St dx;

n+1
At| 94[(pe + vl N 0A(tijvj), N o4yt

Apelf = At [

2 (')xl- 6xl- 6xl-

n+1
Coaqtt ac o [, 9A(F),

dx; 2 Ox, \ KL 9y

con/=1,2,...,6.
Ecuacién de transporte de ¥ del modelo de Spalart Allmaras (SA):

0(piv)" ;"

— P — D" — D"
axi axi T

P aF"ln+P"+D"+D n
2 dx; \ Fol gy, T
+£ _aA(Pﬂvi)?H_l_aA‘Pi?H
2 axi axi

n+1
At 0 n ‘M(Fil),

—ADn+1 —AD n+1 —_—— 14
! ro 2 dx; | Fel 0x;

— APttt

con/=1,2,...,6.

36

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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En la expresion (3.20) los términos donde aparece 1; no se consideran con el modelo de
SA, mientras que en la expresion (3.21) los valores de ¢;, P, D y Dy surgen de las expresiones

(2.41) a (2.43).

Se puede observar que, para los términos de estabilizacion, la matriz A} provoca en
cada ecuacion de conservacion un acoplamiento con todo el vector de flujo F}' y no
solamente con la parte de este vector correspondiente a cada ecuacién de conservacion en

particular.

3.1.2 Discretizacion en el espacio: FEM Galerkin.

En las expresiones (3.16) o, lo que es lo mismo, (3.18) a (3.21), todas las funciones
implicadas ya se han discretizado en el tiempo, pero no en el espacio. Los vectores U, F;, Q y

G, siguen siendo funciones continuas de la posicion, lo que significa que, por ejemplo:
F" =F"(x) (322)
Ademas, los incrementos temporales que aparecieron son también funciones de la
posicion, lo que significa tener, por ejemplo:
AF™ = AF " (x) = F™*Y (%) — F" (%) (3.23)

Para discretizar en el espacio el dominio continuo, se utiliza el FEM, que consiste en
dividir el dominio en elementos. Las variables de campo se aproximan dentro de los
elementos, a través de polinomios que interpolan los valores de estas variables a partir de sus

valores en los nodos de los elementos.

En este trabajo se utilizan elementos trilineales hexaédricos de ocho nodos. Por lo

tanto, se tienen ocho funciones de interpolacion, que constituyen la siguiente matriz:
[]=[P1 @, @3 @ D5 Py P; Pg] (3.24)

Después de la discretizacion del dominio, las variables aproximadas obtenidas por

interpolacion se representan mediante las siguientes expresiones:

=

u" = [@] {U}" (3.25)
F" =[o] {F}" (3.26)
Q" = [@] {Q}" (3.27)

En estas expresiones, {U}", {F}" y {Q}" son vectores de valores nodales. Por ejemplo,

para el vector de variables de campo se tiene:
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( {p})
{pv,}
n _ {pv,}
{uy* = {pv3}> (3.28)
{pe}
\ {pV} J

donde, por ejemplo, el vector {pv,}" contiene los productos de los valores de p y v, en cada

uno de los ocho nodos del elemento, es decir.

(pv1)1 "
{pv}" = (p 71)2 (3.29)

(P1;1)8

Los vectores restantes se expanden de la misma forma.

Cabe destacar el hecho de que los vectores U™ , F l-n y Q" , que aparecen en el lado
izquierdo de las expresiones (3.25), (3.26) y (3.27), contienen las variables aproximadas,
formadas por los productos de las funciones de interpolacion constituidas por polinomios

conocidos, y los valores nodales de las variables que son las incognitas del problema a

. . =n . , , .
determinar. Sin embargo, el vector G; no ha aparecido aqui, dado que estos términos

necesitan un tratamiento especial.

Una vez realizada la discretizacion, es necesario adoptar un método que permita
establecer ecuaciones para determinar los valores nodales de las variables, de modo que se
minimice la diferencia entre los valores de las variables aproximadas por interpolacion y los
valores de la solucion exacta para las variables que fueron las incognitas originales en el

modelo matematico continuo.

Si en el sistema de ecuaciones dado por la expresion (3.16), ya discretizada en el tiempo,
se reemplazan las variables incognitas por las variables aproximadas (dado que, precisamente,
estas ultimas no son la solucion exacta del sistema) las ecuaciones no seran satisfechas por

esta solucidn aproximada, dejando un residuo para cada ecuacion.

En el contexto del FEM, el método de los residuos ponderados consiste en minimizar el
residuo que surge de reemplazar las variables incognitas en el sistema (3.16) por las funciones

aproximadas en el elemento.

Entre los métodos de residuos ponderados que se pueden utilizar, en el método de
Bubnov-Galerkin se pondera al residuo utilizando las mismas funciones de interpolacion

utilizadas para interpolar las variables. Luego se minimiza al residuo, asi ponderado,
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exigiendo que el producto interno del residuo y las funciones de interpolacion sea nulo, es

decir:
f [®]"R dQ = {0} (3.30)
Q

donde R contiene los residuos de las ecuaciones, dados por:

-~n ~n =n
_ap;-. _aai. _gnaleo <71k” oF, +O">

R =AU} — At

ax;  ox; 2 9xp ax;
. N . (3.31)
LA a4F," aaG, " st 1At 2 (4 a4aF; "
2 axi axi QI 2 axk k axi

Asi, resolviendo las ecuaciones (3.30) para los valores nodales de las variables de
campo, se obtiene la solucion del problema discretizado, ya que estos valores son
precisamente los que minimizan al residuo y, por lo tanto, mejor aproximan a la solucion

exacta con las funciones de interpolacion que fueron previamente definidas.

Como se menciono anteriormente, los términos difusivos contenidos en el vector G} no

pueden ser interpolados en forma directa, como se muestra a continuacion:

~

G = [?] {G}" (3.32)

La expresion (3.32) no se puede utilizar directamente porque esto implicaria tener los
valores nodales {G;}" del vector G}y, dado que los términos difusivos y de conductividad
térmica contienen derivadas segundas de las variables de campo, estos valores nodales no se
pueden obtener cuando el elemento utilizado es lineal (como ocurre en este trabajo). Por lo
tanto, es necesario integrar por partes utilizando el Teorema de Gauss-Green, lo cual permite

disminuir el orden de las derivadas dentro del integrando.

Por otra parte, al aplicar el Teorema de Gauss-Green y resolver las integrales del tipo
(3.30) para los términos G}', resulta obligado trabajar con las ecuaciones por separado usando
expresiones del tipo de las (3.18) a (3.21) y ya no se puede manejar una Unica expresion

vectorial del tipo de la (3.16), dado que las matrices diferiran dependiendo de la ecuacion.

Entonces, aplicando el método clasico de Bubnov-Galerkin a las expresiones (3.18) a
(3.21) en el contexto del método de los elementos finitos, aplicando el teorema de Gauss-

Green a los términos con derivadas segundas y, adoptando las siguientes abreviaciones de

notacion: {F} = {pv}; (FE") = (pvi; +poy )i (FEY = ((pe + pvidi (FE4) = (pvid), sc
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obtienen las siguientes ecuaciones matriciales (ver Burbridge & Awruch *); ver Anexo I) en

donde se han omitido algunos términos de contorno que son despreciables:

Ecuacidon de conservacion de la masa:

{p¥it = AtMp]71 (= [B:] (FMY™ — [y {FSMY)
At

+ 5 [Mp]? (— [BJ{A&M}?“ [ {aFGMY™)

(3.33)

Ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento:

n+1

{apv)}, = At[Mp) (= [BCIFSMY" — [Af]{wid™ — [4]](p}"

— [yl + (1))
+ 28 (- BC{aFg™ -

2
=[Dyj|{av*)

(3.34)
[A ]{Av }n+1 [AV]{Ap}n+1

Ecuacion de conservacion de energia:
{dpe}itt = At[Mp]™* (= [BCUFFY" — [AT|FMY" - [4°](p)"
—[Eil{v}" = [KT{u}" +H{g}")
A _
+ 2 M1 (—[BCIARE Y™ — [AZ)EaRMp+ — [47)app
—[EJ{4v 37 — [KH{Au}?™)

Ecuacioén de transporte de V (SA):

(3.35)

(WYt = atMp] ™ (~[BCIFY" — [47] (o)
~[MIQ)" + [L]{Qu}" ~ [Ds1(7™)
At n+ .
+ S M1 (~ GRS — (A
~[M1AQ}!** — [Dy (AT} ™)

(3.36)

Siendo:

T2 ox; 0x; di;

Qp QNE

dragie

Xk axl

_ At [ole]" 9[g]
[“ij]

At
== f([qﬁ]{vk}”) das; (3.37)

b d 191" 19) 91 s
a5 = 5 [asm e 5% aos [y j (19)(w)") S5 212 g,
Ng

)



41

T 2
=% [aguem 22 2 g, e=ye—5; 5= -1
a1 _ n [¢>]T a[(.‘b] 5 . 0le]" a[e]
[47] = f([¢{e I e e d 4] =5 j(¢]{}> dn
[BC;] = [B;] + [C];
( (9] 0[¢1" o] t=1-k=23
A e AL R
P (61" al9] o
inf ox; T dn + f/l 6%, ox, dn, sii #j
J— . A_ 2
n=utps A=-31
T
(£ = j Incsito 52 984 gy S 210 4
n ¢]T d[¢]
fu ) S-S do
[K] = f"agif aa[f] d2; k=K+K, (3.37)
o i i
1= (417161 do
Qg
0 .
3 para los términos de la diagonal ppal.
[Mp] = {
0 para todos los términos fuera de la diagonal ppal.
1 U
il = [ S+ Qottoryn 528 g

Qp

{Q}" = —cby (SMg {p7}" + ewi (£ {p (2) } _& w" )E<a17 ) (av > v

d0x; dx;
1. . ap™\ [ov"
+ ;[(V )g + (7)E] (axi ) <6xl )E{}
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IR
Q" = —cb, SMlpTv + ewy (s {p (5) vi}

cb, n oV v
—7(0 )E(axi ) (a_xl ) {v;}
E E

a n a~n
#2109+ (52 ) (57 ) o

axi axi

" ] n 0 d
{f;} = '[[CI)*]T [T] <ﬂ Uj} +a[—x¢;]{vi}"> + 4 (% {vk}n> 61]] n; dr

axi
I'e

(3.37)

. | (0lP] , n 0lBl, A (AP
(q)" = If[q) 1" ([@){v;} )[17 <a—i v;} +a—fj{vi} >+/1<6—:fk {vi} >5ij] n; dr

+ ][CID*]T K <M{u}n> n; dI

axi
I'e

En estas expresiones Q¢ y [¢ son el volumen del elemento y su superficie de contorno
respectivamente, las expresiones con subindice £ son promedios de elemento, [@] = [D;, D2,
... Ds] es la matriz fila que contiene a las funciones de interpolacion para cada nodo local,
[@*] es la matriz fila que contiene las funciones de interpolacion evaluadas en el contorno de
las superficie, [M] es la matriz de masa consistente [Mp] es la matriz de masa concentrada y
{"={1 1 1 1 1 1 1 1}. Los términos que involucran la energia cinética
turbulenta han sido despreciados. También se despreciaron los términos de contorno que
aparecen en la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras y en los términos iterativos de
todas las ecuaciones.

Como se dijo en apartado anterior, el esquema de avance en el tiempo dado por la
expresion (3.15) es, en primera instancia, implicito. En principio, esto implica que, al aplicar el
método de Bubnov-Galerkin para obtener una expresion de recurrencia para AU™*!, deberian
pasarse al lado izquierdo de la ecuacion todos los términos definidos en n+1/, resultando, por
lo tanto, imposible obtener un sistema de ecuaciones desacopladas. Si esto fuera asi, deberia

resolverse un sistema de ecuaciones algebraicas acopladas a cada paso de tiempo.

Sin embargo, la forma de la expresion (3.15), obtenida al elegir los parametros s; = 1/2
y S, = 1/2, permite resolver los términos del segundo corchete de (3.15) en forma iterativa
como se indicd en las expresiones (3.16) a (3.21), con lo cual en el lado izquierdo de las
ecuaciones ya discretizadas resulta inicamente la matriz de masa consistente multiplicada por
los incrementos AU™1. Esto permite reemplazar a la matriz de masa consistente por la matriz

de masa concentrada que, al ser diagonal, puede pasar directamente al miembro derecho de la
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ecuacion, simplemente dividiendo cada ecuacion por cada uno de los elementos de la matriz
de masa concentrada, resultado un sistema de ecuaciones desacopladas. Esto se indica en las
expresiones (3.33) a (3.36) con la matriz de masa concentrada invertida en los miembros

derechos de dichas ecuaciones.

Entonces, resuelto de esta forma, este esquema de Taylor-Galerkin expresado en las
ecuaciones matriciales (3.33) a (3.36) constituye un esquema explicito que resulta con-

[48

dicionalmente estable 1% 481 Utilizando la inversa de la matriz de masa diagonalizada (masa

concentrada) no se requiere la inversion de la matriz de masa consistente.

Una vez ensambladas estas ecuaciones para todos los elementos de la malla y aplicadas
las correspondientes condiciones de contorno, los valores nodales de p, pvj, pe y pV se pueden
calcular, a cada paso de tiempo, usando un esquema iterativo para los términos en n+1/ del
lado derecho de las ecuaciones. Sin embargo, esta iteracion solo resulta necesaria durante

pocos pasos de tiempo, por lo cual no resulta onerosa en términos de tiempo de computo .

Entonces, los valores nodales de las componentes de velocidad, energia total especifica
y de la variable ¥ pueden obtenerse inmediatamente. Luego se calculan los valores nodales de
la energia interna especifica y, utilizando la ecuacion de estado, los valores nodales de
presion. Para casos no viscosos, donde los términos viscosos no son tenidos en cuenta, se
omiten los términos que contienen a las matrices [D;], [Ei] y [K], los vectores {f;}" y {¢q}" y la

ecuacion de transporte para el modelo de turbulencia de SA completa.

Considerando que este algoritmo es explicito, el mismo resulta condicionalmente
estable. La condicion de estabilidad de Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) para cada elemento,
en forma adimensional, viene dada por:

Lg

Atg :'B(M+ 1c

(3.38)

donde Lk es la longitud caracteristica adimensional del elemento, ¢ es la velocidad del sonido
adimensional promedio de elemento, M es el Mach local en el elemento y £ es un coeficiente

de seguridad cuyos valores se encuentran en el intervalo 0.2 <4<0.7.
3.2 ELMETODO CBS.

3.2.1 Meétodo CBS - Split A.

El algoritmo CBS para flujo compresible consiste en cuatro pasos (ver Zienkiewicz &

Codina '), En el primer paso se calculan valores intermedios de las variables conservativas o
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variables de flujo de las ecuaciones de cantidad de movimiento omitiendo los términos que
contienen gradientes de presion. En el segundo paso se resuelve la ecuacion de continuidad
para obtener los incrementos de densidad en el fluido. En el tercer paso se actualizan las
variables de flujo de las ecuaciones de cantidad de movimiento. Finalmente, en el cuarto paso
se resuelve la ecuacion de la energia y de transporte de SA y se calcula la presion usando la
ecuacion de estado. Una vez planteada la discretizacion en el tiempo propuesta por el método

CBS - Split A se obtienen las siguientes ecuaciones:

Paso 1: Resolucion de las variables de flujo de cantidad de movimiento intermedias:

O(pvjvl-)n N oty +ﬁv .0 <6(pvjvi)n>]

A(pv))"" = 4t |-

0x; dx; 2k dxy 0x; (3-39)
Paso 2: Resolucion de la ecuacion de continuidad:
Ap™t = At 9w —lM(pUJ)jH +ﬁi(@) (3.40)
dx; 2 dxp 2 0x; \ Ox; :
Paso 3: Calculo de la correccion de variables de flujo de cantidad de movimiento:
A(pv)"" = a(pv))"" + 4t [— aa—zj; + %Vk" aixk( ?j:)l (3.41)

Paso 4: Resolucion de la ecuacion de la energia y ecuacion de transporte de V (SA):

_ 0[(pe + p)v;]" N 3(ti;)" N oy;," g

A(pe)™t! = At

axi axi axi Oxi (3 42)
At 9 (dl(pe+pv]" '
+_Ukn
2 0xy, 0x;
d(pvv)" A"
SN+l _ _ __ pn _ nn _ n
A(p7) = At l o, + ox, P* — D™ — Dy

(3.43)

At 0 <6(p17vi)"

+— +P™ 4+ D™ + D"
0x; ' )l

v
2 k axk

Las expresiones anteriores constituyen la version explicita del método CBS. Este
método puede plantearse tanto en su version explicita como en sus versiones implicita y semi-
implicita 1!, En forma semejante al esquema TG, en el caso del método CBS esto depende de
la seleccion de dos parametros que, para este tltimo método, se denominan 6; y 6, y que, en

las expresiones (3.39) a (3.43), ya han sido previamente fijados en los valores 6; = 1/2 y
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6, = 0 como para obtener la version explicita. Esta version es, entonces, condicionalmente
estable por lo cual el paso de tiempo debe definirse teniendo en cuenta la expresion (3.38) al

igual que con el esquema TG.

Una vez planteada la discretizacion temporal se procede a la discretizacion en el
dominio espacial utilizando el método cldsico de Bubnov-Galerkin. Los términos que
involucran derivadas segundas de la posicion en las expresiones aproximadas se integran por
partes utilizando el teorema de Gauss-Green para relajar las exigencias sobre las funciones de
interpolacion en términos de continuidad en la frontera entre elementos. Una vez

implementado este método se obtienen las siguientes expresiones:

Paso 1: Resolucion de las variables de flujo de cantidad de movimiento intermedias
+1 _
{400} = Atere[Mp] (= [BCH ] {pvyvi}" — [Dyj] fwid™ + {£}") (3.44)

Paso 2: Resolucion de la ecuacion de conservacion de la masa:

(49" = At M1 (= (B (MY~ 3 [B] {Apuit =~ [PY)" + (1)) 649

Paso 3: Calculo de la correccion de variables de flujo de cantidad de movimiento
+1 +1 _
{2pv;}"" = {2pv;}" + At [Mp] 71 (— [BCH;] {(p}™) (3.46)
Paso 4: Resolucion de la ecuacion de la energia y ecuacion de transporte de V (SA):
{Ape}™* = At [Mp]™ (= [BCHIFFY" — [E{vi}" — [K]{u}" + {q¢}™) (3.47)

{ApTyH = Aty [Mp1(— [BCH] {FF4}" — IM1{Q}" + [L1{Qv}" — [Dy] (7})  (348)

Las matrices [M], [Mp], [Dj], [Eil, [Li], [Dy] y [K] y los vectores {fj}" v {g}" son los
mismos que los obtenidos con el esquema TG. Sin embargo, para el algoritmo CBS aqui

implementado, aparecen las siguientes matrices y vectores que deben considerarse:

9]
(1" (% {p}") ng dr

[BCH;] = [B;] + ([C;] + [H;]) (3.49)

= Zin f [—{ }n] o1 28 an

Aty (Olp)Talg] At
2 jaxi ax; d0 = [ay]; {R}" =

Qp Ig

[P] =

en donde las matrices [B;] y [C;] son las que ya se tenian en (3.37).
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Las ecuaciones fueron resueltas, en primera instancia, con un valor uniforme de Af en
toda la malla de elementos finitos, adoptando el menor valor entre todos los Atz obtenidos
aplicando la expresion (3.38). Sin embargo, algunos investigadores [**! han determinado que la
utilizacion del A¢ local en los términos estabilizadores del método CBS (aquellos que
contienen derivadas segundas de las variables de flujo o de la presion) proporciona mejor
estabilizacion de las aproximaciones espaciales. Por lo tanto, al formar las matrices [BCH,] y

[P] y el vector {h}" se utiliza un paso de tiempo local At = Ati.

El paso de tiempo que domina el avance en el tiempo es el externo (Atfex), el que
aparece en las ecuaciones (3.44) a (3.48), mientras que el paso de tiempo interno (At;,;) es un
valor que solo afecta a ciertas matrices y vectores en las ecuaciones de elemento y puede

adaptarse para que sea tal que la convergencia general del método CBS se vea mejorada.

Efectivamente, en el trabajo antes mencionado se muestra claramente que el método
CBS con paso de tiempo interno presenta una mejora de convergencia cuando se lo compara

con el mismo método CBS con paso de tiempo unico, y con el método TG.

3.2.2 Método CBS - “single-step”.

Una variante del método CBS que implica cierta simplificacion adicional permite
eliminar la operacion de “Split” de cantidad de movimiento de manera de obtener un
algoritmo de un unico paso. Los autores (ver Zienkiewicz et al. Pl) sefialan que esta variante
permite ahorrar tiempo de coémputo con relacion al método CBS, pero sugieren no utilizarlo

para altos numeros de Mach.

Una vez realizada la discretizacion temporal que surge de hacer las simplificaciones

sobre el CBS (con los valores 8; = 1/2 y 6, = 0), las ecuaciones resultan:

Ecuacidén de conservacion de masa:

(3.50)

d(pv)™ At 0 ;dp™
A n+1 — A _ __(_)
P tl axl- 2 6xi axi

Ecuacidn de conservacion de cantidad de movimiento:

n n n
Apvjn+1 — At [_ a(pvjvl- + pé'l]) + aTij n At n d <a(pvjvi + pSU) )] G351)

0x; dx; 7”'{ 0xy dx;
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Ecuacion de conservacion de energia:

Ape”“ — At - [(pe + p)v a(Tl]v]) al/)l _ aqin
dx; dx; 0xl 0x; 652)
LAt 9 (lCpe +p)vi” |
2 Vi 0xy, dx;
Ecuacioén de transporte de V (SA):
a(piv)"  0g;"
Api™tl = A — P — D" — D"
pv t l axi + axi T
N 3.53)
At a (d(piv)" (
— n Pn Dn D n
2 Vi axk< axi + + + T

Nuevamente, en la expresion (3.52) los términos donde aparece y; no se consideran,
mientras que en la expresion (3.53) los valores de ¢;, P, D y Dy surgen de las expresiones (2.41)
a (2.43). Una vez aplicado el método de Bubnov-Galerkin para la discretizacion espacial con el

FEM, se obtienen las siguientes ecuaciones matriciales elementales:
Ecuacion de conservacion de la masa
{Ap}3™*1 = Atere[Mp] ™ (= [BJ{F"}" — [PI{p}" — {h}™) (3.54)
Ecuacion de cantidad de movimiento
{(2pv) )™ = Aty [Mp]~* (= [BCHH{FEMY" — [Dy]w™ + ()" (3.55)
Ecuacion de la energia
{Ape}™™ = Ator[Mp]™ (= [BCHIFFY" — [E{vi}" — [K]{u}" + {q}™) (3.56)
Ecuacién de transporte de ¥ (SA)
{ApTy™*t = At [Mp] ™ (= [BCHI{FHY" — IMIQ)" + [Li{Qui™ — [Ds1{7}")  G57)
Siendo todas las matrices y vectores los mismos que ya fueron indicados anteriormente.
3.3 ESQUEMA HIBRIDO: TAYLOR-GALERKIN MODIFICADO (MTG: Modified

Taylor-Galerkin).

Se presenta aqui un esquema alternativo a partir de algunas observaciones realizadas en
este trabajo. Asi, el esquema hibrido aqui propuesto es novedoso, en el sentido que es
consecuencia de los estudios realizados con los algoritmos ya conocidos, T-G y CBS, y de las

propuestas que se detallan a continuacion.
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En primer lugar, es importante sefialar que los términos estabilizadores (aquellos
afectados por la matriz Jacobiana de Euler A} en el esquema TG y por v} en el método
CBS) tienen como objeto, como ya se indico, aportar cierto amortiguamiento para estabilizar
las oscilaciones numéricas que surgen de aplicar Bubnov-Galerkin a los términos convectivos.
Es por ello por lo que, a priori, estos términos podran tener diferente forma, incluso una forma
que no sea estrictamente derivada del desarrollo matematico formal, siempre y cuando se
pueda determinar que la nueva forma adoptada para estos términos aporte la cantidad

adecuada de amortiguamiento.

Comparando estos términos correspondientes a ambos esquemas, TG y CBS, se
observa que son similares, difiriendo en que el método CBS la matriz esta afectada por v} y

no por A};. Es decir, en el esquema TG tiene la forma siguiente:

At 0 n oF;"
2 20\ x (3.58)
mientras que en el método CBS tienen la forma genérica siguiente:
At 9 (OF"
2 U 3x, \ o, (3.59)

En el capitulo cuatro se vera que tanto los valores de A} en el esquema TG como los
valores de v} en el método CBS seran adoptados constantes como parte del método de
reduccion parcial de las integrales que se utiliza para poder integrar analiticamente. Si dichos
valores son tomados constantes, la diferencia entre tenerlos dentro de las derivadas respecto
de x;, o fuera de dichas derivadas, se desvanece (y la matriz [H;] del método CBS se anula).

Esto ultimo sugiere la idea de adoptar la siguiente simplificacion:
AT =] (3.60)

siendo 7 la matriz identidad de 6x6, lo cual conduce a la siguiente expresion para los términos

estabilizadores en el esquema TG:

At 0 L OF"
2 0xy Vi d0x; (3.61)

De esta forma, para el esquema de integracion que se utiliza en este trabajo, se

incorpora exactamente la misma cantidad de amortiguamiento que en el método CBS con la

evidente ganancia en simplificacion de las ecuaciones (3.33) a (3.36) por la eliminacion de los

términos asociados a las matrices [Afj], [A]V], [4%], [Aig], [AV]. El esquema que resulta de
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aplicar la simplificacion (3.60) al esquema TG conserva las caracteristicas principales de este
esquema, y difiere del método CBS en que no se requiere la separaciéon de variables
caracteristica de este tltimo método. Ademas, otra diferencia importante con el esquema CBS
esta dada por la ecuacién de continuidad, la cual se transforma y resulta en la siguiente

expresion:
At
(ot = 81,1 = [BG] (R + 5 (= [BGI W) 662

El sistema de ecuaciones resultante estd compuesto por la ecuacion (3.62) y las
ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) en donde se eliminan los términos que contienen a las matrices
[Afj , [A]V], [4%], [A?], [AV]. El sistema completo y la forma de obtenerlo puede verse en la
referencia [29]. En dicha referencia ya se utilizaba esta variante para el esquema TG y los
resultados obtenidos en dicho trabajo mostraron que no existen diferencias apreciables entre
usar la matriz A} completa o utilizar v}} I para nimeros de Mach mayores que uno. Aqui

denominaremos a esta variante como esquema TG?2.

Por otro lado, puede observarse que, si en la matriz Jacobiana de Euler A} las
derivadas del vector de flujo F; con respecto al vector de las variables conservativas U se
realizan componente a componente (correspondiente a cada ecuacidon de conservacion
separadamente) y se desconsideran los términos de presion, esta matriz resulta Ay = v/ 1,

€COmo se propuso en (3.60).

La simplificacion mencionada arriba pareciera introducir ciertas oscilaciones en zonas
de muy baja velocidad, pero trae aparejada una considerable reduccion de tiempo de computo.
Ademas, durante el desarrollo de este trabajo resultd evidente que el principal problema de
estabilizacion a resolver estda dado en los valores de densidad y presion los cuales,

fundamentalmente, estan controlados por la ecuacion de continuidad.

Con el fin de obtener un método igual de eficiente que el esquema TG2, pero con las
propiedades de convergencia del método CBS, teniendo en cuenta la anterior observacion, se
propone ahora una modificacion adicional al esquema TG2 que consiste en cambiar el
término estabilizador en la ecuacion de continuidad por una expresion similar, pero definida a

partir de la presion, como la que se utiliza en el método CBS single-step.

Dado que el esquema TG2 presenta buena convergencia para Mach supersonicos,

resulta conveniente plantear esta modificacion Unicamente en regiones donde el Mach local
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sea menor que uno. Para esto se propone una funcion de ensamble (blending function) “w” de

tal forma que:

A = At {_a(p”i>” 2o () L <vkna(pvi)">l}

axi 2 axi axi d Kk axi 163
JAt( oMUt at[ o (omprtty 0 (0 0@ew)itty ) P
2 axi 2 waxi axi @ axk Vk axi
en donde:
1 si M<1
w={—M+2 si 1<M<?2 (3.64)
0 si M=?2

Las ecuaciones de cantidad de movimiento, de energia y de transporte de ¥ (SA) no se
modifican con respecto al esquema TG2, y se mantienen los términos iterativos, por lo cual
este esquema continda respondiendo a la forma del esquema TG (no es CBS). Con respecto al

esquema TG, unicamente se eliminan los términos donde aparecen las matrices [Afj], [A]V],

[4%], [A?], [AT’] y se modifica el térmico estabilizador en la ecuacion de continuidad

ponderado por la funciéon @ segun se indica en (3.63) y (3.64).

Nuevamente, se procede a la discretizacion en el dominio espacial utilizando el
método clasico de Bubnov-Galerkin. Por lo tanto, la tnica nueva expresion aqui es la
ecuacion de continuidad, ya que las otras ecuaciones so6lo se modifican con respecto a las
expresadas en (3.34) a (3.36) por la eliminacion de los términos mencionados anteriormente.
Los términos que involucran derivadas segundas de la posicion en las expresiones
aproximadas se integran por partes utilizando el teorema de Gauss-Green para relajar las
exigencias sobre el orden de las derivadas de las funciones de interpolacion. Se obtienen, asi,

las siguientes expresiones:

Ecuacion de continuidad

At oy
(PN = Bt IM 1 o | (= 1B R — [PYRY — 00 + 22 1P )| s
A t
+(1 - @) |- [BG (FMY) + Z22 (- 1B far )|} :

Ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento

{apv)""" = Atere M1 (= BCI{FEMY" = [Dyltwa™ +{£,)")
Atexs -1 c+1 n+1 (3.66)
+ > [Mp] (—[BCi] {AFij . [D]{4v}; )
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Ecuaciones de conservacion de energia

{Ape}fi = Atey[Mp] ™ (= [BCGI{F Y™ — [Eil{vid" — [K]{u}" + {g}"™)

Aty (3.67)
> [Mp]~ ' (=[BCI{AFFY* — [E){Av 3 — [K]{Au}}™)

+

Ecuacion de transporte de ¥ (SA)

{ApTYE = Atere[Mp) (= [BCI{FF4Y" — [M]{Q}" + [L;1{Qu:)" — [D,] (7})

A ext n+
-2t (1] (- [BC {aRPY) ™ — (M1 (AQY — [Dy] (AT}

(3.68)
+

Siendo todas las matrices y vectores los indicados en parrafos precedentes.

Es importante sefialar que la funcion @ (3.64) es una funcion local, que toma valores por
nodo o elemento seglin la implementacion. El nimero de Mach utilizado en su definicion es el
Mach local, calculado en los nodos o como un promedio de elemento. De esta forma, podran
existir regiones del dominio donde @ adopte diferentes valores, impactando en consecuencia
en las ecuaciones (3.63) y (3.65). Esta ultima variante, que integra en un Unico esquema las
modificaciones dadas por las expresiones (3.60), (3.63) y (3.64) sera denominada esquema MTG

en este trabajo, por la abreviacion de sus siglas en ingles “Modified Taylor Galerkin”.

3.4 MONTAIJE, ACTUALIZACION DE VARIABLES PRIMARIAS Y CALCULO DE
VARIABLES SECUNDARIAS

Todos los esquemas aqui planteados (TG, TG2, CBS, CBS single-step y MTG)

. . +1
plantean ecuaciones elementales para calcular los incrementos {4p}"*1, {Apvj}n , {Ape}nt?

y {4pP}**? a partir de las variables conocidas en el paso de tiempo anterior. Pero estas

ecuaciones de elemento aun deben ser ensambladas para formar un sistema global.

Una vez obtenido el sistema global este puede resolverse para obtener los incrementos
para todos los nodos de la malla (a nivel global) y, entonces, deben actualizarse las variables

primarias en toda la malla, es decir:

{p}"** = {p}" + {4p}"*! (3.69)
(v} = {ov}" + {apv}™" (3.70)
{pe}™* ' = {pe}™ + {Ape}™*t (3.71)
{p7}™+t = {p¥}" + {4pT}" ! (3.72)

Luego, es posible obtener:
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ANn+1
{”j}n+1 = {ﬁ} (3.73)
p
n+1
{e}n*! = {E} (3.74)
p
~.n+1
vyt = {Q} (3.75)
p

y, finalmente, se utilizan las ecuaciones complementarias para obtener las variables
secundarias, de la siguiente forma:
n+1

1
furt! = {e — S ViV~ kt} (3.76)

P! = (v — Dipui™*! 3.77)

aunque aqui k; (energia cinética especifica turbulenta) se desprecia. La viscosidad molecular
y la conductividad térmica se calculan también nodo a nodo de la siguiente forma:

n+1 3 n+1

(g = Mo {S 1 U ( u f} O = Mo ¥ {S’f t+ o <l)i} (3.78)

R | S+u \uy, Re, Pl | Sk +u \ug

pero para su utilizacion en las expresiones integrales dentro de las matrices de elemento se
utilizan valores promedio de elemento. También se obtienen las variables turbulentas

actualizadas para toda la malla que surgen de las expresiones (2.44), (2.45) y (2.46).
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CAPITULO 4

4 INTEGRACION ANALITICA DE MATRICES ELEMENTALES

4.1 ELEMENTO ISOPARAMETRICO DE OCHO NODOS

En este trabajo se utiliza el elemento hexaédrico trilineal de ocho nodos, utilizando las
funciones de interpolacion clasicas para expandir las componentes de cantidad de

movimiento, energia, ¥ y densidad.

E X3
i
// xz
X1
Figura 4.1-Espacio Computacional Figura 4.2-Espacio Fisico
Las funciones de interpolacion son las siguientes:
1
¢N:§ [1+51N 51][1"‘52,\, 8(2][1"‘53,\, 53] (4.1)

donde el indice N indica el nimero del nodo local, que varia de 1 a 8. Por lo tanto, §;,, §5, Yy
§3, son las coordenadas naturales del nodo Ny son valores conocidos y fijos que se pueden

agrupar en los siguientes arreglos:
y={-1 1 1 -1 -1 1 1 -1}
&r={-1 -1 1 1 -1 -1 1 1} 4.2)

&Eyr={-1 -1 -1 -1 1 1 1 1}
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Cabe sefialar que la expresion (4.1) estd dada en notacidon de indices y no en forma
matricial. Las funciones asi obtenidas son las ocho funciones que componen la matriz linea

descrita en la siguiente expresion vista anteriormente:
[@]=[P1 P, @3 Py P5 Ps P; Pg] (4.3)

Como ya se ha mencionado anteriormente, todas las variables de campo se interpolan

de la siguiente manera:

f=12]{f} (4.4)
o también:
8
f= z oy fy “5)

Las expresiones (4.4) y (4.5) son equivalentes, la primera escrita en forma matricial y la
segunda en notacién de indices. Como se puede observar, para los subindices nodales la
forma adoptada aqui no sigue la convencion de Einstein, que si continta siendo utilizada para

subindices que indican componentes de vectores y tensores en el espacio.

Dado que el elemento utilizado es isoparamétrico su geometria se puede interpolar de

la misma forma, a partir de los valores nodales de coordenadas espaciales, de la siguiente

manecra.
x; = [@] {x;} (4.6)
8
X = Z Dy xiN 4.7)
N=1

4.2 TRANSFORMACION DEL DOMINIO DE INTEGRACION

Las matrices a nivel de elemento, ya definidas, vienen dadas en términos de funciones

de interpolacion y sus derivadas. Es decir, genéricamente, estas matrices son de la forma:

f F ([cp] , akd )d!) (4.8)

axi
Pero, el dominio de integracion se transformard del espacio fisico al espacio

E

computacional, transformando la expresion genérica (4.8) en la siguiente expresion (también

genérica):
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1 1 1
f f f (61,6, &) dE,dE,dé, @9)
—1J-1J

Para ello, las derivadas de las funciones de interpolacion con respecto a las
coordenadas espaciales deben expresarse en términos de derivadas con respecto a las

coordenadas naturales. Se sabe, de la expresion (4.1), que:

Dy = Py (&1, 62,83) (4.10)

y, de la expresion (4.7), se desprende que:

xi = x;(§1,$2,&3) (4.11)
Por lo tanto, considerando la regla de la cadena, se tiene:

ddy 0y 0x;

(4.12)

dondeij=1,2,3y N=1,2, .. 8. En forma matricial, para las funciones de interpolacién
resulta la siguiente expresion:

o[e]  a[®]ax;
9&;  0x; 0%,

(4.13)

Desarrollando para los subindices espaciales i y j, segun la convencion de suma de

Einstein, se puede expresar:

(0[®@]\ [0x; 0x, 0dx37 (9[P])

¢4 0§, 08 0& 0x4
()} d d d 0]
) ole] L |2 T2 O ole] \ (4.14)
¢, 08, 0& 08, 0x;

2[P] 0x; 0x, 0x3||o[®]
Kang _653 053 653_ kaX3J

. . . Ox; . . <y
donde la matriz que contiene las derivadas a_fl es la Matriz Jacobiana de Transformacion:
j

[dx, 0x, 0Xx3]
0§1 0§ 04
dx; O0x, 0xs
=[7.]= (4.15)
I=lil=l3g, % @
0x; O0x, Oxg
[0S 083 083
Cabe sefalar que J;; = g—g = f(&,&,,&3) vy, teniendo en cuenta las expresiones (4.6), se

obtiene:
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[0|P o|l® o|l® ]
%{xl} %{xz} %{xﬁ
d|® o|l® o|l®
St =500 T2 S @10
d|® o|l® o|l®
_%{xl} %{xz} %{xﬁ_
o también:
d|®
Jij = a[fi] {x;} (4.17)

. . oo , : oo
Dado que se requiere expresar a las derivadas % segun las derivadas %, resulta

i J
necesario invertir el sistema de ecuaciones dado por (4.14), obteniendo:

o] _ _, 012l
ax; Y 8§

(4.18)

donde la inversa de la matriz jacobiana se puede obtener mediante la siguiente expresion:

J

s (4.19)
71

]—1

siendo J la transpuesta de la matriz adjunta de la matriz J .

Por lo tanto, s6lo queda por expresar el diferencial de volumen en términos de las
coordenadas naturales, con el fin de transformar a las integrales de la forma (4.8) en integrales

de la forma (4.9). Sabiendo que:
d =1]| d§, d§, d&s (4.20)

solo resta substituir las expresiones (4.18) y la expresion (4.20) en (4.8) para obtener las
integrales de la forma (4.9), las cuales deben integrarse, ya sea analiticamente o utilizando un

método de integracion numérica como, por ejemplo, el método Gauss-Legendre.

43 INTEGRACION ANALITICA DE MATRICES ELEMENTALES 1: J(0)

Las integrales de tipo (4.9) se pueden resolver numéricamente mediante el método
Gauss—Legendre. Sin embargo, el computo de estas integrales es un proceso oneroso desde el
punto de vista del tiempo necesario para su ejecucion. En 3D, con hexaedros lineales, se
requieren 8 puntos de cuadratura de Gauss para el proceso de integracion. Solamente este
proceso de integracion penaliza la velocidad de ejecucion entre 7-8 veces cuando se lo

compara con implementaciones de diferencias finitas o voliimenes finitos 2!,
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Pero, para reducir el tiempo computacional y el espacio de memoria requerida, algunos
investigadores [?*! proponen utilizar un tinico punto de cuadratura para calcular las integrales.
Una forma de hacer esto seria calcular los integrandos de las expresiones del tipo de la (4.9) en
el centro del elemento, donde (¢é; = 0,&, = 0,&5 = 0) y con ello tener un valor constante
para el elemento, lo cual permite evitar la integracion (o equivaldria a integrar numéricamente
con un unico punto de Gauss). Basados en la idea de que el proceso descripto anteriormente
conduciria a la aparicion de oscilaciones espurias (Hourglassing), algunos investigadores
proponen calcular los integrandos en los nodos del elemento y luego promediarlos y aplicarlos

en el punto central ?%!. Asi, nuevamente se evita la integracion.

Sin embargo, las dos estrategias anteriores acarrean pérdida de exactitud, ya que
implican tomar valores constantes de elemento dentro de las integrales. Es por ello por lo que
algunos autores ) proponen integrar analiticamente las expresiones del tipo de las (4.9) para
elementos cuadrangulares isoparamétricos bilineales. Otros investigadores ! extendieron
esta idea para el caso de hexaedros en 3D utilizando el punto central para definir al Jacobiano
y su determinante, pero manteniendo el resto de los factores tal cual son, para luego integrar
analiticamente y utilizar directamente en el codigo las expresiones explicitas que resultan. De
esta manera las expresiones obtenidas son mds exactas que las obtenidas con un punto de
cuadratura. Las férmulas asi calculadas seran exactas en caso de una malla de hexaedros de
caras paralelas y dard lugar a una buena aproximacion cuando los hexaedros estén

distorsionados [*!,

En este trabajo se adoptan dos estrategias de integracion diferentes. La primera es,
precisamente, la descripta en los parrafos anteriores, es decir, utilizando un punto de
integracion en el centro del elemento (é; = 0,&, = 0,&; = 0) s6lo para calcular la matriz
Jacobiana y su determinante. El resto de los factores del integrando permanecen como estan y
se realiza la integracion analitica. La segunda estrategia consiste en calcular las matrices de
masa [M] y [Mp] y matrices convectivas [B;] en forma exacta, sin tomar los jacobianos en el
centro del elemento sino considerando la dependencia del Jacobiano con la posicion, y sélo
las matrices difusivas [Dy], [Ei] y [K] y las matrices de estabilizacion, como por ejemplo la
matriz [C;], se calculan tomando los jacobianos en el centro del elemento. Esta segunda

estrategia de integracion se explica en la seccion 4.4.

Para desarrollar la primera estrategia de integracion utilizada en este trabajo,

: ., . oo
considerando la expresion (4.17) y calculando las derivadas % en el centro del elemento, se
i

obtiene la siguiente matriz Jacobiana:
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J11(0)  J12(0)  J15(0) {fl}T{xﬁ & e} (&) {xs)
J(0) = [/21(0)  J22(0) J23(0)| = 8 {EZ}T{%} {&3{x,} {621 {x3) (4.21)
J31(0)  J32(0)  J33(0) (&Y {x} (&) () (&3 {xs)

y su inversa:

J(O) (4.22)

J7(0) =m

donde la traspuesta de la matriz adjunta es:

L Uz2/33 — J23l32l0)  Urzlsz —JizJ3slo)  Uiz)2z — Jis/22](0)
J(0) = (Uz23f31 — J21J33l0)  Urd)ss —Jizfziloy  UsiJz1 — Ji)2sl o) (4.23)
UztJsz = J22J31l0)  Urzfz1 —Jidszl)  Uridzz = Jizt21) 0

Asi, se tiene todo lo necesario para integrar analiticamente las matrices elementales

expresadas en el capitulo anterior.

4.3.1 Matrices [M]:

1 1 1
M= [ ewovan=| [ | eyoy Ol dbdeds; .29
n -1J/-1/-1

E

donde M, N=1, 2, ..., 8 y, luego de un proceso de integracion que es bastante obvio, para esta

matriz se obtiene lo siguiente:

Ng 1 1 1
Myn = a[l + 3 f1M f1N] [1 + 3 SzzM sz] [1 +§ 53M 53,\,] (4.25)

Si la matriz anterior se diagonaliza, se obtiene:

Qg

Moy =5 Oun (4.26)
4.3.2 Matrices [aij]:
Atmj 0Dy, 0Py 4o
a;
l]MN 2 Qg axi ax]
(4.27)

Atm

f f f agkf( Lk)(ach(O),h)umn dg,dg,dEs

donde i, j, k, h=123yM N=1,2, .., 8. Estas matrices resultan ser simétricas.

Dado que la obtencion de expresiones analiticas para las matrices [ai j] no es tan obvia

como en los casos anteriores, aqui se presenta, a modo de ejemplo, el proceso completo de
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integracion de estas matrices. Recordando que J(0) y |J(0)| son constantes en el elemento, la

expresion (4.27) se puede transformar de la siguiente manera:

Atin J(0) i JOO)in (Y (* [t ody 00

aij — n]( )kl]( )]hf f J M N d€1d§2d€3 (4.28)
MN 2 JOI  J_y )1 )4 98 98n

A continuacién, derivando en (4.1), las derivadas que aparecen en (4.28) se pueden

expresar de la siguiente manera:

09 1
_(’)EM =§ko[1+faM E][1+ &by S (4.29)
k

en donde el paréntesis en los subindices indica que la convencioén de suma no se aplica, ain si

estando repetidos los indices. En la expresion (4.29) se tiene que:

k=123, yisik=2 - a=1 b=3 (4.30)
sik=3 - a=1 b=2

A continuacion, reemplazando (4.29) en (4.28) da como resultado:

Atin J(0)i J(O)jr (1 (T
Cijpy = 2 64k|](()) |Jh f_l -[—1 f_l EkM S(hz\r [1 + EaM E(a)][l + fbM f(b)][l

+ &y S0l + Eay S@] dE1dEdEs

(4.31)

siendo:
sih=1 - ¢c=2 d=3
h=123,yisi h=2 - c¢=1 d=3 (4.32)
sih=3 - c¢c=1 d=2
Adoptando la siguiente denominacion:
1 1 p1
linyy = Skn thf f f [1+ San E@l[1+ Soy E][1 + Eep S0 2
-1J-1J-1 (4.33)
+Say Ea] dE1dE,dE;
y, recordando que:
2y =8J(0)] (4.34)
la (4.31) resulta:
Atin J(0)1; J(0) (4.35)

a. . =
N 2 8 0 khmn
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La integral en (4.35) se puede calcular para un caso determinado y luego deducir una

expresion genérica a partir del caso particular. Por ejemplo, si k=1 y h =2 se tiene:

{k=1 - a=2 b=3

el 1 (4.36)
112MN = flM szf f f [1+€2M 5;2] [1+€3M 5;3] [1'*‘51,\, 51] [1

-17/-17-1
+ &3y fs] dé dé,dés

Asi, integrando una vez, resulta:

£ 271 1 1
Lizyy = [51 + &1y > l $1y S2n f f [1 + &y s;z] [1 + &3y, 53] [1
1 -17-1

+ &3y 53] dé,dés

Sin embargo, el factor ya integrado entre corchetes puede calcularse y se observa que es igual

a dos. En efecto:

1 12 (_1)2
[1+f1N7l_[(_1)+f1N 2 =2

2
[51 +$1N 2 l

1

y, entonces:

1 1
Loy =2 &1 €2y f f [1+&, &][1+&, &][1+&, &] dede
—1J-1

21
2[6#%% Eun [ 11+ ][0+ 6oy 5]
-1 1
1
- 48,6, f (1465, & + &y & + &), &5, &7] dEs
-1
2 2 371
= 4 [€3+€3M%+E3N%+E3ME3N%1 flM 621\]
-1

donde para el factor entre corchetes se tiene:

Ez f2 53 1 12 12 13
$3+ 83, > + &3y > + &35y 2] = I1+$3M7+$3N?+§3M€3N?l
1

_1)\2 -1 2 —1 3 1
[( 1)+€3M( ) +€3N( 2) +E3M€3N%l = 2[1+§ €3M€3N]

El reemplazo de estas ultimas expresiones en (4.36) finalmente resulta:
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1
ho =8 1y o | 145 o x| 3

La expresion (4.37) indica el valor de la integral Iy, para el caso en el que k=1 y h=2.
Sin embargo, a partir de (4.37), se puede deducir el valor de la integral para el caso genérico.

De hecho, se observa que:

: 1
S1 k:/:h d IkhMN:8EkM€hN 1+§E(5)MESN (438)
donde:
sik=1y h=2 - s=3
sik=2y h=3 - s=1 (4.39)
sik=3y h=1 - s=2

A su vez, si k=h, a partir de (4.31) y (4.33) se tienen las siguientes igualdades:

a=c
b=d

motivo por el cual, una vez que se introducen estas igualdades en (4.33), la integracion de esta

ultima conduce a la siguiente expresion:

. 1 1
si k=h - IkhMN= 8€kM€hN[1+§f(5)M fSN][1+§ E(r)METN (4.40)
donde:
sik=h=1 - s=2yr=3
{sik=h=2 - s=1y r=3 (4.41)
sik=h=3 - s=1yr=2

Por lo tanto, denominando:

Trhpyn = Ikh8MN (4.42)
la expresion (4.27) resulta, finalmente:
Aty 1
Uiy =3 1, Py (4.43)
donde:
Aij oy = Ji(0) Jin(0) iep (4.44)

con el factor 1y, definido de la siguiente forma:
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(G b [143 €00y 6]

sik=1yh=2 - r=3

.Sl k#h, siendo:{sik=2yh=3 - r=1
sik=3yh=1 - r=2

Tkhpyy = (4.45)

1 1
Sias S |15 €2y S| |15 Emong S
sik=h=1->r=2ym=3

..sik=h, siendo:{sik=h=2 - r=1lym=3
sik=h=3 ->r=1ym=2

\

donde el paréntesis en el subindice indica que no se aplica la convencién de suma, aun con los

indices repetidos.

En forma andloga al proceso de integracion de las matrices [ai j], otras matrices se
pueden integrar rapidamente teniendo en cuenta su similitud con ellas. Este es el caso de las
matrices [C;], [Afj], [AJV], [4%], [Aia] y [AT’], [Dl-j], [K] v [B;] que contienen integrales
similares a la de la expresion (4.29). En el caso de las matrices [Di j] y [K], los coeficientes 7,

Ay x son funciones de la posicion. Para simplificar su integracion, los valores de estos
coeficientes se calculan en los nodos y, a continuacion, se promedian los valores nodales para
obtener un valor de elemento. Por lo tanto, los coeficientes 77, 1 y « se consideran constantes

en el elemento y pueden salir de las integrales respectivas.

4.3.3 Matrices [C;], [Af;]. [A]]. [4%], [A?]y [A7]:

Estas matrices tienen la forma de las matrices [ai j] pero estan premultiplicadas por

valores de velocidad, presion u otras variables o productos de variables, que en algunos casos

suman con los indices para dar diferentes expresiones.

Por ejemplo, la matriz [C;] es:

At; by 0D
Cipy = —— f <Z b, v] ) = dQ
j i

= (), on f f f (St (5103 )y didsas;

(4.46)

donde ijkh=123y M\N=12,...8.
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En estas ultimas expresiones, el factor entre paréntesis (2§=1 b, vy L) ha sido
simplificado tomando funciones de interpolacion en el centro del elemento. Esto equivale a
tomar el promedio de los valores nodales de la variable que, debido a que es un valor definido
para todo el elemento, puede salir de la integral simplificando la integracion. El resultado es

una velocidad promedio de elemento:
1 8
n — 4.47
), =3 (447)
M=1

La pérdida de precision sera menor cuanto menor sea el tamafio del elemento. Con esta

simplificacion adicional, resulta obvio que:

Aty 1
Coun = () Gy = (), = o St (4.48)
De la misma forma se tiene:
P n n tlTl 1
Ay = @e i, = @"E o it (4.49)
At;
74 _ —in
4; MN (vfn)E iy = (vn) ”MN (4.50)
— _ _ At 1
Afyy = (Mg Xiiyn = g i quiMN
(4.51)
_ = \45
E=ye—0; 0=(y —1)—
2 n a Atin 1
Ay = @0, @iy = (0"9), == a3 SYiun (4.52)
v ~n ~n Atln 1
Ay = (Vg Aiiygn = (V™)g > 0. dqiiMN (4.53)
E

4.3.4 Matrices |B;]:
9D 111 g
Biyy = J Py %, il df =f J f d’Ma_fI_V JO);' J(0)| d§dézdés (4.54)
-1J-17-1 J

Integrando, resulta:
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Biyn = %{]m(o) $1y [1 +% $oym EZN] [1 +% $3 E3N]

+/12(0) &3 [1"‘% $1ym €1N] [1'*‘% $3y szsN] (4.55)
—_— 1 1
+Ta0) &3,y |14 5 E1y0 80| [ 145 £200 S0}

4.3.5 Matrices [Dij]

En caso de que I # j, se tiene:

0Py 0P 0Py 0P
Dy =f n M—NdQ fa Y- Y a0
MN - Jo, O0x; 0x; dx; 0x;

- | 1 | 1 f " aq)}“j J07) (G K07) YOI dtrdgass o

0¢
0 ( )0 ) 0)| dédé,d
fff afk ()]k) &, J0)z' ) V(O] dédé,dés
Cabe sefialar que D;; = Dj; 0, en notacién matricial [Dij] = [Dij]T, A continuacion,

integrando la expresion (4.56) se obtiene:
1
l]MN (n)E l]MN + (’DE ]lMN (4.57)

Por otro lado, en el caso de ser ! = ], considerando que:

sii=1->k=23
sii=2-k=13 (4.58)
sii=3->k=1,2

entonces, para /,h =1,2,3, se obtiene la siguiente expresion:

0D, 0Dy 0®,, dDy,
Dy 2 Q —MZN
l(l)MN j ( n A) axl dx (l) d J-QE n 6xk axk

f f f (277-”“) /(0)11 ><a$ /(0)(1);1) J(0)| dé,dé,dé;  (4.59)

" L L f T aa?lw JOid ) (aa%v /(0);2%) J(0)| d&,d&,dé;

donde, nuevamente, los subindices entre paréntesis no siguen la convencion de suma. Asi que

integrando la expresion (4.59):
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1

1
D; = (2n+ g o Ai(i) T Q—EcﬂkkMN (4.60)

{Dmy

4.3.6 Matriz [K]:

o 5 (4.61)
[ ] (G0 ) (G o st
que, integrada, resulta:
Kyny = (1K) 0. Aiiyn (4.62)
E
4.3.7 Matrices [E;]:
8
= n |9%Pm 9Py 0Py 0Py
Eiyy = fﬂ En(MZl Dy ] M) T a0t f (Z Dy ] M) STt
j (Z By VI )a%af’v dQ
Qg M=1 xj Xi
o (4.63)
= w0 [ [ [ n(GRror) (G o) uo dededs
n acpM
2 D [ [ (Gron) (G ao) v dedsds
(')cb
+ (), f f f T ) (G205 VO a6ty
Una vez resueltas las integrales, esta matriz resulta:
n 1 n
Eiyy = e )E Aiipgy + (De(V] )EQ—EcAijMNHA)E(v ) Ajiyy 464
4.3.8 Matrices [P]:
0Dy 0Py
Pyny = > %, 9%, (4.65)

O

Estas matrices tienen la misma forma que las matrices [K] por lo cual su forma, una

vez integrada, resulta obvia:
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Aty 1
MN = T -Q_E ipMN = aiiMN (466)
4.3.9 Matrices [H;]:
At = 9 9
in L N
Hi\y =— f( axj "L> Dy ox, (4.67)
g M=1

Nuevamente, el factor escalar entre paréntesis podria simplificarse tomando funciones

de interpolacion en el centro del elemento. Operando, el resultado seria el siguiente:

8
b,
— v, = 4.68

con lo cual, la derivada calculada como constante en el elemento podria salir de la integral, y

la integral resultante tendria la forma de las matrices [B;], es decir:

iMN T ") W i iMN (4.69)

Sin embargo, dado que se ha considerado a v;' constante en el elemento, estas

integrales pueden considerarse nulas puesto que involucran derivadas de las componentes de

velocidad que, para estas matrices estabilizadoras, se adoptan constantes.

44 INTEGRACION ANALITICA DE MATRICES ELEMENTALES 2: J(&;, &5, &5).

Seglin se indico anteriormente, la segunda estrategia de integracion consiste en calcular
las matrices de masa [M] y [Mp] y matrices convectivas [B;] en forma exacta, sin tomar los
jacobianos en el centro del elemento sino considerando la dependencia del Jacobiano con la
posicion, y solo las matrices difusivas [D;], [Ei] y [K] y las matrices de estabilizacion, como

por ejemplo la matriz [C;], se calculan tomando los jacobianos en el centro del elemento.

Las matrices [M], [Bi] y [Mp] se resuelven utilizando el software de matematicas

simbolicas MAXIMA (http://maxima.sourceforge.net/es/index.html) en forma completa, o

exacta. Esta implementacion se hizo con la intencion de mejorar alin mas la aproximacion,
resolviendo las integrales en forma exacta para los términos advectivos y para la matriz de
masa. La matriz de masa diagonal se obtiene sumando los elementos de cada linea de la

matriz de masa consistente y ubicandolos en la diagonal principal.


http://maxima.sourceforge.net/es/index.html
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Esta estrategia de integracion de matrices se plantea aqui como una prueba interesante
y se evaluard en un problema de aplicacion, pero podrian hacerse mas pruebas con esta
metodologia como, por ejemplo, examinar los efectos de ambas formas de integrar cuando los
elementos de la malla estan distorsionados, o probar integrando en forma exacta también las
matrices difusivas y de estabilizacion. En todo caso, lo realizado aqui no agota ni mucho
menos las posibilidades de investigacion sobre este tema puntual, pero al menos muestra que
es una estrategia factible de implementar. Queda para desarrollos ulteriores profundizar en los
beneficios de desarrollar técnicas de integracion analitica exacta utilizando software de

matematicas simbdlicas.

A modo de ejemplo, se muestra a continuacion un listado de los comandos utilizados en

MAXIMA para obtener las matrices [B;]:

integracion-matrices-Bi file:///home/horacio/Desktop/Maxima-Airflow/

-->phil:0.125*(1-alpha)*(1-delta)*(1-gamma);

-->phi2:0.125*(1+alpha)*(1-delta)*(1-gamma);

-->phi3:0.125*(1+alpha)*(1+delta)*(1-gamma);

--> phi4:0.125*(1-alpha)*(1+delta)*(1-gamma);

-->phi5:0.125*(1-alpha)*(1-delta)*(1+gamma);

--> phi6:0.125*(1+alpha)*(1-delta)*(1+gamma);

-->phi7:0.125*(1+alpha)*(1+delta)*(1+gamma);

--> phi8:0.125*(1-alpha)*(1+delta)*(1+gamma);

--> phi:matrix([phil,phi2,phi3,phi4,phi5,phi6,phi7,phi8]);

--> phit:transpose(phi);

--> dphid1:diff(phi,alpha);

--> dphid2:diff(phi,delta);

--> dphid3:diff(phi,gamma);

--> x:matrix([x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6],[x7],[x8]);

--> y:matrix([y1],[y2],[y3],[y4],[y5],[y6],[ly7],[y8]);

--> z:matrix([z1],[z2],[z3],[z4],[25],[26],[27],[z8]);

--> matrix([dphid1.x,dphid1.y,dphid1.z],[dphid2.x,dphid2.y,dphid2.z],[dphid3.x,dphid3.y,dphid3.z])$
--> J:fullratsimp(%)S

--> Invl:invert(J)S

--> InvJ:fullratsimp(InvJ)$S

--> detJ:determinant(J);

--> detl):fullratsimp(det))$

--> AdjJ:Invi*det)S

--> AdjJ:fullratsimp (AdjJ)$

>
dphid:matrix([diff(phil,alpha),diff(phi2,alpha),diff(phi3,alpha),diff(phi4,alpha),diff(phi5,alpha),diff(phi6,
alpha),diff(phi7,alpha),diff(phi8,alpha)],
[diff(phi1,delta),diff(phi2,delta),diff(phi3,delta),diff(phi4,delta),diff(phi5,delta),diff(phi6,delta),diff(phi7,
delta),diff(phi8,delta)],
[diff(phil,gamma),diff(phi2,gamma),diff(phi3,gamma),diff(phi4,gamma),diff(phi5,gamma),diff(phi6,gam
ma),diff(phi7,gamma),diff(phi8,gamma)]);

--> matrix_size(dphid);

--> In:Adjl.dphid$

--> matrix_size(In);

--> In:fullratsimp (In)$

--> In1:phit.In[1]S$
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--> matrix_size(In1);

--> Inl:fullratsimp(In1)$
-->In2:phit.In[2]$

--> matrix_size(In2);

--> In2:fullratsimp(In2)$

--> In3:phit.In[3]S$

--> matrix_size(In3);

--> In3:fullratsimp(In3)$

--> Integll:integrate(Inl,alpha,-1,1)$
--> Integl2:integrate(Integll,delta,-1,1)$
--> BBl:integrate(Integ12,gamma,-1,1)$
--> matrix_size(BB1);

--> BB1:fullratsimp(BB1);

--> Integ21:integrate(In2,alpha,-1,1)$
--> Integ22:integrate(Integ21,delta,-1,1)$
--> BB2:integrate(Integ22,gamma,-1,1)$
--> BB2:fullratsimp(BB2);

--> matrix_size(BB2);

--> Integ31l:integrate(In3,alpha,-1,1)$
--> Integ32:integrate(Integ31,delta,-1,1)$
--> BB3:integrate(Integ32,gamma,-1,1)$
--> BB3:fullratsimp(BB3)$

--> matrix_size(BB3);

--> L1:transpose(BB1)S

--> L2:transpose(BB2)S

-->N2:BB2-L2;

--> L3:transpose(BB3)S

--> N3:BB3-L3;

--> fortran(BB2[1,1]);

--> fortran(BB2[1,2]);

--> fortran(BB2[1,3]);

--> fortran(BB2[1,4]);

--> fortran(BB2[1,5]);

--> fortran(BB2[1,6]);

--> fortran(BB2[1,7]);

--> fortran(BB2[1,8]);

--> fortran(BB2[2,1]);

--> fortran(BB2[2,2]);

--> fortran(BB2[7,8]);
--> fortran(BB2[8,1]);
--> fortran(BB2[8,2]);
--> fortran(BB2[8,3]);
--> fortran(BB2[8,4]);
--> fortran(BB2[8,5]);
--> fortran(BB2[8,6]);
--> fortran(BB2[8,7]);
--> fortran(BB2[8,8]);
Created with wxMaxima.

Ejecutando el listado de comandos mostrado anteriormente pueden obtenerse los

elementos B,,,, de la matriz [B:] que, una vez implementados en el codigo Fortran, lucen

como se muestra en la imagen a continuacion:
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! Matriz B2

BBYY2 (jelem*64-63) =&
—((%5-x4)*zB8+ (x2-x5) *z6+ (—xB+x6-2.D0%x4+2 . D0*x2) ¥z5+ (xB8+2.D0%*x5-x3-2.D0%x2) *¥zds
&+ (x4-x2) *z3+ (-x6-2.D0*x5+2.D0%x4+x3) *z2) /7.2D+1

BBYYZ (jelem*64-62) =&
((x6+2.D0%x5-2.D0%x4-x3) *z8+ (2.D0*x6+x5-x4-2.D0%x3) ¥27+ (-x8-2.D0*x7+3.D0*x5-2.D0*%x4-4.D0*x&
&3+6.D0%x1) *z6+(-2.D0%x8-x7-3.D0%x6-4.D0%x4-2.D0%*x3+12.D0*%x]1) *z5+ (2.D0*x8+x7+2.D0%*x6+4.D0%xe
&5+3.D0%x3-12.D0*%x]1) *z4+ (x8+2.D0%*x7+4 . D0¥*x6+2.D0*x5-3.D0%x4-6.D0%x1) *z3+ (-6.D0%*x6-12.D0*x5+&
5£12.D0*x4+6.D0*x3) *z1) /4.32D+2

BBYY2 (jelem*64-61) =&
((x7+x6+x5-4.D0%*x4+x2) ¥z8+ (-xB+x6-2.D0%x4+2 . DO¥*x2) *z7+ (-xB8-xT7-x5-x4+4 . DO*x2) *z&

&6+ (-xB+x6-2.D0*x4+2 DO*x2) *z5+ (4.D0*xB+2.D0*xT+x6+2.D0%x5-3.D0*x2-6.D0*x1) *z4+ (-xB-2&
&*x7-4.D0*x6-2.D0%*x5+3.D0*x4+6.D0*%x1) *z2+ (6.D0*x4-6.D0*x2) *z1) /4.32D+2

Figura 4.3: Codificacion de los elementos B, ,, By, ¥ B, de la matriz [B:].

Como se ve en la imagen, el calculo de los elementos de estas matrices es directo,
conociendo las coordenadas de los ocho nodos del elemento pueden obtenerse las matrices
con estas expresiones. La codificacion resulta larga, dado que, en los casos de las matrices no
diagonales, hay que expresar 64 elementos de la matriz. Para el caso de la matriz de masa
diagonal son s6lo ocho elementos, pero los mismos resultan largos ya que cada uno de ellos
estd compuesto por mas términos. Sin embargo, desde el punto de vista de ahorro de tiempo
de computo, esta forma de calcular las matrices es eficiente, dado que se evita la utilizacion
de lazos anidados que suelen presentar problemas a la hora de vectorizar y paralelizar los

codigos.

4.5 TRATAMIENTO DE LAS INTEGRALES DE CONTORNO

En el capitulo 3 se obtuvieron algunos vectores de contorno. En todos los algoritmos

presentados deben calcularse las siguientes integrales:

r = f [@*]"7]% n; dI’ (4.70)
I'g

a n
{g}" = f [cp*]T(r{lj v]ﬂ) n; dl’ +f [@*]T (K a—) n; dl’ (4.71)

Iy Iy Xi

mientras que, en particular para el método CBS, se tenia:
At; s (0D

(=5 [ @) (52) noar w7

Ig

En todos los casos, [®@*] es la matriz de funciones de interpolacion evaluadas en la cara

de contorno del elemento, que se puede expresar de la siguiente manera:
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0 si N no es nodo de contorno

Dy =44 4.73)
7 [1 +1m4 7I1N][1 + 17, 7721v] si N es nodo de contorno

donde N=1,2,3, ...,8.

En las expresiones (4.70) a (4.72), n; representa las componentes del vector normal al
contorno y el factor restante siempre es una accion activa en la superficie del contorno. Asi,

por ejemplo, 7;; es una fuerza por unidad de area y (x 0u™/0x;) es una accion térmica.

En el capitulo 3 se expresaron los vectores equivalentes a las acciones de contorno,
luego de que las variables fueron reemplazadas por sus correspondientes variables

aproximadas. Segun lo indicado en ese capitulo, se tenia:

s f[q) [ <—{ v} —{ J") (%[i] )51']] n; dr (4.74)

(o = [to7 (@l | (52 )" + G ) 4252 o m ar

d
+ f[dD*]T K (%{u}") n, dr

Ig

Aty 9
== | [¢>*]T( Ly )ni dr @76

I'g

(4.75)

Pero para simplificar la obtencion de estos vectores de contorno, se toman el valor
medio de cada una de las acciones activas en el elemento y se considera que éste es el que
actta en la cara de contorno. Dado que hay cuatro nodos que pertenecen a la cara de contorno
del elemento, esa accion da como resultado una distribucioén uniforme entre los cuatro nodos
de la cara de contorno del elemento. Por lo tanto, en cada nodo de contorno actiia una accioén

que es igual a la cuarta parte de la media de esa accion en el elemento.

Estas simplificaciones representan una pérdida de precision, ya que se estan tomando
los valores medios de cantidades que si presentan variaciones en el elemento. Pero estas
integrales actiian Unicamente en los contornos en los que aparecen aquellas acciones y no
tienen ningun impacto directo dentro del dominio. Por lo tanto, si bien es necesario poner
alguna accion en el contorno del dominio discretizado, como han demostrado los resultados
obtenidos en el presente estudio, estas acciones no necesitan mayor precision que la

presentada con estas simplificaciones.



71

Asi, los respectivos vectores equivalentes a las acciones de contorno se obtienen de la

siguiente manera:

{fj}n— (5, ma AU} rdr 4.77)

E

1 1 au‘n>
"= —(vi't]t) n; {U dr + -k | — n; {U dr 478
{q} 4(1 ])E {U} " 2 (axi ] {U} . 4.78)
dp

= (5 > ni {U}f ar (4.79)

E i

donde:

vt vt vt
n) — L J —_k
(TU)E n[((,)x_) + (axi> l+ A(axk> (4.80)
1/ E E E

son los promedios de las tensiones viscosas en el elemento, mientras que los promedios de las

componentes de velocidad vienen dados por:

8
1
(v”) 3 Z v (4.81)

N=1
8
vl 1
j _ -1
E N=1
8
1
( ) =2 ) G O 43
N=1
8
1 -1 _..n
=3 z Sy J(0) i DN (4.84)
E N=1
Por ultimo:
h=[ar @y G o Uy
I'g
_ (4.85)
1 si N es nodo de contorno
con Uy =
0 si N no es nodo de contorno

siendo [} el area de la cara de contorno del elemento.
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4.6 VECTORES {Q}* y {Qv;}® EN LA ECUACION DE TRANSPORTE DE SPALART-
ALLMARAS.

En el conjunto de expresiones (3.37) se habian definido dos vectores nodales para la
ecuacion de transporte de ¥ de SA cuya forma de célculo conviene explicitar. Ellos son los

siguientes:

n

(@) = —cby (M5 (7" + s (s {p 3) }

_ % (™) <§:in) < ;’Zn)E 0

(V)5 + ()] (j 5) ( ;’: )E %,

Qv = —cby (S™)g {pv )" + cw, (f,, g {p (g)z vi}n
_ % (™) <§;n) < aazn)E ()

1 . op™ o7
E[(V )e + (7")E] <6xl- ) <axl )E {vi}

Como se ve, por simplicidad se han adoptado varios promedios de elemento, cuyas

q|+—x

(4.86)

expresiones expandidas son las siguientes:

8
1
Mg = 3 Z S*N (4.87)
N=1
1< 1S e
=g ), i M =5 ) () o
N=1 N=1
8
n 1
(p)E=82pN,(f "), =§Z (4.89)
N=1
ap" 1 &
ox, ) °8 Z iy SO P (4.90)
E N=1
W 1w
(a ) =3 Z Sk /(0)lk Uy (491
V' /E N=1

donde los valores de S'y f;, se calculan como se indica en las expresiones (2.44).
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4.7 CONTROL DE MODOS ESPURIOS

La integracion de matrices elementales usando un unico punto de cuadratura puede
conducir a la aparicion de modos espurios conocidos como modos de Hourglass. Con respecto
a la integracion analitica hecha calculando la matriz jacobiana en el centro del elemento
(primera estrategia de integracion desarrollada en este trabajo) de la lectura de la referencia
[25] se puede concluir que estos modos espurios no debieran aparecer. Sin embargo, en dicha
referencia esto no ha sido matematicamente demostrado, por lo cual se implement6 aqui un
método de control de modos espurios el cual puede activarse o desactivarse con un parametro

determinado en los archivos de entrada.

En tres dimensiones, cuando se utiliza un inico punto de cuadratura, hay cuatro modos
espurios que, cuando se excitan numéricamente, pueden permanecer sin ningun tipo de
amortiguacion y cambiar la solucion fisica del problema. Un método de control de estos

modos llamado "A Stabilization" consiste en agregar a las matrices difusivas la siguiente

matriz:
c, 0 0 0 [{H}T]
_ 0 ¢ 0 of )
HGI =engn [} {5} 5} g o ¢ of [y (4.92)
0 0 0 Gllyr
donde los {I}} son los vectores de Hourglass, dados por:
r={1 1 -1 -1 -1 -1 1 1}
Lyr={1 -1 -1 1 -1 1 1 -1}
(4.93)
Kr={1 -1 1 -1 1 -1 1 -1}
={-1 1 -1 1 1 -1 1 -1}
El factor &5, se toma igual a uno; ademas:
_ -1 Q5 mi
G=C=6=6=hY2; h=; 1—30“’"” (4.94)
E max

donde Qg pmin Y g max representan los volumenes minimo y maximo elegidos entre todos los
elementos de malla. Se pueden encontrar detalles adicionales sobre el control de los modos

espurios en Gresho et al. 241,
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CAPITULO 5

5 ASPECTOS IMPORTANTES DE LA IMPLEMENTACION.

5.1 CAPTURA DE CHOQUE.

Con el objetivo de capturar las fuertes discontinuidades y eliminar oscilaciones de alta
frecuencia cerca de las ondas de choque, se utiliza un conocido método que adiciona
viscosidad artificial selectivamente solo en las regiones del dominio con fuertes gradientes de
presion Y. La solucion suavizada se obtiene a partir de la solucion no suavizada utilizando la

siguiente expresion
{U = U™t + [Mp]~H{D}" (5.1)

donde el vector de amortiguamiento ficticio viene dado por:

NEM
(DY = " Cs Cap ¢ (IM] - [Mp]); (UY" 62)
E=1

En (5.2) NEM es la cantidad de elementos de la malla, Cr = At / Atg es el nimero de
Courant local, C4p es un coeficiente de viscosidad artificial dado por el usuario (en este
trabajo se adoptaron valores y 0.0 < C4p < 2.0 dependiendo del caso) y Sk es un sensor de
presiones a nivel de elemento obtenido como un promedio de los valores nodales Sy del

elemento. Los valores Sy son componentes del siguiente vector global

sy = 2el([M] = [Mp])p{p}El
2l ([M] = [Mp ) [{p}E

(5.3)

donde las barras indican valor absoluto y [M] es la matriz de masa consistente del elemento

1= [ (817191 a0 5

5.2  CONVERGENCIA:

5.2.1 Convergencia de los términos iterativos:

La convergencia de los términos iterativos es obtenida cuando las siguientes

condiciones son satisfechas simultaneamente:
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1
po_ Inlprvs — pil?)? <To (5.5)
t N Pr? -
1
er — ZNlpviI+1 B pvillz 2 <To (5.6)
=+ N PV B
1
T'pe — 2N|p81+1 B p€1|2 2 <To (5.7)
=+ 2N per? B

donde, / significa iteracion anterior e /+1 significa iteracion actual, N es un indice de nodos
(N=1,2, 3..., nnm) y nnm es la cantidad total de nodos de la malla de elementos finitos. La
tolerancia adoptada en este trabajo es To=1*107, pero la misma puede ser fijada en valores

diferentes.

Para la primera comparacion de un nuevo paso de tiempo, dado que para este ultimo no
se tiene un valor de “iteracién anterior”, se adopta el valor convergido del paso de tiempo

anterior como el valor correspondiente a la iteracion anterior.

Como se indic6 en capitulos anteriores, este proceso iterativo toma lugar en el esquema
TG y MTG, mientras que no se utiliza en el método CBS o CBS single-step. Con los valores
de tolerancia utilizados aqui (To=1*10") en problemas donde se busca un estado estacionario
estas iteraciones toman lugar durante unos pocos pasos de tiempo, la cantidad de iteraciones

por paso de tiempo decae muy rapidamente y se reduce a cero.

Se dice, entonces, que hay ‘“cero iteraciones” cuando todos los residuos calculados en
(5.5), (5.6) y (5.7) estan por debajo del valor de tolerancia ya en la primera comparacion dentro
del nuevo paso de tiempo, cuando se comparan los valores recién calculados para el nuevo
paso de tiempo con los valores convergidos del paso de tiempo anterior. En este caso no es
necesario cerrar el lazo iterativo recalculando nuevos valores de iteracion, y los valores
convergidos del nuevo paso de tiempo son los Ultimos calculados (en este caso se dice que
hay “cero iteraciones” porque, estrictamente no se llega a completar un lazo iterativo y se sale

del mismo sin siquiera recalcular valores de iteracion ni una sola vez).

5.2.2 Convergencia a estado estacionario o alcance del tiempo de simulacion estipulado:

El proceso de solucion finaliza cuando la variable ¢ (tiempo) alcanza un valor
predeterminado, previamente establecido por el usuario, o cuando se llega al estado

estacionario. Esta ultima condicién se considera cumplida cuando la siguiente expresion:
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2
RNl — len+1 _ pnlz < TOL, (5.8)
N

se satisface durante un cierto nimero de pasos de tiempo.

En la expresion (5.8) R es el residuo de densidad, que tipicamente corresponde a la
ecuacion de continuidad o conservacion de la masa, n indica paso de tiempo anterior y n+1
indica paso de tiempo corriente. Los valores de tolerancia suelen ser de TOLt = 1073, TOLt =

1040 TOL, = 107,

Es importante tener en cuenta que estos esquemas recurrentes de avance en el tiempo,
como los que se observan en el esquema TG o el método CBS, pueden ser utilizados tanto
para hacer una simulacion transitoria como para llegar a un estado estacionario a partir de una
condicion inicial. En este ultimo caso los pasos de tiempo no representan pasos de tiempo
fisico sino, més bien, pasos de avance hacia la convergencia de estado estacionario siendo, la
evolucién entre el estado inicial y el estado estacionario, un transitorio ficticio sin sentido

fisico.

Aqui adquiere especial atencion la definicion del paso de tiempo y la necesidad (o no)
de adoptar un Unico paso de tiempo para toda la malla cuando, en realidad, de la expresion
(3.38) se sabe que, en estos algoritmos explicitos que son condicionalmente estables, cada

elemento tiene un paso de tiempo de estabilidad propio.

En un célculo transitorio es evidente que existe la necesidad de que todos los valores
nodales de la malla sean actualizados para cada paso de tiempo fisico, el cual ha de ser sin
dudas el menor de toda la malla para que haya estabilidad. Existe, en este caso, una forma de
evitar la ineficiencia que significa estar calculando la solucion para toda la malla con el paso
de tiempo mas pequefio de la misma, conocida como Sub-Cycling. Esta técnica se menciona
aqui pero no fue utilizada en este trabajo. Sin embargo, la misma ya fue utilizada con éxito en
implementaciones similares a las realizadas en este trabajo. Para conocer los detalles de esta
técnica, especificamente aplicada a implementaciones del esquema de Taylor-Garlekin y en
un contexto de paralelizacion como el utilizado en este trabajo, se recomienda la lectura de la

referencia [37].

En casos de célculos de estado estacionario, en principio, seria sencillo utilizar un paso
de tiempo local, calculado como el menor en la vecindad de cada nodo, y abandonar la idea de
utilizar un paso de tiempo Unico para toda la malla, dado que aqui el paso de tiempo no tiene

significacion fisica y lo que interesa es que la solucion converja rapidamente al estado
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estacionario, sin importar los transitorios intermedios. Sin embargo, la mejor forma de hacer
esto parece ser, nuevamente, la utilizacion de las técnicas de Sub-Cycling referidas en el
parrafo anterior. La implementacion de estas técnicas se encuentra fuera del marco de

objetivos de esta tesis y se deja para futuras investigaciones.

Si es importante sefialar que, para el caso de esquemas como el CBS o el MTG donde
se utilizan pasos de tiempo exteriores y pasos de tiempo interiores, lo dicho en los parrafos
anteriores solo aplica a los pasos de tiempo exteriores. Los pasos de tiempo interiores actuan
unicamente en matrices estabilizadoras, por lo cual pueden ajustarse para obtener la mejor
estabilizacion posible, y esto ocurre cuando se utiliza un paso de tiempo local en dichas

matrices.
53 IMPLEMENTACION DE CODIGOS PARALELOS.

5.3.1 Descripcion general de la metodologia de paralelizacion.

Esta seccion tiene por objeto proporcionar al lector informacidén bésica sobre las
metodologias de paralelizacion empleadas en este trabajo. Sin embargo, una descripcion
pormenorizada de estas técnicas, asi como las métricas de eficiencia de paralelizacion y speed
up obtenidas, podria demandar una tesis completa, y no constituye el nicleo o foco principal
de este trabajo, para el cual la paralelizacion es mas un medio para poder realizar las
simulaciones requeridas, que su eje central o foco de gravitacion. Para obtener detalles

pormenorizados de estas técnicas se recomienda la lectura de la referencia [37].

Partiendo de los codigos iterativos ya disponibles para correr en procesadores
vectoriales, los mismos fueron paralelizados para poder correr tanto en ambiente de memoria
compartida (computadora con mas de un procesador o nucleo de procesamiento para la cual
todos los procesadores acceden al mismo banco de memoria RAM) o en ambiente de
memoria distribuida ("clusters" de varias computadoras conectadas en red, cada una de las

cuales puede tener uno o mas nucleos de procesamiento).

Para ello se optd por una programacion paralela que pudiese ser utilizada con una
minima dependencia del sistema operacional o de la estructura del hardware. Asi, toda la
logica de distribucion de tareas, balanceo de cargas de trabajo y organizacion de la
comunicacion de los datos entre las computadoras estd implementada directamente en el

codigo, sin ninguna otra capa de software de gerenciamiento.
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Todos los codigos fueron implementados en FORTRAN 90. La comunicaciéon de datos
entre computadoras se hace utilizando las librerias MPICH de acceso publico. Desde la
paralelizacion de los codigos originales en 2008 en el laboratorio de computacion
CEMACOM de la UFRGS hasta hoy (incluyendo las modificaciones posteriormente
introducidas para agregar el modelo de turbulencia, efectuar cambios en la forma de
integracion y codificar otros algoritmos basados en el método CBS y CBS single-step), fueron
utilizados diferentes sistemas operativos como Windows XP, Windows 7, Linux/Debian y
Linux/RedHat). Como la unica exigencia con relacion al sistema operativo es el soporte a la
comunicacion en red y al API MPI, y dado que tanto FORTRAN 90 como MPI tienen
patrones que garantizan su portabilidad, los codigos desarrollados pueden ser utilizados en
otras plataformas y otros sistemas operativos. Para el uso de multiples procesadores o nucleos
en una unica computadora en ambiente de memoria compartida, el soporte es provisto por los
compiladores también a través de la API MPI, exigiendo del sistema operativo apenas el

soporte de multiprocesamiento.

Considerando que la red de comunicacion existente en laboratorios de investigacion
universitarios es, en algunos casos, de tasas de transferencia lentas (Fast Ethernet 100Mbps a
1Gbps), la implementacion paralela fue hecha de forma de tener granularidad lo mas gruesa
posible, de manera de minimizar el tiempo de comunicacion de datos entre los procesadores
comparado con el tiempo de procesamiento, garantizando asi una mayor eficiencia de

paralelizacion.

Por las mismas limitaciones, el modelo de programacion paralela utilizado es del tipo
"hostless program" de modo que todos los procesadores ejecuten el mismo cddigo y que los
intercambios de datos sean efectuados directamente por los procesadores unos con los otros
sin la intervencion de ninglin controlador. La opcion por este modelo es adecuada para redes
relativamente pequeflas con una topologia en estrella, como las de computadoras conectadas
directamente a un Unico switch de red, pues descentraliza y agiliza el proceso de
comunicacion entre los procesadores porque posibilita comunicaciones simultdneas y

disminuye el trafico de datos en la red en comparacion a un modelo del tipo "master-slave".

La division de tareas utilizada empled el particionado nodal de la estructura de datos,
basado en el presupuesto de que el esfuerzo computacional asociado a cada nodo de la malla
es constante, y también basado en un indicador inicial de la capacidad de procesamiento de
cada procesador como, por ejemplo, la frecuencia del procesador. La tarea de division de la

malla segin su menor dimension geométrica (para definir las cargas de trabajo de cada
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procesador) fue realizada mediante la division del sistema de ecuaciones segun su menor
dimension (ancho de banda). Para esto, se utilizé un tratamiento de malla basado en una unica
reordenacion nodal para minimizacién del ancho de banda de la matriz del sistema de
ecuaciones. Este tratamiento puede ser considerado como una variante del método global de
particionado en fajas (stripwise partitioning - STRIP) (ver Dorneles %)), Se emplean
elementos fantasmas (ghost elements) para minimizar la comunicacion entre procesadores a

costa de redundancia en el esfuerzo computacional (ver Demkowicz et al. 1),

El balanceo de esta carga de trabajo es hecho al inicio del proceso de solucion de forma
estatica corriendo un determinado numero de iteraciones y redistribuyendo los nodos de la
malla entre procesadores en funcion del tiempo de procesamiento individual hasta que el
equilibrio sea alcanzado. Esta metodologia es aplicable en procesos de solucion para los

cuales el esfuerzo computacional es constante a lo largo de las iteraciones.

La estructura de datos utilizada fue de elemento por elemento o EBE (Element-By-
Element) evitando la necesidad de montaje de matrices globales que complican el analisis de

problemas grandes por las necesidades de memoria que implican.

5.3.2 Meétricas de los programas paralelos.

Dado que en la siguiente seccion se presentan las métricas de paralelizacion obtenidas
en un caso particular, es necesario definir estas métricas previamente.

Se define como “aceleracion” o “ganancia de velocidad” de procesamiento (speed-up) a

la siguiente relacion [°1:

ts
Sp =1 (5.9)

P
Donde p es la cantidad de nucleos de procesamiento utilizados en paralelo, # es el
tiempo de procesamiento total transcurrido en una corrida secuencial (en un unico nucleo de
procesamiento) y £, es el tiempo de procesamiento total transcurrido en la corrida en paralelo
con p nucleos de procesamiento. Este speed-up sera “absoluto” cuando el tiempo de
procesamiento secuencial corresponda al mejor programa secuencial posible, mientras que
serd “relativo” cuando el tiempo #; corresponda a una corrida hecha con el mismo codigo
paralelo, pero utilizando un tinico nucleo de procesamiento. A no ser que sea especificado en

contrario, debe considerarse que el speed-up ser refiere al speed-up relativo. El speed-up

teorico o ideal es aquel para el cual S, =p lo cual indicaria que toda la capacidad

computacional es utilizada para acelerar la ejecucion del programa.
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Se define como eficiencia de paralelizacién E, para p nucleos de procesamiento a la

siguiente relacion:

S t
E, = ?p =5 ;p (5.10)

la cual indica cuanto del speed-up teodrico fue alcanzado. Aqui consideramos que cada hilo
(thread) del computo paralelo es realizado por un nucleo de procesamiento sin importar la
configuracion especifica del hardware (si es un “cluster” con varios nodos o si es una Unica
computadora o nodo; si cada nodo tiene uno o mas procesadores; si cada procesador tiene uno

0 mas nucleos).

Pero las expresiones (5.9) y (5.10) son validas Gnicamente para el caso de correr en
clusters homogéneos o maquinas donde todos los nucleos de procesamiento tienen la misma
velocidad o capacidad de computo. En caso de que esto ultimo no ocurra, puede calcularse la

velocidad relativa de cada procesador de la siguiente manera:

vi =2 (5.11)

Donde t! es el tiempo de computo del procesador i en una corrida secuencial (con un

;. 4 . re
unico nucleo de procesamiento) y tg !

es el tiempo de computo del procesador adoptado
como referencia, también en una corrida secuencial. De la misma forma, la velocidad relativa

de la ejecucion en paralelo viene definida por la siguiente expresion:

tref

(5.12)

La eficiencia de paralelizacion para p nucleos de procesamiento (no necesariamente

homogéneos) es, entonces, la siguiente:

vy

Ep =5r 1 (5.13

l
i=1Vr
Y el speed-up se calcula como sigue a continuacion:

S, =pE, (5.14)

Por ultimo, se define como “escalabilidad” de un programa a la propiedad de este de
mantener la eficiencia de paralelizacion a medida que se agregan mas nucleos de

procesamiento al conjunto. Esto significa que E, se mantenga en un valor constante k que no
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depende de la cantidad de nucleos de procesamiento p, determinando que la relacion (5.14)

tome la forma lineal.

S,=kp (5.15)

5.3.3 Evaluacion de eficiencia de paralelizacion: Flujo supersonico no viscoso alrededor de

una esfera

A continuacidn, se muestra un unico ejemplo para mostrar algunas de las métricas
obtenidas con las técnicas de paralelizacion utilizadas en este trabajo. Este ejemplo
corresponde a un articulo presentado en 2011 en el Congreso Argentino de Tecnologia
Aeroespacial 2!, El mismo fue efectuado sobre una implementacion del esquema de Taylor-
Galerkin que no incluia el modelo de turbulencia. Sin embargo, y a pesar de que fue realizado
en un hardware que podria considerarse obsoleto, éste es util a los fines de ilustrar las

métricas de “speed-up” y “eficiencia de paralelizacion” obtenidas.

Se considera en este ejemplo un flujo supersonico compresible no viscoso
y = 1.4 pasante por una esfera de radio R = 1,0. Solo un octavo de la geometria esférica fue
considerado en este caso debido a la simetria geométrica y de flujo, como puede verse en la

figura 5.1.

(0,0.2)

7

7

(-1.5.0.0) ’ 0.2,0)

Figura 5.1: Dominio y malla de elementos finitos para obtener métricas de paralelizacion.

Las condiciones de contorno prescriptas a la entrada son: v;4 = 3,0, Vye = V30 =
0,0, e, =6,2857, p,, =1.0 y el nimero de Mach de referencia es M., = 3,0. La
componente del vector velocidad normal al contorno soélido de la esfera fue anulada. Lo
mismo se hizo en los contornos (planos) de simetria del dominio. Las condiciones iniciales
que se adoptaron en todo el dominio son: v,° = 3,0; v,° = v3° = 0,0; u® = 1.7857; e° =

6,2857 p® = 1.0 y p° = 0.71428. Estos valores se especifican en todos los nodos de la malla
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de elementos finitos, excluyendo aquellos en donde se prescriben condiciones de contorno. Se
utiliza un factor de seguridad = 0.2 vy, asi, el paso de tiempo efectivo adimensional resulta

At = 0,4*1073.

Sobre el dominio de analisis fue generada una familia de mallas, cada una
correspondiendo a un numero diferente de divisiones (n div.) de las lineas de definicion del
dominio segin se ve en la figura 5.1. Las caracteristicas de las mallas se pueden ver en la

tabla 5.1.

Malla Cantidad de Cantidad de Cantidad de grados de
elementos nodos libertad
ESF020 6.000 6.951 34.755
ESF030 20.250 22.351 111.755
ESF040 48.000 51.701 258.505
ESF050 93.750 99.501 497.505
ESF060 162.000 170.251 851.255
ESF070 257.250 268.451 1.342.255
ESF080 384.000 398.601 1.993.005
ESF090 546.750 565.201 2.826.005
ESF100 750.000 772.751 3.863.755
ESF110 998.250 1.025.751 5.128.755

Tabla 5.1: Mallas utilizadas para obtener métricas de paralelizacion. (2011 B21)

Como se ve en la tabla precedente, las mallas obtenidas fueron designadas por ESFxxx,
donde xxx representa el nimero de divisiones empleado.

En la figura 5.2 se muestran los contornos de nimero de Mach que se obtienen como
resultado; se observa que este resultado es muy proximo al que presentan Molina & Huot 2]

para el mismo caso.
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Figura 5.2: Contornos de nimero de Mach. Izq.: Este trabajo (ESF20). Der.: Molina & Hout.



83

La implementacion paralela fue testeada con un conjunto de 11 computadoras en un
“cluster” permanente heterogéneo, conectados a través de una red “Fast Ethernet” (100
Mbps) y “Gigabit Ethernet” (1 Gbps). Cada computadora disponia de un procesador con un
unico nucleo AMD Athlon 64 y 4 GB de memoria RAM. La frecuencia de los nucleos
utilizados es de 2,3 GHz en tres de las computadoras, 2,4 GHz en cinco de las computadoras y

2,5 GHz en las tres restantes.
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[--— 2500 L — 2300)

Figura 5.3: Tiempo de solucion por paso de tiempo en funcion del Nro de GL segun la frecuencia del
procesador.

La division de tareas fue hecha una unica reordenacion nodal previa con algoritmo

minimizador de banda con balanceo de carga de trabajo computacional.

Primeramente, los diversos tamafios de problema (mallas) fueron analizados por cada
computadora con un Unico nicleo de procesamiento en forma secuencial. Dada la memoria
disponible en cada computadora este andlisis secuencial se restringi6 hasta el problema

ESF090. Los tiempos de solucion obtenidos se muestran en la figura 5.3.
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I—e— 2 —A&—4 =8 —8—11 } |—)<—35—A— 498-@—1993—8—5129 - - - - Ideal (x 1000 GL)

Figura 5.4: “Speed-up” en funcion del tamaifio de malla para diferente cantidad de nucleos (der.) y en funcion
del nimero de nucleos para diferentes tamafios de malla (izq.).
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A partir del analisis secuencial, fue posible cuantificar el desempefio de la solucién
paralela. Con el uso de la red de 1 Gbps las computadoras fueron agrupadas en conjuntos de
2, 4, 8 y 11 nucleos de procesamiento para los problemas ESF020 a ESF110, siendo

obtenidos los valores de “speed-up ” y de eficiencia que se muestran en las figuras 5.4 y 5.5.

100% 100% -
s 90% ¢ 3 90% -
T 80% S 80% 1
Lt 2
3 70% 3 70%
S 5
S 60% o 60%
© £
S 50% 8 50% -
£ 2
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30% % : i . . . i 30% . . )

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 4 8 12
Grados de Libertad (x1000) Nicleos de procesamiento
[0—2 —a—4 —%—38 —8—11] -~ 35—A— 498-@— 1993—8—5129 (x 1000 GL)

Figura 5.5: Eficiencia de la paralelizacion en funcidn del tamafio de malla para diferente cantidad de ntcleos
(der.) y en funcion del nimero de nicleos para diferentes tamafios de malla (izq.).

De la misma manera se obtuvieron curvas similares para el “cluster” con la red de 100
Mbps pero no se muestran aqui. En su lugar, la figura 5.6 muestra la ganancia de “speed-up”
al utilizar la red de 1 Gbps en comparacion a la red de 100 Mbps. Se observa que a medida
que se aumenta la cantidad de Grados de Libertad para un mismo ntimero de hilos, la ventaja
de tener una red mas veloz se reduce, dado que es menor la cantidad relativa de datos
transferidos por la red con respecto al tamafio del problema. También se observa que, para
una dada cantidad de GL a mayor cantidad de nucleos de procesamiento mayor es el
aprovechamiento de la velocidad de la red, dado que aumenta la cantidad de datos a transferir

con la cantidad de hilos.
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Figura 5.6: Ganancia de “speed-up” con el uso de la red de 1 Gbps comparada con la red de 100 Mbps
en funcion del tamafio de malla.
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CAPITULO 6

6 PROBLEMAS DE VERIFICACION Y VALIDACION.

6.1 FLUJO TRANSONICO LAMINAR EN TORNO A UN PERFIL AERODINAMICO.

El siguiente caso corresponde a un perfil aerodindmico NACA 0012 en régimen

transonico: M=0.85, Re =2000. Este problema fue resuelto por varios autores 3} 54

y por lo
tanto se cuenta con resultados de referencia para los estudios comparativos. Aqui se presentan
ademas los resultados obtenidos con la version 17.1 de ANSYS/Fluent para el mismo
problema. Todas las corridas realizadas para este caso son obtenidas con los esquemas TG,
MTG y CBS con integracion analitica completa para las matrices de masa y convectivas. Solo

se utilizan Jacobianos reducidos al centro del elemento para las matrices estabilizadoras y

difusivas.

La geometria y otros parametros importantes de este problema se muestran en la figura
6.1. La cuerda adimensionalizada del perfil tiene una longitud unitaria y el dominio se
extiende cuarenta cuerdas hacia atrds desde el borde de fuga del perfil, veinte cuerdas hacia
arriba, veinte cuerdas hacia abajo y el radio de la parte frontal es de veinte cuerdas también

con su centro coincidente con el centro del radio del borde de ataque.

VISCOSO

Re,, =2000

M,, =0.85

Pr=10.72
y=14

S, =0.9058

Sty =1.583

Figura 6.1 — Vista lateral del dominio y malla y caracteristicas de flujo.

En las figuras 6.2 y 6.3 se muestran detalles de la vista lateral de la malla de

elementos finitos, la cual cuenta con 386.560 elementos hexaédricos y 775.684 nodos.
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La misma malla se utiliza para las corridas con ANSY S/Fluent.

Considerando que la malla utilizada es tridimensional con un tinico elemento en la
direccion x3, se impone la condicion v3 = 0,0 en los contornos laterales de manera de
evitar el flujo de masa a través de dichos contornos, conservando la caracteristica
bidimensional del problema. Es importante recordar aqui que, cuando se utiliza la
formulacion débil del FEM, las condiciones de contorno de Neumann prescriptas nulas
(derivadas de variables, con respecto a la normal a los contornos, nulas) se satisfacen
automaticamente si no se prescriben valores para las mismas variables en los

correspondientes contornos.

Figura 6.2 — Vista lateral de la malla: perfil Figura 6.3: Vista lateral de la malla: borde de

completo. ataque.

Las condiciones de contorno en la entrada adimensionales son las siguientes:
V1w = 0,85; V3 = V36 = 0,0; U, = 1,7857; po, = 1,0

mientras que sobre los contornos sélidos (sobre el perfil) se aplica la condiciéon de no

deslizamiento, es decir:
v1=v2=v3=0,0

en conjunto con la temperatura de estancamiento, la cual se especifica utilizando la energia

interna especifica, segun la siguiente expresion:

y—1

Ugey = Uen (1 +r Moo2> — 2,01535
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siendo 7 = 0,89 el factor de recupero (un factor empirico introducido porque en realidad la
recuperacion de la energia no es perfecta), y no es necesario especificar condiciones en los

contornos de salida, en los cuales solo se definen los vectores {f;} y {q}.
Las condiciones iniciales vienen dadas por las siguientes expresiones:
v,° =0,85; v,° = v;° = 0,00; u® = 1,7857; p° = 1,0 y p° = 0,71428

Estos valores se definen en todos los nodos de la malla, a excepcion de los nodos donde se

prescribieron condiciones de contorno de Dirichlet.

Utilizando el factor de seguridad B = 0,2, definido en (3.38) el paso de tiempo
adimensional efectivo utilizado en este problema resultdé At = 0,5*107%. El coeficiente de

viscosidad artificial, definido en (5.2), utilizado en este problema es C4p = 0,0.

El coeficiente de friccion superficial (skin friction) cry el coeficiente de presion c,

fueron calculados utilizando las siguientes expresiones

T P~ P
Cf=a0——,; Cp=7—

1 1
ipoolvoolz Epoolvool2

donde 7 y p son las componentes tangencial y normal, respectivamente, de las fuerzas por

unidad de 4rea actuando en cada punto de la superficie de contorno sé6lido.

La figura 6.4 muestra los contornos de presion obtenidos con los esquemas MTG y
CBS, que son practicamente iguales. La figura 6.5 muestra los contornos de presion obtenidos

con ANSYS/Fluent 17.1. Las imagenes muestran un excelente nivel de acuerdo.
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Figura 6.4 — Contornos de presion MTG y CBS. Figura 6.5: Contornos de presion ANSYS/Fluent 17.1.

La figura 6.6 muestra un detalle de los contornos de presion en el borde de ataque

obtenidos con los esquemas MTG y CBS. La figura 6.7 muestra la misma imagen obtenida
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con el esquema TG2. Con el esquema TG2 pueden observarse oscilaciones de presion en
zonas de baja velocidad, que no aparecen en los esquemas TG, CBS y MTG. Los esquemas

CBS y MTG muestran practicamente los mismos contornos de presion.
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Figura 6.6 — Contornos de presion MTG y CBS. Figura 6.7: Contornos de presion TG2.

Todos estos resultados fueron obtenidos utilizando paso de tiempo interno local con

todos los esquemas presentados (MTG, CBS, TG2 y TG).

En la figura 6.8 se muestra una imagen del coeficiente de friccion calculado con el
método MTG con paso de tiempo interno, comparado con valores obtenidos numéricamente
con la version 17.1 de ANSYS/Fluent utilizando la misma malla. Se observa buena

concordancia entre ambos resultados mostrados en la figura.

Coeficiente de Fricién Superficial (Skin Friction)
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cf
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Coordenada x medida desde el borde de ataque [Adimensional]

Figura 6.8 — Coeficiente de friccion sobre el perfil simétrico.

La figura 6.9 muestra los resultados numéricos obtenidos con ANSYS/Fluent 17.1 y

con el esquema MTG, para el coeficiente de presion sobre el perfil simétrico NACA 0012.
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Como puede verse, los resultados obtenidos para este coeficiente con el método MTG
aplicando un paso de tiempo interior resultan muy proximos a los valores obtenidos con

Fluent para la misma malla.

Coeficiente de Presion

1,5

— Fluent 17.1

- = = MTG

Coordenada x medida desde el borde de ataque [Adimensional]

Figura 6.9 — Coeficiente de presion Fluent 17.1 y MTG (Atint)

En la figura 6.10 se muestra la convergencia de los esquemas considerados. El analisis
de los contornos de presion y de los residuos de densidad arroja una clara determinacion. Los
métodos CBS y MTG presentan una mejora en la convergencia de densidad (y presion) con
respecto al esquema TG2, cuando se los utilizan con un paso de tiempo interior local. De lo
contrario la curva del residuo se coloca apenas por debajo de la curva obtenida con el
esquema TG2. La convergencia del esquema TG fue testeada también (no aparece en la

figura) y se coloca muy ligeramente por encima de las curvas del CBS y el MTG.
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Figura 6.10 — Residuos mostrando convergencia de los diferentes algoritmos.
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También se observa que la utilizacién de un paso de tiempo interno con el método TG2
no ofrece ninguna ventaja comparativa con respecto al mismo esquema tomando un paso de
tiempo Unico. En cambio, la performance del método MTG usando paso de tiempo interno

local, es equivalente a la obtenida con el algoritmo CBS con paso de tiempo interno local.

Adicionalmente se hicieron corridas con el método CBS de un paso (CBS single-step)
cuyos resultados no se muestran aqui, pero los mismos no difieren apreciablemente de los

obtenidos con los esquemas TG, CBS o MTG.

Es importante, sin embargo, indicar los tiempos relativos para las diferentes corridas.
Asumiendo un tiempo de referencia de valor 1 para el esquema mas rapido, el CBS de un

paso, en la siguiente tabla se muestran los tiempos relativos obtenidos corriendo este

problema:
Algoritmo: Tiempo de computo relativo
CBS de un paso 1
TG 1,14
TG2 1,01
MTG 1,04
CBS 1,33

Tabla 6.1 — Tiempos de computo relativos.

Debe senalarse que los casos indicados en la tabla 1 corresponden todos a corridas del
mismo problema en la misma computadora (Dell Precision 7610, 16 Cores, 64 Gb ram), y
utilizando la misma cantidad de hilos en paralelo (16). Los tiempos que se comparan son
tiempos de pared entre dos grabaciones de resultados con un mismo nimero de pasos de
tiempo entre medio. Todos los algoritmos indicados aqui utilizan integracion analitica exacta
para las matrices de masa y convectivas, e integracion analitica con reduccion de las matrices

Jacobianas al punto central para las matrices estabilizadoras y difusivas.

También debe indicarse que los codigos utilizados fueron desarrollados de la misma
forma incluyendo unicamente aquellas modificaciones requeridas por los diferentes
algoritmos. El primer c6digo desarrollado correspondio6 al esquema TG y luego los restantes

fueron obtenidos modificando este codigo original.

6.2 FLUJO SUPERSONICO TURBULENTO SOBRE PLACA PLANA.

El siguiente caso corresponde al flujo compresible turbulento sobre una placa plana en

régimen supersénico: M = 2, Re =15%10°.
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Este problema se encuentra descripto en el repositorio web de la NASA para modelos
de turbulencia (Turbulence Modeling Resource, Langley Research Center, NASA) 3. Alli se
muestran resultados para varios modelos de turbulencia y se lo compara con la resolucioén

tedrica semiempirica.

Figura 6.11 — Vista lateral y caracteristicas de flujo.

La geometria y direccion de escurrimiento de este problema se muestran en la Figura
6.11. Considerando que la malla utilizada es tridimensional con un Unico elemento en la
direccion xz, se impone la condicion v2 = 0,0 en los contornos laterales de manera de evitar el
flujo de masa a través de dichos contornos, conservando la caracteristica bidimensional del

problema.

En la Figura 6.12 se muestra la vista lateral de la malla de elementos finitos, la cual
cuenta con 13.056 elementos hexaédricos y 26.578 nodos. La malla es exactamente la misma
que se encuentra en el repositorio web de la NASA para modelos de turbulencia (3D

2x137x97/2x113 puntos sobre la placa plana).

Figura 6.12 — Vista lateral de la malla.
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La malla tiene un refinamiento en proximidades de la pared tal que la estimacion del y+

resulta proxima a 0,3.
Las condiciones de contorno en la entrada son:
Vi = 2,0; Voo = V300 = 0,0; U = 1,7795; poo = 1,0; Voo, = 6,667 * 1077
Sobre los contornos so6lidos (sobre la placa) se aplica la condicion de no deslizamiento
vy =v,=v3=00;7,=0,0

en conjunto con la temperatura de estancamiento, la cual se especifica utilizando la energia

interna especifica, segun la siguiente expresion (» = 0,89)

y—1

Ustg = Uoo (1 +7r Mooz) = 3,0465

y no es necesario especificar condiciones en los contornos de salida, en los cuales solo se

definen los vectores {f;} y {¢}. Las condiciones iniciales vienen dadas por:
% =2,0;1,° =v3°=0,0; u® = 1,7795; p° = 1,0; p° = 0,7118 y ¥° = 6,667 * 1077

Estos valores se definen en todos los nodos de la malla, a excepcion de los nodos donde se

prescribieron condiciones de contorno de Dirichlet.

Utilizando el factor de seguridad f = 0,2, definido el paso de tiempo adimensional
efectivo utilizado en este problema resulté At = 1,0°1077. El coeficiente de viscosidad

artificial utilizado en este problema es C4p = 0,3.

PRESION

0724
0727
0.726

-

Figura 6.13 — Contornos de Presion (MTG)

La Figura 6.13 muestra los contornos de presion obtenidos en este trabajo. Los

contornos obtenidos con los esquemas TG, TG2, MTG y CBS no muestran diferencias

apreciables entre si. Sin embargo, los investigadores que desarrollaron el esquema CBS [BH!7]
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sefalan que el esquema CBS de un paso no es adecuado para altos nimeros de Mach. Las
simulaciones realizadas en este trabajo con dicho esquema para numeros de Mach elevados
indican que la convergencia del CBS de un paso no es buena y pueden aparecer
inestabilidades. Por lo tanto, se confirma aqui lo establecido por estos autores, y no se

recomienda el uso del esquema CBS de un paso en estos casos.

En la Figura 6.14 se ven los contornos de presion obtenidos con ANSYS/Fluent 17.1
disponible en el GFC (Grupo de Fluidodinamica Computacional) de la UNLP (Universidad
Nacional de La Plata). La malla utilizada para las simulaciones con Fluent es exactamente la
misma que la mostrada en la Figura 6.12. Las escalas de las Figuras 6.13 y 6.14 han sido
ajustadas para ser coincidentes. Los valores de presion adimensional son muy similares. En
ambas imagenes las distribuciones de presion en el flujo muestran la perturbacion producida

por el borde de la placa propagandose como una onda de Mach.

0.728
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Figura 6.14— Contornos de Presion (ANSYS/Fluent 17.1)
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Figura 6.15 — Coeficiente de friccion sobre el perfil simétrico.
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En la Figura 6.15 se muestra una imagen del coeficiente de friccién, comparando con
valores provistos por la correlacion semiempirica de Van Driest II (ver repositorio web de la
NASA para modelos de turbulencia [*¥), que muestran la buena concordancia con los
resultados mostrados en dicha referencia para este coeficiente. Nuevamente no hay
diferencias apreciables entre los resultados obtenidos con los diferentes esquemas, TG, TG2,
CBS y MTG. Todos estos esquemas resultan adecuados desde el punto de vista de la calidad

de los resultados.

Por ultimo, la Figura 6.16 muestra el perfil de velocidades adimensionalizado,
correspondiente a la posicion de la placa donde se verifica que Red = 10000 (6 es el espesor de
cantidad de movimiento >3} [*1l)  Como puede verse, los resultados obtenidos para en este
trabajo resultan muy proximos a los valores que se muestran en el repositorio de la NASA y
que corresponden a la correlacion semiempirica de Van Driest I. Aunque no se muestran aqui,
en este repositorio se muestran resultados obtenidos con otros cddigos y las curvas casi se

superponen con la curva obtenida en este trabajo.

25

20
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+
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Figura 6.16 — Perfil de velocidad en Ref = 10000
Algoritmo: Tiempo de computo relativo
CBS de un paso No se recomienda
TG 1,16
TG2 1
MTG 1,03
CBS 1,3

Tabla 6.2 — Tiempos de computo relativos.
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La convergencia entre los esquemas TG, TG2, MTG y CBS no difiere
significativamente cuando se grafican los residuos, sin embargo, si hay diferencias en los

tiempos de computo relativos, como puede observarse en la tabla 6.2.

De esta forma se observa que, para numeros de Mach supersdnicos, los cuatro
algoritmos son adecuados desde el punto de vista de la convergencia, pero hay diferencias
apreciables en cuanto a tiempo de computo de pared, siendo el esquema CBS el mas oneroso
en este sentido. Por su lado, el algoritmo CBS single-step de un paso no se recomienda para

numeros de Mach no perturbados supersonicos.

6.3 FLUJO HIPERSONICO “FRIO” TURBULENTO “ASWBLI”: INTERACCION
ENTRE CAPA LIMITE Y ONDA DE CHOQUE.

El siguiente caso corresponde al flujo compresible turbulento sobre un obstaculo con
forma de lanza en régimen hipersonico frio: M=7,11, Re/L =57.060 1/cm. Este problema se
encuentra descripto en el repositorio web de la NASA para modelos de turbulencia
(Turbulence Modeling Resource, Langley Research Center, NASA **'). Alli se muestran
resultados para varios modelos de turbulencia y se lo compara con datos experimentales. El
proposito aqui es proporcionar un caso de validacion para los modelos de turbulencia. A
diferencia de la verificacion, en la que busca establecer si un modelo se ha implementado
correctamente por comparacion con otros softwares o codigos, en la validacion se comparan
los resultados de CFD con datos experimentales, estableciendo la capacidad de un modelo

para reproducir la fisica.

El estudio experimental realizado por Kussoy & Horstman °*! involucré un cilindro de
cono / ojiva con un angulo de conicidad de 20 grados. El borde delantero es un cono de 10
grados que hace la transicion a través de un arco circular a un cilindro de 4rea constante con
un radio de 100 mm. La conicidad, disefiada para producir un choque oblicuo y una zona de
interaccion entre la capa limite y la onda de choque, estd ubicada 1390 mm aguas abajo del
borde de ataque. Como se describe en Georgiadis et. al. (2015) % el borde de ataque se
puede excluir del calculo de CFD, siempre que las condiciones de los limites de entrada se
ajusten ligeramente (el numero de Mach se cambia de 7,05 a 7,11); Esto es lo que se hace
aqui. La pared (cilindro y cono) tiene una temperatura constante de 311 K. Las caracteristicas

geométricas se describen en las figuras 6.17, 6.18 y 6.19.

Si bien el problema es axialsimétrico, su resolucion se realiza aqui con un 3D, tomando

un cuarto de la geometria por consideraciones de simetria.
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Figura 6.17 — Vista del cuerpo de lanza completo 3. Figura 6.18 —Dominio y obstaculo cilindrico conico.
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Figura 6.19 — Vista del dominio y contornos.

La geometria del dominio se muestra en las Figura 6.18 y 6.19. El problema fue
adimensionalizado. En los dos contornos laterales se impone la condicion de que la
componente de velocidad perpendicular a dichos contornos sea nula. En la entrada las

condiciones de contorno son las siguientes:
Vi = 7,115 Vyoo = V360 = 0,0; U = 1,7795; poo = 1,0; ¥, = 6,230284 = 10™*
Sobre los contornos s6lidos se aplica la condicion de no deslizamiento:

v, =v, =v3 =00;V, =0,0
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en conjunto con la temperatura en la pared, la cual es un es dato (311 K) y se especifica

utilizando la energia interna especifica:
u, = 6,918

y no es necesario especificar condiciones en los contornos de salida, en los cuales so6lo se

definen los vectores {f;} y {q}.
Las condiciones iniciales vienen dadas por:
v,°=7,11;v,° = v3° = 0,0; u® = 1,7795; p° = 1,0;
p°® =0,7118 y 7° = 6,230284 = 10~*

Estos valores se definen en todos los nodos de la malla, a excepcion de los nodos donde

se prescribieron condiciones de contorno de Dirichlet.

En la Figura 6.20 se muestra la vista lateral de la malla de elementos finitos, la cual
cuenta con 1.600.000 elementos hexaédricos y 1.642.361 nodos. La malla es exactamente la
misma que se encuentra en el repositorio web de la NASA para modelos de turbulencia [(2-D)
2-zone 81x101 and 81x101] pero rotada para formar un dominio tridimensional

correspondiente a un cuarto del espacio circundante al obstéaculo.

Figura 6.20 —Malla de elementos finitos. Figura 6.21 —Malla en la zona de inicio del cono.

La malla tiene un refinamiento en proximidades de la pared tal que la estimacion del y+

resulta proximo a 0,5.

Utilizando el factor de seguridad = 0,2, el paso de tiempo adimensional efectivo para
este problema resulté At = 1,0°107°. El coeficiente de viscosidad artificial utilizado es

CAD = 0,2
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En la figura 6.22 se comparan el perfil de velocidad experimental con los obtenidos con
el programa WindUS de la NASA 3y con los obtenidos en este trabajo. La posicién en la
cual se obtuvieron estos datos corresponde al plano x = —6 (el origen de coordenadas x = 0
se encuentra donde inicia el cono). Dado que no hay diferencias apreciables entre los
resultados con TG, TG2, CBS y MTG, aqui se muestra unicamente una curva correspondiente

al programa “Airflow” desarrollado en este trabajo utilizando el esquema MTG.
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Figura 6.22 — Comparacion de perfiles de velocidad.
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Figura 6.23 — Comparacion de perfiles de temperatura.
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En la figura 6.23 se comparan los perfiles de temperatura para la misma ubicacion.
Ambas figuras muestran mucha proximidad entre los valores obtenidos con el programa
“WindUS” (Ver Georgiadis et. al., P®) y los codigos “Airflow” implementados en este
trabajo. A su vez, ambos codigos muestran buen grado de proximidad con los datos

experimentales obtenidos por Kussoy & Horstman 3],

La figura 6.24 muestra una comparacion de la distribucion de presiones a lo largo de la
pared del obstaculo. La coordenada “S” es medida a lo largo de la superficie del solido con su

origen S=0 correspondiendo al inicio del cono.
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Figura 6.24 — Comparacion de la distribucion de presion sobre la pared de la lanza.
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Figura 6.25 — Comparacion de la transferencia de calor a través de la pared.
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Por ultimo, la Figura 6.25 muestra una comparacion de la transferencia de calor a
través de la pared del obstaculo so6lido. La definicion de la transferencia de calor de pared

viene dada por: q,, = —K (du/dy),,, dond K es la conductividad térmica del fluido.

Se observa un buen grado de proximidad entre los codigos “Airflow” y “WindUs”, con
los datos experimentales. Las diferencias entre los resultados de ambos codigos y los datos
experimentales pueden explicarse por el modelo de turbulencia adoptado (EVM-Boussinesq-
Spalart-Allmaras). Las simulaciones en las referencias [56] y [57] muestran el mismo

resultado.

Al igual que en el caso anterior, la convergencia entre los esquemas TG, TG2, MTG y
CBS no difiere significativamente cuando se grafican los residuos, sin embargo, si hay

diferencias en los tiempos de coémputo relativos, como puede observarse en la siguiente tabla:

Algoritmo: Tiempo de cdmputo relativo
CBS de un paso No se recomienda

TG 1,18

TG2 1

MTG 1,03

CBS 1,32

Tabla 6.3 — Tiempos de computo relativos.

De esta forma se observa que, para numeros de Mach hipersonicos, los tres algoritmos
son adecuados desde el punto de vista de la convergencia, pero hay diferencias apreciables en

cuanto a tiempo de computo de pared, siendo el esquema CBS el mas oneroso en este sentido.

En cuanto al esquema CBS de un paso, este esquema fue corrido para este caso
mostrando oscilaciones numéricas importantes en la zona inicio del cono, lo cual muestra que

efectivamente este algoritmo no es recomendable para altos nimeros de Mach.

Una observacion importante, que aplica a los tiempos relativos del esquema TG
mostrados en este capitulo para todos los ejemplos, es que el esquema TG utilizado aqui ha
sido trabajado como se muestra en el Anexo I, lo cual ya implica en una considerable
eliminacion de términos sin cambiar en nada la esencia del método. Pero, si se aplicara en
forma directa, usando la matriz A; completa sin el retrabajo mostrado en el anexo I,

seguramente el tiempo de computo seria ain mayor, comparable a los tiempos de computo del

método CBS Split A.
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CAPITULO 7

7 CONCLUSIONES.

Con respecto a la paralelizacion de los codigos implementados con los algoritmos TG,
TG2, MTG, CBS, CBS single-step, todos ellos se mostraron adecuados para la paralelizacion,
particularmente para las configuraciones de memoria distribuida. La division de tareas entre
los procesadores logicos es relativamente simple de realizar, asi como la identificacion de las
variables involucradas en la comunicacion entre los procesadores. Las caracteristicas de los
algoritmos empleados permiten que se adopte una estrategia de programa sin procesador

maestro (Hostless program) resultando en una baja tasa de comunicacion entre procesadores.

El balanceo de las cargas de trabajo empleado se mostr6 eficaz como para minimizar
los efectos de no uniformidad del esfuerzo computacional y para permitir el ajuste de las
cargas de trabajo asociadas a cada procesador cuando un indicador simple e imperfecto como

la frecuencia del nticleo es utilizado como base para una division inicial de tareas.

El tratamiento de malla empleado para la minimizacion tanto de la cantidad de datos
comunicados entre los procesadores como de la redundancia del esfuerzo computacional,
presentan un buen desempefio en lo que respecta a la eficiencia de paralelizacion. Este se
mostré adecuado cuando el nimero de ntcleos de procesamiento no es muy grande en una
configuracion de memoria distribuida, cuando la latencia de comunicacion en red es grande
para esa misma configuracion, o en configuraciones hibridas de memoria distribuida y

memoria compartida.

La implementacion utilizada fue totalmente basada en las capacidades presentadas por
el lenguaje de programacion FORTRAN 90 y la biblioteca MPI de comunicacion. No fue
utilizada ninguna caracteristica especial del sistema operativo mas alla del soporte a la
comunicacion en red. Esto probd ser una caracteristica importante respecto de la portabilidad

de estos codigos paralelos para ser utilizados en diferentes sistemas operativos diferentes.

Las implementaciones desarrolladas para este trabajo de tesis, asi como en trabajos
previos P8 131 han mostrado que ambas estrategias de integracion de matrices elementales
aqui adoptadas son adecuadas para implementar en conjunto con los esquemas explicitos TG,

TG2, CBS y MTG. Si bien en este trabajo no se evaluaron las implicancias de adoptar una
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integracion analitica completa comparada con la integracion analitica tomando los Jacobianos

en el centro del elemento, si se pudo mostrar que su implementacion es factible.

La utilizacion de estos esquemas de integracion resulté adecuada tanto en problemas no
viscosos como viscosos laminares y turbulentos y para diferentes nimeros de Mach. Queda
como linea futura de investigacion profundizar en las ventajas comparativas de estas técnicas
de integracion con respecto a la integracion numérica usualmente utilizada en

implementaciones de elementos finitos.

Con respecto a la calidad de convergencia del método CBS cuando se lo compara con
el método TG, este trabajo confirma las afirmaciones de otros autores respecto de la mejora
en la convergencia para bajos numeros de Mach (M<0.9) del método CBS respecto del TG,
pero especialmente en su version TG2. Pero, como demostraron estudios hechos en este
trabajo, dicha mejora se hace mas evidente cuando el método CBS se utiliza con pasos de
tiempo locales (internos) para las matrices de estabilizacion. Estos trabajos también mostraron
que cuando se utiliza el método de TG2, el uso de pasos de tiempo interiores no tiene mayor

impacto.

La implementacion del modelo de Spalart-Allmaras en el contexto del método de
elementos finitos utilizando los esquemas TG, TG2, CBS y CBS single-step con integracion
analitica de las matrices elementales result6 exitosa. Aqui es importante mencionar que se
utilizo la forma conservativa de la ecuacion de transporte de Spalart-Allmaras, propuesta
como alternativa para flujos compresibles por los mismos desarrolladores del modelo 4%,

Queda para futuras investigaciones ver el comportamiento de este modelo en problemas de

flujo desprendido y estelas de corte (shear layers).

Todo lo expresado aqui permite afirmar que el primer objetivo planteado en esta tesis
se cumplié exitosamente. A su vez, el segundo objetivo planteaba la necesidad de realizar
estudios comparativos de eficiencia de los diferentes métodos (TG, CBS y CBS single-step)
en términos de tiempo requerido de coOmputo. Las experiencias realizadas en este trabajo
muestran que existe un costo de tiempo asociado a la necesidad de efectuar el Split
caracteristico del método CBS. Se propuso, entonces, un nuevo esquema hibrido denominado

Taylor-Galerkin-Modificado (MTG).

Respecto de la convergencia, comparando los residuos, como se menciond
anteriormente, pudo observarse que el método CBS presenta mejor convergencia que el
esquema TG2 y TG (en el caso del esquema TG2 es mucho mas evidente, en el caso del

esquema TG la diferencia es pequena). Pero la mejor convergencia se obtiene usando CBS
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con Ati, local. En particular, el método TG2 presenta un comportamiento oscilatorio en las
zonas de baja velocidad que no aparece con el método CBS. El nuevo método aqui propuesto,
MTG, al igual que el CBS no presenta las oscilaciones de presion. La convergencia del
método MTG se mostro, asi, similar al método CBS. Utilizando un paso de tiempo interno
local con el método TG2, no se observa ninguna mejora en términos de convergencia de
densidad y de oscilacion de presion. Sin embargo, utilizando un paso de tiempo interno local,

el método MTG presenta una convergencia comparable con la del método CBS.

Los tiempos de computo muestran que los esquemas TG2 y MTG son los Gnicos que se
aproximan a los valores obtenidos con el CBS single-step. Tanto el esquema TG original
como el CBS Split A muestran costos adicionales importantes en términos de tiempo de
computo.

Si bien el método CBS no requiere de un proceso iterativo como si lo requieren TG,
TG2 y MTG en la practica estos términos iterativos solo se calculan en pocos pasos de
tiempo, por lo cual los métodos TG2 y MTG resultan mas eficientes que el método CBS, ya
que no requieren hacer el “split” que implica calcular una variable auxiliar de cantidad de
movimiento para luego utilizarla para calcular la densidad y, posteriormente, actualizar los
valores de cantidad de movimiento. De esta forma, con la convergencia mejorada que
presenta el método MTG, se tiene un esquema mas eficiente que el esquema CBS y que
presenta una convergencia comparable a este Ultimo esquema para todos los rangos de
nimeros de Mach. La alternativa del esquema CBS de un paso (CBS single-step), si bien
resulta eficiente y adecuada para regimenes transénicos, no es recomendable para altos
numeros de Mach, en régimen supersonico o hipersonico. El esquema TG2 tampoco resulta

recomendable porque muestra oscilaciones en zonas de bajas velocidades.

El trabajo demuestra que la modificacion propuesta con el esquema MTG es la mejor
opcioén cuando se consideran la convergencia y los tiempos de coOmputo para un amplio
abanico de numeros de Mach para flujos compresibles laminares y turbulentos. Lo antedicho

puede resumirse en la siguiente tabla:

) ) ] Titempo de computo
Algoritmo: Convergencia a M<1 [ Convergencia a M>1 .
relativo
CBS de un paso Buena Mala Optimo
TG Regular/Buena Buena Oneroso
TG2 Regular/Mala Buena Casi 6ptimo
MTG Buena Buena Casi 6ptimo
CBS Buena Buena Muy oneroso

Tabla 6.4 — Comparacion de esquemas numéricos.
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Como fuera mencionado anteriormente, los tiempos relativos del esquema TG
mostrados en este trabajo, corresponden al esquema TG que ha sido trabajado como se
muestra en el Anexo I, lo cual ya implica en una considerable eliminacién de términos sin
cambiar en nada la esencia del método. Pero, si se aplicara en forma directa, usando la matriz
A; completa sin el retrabajo mostrado en el anexo I, seguramente el tiempo de computo del

esquema TG seria ain mayor, comparable a los tiempos de computo del método CBS Split A.

Todo lo mencionado arriba se realizo, como es evidente, con c6digos propios que estan
disponibles tanto para el GFC del departamento de ingenieria aerondutica de la UNLP como
para el CEDI de la UTN Facultad Regional Haedo. En particular, este ultimo grupo tiene
como misioén derramar los desarrollos y resultados de sus actividades al resto de la comunidad
académica de la Facultad Regional Haedo, por lo cual el tercer objetivo planteado en esta
tesis, de compartir los codigos y conocimientos con la comunidad académica, se encuentra
parcialmente alcanzado. Sin embargo, para que este objetivo sea completamente alcanzado,
aun deben desarrollarse tareas, algunas de las cuales ya se encuentran planteadas en el
Proyecto de Investigacion (PID) homologado en 2019 por el rectorado de la UTN. Una de
estas tareas consiste en desarrollar una plataforma de pre y pos-procesamiento a partir de
software comercial o de libre disponibilidad, de manera de hacer mas sencilla la utilizacién de

estos programas por parte de alumnos de grado y posgrado.

De modo que los objetivos planteados en esta tesis, la evaluacion del desempetio de los
algoritmos de Taylor-Galerkin y CBS en elementos hexaédricos con integracion analitica de
matrices elementales, la mejora en su eficiencia a través de las modificaciones planteadas en
el método MTG, y el desarrollo de codigos propios, ya paralelizados, para su implementacion

y difusion en el ambiente académico, se consideran alcanzados de forma satisfactoria.
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ANEXO I
INTRODUCCION

Segun fue visto en el capitulo 3, el esquema de Taylor Galerkin (TG) viene dado por la

expresion (3.16), es decir:

(AL1)
AUTH = 2 oF," 0G" LAt o (4 OF" o
I+ 0x; 0x; Q 2 0x, \ K dx; Q
+1 +1 n+l
+£ _6AFL-;1 _BAGi;l —AQ”+1+gi an 0AF;;
2 0x; dx; ! 2 Oxy, k dx;

donde se utiliza el subindice “I”” para indicar iteracion anterior e “/+1” iteracion actual.

El desarrollo de los términos que contienen a la matriz Jacobiana de Euler puede ser
realizado en forma directa, como indica la expresion (3.16), pero también pueden ser
retrabajados de manera de reducir considerablemente la cantidad de términos y matrices a
considerar. Este retrabajo no modifica en nada la esencia del método y conduce a las
expresiones (3.33) a (5.37) vistas en el capitulo 3, las cuales son equivalentes a las que se

llegaria por medio del uso directo de la matriz A, completa.

MATRIZ JACOBIANA DE EULER 4;

Las matrices Jacobianas de Euler vienen dadas por la siguiente expresion:

(AL2)
0 dix 8i1 81 0 0]
0,5V?78y —vivy (1=7)viy +v; 118, — V78 V183 —v3¥6;1 ¥ O
A = 0,5 V2y8i, — vy V81 — 178z (1 =708 + vy V20i3 —3¥6z V6 0
! 0,5 V2783 — v3v; V38i1 — V1763 V38i; — V2V i3 (1-Pvsbis+v; 763 O
(V27 —ve)v €6jy — V1YY, €6z — VoYV, &6z —v3yv; vy 0
—ﬁvi 1761'1 1761'2 1761'3 0 [Z
en donde se tiene que:
(AL3)
y=y—1;6=ye—-05V?);e=u+05V?;V?=vv;;p = puy
Como se ve, son tres matrices A; para i=1,2,3. Por ejemplo, si i=1 se tiene:
(AL4)
0 1 0 0 0 0
[ 057V?—v? B-—p)vy w7 vy Y 0 ]
A = | V2l V2 L1 0 0 0|
1= —U31; Vs 0 2 0 0
(VY —ye)vy  E—vY —vpyv;  —V3¥1y yvu O ‘
—v, 7 0 0 0
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y, analogamente, se pueden expresar las matrices 4, y A;.

EXPANSION DE LOS TERMINOS DE ESTABILIZACION

Al aplicar el método de elementos finitos a los términos de estabilizacion que contienen
a las matrices Jacobianas de Euler en (ALl), es decir, cuando se desarrolla la siguiente

expresion:

(AL5)

At 0 . OF"

R — Ak

2 0xy 0x;
segun fuera indicado en la seccion 3.1.2 de este trabajo, se obtiene la siguiente expresion

matricial para dichos términos:

(AL6)
[4;"] {F}"

en donde:

(ALT7)
{ovi} "
l {pv1v; + 06} L
n _ J{pvav; + 062}
F" = | {ov3v; + pdis}|
l {(pe +p)vi} J
{oVv;}

y las matrices [4;"] pueden entenderse como tres matrices de 6x6 donde cada uno de sus

elementos es, a su vez una matriz de 8x8. Estas matrices quedan definidas por la siguiente

expresion:

(AL8)
A

| zgf 1.1 0% 0Py
tMN 2 o k axk 6xl'

en donde que A, es de 6x6, ,k=123y M\N=12,..8.
Considerando los valores promedio de elemento de las matrices A, de la expresion
(Al.2), estos valores pueden salir de las integrales de la misma forma que los valores de v, en

la expresion (4.46) para las matrices [C;] y, entonces, las matrices [A4;] quedan definidas por la

siguiente expresion:



[ (Akn)E ki (Ak12)E Qi

[ [ (Ak13)E Ak
(Ak21)E[aki] (ARZZ)E[akL
[ [

[agi] ] |
(Ak23)E[aki] (Ak24)E[aki] (Ak25)E[aki] (Ak26)E[aki
[a] ] ]

]
]
(4] = (Ak31)E il (Ak32)E i (Ak33)E Ay (Ak34)E[akl (Ak35)E[akl
l (Ak41)E[aki] (Ak42)5[aki] (Ak43)E[aki] (Ak44)5[“kl] (Ak45)5[akl] (Ak46)E[akl]
(Ak51)E[“ki] (Aksz)E[aki] (Ak53)E[aki] (Ak54)5[“kl] (Akss)E[“kl] (Akse)E[akl]
_(Ak61)5[aki] (Akez)E[aki] (Ak63)E[“ki] (Ak64)5[“kl] (Akes)E[akl] (Akee)E[akl]

en donde las matrices [a,;] son de 8x8 y son las mismas que se tenian en las expresiones (3.37)

y (4.27), es decir:

(AL10)
aijMN B 2 o axi ax] aa

_Atin Tl ol 6<DM 1 a(pN 1

=50 | GRUow) (G0 )yl dadzde

Se procede, entonces, a expandir la expresion (AL6) teniendo en cuenta que la misma contiene
a los términos estabilizadores no iterativos de las cinco ecuaciones de conservacion (masa, 3 X
cantidad de movimiento y energia) y la ecuacion de transporte de SA. Ademas, debe
observarse que los términos estabilizadores iterativos toman la misma forma, por lo cual no

requieren un desarrollo especifico.
Ecuacion de continuidad:

Desarrollando el producto [A4;"] {F;}" para la primera ecuacién y considerando los
valores de la primera fila de cada una de las tres matrices 4;", se tiene la siguiente expresion

para los términos estabilizadores de la ecuacion de conservacion de la masa:

(AL11)
5k1[aki]{FiC1M}n+5kz [“ki]{FigM}n + 5k3[aki]{FigM "=

n n n
[au{FM} + [azd{F5"} + lasd{F5"}
en donde las [ay;] son matrices simétricas. La expresion anterior ya puede utilizarse en las

ecuaciones, pero un retrabajo adicional permite reutilizar matrices ya calculadas. En efecto,

considerando que:

(AL12)
n n
(FEMY" = (pviv; + 8,0} (FMY = (pv"

n .
puede sacarse v; del vector {FgM } como un promedio de elemento, con lo cual resulta la

siguiente expresion para los términos estabilizadores:
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(AL13)
[ay] {FCM} + 0-’21]{FCM} + [“31]{FCM} =
(WD glay ){F" ™ + () plag [{IFMY™ + (va)glas 1 {FM 3™ +
[a1:]{6ap}™ + [azi]{6i2p}™ + [a3;]{6i3p}"

y, finalmente, teniendo en cuenta la expresion (4.48) los términos estabilizadores en (AI.13)

para la ecuacion de continuidad pueden calcularse de la siguiente manera:

(AL14)
[CHFMY™ + ([aq1] + [az2] + [azs D)™ =
[Ci]{FiM}n + [al{p}" =
[CI{F"Y™ + [P1{p}"

Ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento

Desarrollando el producto [4;"] {F;}" para la segunda ecuacidn, la que corresponde a
pvy, y considerando los valores de la segunda fila de cada una de las tres matrices A", se
tiene la siguiente expresion para los términos estabilizadores de la ecuacion de la primera

componente de la conservacion de cantidad de movimiento:

(AL15)
(6x10,5 7 V2 — vy v ) plag 1 {FMY™ + ((1 — V161 + Uk) [aki] {F'CM}n +

(01812 — 78kl {FS}" + (01813 — v378k0) el {FS}" +
(8 Dl {FF 3"
Resolviendo las sumas con las Deltas de Kronecker, teniendo en cuenta la expresion

(4.48) y distribuyendo algunos productos, la anterior expresion puede llevarse a la siguiente

forma:
(AL16)
0,57 V2[ay J{FMI" — () s[CIFMY™ + [CIH{FSMY" +
(slay] — vy [“1i])E{FiC1M}n + (vylay] — vvalay;l )E{FigM}n +
(1 lasi] — vslay D) {FSY" + 7lay {FEY
Considerando que:
(AL17)

{F§"Y" = {pviv; + 8p)" = {(F}"s (B3 = {ov}"
puede sacarse v; del vector {FJfM }n como un promedio de elemento en los términos que

contienen a y, con lo cual, simplificando con el primer término, resulta la siguiente expresion

para los términos estabilizadores:

(AL18)
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—[0,57 V2[ay J{FM}" + 7[C 1{p}"] — (v)e[GIH{FMI™ + {FCM}n +
(r, [a1i])E{FiC1M}n + (vq [azi])E{FigM}n + (v [az; )E{FigM} +
7lay J{FE3"

Ahora haciendo la misma operacion que la indicada en (AlL.17) con los tres términos

afectados por el factor (v, [a;]) g se puede expresar:

(AL19)
—0,57 V2[ay {FM}™ — 7[C,1{p}" — (w)e[CIFMY™ + [CI{FSMY" -
WOe[GIHF"Y + (v playlp}™ +
Plag{FFY"

en donde, obviamente, hay dos términos que se pueden simplificar y, ademas, el término que

contiene a {F£}" también se puede expandir considerando que:

(A1.20)
{FEY™ = {pvie + pvi}™; {FM}" = {pv;}"

con lo cual la expresion (AIL.20) resulta:

(AL21)
—0,57 V2 [ay [{FM}™ — 7lC, H{p3™ + [CH{FSMY" +
(woelal{p}™ +
(e)play ) iFMY™ + 7[C 13"

Entonces, luego de simplificar los términos en la expresion anterior, la expresion (AL21)

resulta:

(A1.22)
[CHFSMY" — 0,57 V2 ay JUFMY + (w)glagl{p}" + (7o) play 1 {FM I
Pero esta ultima expresion aun admite un retrabajo adicional para llevarla a una forma
que minimice ain mas los requerimientos de tiempo de computo. En efecto, teniendo en

cuenta que:

(AL23)

e=u+0.5V2:£_+0,5V2
pY

los dos términos que contienen al vector {F;¥}" en la expresion (AL.22) se pueden reducir y,

finalmente, resulta:

(AL24)
[CHFSMY" + )l (P} + () gl {v 3

Por ultimo, desarrollando el producto [4;"] {F;}" para las ecuaciones tercera y cuarta, las

que corresponden a pv, y pvs, las siguientes expresiones para los términos estabilizadores de
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las ecuaciones de la segunda y tercera componentes de la conservacion de cantidad de

movimiento pueden obtenerse en forma analoga:

(AL25)
[C; {FCM} + (W)elal{p}" + (P)elazl{v}"

(AL26)
[C{FSMY" + (v3)glay i)™ + D) glas (v}

Ecuacion de conservacion de energia

Los términos estabilizadores de la ecuacion de conservacion de la energia se pueden
obtener desarrollando el producto [4;"] {F;}" para la quinta ecuacion, la que corresponde a pe,
y considerando los valores de la quinta fila de cada una de las tres matrices A", de manera
bastante similar a lo realizado con las ecuaciones de cantidad de movimiento. Deben tenerse
en cuenta las expresiones (AL3), (AL.17) y (AL20). El desarrollo completo no se muestra aqui,
dado que el procedimiento es bastante extenso y ya es conocido de las secciones anteriores,
por lo que, a continuacion, se muestran Unicamente la expresion inicial y la expresion que

finalmente se utiliza en las ecuaciones. Inicialmente se obtiene:

(AL.27)
(( yVi— Ye)Vk)E i l{F" " + (86ky — Yv1vi)ela {FCM} +
(&6kz — Yv2vidpla] {FCM} + (&8s — Vvsvk)E[aki]{FigM} +
(yvidplal (FF 3"
Luego de realizado el trabajo de reduccion puede expresarse:
(AL28)

[CHFEY + (D)elaulp}™ + (7 0,5 V) [GHF"

Ecuacion de transporte de V (SA)

Desarrollando el producto [4;"] {F;}" para la sexta y ultima ecuacion y considerando los
valores de la sexta fila de cada una de las matrices A;" vy, teniendo en cuenta la expresion
(4.48), se tiene la siguiente expresion para los términos estabilizadores de la ecuacion de
transporte de SA:

(AL29)
— (i) gl HFMY™ + 810 W) g {FS)" + 1o M) gl {FS)" +
Ska (Ml {FEY}" + (vk)E[aki]{FfA}" =
—Me[CIFMY + [ {FEA)" +
(Melay] {FCM} + (Melaz] {FCM} + (Mglaz ] {F5" }

en donde las [ay;] son matrices simétricas. Considerando que:
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(AL30)
{(FEMY" = {pviv; + 8,p) 5 (FMY™ = {pv}; {FFAY" = {piw

puede sacarse v; del vector {F M } como un promedio de elemento, lo cual resulta en la

siguiente expresion para los términos estabilizadores:

(AL31)
~@ECIE" + [CUFY" +
(M elay;] {FCM} + (Melaz] {FCM} + (V)E[‘Z&]{FCM} =
— @ [CIUFMY + [CUFSAY + @) [CHFM™ + @)plaslp)
Y, luego de la simplificacion evidente en la Giltima expresion, se tiene:
(A1.32)

[CI{FFY" + (@) glag]ip)
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