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Resumen

El modelo cosmolégico estandar supone una expansion acelerada del Universo
durante sus primeros momentos conocida como inflaciéon. Durante la etapa infla-
cionaria, se generan las semillas primordiales que permiten explicar la estructura
a gran escala que se observa actualmente. Adicionalmente durante esta etapa se
producen las ondas gravitacionales primordiales, las cuales evolucionan hasta la

época actual.

Por otra parte, el modelo cosmologico estandar propone que la temperatura
del Universo decrece. Utilizando simulaciones numeéricas de Lattice QCD (LQCD)
se ha medido [1]| que los hadrones se desconfinan en un plasma de quarks y gluones
a una temperatura del orden de T ~ 155 MeV. De esta manera, se supone que
el universo temprano estd compuesto de un plasma de quarks y gluones (QGP,
por sus siglas en inglés) [2], [3] v que a medida que la temperatura del Universo
disminuye, la materia de quarks cambia a una fase hadrénica. Se espera [!| que
dicha transicion de fase tenga un efecto en el espectro asociado a la densidad
de energia de las ondas gravitacionales primordiales. En esta tesis se desarrolld
un coédigo que calcula la evolucion temporal de dicho espectro para una ecuacion
de estado arbitraria. Dicho cédigo se aplico a dos ecuaciones de estado: una que
describe transiciones de fase abrupta (de primer orden), basada en el modelo de
bolsa del MIT. La segunda es una ecuacion de estado de un modelo tipo Polyakov-
Nambu-Jona-Lasinio no local (PNJL), el cual genera transiciones de fase suaves

o tipo crossover.

Se observo que la transicion de fase produce una atenuacion en el espectro
primordial de las ondas gravitacionales para aquellas escalas dentro del radio de
Hubble al momento en que ocure la transicion. Ademas se analiz6 la diferencia en
el espectro comparando ambos modelos, en términos del tipo de transicion de fase
ocurrida y se encontro que la transiciéon de tipo crossover produce una atenuacion

mucho més suave que la correspondiente a la transicion de primer orden.
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Capitulo 1

Introducciéon

Durante su evolucion, el Universo ha pasado por una serie de transiciones de
fase [5]. Una de ellas, predicha por la teoria de la cromodindmica cuantica QCD
(por Quantum ChromoDynamics, en inglés) 6], es la transicion de fase en la cual
a medida que el Universo se va enfriando, un plasma caliente de quarks y gluones
libres QGP (por Quarks Gluon Plasma) se transforma en un plasma de materia
confinada. Esta es llamada transiciéon de fase en la QCD.

Este evento sucedié mucho antes del desacople de los fotones, el cual di6 ori-
gen a lo que se observa como fondo césmico de radiacion (FCR) y representa el
momento mas lejano del cual tenemos evidencia observacional. Es por esto que,
la tinica forma que se tiene para obtener informaciéon acerca de esta transicion es
mediante las ondas gravitacionales primordiales que fueron generadas en la época
inflacionaria. La razon por la cual las ondas gravitacionales poseen informacion
sobre el Universo muy temprano es debido a que cuando las particulas se desaco-
plan del plasma primordial a cierta temperatura T},.,, memorizan el estado fisico
del Universo a temperaturas T° < Ty, de igual forma que el desacople de los
fotones nos permite obtener informaciéon de ese instante y posterior.

Si bien la teoria QCD que rige las interacciones entre quarks y gluones, es
una teoria bien establecida, ciertos puntos centrales de su diagrama de fases no
estan completamente comprendidos. Particularmente, es interesante comprender
la naturaleza de la transicion de fase entre el QGP y la materia de hadrones (con-
siderados como estados confinados de materia de quarks) a altas temperaturas y
bajas densidades (siendo estas las condiciones del Universo temprano), mediante
ecuaciones de estado diferentes. Una cantidad que es sensible a la naturaleza de la
transicion de fase de la QCD es la densidad de energia de las ondas gravitaciona-
les como funcion de la frecuencia [1]. El estudio del diagrama de fases de la QCD
y la comparaciéon entre teoria y experimento ha sido abordado desde multiples
puntos de vista. Existen diversos trabajos que abordan esta tematica [1], [7], [3]

y referencias alli mencionadas.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Existen diversos modelos efectivos simples, que permiten modelar una gran
variedad de aspectos centrales de la teoria completa de la QCD. En particular
en este trabajo se utiliza el modelo de bolsa del MIT [9], de donde se deriva una
expresion analitica para la ecuacion de estado. Este modelo genera transiciones
de primer orden (abruptas). Sin embargo, hay trabajos [10], |1 1] donde se indica
que la transicion de fase de la QCD en el contexto de Universo temprano, el cual
implica altas temperaturas y potencial quimico nulo, debi6 ser de tipo crossover.
Es por esto que se pretende realizar un estudio de la densidad espectral de energia
de las ondas gravitacionales primordiales aplicando una ecuaciéon de estado mas
realista, como la provista por el modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio.

Los experimentos desarrollados en los grandes aceleradores de particulas como
el Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) o el Large Hadron Collider (LHC) han
permitido obtener, desde aproximadamente una década informaciéon relacionada
con el comportamiento de la materia en condiciones como las de los primeros mi-
crosegundos luego del Big Bang. Ademas en los ultimos anos, se ha abierto una
nueva ventana observacional con los nuevos observatorios de ondas gravitaciones
y los primeros resultados en la deteccion de las mismas [12]. Si bien estas detec-
ciones estan asociadas a eventos relacionados con fusiones de agujeros negros, se
espera que en los proximos anos se puedan detectar ondas gravitacionales primor-
diales, es decir las generadas en inflacion, y asi obtener informacién de céomo fue
la transiciéon de fase mencionada. Existen proyectos destinados a tal fin como el
nuevo observatorio de ondas gravitacionales eLISA/NGO |[13], el observatorio del
Big Bang BBO [1] por sus siglas en inglés, y DECIGO [15] la antena espacial de
ondas gravitacionales japonesa. De hecho, la préoxima generacion de experimen-
tos en tierra, conocido como CMB-S4 [16] por sus siglas en inglés, tiene en sus
principales objetivos la deteccién de los modos B de polarizacion del FCR. Es-
tos modos son producidos por las ondas gravitacionales primordiales. Proveeran
gran informacion sobre los origenes de las fluctuaciones primordiales, producidas
durante inflacion o alguna teoria alternativa, y su evolucion hacia la estructura a
gran escala observada en la actualidad.

Para abordar este trabajo, la tesis se organiz6 de la siguiente manera:

= En el Capitulo 2 se introducen los marcos teéricos donde se enmarca la

tesis, el modelo cosmologico estdandar e Inflacion Estandar.

» En el Capitulo 3 se describe brevemente la historia térmica del Univer-
S0, junto con un repaso de las propiedades termodindmicas que permitira
comprender la fisica a la que responden las particulas que forman el plasma

primordial.

= En el Capitulo 4 se realizara un analisis de la transicion de fase de la QCD,

4



CAPITULO 1. INTRODUCCION

explicando los dos molelos utilizados en esta tesis: el modelo de bolsa del
MIT y el modelo de PNJL-nl.

En el Capitulo 5 se realizara un anélisis sobre como se originan las ondas
gravitacionales, cuél es la ecuacion que las describe, como son sus soluciones
y también definir como es su densidad de energia, cantidad que sera de

interés en esta tesis.

En el Capitulo 6, una vez definida la densidad de energia de las ondas
gravitacionales, se calcularan cuéles son las ecuaciones diferenciales que
describen: por un lado un Universo dominado puramente por radiaciéon y

por otro el momento donde ocurre la transicion de fase.

En el Capitulo 7 se explica el funcionamiento del codigo desarrollado para

poder resolver las ecuaciones y se exponen los resultados.

Finalmente, en el Capitulo 8 presentamos las conclusiones del trabajo

expuesto en esta tesis y el trabajo futuro a realizar.






Capitulo 2
Modelo Cosmolégico Estandar

En este Capitulo se presenta una descripcion del modelo en el que se enmarca
el desarrollo de esta tesis, cuyas secciones estan basadas en las notas de D. Bau-
mann “Cosmology, Part IIT Mathematical Tripos” [17] y el libro "The standard

cosmology"de J.A. Frieman [18].

La Cosmologia es el estudio fisico del Universo como un todo, su estructura,
su origen y su evolucion. El marco teérico que se adopta en la cosmologia tradi-
cional es la teoria de la Relatividad General como descripcion de la gravedad, que
plantea que la materia (descripta por el tensor momento-energia) y la geometria
del espacio-tiempo (descripta por una métrica g,, con signatura lorentziana) es-
tan intimamente relacionadas. Las ecuaciones que describen esta relacion son las

ecuaciones de Einstein

G = 81GT),,, (2.0.1)

siendo G, el tensor de Einstein, 7},, el tensor momento-energia y G la constante
de gravitacion universal. Trabajaremos en el sistema natural de unidades, donde

la velocidad de la luz resulta adimensional e igual a la unidad.

La notaciéon que utilizaremos en este trabajo es la siguiente: los subindices
con letras griegas hacen referencias a coordenadas del espacio-tiempo (corren
entre 0 y 3), mientras que los subindices con letras latinas hacen referencia a
coordenadas espaciales (corren entre 1 y 3). En cuanto a las derivadas parciales

o —

seran representadas mediante una coma 9/0x®* = “, " y las derivadas covariantes

— o,

seran representadas por una semi-coma V, = “;a”.

La materia en el Universo estd definida por el tensor de energia momento, y la
geometria del espacio por el tensor de Einstein, siendo necesario definir el tensor
de Riemman, el tensor de Ricci, el escalar de Ricci y los simbolos de Christoffel
junto con sus derivadas. Estos tltimos se refieren a la conexién y nos permite

definir la derivada covariante, que contiene derivadas primeras de la métrica. Se

7



CAPITULO 2. MODELO COSMOLOGICO ESTANDAR

definen como:

gaﬁ(gﬁu,u + 9Bv,u — g,uzz,ﬁ)- (202)

El tensor de curvatura de Riemman contiene derivadas segundas de la métrica

y viene dado por:

G =15, — U5, + 1515, —T0.TG, (2.0.3)

es un tensor que describe completamente la curvatura de una variedad Rieman-
niana (si todos los signos de la métrica son positivos) o de una variedad Loren-
tziana o pseudo-Riemanniana (si al menos un signo de la métrica es negativo), en
cualquier nimero de dimensiones. Si el espacio-tiempo no posee curvatura, este
tensor tendra todas sus componentes nulas y puede ser descripto por geometria
euclideana.

El tensor de Ricci surge de la contraccion del primer y tercer indices del tensor

de Riemman:

R, =R) (2.0.4)

(TN

es un tensor simétrico (1,3), como consecuencia de la simetria del tensor de
Riemman. Para dim < 4 define de manera univoca la curvatura de la variedad,
pero como el espacio-tiempo es de 4 dimensiones no determina por completo la
curvatura. También se define el escalar de Ricci como la traza del tensor de Ricci:
R=g"R,.

Por ultimo definimos el tensor de Einstein como:

1
G/ux = R,uzz - §Rg,uzu (205>

que es simétrico debido a la simetria del tensor de Ricci y la métrica.

Por otro lado, el principio en el que se basa este modelo es el Principio Cos-
molégico, en donde se asume un Universo espacialmente homogéneo e isétropo a
escalas cosmologicas (mayores que aproximadamente 100 Mpc).

La homogeneidad hace referencia a propiedades del medio, significa que en
todo punto del espacio se tiene las mismas propiedades y se observa lo mismo que
en cualquier otro punto, lo cual implica que no existen posiciones preferenciales.
En otras palabras, la homogeneidad (espacial) se define como la invarianza bajo
translaciones (espaciales). La isotropia hace referencia a direcciones dentro del
medio, significa que los resultados que se obtengan de la observacion del Uni-

verso deben ser independientes de la direccién en que observemos, es decir, que

8



CAPITULO 2. MODELO COSMOLOGICO ESTANDAR

la métrica espacial debe ser esféricamente simétrica, lo cual implica invarianza
bajo rotaciones. Que haya homogeneidad e isotropia significa que el espacio es
maximalmente simétrico.

Existen fuertes evidencias observacionales que apoyan estas hipotesis, como
las mediciones del FCR. Se han medido las anisotropias en temperatura, esto
es pequenas fluctuaciones en temperatura de una direcciéon a otra en el cielo,
con una alta precision resultando diferir en una parte en cien mil respecto a su
valor medio de 2,7255 K [16, 19]. Esto pareciera sugerir que nuestro Universo es
altamente isotropico desde nuestra posicion. Considerando que nuestra posicion
no se encuentra en el ‘centro’ del Universo, es decir no estamos en una posiciéon
privilegiada, concluimos también una alta homogeneidad.

En resumen, con las evidencias observacionales y el marco tedrico dado, este
modelo plantea la idea de que el Universo tuvo un evento singular inicial a partir
del cual se form¢6 el espacio-tiempo. Inmediatamente después, a los ¢t ~ 10734
segundos’ [20], se habrfa producido una breve expansion acelerada, denominada
Inflacion. A partir de ese instante, y hasta el presente, el Universo se ha encontrado
en expansion. De esta manera se logré explicar las diversas observaciones que se

han ido realizando.

2.1. Lamétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker

Segin vimos, el modelo cosmologico estandar supone un Universo isétropo y
homogéneo. La métrica que describe este tipo de Universo es la de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),

2

2 2 2

+ r2d0* + r? sin® 0d¢? | | (2.1.1)

donde utilizaremos la signatura loretziana (—,+,+,4). Se tiene que a(t) es el
factor de escala, una funcién adimensional dependiente del tiempo que se relaciona
con la expansion del Universo. Las coordenadas (t,r,0,¢) son las coordenadas
comoviles. Esto es que asignan valores constantes a aquellos observadores que ven
al espacio como homogéneo e isotropico, es decir los observadores coméviles. La
coordenada t es llamada tiempo cosmico, es el tiempo propio de los observadores
comoyviles.

La constante K se relaciona con la curvatura del espacio, y se puede elegir

una normalizacién de manera que tome los valores —1, 0 ¢ 1.

ITiempo medido por observadores comoviles.
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Si K = 0, se tienen secciones espaciales planas, y la parte espacial de la
métrica puede ser descripta como un espacio Euclideano en coordenadas esféricas,

quedando la métrica :

ds* = —dt* + a*(t) [er + r2dH* + r? sin® 9dq§2] , (2.1.2)

nos referimos a este como un Universo espacialmente plano. Igualmente, el espacio-

tiempo tendréa curvatura ya que el factor de escala a(t) depende del tiempo.

Si K =1, se tiene una curvatura espacial positiva y mediante la transforma-

cion r = K~2seny, con 0 < y < 7, podemos escribir a la métrica como:

ds* = —dt* + a*(H) K* [dXQ + sin? xydf? + sin? y sin? ngbz] , (2.1.3)

la parte espacial de la métrica corresponde a una 3-esfera. A este tipo de Universo

se lo llama cerrado: finito pero sin frontera.

Finalmente si K’ = —1 se tiene una curvatura espacial negativa. Aqui, analoga-

|—1/2

mente al caso anterior, podemos realizar una transformacion r = |K senh y;,

con 0 < x < oo, obteniendo:

ds® = —dt* + a*(t)| K| " [dx* + sinh? x (d6* + sin® 0d¢*)] (2.1.4)

la parte espacial representa un hiperboloide en 3 dimensiones, la cual representa

a un Universo no-compacto y es llamado un Universo abierto.

2.2. Ecuaciones de Friedmann

Una vez que tenemos la métrica que define el tipo de Universo que queremos
modelar, podemos empezar a resolver las ecuaciones de Einstein, para eso va-
mos a modelar el tensor energia momento como un fluido perfecto visto por un

observador comévil:

T¢ = (p+ P)U"U, — P§", (2.2.1)

donde U* es la tetra-velocidad relativa entre el fluido y el observador mientras que
p es la densidad de energia y P la presion del fluido en reposo. La forma de este
tensor es la méas general compatible con las hipotesis de homogeneidad e isotropfia.

La isotropia implica que el fluido permanece en reposo en las coordenadas de la

10



CAPITULO 2. MODELO COSMOLOGICO ESTANDAR

métrica, es decir U* = (1,0,0,0) y el tensor sera diagonal:

TH = diag(—p, P, P, P). (2.2.2)

La homogeneidad implica que p y P son funciones del tiempo, p = p(t) y
P = P(t). Para conocer como la densidad y presion evolucionan en el tiempo
debemos considerar que en el espacio de Minkowski, la energia y el momento son
conservados. Asi la densidad de energia satisface la ecuacién de continuidad y de
manera similar la densidad de momento satisface la ecuacion de FEuler. Combi-
nando estas leyes se llega a la ecuacion de conservacion de las cuatro componentes
del tensor momento-energia:

8, T" = 0. (2.2.3)

v

Esta es la ecuacion de conservacion para T# en Minkowski. Utilizando el principo

de equivalencia, dicha ecuacion se puede generalizar a

vV, T =0, (2.2.4)

donde V es derivada covariante, y con la derivada covariante asociada a la métrica

de FLRW se obtiene la ecuacién de continuidad:

p+3g(p+P) ~0. (2.2.5)

El Universo estd ademas conformado por distintas componentes que se clasi-
fican segiin su contribucién a la presion, es decir segiin su ecuaciéon de estado.

Entonces dada una ecuacion de estado P = wp, donde la pendiente de w
es la velocidad del sonido en el fluido, se puede reemplazar en la ecuacion de
continuidad 2.2.5 y asi obtener la relacion entre la densidad de energia y el factor

de escala

p oca 30F), (2.2.6)

A continuacién, tomando como referencias el libro de S. Dodelson "Modern
Cosmology"|21] y las notas de O.F. Piattella "Lectures Notes in Cosmology"[22],
se caracterizaran las distintas componentes segtin la ecuacion de estado por la

que estan descriptas:

= Materia 6 Polvo: nos referimos como materia a toda forma cuya presion
es mucho menor que la densidad de energia | P |< p, es decir w = 0.

Corresponde al caso de un gas de particulas no relativistas. Considerando

11



CAPITULO 2. MODELO COSMOLOGICO ESTANDAR

P = 0 tenemos p o< a~3. Dentro de la materia encontramos dos tipos:

e Materia Barionica. Es todo aquello formado por dtomos y sus parti-
culas constituyentes (protones, neutrones, electrones). Dentro de esta
materia se incluye a las estrellas, planetas, galaxias y gas entre otros
elementos de nuestro Universo. La densidad de esta materia se puede

medir mediante su interacciéon con la radiacién.

e Materia Oscura. Hay diversas observaciones que evidencian la exis-
tencia de un tipo de materia no ordinaria, esto es que no interactua
electromagnéticamente, si no que su existencia se infiere por sus efectos
gravitatorios en la materia que si es observable, y es llamada materia

oscura. Dentro de las pruebas de su existencia se encuentran:

1. La dindmica de las galaxias en ctiimulos de galaxias. Mediante su
analisis se encuentra que la masa que tendrian que tener es mucho

mayor a la observada [23].

2. La forma de las curvas de rotacion de las galaxias espirales no se

explica con la materia que se observa [24, 25].

3. La luminosidad en rayos x de los cimulos de galaxias depende del
pozo de potencial gravitatorio de estos, los cuales resultan mucho

més profundos que los generados solo con materia visible [20].
4. Permite explicar la formacion de estructura del Universo.

5. Considerando lentes gravitacionales [27, 25|, que se forman cuando
la radiaciéon proveniente de una fuente distante se curva entorno
a un objeto masivo situado en la linea de la visual. Existe técni-
cas tales que, a partir de la deformacion de las fuentes del fondo
se puede deducir la distribuciéon de masa del objeto que hace la
lente, permitiendo asi detectar fuentes no visibles como la materia

oscura.

= Radiacion: nos referimos a radiacion a toda aquella forma donde la presion
es un tercio de la densidad de energia P = %p, es decir w = 1/3. Es el
caso de un gas de particulas relativistas, donde la densidad de energia esta
dominada por la energia cinética (el momento es mucho mayor que la masa).

Este caso implica p oc a=*. Est4 compuesta por:

e Fotones. El Universo temprano estaba dominado por fotones que inter-
actuaban con el plasma primordial mediante dispersion de Thomson.
Estos no tienen masa por lo que siempre son relativistas. Actualmente,

como consecuencia del desacople de los fotones primordiales de la ma-

12



CAPITULO 2. MODELO COSMOLOGICO ESTANDAR

teria, se los puede detectar formando lo que se denomina fondo cémico
de radiacion (FCR).

El FCR nos ofrece una mirada del Universo cuando tan solo tenia
380,000 anos. Estos fotones viajaron libremente a través del espacio,
y poseen informaciéon de las condiciones fisicas del Universo en ese

momento. Sus caracteristicas mas importantes son:

1. Su espectro corresponde al de un cuerpo negro a una temperatura
media de Trer = 2,7255 K [19].

2. Su distribucién en el cielo es casi isotropica, con pequenas fluctua-
ciones en temperatura de una direccion a otra en el cielo con una
precision de 107° de su valor medio.

3. Esta polarizado débilmente. Se distinguen dos modos de polariza-

cion: los modos E y los modos B.

e Neutrinos. Son particulas subatémicas que poseen masas muy peque-
nas, de manera que se comportan como particulas relativistas. A di-
ferencia de los fotones y los bariones, los neutrinos primordiales no se
han observado debido a la dificultad que conlleva poder detectarlos.
Se plantea que en un principio estuvieron en equilibrio con el resto del
plasma primordial pero perdieron contacto, formando lo que se conoce
como el fondo cosmico de neutrinos (FCN), debido a que su interaccion

con la materia es extremadamente débil.

= Energia Oscura: hay evidencias que senalan que la materia y radiacion
no son suficientes para describir la evolucion del Universo que es compati-
ble con las observaciones actuales. Se espera que la densidad de energia del
Universo sea muy cercana a la critica, pero la densidad de la materia total
observada es un tercio de la critica. De esta forma, los restantes dos tercios
de la densidad en el Universo deben corresponder a una forma suave, no
agrupada. Por otro lado, observaciones de supernovas tipo Ia muy lejanas
[29, 30] sugirieron que el Universo se estaba expandiendo de forma acele-
rada. De esta forma, el Universo parece estar dominado por un misteriosa
componente de presion negativa P = —p, es decir w = —1, nada como lo que
se ha encontrado en el laboratorio, siendo su densidad de energia constante

p < a’. Se denomina a esta forma como energia oscura.

Una vez caracterizadas las fuentes de materia, se quisiera encontrar cuél es su
relacion con el factor de escala en la métrica de FLRW. Para esto se tendra que
resolver las ecuaciones de Einstein 2.0.1.

Primero se resolverd la parte geométrica. Dada la métrica 2.1.1, se pueden

calcular los simbolos de Christoffel con lo cuél podremos calcular el tensor de Ricci

13
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y luego el escalar de Ricci. Hay algunas componentes que no seran necesarias de
calcular, estas son R;y = Ry;, ya que se anulan debido a la isotropia de la métrica.

Por esto, las componentes no nulas del tensor de Ricci seran

Rog = =37,
3 (2.2.7)
. . 2 L.
a a K
Ri=—|=4+2(=) +2=| g:.
J a * (a) * a2 | 9
El escalar de Ricci que se obtiene es
. . 2
K
R 6|t <2) B (2.2.8)
a a a

Con las ecuaciones 2.2.7 y 2.2.8 calculamos las componentes no nulas del

. 2
K
G8:3[(g> +—
i a\’> K
2-+ (=) +5
a a a

Combinando las ecuaciones 2.2.9 con el tensor de momento-energia 2.2.1 ob-

tensor de Einstein 2.0.5,

Y

(2.2.9)
5t

J

Gl =

tenemos:

) T
K

3 <9> + = | =8rGp,
a a

z (2.2.10)

i [(a\® K

2——|—(—> +—2 :87TGP.
a a a

Trabajando algebraicamente estas ecuaciones se obtienen las ecuaciones de

Friedmann:
.\ 2
(a) StG K
—| =P
a) i . a* (2.2.11)
a T
- —— 3P

donde p y P se entienden como la suma de todas las contribuciones a la densidad
de energia y presion en el Universo. Usualmente se hace referencia a la primera

de estas dos ecuaciones como la ’ecuaciéon de Friedmann’.

Se va a considerar p, como la contribucion de la radiacion (con p, para los

14
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fotones y p, para los neutrinos), p,, a la contribucion de la materia (con p. para
materia oscura fria y p, para los bariones) y pj para la contribucion de la energia
del vacio. Se suele escribir la ecuacion de Friedmann en términos del parametro
de Hubble H = H(t) definido como H = a/a, que representa la tasa de expansion

del Universo,

8 K
oSG K (2.2.12)
3 a?

Esta ecuacion relaciona la densidad de energia p, la curvatura del espacio
K/a* y la tasa de expansion del Universo H. Es decir que segin el valor de la
densidad de energia tendremos distinta curvatura espacial y distinta evolucion

para el factor de escala. Si se despeja la densidad de energia de la ecuacion 2.2.12

se obtiene:

3K 3H(t)?

t) = peri SN iNo crit:—a
Plt) = P + con puralt) = 0

SrCal (2.2.13)

donde definimos la densidad critica que depende del parametro de Hubble H ().

Para la actualidad tiene un valor de pe.;; = 3H? /87G.

Definimos el parametro densidad, que es una cantidad adimensional, como:

Qt) = p::f()t)' (2.2.14)

De manera que, si dividimos por p..; a la ecuacoon 2.2.13, utilizando la defi-
nicién del paramtero de densidad obtenemos otra forma de la ecuacién de Fried-

mani:

Q) =1+ ——. (2.2.15)

Como la constante de curvatura y el parametro de densidad dependen de la

densidad p, se tiene que:

p<pait <+ <1 < K <0 Universo abierto
p=pair < L=1 « K =0 Universo plano

P> peit & Q>1 < K >0 Universo cerrado

Por otro lado, se puede reescribir la ecuacion 2.2.10 utilizando el parametro

densidad y considerando que el Universo estd compuesto por radiacion, materia

15
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y energia oscura de la siguiente forma:

H2
— =00+ Qpa T + Qa”? + Qa. (2.2.16)
Hj

Donde se defini6 un parametro de densidad de curvatura Q; = —K/(agHp)>.

Los parametros de densidad estan normalizados al valor medido hoy, se ha nor-
malizado el factor de escala de manera que ag = 1.
Podemos escribir entonces la densidad de energia total del Universo como la

suma de todas las componentes:

p = pPr+ pm+ pa, (2.2.17)

y de la misma forma se tiene
Q=0Q,+Q, + Q. (2.2.18)
De las observaciones del satélite Planck del FCR [19] se sabe que la contribu-

cion de la radiacion actual es muy pequena, €, ~ 10~°. Por lo que usualmente se

suele escribir:

Q=Q,, + Q. (2.2.19)

Los valores actuales de los parametros cosmoldgicos para el modelo cosmo-
l6gico estandar, segtn el satélite Planck [19] son Hy = 67,36 km s™' Mpc™?,
Q,,h? = 0,3166, Q2 = 0,6847 =y Q,.h? = 2,47 x 107, lo que nos da un Universo
compuesto en su gran mayoria por energia oscura. Del total de materia, la materia
bariénica representa menos del 5 %. Estas observaciones, también sugieren que la
densidad del Universo es muy cercana a la critica 2 ~ 1 y se tendria K = 0, es
decir que la geometria de nuestro Universo seria muy cercana a la plana. De esta

manera tenemos determinado nuestro modelo cosmologico.

2.3. Distancias y horizontes

Toda la informacion observacional que se obtiene de nuestro Universo viene de
las ondas electromagéticas, y recientemente de las gravitacionales. Por lo tanto es
necesario entender como viajan estas ondas en un espacio-tiempo en expansion.
A continuacién se definirédn algunos conceptos de Relatividad General necesarios

para analizar el modelo utilizado.
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Aunque las observaciones son consistentes con un Universo caracterizado por
K =0 [19], se va a realizar la descripcion més general. Se consideraré el caso
especial (para luego generalizar) donde, en el espacio-tiempo, los fotones viajan
a lo largo de geodésica nulas, es decir que ds®> = 0, y en la métrica de FLRW
dada por la ecuaciéon 2.1.1, viajan en la direccion radial, 8 = ¢ = cte, por lo que
seguiran un camino de la forma:

SR — (2.3.1)

a(t) V1—Kr?2

Ahora, si se supone que una galaxia distante se encuentra estacionaria en
coordenadas comoéviles r; y emite luz en un tiempo t;. Esta senal se observa en

ro, & un tiempo tg, la cual serd determinada resolviendo:

/ % - / ¢1f—7 (2:3.2)

Si la galaxia emite una segunda senal al tiempo t; + dt;, esta serd observada

a un tiempo tg + dty, de manera que

to+0to dt 1 d
/ e / N (2.3.3)
146t a(t) o V1—Kr?

Debido a que se utilizan coordenadas comoviles, esto es, el receptor y la fuente
permanecen en resposo respecto a un observador comévil, el lado derecho de las

expresiones 2.3.2 y 2.3.3 son iguales, por lo que se tiene

to+dto to
/ i—/ L W L — 0t,. (2.3.4)
t1+0t1 a(t) t1 a(t> a’(tl) a(to)

En esta ultima igualdad se ha tenido en cuenta el hecho de que estamos
observando la senal hoy a(ty) = 1. Aqui se ve lo que significa la expansion del
Universo, que la diferencia temporal entre dos senales emitidas desde el mismo
punto es diferente a la diferencia temporal entre la observacién de ambas senales.

Mientras que dos crestas de la onda emitida estan separadas por un tiempo
0ty = Ai/c siendo A; la longitud de la onda emitida, el intervalo de tiempo entre
dos crestas de la onda observada esta dado por ty = \g/c.

De esta manera, el resultado en la ecuacion 2.3.4 nos dice que la longitud de

onda observada difiere de la emitida,

A = . (2.3.5)
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Esto es porque la luz, a medida que viaja, es dilatada por la expansion del
espacio de manera que la longitud de onda que observamos es mayor que aquella
emitida. Esto es conocido como redshift cosmoldgico (por corrimiento al rojo en
inglés).

El parametro utilizado para este redshift es definido como la fraccion del

incremento en la longitud de onda observada:

_)\0—)\1_1—a(t1) N
- )\1 N (l(tl) CL(tl).

P (2.3.6)

En cosmologia es usual referirse a tiempos pasados en funciéon del redshift,
siendo hoy z = 0. Cuando z = 1 el Universo tenia la mitad del tamano de hoy, a
z = 2 un tercio, y asi.

Es conveniente utilizar esta cantidad ya que es algo que puede ser medido
directamente, observando los corrimientos de las lineas espectrales de galaxias.

En cuanto a las distancias, no es facil medirlas en un espacio en expansion. Se
encuentra que hay dos tipos: la distancia comovil que permanece fija a medida
que el Universo se expande, es decir que para dos objetos comoéviles la distancia

comovil entre ellos no cambia,

du(r,t) = /0 ' \/%W, (2.3.7)

v la distancia fisica 6 distancia propia que va creciendo debido a la expansion,

dy (2.3.8)

(r 1) = alt) /0\/%

Observamos que ambas distancias difieren una de otra por el factor de escala
a(t).

Por otro lado, el tamano de una parte del espacio estéa determinada por lo lejos
que puede viajar la luz en cierta cantidad de tiempo, es decir que las trayectorias
de los fotones permiten determinar horizontes. Como vimos, al ser el espacio
isotropico, siempre podemos definir un sistema de coordenadas en el cual la luz
viaje puramente en la direccion radial (6 = ¢ = cte), y siendo que los fotones
viajan a lo largo de geodésicas nulas, es decir ds* = 0, obtenfamos la ecuacion
2.3.1.

De esta manera se pueden definir dos tipos de horizontes cosmologicos. Uno
que limita las distancias a las cuales eventos pasados pueden ser observados y

otro que limita las distancias a las cuales seria posible observar eventos futuros.
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Estos son:

= Horizonte de Particulas: es la distancia a la que se encuentra la region
més distante de la que hemos recibido luz, por lo que constituye el radio de
nuestro Universo observado. Si el Big Bang “comenzd” con la singularidad
a t; = 0, entonces las distancias més grandes de las cuales un observador a
tiempo t sera capaz de recibir senales viajando a la velocidad de la luz esta

dada por:

et dy tat
——=a(t) | 2.3.9
o V1I-Kr? ( )/0 a(t') (239

Este es llamado el horizonte de particulas. Sea un observador p, solo par-
ticulas cuyas lineas de mundo intersectan con el cono de luz pasado de p
pueden enviar senales a este, cada observador tiene su propio horizonte de
particulas. El borde de la regiéon que contiene tales lineas de mundo es el

horizonte de particulas en p.

= Horizonte de Eventos: asi como hay eventos pasados que no podemos
ver, hay muchos eventos futuros que no seremos capaces de observar nunca.
Este tipo de horizonte separa las regiones que somos capaces de observar
a algin tiempo t, de aquellas regiones que nunca podremos observar. Si
consideramos que el suceso que queremos observar ocurre a un tiempo ¢

tendremos:

dey(t) = a(t) /0 \/% = a(t) /t ' %. (2.3.10)

Este es el llamado horizonte de eventos, para algtn tiempo final ¢;. Notar
que esto podria ser finito atn si el tiempo fisico es infinito, ¢ty = +o00. Si

este es el caso, no depende de la forma de a(t).

Otra distancia que se suele utilizar es el radio comdvil de Hubble, dy = (aH) ™.
Define la distancia, a partir de la cual, los objetos se estan alejando de nosotros a
velocidades mayores a la de la luz. Con esta definicién, y considerando la ecuaciéon

de estado w = P/p se llega a:

(aH) ™" = Hy'a 2053, (2.3.11)
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Se sabe ademés, que toda fuente de materia cumple la condicion fuerte de
energia (SEC), es decir que 1+ 3w? > 0, por lo que si la utilizamos y observamos
la ecuacion 2.3.11, podemos asumir que el radio comoévil de Hubble se incrementa
mientras el Universo se expande y ocurre que dpq(t) ~ (aH)™'. Por eso es usual
referirse a ambos (el horizonte de particula y el radio de Hubble) como “horizonte”.
Es importante remarcar que el horizonte de particulas y el radio de Hubble son
diferentes cantidades: particulas separadas por distancias mayores a dpq¢ nunca
se podran comunicar, mientras que si estdn separadas por una cantidad mayor
que (aH )™ significa que no se pueden comunicar a un dado tiempo. En los casos
donde la SEC se rompe, ambas distancias pueden llegar a diferir mucho, como

ocurre en los casos de expansion acelerada: @ > 0.

2.4. Tiempo conforme

Las propiedades de los horizontes definidos en la seccién anterior pueden ser
mejor ilustrados si introducimos una coordenada temporal diferente. Con lo cual,

vamos a definir al tiempo conforme como:

dt Eodt

De manera que, recordando la expresion del horizonte de particulas dada por
la ecuacion 2.3.9 vemos que el tiempo conforme también representa un horizonte,
este serd un horizonte comoévil.

Luego, si reescribimos la métrica de FLRW, la ecuacion 2.1.1, en estas coor-

denadas obtenemos:

ds* = a*(n) [—dn® + dx* + Si(x) (d0? + sin®0d¢?)] (2.4.2)

donde se definié la coordenada radial como dx = dr/v/1 — Kr? y la siguiente

funcion:

senhy K=-1
Sk(x) = X K=0 (2.4.3)
seny K=1

Es de interés un Universo que sea consistente con las observaciones y, como

ya se menciond, esto es consistente con K = 0, de manera que la métrica queda:

ds* = a*(n) [—dn® + dr* + r*d6* + r’sen®0d¢’] (2.4.4)
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que, como se puede observar, esta expresada de manera conforme con respecto
a la métrica de Minkowski, es decir que queda expresada como un multiplo de
si misma. De igual forma podemos expresar a las ecuaciones de Friedmann en

tiempo conforme:

<a)2 87G

- = a p,

a/ 43G (2.4.5)
a G
- = —a*(p—3P).
- =3 a(p—3P)

Se tiene entonces que las distancias separadas por una distancia comoévil mayor
que n no estan conectadas causalmente. Entonces, consideramos cantidades con
una longitud de onda caracterfstica A\ y niimero de onda &, tal que k oc A71, se
puede saber si se encuentran dentro (sub) o fuera (supra) del horizonte definido

mediante la ecuacion 2.4.1 segin la siguiente relacion:

klnl < 1 = sub — horizonte,
(2.4.6)

kln] >1 = supra — horizonte.

Este es un horizonte comovil, no es un horizonte fisico. Se utilizan las expre-

siones sub-horizonte y supra-horizonte como es usual en la literatura [21].

2.5. Soluciéon a los problemas del modelo: Infla-
cién

Hasta ahora hemos introducido el marco teérico que nos provee el modelo
cosmologico estandar. Se sabe que este modelo logra reproducir la mayoria de los
fenomemos observados, como la expansion del Universo, el FCR, las abundan-
cias de elementos livianos entre otros. Sin embargo, es una teoria incompleta ya
que existen observaciones que no tienen una explicacién natural en este marco,
encontrando asi varios problemas.

Si bien son varios problemas, aqui mencionaremos dos de los tradicionales: el
problema del horizonte y el problema de la planitud, y se explicara brevemente
la solucién propuesta, es decir la Inflacion Estandar. Esta seccion fue basada en
las notas de D. Baumann [17], de A. Riotto [31] y el trabajo de J-P. Uzan [32].

2.5.1. Problema del horizonte

Aproximadamente 380.000 anos luego del Big Bang, el Universo se enfri6 lo
suficiente como para permitir la formacion de atomos de hidrégeno y el desacople

de los fotones del plasma primordial. Este evento es observado en la forma de
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FCR. Esta radiaciéon habiamos visto que es casi perfectamente isotropica, con
anisotropias en la temperatura menores que una parte en cien mil.

El tiempo que hay entre el inicio (¢;)y la formacion del FCR (¢,..) implica que
muchos de los puntos sobre la hipersuperficie espacial correspondiente al FCR,
tienen conos de luz pasados que no se solapan entre si y por lo tanto nunca
estuvieron en contacto causal.El diagrama de la Figura 2.1 permite visualizarlo

en forma mas clara.

our worldline

50— 1100 10 3 / 0 \ 3 10 1100
now = : : : ; : : :

40 —

1.0
- (0.8

- 0.6

0.4

L)

scale factor

5=}
[

conformal time [Gyr|

- 0.01
= 0.001

comoving distance |Glyr|

Figura 2.1: Representaciéon del problema del horizonte, donde los conos de luz de dos puntos
perteneciente al FCR no se comunican. Esta imagen fue tomadad del libro [17].

Si consideramos dos direcciones opuestas en el cielo, decimos que los fotones
del FCR que recibimos de esas direcciones fueron emitidos desde los puntos P
y () respectivamente. Vemos que estos fotones fueron emitidos muy cerca de la
singularidad del Big Bang y que los conos de luz pasados no se solapan, es decir
que no hay puntos que caigan simultaneamente dentro del horizonte de particula
definidos por P y (). Por esto, podriamos preguntarnos jcoémo es que los fotones
provenientes de P y () sabian, por decirlo de alguna manera, que debian estar
a, casi exactamente, la misma temperatura? Lo mismo aplica para dos puntos
cualquiera en el FCR que estén separados por mas de un grado en el cielo. La
homogeneidad del FCR se extiende a escalas mucho més grandes que el horizonte
de particula al tiempo en el que el FCR fue formado. Si no hay suficiente tiempo
para que esas regiones se comuniquen, jpor qué se parecen? Esto constituye el

problema del horizonte.

2.5.2. Problema de la planitud

Ademés del problema del horizonte, el modelo cosmologico estandar presenta
el problema de la planitud. Surge de la observacion de la densidad de materia y

energia en el Universo que afectan a la curvatura del espacio-tiempo, que parecen
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estar ligadas a valores muy especificos requeridos para la existencia de un Universo

plano.

Comencemos suponiendo que las ecuaciones de Einstein son validas durante
la época de Planck, cuando la temperatura del Universo era del orden de Tp ~

101 GeV. De la expresion de la curvatura dada por la ecuacion 2.2.15 se tiene:

Q-1= Hé(a?' (2.5.1)
Durante la época de radiacion, se tenia que H? o« p, x a™* y
Q-1 % x a?, (2.5.2)
y durante la época dominada por materia p,, o< a3,
Q1o B sa (2.5.3)

a~%a3

Se puede ver que la cantidad €2 — 1 decrecera a medida que vayamos atras en
el tiempo, en ambos casos. De las observaciones sabemos que el valor actual (€2y)
es del orden de la unidad, por lo tanto podremos calcular su valor en el origen
del Universo, es decir a la temperatura de Planck. Para el siguiente calculo con-
sideramos la evolucion de esta cantidad en un Universo dominado por radiacion,
siendo Ty ~ 10713 GeV la temperatura del FCR:

’Q — 1|T:T a2 T2 _
m ~ a_fg A T_%) ~ O(107%). (2.5.4)
=10

Incluso si realizamos este calculo sin ir tan atras en el tiempo, considerando
la época de nucleosintesis por ejemplo, donde la temperatura era T" ~ 1 MeV,

vamos a tener

i 2 2
€2 = 1r=r, ~ <a_N) ~ (TO) ~ O(10719). (2.5.5)

|2 — 1|r=m, ag T%

Asi pues, para tener un valor de €y cercano a uno en el presente, el valor de
Q(t) en tiempos tempranos debié ser extremadamente cercano a cero, sin serlo
precisamente. En consecuencia se requiere que las condiciones iniciales sean muy
especificas y deban estar ajustadas muy finamente para obtener un Universo

espacialmente plano como se observa actualmente [19].
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2.5.3. Inflacion Estandar

La Inflacién es una teoria que permite dar solucién a varios problemas del
modelo estandar cosmologico. Es importante remarcar que no es una teoria que
reemplaza a la teoria del Big Bang, si no que es una extension de la misma. Se
propone un periodo de expansion acelerada del Universo posterior al Big Bang,
durante el cual la densidad de energia estaba dominada por un tipo de materia
con caracteristicas similares a la de energia oscura, esto es un campo cuantico
llamado inflatén. Una vez finalizada esta etapa el Universo se sigue una etapa
de recalentamiento, la cual estd por fuera de los limites de esta tesis, donde
el campo inflaton decae en todas las particulas del modelo estandar [33], [34].
Posteriormente de la etapa de recalentamiento comienza la época dominada por
radiacion y comienza a evolucionar como explica el modelo cosmolégico estandar.

A partir de la ecuacién 2.2.11, se puede ver que plantear una época con una

expansion acelerada implica:

i>0<= (p+3P)<0. (2.5.6)

Es decir que obtenemos un periodo acelerado si se tiene una presiéon negativa:
P < —p/3, y sabemos que ni la radiacion ni la materia cumplen esta condicion.
Vamos a considerar en particular que P = —p. Un periodo del Universo en el que
ocurre esto es llamado una etapa de de-Sitter. De las ecuaciones 2.2.5 y 2.2.12,

obtenemos que durante la fase de de-Sitter:

p = constante,
(2.5.7)
H; = constante.

Siendo H; la constante de Hubble durante Inflacién. Resolviendo la ecuacion
2.2.12 obtenemos:

a = a;ed1t=t), (2.5.8)

donde a; y t; son correspondientemente el factor de escala y el tiempo en el cual
empieza Inflacion.

Estrictamente hablando, la etapa inflacionaria no se puede caracterizar por
una etapa de de-Sitter exacta, es decir una etapa con un factor de escala definido
por la ecuacion 2.5.8. Esto es porque una etapa de de-Sitter no terminaria nunca
de inflar, y asi no se formaria la estructura a gran escala que se observa. Lo que
se plantea es suponer que existe un tipo de materia que se puede modelar por un

campo escalar: el inflaton, que tendra una ecuacion de estado P ~ —p. Con esta
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ecuacion y el inflaton, es posible establecer un mecanismo con el cual Inflacion
va a terminar en algin momento y de esta manera se garantiza la formacion de
estructura. Sin embargo, las ecuaciones 2.5.7 y 2.5.8 funcionan muy bien como
aproximaciones.

Veamos como esta etapa puede solucionar los problemas anteriormente plan-
teados. De la definicién de © — 1, utizando la definicion de H = a/a, tenemos
que

1-Q= K (2.5.9)

C'L2

Es claro que esta cantidad disminuird a cero cuando @ > 0. Por ende el
problema de la planitud puede ser resuelto si durante Inflacion €2 tiende a 1
suficientemente rapido, para compensar el apartamiento de 0 durante el periodo
de Big Bang caliente, es decir si Inflaciéon dura el tiempo suficiente.

Para cuantificar este tiempo, definimos la siguiente cantidad:

N = In[H;(t; — t;)] = In {Z((if” , (2.5.10)

donde a(t;) y a(ty) son el factor de escala al comienzo y al final de Inflacion. Este
nimero mide el crecimiento del factor de escala durante la fase de aceleracion
y es llamado en inglés el numedo de e-folds. Para estimar el nimero de e-folds

necesario durante Inflacion, podemos utilizar la ecuacion 2.5.7 que dice que Hj

permanece casi constante en este periodo, de manera que
‘Q (t¢)

Q)| (%) p—— (2.5.11)

De esta manera, es posible obtener un valor extremadamente cercano a cero

para la cantidad |Q2 — 1|,y imponiendo condiciones sobre los valores que puede
tomar N, sin tener que pedir condiciones de ajuste fino. Calculando cual es el
valor minimo de e-folds que resolverian el problema del horizonte y de planitud
se obtiene N 2 60.
Por otro lado, la ecuacion 2.3.9 se puede transformar a tiempo conforme
t
dpare(n) =0 — i = ar (2.5.12)

tia’

y luego reescribirla de la siguiente forma

tdt ada Ina
dpart(n) = | —=[| — = H) 'dlna, 2.5.13
i) = [ = [ G= [ (et tama (2513

na;

donde a; = 0 corresponde a la singularidad del Big Bang. El (aH)™! es lo que se
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defini6 como radio comovil de Hubble. Esta integral estd dominada por el limite
superior, recibiendo minimas contribuciones de los primeros instantes del Univer-

so. Para un fluido perfecto, tomando en cuenta la ecuaciéon 2.3.11 se obtiene:
2H; " 1 1(1+3w)
Aoy () = —20__ [ 30439) _ ;2 ] = — 1, 2.5.14

El hecho de que la mayor contribucién al horizonte comévil estd dada por

tiempos mas tardios puede hacerse de manifiesto con los siguientes limites:

—1
= 2H, a§(1+3w)
(1+ 3w)

siendo entonces finito el horizonte comoévil de particulas.

ai=0w>-1/3 () (2.5.15)

El radio de Hubble juega un rol fundamental para describir el modelo cosmo-
logico estandar. La propuesta de Inflacion es incorporar una etapa donde se viola
la condicién fuerte para la energfa (1 + 3w? > 0) y el radio de Hubble decrece
para una etapa finita del Universo temprano, implicando ademas un periodo de
expansion acelerada del Universo. Derivando respecto al tiempo se obtiene

%(aH)l = %(a)l - (2.5.16)

Por lo tanto, si el radio de Hubble decrece entonces d > 0. Esto trae como

consecuencia que la integral 2.5.13 sea dominada por su limite inferior. Asi el

inicio del Universo se traslada hacia un tiempo conforme negativo:

n; = %a}(lmw) ai—0w<—1/3  _po, (2.5.17)

Esto implica un intervalo de tiempo més extenso entre la singularidad del
Big Bang y el momento de desacople, permitiendo que puntos mas alejados en
la superficie correspondiente al FCR puedan estar en contacto causa, como se
observa en la figura 2.2.

Los conos de luz de puntos totalmente separados en el CMB ahora tienen
tiempo suficiente para intersectar antes del tiempo 7; y la homogeneidad del CMB
ya no es un misterio. Aqui vemos con Inflaciéon que n = 0 no es la singularidad
inicial, sino que se convierte en un punto de transiciéon entre la Inflacion y la
evolucion estandar del Big Bang.

El punto es hacer el horizonte de particula mucho més grande que el radio de
Hubble, es decir lograr que dp, > (aH)™'. Esto significa que las particulas no
se pueden comunicar ahora (o cuando el CMB fue creado), pero hubo contacto

causal tempranamente.
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Figura 2.2: Inflacién como solucién al problema del horizonte, produciendo un decrecimiento en
el radio de Hubble permitiendo que haya contacto causal entre puntos que inicialmente parecian
desconectados. Esta imagen fue tomada del libro [17].

En la figura 2.3 se puede observar como las escalas fisicas dejan el radio de
Hubble al terminar Inflaciéon y reingresan mas tarde. Las escalas con longitudes
de onda mas grandes, es decir con modos £ mas pequenos, ingresan mas tarde al
radio de Hubble.

Escalas fisicas

A Q}J ! / (aH)™!
(aoHp) ™!
\ / X

inflacion
Big Bang .
estandar —,;"z’
ar -, ‘ ap Orec ag .
= — = - = = = Tiempo|ln a]
recalentamiento —— —— “Big Bang” —=

Figura 2.3: Representacion de como las escalas fisicas que salieron del horizonte durante Inflacion
vuelven a ingresar. Esta imagen fue tomada del libro [17].
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2.6. Evolucion del factor de escala

Como ya se mencion6 en las secciones anteriores, el factor de escala nos da una
idea de la tasa de expansion del Universo. Es un parametro sin dimensiones que
describe como el tamano del Universo esta cambiando con respecto a su tamano
en un dado tiempo, es decir la tasa entre la distancia propia 2.3.8 de dos objetos a
algin tiempo t con la distancia propia entre dos objetos a un tiempo de referencia
tO.

Si consideramos que la distancia, a un dado tiempo, entre dos galaxias es d(t),
y que la distancia entre ellas ahora es d(fy), el factor de escala estara dado por:
a(t) = d(t)/d(to).

Una convencién que se utiliza es que el factor de escala ahora, es decir a tg = 0,
es 1: a(ty) = 1. De esta manera representara el cambio del tamafio del Universo,
relativo al presente.

Ya que el Universo se esta expandiendo, el factor de escala es cada vez mas
grande, mientras que por el contrario, si vamos a épocas pasadas, este disminuye.
Es por esto que el factor de escala no es constante, si no que va cambiando con el
tiempo, de manera que seria til conocer cémo evoluciona en las distintas etapas
del Universo, esto es cuando domina radiacién, materia y constante cosmologica.
Sin embargo, dado el interés de esta tesis, nos restringiremos tinicamente a analisis
de un Universo temprano dominado por radiacién y materia.

Veamos entonces como es el procedimiento para calcular la evolucion del factor
de escala para un Universo dominado por esas caracteristicas. Con los elementos
mencionados en la Seccidon 2.2, podemos expresar a la ecuacién de Friedmann

2.2.11 de la siguiente forma:

& Ho Qa2 (1) (2.6.1)
a

la cuél se resolverd, como se menciond, para la época de radiacion y para la época

de materia en tiempo conforme:

» Radiacion w? = 1/3

g = HO V Qrad CL72,
a da = Hyn/Qyqeq dt,
da = Hyr/yaq dn.

Integrando desde que comienza la época de radiaciéon, que corresponde al

finalizamiento de la etapa de Inflacion, n,, que vamos a suponer instantanea,
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a n
/ da = Hy V Q7"ad / d77
Qr MNr

= raa(n) = Ho\V/Qaa (1 —0) + ar. (2.6.2)

= Materia w? = 0

a _3
- :HO\/ Qmat a 2,

a

\/E da = Hy V Qmat dt7
da
% = Ho/Qpar dn.

Integrando desde la época de igualdad entre radiacién y materia (7,), ya

que luego el Universo estara dominado por materia

 da n
X v d
/ Va OV / !

— () = [sz/Qmat (1 = Teq) + \/a_q] g (2.6.3)

Dadas las ecuaciones 2.6.2 y 2.6.3, necesitamos los valores de 1, a,, 7eq ¥ Geq,
que se encontraran imponiendo condiciones de continuidad al factor de escala.

En cuanto a 7, y a,, la continuidad debe darse con el factor de escala corres-
pondiente a la época inflacionaria, para lo cuél realizaremos el siguiente calculo:
asumimos que T'a = constante, valida durante la época de Inflacion [35]. Vamos
a calcular a(n = n,) = a,, considerando la normalizacion del factor de escala al

dia de hoy a(n =mny) = ag = 1,

T,
Toap = Toa, = a, = TO (2.6.4)

Observacionalmente se obtiene Ty = 2,7255 K = 2,35 x 10713 GeV, y asumien-
do que al final del periodo inflacionario se tiene la escala energética T, = T}, ~

10" GeV, con T, la temperatura de Planck, se tiene a, = 2,35 x 1072,

Imponiendo continuidad entre la época inflacionaria y la época de radiacion
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se obtendra:

1

H\/Qra r — Ty r— T I 1\
0 d(77 77)+a H]T]T(l _5)

<1 (2.6.5)

1
(ZTH[,

siendo la parte derecha del primer término, el factor de escala en funcién del

Ny~ — (2.6.6)

tiempo conforme para un Universo dominado por constante cosmolégica, corres-
pondiente a la época inflacionaria. E1 H; es la constante de Hubble durante
Inflacion, y para calcular su valor se utiliza que Inflacién termina en una escala
de energfa de 1073 M,,, por ende H; = % M,, siendo M, = 2,43 x 10'® GeV la
masa reducida de Planck, y asf obtenemos 1, = —1,14 x 10722 Mpc.

Por otro lado, utilizando la definicion del parametro de densidad 2.2.14 se
tiene:

8tG
HgQrad = —Prad,

3
oo (2.6.7)

2
H[) Qmat = Tpmat-
El subindice eq hace referencia a la época de igualdad entre radiacién y mate-
ria, aqui ambas componentes tienen la misma densidad: p,0 = pPreq- De manera
que haciendo el cociente de las ecuaciones 2.2.11 se encuentra

2 8rG 4
HO Qrad 3 pradaeq Qrad
— — a/eq — aeq — .
Qmat

= 2.6.8
Hngat %pm(zt agq ( )

Imponiendo continuidad, es decir que a,q4(7eq) = @mat(7eq), S€ Obtiene

HO V Qrad(ﬁeq - 771“) +a, = Qeq,

Qeq — Qr

Neg = ——F—= + Ny 2.6.9
! HO\/ Qrad ( )

Con los valores mencionados resolvemos las ecuaciones anteriores, obteniendo

Qg ~ 1,7 X 10~%. Para Neq debemos cambiar de unidades a Hy:

km

H, = 67,36 =1,44 x 107" GeV,

s Mpc

donde se utilizaron los siguientes cambios de unidades 1 GeV™! = 6,4 x 103°
Mpe, 1 GeV™! = 65822 x 1072 s, 1 GeV™! = 19733 x 100 cm y 1 GeV
= 1,1605 x 10'® K. De esta manera 7., = 232,2 Mpc.
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Finalmente obtuvimos la evolucion del factor de escala, en tiempo conforme,

para las épocas de radiacion y de materia:

HQQTQ — Ir T 7"< < e
MWZ{ oSkraa (1 = 1r) + @ = 1= Tlea (2.6.10)

2

[QHOV Qnat (77 - neq) + \/aeq} y TNeq <n

Siendo los valores: Hy = 67,36 km s~ Mpc™, Q,qqh? = 2,47 x 1072, Quh® =

0,1431, n, = —1,14 x 10722 Mpc, a, = 2,35 x 10728, Neg = 232,2 Mpc y aeq ~
1,7 x 1074,
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Capitulo 3
Historia Térmica del Universo

En este capitulo se darda una descripcion de la historia del Universo, en tér-
minos de la composicion de las distintas etapas que fueron sucediendo y sus
propiedades termodinamicas. El contenido de este capitulo esta basando en las
notas de D. Baumman [17] y el trabajo de L. Husdal [36].

Un aspecto importante a considerar para entender la historia térmica es la
comparacion entre la tasa de interacciones entre particulas ' y la tasa de expan-
sion del Universo H. Cuando I' > H, la escala de tiempo a la que suceden las

interacciones es mucho menos a las de expansion, es decir

I (3.0.1)

Cuando esto sucede se alcanza el equilibrio térmico antes de que los efectos
de la expansion sean relevantes. A medida que el Universo se enfria, la tasa de
interacciones decrece més rapido que la tasa de expansion. A un tiempo t. ~ tgy
los caminos libres medios comienzan a ser mayores y las particulas se desacoplan
de su bano térmico. Diferentes particulas tendran diferentes tasas de interaccion
que se desacoplarédn en diferentes momentos.

En el capitulo anterior se postula la existencia de una etapa primordial don-
de el Universo se expandié aceleradamente. Este periodo, al que se llama Infla-
cion, ocurrié a los 10734 segundos [20] después de la singularidad inicial y fue
generado por un campo escalar: el inflaton. Cuando esta etapa finaliza, el cam-
po inflaton decae en aquellos campos responsables de generar las particulas del
modelo estandar de particulas. Una vez producidas, éstas interactuaran creando
otras particulas mediante reacciones, produciendo asi una sopa de particulas que
eventualmente llegaré al equilibrio térmico a una dada temperatura. Todos es-
tos procesos forman parte de un periodo llamado recalentamiento y se considera

que, una vez finalizado, comienza el Big Bang caliente, es decir que el modelo
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cosmologico estandar puede ser aplicado.

Esta sopa de particulas esté formada por quarks, leptones, bosones de gauge
y el boson de Higgs, a una temperatura tan alta (del orden de ~ 1000 GeV)
que las velocidades con las que se mueven son relativistas, de manera que el
Universo temprano estaba dominado por radiaciéon. En este momento los pares
particula-antiparticula son formados continuamente y destruidos en colisiones.
En este periodo ocurre un evento llamado bariogénesis, el cual produce que haya
un exceso de quarks y leptones por sobre sus correspondientes anti-particulas. De
esta manera resulta lo que hoy en dia se observa, una prevalencia de materia por
sobre anti-materia.

Estas particulas elementales reciben sus masas, mediante el mecanismo de
Higgs, a una temperatura de 100 GeV. En este momento se produce la ruptura
entre la interaccion electromagnética y la fuerza débil. Esta etapa se la define
como transicion de fase electrodébil.

A estas temperaturas, los quarks y gluones se mueven libremente formando
el llamado plasma de quarks-gluones (QGP). Al alcanzar una temperatura de
180 MeV, como consecuencia de la interaccion fuerte descripta por la QCD, estas
particulas comienzan a confinarse formando un gas de hadrones, ocurriendo asi la
transicion de fase de la QCD. Dentro de los hadrones se encuentran los bariones
(combinacion de tres quarks) y los mesones (combinacion quark-antiquark).

En este momento, los neutrinos estan en equilibrio térmico con el plasma
primordial e interactian mediante la interacciéon débil. A una temperatura del
orden de 1 MeV la tasa de interacciones de los neutrinos comienza a ser mas lenta
que la tasa de expansion del Universo, produciendo de esta manera el desacople de
los neutrinos del plasma. Posteriormente, los electrones y positrones se aniquilan
mediante la interaccion electromagnética y transfieren su energia a los fotones.

Cuando se llega a una temperatura de 0,1 MeV, sucede el proceso de nucleo-
sintesis, donde los protones y neutrones reaccionan para dar lugar a nticleos de
atomos: niicleos de hidrogeno en su gran mayoria, seguidos de ntcleos de helio y
en menor medida nicleos de deuterio y de litio.

La temperatura contintia disminuyeno y en 0,7 eV la densidad de materia y
radiacion es la misma. Luego la materia no relativista comienza a dominar en
el Universo, pasando asi de un Universo dominado por radiaciéon a un Universo
dominado por materia.

Seguido de la nucleosintesis, se tiene un plasma dominado por protones, elec-
trones, fotones y algunos nucleos. A una temperatura de aproximadamente 0,3 eV
sucede la recombinacion, donde los electrones se combinan con los protones for-
mando los primeros 4tomos de hidrégeno neutro. Cuando ocurre esto, los fotones

ya no son dispersados por los electrones y protones, asi comienzan a viajar li-
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bremente sin ser absorbidos por la materia, produciéndose entonces el desacople
de los fotones. La energia de estos fotones ird disminuyendo con el transcurso
del tiempo, ya que la expansion del espacio produce que su longitud de onda

aumente. Este fendmeno se ha ha observado y es conocido como el FCR.

Evento Tiempo Temperatura
Inflacion 1073 s -
Transicion de fase electrodébil 107125 100 GeV
Transicion de fase de la QCD 1075 s 180 MeV
Desacople de los neutrinos 1s 1 MeV
Aniquilaciéon electron-positron 6 s 500 keV
Nucleosintesis 3 min 100 keV
Igualdad materia y radiacion 6 x 10* afios 0.7 eV
Recombinacion 27 x 10* afios 0.3 eV
Desacople de los fotones 38 x 10* afos 0.2 eV

Cuadro 3.1: Principales eventos en la historia térmica del Universo. Cuadro sacado de [17]

3.1. Equilibrio termodinamico

Se tiene evidencia observacional, del espectro del FCR, que el Universo tem-
prano se encontraba en equilibrio térmico local.

Si se tiene un sistema en equilibrio térmico, se puede utilizar mecénica esta-
distica para calcular cantidades tales como la densidad de energia, la presion y la
densidad de entropia. A continuacién se realizara un desarrollo del tema tomado
de [17], aplicado a un gas ideal cuantico, para poder derivar las cantidades fisicas

que se utilizardn a lo largo de este trabajo.

3.1.1. Funciones termodinamicas

Se describira al sistema, como es usual en mecanica estadistica, en el espacio
de las fases, es decir que el gas estara descripto por las posiciones y momentos de
todas las particulas que lo componen.

Consideremos una caja ciibica de lado L y volumen V = L3. La densidad de
estados de una particula en el espacio de momentos es V/h® = L3/h3, si dividimos
por el volumen vamos a tener la densidad de estados en el espacio de las fases:
1/h3. Si ademés la particula tiene g grados internos de libertad, la densidad de

estados sera:

(3.1.1)
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donde en la segunda igualdad utilizamos unidades naturales & = h/(27) = 1.
Para poder obtener la densidad numérica de un gas de particulas, es necesario
conocer como estan distribuidas las particulas a lo largo de los autoestados de
momento. Esta informacion estd contenida en la funciéon de distribucién, que al
ser homogénea es independiente de z y la isotropia hace que dependa solo de p,
entonces f(x,p,t) = f(p). De esta manera, la densidad de particulas en el espacio

de las fases seré el producto entre la densidad de estados y la funciéon distribucion

(25#)3 x f(p), (3.1.2)

integrando sobre los momentos se obtiene la densidad numérica de particulas

9 3
n= L /dp f(p). (3.1.3)

Para obtener la densidad de energia del gas de particulas, debemos pesar
cada autoestado por su energia asociada. Si las particulas siguen una relacién de
dispersion E(p) = y/m? + p?, integrando sobre los momentos se llega a densidad

de energia

P [ 0 F0) B, (3.1.4)

De manera similar, se puede obtener la presion

2

P= (2%3 /d3p f(p) ?])D_E. (3.1.5)

En cuanto a la funcién de distribucién, en equilibrio térmico se tiene que la
probabilidad de que el estado de una particula con momento p y energia E(p)
sea ocupado, estda dada por las funciones de distribucién de Fermi-Dirac y Bose-

Einstein

1
flp) = cE@—/T £ 1

(3.1.6)

con el signo + para fermiones y el signo — para bosones. A bajas temperaturas,
T < E — u, ambas funciones de distribuciéon se reducen a la distribuciéon de

Maxwell-Boltzmann

f(p) = eE@=m)/T (3.1.7)

donde se tiene la temperatura 7'y el potencial quimico u. Este ultimo caracteriza
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la respuesta de un sistema ante el cambio en el nimero de particulas. Se tiene
que en el Universo temprano los potenciales quimicos de todas las particulas son
muy pequenos respecto de la temperatura, por lo que los podemos despreciar.
Una vez definidas las funciones de distribucién, estamos en condiciones de
poder calcular de una forma precisa las cantidades termodinédmicas, en particular
la que nos va a interesar es la densidad de energia por lo que reemplazando la

ecuacion 3.1.6 en la expresion 3.1.4 se obtiene

00 2 2 2
g P \/Dp”+m
== dp , 3.1.8
P=om 0 exp[\/p? +m?/T| £ 1 ( )
resolviendo la integral se llega a:
2
p=—gT* (3.1.9)

30

3.1.2. Grados de libertad efectivos

Del desarrollo anterior se desprende que la contribucién de las diferentes par-
ticulas a las cantidades termodinamicas depende de su naturaleza, en particular
de sus masas y degeneracion. La contribucion completa de todas las particulas es

el resultado de la suma de todas las especies de particulas:

2
T
pr =D pi= 550 (T)T (3.1.10)

donde ¢,(7") son el nimero de grados de libertad efectivos relativistas. A una

dada temperatura T, habra dos contribuciones:

9.(T) =2 g (%)4+g29i (%)4 (3.1.11)

i=k i=f

donde T es la temperatura del gas de fotones que actiia como bano térmico del
sistema y el factor % viene de la diferencia entre las estadisticas de Fermi y Bose.

A temperaturas T' 2 100 GeV, todas las particulas del modelo estandar son
relativistas. A medida que la temperatura disminuye, varias especies de particulas
se vuelven no relativistas y se aniquilan. Para estimar g, a una dada temperatura
T lo que se hace es sumar todas las contribuciones de los grados de libertad
relativistas y descartar el resto.

Nos interesan aquellos valores correspondientes al momento anterior a la tran-
sicion de fase de la QCD y al momento posterior. Se tiene, para los quarks, los
valores dados en [1]: g = 61,25 para antes de la transicion de fase y go = 17,25

para luego de la transicion.
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Figura 3.1: Evolucion de los grados de libertad relativistas g, (7'), asumiendo el modelo estandar
de particulas. Esta imagen fue tomada del libro [17].

3.1.3. Conservacién de la entropia

Es una buena aproximacion suponer que el Universo se expande adiabatica-
mente, de manera que la entropia permanece constante en su totalidad. Tomando

potencial quimico nulo u = 0, se define a la densidad de entropia s = .S/V como

s=— (3.1.12)

Si usamos la expresion derivada para la densidad de energia dada por 3.1.9,
se encuentra que la densidad de entropia total para un conjunto de particulas de
diferentes especies es

- pi+ P _ 2r’ 3
5= Z — = 5 9s(T)T, (3.1.13)

T,

siendo g,s el niimero de grados de libertad efectivos relativistas en entropia:

9s(T)=> g (%)3+£Zgi (;)3 (3.1.14)

i=k i=
Realizando calculos, cuyos detalles se pueden ver en [17], se obtiene que la

conservacion de la entropia implica:

272
T3a® = constante ,

45 (3.1.15)
— ¢4s(T)T?a® = constante .

S = s(T)a’ =g.s(T)
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Capitulo 4

Transicion de Fase en QCD

El modelo cosmolégico estandar y el modelo estandar de particulas nos pro-
porcionan las bases para intentar explicar la evoluciéon del Universo, tanto en sus
origenes como en el presente, prediciendo una serie de transiciones de fase que
ocurren sucesivamente al final de la época inflacionaria, durante la expansion y
enfriamiento del Universo.

En este trabajo nos centraremos en una de esas etapas, que corresponde a la
transicion de fase de desconfinamiento de la QCD, en consecuencia, quisiéramos
ver como la densidad de energia de las ondas gravitacionales es afectada por esta
transicion.

Para entender los modelos utilizados vamos a explicar brevemente la teoria

en la que se enmarcan, para lo cual se ha tomado como referencia [37].

4.1. Generalidades de cromodinamica cuantica

De acuerdo al modelo estandar de particulas, los hadrones (mesones y ba-
riones) estan formados por fermiones (quarks) que interactiian entre si a través
de bosones mediadores de las interacciones fuertes (gluones) [33]. La teoria que
describe dichas interacciones es una teoria de gauge no abeliana llamada Cromo-
dindmica Cudntica (QCD).

Existen seis sabores de quarks u (up), d (down), s (strange), ¢ (charm), ¢ (top)
y b (bottom). Los hadrones estables dentro de los niicleos atomicos, protones (p)
y neutrones (n), estan formados por quarks u y d. Méas precisamente p = (u, u, d)
y n = (u,d,d). Existe una hipotesis conocida como "hipétesis de la materia
extrana", que dice que en realidad el estado estable de minima energia de la
materia es el formado por hadrones que contengan al quark s. Es por esto, que
la mayoria de los modelos de quarks utilizados en la literatura incluyen los tres
quarks mas livianos. Los hadrones que incluyen a los quarks més pesados en

general son inestables y tienen tiempos de decaimiento muy rapidos [39]. Debido
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a estos dos argumentos (hipotesis de materia extrana y decaimiento réapido de
hadrones formados por quarks pesados), en este estudio utilizaremos modelos de
quarks que incluyan los tres sabores de masas més livianas tinicamente.

El lagrangiano de la QCD con simetria de color SU(3). viene dado por:

Laen = () (D" — i) b(x) — 7GL, G, (4.11)
donde
W(z) = | d@) |, (4.1.2)

s(x)

representa el campo de quarks. Las masas de los mismos estan en la matriz

diagonal m = diag(m,, mg4, ms), el tensor del campo de gluones se define como:

v

GY, = 0, AL — 0,A% + gf ™" A) A (4.1.3)

D, =8, — igh®A%, (4.1.4)

es la derivada covariante que incluye a los campos de gluones Aj (a por cada color:
rojo verde y azul, o rgb por sus siglas en inglés.) y la constante de acoplamiento
g.

Esta teoria tiene algunas propiedades importantes, entre ellas encontramos:

= Universalidad: existe solo una constante de acoplamiento ¢ para todas las

interacciones entre quarks y gluones.

» Libertad asintotica: a muy altas energias (mayores a ~ 2 GeV), o distancias
muy cortas, los quarks se comportan como particulas libres. En este régimen

es posible aplicar la teoria de perturbaciones.

» Confinamiento: a bajas energias (menores a ~ 2 GeV), o distancias muy
grandes, el acoplamiento se vuelve muy fuerte. De esta manera no es posible

aplicar perturbaciones y se hace necesario utilizar teorias efectivas.

Existen dos fases diferentes: una fase hadroénica de quarks y gluones confinados
y el llamado plasma de quarks y gluones (QGP). La Figura 4.1 es un esquema de
un posible diagrama de fases de la QCD.

Dentro del diagrama, el contexto de Universo temprano se encuentra desde
altas temperaturas y evoluciona hacia bajas temperaturas, a potencial quimico

nulo.
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Figura 4.1: Esquema de un diagrama de fases de la QCD. Contribucion realizada por Milva
Orsaria (FCAGL-UNLP).

4.2. Modelos Efectivos

Se sabe que la transicion de fases del plasma de quarks y gluones a hadrones
ocurre a una temperatura de T ~ 155 MeV, temperatura a la cual la QCD
no se puede tratar perturbativamente. Por esto, recurrimos a modelos efectivos:
i) modelo de bolsa del MIT [9], que da lugar a una transicion de fase de primer
orden, y ii) el modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio no local (PNJL-nl) [10], que
da lugar a una transicion de fase tipo crossover.

La transiciéon de fase de quarks a hadrones se construyen obteniendo la ecua-
cion de estado de quarks y hadrones por separado, y viendo a qué valores de
temperatura y potencial quimico, las presiones de ambas ecuaciones de estado se
igualan. En nuestro caso, las ecuaciones del modelo de la bolsa del MIT resultan
iguales en la fase hadroénica que en la fase de quarks, a menos de diferencias en
las constantes de acoplamiento. Eso es porque las dos se toman como fases de
particulas libres, a menos de constantes multiplicativas, por los cual valen los
resultados de las integrales desarrolladas en el capitulo anterior. Veamos en de-

talle este modelo, para luego comentar brevemente las diferencias con el modelo
PNJL-nl.

4.2.1. Modelo de Bolsa del MIT

Este modelo separa las propiedades termodinédmicas en dos regiones diferentes:
si consideramos una temperatura critica a la cual se realiza la transicion de fase
T., se tendra: para T' > T, un gas de quarks (sin masa) y gluones que se mueven
libremente a una temperatura, donde el confinamiento es considerado en términos

de un parametro del modelo, la constante de la bolsa B. En cambio, para una

41



CAPITULO 4. TRANSICION DE FASE EN QCD

temperatura T' < T, se tiene un gas de hadrones moviéndose libremente, es decir
quarks y gluones confinados. A una temperatura T = T, los quarks, gluones y
hadrones coexisten en equilibrio a una presién constante.

Podemos escribir la densidad de entropia como:

s(T) = =—g(T)T?, con g(T)=

45

272 siT >1T,
T {m (4.2.1)

gosiT <1,

Siendo ¢; y g2 los grados de libertad efectivos relativistas. Para g; = 51,25
antes de la transicion de fase tenemos en cuenta los gluones, los quarks up y
down, fotones, electrones, positrones, (anti-) muones y neutrinos, y go = 17,25
luego de la transicién de fase, solo incluye piones en lugar de quarks y gluones
[1]. Derivando las propiedades termodinamicas se tiene:

(2

TaT - B siT>T,

%@ﬂ SiT < T,
0 (4.2.2)
%WJA+B siT>T,
p(T) =sT — P = 7_(_2
%@W siT < T,

Donde la constante de la bolsa es fijada por la temperatura a la cual ocurre

la transicion y los grados de libertad de ambas fases:

2

™
_ 4
B= (91— 9)T. (4.2.3)
90
8
— M7 4.00
7 --- Transicién de fase
3.75
6
T 3.50
~
=7 3.25
[N .
m 4
| E:. 3.00
o 3
£ 2.75
2
1 2.50
— MIT
0 2.25 —-=-- Transicién de fase
1
0.0 0.2 04 06 08 10 1.2 14 16 0.0 0.2 04 06 08 1.0 1.2 14 1.6
T [GeV] T [GeV]

Figura 4.2: A la izquierda representacion de la ecuacion de estado del modelo de la bolsa del
MIT, normalizada por la temperatura. La tnica contribucién proviene de la constante de la
bolsa B. A la derecha se muestra la presion del modelo de la bolsa del MIT en funcion de la
temperatura, normalizada también por la temperatura.
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En la grafica de la derecha de la figura 4.2 se puede ver que la transiciéon da
una punta donde la derivada de la presion respecto de la temperatura es distinta
a derecha e izquierda, es por esta discontinuidad en la primera derivada que se
entiende que el modelo de bolsa del MIT da una transicion de fase de primer

orden.

4.2.2. Modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio no local (PNJL)

Para describir este modelo, se parte del Lagrangiano correspondiente:

() (=il + )ib(x) — 22 (@) () + (@) ()] + ULA()

L(x) = - .
. 2
4

— - Aae [ ()75 ()52 (x) = 375 (w) gy () 32 ()],

donde U es corresponde a un potencial efectivo de Polyakov que da cuenta del
confinamiento, y el ultimo término (interaccion de 6 puntos de 't Hooft) genera
mezcla de sabor. Los campos ¢ son los campos de quarks, ¥ = (u d s)T, y
m = diag(m, mg ms) son las masas desnudas de cada quark. Por simplicidad
se considera m,, = my. Las cantidades ji(x) y jP(x) son las corrientes escalares
y pseudoescalares respectivamente que dan cuenta de la interaccién entre las

particulas.

Mediante el tratamiento del lagrangiano 4.2.4, aplicando teoria cuantica de
campos (que esta fuera del alcance de esta tesis, para un analisis detallado ver las
siguientes referencias |11, 12]), se puede llegar al gran potencial termodinamico,
dado por:

Q=07+ Q"%+ Q"+ U(®,T), (4.2.5)

con )y una constante que se fija de manera que el gran potencial se anule a

temperatura y potencial quimico nulos. El potencial efectivo U(®,T) esta dado

por
1
U T) = |—=a(T,Ty) P
2 (4.2.6)
+b (T, Ty) In (1 — 60 + 89> — 30)] T*
con a(T,Ty) y b(T,Tp) fijados segin los valores de la referencia |13]. El parametro

Ty = 195 MeV para reproducir la temperatura critica obtenida de Lattice QCD
[44, 45].

Las cantidades termodinamicas de interés como la presion P y la densidad de
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energia p se derivan del gran potencial de la siguiente forma:

pP=-Q, nq:an
f

(4.2.7)
p=-P+TS+> sy
!
con S = % y ny = 5971; la entropia y la densidad de ntumero de particulas

respectivamente. Las constantes del modelo se fijan de manera de reproducir los
valores fenomenologicos de la constante de decaimiento del pion f, = 92,4 MeV,
y las masas de los mesones m, = 139,0 MeV, mg = 495 MeV, m,y = 958 MeV.
Los resultados de estos ajustes llevan al set de parametros m,, = myg = 3,63 MeV,
A =1071,38 MeV, G A% = 10,78, y HA® = —353,29, con A siendo un parametro
que establece el rango de la no-localidad en espacio de momentos. La masa del
quark s esta fijada a un valor fenomenologico de m, = 95,00 MeV.
Para encontrar la temperatura de la transicion de fase que reproduce este
modelo, se utiliza el calor especifico definido como
2
C, = T%, (4.2.8)
y sera la temperatura tal que el calor especifico es maximo, como se observa en

la figura 4.3.

0.5{ ---- Transicidon de Fase

0.06 0.08 010 0.12 014 0.16
T [GeV]

Figura 4.3: Calor especifico en funcién de la temperatura, la temperatura donde ocurre el
méaximo corresponde a la de la transicion de fase.

Este modelo describe transiciones de fase de tipo crossover, es decir que son

suaves como se puede observar en los gréficos de la figura 4.4.
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—— PNJL
--- Transicion de fase

1 — PNJL
--- Transicién de fase

|
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Figura 4.4: A la izquierda representacion de la ecuacion de estado del PNJL, normalizada por
la temperatura. A la derecha grafico de la presion del PNJL, en funcion de la temperatura,
normalizada también por la temperatura.

4.2.3. Calculos numéricos

Parte del codigo desarrollado en este trabajo, permite calcular a partir de una
ecuacion de estado dada, como es la densidad de energia y la temperatura en

funcion del tiempo.

Para ello consideramos la ecuaciéon de Friedmann:

o _ [5G (4.2.9)

3/plp+ P) 3

que depende de la presion y la densidad. Para relacionar ambas cantidades se

necesita una ecuacion de estado, en particular utilizamos la provista por el modelo

de bolsa del MIT:

1

plp()] = 51p(t) — 48] (4.2.10)

Si bien se tiene la expresion analitica de esta ecuacion de estado, a modo de ser
lo mas general posible, el codigo permite que el ingreso sea mediante una tabla.
De esta manera, se puede aplicar el coédigo a la ecuacion de estado de PNJL.

Trabajando con las ecuaciones 4.2.9 y 4.2.10 podemos encontrar la densidad
de energia en funcion del tiempo, la cual se puede observar en las graficas de la
figura 4.5. Para poder realizar la integracion necesitamos condiciones iniciales. Se
tomaron los valores considerados en el trabajo [3], donde se toma como punto de
partida un tiempo posterior a la transicion de fase electrodébil t; = 107 s con una
densidad de energfa correspondiente de p;(t;) = 107 MeV/fm? | hasta el tiempo
estimado donde ocurre la transicion de fase de la QCD, t; = 107* s. Si bien
hay una cierta incerteza en los valores de las condiciones iniciales, nos interesa

determinar como varia la densidad de energia una vez ocurrida la transicion.
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Figura 4.5: Evolucién temporal de la densidad de energia, a la izquierda tomando el modelo de
bolsa del MIT y a la derecha tomando el modelo de PNJL-nl.

Una vez obtenida la densidad de energia, es posible calcular como varia la

temperatura en funcion del tiempo mediante la relacion:

ar
dt

1.6] « «..
1.4
1.2

1.0

Q

Z0.8

= 0.
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+ Temperatura, MIT
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t [seq]

(

1
dp

d

)

dp
P (4.2.11)
dt
* . « Temperatura, NJL
10 10°% 107 105 1073
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Figura 4.6: Evolucién temporal de la temperatura, a la izquierda tomando el modelo de bolsa

del MIT y a la derecha tomando el modelo de PNJL-nl.

Obteniendo como resultado los graficos de la figura 4.6. Se puede observar

que la temperatura no evoluciona linealmente a medida que avanza el tiempo.

Los graficos correspondientes al MIT son consistentes con el trabajo [3].
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Capitulo 5
Perturbaciones Cosmolobgicas

En el Capitulo 2, se vio que el modelo cosmoldgico estandar supone un Univer-
so espacialmente homogéneo e isé6tropo modelado por la métrica de Friedmann-
Lemeitre-Robertson-Walker (FLRW). Este modelo logra describir, mediante la
teoria de la Relatividad General de Einstein, la tasa de expansion del Universo,
la temperatura del fondo coésmico de radiacion (FCR), la evolucion del Universo
desde un estado inicial de alta temperatura y densidad dominado por radiacion
a un estado mas frio y de menor densidad dominado por materia no relativista,
entre otras. Sin embargo, al ser un modelo homogéneo, no puede explicar la dis-
tribucion de materia y energia que se observa hoy en dia, como lo es la estructura
a gran escala, esto es estrellas, galaxias, camulos y supercumulos de galaxias.

Debido a esto, resulta necesario describir de alguna manera la inhomogenei-
dad e anisotropia del espacio. Para ello se utiliza la teoria de perturbaciones,
comenzando con un espacio de fondo homogéneo e isétropo sin perturbar y luego
perturbandolo. Las perturbaciones a la métrica pueden ser escalares, vectoria-
les 6 tensoriales, fueron originadas en la época inflacionaria y son fuente de las
fluctuaciones en la densidad que dan origen a la estructura de nuestro Univer-
so. También producen las anisotropias en temperatura observadas en el fondo
coésmico de radiacion.

Las perturbaciones pueden ser tratadas unas independientes de otras debido
al Teorema de Descomposicién, que demuestra que las perturbaciones evolucio-
nan independientemente. En particular, nos van a interesar las perturbaciones
tensoriales que son las que dan origen a las ondas gravitacionales.

Tenemos entonces una métrica de FLRW con fondo espacialmente plano g;;,

débilmente perturbada |h;;| < 1:

9ij = Mij + hij. (5.0.1)

47



CAPITULO 5. PERTURBACIONES COSMOLOGICAS

Si elegimos los ejes coordenados de manera que las perturbaciones a la métrica

sean en el plano x-y vamos a tener:

5.0.2
0 a’hy a’(1—hy) ( )

0
0 CL2 (1 + h+) GQhX 0
0
0 0 0 1

Es decir que las perturbaciones a la métrica estan descriptas por dos estados
de polarizaciéon independientes hy y hy, que asumimos pequenos, es decir que los
términos de mayor orden al primero que aparecen en los célculos de la ecuacion de
Einstein 2.0.1, se desprecian. Esta eleccion de coordenadas corresponde a elegir
el eje z en la direccion de propagacion del vector de onda k. Se ha trabajado en
el gauge transverso y sin traza (TT), es decir h;;.; = 0y hi = 0, asf definimos el

tensor de las perturbaciones como:

hy hy O
Hij=| hy —hy O (5.0.3)
0 0 0

Descomponemos h;; en ondas planas con un nimero de onda comovil |k| = k:

&k -
hij(n, x) = Z/Wh,\(n;k)e’k 627‘7 (5.0.4)
A

donde eg\j es el tensor de polarizacion. Para obtener la ecuacion de la amplitud de
la onda hy(n; k) = h, ; pedimos que la métrica perturbada cumpla la ecuacion de

Einstein a orden lineal en h, para esto debemos calcular los simbolos de Christoffel

, 7
F;‘k = §[kksz +kiHij — k?iij], (5.0.5)
el tensor de Ricci
d?a/dt? 3 H,: L2
Rz‘j = Yij ( a/ + 2H2> + 5(127{7’[1‘]‘,0 + GQ#OO + ?Hij, (506)
y el escalar de Ricci
R = g"Roo + g" R;. (5.0.7)

Con estos elementos pasamos a calcular el tensor de Einstein, del cual vamos
a derivar las ecuaciones de evolucion para los elementos del tensor H definido en

la expresion 5.0.3: hy y hy. Obtenemos de esta manera que los modos del tensor
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responden a la ecuacion:

. \Y% 3a\
con II;; la parte anisotrépica del tensor de momento-energia, que como estamos
trabajando con un fluido ideal II;; = 0.

Transformando la ecuaciéon al espacio de Fourier, reemplazando V? = —k? se

llega a

h)\,k + (—a) h)\7k + <—2) h,\’k = 0. (509)
a a

Transformando de tiempo fisico a tiempo conforme, se obtiene:

" 2a, / 2
Ak T o ) + k*hyx = 0. (5.0.10)

Esta es una ecuaciéon de una onda plana propagéndose en un espacio en ex-
pansion. Las soluciones son ondas, como son producidas por la gravedad y son
originadas en el inicio del Universo (etapa de Inflacion) se llaman ondas gravi-
tacionales primordiales. Con las soluciones podemos calcular las amplitudes de

esas ondas.

5.1. Solucién a tiempos lejanos de la transicion de

fase

En esta seccion se propone resolver la ecuacion 5.0.10 sin tener en considera-
cion la transicion de fase. Se tendré en cuenta que luego de Inflacion la ecuacion
de estado que domina es la de un Universo dominado s6lo por radiaciéon y la si-
guiente ecuacion de estado sera la que se corresponde por un Universo dominado

solo por materia. Sera conveniente realizar el siguiente cambio de variable

-3

derivando este cambio de variable 5.1.1 y reemplazando en la ecuacion 5.0.10 se

: (5.1.1)

llega a:

Vi + <k2 - g) Vi, =0, (5.1.2)

que vamos a resolver para dos etapas distintas, utilizando la evolucion del factor

de escala descripta en el Capitulo 2.
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= Radiacion

El factor de escala para la época dominada por radiaciéon esta dado por

5
arad(n) = Ho/raa (0 —1r) + ar —=0 (5.1.3)

l

de esta manera,

Vi + K2V, = 0, (5.1.4)

que corresponde a la ecuaciéon de un oscilador armoénico, cuya soluciéon

viene dada por:

Vi(n) = Ce™*n. (5.1.5)

Luego, reemplazando en el cambio de variable dado por la ecuaciéon 5.1.1
para obtener la ecuacién de los modos, considerando cémo es el factor de
escala en esta época, se tiene:

sin(kn) cos(kn)

h(n)=A + B

n n

siendo jo(kn) v yo(kn) las ecuaciones de Bessel esféricas.

= Ajo(kn) + Byo(kn), (5.1.6)

= Materia: En esta ctapa a(n) o< n* — % n% y se tiene:

.. 2
Vi + (k2 - ?) Vi =0, (5.1.7)

cuya expresion es la de una ecuacion de Bessel. Para obtener la solucion,
consideramos que la soluciéon para una ecuaciéon de Bessel expresada de la

siguiente forma:

Vi(x) +

esta dada por:

Vi(z) = 2% [CJy(Bx") + CJ_o(Bz")]. (5.1.9)
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Comparando luego con la ecuacion que tenemos que resolver, cuya variable
independiente es el tiempo conforme 7, se puede ver que los distintos para-
metros toman los siguientes valores: a = %, v=1,08=kyy= %, entonces

la solucién para la ecuacion de Vj es:

Vi(n) = C2 Js (kn) + Dn2 J_s (kn). (5.1.10)

2

Luego, la solucion a la ecuacion de los modos en la época donde domina la

materia sera:

h(n) = Cn*%Jg(kn) + angJ_g(kn), (5.1.11)

siendo:

Js (k) = \/Wzkn (%:") _ cos(k:n)) | (5.1.12)

5.2. Densidad de energia de las ondas gravitacio-

nales

Una vez que tenemos definidas las ondas gravitacionales y la ecuacion dife-
rencial que las describe, se puede calcular, para un dado momento, cémo es su
densidad de energia para distintos modos k.

Cuando las perturbaciones salen del horizonte, k < aH, la ecuacién 5.0.10

queda

dr’
a2 (n')’

donde Ay B son constantes de integracion. Despreciando el segundo término que

h// 2 / n

2.1
Mo - (5.2.1)

decae, se encuentra que hy permanece contante fuera del horizonte. De manera

que se puede escribir a la solucién general de la onda como:

hax(n) = BT (n, k), (5.2.2)

siendo hY ;™ la solucién de la ecuacion cuando el modo sale del radio de Hubble
durante la etapa inflacionaria. Esta cantidad, que se toma como condicién inicial
) )

se puede obtener de la literatura. El otro término, la funcién de transferencia
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T (n, k), describe la evolucion de los modos de las ondas gravitacionales luego de
que entren al horizonte y esta normalizada de manera que 7 (n,k) — 1,k — 0.
Por otro lado, el espectro de potencias de las ondas gravitacionales, A? (k)

puede ser definido como:

(s 200 (0.3)) = [ SEn3 ), (5:23)

lo cual implica que:

— 2"“ Z<| ae(M), (5.2.4)

y utilizando la ecuacion 5.2.2 se puede obtener la evolucion temporal del espectro

de potencias,

Al%(na k) Ai pmm[T(n7 k)]27 (525>
donde , )
2k iy 12 16 Hi;
2 _ /v prim in
Ah,prim - 271'2 Z)\: <}h/\,k > (MP) (526>

con Hj el pardmetro de Hubble durante Inflacién y Mp la masa de Planck. Esta
expresion viene de resolver la ecuacion 5.1.2 para la época inflacionaria [5].
La densidad de energia de las ondas gravitacionales esta dada por la compo-

nente 0 — 0 del tensor momento-energia

(W (n,x)h"" (1, %))

pn(n) =~ 0 (5.2.7)

Y la densidad espectral relativa de energia, €2(n, ) esta dada por la transfor-

mada de Fourier de la densidad de energia, p,(n) = dividida por la densidad

= g%,
critica del Universo, p..(n). Para ver una derivacion completa se puede ver [5],

% (0:4) = Tz Mo BIT OB (528
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Capitulo 6
Métodos de Resolucion

En el capitulo anterior, derivamos la expresion 5.2.8 para obtener el espectro
asociado a la densidad de energia de las ondas gravitacionales. A continuacién, se
desarrollaran los cédlculos necesarios para obtener cémo es afectado este espectro
por la transicion de fase en QCD, siendo el tema de interés de este trabajo. Se
compararan los resultados considerando dos tipos de transiciones de fase dife-
rentes: de primer orden (modelo de bolsa del MIT) y suave (PNJL-nl). En una
primera instancia obtenemos las expresiones analiticas, junto con las condiciones
iniciales necesarias para poder luego construir el codigo que nos permitiré obtener
los resultados.

Comenzamos nuesto anélisis a partir de la ecuacion 5.2.8:

k? 5

- W)L{QWAh,prim(k”T(n» k)| ) (601)

Qh(777 k)

2
h,prim

donde T (n, k) es la funcion de transferencia y A (k) el espectro de poten-
cias primordial de inflacién, mientras que A?(k) es el espectro de potencias en

cualquier 7. De las ecuaciones 5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6 obtenemos:

hs(n) [ (m)|”
A (k) =A% . (k _hml® — [Tk, =-——""""—. (602
e e T v 7
El valor de A ., (k) lo podemos obtener de la etapa inflacionaria, sabiendo
que:
8H? 2k3
2 __oHr ek . 2
Ah,prim<k) - Mp(2ﬂ_)27 272 |hk,p'r2m(77)| (6 0 3)
,  2H} o

— ‘hk:,pm'm<n) - kgMg'
p

Recordando que H; = % M,, siendo M, = 2,43 x10'® GeV la masa reducida
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CAPITULO 6. METODOS DE RESOLUCION

de Planck.

Volviedo a la definicion de la funcién de transferencia 6.0.2, se puede despejar:

k3 M2
k,n)|* = ()| 6.0.4
T (k) = g IO (6.0.4)
la cantidad que nos interesa calcular es: Qi*zgznr)]), donde k. es un modo tal que

k. < k., siendo k, el modo que cruza el horizonte al tiempo en el que ocurre
la transicion de fase. Es decir que a la densidad espectral de energia 5.2.8 se
la normaliza por los modos que cruzaron el horizonte después de la transicion
de fase, es decir que no seréan afectados por ella. De esta manera, dividiendo la

expresion por €, (k-,n) y considerando que A es independiente de k 6.0.3

2
h,prim
ya que es resultado de inflacion, se tiene:

Qn(k, k> T (k,n)?
Qn(k<,n) k2 T(k<,n)

A su vez, por la ecuacion 6.0.4, la funcion de transferencia depende de la per-
turbacion hy(n). Coémo ya se hizo anteriormente, es conveniente para los calculos

realizar el siguiente cambio:

2 Vi(n)
he(n) = — , 6.0.6
y reemplazando en la ecuacion 6.0.4 se obtiene:
2k% [Vi(n)[?
T (k. n)|* = , (6.0.7)
HE Ja(n)[?
y sustituyendo en la ecuaciéon 6.0.5:
Qn(k K |V, 2

U(ka,n) K2 Vi (m)]*

6.1. Modos que entran después de la transiciéon de

fase

2. Conociendo la ecuacion

Veamos ahora como calcular la cantidad |Vj_(n)
5.0.10 de la evolucion de hi(n), mediante el cambio de variable propuesto llega-
bamos a la ecuacion diferencial que cumplia con la ecuacion de Vi(n) 5.1.2.

Como los modos k. son los que entran después de la transicion de fase, el

Universo estd dominado por radiacién cuya ecuacion de estado es P = p/3. La
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CAPITULO 6. METODOS DE RESOLUCION

solucion para esta etapa 5.1.4 es la del oscilador arménico:

Vk< (?7) _ Ak< ez’k<77’

, , (6.1.1)
— [Vec )" = [Ae]".

Con el fin de encontrar el valor de A;_ utilizamos el valor de |V_(n)| al tiempo

en el que k. entra al horizonte. De la ecuacion 6.0.6 se obtiene:

2

Vie )2 = 222 () P ) (6.12)
ke Mo 1 k<N )| @ Mk ), L.

donde n depende de los modos k. ya que entran al horizonte a diferentes tiempos.

Como |hy_(nx_)|* es igual al valor que viene de inflacién se tiene:

2H?

= M2E3 ke priml” (6.1.3)
ph<

|hl€< (nk<)|2

y como la condicién general para que un modo entre al horizonte es tal que

k = aH, a*(ni.), obtenemos:

ke = a2(nk<)H(77k<). (6.1.4)

Por simplicidad de la notacion vamos a utilizar: H(ng.) = H, v a*(Mk.) = ain.

De las ecuaciones de Friedmann 2.2.12 podemos escribir:

p1/2 _ (C}/Q
\/gMp azzn\/gMp’

donde usamos que para radiacién p = Cia™* y que 87G = M, 2. Reemplazando

Hi:

(6.1.5)

la ecuacion 6.1.5 en la expresion 6.1.4 y reemplazando este resultado en ecuacion

6.1.2 se llega a:

1 H? C
2 _ I 1
Ve ()" = & i (6.1.6)
sustituyendo esto ultimo en la ecuacion 6.0.8, se obtiene:
Qh kaT/ M2 k5
i) 2 & )l (617

Qh(k<7 77) H12 C
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CAPITULO 6. METODOS DE RESOLUCION

6.2. Modos que entran antes de la transicién de

fase

Ahora vamos a resolver la ecuacion diferencial para Vi(n) desde algin ins-
tante inicial n; hasta que ocurre la transicion de fase 7),. Es en esta etapa donde
utilizaremos la ecuacién de estado que nos provee el modelo de bolsa del MIT
descripto en el Capitulo 4, p — 3P = 4, con B un parametro del modelo llamado

constante de la bolsa.

De la segunda ecuacion de Friedmann 2.2.11, expresada en tiempo conforme,

se tiene que:

" 4nG 167G ~
@ _ AT a2(p —3P) = il a’B = d*B,
c?’ ’ 167G (62.1)
—5 — =d’B, con B= B.
a
De manera que la ecuacién diferencial a resolver es:
V! + (K* = d®B)V,, = 0. (6.2.2)

En lugar de utilizar Vi (n), para simplificar los calculos sera conveniente ex-
presar todo en funcion del factor de escala: Vi(a). De esta manera, por regla de

la cadena tendremos:

Vi = Vid',
V= Vi + Vi (0:29)
k _— .

Donde el punto denota derivada respecto a a: Vi = %.

Ahora bien, considerando las ecuaciones de Friedmann en tiempo conforme
2.4.5 y la ecuacion de estado del MIT podemos obtener una ecuaciéon que nos de

la evolucion de la densidad p en esta etapa:

d 8¢
d—i + 4| (0 = pVB) =0, (6.2.4)

tomando al factor de escala a como variable independiente: 92 = 92da

i = aiar v de
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Friedmann se tiene:

(6.2.5)

3
dp _dp [87G )
at — daV 3 Y

sustituyendo en la ecuacion 6.2.4:

dp 8G ) 871G 39 1/2
i 4 — = 2.
(da) \ 5o A (0T =0 TB) =0, (6.2.6)

luego, dividiendo todo por 1/#Zap'/? se obtiene:

p+§<p—3) = 0. (6.2.7)

Cuya solucion estara dada por:

C
pla) = B+ a—j (6.2.8)

siendo C, una constante a deterinar por las condiciones iniciales.
Ahora, teniendo la densidad, si reemplazamos la ecuacion 6.2.3 en la ecuacion
diferencial para V} 6.2.2, vamos a obtener todo en funcién de a como variable

independiente
- 3 é2 7 312 2 212

Como se comentd6 al inicio, esta es una ecuacion valida para un instante n;
anterior a la transiciéon de fase hasta el tiempo 7, en el cudl se lleva a cabo la
transicion de fase. Se puede ver que para radiacion B = B = 0 y obtenemos la
ecuacion conocida para radiacion, correspondiente a un oscilador armoénico.

Para resolver la ecuacion 6.2.9 necesitamos establecer condiciones iniciales, y
es conveniente fijarlas al momento a;,, es decir al momento en el que el modo

entra al horizonte k = a;,H;,. Utilizando la ecuacién de Fridmann se tiene:

(6.2.10)
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donde a;, se puede obtener de la conservacion de la entropia 3.1.15 tomando

como referencia los valores de hoy, quedando:

1

T 3

Qg = D0 (@> : (6.2.11)
T; g

siendo ag = 1 el factor de escala hoy, Ty = 2,72 K la temperatura hoy [10] y

go = 3,95 los grados de libertad efectivos relativistas hoy; ver Figura 3.1.

Y para saber exactamente el valor de p;, utilizamos las ecuaciones del modelo

del MIT 4.2.2. De esta manera la densidad antes de la transicidon de fase es:

2

m
in =~ —q Tt + B, 6.2.12
P 3091 in ( )

siendo Tj, la temperatura inicial que consideraremos para los calculos, de forma

que sea mayor que T}, la temperatura correspondiente a la transicién de fase.

Se obtiene entonces:

ang qo % 81 7T2 4 1/2
k= — — —q T} . 6.2.13
fe (5) [(5) G o 6213

Asi, de esta ecuacion, para una dada temperatura podemos conocer los k que

nos interesan.

Volviendo al célculo de las condiciones iniciales, necesitamos los valores: Vi (a;,),
Vi(ain) v aip,. Para obtener los primeros dos, usaremos lo que se sabe de inflacion
ya que Vj(a) viene evolucionando desde inflacion hasta que el modo cruza en el

horizonte en a;,, antes de a,.

La solucion de inflacion, propuesta por [5], es:

Vi(n) = \/%—k (1 - k%) e . (6.2.14)

1

En inflacion se tiene: a(n) = de manera que cambiando la variable:

T Hpp
= —— [ 14i—2> ) ek/atlr, 2.1
Vi(a) \/ﬁ( +1 ’ )e (6.2.15)

Los modos que salen del horizonte durante inflacion, k < aH es decir aH /k >

1, v que después vuelven a entrar son los que interesan, entonces podemos apro-
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ximar:

i aH, .
‘/k(a): ta [e—zk/aH[

Vok k ’

: 6.2.16
V( ) -e—zk/aHI H, ( )
a) > —j—————.
* Vok  k
Y finalmente se pueden despejar las condiciones iniciales necesarias:

a? H? : H?
Vi(am)|? = 2L Vi(ain)|? = =%. 6.2.17
Vilaw)? = 230 Valow) P = 55 (6217

En resumen, en el capitulo anterior se obtuvo cémo era la densidad de energia
de ondas gravitacionales en funcién del tiempo conforme 7 y los modos k 5.2.8, la
cual ademés depende de la funcion de transferencia. En este capitulo, se expreso
esta dltima en términos de Vj que a su vez se relaciona con la perturbacion hy
mediante 6.0.6.

Para encontrar la ecuacion diferencial que describe V) se tuvieron en cuenta
dos ecuaciones de estado: P/p = 1/3 para radiacion, con lo cual se debe resolver
la ecuacion diferencial de un oscilador armoénico 5.1.4 y P/p = 1/3 —4B/3p para
la transicion de fase, debiendo resolver la ecuacion 6.2.9.

Por tltimo, se establecieron las condiciones iniciales, ecuaciones 6.2.17, nece-

sarias para poder resolver ambas ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 7

Resultados

En el capitulo anterior se obtuvieron todos los elementos necesarios para calcu-
lar como es afectada la densidad espectral de energia de las ondas gravitacionales
primordiales generadas en inflacién, por la transicion de fase de la QCD. Aqui se
dara un desarrollo del trabajo y los resultados obtenidos.

Para esto se construy6 un codigo en python, el cual fue desarrollado en dos

etapas:

1. En un primer instante, se genero el codigo para que pueda ser aplicado a la
ecuacion de estado provista por el modelo de bolsa del MIT 4.2.2, la cual

es analitica.

2. Luego, el codigo se adapté de manera que se pueda utilizar una ecuaciéon de
estado arbitraria, y asf aplicarlo a aquella que provee el modelo de Polyakov-

Nambu-Jona-Lasinio no local, descripto en el capitulo 4.

La etapa 1 permiti6 testear el codigo aplicando una ecuacién de estado co-
nocida, con la que ya se obtuvieron resultados en otros trabajos. Aqui el codigo
permite calcular, a partir de una dada temperatura inicial T; = 1 GeV, el factor
de escala asociado mediante la conservacion de la entropia 3.1.15. El valor del fac-
tor de escala a una temperatura fija permite caracterizar el modo k£ que ingresa
al radio de Hubble mediante la expresion 6.2.13. Debido a lo anterior, el codigo
evalia si esa temperatura corresponde a un ingreso del modo k antes o después
de que ocurra la transicion de fase, la cual corresponde a una T, = 180 MeV [].

De esta manera, tenemos dos etapas importantes:

(a) Si el modo ingresa después de la transicion de fase, resuelve la ecuacion
del oscilador armonico 5.1.4 con las condiciones iniciales provenientes de la
época inflacionaria 6.2.17, estos modos no seran afectados por la transicion y
se espera que presenten un comportamiento oscilatorio, propio de la soluciéon

de dicha ecuacién.

61



CAPITULO 7. RESULTADOS

(b) Por otro lado, si el modo ingresa antes de la transicion de fase sera la ecua-
cion 6.2.9 la que deba resolver. En esta tultima se encuentras los parametros
correspondientes al modelo de bolsa del MIT y son estos modos los que

seran afectados por la transicion.

Una vez obtenida la solucién de la correspondiente ecuacion diferencial, eva-
luada en el factor de escala al momento final Vi (a(Ty)) para el cual se toma

Tt = 0,011 GeV, se podré calcular la densidad de energia dada por la ecuacion

KV (a)
Qg(k7a) = 127'('2CL4H27 (701)
que correspondera a una dada frecuencia []:
T g 1/6 B
= 3,53 107 Hz. 7.0.2
S TIYAY (17,25) ’ (702)

El resultado se encuentra en la figura 7.1. Por como fue implementado el
codigo, lo que se observa en la grafica es la soluciéon total de las ecuaciones di-
ferenciales, mientras que la cantidad de interés observacional estda definida en

términos de la amplitud al cuadrado, es decir |Vj]? .

T
1.0 A : Transicion de fase
1 R h
0.8 | B
1 8 0
I o § 8 1 . R
0.6 I % AL TP
= U I 083 I S o
= | | i |1I|_|..',|I.5";
3 . ! IE g0 KMl
: " T9Lw Pl
i A T
02 ! Qe " LT daNe
bt o b B BRIt
e 4 RSP : 33313
0.0 . ' 6
109 1078
f [Hz]

Figura 7.1: Densidad espectral de energia de las ondas gravitacionales primordiales, para el
modelo del MIT.

Cada punto azul de la grafica representa uno de los modos k, que fueron in-
gresando al radio de Hubble en distintos momentos, es decir con distintos factores
de escala. Para ilustrar esto se realiz6 el grafico de la figura 7.2.

Para entender este grafico hay que volver atras en el cambio de variable reali-
zado en 6.0.6, es decir si el c6digo nos permite calcular las soluciones Vj,, aplicando
esta ecuacion y normalizando por el valor con el que viene de inflacion 6.0.3, se
obtiene (hy/hY""™)2. Lo que se tiene es como son las soluciones de la cantidad

anteriormente mencionada, en funcion del factor de escala normalizado, para tres
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1.0 k=4.2e-31

— k=2.6e-32

k=7.0e-33
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Figura 7.2: Evolucién de distintos modos en funcion del factor de escala.

modos k distintos: dos ingresan al radio de Hubble antes de la transicion de fase
(4,2x 10731 y 2,6 x 10732) y un modo ingresa luego de la transicion (7,0 x 10733).
Es 1til recordar a esta altura que cuando se habla de ingreso de un modo al radio
de Hubble se hace referencia a que la longitud de onda asociada es del orden de
su tamano, es decir: k ~ aH.

Se observa que, los modos que entran al horizonte antes (parte izquierda de
la grafica) decaen méas rapidamente que los que entran a etapas tardias (parte
derecha de la grafica), de manera que los modos mas grandes son los tltimos en
ingresar. Si bien no se observa informacién para momentos anteriores al ingreso
en el radio, se sabe que estos oscilan con amplitud constante para cada uno de los
modos, y una vez ingresados las amplitudes comienzan a decaer oscilando varias
veces hasta el presente.

Volviendo a la grafica 7.1, los resultados que se obtienen del anélisis de la mis-
ma sirvieron para testear el cédigo construido, siendo consistentes a los esperados
segin |1]. Asi, se puede observar que para las frecuencias més pequenas que la de
la transicion de fase f < f,, se tiene la solucién de un oscilador armoénico para los
modos k < k,, lo cuél era esperable ya que corresponden a aquellos modos que
ingresaron luego de la transiciéon de fase y no fueron afectados por ella, siguiendo
la ecuacion 5.1.4.

Para frecuencias mayores a la de la transicion de fase f > f., se ve una
disminucion en la amplitud de la densidad de energia, seguida de un aumento
pero no mayor a la amplitud maxima. En este caso, se tiene la solucion de la
ecuacion 6.2.9 para los modos k > k, que ingresaron previo a la transicion de

fase, siendo afectados por ella.
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Dado el comportamiento de la grafica 7.2 donde se grafica h, normalizada,
se observa que h; decae una vez que el modo cruza el horizonte. El decaimiento
es mas pronunciado para modos que entran antes de la transiciéon de fase que
para los que entran después. En términos de la variable Vj, (recordar la definicion
Vi. = ahy), la densidad de energia de las ondas gravitacionales es proporcional a
|Vi|? 7.0.1. En la figura 7.1 se grafico Q(k, a.,), ahi se observa que para los modos
con frecuencia f > f, , esto es los modos que entran antes de la transicién de
fase, la densidad de energia es menor que para los modos que entran después de
la transicion de fase. Esto tltimo es consistente con la figura 7.2.

De manera que, por como es la evolucion de los modos, se espera que haya un
decaimiento, y la transicion de fase genera que dicho decaimiento sea atin mayor.

Por otro lado en la segunda etapa, una vez testeado, se pudo adaptar el codigo
a un enfoque mas general y esto permiti6 poder aplicar la ecuacién de estado
provista por el modelo de PNJL-nl. La aplicaciéon de este modelo al contexto de
Universo temprano es algo novedoso, por lo cual requiere un analisis mas profundo
de ciertos detalles que se veran a continuacion.

Se consider6 cuél es la ecuacion de Vj, general a resolver, que se obtiene de

5.1.2 realizando el cambio a factor de escala como variable independiente 6.2.3:

1
Vi a” + Vi a” + (k‘2 - %) =0, (7.0.3)
donde se tiene
CLIZ — 87;Ga4pa
7.0.4)
4G 4G (
al/ — ﬂ-_a?’(p — 3P) = WTCLBp(l — Bw),

3

recordando que w = P/p. De las dependencias de la ecuacion 7.0.4 podemos
ver que necesitamos conocer la densidad p(a) y la cantidad w(a) para poder
resolver la ecuacion 7.0.3. Las entradas del codigo fueron densidad p, presion P
y temperatura T'. Pero la densidad ingresada viene de la termodinamica, es decir
que en principio no se conoce céomo varfa con el factor de escala a, para esto
debera cumplir su ecuaciéon de movimiento dada por la relatividad general 2.2.5,
que en funcién del factor de escala como variable independiente esta dada por la

expresion:

p+ gp(a)[l +w(a)] = 0. (7.0.5)

Para poder resolver esta ecuacion de continuidad 7.0.5 y de esta forma encontrar
p(a), cantidad necesaria para resolver la ecuacion 7.0.3 de Vj, es necesario conocer

la cantidad w(a) = P/p. Es por esto que se realizaron ajustes para tener una
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expresion analitica de la misma.

En la figura 7.3 se muestran los valores de w(a) obtenidos mediante el cociente

de la presion P y la densidad p de la tabla, y el ajuste numérico obtenido para
esos valores de w(a).

0.30
0.25
©
S
0.20
0.15
. Datos
—— Funcion fiteada
0.0 05 1.0 15 2.0 2’5
a le-12

Figura 7.3: Ajuste numeérico a la funcién w(a) = P/p.

Una vez obtenida una expresion analitica para w(a) se calculé p(a) resolviendo
la ecuacion 7.0.5, obteniendo la grafica 7.4.

—— Funcion fiteada
124

101

rho(a)
o))

0_
0.0 0.5 1.0 15 2.0 255 3.0 35
Factor de escala a le-12

Figura 7.4: Densidad dada por el modelo PNJL-nl en funcién del factor de escala.

Si bien puede verse que la aproximacion a los datos obtenidos en 7.3 es muy

grosera, pudo obtenerse el resultado de la grafica 7.5.
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1.0 Transicion de fase

PNJL-nl
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Figura 7.5: Densidad espectral de energia de las ondas gravitacionales primordiales, para el
modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio no local.

Este modelo describe transiciones de fase llamadas de tipo crossover. Se en-
contré que al ocurrir la transicién de fase, como puede observarse en la grafica
7.5, la disminucién en la densidad de energia es mucho mas suave en comparacion
con la que resulta de utilizar una ecuaciéon de estado de primer orden, como la

provista por el MIT.
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Capitulo 8
Conclusiones y trabajo a futuro

En este ultimo capitulo se expondra, a modo de resumen, el analisis llevado a
cabo en esta tesis y las conclusiones que se pudieron obtener, asi como también
los aspectos que se podran trabajar a futuro.

Como se ha mencionado, el objetivo principal de esta tesis fue poder calcular
como fue afectado el espectro de densidad de energia de las ondas gravitacionales
primordiales, al generarse la transicion de fase en QCD en el Universo temprano.
Esta ultima fue estudiada a través de una ecuacion de estado que genera tran-
siciones de fase de primer orden, dada por el modelo del MIT y la dada por el
modelo PNJL-nl que da transiciones de tipo crossover.

Para ello, como primer paso se introdujeron los dos marcos tedricos necesa-
rios para la correcta comprension del analisis desarrollado: el modelo cosmologico
estandar y las transiciones de fase en QCD . Ambos son en si mismo dos grandes
areas estudiadas dentro de la astronomia y la fisica, y en este contexto se pueden
relacionar mediante el estudio de la historia térmica del Universo. Con todos estos
elementos se realiz6 un analisis completo sobre las ondas gravitacionales. Luego
de definir la densidad espectral de energia de estas, siendo la cantidad de interés,
se introduce la transicion de fase. Esto es, luego de la época inflacionaria y antes
de que el Universo esté dominado por radiacion caracterizada completamente por
una ecuacion de estado del tipo P/p = 1/3 ocurre este suceso. Es necesario aclarar
que la ecuacion de estado que describe esta época no se aparta mucho de aquella
que describe puramente radiaciéon. Por esto, se calcularon cuales son las ecuacio-
nes diferenciales que describen ambas etapas: Universo dominado puramente por
radiaciéon y cuando ocurre la transicion de fase. Para realizar todos los célculos,
se construy6 un codigo en python, el cual fue desarrollado en dos etapas: 1 y 2.
Concluyendo asi el breve resumen del trabajo y de los anélisis realizados en el
capitulo anterior se podra llegar a una serie de conclusiones.

La primer etapa permitio testear el codigo aplicando una ecuacion de estado

conocida y comparando los resultados con los que se obtuvieron en otros trabajos
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[1]. En particular se vio que, los modos que entran al horizonte antes de la tran-
sicion de fase (parte izquierda de la grafica 7.2), decaen significativamente més
rapido que los que entran después de la transicion de fase (parte derecha de la
grafica 7.2).

En cuanto al efecto de la transicion de fase, se encontr6 que hay una atenuacion
significativa en el espectro primordial de energia de las ondas gravitacionales. Se

espera [1] que para altas frecuencias la amplitud tienda a una valor constante de

QO (f>f) (gﬁ)”g N
Qg (f < f*) = " 0,7 . (8.0.1)

Si se observa la grafica 7.1 puede verse que se corta entre 0,6 y 0,8, siendo
valores muy cercanos al achatamiento en un factor 0,7. Se realizaron una serie de
pruebas variando los limites de temperatura, aumentando la temperatura para
asi obtener un rango mayor de frecuencias pero no se logr6 reproducir un acha-
tamiento de ~ 0,7 para frecuencias mas altas, de hecho el grafico de este tltimo
analisis es incorrecto y no tiene ningtn sentido fisico.

En la segunda etapa, una vez testeado el codigo se lo pudo adaptar a un
enfoque mas general y esto permitié poder aplicar la ecuacién de estado provista
por el modelo de PNJL-nl. Asi, se realizaron ajustes de funciones a los valores
de w = P/p para poder resolver la ecuacion de continuidad de p y obtener como
varia con el factor de escala p(a), resolver la ecuacion de Vj, y calcular finalmente
la densidad de energia. El anélisis de este desarrollo se encuentra explicado con
més detalle en el capitulo 7.

Al aplicar el codigo a la ecuacion de estado del modelo PNJL-nl, se encontrd
por un lado que la cantidad w(a) no permanece constante. Ademas el ajuste
de w(a) no fue muy preciso, como se observa en la figura 7.3, de forma que
los resultados en la densidad espectral de energia de las ondas gravitacionales
primordiales de la grafica 7.5 son una primera aproximaciéon a lo que deberfamos
obtener mejorando el ajuste. Se obtuvo una atenuacién mucho més suave que la
obtenida con el MIT 7.1 y no presenta un aumento en la densidad luego de la
transicion de fase como si se observa en el MIT.

Del analisis anterior, podemos concluir que mientras una transiciéon de fase
de primer orden (como la generada por el modelo del bolsa del MIT) genera
una disminuciéon abrupta en la densidad espectral de energia, si aplicamos una
transicion de fase de tipo crossover (como la generada por el modelo de PNJL-nl)

obtenemos una disminucién mucho mas suave.

Como se ha mencionado, la aplicacion del modelo de PNJL-nl al contexto de

Universo temprano es algo nuevo, es por esto que en el trabajo a futuro se va a
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tener que realizar un analisis més detallado de diversos aspectos del modelo, entre
ellos esta el estudio de como afectan los grados de libertad efectivos relativistas
de las particulas presentes a distintas temperaturas.

Se pretende ademés, mejorar el ajuste para w(a), ya que es sumamente im-
portante para poder obtener el grafico lo més realista posible, en comparacion
con los datos de la ecuacion de estado con los que se trabaja.

También se agregara més etapas, asi como la época de igualdad entre materia
y radiacion y luego la época dominada por materia, de forma tal que se pueda
obtener el espectro al dia de hoy.

Por tltimo seria de interés obtener, en lugar de la solucién completa a la
ecuacion de onda 7.0.3, solo la amplitud sin la parte oscilatoria y de esta forma

poder relacionarla con el observable asociado a los modos B de polarizacion de

FCR.
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