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Resumen

El formalismo linea de mundo es un esquema ttil en teoria cuantica de campos
que también se ha convertido en una poderosa herramienta para realizar calculos
numeéricos. El ingrediente principal de este formalismo consiste en la (primera) cuan-
tizacion de una particula puntual auxiliar cuyas amplitudes de transiciéon se corres-
ponden con el ntcleo de calor (heat-kernel) del operador de fluctuaciones cuanticas
de la teoria de campos.

No obstante, para estudiar un campo cuantico en una variedad con borde es
necesario restringir el dominio de integraciéon de los caminos de la particula auxiliar,
tomando un subconjunto especifico de lineas de mundo contenidas en dicha variedad.
El principal objetivo del presente trabajo consiste en mostrar como implementar
esta restriccion para el caso de un campo escalar en ciertas geometrias con borde,
poniendo a prueba los resultados al considerar que el campo se encuentra confinado
en una esfera D-dimensional bajo condiciones de borde de Dirichlet, Neumann y
Robin. Se computan explicitamente los primeros coeficientes del heat-kernel para el
caso D = 2 como verificacion de la construccion empleada.

Ademés de la tarea mencionada, se discuten aspectos varios de las teorias cuénti-
cas de campos y sus aplicaciones, con énfasis en el formalismo linea de mundo. Es en
base a estos aspectos que se construye el formalismo, primero en espacios sin borde
y luego en variedades con borde. Al final se mencionan posibles generalizaciones de

la construcciéon presentada.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde los pioneros trabajos de Z. Bern y D. A. Kosover [1], y M. J. Strassler [2],
el formalismo linea de mundo se ha convertido en un método practico para computar
amplitudes de dispersion y acciones efectivas en teorias cuanticas de campos [3]. En
particular, este formalismo es apropiado para estudiar los efectos de las fluctuacio-
nes cuénticas de campos masivos en espacios curvos. Primero fue establecida una
representacion de linea de mundo para la accion efectiva en un fondo gravitacional
arbitrario tanto para campos escalares como fermionicos . Luego fue encara-
do el caso de un campo vectorial en @, donde — de forma mas general — fueron
computados los primeros coeficientes de Seeley-DeWitt para un tensor antisimétrico
de rango arbitrario. Usando técnicas de linea de mundo, también en fueron
computados coeficientes de Seeley-DeWitt para campos de mayor espin (higher-spin
fields) en variedades conformemente planas. El formalismo linea de mundo esta hoy
establecido como una herramienta muy eficaz para computar cantidades en teorias
cuanticas de campos, y en particular, para el estudio de anomalias (ver y Sus
referencias).

A pesar de las multiples aplicaciones desarrolladas hasta ahora, las teorias de
campos con borde han resultado ser més esquivas: atin no se conoce una completa
formulacion de linea de mundo que permita realizar calculos analiticos para campos
cuanticos en variedades con bordes. De hecho, la representacion de linea de mundo
de un campo ®(x) en un espacio-tiempo M esta basada en la correspondencia entre
los modos espectrales de las fluctuaciones cuéanticas de ®(x) y el hamiltoniano de
una particula (puntual) auxiliar moviéndose en un espacio M. Entonces, dado que la
accion efectiva a un loop de la teoria de campos esta dada por la primera cuantizacion
de la particula auxiliar, uno es llevado a considerar su integral de caminos sobre el
conjunto de trayectorias z*(t) cerradas en M El En consecuencia, si la variedad tiene
un borde O M, uno espera que el dominio de la integral de caminos sea restringido

en acuerdo con las condiciones especificas sobre ®(z) en dM. Por ejemplo, si el

'En este formalismo, el propagador a nivel ‘arbol’ posee una representaciéon similar en términos
de una integral de caminos sobre lineas abiertas.



campo estd sujeto a condiciones de borde de Dirichlet en M entonces la integral
de caminos debe realizarse sobre aquellas lineas de mundo x*(t) cerradas en M que
no intersecan a M [} No obstante, sélo se conocen técnicas de linea de mundo
que permiten realizar estas restricciones sobre ciertas geometrias y con particulares
condiciones de borde .

El primer problema consiste en realizar una cuantizaciéon en términos de inte-
grales de caminos para una particula puntual en una region delimitada. Vagamente,
la principal dificultad es que la medida gaussiana (y sus momentos) puede ser fa-
cilmente integrada en RP*! pero no en sus subconjutos acotados. Las condiciones
de borde de Dirichlet en una superficie D-dimensional ¥ pueden ser modeladas en
todo RPT! a través del acoplamiento A dx (), es decir, una funcién delta con soporte
en X: en el limite de acoplamiento infinito A — oo se reproducen las condiciones de
Dirichlet. Este enfoque fue introducido en el contexto de lineas de mundo en [15]
(por un mecanismo similar para condiciones de borde de Neumann, ver [16]). No
obstante, las técnicas analiticas usuales con lineas de mundo requieren tratar los
términos de interaccién perturbativamente; tal procedimiento conduciria entonces
a una expansion en potencias positivas de A, y el limite A\ — oo esta entonces mal
definido.

En el contexto de paredes llanas infinitas, M. S. Marinov propuso un anélisis
diferente en términos de topologia no trivial en el espacio de fases pero éste no
ha sido explorado en el formalismo linea de mundo. Un enfoque diferente que puede
ser adecuado para una formulacién de linea de mundo fue dada por I. Sokmen, quien
resolvié la integral de caminos para una particula dentro de un pozo rectangular
infinito realizando una transformaciéon canénica que lleva la particula a la recta
completa bajo un potencial de Rosen-Morse [18]. No obstante, esta formulacion
esta fuertemente basada en una transformacion particular que soélo es valida en este
contexto unidimensional.

Una aplicacion concreta del formalismo linea de mundo en presencia de un borde
fue dada en , donde fue utilizado el método de las imagenes para computar los
coeficientes de Seeley-DeWitt para un campo cuantico escalar en el semiespacio (D—+
1)-dimensional limitado por un hiperplano infinito. No obstante, en estos ejemplos
puede verse que so6lo se sabe como aplicar el método de las iméagenes en el caso de
bordes planos EL por lo que para lidiar con casos mas generales debe introducirse una
técnica diferente. Otra aplicacion para un campo cuantico escalar confinado en la
bola (D + 1)-dimensional fue dada en [[14], utilizando una transformacién conforme

para llevar su borde curvo (la esfera D-dimensional) al hiperplano infinito.

2En efecto, los bordes rigidos pueden ser modelados acoplando ®(z)? a una funcién delta con
soporte sobre OM y tomando el limite de la constante de acoplamiento A — co. En este limite, la
contribucién de las lineas de mundo que intersecan al borde es suprimida exponencialmente.

3Notese que aunque las cargas imagen son usadas para resolver la ecuacién de Laplace con borde
esférico, el mismo procedimiento no funciona para la ecuaciéon de calor, que describe la evolucion
temporal de la particula auxiliar.



El proposito del presente trabajo de diploma puede ser dividido en dos partes.
Por un lado, se explica como desarrollar el formalismo linea de mundo para un
campo escalar en variedades no singulares y sin borde. Luego, se aprovechan estos
conocimientos para establecer un compendio de las generalidades de las técnicas
empleadas en [L1H{14] para el estudio de un campo escalar en variedades no singulares
y con borde.

La organizacion del presente trabajo se desarrolla entonces como sigue. En el
capitulo [2] se establecen los prerrequisitos necesarios para enunciar el formalismo
linea de mundo asi como sus aplicaciones. Luego, en el capitulo [3] se enuncia dicho
formalismo para el calculo de acciones efectivas en el caso de variedades curvas sin
singularidades ni bordes. Se muestra como proceder tanto si se decide trabajar en el
espacio de configuraciones llano como en el espacio de fases curvo. Ambos espacios
conducen a tener que calcular las funciones de Green asociadas al operador cuadra-
tico de la accion de una particula libre que describe lineas de mundo cerradas; se
muestra entonces como calcular estas funciones de Green tanto con condiciones de
contorno de Dirichlet como con condiciones periddicas para estas trayectorias. Al
concluir, se mencionan diversas aplicaciones del formalismo en variedades sin borde,
las cuales fueron presentados en las reuniones anuales de la Asociacion Fisica Ar-
gentina de los anos 2017 y 2018. Este trabajo se repite para el caso de variedades no
singulares con borde en el capitulo [ poniendo el foco en los casos conocidos pre-
sentes en [11H14]. Este estudio conduce a establecer nuevas herramientas tales como
el método de las imégenes y el correcto modelado de las condiciones de contorno. Al
final se aplican estos resultados a reproducir el calculo de los coeficientes de Seeley-
DeWitt en la bola (D + 1)-dimensional que fueron publicados en en coautorfa
junto a colaboradores externos y presentados en la reuniéon anual de la Asociacion
Fisica Argentina del ano 2019. En el presente trabajo de diploma se agrega a los
resultados de dicho articulo: el estudio de las condiciones de borde de Robin — ade-
mas de las de Dirichlet y Neumann — y el uso de condiciones de contorno periédicas
(en reemplazo de las condiciones de Dirichlet) para las trayectorias de la particula
auxiliar en el espacio de fases. Por ultimo, en el capitulo o] se presentan algunas
consideraciones relacionadas con las aplicaciones de los resultados presentados. En
particular, se discute con cierto detalle la posibilidad de implementar condiciones
de borde mas generales. Ademaés, se comenta el eventual uso de la representacion
de linea de mundo discutida en el presente trabajo en computaciones numéricas

aplicadas a teorfas cuanticas de campos.



Capitulo 2

Mecanica cuantica y teoria cuantica

de campos

En el presente capitulo se resumen varios temas sobre la mecanica cuantica y la
teoria cuéntica de campos. Como la mayoria de estos no suelen ser abarcados en los
cursos de grado, se considera que merecen un capitulo especial para ser correctamen-
te introducidos, en lugar de ser explicados a medida que se los necesite en el resto del
trabajo de diploma. Respecto de la mecénica cuantica, se desarrolla su formulacion
mediante integrales de camino en espacios curvos; al hacerlo, se introducen contra-
términos que dejan invariante al hamiltoniano. En cuanto a la teoria cuantica de
campos, se comentan con minimo detalle varios conceptos como la accién efectiva,

las anomalias y las funciones f.

2.1. Mecanica cuantica no relativista: formulaciéon

con integrales de camino en espacios curvos

En la presente secciéon se buscara desarrollar la mecénica cuantica en espacios
curvos mediante integrales de camino. Para lograr tal cometido es necesario introdu-
cir una serie de formalidades que llevaran a una expresion final para las amplitudes
de transiciéon de un sistema. En primer lugar, se introduce la nocién de orden de
Weyl de operadores y se indica un importante teorema que lo concierne. Luego
se define un operador hamiltoniano para un bosoén en espacios curvos que resulta
invariante ante transformaciones generales de coordenadas. Finalmente se utilizan
ambos conceptos para hallar una expresion para las amplitudes de transiciéon entre
estados en mecanica cuantica; dicha expresion incluye contratérminos actuando co-
mo potenciales que garantizan la invarianza del hamiltoniano ante transformaciones

de coordenadas.



2.1.1. Orden de Weyl

Por fines didacticos, se comienza explicando el orden Weyl para el caso unidimen-
sional. La generalizaciéon al caso multidimensional resulta inmediata y es explicada

en el ultimo parrafo del presente apartado.

En primer lugar, considérese un monomio de potencias de 2 y p. Por simplicidad,
supongase que dicho monomio posee n veces al operador & y m veces a p, distribuidos
en cualquier orden arbitrario. Se define la “forma simétrica” de dicho monomio como
el promedio de todas las posibles permutaciones de los n factores & y los m factores
p. Por ejemplo, las formas simétricas de &p y 2*p son (ip)s = 3(Zp+p) y (£%p)s =
%(:i‘gﬁ + 2p2 + pi?) respectivamente. Notese que, en general, un operador no es igual

a su forma simétrica.

Ahora considérese al operador 0= O(z,p) actuando sobre estados de un sistema
cuantico. El mismo depende s6lo del operador posiciéon & y del operador momento
p. Al desarrollar este operador en su serie de potencias, en general no se obtendra
un resultado simétrico, en el sentido de que los monomios que se obtienen de la serie
de Taylor no pueden ser combinados entre si para construir formas simétricas; pero
siempre es posible llevarlos a una forma en la que lo sean mediante el uso de la
relacion [z, p] = i. En otras palabras, existen coeficientes a,,, tales que siempre es
posible escribir 0= OW, donde

o0

Ow = > anm(@P™)s . (2.1)

n,m=1

Al operador Oy se lo denomina “orden de Weyl” de O. Por ejemplo, Tp = %(i:ﬁ +
pZ) + %, por lo que resulta (Zp)w = (2p)s + . Analogamente, (pZ)w = (£p)s — 3.
También puede verse que que %p = %(:)52}5 + 2p2 + pi?) + i2, de modo que resulta
(22p)w = (2%D)s + i(2)s.

En general, trabajar con la forma simétrica de un operador es una tarea ardua, ya

que para n +m muy grande se requieren muchos términos. No obstante, N. McCoy
prob6 en las formulas

Anam 1 . N\ on—lma 1 - M\ nl.na
(;Cp )Szz_n (l>x lp xlzz_mZ(l>p ll‘ pl’ (22)
=0

=0

que resumen notablemente la forma simétrica de cualquier monomio en dos posibles
sumas. A partir de ([2.1) v (2.2) se motiva la definicion de la “funcion de Weyl”

(cuyos argumentos son c-numbers) asociada al operador O como

9



Owlrp)= Y. S= % (?) DYDY (T)pm‘lx"pl
=1

(solo si x y p son c-numbers) . (2.3)

Sean ahora |r) un autoestado de & con autovalor x, y |p) un autoestado de p
con autovalor p (recuérdese que se esté trabajando en un caso unidimensional). Si

se normaliza a estos ultimos autoestados mediante la identidad 1 = [dp|p) (p,

entonces a partir de ([2.1)), de cualquiera de las dos sumas en (2.2)) y de (2.3)) resulta:

T+

(0w (@.5)2) = [ dp(a'lp) Ow (*5 1) (o) (2.4

La generalizacion al caso D-dimensional resulta sencilla. En primer lugar, debe
considerarse que cada monomio en la expansion de = que por simplicidad seréa
denominado “monomio D-dimensional” — puede ser convertido en un producto de
“monomios unidimensionales” gracias a que &' y p; conmutan si i # j. Luego, la
forma simétrica del monomio D-dimensional es simplemente el producto de la forma
simétrica de cada uno de los monomios unidimensionales. A partir de esto, es posible
definir una expresion analoga a reemplazando (Z"p™)s por la forma simétrica de
los monomios D-dimensionales. A continuacion, reutilizando las féormulas de McCoy
para cada monomio unidimensional es posible definir correctamente la funcién
de Weyl cuyos argumentos son c-numbers. Finalmente, todas estas herramientas

permiten probar la version D-dimensional de (2.4)), a saber,

(0w (@) la) = [ @ (1) 0w (25 5p) o) (25

2.1.2. Hamiltoniano invariante para una particula bosoénica
libre

Considérese una variedad D-dimensional M con métrica de fondo g;;(x) e inversa
g (x). Sea g(x) = det g;;(x). Si se busca construir un hamiltoniano para una parti-
cula bosonica libre en dicha variedad, la opcién obvia parece ser Hy, = Hy(z,p) =
% g"p;p;. No obstante, una teorfa con este hamiltoniano seria dependiente del siste-
ma de coordenadas. Efectivamente, es facil ver que el mismo no es invariante ante

las siguientes transformaciones generales infinitesimales de coordenadas:

r— 2 =x+e(x), (2.6)

10



donde 0 < ¢ < 1. En cambio, un hamiltoniano que si es invariante ante las trans-

formaciones ([2.6)) es

1

Ho(#,p) = 5 — G pi g g py g (2.7)

donde m, es simplemente la “masa cinética”. A continuacion, se probara que
es efectivamente invariante, y luego se hallara el orden de Weyl asociado a él.

Por simplicidad, considérese a los operadores Z y p en la representacion de Schro-
dinger, de modo que seré posible eliminar el ‘sombrero’ de los operadores de posicion.
Entonces el cambio de coordenadas implica, a menor orden en e,

6r' =2 — 2" = e€'(z) . (2.8)

Ademas, el cambio del determinante de la métrica esta dado por

J (@) = gz )det2(§§> (2.9)

Por otro lado, en espacios curvos el operador p debe ser redefinido para que resulte

hermitico. Se obtiene que el mismo es de la forma

pi = —i(@ + 2@\%_)) (a 4 (a In(g ))> . (2.10)

Luego, se podria esperar que el operador de momento transforme de acuerdo a

la conocida regla tensorial p; = g;c,jz p; ~ p; — €(0;67)p;. No obstante, es facil ver

que (9;£7)p; no es hermitico, y por lo tanto p; tampoco lo serfa explicitamente. En

cambio, (8;&7)p; — £(8;0;€7) si es hermitico, y ademas resulta que

gad . .
[% , p]} ~ —ie(0,0;€7) . (2.11)

Por lo tanto, una buena definicién para la regla de transformacién del operador

momento que dé un resultado hermitico es

oxd 1[0z7 1 (027
0= =D — 5|5 Di| =593 7557 D 2.12
Pi ax”p] Q{Gx’l’p]} 2{6$’Z’pj}’ ( )

es decir, es necesario simetrizar la ley de transformacion que se conoce del célculo

tensorial. Entonces
0§j . a0 i
Ahora noétese que a primer orden en €, det (%) ~ 1 — €0, Entonces
(9) "0~ (g7 pi9" ) (67 - el0:€?) ) (2.14)

11



(9)5i(g) M~ (87 = @) (910 71) (2.15)

Finalmente, utilizando estas tltimas dos ecuaciones junto con (2.7)), se obtiene

N 1 . A
i~ (9759 )" (9 0s9™ ) + O() = Fo+O(H) . (2.16)

lo cual prueba que el hamiltoniano libre (2.7) es invariante (a menor orden en ¢)
ante transformaciones del tipo ({2.6]).

Habiendo probado la invarianza de , queda ahora buscar su forma de Weyl.
Permutando correctamente los operadores, se tiene

~

HOZ

(Pipig” + 2Pig” p; + 9" pip;)

(A9
(8Z(g 0; 1ng)> + Tom

8me.

) (2.17)
g7 (0;Ing)(9;Ing) .

1 g 1
— (8:0,g"
+ 8mc( 79 )+ 81, ]

El término en la penultima fila de se corresponde con la forma simétrica de la
parte que contiene a los operadores de momento, mientras que los de la tltima fila
son términos de curvatura (que se anulan para una métrica plana). Es conveniente
escribir a los mismos en funciéon de otras cantidades geométricas como los simbolos

de Christoffel

A 1 .
W= 59” (Okgi; + 01956 — Ojgm1) (2.18)
o la curvatura escalar
R =g (0T, — ;T + TiTh, — T5 T, (2.19)

Con este fin, puede utilizarse la formula de Jacobi para la derivada de un determi-
nante y obtener la identidad 9;g = g ¢*9;g,1, que junto con (2.18) implican

i 1
Por otro lado, derivando la relacion 5;- = ¢g'* g, se obtiene
8ig"" = —g"' g™ (Bigim) , (2.21)
y por definicién de la conexiéon de Levi-Civita, se tiene también
Vigit = 0igjk — Tijgr — Diggin = 0 . (2.22)
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Aplicando las ecuaciones ([2.18]) a (2.22)), se obtiene

(8:9;47) + (ai<gwaj In g)) + 7970 g) (@ g) = —R+g"ThTh ,  (2.23)

y aplicando este resultado sobre (2.17)), resulta que la forma de Weyl de (2.7) es

How = o (pipjg T+ 2pig" s + gjpipj> " B (R - ngﬁkF"fl) (2.24)

2.1.3. Construcciéon time slicing en el espacio de fases

Considérese una particula bosénica no relativista en una variedad D-dimensional
M sin borde, la cual interacttia con un potencial V. En un dado sistema de coordena-
das z, sea g;;(z) la métrica de fondo en M, ¢g"(x) su inversa, y g(z) su determinante.
El sistema de coordenadas debe ser elegido de manera tal que el dominio de cada
una de las coordenadas sea R. Entonces, el hamiltoniano de dicha particula puede

ser escrito como

H(z,p) = Ho(z,p) + V(2), (2.25)

donde H, viene dado por , cuyo orden de Weyl es . Segiin se prueba en
la seccién m, flo es invariante ante transformaciones generales de coordenadas,
pero en general V(&) si puede variar.

Sean también |x) y |p) los autoestados de & y p respectivamente. Se opta por

normalizar a los mismos de la siguiente manera:

6P (x — ') ;
9(x) (2.26)
Lnel=1 = &) =5"0-p.

/RDdem 0@ (@l =1 = ()a) =

Escribiendo la transformada de Fourier de la delta de momentos como 67 (p — p') =

i (gf)% eiPiP)*" yesulta que (2.26) lleva a la siguiente expresion para una onda

plana:

eipixi

P = g i)

(2.27)

Ahora considérese al operador unitario de evoluciéon temporal, que para un tiem-
po T esta dado por

U(T) = e TH (2.28)



pero por futura simplicidad se opta por realizar una rotacion de Wick, cambiando T’
por —iT'. Luego de esta rotacion, el tiempo T recibe el nombre de “tiempo euclideo”.
Entonces, la amplitud de transicion de la particula para pasar de la configuraciéon x
a la configuracion 2z’ en un tiempo 7' esta dada por (/| e~TH |z).

Ahora, sea N un numero entero muy grande y sea ¢ = T/N. Si en la amplitud
de transicion se inserta N — 1 veces la identidad con autoestados de posicion,

se obtiene

(@' e T |2y = (2| (e7=1)" |a)

= /dDz1 o dP a1 g(21) . g(znoy) (2] el |2y 1)

£

(2.29)

x (zn_1] e |zn_g) x oo x (2] e |2)

N

_ [ %N Il (VaTara) el acr) )

donde se ha definido zg = z y zy = 2’ en el ultimo paso. La interpretacion de ([2.29)

es evidente: los puntos inicial y final permanecen fijos (por eso no se integra sobre

ellos), mientras que los puntos intermedios de la trayectoria que sigue la particula
pueden tomar valores arbitrarios en la variedad (por eso si se integra sobre ellos).
Por consiguiente, ([2.29)) tiene en cuenta todos los posibles caminos que puede seguir

la particula en tanto sus configuraciones inicial y final estén dadas. Utilizando ahora

(2.5]), se obtiene

<{L‘/| e_Tﬁ |1’> _ / dDzl c. dDZN_ldel ce deN

9(20)

T (VoG el o) () ) 230

donde (e~*H)y, debe ser evaluada en (Z”%, pa). Notese que esta ultima expresion

ya no representa a la amplitud de transiciéon en términos de operadores, sino que

la representa en términos de funciones. Definiendo Z,_1/2 = Z”% Yy Azq1p =

24 — Zq—1, vy utilizando ([2.27]), se obtiene

N
<3;'/‘ eiTﬂ ’;C) _ / dDzl . dDZN—ldel R deN H eipa-Aza_l/z (esz) .
(2m)NPgl4(z)g" 4 (2an) 13 w
(2.31)
A continuacion cabe realizarse la siguiente pregunta: ;jes posible reemplazar

(€_EH)W por e

—eHw(Za-1/2P4) 7 Generalmente la respuesta es no, y para concluir ello
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basta con observar la diferencia en los desarrollos de ambas exponenciales:

(€7€H>W - %2 (HQ)W - (Hw)(Hw)] + ..., (232)

donde tanto (H?)y como Hy estan evaluados en Z,_1/2 y pa. La diferencia
puede parecer que es de orden €% y que por lo tanto puede ser desestimada para
N > 1. De ser esto asi, puede reemplazarse el orden de Weyl de la exponencial
por el exponente del orden de Weyl y utilizar el resultado . No obstante,
esto no valdria si ocurre que es de algiin orden menor a £2 — por ejemplo,
podria ocurrir que la dependencia con € de las funciones p, y z, conduzcan a que
(H?)w— (Hw)(Hyw ) sea de orden e ! —. Puede probarse (ver [10]) que la dependencia

de p, y 2, con € conduce efectivamente a que (H?)w — (Hw )(Hyw ) sea de orden €°,

—sH) —eHw )

concluyendo que si es posible aproximar (e ~e

Antes de proceder, cabe realizar un breve comentario sobre el orden de Weyl. La
ecuacion representa el teorema importante que le concierne, y establece que
se puede reemplazar el operador de posicion por el punto medio entre dos configu-
raciones especificas. A la hora de construir el formalismo de la mecénica cuantica
utilizando time slicing, esto implica reemplazar el operador de posiciéon en el hamil-
toniano por el punto medio entre dos configuraciones intermedias sobre las cuales
luego debe integrarse. Pero en todo esto, jcual es la importancia de utilizar el orden
de Weyl? La respuesta, es que lleva naturalmente a trabajar con el mencionado punto
medio. Es gracias a que se evaliia a las funciones en dicho punto que se obtienen los
propagadores que justifican aproximar el orden de Weyl del operador de evolucion
por la exponencial del orden de Weyl del hamiltoniano, simplificando notablemente
la integral de caminos que resulta de esta construcciéon. Los términos de curvatura
en representan el ‘precio’ a pagar por semejante simplificacion, ya que anaden
un término extra que debe tenerse en cuenta en todos los calculos perturbativos que
se realicen. Dichos términos de curvatura, tipicamente llamados por el nombre de
“contratérminos”, pueden ser acoplados al potencial V' (z) para servir juntos como un
potencial efectivo. Existe también otro motivo por el cual el punto medio es impor-
tante (y por ende, también lo es el orden de Weyl): cuando se trabaja con el grupo
de simetria de gauge U(1) del electromagnetismo, debe reemplazarse p — p—eA(Z),
donde e es la carga fundamental y A(Z) es el campo de gauge. Feynman demostro
que, en la construccion time slicing, el hamiltoniano solo es invariante de gauge si

se reemplaza Z por el punto medio .

Ahora se retoma la ecuacion (2.31) utilizando la aproximacion (e=#) =~ e==Hw:

N
1 _—TH _ dDZl o dDZNfldel o deN ipa-Dza_1/2 ,—€Hw (Za—1/2,Pa)
() o S e -
G Py i (a)g ey L

(2.33)
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Se define la accién discreta como

N
AV _
Sais = Z 5( — ZpaTl/Q + HW(Zaq/sza)) ) (2.34)

a=1

de modo que resulta

A dPzy ... dPzyn_1dPp,...dP
(/| e T |z) = / “l ENd P PN —Sais (2.35)

(2m)¥P g1 /% (20)g' (2n)
A continuacion se toma el limite continuo N — oo (o equivalentemente, £ — 0).

Este limite lleva a las siguientes identificaciones:

e —dt,
Ne =T,
ag — 1,
Za-172 = 2(1) (2.36)
AZa—1/2 .
TN
S xt),
Pa — (1) .
Juntas, estas identificaciones implican
T
Sais — S|z, p] = / dt( —ipz + HW(Z,p)> . (2.37)
0
También se define la integral de caminos mediante la notaciéon
o dDzl Cen dDZN_ldel Ce deN
/DzD = Z\}'linoo (2m)"D . (2.38)

Recordando que zg = z y zy = 2/, resulta finalmente la siguiente expresion pa-
ra la amplitud de transiciéon a tiempo T entre una configuracion inicial z y una

configuracion final z’:

(@' e T |2) = [g(a)gla’)] / DzDpe e (2.39)

Solo queda realizar un dltimo paso para que la construcciéon quede lista, y es
escribir a la accion S|z, p] de una forma maés explicita. Utilizando ([2.24]), se obtiene

T
. 1 ..
S - dt — i'l v iDi —
[z, p) /0 { ipi' + o9 (2)pip; -

(R - giﬂ‘rgkrfl> + V(z)} . (2.40)

donde los términos de curvatura son todos evaluados en z. A continuacion, definase

el camino recto r(t) = z + &(2’ — x) que trivialmente satisface r(0) = z y r(T) =
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2’. Definase también la perturbacion ¢(t) = z(t) — r(f) que trivialmente satisface
q(0) = q(T) = 0. Entonces, integrar sobre todos los posibles caminos en z(t) es
equivalente a integrar sobre todos los caminos en ¢(t), pero con la particularidad
de que esta tltima variable satisface condiciones de contorno homogéneas. Luego,
si se escribe —ip;z = —4p;(2' — )" — Lp;¢' — Lp;¢' y se integra esta dltima mitad
por partes, resulta que las condiciones homogéneas anulan el término de borde. Por

consiguiente, resulta

(e ) = [g(a)gla!)) /[ DyDpesio. (241

Sla ] :/0 dt{%(pi q') <gijz.(;)éj% _i(g at) (§j> +Hint(q,p)}. (2.42)

?

Hin(q,p) = . [gij (:v - %(z’— T) + q) — gij(x)]pipj - Tpi(x'— z)’
— 8;% lR(:c + %(JJ/— r) + q)
— g (x+ %(w’— 7)+¢)Th (2 + %(x’— #)+q)Th (v + %(:c’— z) + q)}

+V(w+ %(x’—m) +q> :

(2.43)

En esta ultima expresion, la primera linea del lado derecho de la igualdad representa
perturbaciones del término cinético en torno al punto z, la segunda y tercera linea

representan los contratérminos, y la cuarta linea representan al potencial original.

Las ecuaciones ([2.41)), (2.42)) y (2.43) son las tres ecuaciones que completan la cons-

truccion time slicing de la mecanica cuantica no relativista en términos de integrales

de camino en el espacio de fases.

2.1.4. Construcciéon time slicing en el espacio de configura-

ciones

Vuélvanse a considerar las ecuaciones (2.34) y (2.35)), donde

1
ch g pa,lpa,]

Hy (Za—1/2:Pa) = (R - Qijrékrﬁo +V (2.44)

8me

y tanto V' como los términos de curvatura deben ser evaluados en Z,_;/o. Definiendo

1
8me.

V2) = V(2) = = (R(2) = g9 (=) T (:)Th(2)) (2.45)
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resulta que se puede escribir a ([2.34) como

N Azi 1
. a—1/2 0] (= —
Sdis = Z 5( — WPayi - / + g J(Za71/2)pa,ipa,j + Vef(2a71/2)>

gt 2m,.
N i J
1 .. Mme Aza—1/2 AZa—1/2 _
= ; 6(2mcg”(2a—1/2)7Ta,i7Ta,j + 791‘;‘(2@—1/2) - - + VEf(*’?a—l/?))

(2.46)

J

donde Ta; = Pai — imegij(Za—1/2) = “a-1/2 Tgta misma definicion implica dPp, = dPr,.

Entonces las integrales respecto de p en se convierten en

N

1
/dD7r1 . dPry exp [ — ZE%Q (Za1/2)7ra,i7ra,j:|

7 :(27rmc)ND/2ﬂ W(Zacrss) . (247)

g
a=1

Este resultado convierte a ([2.35]) en

(@' e |2) = doz . 47z ﬂ\/ Z (2.48)
(2me/me)NP2g A (z0) g4 (zy) 14 9(Za-1p2) e ;
donde se ha redefinido la accién discreta para que sea
N Azl A J
me — Za—l 2 Za—l 2 _
Sais = Z€<79i]’<za71/2) 5 L - L %f(za,1/2)> . (2.49)
a=1

A continuacion se toma el limite continuo N — oo (o equivalentemente, € — 0).

Este limite lleva nuevamente a las identificaciones (2.36)), las cuales implican

S = S|z = /0 ' dt(%gij(z)éi,éj + vef(z)> | (2.50)

También se define la integral de caminos mediante la notaciéon

a jd0a...d%
Y N-1
Dz = ]\}1_13;0 |:| \/ 9(Za—1/2) 27rT/Nm )7 (2.51)

Recordando que zyp = z y zy = 2/, resulta finalmente la siguiente expresion pa-

ra la amplitud de transicion a tiempo 7' entre una configuracion inicial z y una
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configuracion final x':

(@] e T |2y = [gla)g(a’)] /A / Dze S (2.52)

Solo queda realizar un dltimo paso para que la construccion quede lista, y es
escribir a la accion S[z] de una forma maés explicita. Al igual que se hizo en el espacio

de fases, es conveniente escribir z(t) = x 4+ &(2' — ) + ¢(t). Entonces, utilizando

(2.45) resulta

Slql = /OTdt{%gij(m + %(x' —x)+ q) (M + qi> (@ _|_q-j)

t
+ %f(ﬂ? + T(l‘, — (L’) + q) } . (253)
Al distribuir los cuatro términos de la primera linea, se encuentra que uno de ellos
es proporcional a g;; <a: + &2’ —x) + q) ¢'¢’. Sumando y restando g;;(x), se obtiene
un término que es proporcional a ¢;;(2)¢'¢’. Sobre este término es posible integrar
por partes, y como el término de borde se anula (pues ¢(0) = ¢(7') = 0), se obtiene

finalmente

(@] e T |2) = [g(a)gla’)] / Dge 5, (2.54)

Slq] = /OT dt{ - %qi 9:(2)3; ¢’ + Him(q,d)} , (2.55)

Hin(q,4) = 5 |:gij (x + f(x’— ) + q) — gij (ﬂﬁ)} q'q
1
2

2

+ %gij (a; + %(m’— z) + q) [%qZ + T—(a;’— m)’} (2'— )’

— 871% {R(m + %(m’ — )+ q)

_ gij(x n %(x/_ ) + q>1“§k<x + %(w'— ) +q)l“§z(x + %(x’— ) + q)]

+V<x+%(x’—x)—l—q>.

(2.56)

En esta tltima expresion, la primera y segunda linea del lado derecho de la igualdad
representan perturbaciones del término cinético en torno al punto z, la tercera y la
cuarta linea representan los contratérminos, y la quinta linea representa al potencial

original.
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Las expresiones (2.54)), (2.55)) v (2.56) pueden parecer todas las ecuaciones que

completan la construccion time slicing de la mecanica cuéntica no relativista en
términos de integrales de camino en el espacio de configuraciones. No obstante,
ain queda un ingrediente por considerar. Si se observa la definicion , puede
notarse que la integral de caminos contiene una productoria de la medida evaluada
en los puntos medios de los integrandos. Estos términos, en general, no son sencillos
de tratar analiticamente; para poder lidiar con ellos, deben introducirse campos
fantasma que, al integrarlos, den como resultado dicha medidaEl. En el presente
trabajo, estos campos ghost no seran introducidos, y por ende el estudio de las
integrales de camino en espacios curvos serd tratado tnicamente en el espacio de
fases — donde la productoria de la medida no aparece en la definiciéon de la integral
de caminos; ver —. En cambio, los problemas en espacios llanos — donde la
medida es simplemente igual a 1 — si podran ser tratados libremente en el espacio

de configuraciones.

2.2. Elementos de teoria cuantica de campos en es-

pacios curvos

En lo que queda del presente capitulo se introduciran varios conceptos relaciona-
dos con la teoria cuantica de campos. Se haréd hincapié en la acciéon efectiva de una
teorfa con campo escalar (Klein-Gordon), pues representa la herramienta fundamen-
tal que diferencia una teoria clasica de campos escalares de una teoria cuantica. A
partir de la accion efectiva se introducen también otros dos conceptos: anomalias y
funciones 5. A diferencia de lo realizado en la seccion 2.1} aqui se mantendran al

minimo las demostraciones y la mayoria de los teoremas se asumiran como véalidos.

2.2.1. Funcién de particién y acciéon efectiva

Considérese un campo escalar real ¢ en una variedad espacio-temporal (D + 1)-
dimensional M. Al igual que en la seccion 2.]] se realiza una rotacion de Wick ¢ —
—1t para trabajar con un tiempo t euclideo. De este modo, si M fuese llana, existe
un sistema de coordenadas donde su métrica es simplemente la matriz identidad. No
obstante, en lugar de considerar una variedad llana, se considerara el caso general de
una variedad curva. En un dado sistema de coordenadas x (con xy = t la coordenada
temporal) la métrica es entonces g;;(x), su inversa es ¢ (z) y su determinante es
9().

A continuaciéon considérese la densidad lagrangiana del campo de Klein-Gordon

IEsta técnica, inspirada en los ghost de Faddeev-Popov, puede ser estudiada con detalle en .
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en presencia de una densidad de potencial V:

1, 1
L) = 56 (2)(0i) (By) — 5m*e* — VIl (257)
Es estandar introducir ahora la “densidad lagrangiana euclidea” mediante Lp =
—L. A partir de este momento, en el presente trabajo se trabajara siempre con
ésta densidad euclidea, por lo que no se escribiré el subindice E para simplificar la
notacion. Entonces, en lugar de (2.57)), se considerara la densidad lagrangiana
L L 5 5
Llp] = 59"(@)(0i0)(9) + 5m ¢ + V]g] . (2.58)

Se define también la lagrangiana con fuentes de acuerdo a

Lle] = L] + J(x)p (2.59)

donde a J(z) se la denomina “campo fuente” y representa un campo externo en
interaccion local con el campo de Klein-Gordon. Sea H el hamiltoniano (no den-
sidad hamiltoniana) correspondiente a la lagrangiana L, y sea H; el hamiltoniano

correspondiente a L ;. Entonces se define la funciéon de particiéon mediante

Z[J] = Q| e T 1Q) (2.60)

donde |Q2) es el estado de vacio asociado a L. Para un dado campo fuente, también
se define al “campo clasico” ¢, como un promedio del campo ¢ sobre todas las

fluctuaciones posibles:

pa(r) = (O () ), (2.61)

donde el subindice J recuerda que ¢q(z) depende de J(x). Otra definicién impor-

tante es la del funcional W[J] mediante

WJ]=—InZz[J]. (2.62)

En este punto es conveniente definir la derivada funcional mediante

5J5(x) J(x’) — 5D+1(£L"/—x) — 5J6(x) AP+, /g(a:’) J(x/)gp(.icl) _ 90(33) g(x,) ‘

(2.63)
Luego, utilizando las ecuaciones ([2.60)) hasta ([2.62)), es posible probar que la derivada
funcional de W[J] respecto de J(z) es

J

WW[J] = —pa(z)Vg(z) . (2.64)

Este resultado motiva a definir la transformada de Legendre de W[J] como funcion
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de Pelt

Flipa] = —W[J] - / AP fg(n) J () pa(x) (2.65)

La cantidad I'[¢q] recibe el nombre de “accion efectiva”. Utilizando ([2.64)), es evidente

que satisface

N
59001(3:)

Definiendo ahora a la “accion clésica” como

Plpal = =J(2)Vg(x) . (2.66)

Sle] = / PP /g@ Ll (2.67)

es posible probar la siguiente expansion a un loop:

1 628
Clpal = Slou] + 3 nDet (57 ) (2.68)
donde el operador
2
628 = —-A+m*+ ov (2.69)
’ 8@2 P=Pcl

es denominado “operador de fluctuaciones cuanticas” y tiene unidades de energia al
cuadrado, en tanto que £ es una “energia de referencia”’. En lo sucesivo, se opta por
establecer simplemente £ = 1. Por su parte, el operador laplaciano posee su forma

usual en espacios Curvos:

_
Y

La notacion para el operador de fluctuaciones cuanticas proviene del hecho de que

A 0(V39"9;) - (2.70)

la derivada funcional segunda de la accion S es igual al nicleo de dicho operador.
La ecuacion describe la manera en la cual se computa la accion efectiva,
y representa el resultado maés relevante de la presente seccion. Puesto que la misma
queda expresada en términos del determinante del operador de fluctuaciones cuan-
ticas, el problema de hallar la accién efectiva es entonces equivalente al de calcular

dicho determinante.
A continuacién se indica un procedimiento para calcular un determinante funcio-

nal. Sea A un autovalor del operador de fluctuaciones cuénticas. Es entonces valida

la identidad
In\ = —/ ar (eT’\ - eT> . (2.71)
o T

A partir de esta expresion se motiva la regularizacion a tiempo propio de Schwinger,

22



segin la cual se tiene

dr
Ploa] = Slga] - / Uy rots (2.72)
2 0 T
a menos de una constante aditiva infinita.
Si la variedad M es suave y satisface condiciones de contorno de Dirichlet, Neu-

mann o Robin (o alternativamente, si no tiene borde), entonces la expansion

N\S

Tre %5 ~ (4xT)" 2 Zan (2.73)
es valida para T" — 0. Al introducir en , es evidente que los coeficientes
an,(M) con 0 < n < D+ 1 proveen las divergencias a un loop de la accion efecti-
va. Asimismo, es evidente que los coeficientes a, (M) con n > D + 1 son los que
contribuyen de manera finita a la accién efectiva a un loop.

Habiendo definido la accién efectiva, queda por explicar cual es la motivacion
de definirla. A nivel clésico, el problema de hallar el valor de expectacion del va-
cio de una teoria de campos consiste simplemente en encontrar la configuracion del
campo que minimiza la acciéon. No obstante, el cilculo perturbativo a varios loops
puede alterar dicho resultado clasico; incluso puede desplazarlo en una cantidad
potencialmente divergente que debe ser controlada mediante alguna técnica de re-
normalizaciéon. Entonces, jexiste alguna funcional cuyo minimo provea el valor de
expectacion del vacio incluso con correcciones cuanticas? La respuesta es si, y dicha
funcional es precisamente el “potencial efectivo”. Por ejemplo, para teorias donde
los estados de vacio son invariantes ante transformaciones de Lorentz, ¢, es una

constante independiente de x, y el potencial efectivo adquiere simplemente la forma

Vef[gpcl] = _Vil F[SOCI] y (274>

donde V es el volumen de la variedad espacio-temporal. Una vez encontrado el valor
de expectacion del vacio, se puede proceder de manera analoga al caso clasico para
estudiar diversos fenémenos de la teoria. Se observa entonces que la accion efectiva es
una herramienta poderosa para estudiar la version cuéntica de una teoria surgida a
partir de un lagrangiano clasico. No obstante, los mismos efectos cuanticos dan lugar
a otros fendmenos antes ausentes, como las anomalias, sobre las cuales se discute a

continuacion.

2.2.2. Anomalias. Anomalia conforme

Las anomalias son variaciones no nulas de la acciéon efectiva con respecto a las
transformaciones de simetria que si dejan invariante a la teorfa clasica. En otras

palabras, las anomalias son simetrias que si cumple S pero no cumple I'. Si bien
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existen varias clases de anomalias, la presente secciéon introducird muy brevemente
una anomalia particular: la anomalia conforme.

La “anomalia conforme”, “anomalia de traza” o simplemente “anomalia de Weyl”
consiste en la ruptura de la simetria conforme presente en una teoria de campos.
Para entender en qué consiste la simetria conforme, considérese una transformacion

conforme de coordenadas, de la forma 2 — 2/* y tal que resulte

gi;(a) = e*Dgy(x) . (2.75)

Si esta transformacion lleva a que se satisfaga la relacion S[p(2')] = S[p(z)], se dice
que ' — 2’* es una transformacion de simetria de la teoria clasica, denominada
“simetria conforme”.

Por otro lado, la polarizacion del vacio inducida por efectos cuanticos es descripta

por el tensor de energia-impulso

2 oI
(L) = —2 55
V909
Combinando las ecuaciones ([2.75)) y (2.76)), es posible probar que la variacion de

la acciéon efectiva para una transformacion conforme esta dada por

(2.76)

or = %/ AP /g (T;j) 69" = — / AP /g (T p.  (277)
M M

La ecuacion muestra que el cambio en la accién debido a una transfor-
maciéon conforme esta determinado por la traza del tensor de energia-impulso. La
suposicion de que la teoria clasica respete una simetria conforme implica 6.5 = 0,
de modo que si se usara la accion clasica en lugar de la cuantica en la definicion del
tensor de energfa-impulso resultarfa que (77) = 0. En el caso cuantico, en cambio,
el tensor de energia-impulso generalmente no tiene traza nula, y por lo tanto si se
ve afectada la accion efectiva, rompiéndose la simetria conforme.

Por tltimo, retomando la expansion , D. V. Vassilevich prueba en que
la integral de (T}) esta dada por

[ty () = 4 apa (M) (2.78)
M
lo cual implica que la anomalia conforme (integrada) estéd univocamente determinada

por el coeficiente ap,1(M).

2.2.3. Funciones [

Considérese nuevamente la ecuacion (2.72). En general, la integral puede ser
divergente en ambos extremos, de modo que es necesario introducir dos cut-offs

que la regularicen. En lo siguiente, se haré incapié en lo que sucede con el extremo
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inferior de integracion.

Sea A una variable con unidades de energia, tal que la regularizacion de la integral

en (E72) cs

= T
Claramente, si A — oo se recupera la integral presente en (2.72). Si dicho limite

da como resultado una divergencia, se habla de una “divergencia ultravioleta” (al-

< dr
/ d—Tr e T%5 (2.79)
A

tas energias). Fisicamente, A representa simplemente una energia maxima finita, lo
cual es razonable si los modos de altas energias se desacoplan de la fisica que rige
las observaciones experimentales. Los efectos de estos modos se manifiestan en la
dependencia de I'" con A.

A continuacion, sea A una constante de acoplamiento presente en el potencial
V[pa] (es decir, presente en la teoria clasica). La accion efectiva depende de A a
través de A. No obstante, la constante de acoplamiento ‘fisica’ A\s (es decir, aquella
que se corresponde con la teoria verdadera de la naturaleza, incluidos los 6rdenes
cuanticos) no puede ser dependiente de la escala de energia con la que se trabaje
en el laboratorio. En otras palabras, mientras que se le asigna a A = A(A) una
dependencia con el cut-off, a Ay = lim;_,o A se la establece como independiente de
A.

Se define a continuacién a la funcién S(A) como

o\

B(A) = AE)_A . (2.80)
Por medio de la funcion S(A) pueden conocerse varios aspectos de la teoria cuantica.
Por ejemplo, si 5(A) > 0 entonces la constante de acoplamiento A se hace mayor
cuanto mayor sea la energia A, es decir, la fuerza de interacciéon responsable del
acoplamiento se hace mayor a mayores energias (distancias méas cortas). Por el con-
trario, si f(A) < 0 entonces la constante de acoplamiento se hace menor conforme
se aumente la energia A, es decir, la fuerza de interaccion tiende a cero a mayores
energias (dando lugar al fenémeno de libertad asintotica).

Como comentario final, cabe destacar que el mismo anélisis realizado sobre el
extremo inferior de la integral en puede ser realizado sobre el extremo superior.
En tal caso, la posible divergencia existente se denomina “divergencia infrarroja’.
Los resultados también pueden ser extendidos al caso de méas de una constante de
acoplamiento \;, dando lugar a un juego de funciones ;. Otras funciones como las
funciones v y 7,, pueden ser introducidas de manera similar, pero no se discutira

sobre las mismas en el presente trabajo.
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Capitulo 3

Formalismo linea de mundo (WLF)

en espacios sin borde

Uno de los conceptos mas tutiles en teorias cuénticas de campos es el calculo
de la accion efectiva, a partir del cual pueden estudiarse muchos de los fenémenos
intrinsecamente cuanticos de tales teorfas (por ejemplo: amplitudes de dispersion,
simetrias, anomalias y funciones (). Segin se estudia en la seccion , la accion
efectiva depende de la traza de la exponencial del operador de fluctuaciones cuanti-
cas. En el presente capitulo se explica como calcular dicha traza en un formalismo
denominado “Formalismo linea de mundo” (o simplemente WLF por sus siglas en
inglés). Dicho formalismo requiere de la introduccion de una particula ficticia cuya
dinamica es descripta por la mecénica cuantica no relativista, de modo que seréa
necesario utilizar todos los resultados relevantes en la seccion .11

En el presente capitulo se hace énfasis en el caso en el cual la variedad donde
existe el campo escalar es una variedad curva pero sin borde. Se estudian primero
las generalidades del formalismo, dejando para el final una serie de aplicaciones
conocidas como son la termodindmica de un campo escalar libre en la variedad
8!, la funcion B(A) de la teoria con interaccion Ap?, y la anomalia conforme de la
teorfa libre en la variedad S?. Estas aplicaciones fueron presentadas en las reuniones

anuales de la Asociacion Fisica Argentina (A.F.A.) de los anos 2017 y 2018.

3.1. La particula ficticia en el WLF

Iniciese recordando la expresion (2.72)) para la accion efectiva a orden de un loop:

L AT
F[gp]:S[go]—E/O o Tre T (3.1)

El problema de calcular dicha accién se convierte entonces en el problema de calcular
la traza presente en dicha ecuacion. El procedimiento de calculo que propone el WLF

consiste en suponer que existe una particula ficticia cuya dindmica es descripta
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dentro del formalismo de la mecénica cuantica no relativista por el hamiltoniano

H =45 . (3.2)

©

Al hacer esta asignacion, el problema de calcular la traza presente en (3.1]), que
es un problema en teoria cuéntica de campos, se convierte implicitamente en un
problema de mecanica cuantica. Concretamente, se convierte en el problema de
calcular la traza del operador de evolucion a tiempo 1" asociado con H , lo cual en el
espacio de fases puede realizarse aplicando la ecuacion , o bien en el espacio
de configuraciones aplicando :

Tre TH = //vt AP \/g(z) (x| e T |2)

:/ dD+1x/Dque_S[q’p] :/ dDHx/qu_S[Q],
M M

Para poder resolver la ecuacion (3.3)) debe hallarse la expresion correcta para

(3.3)

Slg,p] si se trabaja en el espacio de fases, o de S[q| si se trabaja en el espacio
de configuraciones. Para ello, vuélvase a la ecuacion (3.2) donde el operador de

fluctuaciones cuénticas esta dado por ([2.69)):

0%V
2q 2
Identificando naturalmente al operador —A con el cuadrado del operador momento

g (x)pip;, se obtiene el hamiltoniano

2 G (NA A , OV

H = g"(z)pip; +m” + —— . (3.5)
0

2
Los tres términos presentes del lado derecho en la tltima ecuacién tienen una in-
terpretacion evidente: el primero es simplemente un término cinético con una masa
cinética m, = 1/2, y los dos términos restantes son potenciales (el primero de los
cuales se corresponde con un potencial constante). Se puede definir ahora el hamil-
toniano de masa cero como H' = H — m?, de manera que la primera linea de la

ecuacion ([3.3]) se convierte en

Tre TH = = Tm* / A2 \/g(z) (x| e T |z) | (3.6)
M

Esta tltima igualdad permite ver que es conveniente definir S|q, p|] y S[q] utili-
zando H' en lugar de H. Si se trabaja en el espacio de fases, las ecuaciones (2.42) y
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(2.43]) con 2’ = x permiten escribir

Sla. »] :/O dt{%(pi q') (25;2;) _i? at) (Zj) +Hint(q,p)} . B

Hine(q,p) = [97(x + q) — " ()] pip;
o’y
0p?

_ [R(a:+q)—gij(x+q)F§k($+q>F§l(I+Q)]+{ }— wta)

(3.8)

En cambio, si se trabaja en el espacio de configuraciones, las ecuaciones ([2.55) y
(2.56) con &' = z permiten escribir

T 1. , '
Slq] = /o dt{ — qu gij(x)af ¢ + Hint(QaQ)} ; (3.9)
) 1 i
Hin(q,d) = 5 (9:(z + q) — g5 (2)]d'¢
1 ij ! k 0%y
——[Rz+q) —g"(z+ Tz + Tz + 9] + | 5= :
4 dp o=pc1(z+q)

(3.10)

No obstante, teniendo en cuenta los comentarios al final de la seccion [2.1.4] se
estudiarda en el presente trabajo al espacio de configuraciones s6lo en el caso de
espacios llanos — con g;;(x) = J;; —. Teniendo esto en cuenta, las ecuaciones (3.9) y

(13.10f) se convierten en

T 1. . .
Slq] :/ dt{ - 15@' q 0 ¢ + Hint(q)} ; (3.11)
0
0%y
Hine(q) = [p} : (3.12)
P71 o=pa(a+q)
Entonces, si en lugar de utilizar (3.3) se utiliza (3.6)), resulta
Tre TH — e_TmQ/ dD+1x/Dqu e~ Slap)
e (3.13)

= e_Tmz/ dDH:);/Dq el
M

Antes de proceder més con el formalismo, caben destacar dos detalles importan-
tes. El primero concierne a las ecuaciones (3.7) y (3.11). Las integrales temporales
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alli presentes no se realizan respecto de la coordenada xy o qq, sino respecto de un
tiempo ¢ sin relaciéon con las coordenadas del espacio-tiempo. En otras palabras, la
particula ficticia realiza una trayectoria cerrada en D + 1 dimensiones espaciales en
el intervalo temporal 0 <t < T, donde el tiempo ¢ de la particula no esta relacio-
nado con x; o con ¢; (en consistencia con la mecéanica no relativista), salvo por el

hecho de que las coordenadas ¢; son funciones de ¢.

El segundo detalle importante a destacar concierne a las bases del propio for-
malismo linea de mundo, concretamente a la ecuacion . Recordando que el
problema fisico que se esté estudiando es un problema en el marco de la teoria cuan-
tica de campos y no un problema en el marco de la mecanica cuantica, entonces
no es mas que una igualdad formal, es decir, un mero ‘artilugio mateméatico’.
En ningiin punto se pretende resolver un problema fisico en el marco de la mecanica
cuantica, sino que simplemente se plantea un problema ficticio (el de la dindmica de
la particula ficticia) como herramienta para resolver el verdadero problema que se
esta estudiando. Esta técnica recuerda los diversos ‘trucos’ que existen para estudiar
varios problemas equivalentes entre si, presentes en diversas areas de la fisica, como
es el caso de modelos de dinamica de fluidos que se pueden analizar en el marco del
electromagnetismo y viceversa. Las ecuaciones y proveen una obvia pista
de que el problema ficticio de mecanica cuéntica que se plantea en realidad proviene
de un problema de teoria cuantica de campos, pues dichos potenciales efectivos (que
también se denominan “hamiltonianos de interaccion”) dependen del campo clésico

original pq(z + ¢) a través de su ultimo término.

El siguiente paso consiste en resolver la integral de caminos presente en ,
va sea en el espacio de fases o en el de configuraciones. El proceso de resolucion
consiste en realizar una expansion perturbativa respecto de H,,;. Para ello, se define
la accion libre (donde el término ‘libre’ aplica a la particula ficticia, y no al campo

original) como

T 1 [T ) QQU (x) —id! Oy YZi
S = S — dt Hin 3 = 3 dt ) ’ 1 ’ J ’
ola, p] = Slg, p) /0 (@) 2/0 (i q )< iojo, 0 J\¢

(3.14)

T , 1 T
Solg] = Slq] —/ dt Hini(q, ) = —Zéij/ dtqt 02 ¢’ . (3.15)
0 0

Entonces la expansion perturbativa de la integral de caminos en el espacio de fases
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toma la forma

T
/ DgDpe 107 = / DqueSO[q’p}{l— / dt Hing (q(t), p(1))
0 (3.16)

+/0 dt/ot dt' Hin (q(2), p(t)) Hine (q(t'), p(")) +}

Anéalogamente, la expansion perturbativa en el espacio de configuraciones llano es

T
/DQG_SMZ /qu_SO[q]{l_ / dt Hine (q(1))
0

T . (3.17)
+/ dt/ dt' Hin (q(t)) Hint(q(t’))+...}.

0 0
A continuacion se intercambian de orden las integrales temporales y de caminos.
Como resultado, en el espacio de fases se obtienen diversas integrales de camino

(tipicamente denominadas como “valores medios”) de la forma

(Flg,pl) = / DyDpeleal Flgp] (3.18)

mientras que en el espacio de configuraciones las integrales son de la forma

(Flg,ql) = /quSOMF[q, ql . (3.19)

En las dos tltimas integrales, F' es alguna funcion de sus argumentos, donde los
mismos pueden estar evaluados en diferentes tiempos (por ejemplo, algunas fun-
ciones pueden estar evaluadas en ¢ y otras en ¢/, donde las mismas provienen del
término cuadratico en Hi,). En la siguientes secciones se muestra cémo resolver

tales integrales de camino.

3.2. Funcional generatriz en el espacio de configu-

raciones llano

En la presente seccion se explica como resolver las integrales de camino de la
forma ([3.19)), es decir, cuando se trabaja en el espacio de configuraciones. Teniendo
en cuenta los comentarios al final de la secciéon [2.1.4] se limitara el analisis al caso
llano, con métrica g;;(x) = 0;;. Como se vera en la seccion algunas herramientas
presentadas pueden extenderse a integrales de la forma (3.18]), es decir, cuando se
trabaja en el espacio de fases curvo.

30



Se define la “funcional generatriz” (también llamada “funcion de particion”) como

Z[j] = <eif0Tdtjiqi> _ /Dq o—Sold] eifOTdtjiqi (3.20)

donde j; es denominado “campo fuente”, y es funcién de t. Con esta definicion, es
inmediato calcular miultiples valores medios. Por ejemplo, para una tinica coordenada

q, es inmediato notar que Vnq,...,n, € Ny se tiene

()™ gty = (i O gl g

mj(h) - om(ta) -

Otro valor medio importante es el valor medio de 1:

(1) = Z[0] = /qu—SOM : (3.22)

Otros posibles valores medios que se pueden calcular con la funcional generatriz

incluyen el de la exponencial de ¢'(t):

(e M)y = Z[j; = wid(t)] . (3.23)

donde w; son constantes. Dicho valor medio es 1til cuando se desea calcular el valor
medio de las deltas de Dirac o de las funciones de Heaviside.
A continuacion, considérese el exponente del lado derecho de la ecuacion (3.20)),

que puede ser escrito como

T T
—Solq] +’t/ dt jiq" = —/ dt{ — 105 40d —ijag } : (3.24)
0 0
Se define entonces el operador
A 1 9
D;; = —55,3» a5, (3.25)

de modo que (3.24) toma la forma

T T
. - 3 i .. ~N—1\ni ]— . ~N—1\27 -
—Solq] + Z/ dt j,q" = —Sy [q — i, (D7) } — 5/ dt j;(D™) T (3.26)
0 0
Por lo tanto, (3.20]) se puede escribir como

2] = e W o=y, / Dy e Sold=ian (D7) (3.27)

ni

donde (D™')% es el operador inverso de D;;. Luego, el cambio ¢ = ¢* — i j,(D~")

deja invariante la medida de integracion, es decir, Dg’ = Dq. Por lo tanto, el lado
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derecho de (3.27) adquiere una forma mucho més simple, resultando

Z[j] = e~ 3 Jo @i (1) (3.28)

Para obtener la forma final de la funcional generatriz, resta encontrar una forma

explicita de (D~1)%. La forma mas sencilla de obtenerla es escribiendo

(DY) f = 26% /0 ' dt' G(t, ) f(t) (3.29)

donde f(t) es simplemente una funcion de prueba y la funciéon de Green G(t,t)

satisface

_at2 G(tv t/) = 5(t - t,) - Z sz<t>sz(t/) . (33())

En esta tltima expresion, q.,,(t) = at + b # 0 son los modos cero del operador —d?
con sus condiciones de contorno. Se eligen a y b de manera que dichos modos cero

se hallen normalizados segin fOT dt ¢.m(t)* = 1. Resulta entonces

Z1j] = exp {— i /0 " /0 " ji(t)jj(t')G(t,t’)} 1y . (3.31)

So6lo queda entonces por hallar la funcion de Green G(t,t") para obtener la ex-
presion final de la funcional generatriz. En las dos subsecciones siguientes se la halla

para dos condiciones de contorno diferentes: de Dirichlet y periodicas.

3.2.1. Funciéon de Green con condiciones de Dirichlet

De acuerdo a lo establecido en la seccion R.1.3] las coordenadas ¢ satisfacen las
condiciones de Dirichlet homogéneas ¢'(0) = ¢*(T') = 0. Estas condiciones (que no
conducen a ningun modo cero) naturalmente también forman parte del operador

(D71)% vy en consecuencia de la funciéon de Green:

G(0,t) = G(T,t') = 0. (3.32)

Entonces toémese la ecuacion (3.30)) sin modos cero:

—FGtt)=6(t—1). (3.33)

A continuacion, intégresela dos veces respecto a t y utilicense las condiciones ([3.32)

para determinar las constantes de integracion. El resultado final es simplemente

1 1 tt
G(t,t') = —§|t —t'|+ §(t +1t') — T (3.34)

que claramente satisface G(t,t') = G(t',t).
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3.2.2. Funcién de Green con condiciones periédicas

Segtn se ha estudiado hasta aqui, el calculo de los elementos de traza del operador
de evolucién de la particula ficticia implica integrar sobre trayectorias cerradas que
inician y terminan en todos los posibles puntos x de la variedad. Recordando lo visto
en la seccion 2.1.3] esto se consigue escribiendo a los caminos como z(t) = z+¢(t) e
imponiendo que las perturbaciones ¢ satisfagan ¢(0) = ¢(7') = 0. Luego, integrando
explicitamente sobre x (es decir, calculando la traza) se obtiene el resultado deseado.
Tal procedimiento ha llevado a construir la funcional generatriz, la cual depende de
la funcién de Green (3.34). A menos del valor medio (1), esto permite conocer con
exactitud la funcional generatriz, lo cual permite proceder con el formalismo sin
mayores inconvenientes. No obstante, la separacion z(t) = x + ¢(t) no es la tnica
que permite calcular la traza del operador de evolucion. Otra posibilidad se analiza
a continuacion.

Considérese otra separacion de la forma z(t) = zcnr + s(t), donde esta vez zcpy
no es necesariamente el punto inicial y final de las trayectorias consideradas, sino un
punto arbitrario de la variedad (el subindice CM se explicara méas adelante). En-
tonces el calculo de la traza sigue siendo el mismo que antes: se calculan primero las
integrales de camino, y luego se integra explicitamente sobre x¢j,. No obstante, esta
separacion ya no implica s(0) = s(7") = 0. Por lo tanto, con esta nueva separacion,
nada cambia en el desarrollo hasta aqui realizado, excepto por la funcién de Green
(13-34).

Para conocer la funcién de Green asociada con esta nueva separacion, deben co-
nocerse las condiciones de contorno que satisface la perturbacion s(t). Trivialmente,

la condicién de que el camino sea cerrado implica

s(0) = s(T) . (3.35)

Obviamente, se necesita de otra condicion mas. Para elegirla, se considerara que
todas las trayectorias son derivables excepto tal vez en una coleccion numerable de
puntos. Esto quiere decir que existe al menos un punto para toda trayectoria en
la cual la misma es derivable. Eligiendo uno de tales puntos como el inicial/final,

resulta entonces la otra condicion periddica

$(0) = &(T) . (3.36)

Estas condiciones periddicas llevan a que la funcion de Green satisfaga las condicio-

nes

G(0,t") = G(T,t),

(3.37)
*G(0,t') = *G(T,t) .

La notacion *G implica una derivada respecto de la primera componente (asimismo,
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G* implica una derivada respecto de la segunda componente).
Ahora bien, notese que con las condiciones periddicas surge un (tnico) modo
cero ¢um(t) = 1/v/T. Por lo tanto, la ecuacion que satisface la funcion de Green es
2 / N1
—0; G(t,1") :(5(15—25)—? . (3.38)
Integrando dos veces respecto de t y utilizando la primera de las condiciones (3.37]),

resulta

(t—t)°
2T
donde ¢(t') es una funcion que solo depende de t'. Dicha funcién deberia de poder

1
G(t,t') = —§|t -+ +c(t'), (3.39)

determinarse utilizando la segunda de las condiciones , pero es inmediato ver
que esto no funciona, por lo que se necesita de otra condicion méas. Ahora bien, ;jde
qué manera puede elegirse otra condiciéon que puedan satisfacer las trayectorias?
La respuesta es que tal otra condicion depende de la eleccion de xcops. En el caso
en el cual z¢ys es el punto inicial y final de los caminos se llega a las condiciones
de Dirichlet antes mencionadas, pero una eleccion distinta lleva a otras condiciones.
Elijase entonces a z¢y como el “centro geométrico” de la trayectoria (en la literatura,
también se denomina a tal punto como “centro de masas”, y de alli el subindice C'M).

En otras palabras,

1 T
ron = = / dt +(t) | (3.40)
T Jo

y por lo tanto

/T dts(t) =0 . (3.41)

Esta condiciéon se traduce sobre la funcién de Green como

/T dtG(t,t") =0, (3.42)

lo que implica finalmente

1 (t—tH)? T

t) = ——ft— |+l
que claramente satisface G(t,t') = G(t',t). Ademéas notese que a diferencia de la
funcion de Green ([3.34) con condiciones de Dirichlet, la funcion de Green ([3.43)

satisface G(t,t') = G(t —t'). Esta ultima propiedad de invarianza traslacional es su-

(3.43)

mamente util para simplificar algunos de los calculos que pueden aparecer al resolver
las integrales de caminos, y representa una ventaja al trabajar con trayectorias que
satisfacen condiciones periddicas.

En adelante, cada vez que se trabaje con las presentes condiciones, se realizaran
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por simplicidad los cambios de notacion xcy — x y s(t) — ¢(t), y de este modo
volver a la notaciéon antes usada. No obstante, cuando ello ocurra debe recordarse
que x representa el centro geométrico de las trayectorias, y no el punto inicial co-
mo cuando se trabaja con condiciones homogéneas de Dirichlet. Salvo que no sea

necesario, siempre se especificaran las condiciones con las cuales se esta trabajando.

3.2.3. Valor medio (1)

Habiendo calculado la funciéon de Green tanto con condiciones homogéneas de
Dirichlet como con condiciones periddicas, la funcional generatriz (3.31) esta casi
completa. So6lo resta un ultimo paso: determinar (1). Para tal proposito se utiliza la

ecuacion (|3.22)):

1 v
1) = /Dq e—Soldl — /Dq exp{ — Zéij/ dt quJ} 7 (3.44)
0

donde debe recordarse que los caminos inician y terminan en el mismo punto g = qq
(con go = 0 para las condiciones de Dirichlet). Esta ecuacion tiene una sencilla
interpretacion si se la compara con y : claramente, el valor medio de 1
puede ser interpretado como la amplitud de transiciéon de una particula con H;,; = 0.

Esto es equivalente a decir que la particula es libre (porque V' = 0).

El problema entonces consiste en calcular la integral de caminos de lado derecho
de (3.44). El procedimiento para tal calculo es completamente ‘rastico’. En primer
lugar, es necesario deshacer el limite continuo utilizando las ecuaciones a
([2.51) (con m. = 1/2):

1 v
/DC] exp{ - A_L(Sij/ dt(ﬂf}
0

dPtg . dP TN £ — AQZ—UQ A921—1/2
= / exp { - - Z 0ij }

(47T /N )ND+1)/2 4 - -
. (3.45)
dD+1q1 Ce dD+1qN_1 N N ; ]
- / (47T /N)N(D+1)/2 HeXP{ — 470 Aqa_l/QAQi_l/z} :

a=1

Si bien la integral anterior debe realizarse desde ¢o hasta ¢y = ¢o para obtener
(1), se procedera de manera ligeramente mas general, comenzando y terminando en

posiciones ¢y y qn arbitrarias.
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Luego, para un indice ¢ fijo vale que

Aqin a1 — g4 1 0 0 --- 0 0 g i
Ay % — G 11 0 - 0 0 g 0
Ay | _| @#-@ [_|0 -1 1 00 i || o
A(15\/—5/2 Un—2 — di—3 O 0 0 --- 1 0 s 0
Aq?Vf?)/Q IN—1 — qN—2 0 o 0 --- —1 1 0y, 0
(3.46)

La matriz cuadrada anterior es la matriz jacobiana de la transformacién que permite
pasar de las coordenadas ¢, a las coordenadas s, = Ag,—_1/2. Como dicha matriz es

triangular inferior y todos los elementos de la diagonal son iguales a 1, resulta

dDJrlq1 o dD+1QN71 — dDJrIS1 o dDJrlSN,l ) (347>

Ademas, es inmediato notar que también vale

=

—1
SN =Ady 1= dv — v = Ay — @) — ) St - (3.48)
1

a

Con estas sustituciones, la integral del lado derecho de (|3.45) se convierte en

N
N ) )
/dD+1q1 e dD-‘rqu_l H eXp { — Eél‘] Aq(zll/QAqi—l/Q}
a=1
= ex _ﬁ(g..(i — (. — P+ 4P+
= €Xp AT an qo) (CIN CIo) S1... SN—-1

N N-1a ' CN-1
><exp{—ﬁ&-j(ZZsZSi—(q%—qé)Zsé)}.

a=1 b=1 a=1

(3.49)

La expresion entre paréntesis dentro del exponente de la ultima linea en la ecua-
cion (3.49) puede ser escrita en forma matricial. Para ello, definase la matriz columna
§%con (N —1)(D + 1) elementos como

(7= (st sh o sk s (3.50)



asi como también la matriz de (N — 1)(D + 1) x (N —1)(D + 1),

A, = 51‘;"/ 2 5@“/ 2 52']'./ 2 5@' 5@"/ 2 5@"/ 2 5@"/ 2 (3.51)
0ij/2 0i3/2 0i3/2 0i3/2 -+ by 0i/2 0ij/2
0ij/2 0ij/2 0i/2 6i/2 -+ 0i5/2 by 04/2
0ij/2 0i3/2 0i3/2 0i3/2 -+ 0ii/2 0ii/2 by

donde cada uno de los anteriores elementos es en realidad una matriz de (D + 1) x
(D+1). También puede definirse la matriz columna de elementos constantes B, con
(N —1)(D + 1) elementos, como

§T2<z 2 2 ... 02 2)_ (3.52)

Con estas definiciones, es inmediato ver que (3.49) se convierte en

N
N , .
/dD+1q1 A dDJrqui1 H exp { — ﬁ(su Aq;_l/QAq21/2}
a=1
= ex _£5.4(i — (. — dP+1 dP+1
o P 4T %] dn qo) (QN QQ) S1... SN_1

N (3.53)
X exp{ — ﬁ ((gl)TAijgj — ((ﬁ\f — QB)BTAU§]>} .

Teniendo en cuenta que cada una de las integrales de las variables s’ se realiza
sobre toda la recta real, resulta que la integral del lado derecho de esta tltima

ecuacion se puede escribir como

> N ) ) . R .
/ dD+181 . dD+18N_1 exp { — ﬁ ((gl)TAijgj — (q§V — QS)BTAZT;]) }

1 o\ V- DD+1)/2 N, o . .
= < ) exp{—(tﬁv—QS)((J?V—Qé)BTAijB}- (3.54)

\/ det A.Z] N 8T

Utilizando (3.51)) v (3.52)), es posible probar por induccién sobre N las igualdades

det Aij = (QJVL,l)D+1 y éTAijE = 2(]\1[\,_1) 57lj . (355)

Combinando (3.53)), (3.54) v (3.55]), se obtiene
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N
N ) )
/dD+1q1 e dD+1qN*1 H eXp { — E(SZJ Aqtlll/QAqi—l/Q}
a=1

(N=1)(D+1)/2
1 47T 1 ; ; ) .
= N2 ( N > exp { — 7% (av — 45) (an — qé)} . (3.56)

A continuacion, se inserta este ultimo resultado en ([3.45)), obteniéndose

1 /T
Dq exp{ — 4_1/ dt q%ij(f}
0

1 (D+1)/2 1 ' ' . '
- (H) exp { — 7% (v — 45) (an — qé)} . (3.57)

que es explicitamente independiente de N. Insertando este resultado en ([3.44)) con

qo = qn se obtiene el valor medio de 1:

(1) = (MLT) (D+1)/2 | (3.58)

Finalmente, a partir de este valor medio se obtiene la funcional generatriz ([3.31)):

Zlj] = (MLT)(DHW exp{ — oY /OT dt /OT dt’ j;(t)3;(t) G(t,t’)} , (3.59)

donde la funcion de Green G(t,t') es o (3.43)) segtun las condiciones elegidas

para los caminos.

3.3. Funcional generatriz en el espacio de fases

Habiendo explicado en la seccién [3.2] como se resuelven las integrales de la forma
(3.19) cuando se trabaja en el espacio de configuraciones llano, se procede a con-
tinuaciéon a explicar como se resuelven las integrales de la forma , es decir,
cuando se trabaja en el espacio de fases curvo.

Se define la “funcional generatriz” (también llamada “funcion de particion”) como

Zlj, k] = <6if0T dt(jiq’#kipi)) _ /Dqu e—Sola.p] eifont(jiqi"Fkipi) (3.60)

donde j; v k' son denominados “campos fuentes’, y son funciones de t. Con esta
definiciéon, es inmediato calcular multiples valores medios. Por ejemplo, para una

tnica dimension, es inmediato notar que Vnq,...,ng, mq,...,my € Ny se tiene
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(q(t)™ ... q(te) ™ p(t1)™ ... p(ty)™)
gmittnatmittma

= (—¢ ni+-+ngt+mi+-+ma . _ 7 "k
(=0) O T N O A Y X B o R |
(3.61)
Otro valor medio importante es el valor medio de 1:
(1) = Z[0,0] = / DqDp e lar) (3.62)

Otros posibles valores medios que se pueden calcular con la funcional generatriz

incluyen el de la exponencial de ¢(t):

(e W)Y = 71 = w;d(t1), k=0] . (3.63)

donde w; son constantes. Dicho valor medio es 1til cuando se desea calcular el valor

medio de las deltas de Dirac o de funciones de Heaviside.
A continuacion, considérese el exponente del lado derecho de la ecuacion (3.60)),

que puede ser escrito como

T
— Solg, pl + Z/ dt (jiq" + k'p;)
0

B o 20i5(x)  —igy(x) 8 (P Coeq i

Al escribir esta ultima linea, debe tenerse el cuidado de no olvidar que la integral de
caminos se realiza respecto de p; y no respecto de p' = g"(z)p;. Se define entonces

el operador

. 2 —i0
Dij = gi(@) (a Of>, (3.65)

de modo que (3.64) toma la forma

T
— Solg, p] + Z/ dt (jiq" + k'p;)
0

— 5, [(pi q') — i (k» jn)(f)’l)m} —% /0 dt (ki 5;)(D~1)7 (’”) . (3.66)

Jj
Por lo tanto, (3.60]) se puede escribir como

39



Z[j, k] = eXP{ - %/0 dt (ki ji)(D™)¥ (j]> }

< [Puopexn{ - i @) =ik D]}, Bon

donde (D~')¥ es el operador inverso de D;;. Luego, el cambio (p* ¢") = (p' ¢') —
i (kn jn) (DY) deja invariante la medida de integracion, es decir, Dg'Dp’ = DgDp.
Por lo tanto, el lado derecho de (3.67) adquiere una forma mucho mas simple, resul-

tando
21j,H) = exp{ -5 [ s oy (’;) } M. e

Para obtener la forma final de la funcional generatriz, resta encontrar una forma

explicita de (D~1)%. La forma mas sencilla de obtenerla es escribiendo

PP T (Gutt) Gultt)
(D™ =g (:v)/o dt (Ggl(t,t/) Ggg(t,t/)> : (3.69)

donde las funciones de Green G(t,t") satisfacen

2 —i0 Gu(t,t') Gt t)
10 0 Gor(t, 1) Goo(t, 1)

(1) (HDH 0 )—z( zm(“) (Pon(t') Gen(®)) - (3.70)

O ]ID+1 q=m (t)

=m (1 a
En esta ultima expresion, pem(t) = , son los “modos cero” del opera-
Qo (1) —2iat +b

. —i0, - :
dor matricial 9 0 con sus condiciones de contorno. Se eligen a y b de manera
10t

tal que dichos modos cero se hallen normalizados segin fOT dt (pzm(t)Q—}—qzm(t)Z) =1.

Resulta entonces

Z[j, k] = exp {—%g"j(w) /0 dt /0 dt’ (ki(?) ‘7@)(2;8?; gli%) (?((E’?)} 0
(3.71)

Solo queda entonces por hallar la funcion de Green G(t,t") para obtener la ex-
presion final de la funcional generatriz. En las dos subsecciones siguientes se la halla

para dos condiciones de contorno diferentes: de Dirichlet y periodicas.
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3.3.1. Funciéon de Green con condiciones de Dirichlet

De acuerdo a lo establecido en la seccion [2.1.3] las coordenadas ¢ satisfacen las
condiciones de Dirichlet homogéneas ¢'(0) = ¢*(T) = 0. Estas condiciones (que no
conducen a ningtin modo cero) naturalmente también forman parte del operador

(D71)¥ y en consecuencia de las funciones de Green:

G21 (0, t/) — Ggl (T, t/)

(3.72)
Ga2(0,t") = Goo(T, ')

0;
0.

Notese que las condiciones son impuestas s6lo sobre los elementos de la mitad inferior
de la matriz de Green, pues dichos elementos son los asociados a las coordenadas ¢'.
En cambio, sobre los elementos de la mitad superior de la matriz de Green no hay
ninguna restriccion pues nada restringe el dominio de los momentos p;.

Entonces tomese la ecuacion sin modos cero:

2 —io Gu(t,t') Gu@t)\ o Ipti O
(iat 0 ) <G21<t,t’> G22<t,t’>> - ”( 0 HD+1> - BB

A continuacién, es conveniente desglosar esta ecuaciéon matricial en cuatro ecuaciones

independientes:
2G11(t, ') — 10, Gor (L, 1) = 6(t — ') ;
2G12(t, t/) - z@t GQQ(t, t/) =0 3 (374)
i@t Gll(t,t,> =0 3
10y Grao(t, t") = 6(t — t')
Integrando las dos tltimas ecuaciones, se halla
Gu(t,t') =cu(t'),
(3.75)

i
Gra(t,t') = ) e(t —t") + cpa(t')

donde ¢11(t') y c12(t") son funciones que sbélo dependen de ', mientras que €(t —t') es
la funcién signo. Si estos resultados se insertan en las dos primeras de las ecuaciones

(3.74]) v se integra respecto de ¢, se obtiene

. / / 1 /
2t Cll(t,) — ZGgl(t,t ) + Cz1(t ) = Ee(t —t ) y (3 76)

—ilt — | + 2t c1o(t') — iGaa(t,t') + coa(t') =0,

donde c9; (') y c22(t") son otras funciones que solo dependen de t'. Todas las funciones
cap(t') se determinan mediante las condiciones (3.72)), simplemente evaluando las
ecuaciones ([3.76) en t =0 y ¢t = T'. El resultado final es
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Gu(t,t') Gia(t,t)
Gor(t, 1) Gaoo(t, 1)
_1 1/T —ie(t —t') +i(1 —2¢'/T)
- (ie(’f—t')ﬁ(l —2t)T) 2(— [t +t+t’—2tt’/T)> - (377)

Por simplicidad, conviene entonces definir

1 1 !
Glt,t) = —3lt =t +5(t+7) - o2

1 1t ‘
G, t)y= —ze(t —t") + = — T

Con estas definiciones, resulta entonces

Gu(t,t') Gutt)\ [ 1/2T  i*G(tt)
(Gzl(t,t’) GQQ(t,t')> B (i'G(t’,t) ZG(t,t’)) . (3.79)

3.3.2. Funcién de Green con condiciones periédicas

Segtin se discute en la seccion B.2.2] es posible utilizar las condiciones de Dirichlet
si se descomponen los caminos en la forma z(t) = = + ¢(t) donde = es el punto
inicial y final de las trayectorias, y las perturbaciones satisfacen ¢(0) = ¢(T") = 0.
Por otra parte, es posible cambiar a otras condiciones denominadas “peridédicas”
si se descomponen los caminos en la forma z(t) = = + ¢(t) donde z es el “centro

geométrico” o “centro de masas” de la trayectoria:

= % /0 dt =(1) | (3.80)

mientras que las perturbaciones satisfacen las condiciones periddicas

T),
=) (381)
q(0) = 4(T) -

En el espacio de fases, esta ultima condicién debe ser reescrita en términos de los

momentos p, obteniéndose

(3.82)



En términos de las funciones de Green, estas condiciones se convierten en

G11(0,t") = Gy (T, 1),
G12(0,t") = Gyo(T, 1), (3.83)
Go1(0,t) = Gy (T, 1),
Ga(0,t") = Goo(T', 1) .

Ahora bien, nétese que con las condiciones periédicas surge un (tinico) modo cero
(Dam(t)  @em(t)) = (0 1/4/T). Por lo tanto, la ecuacion que satisface la funcion de

Green es

<.2 —i8t> (Gn(t,t’) Glg(t,t’)) _ (6(t—t’) 0 )  (ss4)
i, 0 ) \Gu(t,t) Galt,#) 0 S(t—t)—1/T

A continuacién, es conveniente desglosar esta ecuacion matricial en cuatro ecuaciones

independientes:

2G1(t, ) — i0, Gar (t,8) = 8(t — ') :
2G15(t, ') — 10, Gao(t, ') = 0

i0, G11(t,t') =0

i0; Gro(t,t') +1/T =6(t —t') .

| (3.85)

Integrando las dos dltimas ecuaciones, se halla

Gu(t,t') =cu(t),
) i , ot ) (3.86)
Glg(t,t) = —§€(t—t)+2—+012(t) ,

T
donde ¢11(t') y ¢12(t’) son funciones que solo dependen de ¢', mientras que e(t —t') es

la funcién signo. Si estos resultados se insertan en las dos primeras de las ecuaciones

(3.85) vy se integra respecto de t, se obtiene

1
2t c11(t") — iGoy (1) + co1(t') = 56(15 — ),
—ift =]+ ZT + 2t cia(t) — iGaa(t, ') + en(t') =0,

donde c9;(t') y c22(t') son otras funciones que solo dependen de t'. En principio,
todas las funciones ¢, (') se determinan mediante las condiciones (3.83). No obs-

tante, al aplicar dichas condiciones s6lo se resuelven las funciones c11(t') y ¢12(t),
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obteniéndose

t . / / 1 /
T—szl(t,t)ch(t):ée(t—t),

vy (3.88)

—ilt — |+

- iGQQ(t, t/) ‘I— d(t/) = O y

donde se ha llamado c(t') = co1(¢') y d(t') = coo(t') — it/ T.
Surge ahora el problema de determinar ¢(t') y d(t'). Para ello, al igual que en la
seccion se utiliza la imposicion ([3.80]) para obtener dos condiciones integrales.

Las condiciones resultantes son entonces

T
/ dt Goy (t,1) =0, (3.89)
0

T
/ dt Goa(t, 1) = 0.
0

Notese que mientras que las condiciones (3.82) son utilizadas para determinar el
modo cero, son en realidad las ecuaciones (3.89)) las que determinan las funciones

de Green, sin tener estas ultimas una total relaciéon con las primeras. Utilizando

entonces las dos condiciones integrales de ([3.89)) en ([3.88]), resulta

G (t,t') Gia(t,t')
Gor(t, 1) Gaoo(t, 1)

1 1/T —ie(t —t') +2i(t —t')/T (3.90)
2 et —t) =20t —t))T 2(—|t—t|+(t—t"2/T+T/6))

Por simplicidad, conviene entonces definir

-ty T

1 o (3.91)
'G(t,t’)E@tG(t—t/)E—ﬁe(t—t’)—i- T

Gl t) = Gt —t') = _%u )+

Con estas definiciones, resulta entonces

t 1/2T Gt t
AT G (3.92)
) i*G(t',t) 2G(t,t)
Notese que las funciones de Green (3.91) satisfacen G(t,t') = G(t —t') y *G(t,t') =

*G(t —t'). Esta ultima propiedad de invarianza traslacional es sumamente util para

(Gll(t, ) Gualt
¢

G21 (ta t/) GQZ(

simplificar algunos de los célculos que pueden aparecer al resolver las integrales

de caminos, y representa una ventaja al trabajar con trayectorias que satisfacen
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condiciones periddicas.

3.3.3.  Valor medio (1)

Habiendo calculado la funciéon de Green tanto con condiciones homogéneas de
Dirichlet como con condiciones periddicas, la funcional generatriz (3.71) esta casi
completa. So6lo resta un ultimo paso: determinar (1). Para tal proposito se utiliza la

ecuacion (|3.62)):

_ /fquDpe—So[qu]

_ _ 94(2) / oo (2 —ion) (P

— /DqDP exp { > ), dt (p" q') (l 5 0 7 (3.93)
T

= / DqDp eXp{ — /O dt (gij (2)pip; — ipiq'i>} :

donde debe recordarse que los caminos inician y terminan en el mismo punto g = qq
(con gy = 0 para las condiciones de Dirichlet) pero no necesariamente en el mismo
p. Esta ultima ecuaciéon tiene una sencilla interpretacion si se la compara con
y : claramente, el valor medio de 1 puede ser interpretado como la amplitud
de transicion de una particula con Hy; = 0. Esto es equivalente a decir que la
particula es libre (porque V' = 0) y que inicia y termina en el punto ¢ = go dentro
de una variedad similar a M, pero con curvatura llana no trivial g;;(z) (esta tltima
imposicion anula los términos de curvatura presentes en Hiy(q, p), pues todas las
derivadas de g% () respecto de ¢ son nulas).

El problema entonces consiste en calcular la integral de caminos de lado derecho
de . El procedimiento para tal calculo es completamente ‘rdstico’. En primer

lugar, es necesario deshacer el limite continuo utilizando las ecuaciones ([2.34), (2.37)

v 33 (con m, = 1/2):

T
/ DqDp eXp{ — / dt (g” (x)pip; — ipidl)}
0

B dD—l—lql o dD—i—qu_ldD—le o dD—HpN
— (27T) (D+1)

N
T( N i
X exp { -5 (g (®)PaiPaj = T Pa Aqa_1/2> } (3.94)

a=1

N2 dPHg, . APy,
= g(x) / (47TT/N D11)/2 Hexp{ 4ngg( ) Ag, 1/2Aqa 1/2}'

El lado derecho de esta igualdad es muy similar al lado derecho de (3.45]), con ex-
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N/2

cepcion del prefactor multiplicativo g(x)™/* y por la matrix g;;(x) en la exponencial

reemplazando a ¢;;. Esto implica que el procedimiento para calcular el valor medio
(1) en el espacio de fases curvo es andlogo al realizado en el espacio de configuraciones
llano, a menos de las dos excepciones mencionadas. Procediendo entonces de manera
analoga al espacio de configuraciones, se obtiene para una configuracion inicial g
y una configuracion final gy (donde ambas configuraciones no son necesariamente

iguales) la identidad

T
/ DqDp exp { — / dt (g” (2)pipj — ipz-qz) }
0
1\ P2 1 ' . ,
= Vg(x) <H) exp{ = 2794(@) (o = a) (an — Q6)} . (3.95)
Por ultimo, el valor medio (1) se obtiene simplemente considerando el caso gy =

qn- Insertando este resultado en ([3.71)), se llega a que la funcional generatriz buscada

es

Z[j, k] = g<x)(ﬁ>(m1)/z

L 12T Gt )\ k(1)
X exp {_ 39" (@) /0 dt/o ' (alt) jz(m(z'-c;(t',t) 2G(t:t’)><ﬂﬁ(t')>} |
(3.96)

donde las funciones de Green G(t,t") y *G(¢,t") son (3.78) o (3.91) segin las condi-

ciones elegidas para los caminos.

3.4. Aplicaciones

A continuacién se enuncian una serie de aplicaciones del WLF en variedades sin

borde. Concretamente, se estudia:

1. la termodindmica de un campo escalar libre en la variedad S*,
2. la funcién B()) de la teorfa con interaccion Ap?, y

3. la anomalia conforme de la teoria libre sin masa en la variedad S2.

Como se veréd en las sucesivas secciones, todas estas aplicaciones tienen como par-
ticularidad que su variedad es “conformemente plana”. Esto quiere decir que existe

una funcion f(q) dependiente de las coordenadas tal que

9i5(q) = f(q) dij - (3.97)
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Resulta entonces que en el espacio de configuraciones llano — es decir, con f(q) =1

— puede escribirse la funcional generatriz como

Zlj] = (47%’)@“)/2 exp {— 5”’/0Tdt /OTdt’ji(t)jj(t’)G(t,t’)} : (3.98)

mientras que en el espacio de fases curvo se la puede escribir como

Zlj, k] = (%)(DH exp{ /dt/ dt( Siik' ()k (¢)

+ i *G (K ()5 () + mG(t )89 5;(t)5 (t’))} . (3.99)

Por su parte, los potenciales de interaccion (3.12)) y (3.8) toman respectivamente la

forma

0?V
Hin(q) = {—a 21 : (3.100)
P71 o=pa(a+q)
[ 1 }y’j .
mt q p f($+q l’) pzp]
Lip i i - o0*V
— Bt a) =g+ le + Ol + 9] + 55 -
o=pa(z+q)
(3.101)

Por ultimo, cabe destacar que es en las aplicaciones 1 y 2 donde la variedad

considerada es simplemente R”*! con métrica llana g;; = d;; (es decir, con f(q) = 1).

En este caso particular, los potenciales (3.100) y (3.101) son simplemente

o0*V

7 : (3.102)

Hine(q) = Han(g,p) = { }
o=pa(z+q)

es decir, se anulan los términos de curvatura. Todos los términos de interaccion
provienen entonces de la densidad de energia potencial de la lagrangiana de la teoria
de campos. Como ademés estos potenciales de interacciéon no dependen de p, resulta
que los campos fuente k no tienen utilidad alguna en estos casos particulares y
pueden ser eliminados de , resultando tanto en el espacio de configuraciones

como en el de fases

Zlj] = <4%T)(D+l)/2 exp {— 5" /OTdt /OTdt’G(t,t')ji(t)jj(t’)} : (3.103)
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Notese ademas que la funcion de Green G(t,t’) debe ser elegida entre y
si se trabaja en el espacio de configuraciones, o bien entre y si se trabaja
en el espacio de fases. No obstante, G(¢,t’) es idéntica en ambos espacios. Resulta
entonces que cuando la variedad es RP?*! con métrica llana, es completamente indis-
tinto trabajar en el espacio de configuraciones o en el de fases, y la tinica eleccion que
debe realizarse radica en las condiciones que satisfacen las trayectorias (homogéneas
de Dirichlet o periodicas).

Los resultados obtenidos para las aplicaciones 1 y 2 fueron presentados en la
reunion anual de la Asociaciéon Fisica Argentina del ano 2017, mientras que los
resultados de la aplicacion 3 fueron presentados en la reunién anual de la Asociacion
Fisica Argentina del ano 2018.

3.4.1. Termodindmica en S!

A continuacién se considera el estudio de la termodinamica de un campo escalar
libre en la variedad S! como aplicacion del WLF. Para entender esta aplicacion,
primero es necesario comentar brevemente las generalidades sobre el estudio de la

termodindmica de un campo escalar.

Generalidades sobre termodinadmica de un campo escalar libre

En primer lugar, considérese un campo escalar ¢ en una variedad espacial llana
D-dimensional Ip C R”, la cual es simplemente conexa. Se define entonces la “fun-
cion de particion” en el espacio de Fock — es decir, en el ensamble gran candnico —

Cco1mo

Q(B) = Tre P | (3.104)
donde 5 =1/T con T la temperatura. Por su parte, el hamiltoniano es

. 1 1 1
H= dPx {5(@90)2 + 3 50,0 Oy + —m2<p2} : (3.105)

In 2
donde los indices a y b corren desde 1 hasta D. En el equilibrio, es posible probar

que la funcién de particion toma la forma

B
Q(B) =N/Dgo exp{— /deo/I dD:)s90<— %5’7&8]- + %m2>g0} . (3.106)

donde se ha definido zy = t, de modo que los indices i y j corren desde 0 hasta
D. Ademas, la integral de caminos se realiza sobre todas las configuraciones de los

campos que satisfagan la condiciéon de periodicidad ¢(xg) = p(z¢+ ). Por su parte,
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N es simplemente una normalizacion introducida para adimensionalizar a la funcién
de particion.

Ahora, sea Iy = (0, ) un segmento unidimensional. Debido a la condicion de
periodicidad impuesta sobre los campos, es posible la identificaciéon Iy = S*, donde
el correspondiente anillo tiene un radio igual a 5/27. Definiendo entonces la variedad
(D + 1)-dimensional M = [y x Ip, puede escribirse

1 . 1
Q(B) = N/ Dy exp {— /MdD+1x go(— 5070:0; + §m2) gp} : (3.107)
Esta integral gaussiana puede resolverse, resultando
g ~1/2
Q(8) = N'Det (= 690,05 +m?) ", (3.108)

donde N’ es una nueva normalizacion. Cambiandola por una normalizaciéon £ con

unidades de energia y fijando £ = 1, se obtiene

InQ(B) = —% In Det(— A+ mz) : (3.109)

donde por simplicidad se ha llamado A = §9;0;.

A partir de este punto, es posible empezar a utilizar el WLF. Notese la evidente
similitud entre y el dltimo término en (2.68). De hecho, ambas expresiones
json formalmente iguales! Entonces el WLF puede utilizarse para calcular la fun-

cion de particion. Para entender como se lo utiliza, conviene empezar aplicando la

ecuacion (2.72)) sobre (2.68)), de modo que (3.109) se convierte evidentemente en

1

InQ(B) = 3 /OOO = Tre T(-A+m) (3.110)

Finalmente, el calculo de esta tltima traza se realiza con las herramientas presenta-

das en las tres secciones previas del presente capitulo.

Termodinamica de un campo escalar libre en S!

Ahora, considérese explicitamente el caso en el cual Ip = S!, donde el corres-
pondiente anillo tiene un radio L/27, lo cual implica que Vol(Ip) = L. Entonces la
variedad espacio-temporal bidimensional sobre la cual deben realizarse las integrales
de caminos es el toroide M = 8! x §' = (0,8) x (0, L). Por su parte, los campos
sobre dicha variedad satisfacen las condiciones ¢(xg, z1) = @(zo + 5, x1 + L).

A continuacion, considérense las trayectorias cerradas sobre el toroide que parten
y terminan en un punto en comiin, como las que se esquematizan con diversos
colores en la figura . Por simplicidad, se supondra que las trayectorias sobre

dicha imagen dan tnicamente una vuelta. Mediante la representacion S* x St =

49



(a) Cuatro trayectorias cerradas sobre la superficie de un toroide.

: LA 5 % 5 :
E : T A
i )\ i P Poe
i R T e A
| \J i L. : s
: : : s
' -pBic Bhc 2Bhc!
s A 5 S
-« - el L
phc s : 5

(b) Las mismas trayectorias de la figura (c) Se realizan multiples copias equivalentes de

son dibujadas sobre el toroide ‘abierto’. Sobre la misma region de la figura sobre R2.

las lineas punteadas violetas se satisfacen con- Los diferentes puntos negros que alli se obser-

diciones periodicas. van corresponden en el toroide al mismo punto
fisico.

Figura 3.1: Caminos cerrados sobre un toroide.
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(0,8) x (0, L) es posible ‘abrir’ al toroide, es decir, representarlo como una seccién
rectangular dentro del plano. Esto se esquematiza en la figura , donde se
han mantenido las mismas trayectorias de y ademas se les ha anadido un
sentido. Notese que sobre los bordes verticales de la seccion rectangular, cualquier
funcion f(xg, x1) satisface las condiciones periodicas f(0,21) = f(B8,z1) y f(20,0) =
f(zo, L).

Ahora, es posible aprovechar estas condiciones periddicas y reproducir infinitas
veces sobre el plano al rectangulo de la ﬁgura Este proceso se esquematiza en
la figura . Al hacer esto, se realizan multiples copias equivalentes del toroide, y
cada punto sobre su superficie queda reproducido infinitas veces. La ventaja de este
procedimiento consiste en que a partir de ahora es posible trabajar sobre el plano R?
(que no tiene borde) en lugar de trabajar sobre el rectangulo de la figura [3.1(b)| (que
si tiene borde). Por su parte, las trayectorias deben empezar siempre desde algin
punto zj, perteneciente al cuadrante (0,3) x (0, L) y terminar en xy, + (k3,1 L),
donde k,l € Z representan la cantidad de vueltas que realiza cada trayectoria en el

eje correspondiente.

A raiz de las anteriores consideraciones, es posible descomponer a todas las
trayectorias en segmentos rectos dentro de R? que inician en xj, y terminan en
xin + (k8,1 L), mas perturbaciones (qo, q1) que inician y terminan en (0,0). En for-

ma de ecuacién, esto es

2(t) = i + (m%,u%) + (wle) () (3.111)

Entonces, la suma sobre todas las trayectorias cerradas en las coordenadas x(t)

pueden ser escritas en términos de las coordenadas ¢(t) como

/Dx =) /Dq. (3.112)

(k,1)EZXT

Tomese ahora la traza de la ecuacion (3.110)) y escribasela por medio de (3.13])
(en el espacio de configuraciones) y de (3.102)) en la forma

2 2 1 4
Ty e~ T(-A+m?) _ ,~Tm / A2z, | Dx exp{ _ _/ dt (i3 + x%)} . (3.113)
Slxsl 4 0

Utilizando (|3.111]), es posible ver que

T /{32 2 lZL2 T ] )
/ dt (ig + i7) = 5+ - 5ij/ dt ¢'0%q’ . (3.114)
0 0

Como esta expresion es independiente de xy,, resulta que se puede separar la integral
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Js1 g1 d°Tin = BL resultando

L
Ty e~ T(-A+m?) _ 4iTeTm2 {1 +¥ e~ T (’f252+l2L2)] : (3.115)
(k,1)#(0,0)

donde se ha usado (3.103) con D = 1 para escribir (1) = Z[0] = 1/4~=T.

Habiendo calculado esta tdltima traza, ahora resta introducirla en ((3.110) para

obtener la funcién de particién:

ﬁL / dT 7T k2ﬂ2+l2L2)
1 m* 11 3.116

Tomando el ‘1’ presente dentro de los corchetes, se obtiene una integral divergente
por el extremo inferior. Entonces, como en la ecuacion ([2.79)), debe integrarse desde
un cut-off inferior A con unidades de energia. A menor orden en A, se obtiene

entonces

< dT —Tm? 2
/VA_2 ﬁ@ ~—A" . (3117)

Ahora queda resolver el término restante en (3.116[). Para ello debe intercambiarse
el orden de la serie y de la integral, resultando

/ C;—feTm%—ﬁﬂ(k%“’ﬂ%z):%m(m k262+l2L2>, (3.118)
0 VB + L2

donde K (u) es la funcion modificada de Bessel de segunda especie. Resulta entonces

que la ecuacion (3.116) se convierte en

LA? L
InQ(B) = JOEA > flam Kl(\/k%?ﬂ?ﬂ) . (3.119)
8T (55200.0) 2m\/k232 + I2L2

Ahora bien, el primer término de la ecuacion (3.119) es claramente divergente,
pero puede ser eliminado mediante renormalizaciéon. En consecuencia, sélo la serie
restante contribuye realmente a la funciéon de particion, y a partir de ella es posi-
ble obtener las variables termodindmicas de la teoria de campo escalar libre en la
variedad S'. Llamando entonces In Q.en(3) = In Q(B) + 55_7/:27 es posible calcular la
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energia, la presion y la entropia:

0

E(ﬁ) - _8_6 In Qren(ﬁ)

L kB)? o
- 2_m [/{:27;2(4— l)2L2 Ko (m k2% + Z2L2> (3.120)

s
(k,1)#(0,0)

252 _ 22
k=p= —1 - K1(m /k252+l2L2)] :

(k2ﬁ2 T l2L2)

10
P(ﬁ) = Ea_Lanren(ﬁ)
IL)?
- % Z [ - kQZLQ(_‘_ l)2L2 Ko (m V k252 + ZQLQ) (3.121)
(k,1)#(0,0)

k}2 2 ZQLQ
B 7 I <ms/k;262 + l2L2)] ,

(k‘252 + l2L2)

S(B) = BE +In Qren(P)
= 621’_7” Z %K()(m /k2ﬁ2—|—12L2)

m
(k,1)#(0,0)

k? 2
+2 y 7 K (m\/k2,82+l2L2>] .

(kZﬁZ + l2L2)

(3.122)

La figura 3.2 muestra la grafica de estas tres cantidades termodindmicas como fun-
cion de . Notese que todas ellas tienden a un valor constante a bajas temperaturas
(es decir, con f — o). Estas cantidades son respectivamente la energia, presion y
entropia del vacio. En particular, la entropia tiende a cero, lo cual se condice con la

tercera ley de la termodinamica.

3.4.2. Funcién 8 de la teoria \¢*

Una aplicacion inmediata del WLF es la obtencion de la accion efectiva de una
teoria con autointeraccion y de las funciones [ asociadas con sus constantes de
acoplamiento. A continuacion se discute un ejemplo de ello.

Considérese una teoria de campo escalar en la variedad espacio-temporal R3*+!

con la siguiente interaccion:

Vp] = %s@“ : (3.123)
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0.6+

— Energia
0.45+¢ — Presion

— Entropia
0.3t P

0.15}

-0.15¢

-0.3¢

-0.45¢

Figura 3.2: Variables termodinamicas en S'. Por simplicidad, se ha tomado L = m = 1. Las
lineas continuas representan las variables propiamente dichas, mientras que las lineas punteadas
son sus limites cuando 8 — oo.

De acuerdo a la ecuacion ([3.102]), se tiene entonces

A

Hun(g) = 5 o (v +a(t)” (3.124)

Aplicado este resultado sobre la ecuacion (3.17) y expandiendo a orden A y qg, se

tiene

/qu_sm = /qu‘SO[‘”{l - %/(]Taltgo(;qu(t))2
+AZQ/OTdt/Otdt’w(w+q(t))2so(:c+q<t'))2+...}

<= [ ar(wr @)+ al2)@ o) + 300 @) WOr ) )

+)\Z2/0Tdt/0tdt’go(x)4(1>} .

Por otro lado, la funcional generatriz (3.103]) es

(3.125)

21 = <ﬁ)2exp{—5”‘ /0 b /0 G ji(t)jj(t’)} | (3.126)

A partir de esta ultima expresion, es inmediato calcular los valores medios

(1) = 7[0] = (47%) , 3.127)
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(¢'(t1)) =0, (3.128)

(@' (0)¢ (t2)) = g5 8 Gt 12) (3.129)

Insertando estos valores medios en ([3.125)), resulta

+ (M)LWAW (z) /0 dtG(t,t)} + mm)‘*. (3.130)

El valor de la integral fOT dt G(t,t) difiere segtn se elijan condiciones homogéneas de
Dirichlet o condiciones periddicas para los caminos. El resultado en el primer caso
es T?/6, mientras que en el segundo caso es T?/12. No obstante, como se verd a

continuacion, esta discrepancia no tiene consecuencias fisicas.

El siguiente paso consiste en insertar el resultado (3.130) en (3.13)). Uno de los

términos que se obtienen es de la forma [, d*x A[p?|(x), pero este término se anula

por medio del teorema de Gauss. Resulta entonces

; Vol(RY) A 3 223
-TH _ —Tm? N 4 2 | N 4 4
Tre ™ =e 167272 41 4727 /Rfl Te@) + 162 /R4d vel@)] -
(3.131)

Para finalmente obtener la accién efectiva, se inserta este ultimo resultado en

(3-1). Al hacerlo, se obtienen tres integrales respecto de T' que son divergentes por
el extremo inferior de integracion. Entonces se integra respecto de un cut-off A con

unidades de energia, y se conservan los resultados a orden dominante en A. Resulta

o] dT 2
/ _e—Tm2 ~ In (A_) ,
A—2 T m2

/ AL rme o, \2 , (3.132)

Entonces, la accion efectiva (3.1]) es

ly] = —/R4d4x {%w(w)As@(Jr) b

6472
3.133
1 2+AE’)AZ ( )2_1 1_3)\111(A/m) (2! ( )
2| T |7 T 672 |7V S
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Algunos comentarios son posibles respecto de esta ultima expresion. En primer lu-
gar, el término divergente A*/647% puede ser eliminado por renormalizacion de la
constante cosmol(’)gicaﬂ De los tres términos restantes, el primero es simplemente el
término cinético, el segundo es un término de masa (por ser proporcional a ¢(x)?), y
el tercero es un término de autointeraccion (por ser proporcional a ¢(x)*). Entonces,

definiendo la masa efectiva

A 3A2
2 2

y la constante de acoplamiento efectiva

A= a— 2 (A (3.135)

=2 162 M\ ) |
resulta que (3.133]) se convierte en

4 )1 L, 2 As 4
Tlg] = — | d'a] Sel@)Ap(@) - smd o) - L o)t} (3.136)
R4 !

Esta ultima ecuacion, junto con (3.134) y (3.135]), representa la accion efectiva a

un loop de la teoria Ap*. Las constantes de acoplamiento efectivas reciben también
el nombre de “constantes fisicas” pues cualquier medicién arroja sus valores como
resultados. Naturalmente, una constante fisica no puede depender de un cut-off. Este
hecho permite calcular facilmente la funcién (\) dada por la ecuacion :

dAs 32 ( 3\ ln(A/m)>
0=AD = X oy (1 - ARG
dA 3)\12677'2 2 (3.137)
= B(\) = 162 + O(/\3) )

Segun este resultado, se tiene S(A) > 0. Esto quiere decir que A crece al aumentar
A, y por lo tanto la interaccion es muy fuerte a altas energias, volviendo obsoleto al
tratamiento perturbativo de esta teoria. En otras palabras, dicho tratamiento sélo

es valido a bajas energias.

Diagramas de Feynman en el formalismo linea de mundo

El ejemplo anterior permite realizar una breve discusion sobre los diagramas de
Feynman de la teoria Ap* en el contexto del WLF. Concretamente, se mirara el
diagrama a un loop de dispersion de dos particulas.

La ﬁgura se corresponde a dicho diagrama dentro del formalismo tradicio-
nal (también denominado “diagramal”). En dicho diagrama, dos particulas asociadas

al campo ¢ colisionan en un evento espacio-temporal x;. Las particulas dispersa-

IEsto quiere decir, de forma menos rigurosa, que se la elimina simplemente por ser una constante
en la lagrangiana.
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das vuelven luego a colisionar en otro evento posterior x,. Luego de esta segunda
colision, las particulas no vuelven a interactuar y pueden ser detectadas. Como los

eventos x; y xo son arbitrarios, se debe integrar respecto a los mismos en toda la

variedad M.

(a) Diagrama de Feynman a un loop representando la dispersion de dos particulas en
el formalismo diagramal. Ambas colisionan en un evento xi, se dispersan y vuelven a
colisionar en otro evento posterior xs.

(b) Diagrama de Feynman a un loop representando la dispersion de dos particulas en el
formalismo linea de mundo. Una particula ficticia recorre una trayectoria cerrada para-
metrizada mediante la funcion ¢(¢). En los instantes ¢; < ta, interactia con un potencial
proporcional a (2.

Figura 3.3: Diagramas representando la dispersiéon de dos particulas en la teoria Ap* a un loop,
utilizando el formalismo diagramal y el formalismo linea de mundo

Por otro lado, la figura muestra el mismo diagrama pero dentro del for-
malismo linea de mundo. En él, una particula (la particula ficticia del formalismo)
realiza una trayectoria cerrada que dura un tiempo 7. En un instante de tiempo %1,
esta particula interactia con un potencial proporcional a g02. Esto se representa me-
diante las dos patas externas, una por cada campo en el potencial. En otro instante
de tiempo posterior ts, la particula vuelve a interactuar con el mismo potencial, lo
cual se representa mediante dos patas externas més. Como los instantes ¢; y ¢ son
arbitrarios, debe integrarse respecto a los mismos en todo el intervalo (0,7"). Como
ademas T' es una duracion arbitraria para la trayectoria de la particula, también

debe integrarse respecto a la misma en el dominio R*.
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3.4.3. Anomalia conforme en S2.

Como ultima aplicaciéon del WLF en variedades sin borde, considérese el pro-
blema de hallar la anomalia de traza para un campo escalar sin masa () donde
re S

En primer lugar, conviene pensar a la esfera S como una subvariedad de R?,
de manera que todo punto en S? puede ser descripto mediante tres coordenadas
(y',y?, y*) vinculadas mediante la restriccion d;; y'y’ = L?, donde L es el radio de
la esfera. A continuacién, considérese la transformacion de coordenadas

y
)

La transformaciéon anterior es simplemente la “proyecciéon estereogréafica”. Por tal

=1L i=1,2. (3.138)

proyeccion, cada variable z¢ se mueve sobre toda la recta R. Luego, la inversa de la

proyeccion esta dada por

S =L 22' L
(21)? + (22)2 + L2
222 L
2 _
Y _L(x1)2+(a:2)2—|—L2 (3.139)
s_; (z1)? + (22)? — L2
vy = (x1)2 + (m2)2 4+ L2
Por su parte, la forma diferencial de (3.138)) es
dy!
dx! L L—q3 0yt
= dy* | . 3.140
(dﬁ) (L —y3)2 ( 0 L—y® 42 y3 ( )
dy
Como el intervalo en R? es simplemente ds = /d;; dy‘dy’, resulta
212 2 o
2 __ 7
ds” = ((x1)2 () —|—L2> d;j dx'dx’? . (3.141)

Esta tltima ecuacién tiene una simple interpretacion: la variedad S? puede ser
representada por todo el plano R? mediante el sistema de coordenadas z, con una

“métrica inducida”

21> ?
50 = (e ) - (3142

Notese que esta métrica es de la forma f(z)d;;, con lo cual resultan validas las

ecuaciones a (3.101). Como en este caso particular vale que la funcion f(x) es
la inversa de un polinomio, resulta que el espacio de fases es especialmente comodo

para trabajar, pues la diferencia m — ﬁ presente en ([3.101]) puede ser expandida

como un polinomio respecto de las perturbaciones g. Entonces en lo sucesivo se
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trabajara con las ecuaciones (3.99) y (3.101]).
Concretamente, de (3.101]) resulta que para el caso libre (V = 0) se obtiene

Hol0.7) =1 [4 (2 + @)+ @92) (21! + a%¢?)
X 4<x1q1 4 w2q2>2 1 2(L2 b2+ (1_2)2> ((q1)2 I (q2)2>
X 4<(q1)2 X (q2)2) (xlql 4 x2q2>
2 1
(@2 + @P) ] [ + 7] - 555
(3.143)
donde se ha utilizado que para el presente caso, los términos de curvatura resultan
R(x) — g" ()0}, (2)y(2) = 2/L%.

Ahora bien, calculando los propagadores (qq), (qp) y (pp), es inmediato notar
que p es orden T~/ mientras que ¢ es orden T'/2. Este conocimiento ayuda a saber
cuéales son los propagadores necesarios para desarrollar la traza hasta cualquier orden
en T' que se desee. Debe recordarse que (1) también es parte del desarrollo, y que
el mismo es orden 7-(P+1/2 = T=1_ Por lo tanto, si se desea conocer la traza
hasta orden T, es necesario conocer las combinaciones de ¢ y p obtenibles de
que sean a lo sumo orden 7. Los correspondientes valores medios pueden conocerse
por medio del teorema de Wick y de las funciones de correlacion de dos puntos. En
resumen, los valores medios relevantes hasta orden 7° en son:

=1
(@ (0)¢ (1)) = (1) %G(tl,mw ,
(pi(t1)p;(t2)) = (1) %;)% :

(@' (t)p;(t2)) = (1) i*Glta,11)]

5 {q' ()’ (H)pr(t)pu(t)) = (1) 2 (G(;’ H_ *G(t, t)]2> 5 (3.144)

oM™ (g ()i ()2 (1) ()i ()P (1))

— () QfT(x) (QG(;t/) — CG(t,1)*G(t, )

~ GG ) — GGt

— *G(t',t)°G(t, t’)) 59

Otros valores medios relevantes que involucran tres variables, como (¢’ (¢)p; (t)pk(¢)),

son nulos por tratarse de un nimero impar de campos. Por supuesto, en todos los

99



27,2 2
L2+5ij$i$j )
Insertando los anteriores valores medios en el desarrollo (8.16) hasta orden T°,

se obtiene

valores medios anteriores vale f(z) = (

1 L* 1 L?
DgDpe 514wl ~ — —  — — .
/ =pe 7l (L2 + d;2t07)? * 3m (L2 + 0;j2a7)?

(3.145)

Vale aclarar que el resultado anterior es independiente de que se elijan las funciones
de Green con condiciones homogéneas de Dirichlet (3.78]) o que se elijan las funciones
de Green con condiciones periddicas (3.91)).

Para conocer la traza, solo queda insertar ([3.145)) en (3.13) (con m = 0, pues se

esta considerando el campo sin masa). El resultado es

: 1 4
Tre T ~ —(4xL? + -7 T 3.146
re 47TT( mL* + U ) : ( )

en perfecto acuerdo con lo que se puede calcular a partir de [21].

Finalmente, a partir de la expansion (2.73]) y (3.146]), es inmediato ver que los

primeros coeficientes de Seeley-DeWitt del presente caso son ag(S?) = 4wL? =
Vol(8?), a1(8?%) = 0y az(S8?) = 3m. Por tltimo, mediante la expresion ([2.7§) es
posible ver que la anomalia conforme (integrada) de la teoria de campo escalar libre

sin masa en la variedad plana S? es

/82 2z (T7) = azif ) _ % . (3.147)
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Capitulo 4

Formalismo linea de mundo (WLF)

en espacios con un tnico borde

En el capitulo [3] se ha explicado cémo calcular la traza de la exponencial del
operador de fluctuaciones cuanticas de una teoria con campo escalar mediante la
introducciéon de una particula ficticia, restringiendo el analisis a variedades curvas
pero sin borde. El formalismo que engloba este procedimiento es llamado “linea de
mundo”, y se ha mostrado que posee ciertas ventajas de calculo notables respecto
del formalismo diagramal.

Para indagar atin mas en este formalismo, es deseable conocer cémo aplicarlo
al caso de un campo escalar en variedades que si tienen borde. Lamentablemente,
este conocimiento es escaso en la literatura. Algunos pocos ejemplos pueden hallarse
en . Todos ellos tienen dos propiedades en comun:

» la curvatura de la variedad M sobre la que se trabaja es llana, y

= existe un sistema de coordenadas x para representar a M tal que el dominio

*1 es la semirrecta

de 2% es toda larecta Rsii=1,...,D, y el dominio de z”
R*. En otras palabras, existe un mapeo que permite describir a la variedad
M mediante el semiespacio RP x R*. En dichas coordenadas se induce una
métrica conformemente llana g;;(x) = f(z) d;;. Ademaés, el hiperplano zP*! =

0 representa a O M, es decir, el borde de M.

Una importante caracteristica que debe cumplir M para satisfacer esta tltima
propiedad es la de tener un tnico borde simple. Se dice que un borde es “simple” si
dado cualquier punto sobre 9 M, entonces su entorno — también sobre M — puede
ser identificado con un entorno en RP. Para fijar esta idea, la figura muestra
cuatro ejemplos de variedades bidimensionales con borde. El borde de la variedad

de la figura 4.1(a)| es tnico y simple, en tanto que el borde de las figuras ,

{.1(c)|y 4.1(d)| o bien no es simple o bien no es tnico.
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(a) (b) () (d)

Figura 4.1: Variedades bidimensionales con borde. La ﬁgura tiene un tnico borde simple.
En cambio, 4.1(b)]y tienen dos bordes simples. Por su parte, |4.1(d)| tiene un tnico borde

pero el mismo no es simple.

Uno de los grandes problemas que se presenta al estudiar variedades con borde
consiste en aplicar la adecuada restriccion a los caminos para que los mismos estén
contenidos en el interior de su borde. Por ejemplo, la figura considera como
variedad al disco bidimensional y muestra tres trayectorias cerradas que pasan por
un mismo punto. Segun la construccién empleada, las tres trayectorias (asi como
cualquier otra trayectoria en R?) son consideradas por las integrales de caminos,
pero s6lo aquellas que estan completamente contenidas en la variedad deben ser
tenidas en cuenta. Esto quiere decir que la trayectoria roja de la figura debe
ser considerada, mientras que la trayectoria anaranjada debe ser descartada por
atravesar el borde de la variedad. La trayectoria verde, que toca al borde pero no
lo atraviesa, debe ser tenida en cuenta o descartada segin el tipo de condicién que
satisfaga OM.

Figura 4.2: Trayectorias en un dis-
co. La trayectoria roja no toca el
borde, en tanto que la trayectoria
verde lo toca sin atravesarlo y la
trayectoria anaranjada si lo traspa-
sa. En consecuencia, la trayectoria
anaranjada debe ser descartada de
la integral de caminos, en tanto que
la trayectoria verde debe ser consi-
derada o descartada segin la condi-
cién sobre el borde del disco.

En el presente capitulo, se aborda el estudio del WLF en variedades llanas con
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un unico borde simple y suave (para evitar la presencia de singularidades en la mé-
trica), tal que dichas variedades pueden ser mapeadas a R” x RT donde se induce
una métrica conformemente plana. Se analizan tres posibles condiciones de borde:
Dirichlet, Neumann, y Robin. Como ejemplo concreto, se estudia como aplicar el
formalismo al calculo de los coeficientes de Seeley-DeWitt del campo escalar libre y
sin masa en la bola BP*!, es decir, el interior de la esfera SP. Por tltimo, se utilizan
los resultados hallados en este ejemplo para encontrar la anomalia conforme de la
mencionada teorfa en B2. Los resultados de esta aplicaciéon fueron presentados en
la reunion anual de la Asociacion Fisica Argentina 2019 y publicados recientemente
en [14] en coparticipacion con colaboradores externos, donde se estudia el mismo
problema pero con un enfoque ligeramente distinto al del presente trabajo de diplo-
ma (concretamente, el articulo no considera condiciones de borde de Robin y usa
trayectorias que satisfacen condiciones de contorno de Dirichlet, mientras que en el
presente trabajo si se consideran las condiciones de borde de Robin y se utilizan

trayectorias que satisfacen condiciones de contorno periodicas).

4.1. El método de las imagenes

Sea, M una variedad espacio-temporal (D + 1)-dimensional con un tnico borde
simple, descripta mediante coordenadas x por el semiespacio R” x R*, de tal manera
que en dichas coordenadas posee una métrica inducida conformemente llana g;;(z) =
f(2)d;;. Por su parte, el hiperplano P! = 0 representa al borde OM.

Sobre esta variedad es evidente que, dado un punto inicial x y un punto final 2/,
las acciones libres y poseen al menos dos minimos locales: uno corres-
pondiente a la geodésica que une directamente a x con 2/, y uno correspondiente con
la geodésica que rebota una tnica vez sobre el borde. La figura muestra estas
dos trayectorias para el caso llano (es decir, con f(z) = 1). Asumiendo que estos dos

—Tﬁ‘x>

minimos son unicos, el elemento de matriz (z'|e se obtiene sumando sobre

todas las fluctuaciones alrededor de estos caminos clasicos, obteniéndose

)

(e = (@/|e T |2)gn + 7 (@] T |2) 1 (4.1)

donde los subindices SR y 1R significan ‘sin rebote’ y ‘un rebote’ respectivamente.
Por su parte, v es una fase relativa entre ambos caminos, que depende de la condiciéon
de borde sobre OM.

A continuacion, se introduce el método de las imagenes para calcular los ele-
mentos de matriz de la ecuacion . El primer paso, consiste en transformar la
variedad M en una variedad M sin borde, ‘duplicando’ el semiespacio superior en

el semiespacio inferior. Si se define

= (zt,. .. 2P, —xPTh) (4.2)



Figura 4.3: Trayectorias clasicas
en una variedad con borde. La tra-
yectoria azul no toca el borde, en
tanto que la trayectoria roja si lo ha-
ce una unica vez.

esto quiere decir que

1. M no tiene borde y es mapeable a RP*!

2. la métrica g;;(z) sobre M satisface
Gij (@) = 0(z"1) gy (2) + 0(=2"1) g55(2) .y (4.3)

3. si sobre M se tiene un potencial de la forma V(z), entonces sobre M sera de

la forma
V(z) = 0(zP ™ V(z) + (=P V(7). (4.4)

Notese que 2 y 3 implican que tanto la métrica como el potencial se ‘duplican’ de
forma par.

Ahora, para las trayectorias que tocan una vez el borde es posible reemplazar el
camino original por el camino ‘reflejado’ que contintia a través de la frontera, como
se indica en la figura Debido a la simetria del potencial y de la métrica, tanto
el camino original como el reflejado contribuyen a (2/|e~7#|z) de igual manera. En
consecuencia, es conveniente reemplazar las trayectorias en M que tocan una vez al
borde y terminan en z’, por las trayectorias en M que terminan en ¥’, obteniéndose

@e ™ |z) o = (@ ]e ") g+ (#e T |2) 5 (4.5)

donde los subindices M y M son introducidos para recordar cual es la variedad
sobre la que se calcula cada elemento de matriz. Estos subindices no volveran a ser
escritos, y se sobreentendera la variedad sobre la que se trabaja segiin se escriba el
hamiltoniano original H o el hamiltoniano ‘duplicado’ H.

Recordando que lo que se desea es calcular los elementos de matriz diagonales
para obtener la traza , resulta que el lado derecho de dicha ecuaciéon se puede

escribir como
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Figura 4.4: Trayectoria cuéantica
(linea continua) que rebota en el
borde. La linea punteada es la tra-
yectoria reflejada luego de rebotar.

/M P+ \fg(z) (] e T |2)
- / AP /(@) (2] e T |2) + / AP/ g(@)y (& e T [2) , (4.6)
M M

donde H' = H—m? y H' = H—m?2. Nétese que las integrales respecto de x en el lado
derecho de la igualdad se realizan sobre la variedad original M, mientras que los
caminos en el argumento de dichas integrales se realizan sobre la variedad duplicada
M. Ala primera de las integrales del lado derecho se la denomina “directa” y a los
términos que de ella provienen se los llama “términos directos”. Analogamente, a la
segunda de las integrales del lado derecho se la denomina “indirecta” y a los términos

que de ella provienen se los llama “términos indirectos”.

Los elementos de matriz en las integrales del lado derecho de pueden calcu-
larse de manera similar a los calculados en el capitulo anterior, pues al trabajar en

la variedad duplicada M no hay ningtin borde. Si se decide trabajar en el espacio

de fases deben utilizarse las ecuaciones (2.41), (2.42)) y (2.43), en tanto que si se

decide trabajar en el espacio de configuraciones (que sélo se estudia en el presente

trabajo para el caso de una métrica llana trivial, es decir, para f(x) = 1) deben

utilizarse (2.54)), (2.55) y (2.56]). En estas ecuaciones, cualquiera sea el espacio en

el que se decida trabajar, debe tomarse ' = = para los términos directos y =’ = &
para los términos indirectos. Esto implica que el calculo de los términos directos es
completamente idéntico al caso del capitulo anterior, en tanto que para los términos

indirectos vale el mismo procedimiento pero teniendo en cuenta que el punto final
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de los caminos no es igual al punto inicial.

4.2. Condiciones de borde

En la secciéon anterior se introdujo el método de las imagenes para calcular la
traza (.6]). Esto condujo a tener que calcular dos elementos de matriz (z| e TH |3) y
(%] e~TH" |z} en una variedad “duplicada”. Mediante puede verse como contribu-
ye cada uno de estos elementos al calculo de la traza: el primero de ellos contribuye
a los términos directos y el segundo a los indirectos. Se sabe como proceder con
la integral directa pues su célculo es completamente analogo a lo realizado en el
capitulo [3] en tanto que en las secciones [£.3] a [4.6] se menciona cémo calcular la
integral indirecta. Pero antes de pasar a ello, es adecuado mencionar cémo se puede
determinar el valor de la fase v en , la cual contiene toda la informaciéon sobre

la condicién de borde.

Condiciéon homogénea de Dirichlet

La condicion de borde homogénea de Dirichlet establece que

(@'|e T2y =0 si 2/ €OM. (4.7)

Como 2’ = 7' si ' € OM, resulta que la ecuacion (|4.5) se convierte en

@le ™) = (1+7) (@le ™)z st 2 €M, (4.8)

y por lo tanto la condicion (4.7) implica simplemente v = —1. Esto lleva a que (4.6))
sea

/M P\ fg(z) (] e T |2)
— / 4P /(@) (] e T ) — / AP /(@) (7] e T |z) . (4.9)
M M

Esta ultima ecuacion tiene una clara interpretacion heuristica. La tltima integral
del lado derecho involucra caminos que deben atravesar el borde al menos una vez, y
que se corresponden con las trayectorias reflejadas de algiin camino de la primera de
las integrales del lado derecho. Por lo tanto, la funcién de los términos indirectos es

simplemente cancelar las contribuciones de los términos directos que tocan el borde.

66



Condicién homogénea de Neumann

Sea n' el vector unitario (es decir, que satisface g;;n'n’ = 1), normal al borde

OM. La condicion de borde homogénea de Neumann establece que

n' @e |2y =0 si 2/ €oM. (4.10)

83:”'

Como el borde puede ser descripto por la ecuacién x”

+1 =0, resulta que es posible

elegir n’ &5, ;. Esto lleva a que la condicion de borde sea

a g .
/D1 (2] e lz) =0 si 2’ € OM. (4.11)
Como z'P+t = —3'P*H vy ademas o/ = &' si 2’ € OM, resulta que la ecuacion ([{L.5)

se convierte en

) I d vy
97/ D+1 (@l TH|$>M - <(1 B w@x’DH + Oz'P+1

) (x’|e_Tﬁ|x>A7 si o' € OM.
(4.12)

Para resolver la condicion (4.11]), es necesario que sean nulos tanto el término pro-

porcional a &E,;QDH como también el término %. Esto se logra correctamente si

v =1, lo cual lleva a que (4.6) sea

[ el e )
- / AP /(@) (x] e T |2) + / AP /o) (i e~ |2y . (4.13)
M M

A diferencia de las condiciones de borde de Dirichlet, cabe mencionar que la

condiciéon homogénea de Neumann no posee una interpretacion heuristica sencilla.

Condiciéon homogénea de Robin

La condicion homogénea de Robin establece que

(niﬁi’i + S(m’)) (| e TH lz) =0 si 2’ € IM, (4.14)

pero por simplicidad se considerard solo el caso en el que S(x) = S = cte. En
este caso es posible escribir n' = 6}, /+/f(2’), y entonces la condicion de borde se

convierte en

1 A
( @) ax?aﬂ +S) @le™z)=0 si 2'edM. (4.15)
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/ _ i~ A A~ / s A
Como ', = =7, y ademas 2’ = 7’ si 2’ € OM, resulta que la ecuacion (4.5))

se convierte en

( ! 0 +s> (@|e |z

_ ( 11—~y 0 1 oy

VI 0w ) 057

+ (1 —l—”y)S) (x']e’Tﬁ]@M

si e oM. (4.16)

Al igual que en el caso Neumann, es necesario que en esta tltima expresion sean
nulos tanto el término que es proporcional a 81’+g+1 como también el término que no
es proporcional a dicho operador. Lo primero implica necesariamente que sea v = 1,
pero esto implica entonces que S = 0, lo cual es absurdo. Claramente, el método
hasta aqui desarrollado entra en un impasse, y debe desarrollarse una alternativa

que se adectiie a la condiciéon de contorno de Robin.

La alternativa [12] consiste en suponer que al hamiltoniano ‘duplicado’” se le

debe sumar un potencial extra Vy(x”71). Entonces, derivando (4.5) respecto de T'

se obtiene
0 |, , _rh
8_T <5L' |6 TH|x>M
_ a% ( <x’|6_T(g+Va(ng+1)) |:L“>/\7 NN <j/|€—T(ﬁ+V8(wD+l)) |J}>A7)
= —(H+ Vo)) ( (@M IR gy g o ] (0D ) )
2 ' ;
- _( — A+ m?t [a—]ﬂ + Va(fﬁD“)> (@™ |2) s
agp P=Pcl
(4.17)

donde A = \/ig@i (\/E gY 8j). Ademas, la comilla al final de algunos paréntesis denota
que el operador en su interior debe ser tomado respecto de x’.

Puesto que si se elige v = 1 vale que la ‘duplicaciéon’ hacia la variedad M se
realiza de forma par y continua, es posible integrar la segunda linea en ({4.17]) respecto

de un volumen ‘pegado a la variedad’ (es decir, con z'P*!

entre 0~ y 0%) y obtener
en consecuencia un resultado nulo. Entonces, realizando la misma integraciéon en la

tltima linea (y asumiendo también la continuidad de V), se obtiene
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2D+t aQV / .
/ AP G - A+ m® + + Va(zPF1) ) (a']le™|2)
2/ D+1=0— 6%02

P=Pcl

B R :E/D+1:0+
== [@ (V3P @ e ),

2/ D+1—0—

x/D+1:0+ .
+/ AP’ G V(2P (2l |e”TH|2) = 0. (4.18)

'D+1_—-0—

Como la ‘duplicacion’ es par resulta que la derivada normal es impar, y por lo tanto

B . D+t =
VGP g (), ()T ), Y

n'd) ('l z)

2/ D+1—0— f(l'/) /D+1—=0+ .
(4.19)
Esto lleva a
$/D+1:0+ .
1D+1 ~ 1D+1 1 —TH
Lo V) (e ),
zz[ﬁlnia;mﬂ%m o (420)
f@) wPr=0
Finalmente, tomando Vp(z'P*!) = —2—2

T §(x'P*1) se reproduce la condicion de
borde (4.14). En resumen, la ecuacion

toma en el presente caso la forma

/M P10 \/g@) (o] e T |2
- / AP /(@) (] e T |2) + / AP /g(x) (@] e T |z) | (4.21)
M M

donde

S
fa)

Hy=H —2 §(z'PHY

(4.22)

En resumidas cuentas, la ecuacion (4.22]) muestra que para tratar con condiciones

de Robin es necesario acoplar un potencial tipo delta al problema original.
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4.3. Funcional generatriz en el espacio de configu-

raciones

Habiendo explicado cémo el método de las imagenes lleva a la ecuacion y
como las condiciones de borde convierten dicha expresion en para condiciones
Dirichlet, en para condiciones Neumann o en para condiciones Robin,
es hora de explicar como calcular los elementos de matriz en términos de integrales
de camino, comenzando por el caso llano en el espacio de configuraciones.

Al trabajar sobre la variedad ‘duplicada’ M se elimina el borde, y por lo tanto
la mayoria de los métodos desarrollados en los capitulos anteriores siguen siendo
validos. En particular, son validas las ecuaciones ([2.54)), (2.55)), (2.56)), (3.17) y (3.19),

asi también como la funcional generatriz (3.20]). Para los términos directos, son

validos todos los resultados desarrollados en el capitulo |3, de manera que su célculo
puede realizarse sin introducir nuevas herramientas. En cambio, para los términos
indirectos debe tenerse en cuenta que el punto inicial no es idéntico al punto final,
lo cual puede inducir cambios en las funciones de Green y en el valor medio (1).

Si al trabajar con los términos indirectos se opta por calcular la funcién de Green
utilizando condiciones de contorno de Dirichlet, es inmediato ver que tampoco hay
diferencia alguna con el caso sin borde. Efectivamente, al separar las trayectorias
rectas r(t) = x + #(2/ — x) de las perturbaciones ¢(t), resulta que también en este
caso son validas las condiciones ¢(0) = ¢(7") = 0 que en la seccion han llevado
a obtener la funcion de Green . Asimismo, también es valido el calculo de la
seccion que lleva a obtener el valor medio (1).

La situacion cambia si se decide trabajar con caminos que satisfacen condiciones
periddicas. Al igual que en el caso sin borde, pueden elegirse los caminos sobre
M de manera tal que su punto inicial y final satisfagan condiciones periédicas.
En tal caso, es facil convencerse de que sblo las primeras D coordenadas cumplen
con esas mismas condiciones en M. La coordenada restante, en cambio, satisface
condiciones antiperiodicas. A esta coordenada conviene no separarla en la forma
2Pt = 2Bt + ¢PH(t) (o, equivalentemente, imponer x5, = 0) para que la
perturbacion ¢(t) también satisfaga condiciones antiperiodicas. Entonces, la integral
[ dP*t'z presente en no se realiza respecto de x5/, sino respecto del punto
inicial ¢P*1(0). Por este motivo, conviene definir 2P+ = ¢P*1(0). En resumen, las

condiciones que satisfacen las perturbaciones son

(4.23)



En otras palabras, las primeras D coordenadas satisfacen condiciones peridédicas, en
tanto que la (D + 1)-ésima satisface condiciones antiperiodicas. Para las primeras
coordenadas se puede proceder de manera analoga a la secciéon[3.2.2]y obtener enton-
ces la funcion de Green , en tanto que para la coordenada antiperiddica ¢”*!

se debe recalcular su funcion de Green G 4(t,t'), la cual satisface las condiciones

Ga(0,t) = =Ga(T' 1), (4.24)
.GA(O, t’) = — .GA(Ta t/) :

Como para las condiciones antiperiddicas no hay modos cero asociados al operador

—0?2, resulta que G 4(t,t') satisface la ecuacion
—0F Ga(t,t) =5(t—1'). (4.25)
Integrando dos veces con respecto a t y utilizando las condiciones (4.24)), se obtiene
T
1

Queda entonces por considerar el célculo del valor medio (1) con estas condiciones

1
Ga(t,t') = —§|t —t'|+ (4.26)

periddicas y antiperiodicas. Para ello puede simplemente partirse de la ecuaciéon
(B:-57). Al hacerlo, debe tomarse ¢y — ¢f = —22P*14%,, . Este resultado, al ser
insertado en (3.44)), lleva finalmente a

(1) = (ﬁ)wﬂm exp{ - (""CD#} | (4.27)

4.4. Funcional generatriz en el espacio de fases

Habiendo explicado en la secciéon como calcular los elementos de matriz en
términos de integrales de camino en el espacio de configuraciones llano, ahora se
procede a explicar como calcularlos en el espacio de fases curvo. El procedimiento
es practicamente anélogo, asi que gran parte del siguiente texto es idéntico al de la
seccion anterior, excepto por las ecuaciones calculadas y referenciadas.

Al trabajar sobre la variedad ‘duplicada’ M se elimina el borde, y por lo tanto
la mayoria de los métodos desarrollados en los capitulos anteriores siguen siendo
validos. En particular, son validas las ecuaciones ([2.41]), (2.42)), (2.43)), (3.16) y (3.18),

asi también como la funcional generatriz (3.60]). Para los términos directos, son

validos todos los resultados desarrollados en el capitulo |3, de manera que su célculo
puede realizarse sin introducir nuevas herramientas. En cambio, para los términos
indirectos debe tenerse en cuenta que el punto inicial no es idéntico al punto final,
lo cual puede inducir cambios en las funciones de Green y en el valor medio (1).
Con el mismo argumento de la secciéon anterior, es facil ver que si se opta por

calcular las funciones de Green utilizando condiciones de contorno de Dirichlet,
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entonces no hay diferencia alguna al caso sin borde, obteniéndose nuevamente las
funciones de Green . Asimismo, también es vélido el calculo de la secciénm
que lleva a obtener el valor medio (1). De hecho, también es valido el resultado
(3-96), debiendo tan solo realizarse el cambio g(z) — §(z).

La situacion cambia si se decide trabajar con caminos que satisfacen condiciones
periddicas. Al igual que en el caso sin borde, pueden elegirse los caminos sobre
M de manera tal que su punto inicial y final satisfagan condiciones periddicas.
En tal caso, es facil convencerse de que sélo las primeras D coordenadas cumplen
con esas mismas condiciones en M. La coordenada restante, en cambio, satisface
condiciones antiperiddicas. A esta coordenada conviene no separarla en la forma
Pt = 228 + ¢PTL(t) (o, equivalentemente, imponer x5} = 0) para que la
perturbacion ¢(¢) también satisfaga condiciones antiperi6dicas. Entonces, la integral
Ik dP*'x presente en no se realiza respecto de xgj\“/[l, sino respecto del punto
inicial ¢”?*1(0). Por este motivo, conviene definir P! = ¢P*1(0). En resumen, las

condiciones que satisfacen las perturbaciones son

(4.28)
PD+1(0) = —pp4+1(T)
g" 1 (0) = —¢"*(T)

En otras palabras, las primeras D coordenadas satisfacen condiciones periodicas, en
tanto que la (D + 1)-ésima satisface condiciones antiperiddicas. Para las primeras
coordenadas se puede proceder de manera analoga a la seccion y obtener en-
tonces la funcién de Green , en tanto que para la coordenada antiperiodica
¢”*! se deben recalcular sus funciones de Green G;4(t, '), las cuales satisfacen las

condiciones

G114(0,') = =Gpa(T, 1) ,
G124(0,t') = —Ghaa(T, ') , (4.29)
G214(0,1) = =Go1a(T, 1),
Ga24(0,t") = —Goou (T, 1) .

Como para las condiciones antiperiddicas no hay modos cero asociados al operador
.. 2 —id, . , . .
matricial , resulta que las funciones G;;4(¢,t") satisfacen la ecuacion

z@t

<-2 —i8t> (GllA(t,t’) G12A(t,t’)) _ (5(t—t’) 0 > O s0)
z@t 0 G21A(t,t,> GQQA(t,t/) 0 5(t—t/>

72



Resolviendo esta ecuacion matricial con las condiciones (4.29)), se obtiene
Gua(t,t') Gua(t,t')) 0 i*Gal(t,t) (4.31)
Gora(t,t) Gaoul(t,t)) — \i*Ga(t',t) 2GAtT) )’ '

donde las funciones de Green son

T

X 4 (4.32)
*Ga(t,t) = 0,Ga(t — t') = —§e(t —t).

1
Ga(t,t)=Ga(t —t) = —§|t — |+

Queda entonces por considerar el célculo del valor medio (1) con estas condiciones
periddicas y antiperiédicas. El argumento para calcularlo es idéntico al expuesto en
la seccion anterior, partiéndose esta vez desde y obteniéndose entonces un
resultado similar a pero involucrando la métrica g;;(x) = f(x9)d;; evaluada
en puntos del borde zy = (z!,...,2”,0). El resultado es

(1) = (Qf;))(mm o - <°””D;>2f<xa>} | (133)

4.5. Valor medio de la delta de Dirac y funcién de

Heaviside

Al calcular el potencial efectivo 0 en la variedad ‘duplicada’ M
debe utilizarse la métrica y el potencial (ademas de si se trabaja
con condiciones de borde de Robin). Esto conduce a que sobre el potencial efectivo
aparezcan deltas de Dirac y funciones de Heaviside. Al trabajar con la expresion
perturbativa 0 surgen entonces valores medios de la forma (6(q + x))
y (6(q¢+ x)) (posiblemente acompanados de varios campos ¢ y p). En la presente
seccion se discute como calcularlos.

Antes de proceder, debe notarse que los valores medios de estas distribuciones
no son exclusivos de variedades con borde; en variedades sin borde también pueden
aparecer en cualquier punto donde la métrica g;;(z) sea no derivable, gracias a los
contratérminos —R + g“T},T%. Entonces la discusion de la presente seccion bien
podria haber sido parte del capitulo |3} No obstante, debido a que en variedades
sin borde estas distribuciones pueden no aparecer (efectivamente, no aparecieron en
ninguna de las aplicaciones de la seccion pero si aparecen necesariamente en
variedades con borde, se ha decidido presentar recién aqui este tema.

La clave para calcular los valores medios de estas distribuciones consiste en uti-

lizar sus desarrollos de Fourier

§(z) = / Z—‘;eiwx, (4.34)
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0(z) / Cdw o (4.35)

L 2miw—i0

Esta tltima expansion eventualmente es acompanada por

w —10 w

L _ PV(l) +imd(w) | (4.36)

donde PV es simplemente el valor principal.

Con este método, se puede observar que el problema de calcular valores medios
que involucren a d(q + x) y #(q + x) se convierte en el problema de calcular valores
medios que involucren a e™4. El calculo de estas cantidades se realiza de manera
similar a y , excepto que tras realizar las derivaciones no deben eva-
luarse todos los campos fuentes en 7 = 0, sino que el campo fuente asociado con la

coordenada presente en la exponencial debe ser evaluado en j = wd(t — t1).

A continuacién se listan algunos valores medios que involucran a la exponencial
e™4. Concretamente, se escogieron aquellos que resultan relevantes para la aplicacion
de la seccion . Para simplificar la notacion, se define xy = (2, 22,...,2P,0). Si

en la ultima coordenada se asignan condiciones periédicas, se obtiene

<6_iqu+l(t1)> _

<qD+1 (tl)e—iqu+1(t1)>

(pi(tl)e_i”qDH(t1)> -

(
(
0
(pi(t) g (tr)e 1) =0,
(
(

(D+1)/2 2
(pi(t)p (tr)e™ 0" 0) = %) %5“ eXp{ N Tj;fc(ua:)} ’
- P F(z) (D+1)/2 . T w2
(pi(ta)p;(t)a”* (tr)e W)= F) (=) 3305 exp {_ 12 f(x)
(4.37)

En cambio, si en la tiltima coordenada se asignan condiciones antiperiodicas, se tiene

(D+1)/2 D+1\2
<e—iqu+1(t1)> — (%) exp{ — (@ T ) f(xa)}

T w?
X“p{‘lfuw}’




47T T
T w T w?
3 T eXp{ T f(:va>}

T

2
X (—’L)% <5Zj — 57;D+15D+1’j) exp{ — g%} .
(4.38)

Resulta entonces que el presente método para calcular los valores medios de

(pi(t1)p; (1) g (tr)e e () = (ﬂwa))wﬂm eXp{ - @Dﬂ)zﬂxa)}

las deltas no requieren la introducciéon de nuevas herramientas ni trucos, ya que
pueden calcularse directamente mediante la funcional generatriz. Por otro lado, el
método también introduce una nueva integral (respecto de w). Dicha integral para la

distribucion delta de Dirac es inmediata, mientras que para la funcién de Heaviside

requiere del uso de (4.36]).

4.6. Resumen: términos directos e indirectos

A continuacién se resumen los resultados de las secciones anteriores, poniéndolos

a todos ellos juntos en pocas expresiones.

Términos directos

En primer lugar, considérese la integral directa en la ecuacion (4.6) pero ana-
diendo el potencial extra que aparece con las condiciones de borde de Robin, es

decir

/M AP+ /g_(m) (z] 6—T(ﬁ’+Va(mD+1)) |z) (4.39)

donde H' + V(2P = H —m? — 2\/%5(3313“), en tanto que H es simplemente el

mismo hamiltoniano H de la particula ficticia pero ‘duplicado’. A continuacién debe

realizarse el reemplazo x — x + ¢ y utilizar las integrales de caminos en términos de

q.
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Si se trabaja en el espacio de configuraciones llano, la integral directa se convierte

/ dD+1x/qu_S[Q] :/ dPHig <e_f0TdtHi“t(‘I)> , (4.40)
M M

donde Hjy(q) esta dado por

entonces en

a_v] L, S
ag02 p=pc1(z+q) f(l' + Q)

Para resolver el valor medio en (4.40) se expande la exponencial y se calculan los

Hiula) = | SEPH P ()

valores medios en cada término segtin se describe en las secciones .3y

Si en cambio se trabaja en el espacio de fases curvo, la integral directa se convierte

/ dDHx/DqueS[q’p] :/ dPtiy <ef0Tdtht(q’p)> , (4.42)
M M

donde Hiy(q,p) esta dado por

entonces en

mt qp |:

1 ]y’j ey
fatq J@l° "
[R r+q)—3g"

1
1 I + q)Th(x + )T (z + q)]
5]

0 <p el (z+q)

2 5 D+1 D+1
ﬂx+@ @y e,

(4.43)

+

donde se ha usado f(z) = 8(zP*) f(z) +60(—zP+) f (). Para resolver el valor medio
en (4.42)) se expande la exponencial y se calculan los valores medios en cada término
segtn se describe en las secciones [£.4] y (1.5

Términos indirectos

Ahora considérese la integral indirecta en la ecuaciéon (4.6)), nuevamente ana-
diendo el potencial extra que aparece con las condiciones de borde de Robin, es

decir

/ AP+ \/g(x) (7| e—(ﬁ’+Va(acD“)) |z) (4.44)
M

donde H' + Vy(zP+) = H — m? — 2%5(3?“), en tanto que H es simplemente

el mismo hamiltoniano H de la particula ficticia pero ‘duplicado’. A continuacién
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debe realizarse el reemplazo x — x + (Z — x)t/T + ¢ = x — 22PT1/T + q y utilizar
las integrales de caminos en términos de q.

Si se trabaja en el espacio de configuraciones llano, la integral indirecta se con-

vierte entonces en

/ dDJ’_lx/'Dq e_S[q} :/ dDJ’_lx <e_f0TdtHint(Q7[j)> , (445)
M M

donde Hiy(q, q) esta dado por

D+17 ,.D+1
+(q,q) {q |7
92y
{W] (4.46)
P71 p=pu(x—22D+1t/T+q)
S
o 2 5(I‘D+1 + qD—f—l) ]

Ve —22PH /T + q)

Para resolver el valor medio en (4.45) se expande la exponencial y se calculan los

valores medios en cada término segin se describe en las secciones 4.3| y

Si en cambio se trabaja en el espacio de fases curvo, la integral indirecta se

convierte entonces en

. 1/4
/ (—ggg) dD“:):/Dque‘S[q”’] z/ APy <e‘ffJTdtHim(q’p)> ;o (447)
M M

donde Hiy(q,p) esta dado por

D+1

[f(:lf - 2fifrDl‘“t/T +4q) f(-%’)}
- }1 {PL (x - 2%#’“ + q)

g t ~ t ~ t
— g7 x— QTQCDH + q) r, (x - QTxDH + q> Ffl (x - 2fxD+1 + q)}

07 pip; + 2i PD41

5]
0? =pa(z—22P+1t/T+q)

S
-2 5 D+1+ D+1 )
N e T A

(4.48)

Notese que el cociente g(x)/g(z) en (4.47]) desaparece porque la métrica es duplicada
de forma par respecto de zP*1, lo que implica que §(z) = §(Z). Para resolver el valor
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medio en (4.47) se expande la exponencial y se calculan los valores medios en cada

término segin se describe en las secciones [1.4) y [£.5

Condiciones de borde

Finalmente, segtn el tipo de condiciéon de borde que se posea, a la integral directa
se le debe sumar o restar la integral indirecta. Ademés, puede que se deba forzar a
que la funcion S sea igual a cero. La lista siguiente resume cémo proceder segtn los

tres tipos de condiciones de contorno analizados.

= Condicién homogénea de Dirichlet: se impone S = 0 y se calcula la integral

directa menos la integral indirecta.

» Condicién homogénea de Neumann: se impone S = 0 y se calcula la integral

directa mas la integral indirecta.

= Condicién homogénea de Robin: se mantiene S # 0 y se calcula la integral

directa mas la integral indirecta.

4.7. Aplicacién: coeficientes de Seeley-DeWitt en la
bola B!

Los resultados del presente capitulo pueden ser inmediatamente aplicados al
calculo de los coeficientes de Seeley-DeWitt en la bola llana BP*! de radio L, es
decir, el interior de la esfera SP.

En primer lugar, considérese a la variedad llana BP*! inmersa en RP*! de
manera que puede ser descripta por un sistema de coordenadas y° que satisfacen
89"y < L?. El borde de dicha variedad es 9BPT! ~ SP| y puede ser descripto
mediante 6;;y'y’ = L.

A continuacion considérense las siguientes transformaciones, que representan una

“proyeccion estereografica generalizada™

i 2Lyi ..
x_LL2+5jkyjyk—2LyD+1 $=0n D (4.49)
D+1 L? — 5jkyjyk '

i L2 + 6]kyjyk _ 2LyD+1

Es inmediato notar que estas nuevas coordenadas satisfacen que cada z’ toma valores

D+

en todo Rsii=0,...,D, que 2Pt > 0, y que 2P*! = 0 se corresponde con el
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borde d0;;y'y? = L?. Por su parte, la transformacion inversa a ([4.49) es

2L

"'=1L : ii=0,...,D

4 L2 4 6j,xiak 4+ 2LaP+1 SLe AR ’ (450)

D1 _ djn’at — L? '

4 L2 + §jpaiazk + 2La P+
Respecto del diferencial de longitud ds, es posible escribir
o oy’ oy’ 4 LA 6y
ds® = 0,dy'dy’ = 6, | == | | == |dz"da! = dada!
° 109y / (8:6’“) (8xl) v [L? + dppaxma™ + 2LaP+1]? T

(4.51)

lo cual implica que la métrica (conformemente plana) inducida por la proyeccion es

(o) = 2L )25@ . (452)

L2+ 6,,,x™x" + 2LxP+1

La meétrica inversa es entonces

ST (4.53)

¢ () = <L2 + ™™ + 2L:1:'D+1>2 .
la cual puede observarse que resulta proporcional a un polinomio cuartico respecto
de las coordenadas z°. Por este hecho, el estudio de los coeficientes de Seeley-DeWitt
de la variedad BP*! llana es més sencillo si se trabaja en el espacio de fases. En lo
sucesivo, se trabajara precisamente en dicho espacio.

A continuacioén, considérese la variedad ‘duplicada’ BP+1. Su métrica se obtiene
extendiendo de forma par sobre xP*! a la métrica en BP*!. En otras palabras, la

métrica inversa ‘duplicada’ es

L? + dppna™ 3" + 2L|xD+1’) 0ij = {h(x) — f(z) 9(—$D+1)}5ij (4.54)

i = L

donde
hx) L2+ 5, ama™ + 2LxP+1 2
xr) =
" 2L? o ’ (4.55)
L+ ,,2™x™)x
A partir de (4.54) es posible calcular
2L bt
P — —(D+1)/2 _
T 110 =M = (i) 459
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asi como también los términos de curvatura del potencial efectivo, los cuales resultan

- E@) + g”(x)fik(x)ffl(x)
L%+ 6,2 ™ D—1
—_—9D e 5($D+1) + 4T$D+19(—$D+1)
D—1

71 L? + 6, px"a™ 4+ 2LaPH

(4.57)

Estos resultados junto con la técnica desarrollada en el presente capitulo (re-
sumida en la seccion permiten calcular la traza para un campo escalar
en BP*! con condiciones de borde homogéneas de Dirichlet, Neumann o Robin. A
continuacion, se aplican estos resultados al calculo de los primeros tres coeficientes
de Seeley-DeWitt para el caso libre sobre una variedad euclidea con forma de disco
(es decir, en B?). En particular, esto lleva a obtener la anomalia conforme de dicha

teoria.

4.7.1. Anomalia conforme de un campo escalar libre en un

disco

En la presente seccién se busca calcular los coeficientes ag(B?), ai(B?) y ay(B?)
de la expansion para la teorfa libre (con V = 0), y finalmente usar la ecuacion
para obtener la anomalia conforme (integrada) de la teoria. Por medio de la
propia expansion es inmediato observar que para lograr el objetivo propuesto,
es necesario calcular la traza hasta orden T°. Para ello, es ttil recordar que g
y p son de orden TV/? y T—1/2 respectivamente, y que en consecuencia w es orden
T2y 22 es orden T"/2. Teniendo esto en cuenta, es sencillo ver que los términos
que se calculan a lo largo de toda la presente seccion son los tinicos necesarios para

obtener los coeficientes deseados.

Antes de comenzar efectivamente con los céalculos, se aclara que se opta por
trabajar en el espacio de fases con trayectorias que satisfacen condiciones de contorno
(anti-)periodicas. De este modo, son validos todos los valores medios explicitados en

la seccion (4.5
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Términos directos

El potencial efectivo para los términos directos de la presente teoria se puede
calcular mediante (4.43)), resultando

mﬂ%mz[Mx+m—mm+fu><l”ﬂ&w@

— f(z+q) 67pip; 0(=2* — ¢°) (4.58)
1[ L% + 6
e VORI LESYe)

Al calcular la traza es necesario integrar sélo sobre la region z”*! > 0, lo
cual lleva a que la funcion de Heaviside en la primera linea de ({4.58]) sea igual a
cero. Con esta consideracion en cuenta, resulta que el potencial efectivo se simplifica

ligeramente, resultando

Hin(g,p) = [h(x +q) — h(m)] 0"pip; — f(z +q) 07pip; 0(—2* — ¢*)

LD+ (o' +¢")* + (2° +
_5{ (= q}/g (2" + 4°) +4\/ (x+q)S|6(z* + ¢*)

(4.59)

Para calcular los diferentes valores medios con este potencial efectivo, es necesario
utilizar las ecuaciones , que se corresponden con condiciones periddicas para
las trayectorias en el espacio de fases. Al tener condiciones peridédicas sobre la tltima
coordenada, estas ecuaciones son apropiadas para el calculo de los términos directos.
Para el presente caso, debe tenerse en cuenta que D = 1y g(x)™%/2 = h(z) =

(L2+(a:1)2+(x2)2+2L12 )2
2L2 ’

Ahora bien, la contribucién a orden 7! de ([4.42) es simplemente

/B2d2:c (1) = 4L—T : (4.60)

Siguiendo con cuidado los 6rdenes en T de los propagadores, es facil ver que no
hay orden 7~'/? proveniente de los términos directos. Finalmente, el orden 7° est4
dado por tres términos provenientes de ‘bajar’ una sola vez al potencial efectivo.
Dichos tres términos son los siguientes, correspondiendo cada uno de ellos a los tres

términos que conforman al potencial efectivo (4.59):

52 d*z h(z )5z'j5kl (xl + L(%) /OT dt1< I (t )pk(tl)pl(t1)> 0, (4.61)
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2/ d2z /dtl/ o e
52 2 w — 10

x §U <pi(t1)pj (t1) <q;2 + q2(t1))e*iwq2(t1)>

1 L2 1 2 2 5 5
§/ d21‘|: +<$£3 Qf —{—4\/_S:|/ dtl/ —zwz < —iwq (t1)>
B2

1 LS
:Z+T+O(\/_). (4.63)

Finalmente, sumando las ecuaciones (4.60) a (4.63) resulta que la integral directa
de la traza es

~ 2
/ d?z+\/g(z) (z| o (Vo) ) = L L ES, OWT) . (4.64)
52 AT "6 2

Términos indirectos

El potencial efectivo para los términos indirectos de la presente teoria se puede

calcular mediante (4.48]), resultando

t -~
Hin(q,p) = {h <:L“ — 2Tx2 + q) — h(fﬁ)] 0 pip;

. [f(x—z%x2+q)0<— x2<1 —2%>—q)

2

—f (93)9(—:162)] 8 pip; + 2@% P (4.65)
1 {L2 + S (= 22%)T + ¢)™ (v — 22%t /T + q)"
2 13

+ 4 +/h(z — 222t)T + q) S] 5<$2(1 —2t)T) + q2> .

Segun se sugiere en la seccion (4.4)), al trabajar con condiciones periodicas en los
caminos (antiperiodicas en la ultima coordenada para los términos indirectos) debe

b+l = 2 DF 1 presente en Hiy(q,p)

pensarse que la coordenada de centro de masa x
es nula. De esta manera, toda la dependencia con zP”*! recae en los valores me-

dios a través de (1). Esta consideracion simplifica ligeramente al potencial efectivo,
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resultando

Hint(Qap) 4L4

2

_ E<L2 n (xl i q1)2 i (q2)2> 7 69 pipje(—q2)

B % {LZ e +Lgl)2 ALEEY rE) S} 3(q”)

[(LQ + (@ + )+ () + 2Lc12)2 - <L2 + (951)2)2} 3 pip;

(4.66)

Para calcular los diferentes valores medios con este potencial efectivo, es necesario
utilizar las ecuaciones , que se corresponden con condiciones periddicas en 2! y
antiperiodicas en x? para las trayectorias en el espacio de fases. Al tener condiciones
antiperiodicas sobre la tltima coordenada, estas ecuaciones son apropiadas para el
calculo de los términos indirectos. Para el presente caso, debe tenerse en cuenta que

_ 20 (21)21 (£2)2 221\ 2
DZlyg(l’) 1/2:h(x):(L+( )-21-22)+2L )

Ahora bien, siguiendo con cuidado los érdenes en T' de los propagadores, es fécil
ver que no hay orden 7! proveniente de los términos indirectos. Por otra parte, la

1/2

contribucion a orden 7~ "/“ es simplemente

/Bgz%u) = g\/; (4.67)

Finalmente, el orden TV esta dado por tres términos provenientes de ‘bajar’ una sola
vez al potencial efectivo. Dichos tres términos son los siguientes, correspondiendo

cada uno de ellos a los tres términos que conforman al potencial efectivo (4.66]):

e [ (2 @) 80 (o 4 (L - 22 /OTdt1< T(Opr(t)pi(t) ) =0,
(4.68)

. 3 2 1
2 d2 dt 5] ; t (¢ 2 t —iwg?(t1) _ _ -
/Bz / 1/ 275 w — 40 <p ( 1)p]( e (t)e > 4"’

%/ i [L GO 5}/ dtl/ dw< i <t1>> i+L2_S. (4.70)
BQ

Finalmente, sumando las ecuaciones a ([4.70]) resulta que la integral indirecta
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de la traza es

/32 %0 /(@) (@ e (Vo) |0y — %\/;+ LTS + OWT) . (4.71)

Coeficientes de Seeley-DeWitt y anomalia conforme

Para encontrar la traza del operador de evolucion en el disco deben sumarse o

restarse (dependiendo de las condiciones que satisfaga el borde) la integral directa

(4.64) y la integral indirecta (4.71]). Al hacer esto, y suponiendo por simplicidad
que el campo escalar no tiene masa (de manera que las ecuaciones (3.6]) y son

iguales) resulta

;1
Trge e TH = T 7TL2:|:\/7T3L2T—|—< +27r(1:|:1)LS)T+(’)(T3/2)} . (4.72)

A continuacién se escribe esta traza segun las condiciones de borde.

» Para condiciones homogéneas de Dirichlet (es decir, con el signo ‘—’ y con
S =0), resulta

;s L?* /7L
T TH Y 2 4.
g2 € ~ T T + (4.73)

» Para condiciones homogéneas de Neumann (es decir, con el signo ‘4’ y con
S =0), resulta

; TL
Trge e TH ~ — Z;_ (4.74)

» Para condiciones homogéneas de Robin (es decir, con el signo ‘+’y con S # 0),
resulta

3 L? mL
Trge e TH ~ T :1/\;_ < + LS> (4.75)

Todos estos resultados se encuentran en perfecto acuerdo con lo que se puede calcular
a partir de [21].

Tomando nuevamente la ecuacion (4.72)), es inmediato ver que los coeficientes de
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Seeley-DeWitt son
ap(B?) = 7w L* = Vol(B?),
a1 (B?) = TV L2 = :F%%vol(sl) - :F\/gvol(azsﬂ),

as(B?) = 2#(% +(1F 1)LS) = 27r(1 + 2LS) ,

(4.76)

3
donde en el ultimo paso se ha usado que el signo ‘—’ s6lo aparece en el caso S =

0. Finalmente, por medio de la ecuacion (2.78) es inmediato ver que la anomalia

conforme (integrada) es

2
/ aze iy = 28 1 g (4.77)
B2 47T 6
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Capitulo 5
Conclusiones y trabajo futuro

De forma resumida, fueron presentadas las herramientas necesarias para desa-
rrollar el formalismo linea de mundo, construyendo la primera cuantizaciéon de una
particula puntual en la formulacion time-slicing tanto en el espacio de fases como
en el espacio de configuraciones. Para ello se incluyé una discusion sobre el orden
de Weyl y se postuldé un hamiltoniano para un bosén libre que resulta invariante
ante transformaciones generales de coordenadas. Como las integrales de caminos en
el espacio de configuraciones requerian la introducciéon de campos ghost, se limito el
analisis en este espacio para el caso llano donde dichos campos no son necesarios,
relegando el estudio de los espacios curvos solo al espacio de fases. Paralelamente,
se comentaron varios elementos de teorias cuanticas de campos aplicadas al caso de
un campo escalar real, a saber, su funcién de particiéon, la accion efectiva a un loop,
las anomalias — con énfasis en la anomalia conforme — y las funciones .

Con las herramientas presentadas se procedié a construir el formalismo linea de
mundo para variedades sin borde con curvatura no singular. Se comenzo establecien-
do la correspondencia entre el operador de fluctuaciones cuénticas de una teoria de
campos con el hamiltoniano de una particula puntual. Luego se defini6 la funcional
generatriz, herramienta crucial para realizar los calculos de los correladores, tanto en
el espacio de fases curvo como en el de configuraciones llano. Los resultados fueron
aplicados a una serie de problemas diversos: en primer lugar, se estudi6 la termodi-
namica de un campo escalar libre y sin masa en S' calculando la correspondiente
funcion de particion y, a partir de la misma, la entropia, energia y presion de vacio.
Luego se calculd la funcién 3 de la teoria Ap*, debiendo previamente obtenerse la
accion efectiva de dicha teoria a un loop. Por tltimo, se calcul6 la anomalia conforme
de un campo escalar libre y sin masa en S2.

Los conocimientos hasta aqui desarrollados permitieron extender el estudio a al-
gunas variedades con borde y con curvatura no singular; concretamente, se considero
como variedad de estudio al semiespacio R” x RT con métrica conformemente llana.
Introduciendo el método de las imagenes, se establecié coémo una reflexion simétrica

de tanto el potencial como de la métrica permiten convertir el problema de estudio
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en uno cuya variedad no posee borde pero si una curvatura singular (descripta solo
en términos de deltas de Dirac y funciones de Heaviside), detallando también cémo
simular las condiciones de borde en esta nueva variedad ‘duplicada’. Como caso par-
ticular, se mostré como simular las condiciones homogéneas de Dirichlet, Neumann y
Robin. Luego se redefini6 la funcional generatriz para poder calcular correctamente
los correladores. Por ultimo, se aplicaron los resultados obtenidos para estudiar el
calculo de los coeficientes de Seeley-DeWitt de una teorfa de campo escalar en la
bola BP*! — cuyo borde es la esfera S” —, definiendo la trasformacion que mapea
dicha bola al semiespacio. Como caso ain mas particular, estos resultados fueron
utilizados para calcular los primeros tres coeficientes de Seeley-DeWitt en el disco
B2, obteniendo la anomalia conforme de un campo escalar libre y sin masa en dicha

variedad.

El objetivo principal del presente trabajo de diploma consistié en mostrar una
técnica que permite el estudio de teorias de campos cuanticos en algunas variedades
con borde. El procedimiento exhibido admite una amplia gama de generalizaciones
y aplicaciones concretas. Hasta ahora, en la literatura sélo se ha establecido una
formulacion de linea de mundo para el estudio de campos cuanticos en variedades
con bordes llanos (excepto en [14]): en primer lugar, condiciones de Dirichlet y
Neumann fueron analizadas en ; luego, con base en , se consideraron
condiciones de borde de Robin [12] y condiciones de matching especificas [23] en
interfaces llanas. El procedimiento descripto en el presente trabajo para el interior
de una esfera puede ahora — ademas de ser aplicado a interfaces curvas — utilizarse con
estas condiciones de matching mas generales, y se espera lograr la misma eficiencia

de calculo previamente observada utilizando técnicas de primera cuantizacion.

También merece ser considerada la extension a otro tipo de condiciones de bor-
de. En fue construida una medida browniana que describe apropiadamente a
todas las extensiones autoadjuntas para una particula unidimensional comprendida
entre paredes infinitas. En [25], este resultado fue generalizado a la familia infinito-
dimensional de condiciones de borde para una particula en el semiplano; seria in-
teresante considerar si esta formulacion admite una representacion en el formalismo
linea de mundo (si se apunta a considerar las condiciones de borde més generales ,
deben tenerse en cuenta las dificultades discutidas en [27}2]).

En este contexto, también seria interesante rever el detallado anélisis en [29] (ver
también ,) que muestra que la energia de Casimir en presencia de superficies
fisicas contiene divergencias que no pueden ser removidas mediante contratérminos
adecuados en la lagrangiana. Estas divergencias son inocuas a la hora de computar
las fuerzas de Casimir entre diferentes superficies, pero generaron dudas acerca de
la correcta definicién de la tension de Casimir en cada una de ellas. De hecho, el
problema aparece en la vecindad de bordes tipo delta, por lo que el formalismo

linea de mundo podria ser aplicado a estos modelos pues los resultados expuestos
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en el presente trabajo ya incorporan fondos del tipo delta, y pueden ser facilmente
adaptados al calculo de densidades de energia.

Estas generalizaciones no sélo se motivan por las aplicaciones a calculos analiti-
cos. En las tltimas dos décadas, el formalismo linea de mundo ha probado ser una
herramienta poderosa para la computacion numérica de cantidades fisicas en teorias
cuanticas de campos. Este enfoque se originé en la evaluacién numérica de acciones
efectivas en problemas analiticamente resolubles [32], pero desde entonces ha sido
utilizado en una amplia variedad de contextos. En fue usado en su forma de
Minkowski para estudiar la producciéon de pares por un fondo inhomogéneo. En par-
ticular, los métodos numéricos de linea de mundo son unas de las pocas alternativas
existentes con las cuales comparar los resultados experimentales vinculados al efecto
Casimir (considerado por primera vez en ; ver por ejemplo sus aplicaciones a otras
geometrias en y a medios mas realistas en ) En este contexto, analisis
numeéricos basados en lineas de mundo han sido utilizados para determinar el ran-
go de validez del esquema conocido como “proximity force approximation” .
En el método fue puesto a prueba computando las condiciones de energia po-
sitiva en varios arreglos de Casimir. Estos métodos numéricos estan basados en una
generacion Monte Carlo de ensambles linea de mundo que, aparte de proveer una
imagen intuitiva de la naturaleza no local de las fluctuaciones cuéanticas, es compa-
rativamente barata gracias a su naturaleza probabilistica (ver [41H44]); se considera
que las expresiones analiticas del presente trabajo de diploma pueden ser usadas
para poner a prueba las computaciones numeéricas en otras geometrias (como por
ejemplo, geometrias esféricas).

Atn mas importante, los métodos numéricos basados en lineas de mundo han
sido principalmente aplicados a bordes rigidos pero atin no han sido implementa-
dos bajo condiciones de Robin. La técnica mencionada en el presente trabajo de
diploma junto con |]f|, pueden motivar tal implementaciéon. Notese finalmente
que el método del presente trabajo no contiene ningtn anélisis de las condiciones de
energia (relevantes en espacios curvos). Estas lineas de investigacion se encuentran

actualmente en progreso.
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