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7. A mis mejores amigos, Lucas, Sol y Celia.
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Prefacio

En el año 2003, el profesor D.V. Vassilevich recopiló gran parte de la
información existente hasta la fecha sobre la utilización del heat-kernel en
el cálculo de la regularización de la acción efectiva [1]. Este review contiene
117 páginas de las cuales hay solamente 6 dedicadas a la presentación de
problemas singulares, los cuales son:

1. Potenciales no integrables, como el oscilador armónico.

2. Singularidades cónicas, como las que aparecen en las soluciones clási-
cas de las ecuaciones de Einstein.

3. Teoŕıas de Mundo Brana, en las cuales la métrica es singular sobre
la superficie.

4. Contornos no suaves, como por ejemplo, las esquinas en un dominio
rectangular.

5. La propagación, en medios dielétricos, de ondas electromagnéticas de
velocidad variable.

El estudio de cada uno de estos sistemas conlleva a resultados diferentes a
la teoŕıa general para potenciales regulares presentada en [1].

Estas observaciones sirven como motivación matemática para que en
este trabajo estudiemos la función ζ de un operador singular en un intervalo
compacto, encontrando que los polos se presentan como habŕıa de esperarse
en el caso regular, salvo por la aparición de un polo doble. Esto implica
que el desarrollo del heat-kernel posee términos logaŕıtmicos, tal como fue
conjeturado en 1980 por Constantine Callias y Clifford H. Taubes [2].
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el presente caṕıtulo se presentarán algunos conceptos de Teoŕıa
Cuántica de Campos, como la acción efectiva y la enerǵıa de Casimir de
un campo cuántico.

La idea desarrollada originalmente en el trabajo de Casimir [4], dedicado
al estudio de la interacción entre dos placas conductoras como un efecto
del vaćıo cuántico, se ha utilizado ampliamente en distintos modelos, dado
que la enerǵıa de Casimir depende profundamente de la geometŕıa. En [5]
se mencionan algunas aplicaciones, como por ejemplo, las placas paralelas
neutras en el vaćıo [6], dinámica de campos sobre membranas en teoŕıa
M [7], modelos de quarks en el núcleo atómico [8], etc. En particular, un
modelo que se cita es una aproximación semi-clásica de la estructura del
electrón [9], en el cual se propone un modelo de electrón formado por un
cascarón esférico que se mantiene estable debido a un equilibrio entre la
enerǵıa electrostática repulsiva y la enerǵıa de Casimir atractiva del campo
en el interior del cascarón.

En Teoŕıa Cuántica de Campos, el cálculo de las cantidades f́ısicas (ac-
ciones efectivas, enerǵıas de vaćıo, amplitudes de dispersión, etc.), conduce,
en general, a valores formalmente divergentes, por lo cual se requiere de
un método para extraer resultados finitos. Por ello, se presentarán las fun-
ciones espectrales denominadas heat-kernel y función ζ, utilizadas para
regularizar las divergencias en las enerǵıas de Casimir y obtener resultados
f́ısicos finitos.

Más allá de las técnicas anaĺıticas, analizaremos la posibilidad de im-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

plementar una técnica numérica factible de aplicar en casos generales.

Los conceptos desarrollados en esta introducción serán estudiados más
en detalle en los siguientes caṕıtulos. A lo largo de este caṕıtulo y en toda la
tesis se utilizarán las convenciones de tiempo eucĺıdeo, c = 1 y ~ = 1, aun-
que en algunos resultados de este caṕıtulo, para exponer manifiestamente
el carácter cuántico, se mantendrá ~.

1.1. Acción efectiva

En esta sección, escribiremos la acción efectiva en su aproximación a
1-loop para un campo escalar φ(x). En general, el procedimiento puede
extenderse a campos fermiónicos y de gauge, si se considera que las expre-
siones que siguen llevan impĺıcitas las sumas sobre ı́ndices espinoriales, de
Lorentz o de gauge, según corresponda.

Consideremos entonces un campo escalar real φ(x) definido sobre una
región M ⊂ Rm con borde ∂M, donde x ∈ M. La dinámica del campo
φ(x) está determinada a partir de una acción S[φ]

S[φ] =

∫
M
dx L (φ, ∂φ) , (1.1)

donde L es el lagrangiano que define la teoŕıa. La solución clásica φ0(x) de
las ecuaciones de movimiento es la configuración que minimiza la funcional
S[φ],

δS[φ]
δφ(x)

∣∣∣
φ=φ0

= 0 . (1.2)

Como ejemplo, se escriben a continuación los lagrangianos correspondien-
tes a un campo escalar libre masivo, al campo electromagnético y a un
fermión masivo, respectivamente. Se detallan también las correspondientes
ecuaciones de movimiento de Klein-Gordon, Maxwell y Dirac:

L = 1
2(∂tφ)2 − 1

2(∇φ)2 − m2

2 φ
2 →

(
∂2
t −∇2 +m2

)
φ = 0,

L = −1
4FµνF

µν → ∂µF
µν = 0,

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ → (iγµ∂µ −m)ψ = 0.

(1.3)
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En Teoŕıa Cuántica de Campos, el campo se reinterpreta como un ope-
rador (φ(x) → φ̂(x)) cuya dinámica está regida por la acción (1.1). Una
alternativa para cuantizar el campo φ(x) está dada por las integrales fun-
cionales, una generalización de las integrales de camino de Feynman. En
esta formulación, las funciones de correlación de la teoŕıa (que determinan
las amplitudes de dispersión) en presencia de una fuente externa J(x) están
dadas por1

〈0|T φ̂(x1) . . . φ̂(xn)|0〉 =
1

Z[J ]

∫
Dφ e−

1
~S[φ]+ 1

~ (J,φ)φ(x1)...φ(xn) . (1.4)

En esta expresión |0〉 es el estado de vaćıo de la teoŕıa, la funcional gene-
ratriz Z[J ] está dada por

Z[J ] :=

∫
Dφ e−

1
~S[φ]+ 1

~ (J,φ) , (1.5)

T es el ordenamiento temporal y (·, ·) representa el producto interno de
funciones en M,

(J, φ) :=

∫
M
dx J(x)φ(x) . (1.6)

Una vez calculada la funcional generatriz, los valores medios (1.4) quedan
determinados por sus derivadas funcionales,

〈0|T φ̂(x1) . . . φ̂(xn)|0〉 = ~n
Z[J ]

δnZ[J ]
δJ(xn)...δJ(x1) , (1.7)

de modo que el valor medio del campo en presencia de la fuente J está
dado por

φJ(x) ≡ 〈0|φ̂(x)|0〉 = ~ δ logZ[J ]
δJ(x) . (1.8)

Aśı como la ecuación de movimiento para el campo clásico está dada
por el mı́nimo de la acción S[φ], el campo φJ(x) está dado por el mı́nimo
de la funcional Γ[φ]− (J, φ), esto es,

δΓ[φ]
δφ(x)

∣∣∣
φ=φJ

= J(x) , (1.9)

1 Como estamos interesados en un análisis semiclásico, reintroducimos ~ en las inte-
grales funcionales.
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donde Γ[φ], denominada acción efectiva, coincide con la acción clásica en
el ĺımite ~→ 0 y, en general, está definida por

Γ[φJ ] = (J, φJ)− ~ logZ[J ]|J=J [φJ ] . (1.10)

La acción efectiva Γ[φ] contiene la información sobre el comportamiento
del campo cuántico: en particular, sus derivadas funcionales determinan las
amplitudes de dispersión de las part́ıculas descriptas por el campo φ. Sin
embargo, sólo en algunos casos es posible calcular en forma exacta la acción
efectiva, de modo que el procedimiento usual es obtener una aproximación
semiclásica a partir de un cálculo perturbativo de Γ[φJ ] en potencias de ~.

Para obtener las primeras correcciones cuánticas hacemos el cambio de
variables φ(x) → φ(x) + φJ(x) en (1.5), para luego desarrollar la acción
clásica alrededor de φJ(x),

Z[J ] = e−
1
~S[φJ ]+ 1

~ (J,φJ )
∫

Dφ e−
1
~ (δS−J,φ)− 1

2~ (φ,δ2S φ)+... , (1.11)

donde

δS(x) :=
δS[φ]

δφ(x)

∣∣∣∣
φ=φJ

(1.12)

y δ2S es el operador definido por el núcleo δ2S(x1, x2) dado por

δ2S(x1, x2) :=
δ2S[φ]

δφ(x1)δφ(x2)

∣∣∣∣
φ=φJ

. (1.13)

δ2S se denomina operador de fluctuaciones cuánticas y su espectro determi-
na los modos de oscilación del campo φ(x). Haciendo el cambio de variables
φ(x)→

√
~φ(x), se obtiene la primera correción cuántica a la acción, o la

acción efectiva a 1-loop,

Γ[φJ ] = S[φJ ] + Γ1−loop[φJ ] +O(~2), (1.14)

Γ1−loop[φJ ] : = −~ log

∫
Dφ e−

1
2

(φ,δ2S φ) , (1.15)

que (omitiendo el ı́ndice J en φJ de ahora en más) puede escribirse como

Γ1−loop[φ] =
~
2

log Det (δ2S) . (1.16)
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Si {λ2
n}n∈N es el espectro del operador de fluctuaciones δ2S, su deter-

minante puede escribirse formalmente como

Det (δ2S) =
∏
n∈N

λ2
n . (1.17)

Sin embargo, para teoŕıas locales δ2S es t́ıpicamente un operador diferen-
cial, de modo que λ2

n →∞ a medida que n→∞. Como el espectro diverge
en el ultravioleta (UV), la expresión (1.17) es divergente y requiere un me-
canismo de regularización. Esta es una manifestación de las divergencias
UV debidas a las fluctuaciones a orden 1-loop del campo φ(x).

1.2. Enerǵıa de Casimir

Como hemos visto, las fluctuaciones cuánticas del campo introducen
correcciones divergentes en la acción efectiva. Esto implica que el cálculo de
amplitudes de dispersión entre part́ıculas requiere una reinterpretación de
los parámetros de la teoŕıa, la cual debe garantizar que estas divergencias
no aparezcan en el cálculo de cantidades f́ısicas. Se analizará ahora otra
manifestación de las divergencias en teoŕıa cuántica de campos; esta vez,
los infinitos no provienen de las autointeracciones entre part́ıculas “f́ısicas”
sino que se originan en el mismo “estado de vaćıo” del campo, definido por
condiciones externas.

En el año 1948 Hendrik Casimir [4], inspirado en las fuerzas de Van der
Waals que sienten dos moléculas neutras entre śı, llegó a la conclusión de
que dos placas metálicas paralelas, neutras, de área A y separadas por una
distancia d, en el vaćıo sufren una fuerza atractiva dada por

F (d) = −~cπ2A

240 d4
. (1.18)

La primera medida experimental de este efecto fue realizada en 1958 por
Sparnaay [10]; aunque el resultado de este experimento no contradijo la
predicción de Casimir, la incertidumbre en la medición tampoco permitió
un resultado concluyente. Desde entonces, se han realizado varios expe-
rimentos para distintas configuraciones. La precisión de los experimentos
vaŕıa desde el 15 % en el caso de placas paralelas [11, 12] en el año 2002, al
rango del 0,1−5 % para una esfera y un plano a partir del año 2001[13-16].
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La fuerza de Casimir se origina en la enerǵıa de vaćıo de los campos
contenidos entre las placas conductoras. En efecto, cada uno de los modos
normales de oscilación del campo tiene asociada una frecuencia de osci-
lación ωn. La cuantización del campo conduce entonces a un conjunto de
osciladores desacoplados, de modo que la enerǵıa asociada al estado fun-
damental (correspondiente al vaćıo de la teoŕıa) resulta

E0 =
~
2

∑
n

ωn . (1.19)

Como el espectro de oscilaciones de un campo (que tiene infinitos grados de
libertad) no está acotado superiormente (ωn → ∞ si n → ∞), la enerǵıa
de vaćıo es divergente. Este infinito se origina entonces en los modos de
alta frecuencia del campo o, en otras palabras, en las configuraciones que
presentan grandes oscilaciones en pequeñas distancias.

Existen procedimientos que permiten aislar esta divergencia UV de las
cantidades f́ısicas de la teoŕıa, permitiendo expresar la enerǵıa de vaćıo E0

como una cantidad finita que depende de la distancia.
En general, la enerǵıa de vaćıo entre dos placas recibe contribuciones de

las oscilaciones de vaćıo de todos los campos involucrados en la teoŕıa. No
obstante, t́ıpicamente las contribuciones de los campos masivos decrecen
exponencialmente con la separación de las placas, de modo que la fuerza
observada se debe mayormente a la contribución del campo electromagnéti-
co.

Por simplicidad, analizaremos a continuación un campo escalar sin ma-
sa entre dos placas infinitas paralelas separadas por una distancia d. Se
considera entonces la ecuación de Klein-Gordon2,(

1

c2
∂2
t −∇2

)
φ(~x, t) = 0 . (1.20)

Descomponiendo al campo en modos normales de oscilación, se llega a la
ecuación de autovalores,

φ(~x, t) = e−iωntφ(~x) , (1.21)

∇2φ(~x) = −ω
2
n

c2
φ(~x) . (1.22)

2Como estamos interesados en obtener expĺıcitamente la ecuación 1.18, aqúı se rein-
troducirá c.
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Si se impone que la función de onda se anule sobre los bordes conductores,
las frecuencias propias de oscilación resultan

ωn = c

√(nπ
d

)2
+ k2

x + k2
y, (1.23)

donde k = (kx, ky) es el vector número de onda en las direcciones paralelas
a las placas.

La enerǵıa de vaćıo queda entonces expresada por

E0 =
A~

(2π)2

∫
dkxdky

∞∑
n=1

c

√(nπ
d

)2
+ k2

x + k2
y . (1.24)

Se introdujo un factor 2 para representar el equivalente a las dos pola-
rizaciones del campo electromagnético. Puede verse que esta expresión es
divergente tanto por las integrales en k como por la suma sobre los infinitos
modos en n. Presentaremos ahora métodos funcionales que permiten aislar
estas divergencias UV y explicitar la dependencia de E0 con d.

1.3. Funciones espectrales

En los trabajos [17-19] R.T. Seeley estudió la existencia y propiedades
de la resolvente (A − λ)−1 de un operador diferencial A, con coeficientes
suaves, definido sobre secciones de un fibrado vectorial sobre una variedad
de base M compacta, suave, con borde suave ∂M y bajo determinadas
condiciones de contorno. Estos resultados están relacionados con las pro-
piedades del operador pseudo-diferencial A−s con s ∈ C. Describiremos a
continuación los resultados más importantes.

Dado un operador diferencial A con espectro {λ2
n}n∈N, existen dos fun-

ciones espectrales que serán relevantes para la regularización de las diver-
gencias en teoŕıa cuántica de campos, la función ζ y la traza del heat-kernel
(en adelante llamado simplemente heat-kernel):

ζ(s) := Tr A−s :=
∑
n∈N

λ−2s
n , (1.25)

K(T ) := Tr e−TA :=
∑
n∈N

e−Tλ
2
n . (1.26)
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Como t́ıpicamente λ2
n → ∞ si n → ∞, ζ(s) es anaĺıtica si Re (s) es su-

ficientemente grande; K(T ), por su parte, está bien definida para T > 0.
Los polos sn ∈ C de ζ(s) están relacionados con el desarrollo de K(T ) para
T → 0; esto se deduce de la relación entre ambas funciones, a través de la
transformada de Mellin,

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

dT T s−1K(T ) , (1.27)

donde Γ(x) es la función gamma, extensión del factorial al plano complejo.

Consideremos, por ejemplo, el caso en que A es un operador de tipo
Laplace, que actúa sobre campos escalares φ(x) que están definidos sobre
una variedad suave M riemanniana, de dimensión m y dotada de métrica
gµν , con condiciones de contorno locales sobre su borde suave ∂M,

A = − (gµν∇µ∇ν + V (x)) , (1.28)

(∂m + S)φ|∂M = 0 , (1.29)

donde ∇µ es la derivada covariante compatible con la métrica gµν , V (x)
es un potencial, ∂m es la derivada normal al borde de M dirigida hacia
el interior y S es un parámetro que caracteriza la condición de contorno.
Se puede probar [18, 20] que K(T ) admite un desarrollo asintótico para
valores pequeños de T de la forma

K(T ) ∼
∞∑
n=0

Cn(A) T
(n−m)

2 . (1.30)

Los coeficientes Cn(A) se denominan coeficientes de Seeley-DeWitt del pro-
blema. Ellos dependen del potencial V (x), del parámetro S y de los inva-
riantes geométricos de la variedad y sus derivadas.

Una expresión para los primeros cinco coeficientes Cn(A) puede encon-
trarse en [1]. Para el caso de condiciones de contorno del tipo 1.29, los
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primeros tres coeficientes están dados por

C0(A) :=
1

(4π)m/2

∫
M
dmx
√
g, (1.31)

C1(A) :=
1

4(4π)(m−1)/2

∫
∂M

dm−1
√
h, (1.32)

C2(A) :=
1

6(4π)m/2

∫
M
dmx
√
g(6V +R)

+
1

6(4π)m/2

∫
∂M

dm−1x
√
h (2Laa + 12S), (1.33)

donde R es la curvatura escalar de Ricci de la variedad, h representa el
tensor métrico sobre ∂M, Lab con a, b = 1, 2, ...,m − 1 es el tensor de
curvatura extŕınseca sobre ∂M. De estas fórmulas se desprende que C0 y C1

son proporcionales al volumen de la variedad y del borde, respectivamente.
Tal y como hemos mencionado anteriormente, se puede también apreciar
que los coeficientes son funciones del potencial V , la condición de contorno
S y cantidades geométricas como la curvatura escalar de Ricci R y el tensor
de curvatura extŕınseca Lab.

Utilizando (1.30) en (1.27), se muestra que la función ζ(s) posee polos
simples, que pueden estar situados sólo en

sn =
m− n

2
, n = 0, 1, · · · , (1.34)

con residuos dados por

Res ζ(s)|sn=m−n
2

=
Cn(A)

Γ(m−n2 )
, n = 0, 1, · · · , . (1.35)

En particular, considerando una variedad unidimensional (m = 1) e in-
troduciendo un término de masa m2

0 en el operador que garantice la con-
vergencia en el infrarrojo (IR), puede verse que el residuo en s = 1

2 es
proporcional al volumen de la variedad

Res ζ(s)|s=1/2 =
Vol(M)

2π
. (1.36)

En las secciones siguientes se utilizarán las funciones espectrales K(T )
y ζ(s) para regularizar la acción efectiva y la enerǵıa de Casimir.
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1.4. Regularización de la acción efectiva

En la ecuación (1.16) de la sección 1.1, se vio que la acción efectiva
para un campo escalar a 1-loop está dada por el siguiente determinante
funcional,

log Det δ2S =
∑
n∈N

log λ2
n , (1.37)

en el que {λ2
n}n∈N representa el espectro del operador de fluctuaciones

cuánticas δ2S. Uno de los métodos utilizados para regularizar esta cantidad
divergente se basa en el desarrollo de la función gamma incompleta

Γ(0, ε) :=

∫ ∞
ε

dT

T
e−T = − log ε− γ +O(ε), ε > 0, (1.38)

con γ la constante de Euler-Mascheroni, del cual se deduce que

− log λ2
n =

∫ ∞
ε

dT

T
e−Tλ

2
n + γ + log ε+O(ε) . (1.39)

Utilizando esta expresión en el determinante funcional (1.37) la acción efec-
tiva se puede escribir

Γ[φ] = S[φ]− ~
2

∫ ∞
ε

dT

T
K(T ) , (1.40)

interpretando que hemos introducido un cutoff Λ = ε−1/2 en el espacio
de momentos3. El comportamiento de K(T ) para pequeños valores de T
determina las divergencias UV de la acción efectiva, regularizada por ε. Las
divergencias infrarrojas están asociadas con el comportamiento de K(T )
para grandes valores de T . Como puede verse de (1.40), los campos masivos
no presentan, en general, divergencias IR.

Consideremos, a modo de ejemplo, un campo escalar masivo φ(x, t) en
R2 (1+1 dimensiones si fuera en Minkowski) con autointeracción λφ4. Su
acción eucĺıdea está dada por

S[φ] =

∫
dxdt

(∂tφ)2

2
+

(∂xφ)2

2
+
m2

0

2
φ2 +

λ

4!
φ4 . (1.41)

3Omitimos términos de la ec. (1.39) que no dependen de los autovalores; puede con-
siderarse la substracción del heat-kernel del operador libre, es decir con V = 0.
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La segunda variación de la acción resulta

δ2S = −∂2
t − ∂2

x +m2
0 +

λ

2
φ2 . (1.42)

De acuerdo con (1.40), la acción efectiva puede expresarse como

Γ[φ] = S[φ]− ~
2

∫ ∞
ε

dT

T
e−Tm

2
0 Tr e−T (−∂2

t−∂2
x+λ

2
φ2). (1.43)

Esta expresión muestra que un campo escalar masivo no tiene divergencias
IR. Sin embargo, existen divergencias UV generadas por el comportamiento
del integrando en T = 0. Utilizando el desarrollo (1.30) se puede ver que
las contribuciones divergentes están contenidas en

− ~
2

∫ 1

ε

dT

T

(
1− Tm2

0

)(C0

T
+ C2

)
, (1.44)

dado que los términos superiores en el desarrollo del heat-kernel, teniendo
en cuenta la exponencial del término de masa, contribuyen con potencias
integrables en el ĺımite ε→ 0.

Recordemos que los tres primeros coeficientes Seeley-DeWitt están da-
dos en las ecuaciones (1.31), (1.32) y (1.33); para este caso particular
(m = 2, V = −m2

0 − λ/2φ2, R = 0, variedad sin borde) se obtiene

C0(A) =
1

4π

∫
R2

dxdt, (1.45)

C1(A) = 0, (1.46)

C2(A) = − 1

4π

∫
R2

dxdtm2
0 −

λ

8π

∫
R2

dxdt φ2(x, t) . (1.47)

Esto implica que los términos divergentes que se introducen en (1.43) co-
mo contribuciones cuánticas pueden ser eliminados en la acción efectiva a
través de un proceso de renormalización, resultando en una acción efectiva
finita. En concreto, C0 y el primer término de C2 renormalizan la constante
cosmológica Λ, mientras que el segundo término de C2 renormaliza la masa
m0 dando lugar a la masa f́ısica

m2
0, fis := m2

0(ε)− λ~ ln ε

8π
. (1.48)
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La masa f́ısica (o renormalizada) m0, fis, es finita y ha absorbido la correc-
ción cuántica infinita a la masa original del lagrangiano.

En este ejemplo, los restantes coeficientes de Seeley-DeWitt darán lugar
a correcciones que son finitas en el ĺımite ε→ 0 y de orden superior tanto en
λ como en m0. Si se deseara, se podŕıan calcular estas contribuciones finitas
en modo perturbativo para obtener una corrección término a término de
la acción S según la ec. (1.43).

1.5. Regularización de la enerǵıa de Casimir

En la sección 1.2 hemos obtenido la siguiente expresión para la enerǵıa
de vaćıo de un campo escalar sin masa (con dos grados de polarización)
entre dos placas paralelas de área infinita,

E0 =
A~c

(2π)2

∫
dkxdky

∞∑
n=1

√(nπ
d

)2
+ k2

x + k2
y . (1.49)

Dado que para el operador en cuestión la función ζ está dada por

ζ(s) =

∫
dkxdky

∞∑
n=1

{(nπ
d

)2
+ k2

x + k2
y

}−s
, (1.50)

es inmediata la idea de utilizar la siguiente representación para la expresión
divergente de la enerǵıa de vaćıo:

E0 =
A~c

(2π)2
ζ

(
−1

2

)
. (1.51)

Como hemos mencionado anteriormente, la función ζ es convergente
para argumentos s con parte real lo suficientemente grande. En ese caso
la suma y las integrales pueden realizarse en forma cerrada, dando como
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resultado

ζ(s) =

∫
dkxdky

∞∑
n=1

{(nπ
d

)2
+ k2

x + k2
y

}−s

= 2π

∞∑
n=1

1

2

1

s− 1

(nπ
d

)2−2s
(1.52)

=
π

s− 1

(π
d

)2−2s
ζR(2s− 2) , (1.53)

en términos de la función zeta de Riemann,

ζR(s) :=
∞∑
n=1

n−s, Re(s) > 1 . (1.54)

Si consideramos la extensión anaĺıtica de la función ζ al punto de interés,
podemos utilizar el resultado

ζR(−3) =
1

120
,

obtenido usando la técnica detallada en el apéndice A. Finalmente, usando
la representación (1.51) en el sentido

Ereg0 := ĺım
s→−1/2

A~c
(2π)2

ζ (s) , (1.55)

obtenemos para la enerǵıa de vaćıo por unidad de área transversal

E0

A
= −~c π2

720

1

d3
. (1.56)

A partir de esta expresión, es inmediata la obtención de la fuerza entre dos
placas dada por (1.18), considerando variaciones virtuales en la distancia
entre las placas

F (d) := −∂E0

∂d
= −~cπ2A

240 d4
. (1.57)
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1.6. Adimensionalización

En las secciones 1.4 y 1.5 se utilizaron el heat-kernel y la función zeta,
K(T ) y ζ(s), para obtener resultados finitos de la acción efectiva a 1-loop
y la enerǵıa de Casimir respectivamente. Lo que haremos aqúı es notar
que es necesario adimensionalzar la función ζ introduciendo una escala µ
con dimensiones de momento, de manera que las potencias complejas estén
bien definidas:

ζµ(s) =
∑
n∈N

(
λn
µ

)−2s

. (1.58)

En este contexto, la enerǵıa de Casimir queda definida como

E0 =
~µ
2
ζµ

(
−1

2

)
. (1.59)

En el caso que ζ(s) tenga una extensión anaĺıtica regular en s = −1
2 , no

hay diferencia entre la enerǵıa de vaćıo definida en (1.51), con la definida
en (1.59); en cambio, si posee un polo, µ va a contribuir de manera no
trivial. Por ejemplo, si ζ(s) posee un polo simple en s = −1

2 con residuo
C−1, la enerǵıa de vaćıo (1.59) queda determinada como

E0 =
~µ2s+1

2

∑
n∈N

λ−2s
n

=
~
2

(
C−1

s+ 1/2
+ 2C−1 lnµ+ finito

)
,

(1.60)

donde “finito” se refiere a contribuciones finitas que no dependen de µ.
En el caso particular que C−1 = 0 se recuperará la enerǵıa de vaćıo dada
precedentemente. Si no fuera aśı, la enerǵıa de vaćıo involucrará también
expĺıcitamente el proceso de renormalización. Esto sucederá en algunos
casos que consideraremos en los caṕıtulos 2 y 3.

En (1.51) no se introdujo µ expĺıcitamente dado que ζ
(
−1

2

)
es regular y

esto no afecta el resultado final. A partir de la próxima sección se utilizará
la definición de la enerǵıa de vaćıo dada por (1.59) en lugar de (1.51),
omitiendo el sub́ındice µ.
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1.7. Método de Montecarlo

Tal y como se vio en el presente caṕıtulo y se seguirá desarrollando en
los siguientes, el cálculo de la enerǵıa de Casimir requiere el uso de una
regularización. En particular, el ejemplo presentado poséıa dos particulari-
dades importantes:

1. Se conoćıa exactamente el espectro.

2. El espectro era sumable anaĺıticamente.

Existen pocos escenarios donde se puede encontrar una expresión anaĺıtica
para el espectro; t́ıpicamente se trata de potenciales anaĺıticos en regiones
regulares. Aún aśı, una vez obtenido el espectro no siempre es posible obte-
ner una expresión completamente anaĺıtica de la enerǵıa de Casimir, como
se verá con más detalle en el caṕıtulo 3.

Para estos casos se puede desarrollar un formalismo que permite la
evaluación numérica de la enerǵıa de Casimir, el cual se basa en tomar la
ecuación (1.43) e interpretarla como una integral de caminos. Los funda-
mentos los desarrollaremos en el caṕıtulo 4, donde se introducirá un método
de Montecarlo.
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Caṕıtulo 2

Técnicas de cálculo

En este caṕıtulo se aplicarán las ideas del caṕıtulo anterior a ejemplos
sencillos. Se estudiará el operador A = −∂2

x en el intervalo [0, L] sometido a
distintas condiciones de contorno; con el fin de obtener la enerǵıa de vaćıo,
se calculará su función ζ.

En los tres primeros casos se considerarán condiciones de contorno Di-
richlet y Neumann en ambos extremos, o periódicas. Entonces, conociendo
los autovalores, calcularemos la función ζ exactamente.

En el último ejemplo de este caṕıtulo, se tomará una condición de con-
torno Dirichlet en un borde y Robin en el otro, de modo de introducir un
parámetro externo con dimensiones. Se utilizarán tres técnicas distintas
para estudiar la función ζ: el desarrollo asintótico de los autovalores, una
representación en el plano complejo y el heat-kernel.

2.1. Condiciones de contorno Dirichlet, Neumann
y periódicas

En esta sección se estudiarán el espectro y la enerǵıa de vaćıo del ope-
rador A = −∂2

x, definido en el intervalo [0, L] bajo condiciones de contorno
Dirichlet, Neumann y periódicas.

17
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Condiciones de contorno Dirichlet

Consideramos primeramente el operador A dado por

Aφ(x) = −∂2
xφ(x),

φ(0) = φ(L) = 0 .
(2.1)

Sus autovalores y autofunciones normalizadas son

φn(x) =

√
2

L
sin
(nπx
L

)
,

λ2
n =

(nπ
L

)2
, n = 1, 2, 3, · · · .

(2.2)

La función ζ queda determinada por

ζ(s) =
∞∑
n=1

(
λn
µ

)−2s

=

(
π

Lµ

)−2s ∞∑
n=1

n−2s

=

(
π

Lµ

)−2s

ζR(2s) ,

donde ζR es la función zeta de Riemann definida anteriormente en la ecua-
ción 1.54.

En el apéndice A se demuestra que ζR(−1) = − 1
12 . Por lo tanto, resulta

que ζ(s) es regular en s = −1
2 , siendo la enerǵıa de vaćıo

E0 = − π

24L
. (2.3)

Como la enerǵıa de vaćıo crece con L, el efecto Casimir implica una fuerza
atractiva entre los extremos del intervalo donde está confinado el campo
escalar. Notemos que, como la función ζ es regular en s = −1

2 , el resultado
no depende del parámetro de escala µ, tal como se predijo en la sección 1.6.
En la sección 4.4 veremos es posible obtener este resultado con métodos
numéricos.
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Condiciones de contorno Neumann

Se considera ahora el operador A dado por

Aφ(x) = −∂2
xφ(x),

φ′(0) = φ′(L) = 0 ,
(2.4)

cuyos autovalores y autofunciones están dados por

φ0(x) =

√
1

L
,

φn(x) =

√
2

L
cos
(nπx
L

)
, n 6= 0,

λ2
n =

(nπ
L

)2
, n = 0, 1, 2, 3, · · · .

(2.5)

Los modos cero no juegan ningún rol en la definición original de la
enerǵıa de Casimir, ec. (1.19), de modo que se pueden excluir de la suma.
Por este motivo, la enerǵıa de vaćıo para condiciones Neumann coincide
con la calculada anteriormente para condiciones de contorno Dirichlet.

Condiciones de contorno periódicas

Se estudia ahora el mismo operador derivada segunda pero bajo condi-
ciones de contorno periódicas:

Aφ(x) = −∂2
xφ(x),

φ(0) = φ(L),

φ′(0) = φ′(L) .

(2.6)
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Este problema representa una part́ıcula escalar confinada en un anillo S1.
Los autovalores y autofunciones están dados por

φ0 =

√
1

L
,

φn(x) =

√
2

L
cos

(
2nπx

L

)
, ψn(x) =

√
2

L
sin

(
2nπx

L

)
, n = 1, 2, · · · ,

λ2
n =

(
2nπ

L

)2

, n = 0, 1, 2, 3, · · · . (2.7)

La función ζ resulta

ζ(s) = 2
∞∑
n=1

(
λ2
n

µ2

)−s

= 2

(
2π

L

)−2s

µ2s
∞∑
n=1

n−2s

= 2µ2s

(
2π

L

)−2s

ζR(2s) , (2.8)

que al igual que en los casos anteriores es regular en s = −1
2 . Recordando la

ec. (1.59) y considerando unidades naturales, se obtiene entonces la enerǵıa
de vaćıo; :

E0 = − π

6L
. (2.9)

Nuevamente la enerǵıa crece con L, lo que señala una fuerza que tiende a
reducir el tamaño del anillo.

2.2. Condiciones de contorno mixtas

Introducimos ahora un parámetro dimensional S al considerar condi-
ciones de contorno Robin en uno de los extremos del intervalo:

Aφ(x) = −∂2
x φ(x),

φ(0) = 0, φ′(L) + Sφ(L) = 0 .
(2.10)
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Las autofunciones con autovalor no nulo son

φn(x) = Bn sin(λnx) , (2.11)

donde Bn es una constante de normalización y el espectro de autovalores
λ2
n está dado por

λn cos(λnL) + S sin(λnL) = 0, λn 6= 0 . (2.12)

La dificultad está en que la ecuación (2.12) no posee una solución expĺıcita
para λn. Para estudiar la función ζ se utilizarán tres técnicas: la primera
de ellas consiste en obtener un desarrollo asintótico de los autovalores;
la segunda utiliza una representación integral en el plano complejo de la
función ζ; la tercera se basa en la relación de la función ζ con el heat-kernel.

2.2.1. Desarrollo asintótico de los autovalores

Primeramente, se definen variables adimensionales ρn = λnL y θ = SL,
de modo que la ecuación (2.12) se puede expresar de la forma

tan(ρn) +
ρn
θ

= 0 . (2.13)

En la figura 2.1 graficamos los dos términos de (2.13). Puede verse que los
autovalores ρn tienden a las aśıntotas verticales de tan(ρ) a medida que ρn
crece. Por consiguiente, se conjetura que los autovalores ρn satisfacen

ρn = nπ +
π

2
+ εn, (2.14)

ĺım
n→∞

εn = 0 .

Utilizando esta expresión de ρn en (2.13), se obtiene una ecuación para εn

sin
(
nπ +

π

2
+ εn

)
= −

nπ + π
2 + εn

θ
cos
(
nπ +

π

2
+ εn

)
. (2.15)
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tan(x)

-x

n π +
π

2

Figura 2.1: Estudio de la ecuación del espectro para condiciones mixtas.
En este ejemplo, se puede ver que la intersección entre tan(x) y −x tiende
a las aśıntotas verticales de tan(x). El mismo comportamiento se aprecia
para cualquier recta de la forma −ax.

Para lograr obtener una expresión de εn se desarrolla la ecuación anterior
alrededor de εn ∼ 0, llegando a

1 =
∞∑
p=0

(−1)p

[(
1

θ(2p+ 1)!
+

1

(2p+ 2)!

)
ε2p+2
n

+
nπ + π

2

θ(2p+ 1)!
ε2p+1
n

]
. (2.16)

Esta expresión nos permite obtener un desarrollo asintótico de εn propo-
niendo un desarrollo de la forma

εn =
ε(1)

n
+
ε(2)

n2
+
ε(3)

n3
+ · · · . (2.17)

Reemplazando esta propuesta de desarrollo en la ecuación (2.16) y resol-
viendo término a término, se obtiene para εn

εn =
θ

nπ
− θ

2πn2
+O

(
n−3

)
. (2.18)
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Utilizando estos resultados en la definición de la función ζ se obtiene

ζ(s) =
∞∑
n=1

(
λn
µ

)−2s

= µ2s
∞∑
n=1

(
nπ

L
+

π

2L
+

S

nπ
− S

2πn2
+O

(
n−3

))−2s

(2.19)

=

(
Lµ

π

)2s ∞∑
n=1

n−2s

1 +
1

2n
+

LS

n2π2
− LS

2n3π2︸ ︷︷ ︸
χn

+O
(
n−4

)
−2s

.

De manera consistente con los términos O(n−4) que se han omitido, desa-
rrollamos el binomio para pequeños valores de χn hasta el orden cúbico,

ζ(s) =

(
Lµ

π

)2s ∞∑
n=1

n−2s× (2.20)

×

(
1− 2sχn + s(2s+ 1)χ2

n −
2

3
s(2s+ 1)(s+ 1)χ3

n +O
(
n−4

))
.

Dado que los términos χpn son polinomios en 1
n , ζ(s) puede entonces escri-

birse en términos de la función zeta de Riemann ζR(s)

ζ(s) =

(
Lµ

π

)2s

× (2.21)

×

(
ζR(2s)− sζR(2s+ 1) + s

(
1

4
+
s

2
− 2LS

π2

)
ζR(2s+ 2)−

(
s(s+ 1)(π2 + 2π2s− 24LS)

12π2

)
ζR(2s+ 3) +

∞∑
n=1

n−2s ×O(n−4)

)
.

Los términos ignorados de ζ(s) son de la forma
∑∞

n=1 n
−2sO(n−p). Si fuera

simplemente

∞∑
n=1

n−2sn−p ∝ ζR(2s+ p) , (2.22)
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bastaŕıa decir que ζR(2s+p) es una función meroforma con un polo simple
en s = 1

2 −
p
2 . En cambio, los polos de ζ(s) quedan caracterizados por

los polos simples de una serie de funciones ζR(2s + p). De esta manera,
se aprecia que ζ(s) posee polos simples en s = 1/2 y en los semienteros
negativos, lo cual está de acuerdo con el resultado (1.34). El desarrollo
hasta orden O(n−3) que calculamos para los autovalores permite obtener
los residuos correspondientes a los siguientes polos:(

s− 1

2

)
ζ(s)

∣∣∣∣
s= 1

2

=
Lµ

2π
,

sζ(s)|s=0 = 0,(
s+

1

2

)
ζ(s)

∣∣∣∣
s=− 1

2

=
S

2πµ
,

(s+ 1)ζ(s)|s=−1 = 0 .

(2.23)

2.2.2. Representación integral de la función ζ

En la sección 2.2.1 hemos calculado un desarrollo de los autovalores y
luego los hemos utilizado en la definición (1.58) para obtener la estructura
de polos de la función ζ. En esta sección se estudiará la estructura anaĺıtica
de ζ(s) de una manera alternativa, que será de utilidad más adelante.

Si se supone que los autovalores λ2
n están definidos como ceros simples

de una función anaĺıtica f(z), la función (log f(z))′ tiene polos simples en
λ2
n con residuo unidad. Utilizando el teorema de los residuos, la función
ζ(s) se puede representar entonces como una integral en el plano complejo,
cuyo camino de integración C encierra los ceros de f(z) (véase la figura
2.2a):

ζ(s) =

∞∑
n=1

(
λn
µ

)−2s

=
1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)

(
z

µ

)−2s

dz . (2.24)

En el problema que se está considerando f(z) = z cosLz + S sinLz, ver la
ec. (2.12); reemplazando en la representación integral se obtiene

ζ(s) =
µ2s

2πi

∮
C

cos(Lz)
(
L+ 1

S

)
− sin(Lz) zLS

cos(Lz) zS + sin(Lz)
z−2sdz . (2.25)
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Figura 2.2: Diferentes caminos en el plano complejo. Dependiendo del caso,
usaremos uno u otro de estos caminos para representar a la función ζ como
una integral en el plano complejo.

Para evitar el polo en el origen, en este caso vamos a utilizar el ca-
mino de integración dado en la figura 2.2b, el cual se puede descomponer
en 3 integrales: una angular que es regular ∀s y por lo tanto no aporta
a la estructura de polos, y otras que vamos a realizar sobre dos rectas,
parametrizadas como z = ±it:

µ2se−iπs

2πi

∫ 1

∞

(1 + LS)
(
eLt + e−Lt

)
+ (Lt)

(
eLt − e−Lt

)
S (eLt − e−Lt) + t (eLt + e−Lt)

t−2sdt,

µ2seiπs

2πi

∫ ∞
1

(1 + LS)
(
eLt + e−Lt

)
+ (Lt)

(
eLt − e−Lt

)
S (eLt − e−Lt) + t (eLt + e−Lt)

t−2sdt .

(2.26)

Notemos que en principio la integral (2.25) debeŕıa incluir también una
contribución sobre un semićırculo centrado en el origen, de radio infinito y
con Re(z) > 0; la hemos omitido, dado que su contribución es nula.

A partir de las expresiones (2.26), teniendo en cuenta que los términos
exponenciales decrecientes no contribuyen a la estructura de polos, la parte
de interés de la función ζ es

ζ(s) =
sin(πs)µ2s

π

∫ ∞
1

t−2s

L+
1

S + t︸ ︷︷ ︸
χ

 dt + · · · . (2.27)
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Con el fin de poder realizar la integral, se puede utilizar la serie geométrica
para expresar χ de la forma

χ =

∞∑
m=0

(−1)mSm

tm+1
. (2.28)

Utilizando este desarrollo en la ecuación (2.27), luego de integrar término
a término se obtiene para ζ(s)

ζ(s) =
sin(πs)µ2s

π

(
L

2s− 1
+
∞∑
m=0

(−1)mSm

2s+m

)
+ · · · . (2.29)

De esta expresión, puede verse que la función ζ posee polos simples en s = 1
2

y en los semienteros negativos, pudiendo ser calculados expĺıcitamente los
siguientes coficientes:(

s− 1

2

)
ζ(s)

∣∣∣∣
s= 1

2

=
Lµ

2π
,(

s+ n+
1

2

)
ζ(s)

∣∣∣∣
s=−n− 1

2

=
(−1)nS2n+1

2πµ2n+1
, n = 0, 1, · · · .

(2.30)

Esto coincide en los primeros órdenes con (2.23) y está en concordancia
con (1.34).

Utilizando esta técnica, hemos podido calcular toda la estructura de
polos de la función ζ(s); para calcular la parte finita hay que tener en
cuenta la parte angular de (2.24), y los términos exponenciales despreciados
en (2.27).

2.2.3. Uso del heat-kernel

En esta sección usaremos el resultado general (1.30) para obtener los
polos de la función ζ. En las ecuaciones (1.31), (1.32) y (1.33) están pre-
sentados los primeros términos de Seeley-DeWitt para un operador con
borde. En el caso que nos interesa (variedad unidimensional por ende sin
curvatura; condición de contorno Robin en un extremo y Dirichlet en el
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otro), los coeficientes de Seeley-DeWitt quedan expresados como [1]:

C0 =
Lµ√
4π
,

C1 =
1

4
(χ(L)− χ(0)) = −2,

C2 = − S

µ
√
π
,

C3 =
S2

2µ2
.

(2.31)

Luego, utilizamos la ecuación (1.35) que relaciona los coeficientes de Seeley-
DeWitt con los residuos de la función ζ,

Res ζ(s)|sn=m−n
2

=
Cn(A)

Γ(m−n2 )
. (1.35)

Teniendo en cuenta que Γ(−n) =∞ para n = 1, 2, 3, · · · , los residuos de la
función ζ están dados por

Res ζ(s)
∣∣∣
s= 1

2

=
Lµ

2π
,

Res ζ(s)|s=0 = 0,

Res ζ(s)
∣∣∣
s=− 1

2

=
S

2πµ
,

Res ζ(s)|s=−1 = 0 .

(2.32)

Esto coincide con los residuos calculados en las secciones anteriores, (2.30)
y (2.23). Utilizando este método, por cada polo de ζ(s) que se desee conocer
hay que determinar el correspondiente Cn(A).

2.2.4. Cálculo de la enerǵıa de vaćıo

La enerǵıa de vaćıo fue definida en la ec. (1.59) del caṕıtulo anterior:

E0 =
µ

2
ζ

(
−1

2

)
. (1.59)
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Utilizando la expresión de ζ
(
−1

2

)
dada por ejemplo en la ecuación (2.30),

se obtiene para la enerǵıa de vaćıo

E0(ε) =
S

4πε
+
µ

2
PF ζ

(
−1

2

)
, (2.33)

donde s =: −1/2 + ε y PF significa la parte finita. De esta ecuación, puede
verse que la enerǵıa de vaćıo E0(ε) es formalmente divergente, lo cual es
esperable ya que ζ

(
−1

2

)
presenta un polo. Sin embargo, el polo no depende

de la distancia entre los bordes y por ende no influye en el cálculo de la
fuerza de Casimir. Uno podŕıa realizar un cálculo perturbativo o numérico
de la parte finita. Eso haremos en el siguiente caṕıtulo, donde utilizaremos
las técnicas anteriores para el caso de un operador singular.



Caṕıtulo 3

Estudio del potencial x−1 en
una dimensión

El presente caṕıtulo consiste en el análisis de un operador diferencial
con un potencial singular x−1 en una dimensión. Como hemos mencionado,
el desarrollo asintótico (1.30) es válido para operadores diferenciales con
coeficientes suaves. En efecto, mostraremos a continuación que la presencia
de una singularidad puede conducir a un desarrollo asintótico de la traza del
heat-kernel que no contiene exclusivamente potencias semienteras de T , por
lo que una extensión del resultado (1.30) a este caso no es válida. Veremos
que en el caso del operador singular que hemos analizado el desarrollo del
heat-kernel contiene términos log T .

3.1. El potencial x−1

En esta sección estudiaremos el siguiente operador diferencial, definido
sobre funciones de cuadrado integrable en un intervalo ( φ(x) ∈ L2[0, L]):

Aφ(x) = −∂2
xφ(x) +

α

x
φ(x),

φ(0) = φ(L) = 0 .

(3.1)

Se analizan condiciones Dirichlet en ambos extremos por su simplicidad. El
parámetro α ∈ R+ caracteriza la singularidad en el origen. Los autovalores

29
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están dados por la ecuación

Aφ(x) = λ2φ(x), λ2 ∈ R . (3.2)

Dando por hecho que los autovalores λ están en el primer cuadrante del
plano complejo, las autofunciones pueden escribirse en términos de dos
soluciones linealmente independientes φ1(x) y φ2(x),

φ(x) = C1 e−iλx x 1F1

(
1− iα

2λ
, 2, 2iλx

)
︸ ︷︷ ︸

φ1

(3.3)

+ C2 e−iλx x U

(
1− iα

2λ
, 2, 2iλx

)
︸ ︷︷ ︸

φ2

,

donde 1F1(a, b, z) y U(a, b, z) son las funciones hipergeométricas confluen-
tes de Kummer y Tricomi, soluciones linealmente independientes de la ecua-
ción diferencial

z ∂2
zψ(a, b, z) + (b− z) ∂zψ(a, b, z)− a ψ(a, b, z) = 0 . (3.4)

Más precisamente, están dadas por [21]

1F1(a, b, z) :=M(a, b, z)

:=
∞∑
k=0

(a)k
(b)k

zk

k!
,

U(a, b, z) :=
1

Γ(a)

∫ ∞
0

e−ztta−1(1 + t)b−a−1dt, si Re(b) > Re(a),

(3.5)

donde

(x)n =
Γ(x+ n)

Γ(x)

es el śımbolo de Pochhammer. Si se cumple que a = −m, b 6= −n donde
m,n ∈ N, entoncesM(a, b, z) es un polinomio en z, y U(a, b, z) es linealmen-
te dependiente con M(a, b, z). En tal caso se usa z1−bM(a+1−b, 2−b, z), si
existe, como segunda solución linealmente independiente. En nuestro caso
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esa solución no existe porque b = 2; generalmente podremos considerar una
solución del tipo

M(a, b, z) log(z) + z1−b
∞∑
k=0

Akz
k. (3.6)

Las constantes C1, C2 en la ec. (3.3) están sujetas al v́ınculo impuesto
por las condiciones de contorno. Para imponer las condiciones de contorno,
primeramente se desarrolla φ(x) cerca de x ' 0:

φ(x) = C1x+
C2 x

Γ(− iα
2λ)

(
1

αx
+ log(x) + C

)
+O(x2) ,

C : = −1 + 2γ + log(2iλ) + ψ(1− iα

2λ
)− iλ

α
, (3.7)

donde hemos usado la constante de Euler-Mascheroni γ e introducido la
función digamma

ψ(x) :=
d

dx
log Γ(x).

Un detalle a tener en cuenta es qué sucede si Γ(− iα
2λ)→∞ y entonces

φ(0) = 0 independientemente de C1 y C2. El problema radica en que no
puede simplemente hacerse el reemplazo λ → iα

2n con n = 0, 1, 2, 3, · · ·
en (3.3), porque las soluciones se vuelven linealmente dependientes. Como
hemos dicho anteriormente, tratar este caso se vuelve más complicado.
Basta con decir que estos casos no dan lugar a soluciones posibles de la
ecuación de autovalores si α > 0.

Del desarrollo (3.7) se ve que la condición de contorno en x = 0 fija
C2 = 0; imponiendo entonces la condición de contorno φ(L) = 0, se obtiene
que los autovalores (positivos) λ2 están dados por las soluciones de

M

(
1− iα

2λ
, 2, 2iλL

)
= 0 . (3.8)

En la figura (3.1) se encuentra graficado |1F1(1− iα
2λ , 2, 2iλL)|2 para α =

1, L = 1. Las intersecciones con el eje horizontal indican los autovalores
positivos del espectro del operador singular.
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Figura 3.1: Ecuación del espectro para un caso particular. En esta imagen
se puede ver la función |1F1(1 − α

2iλ , 2, 2iλL)|2 para α = 1 y L = 1, cuyos
ceros representan los autovalores del operador A.

Para calcular ζ(s) se utiliza el desarrollo asintótico de la funciónM(a, b, z)
en z →∞ [21],

M(a, b, z) ∼ Γ(b)

(
ezza−b

Γ(a)
S1(a, b, z) +

(−z)−a

Γ(b− a)
S2(a, b, z)

)
,

S1(a, b, z) : =

∞∑
n=0

(b− a)n(1− a)n
n!

z−n,

S2(a, b, z) : =

∞∑
n=0

(a)n(1 + a− b)n
n!

(−z)−n .

(3.9)

Utilizando este desarrollo y considerando ya λ > 0, M
(
1− iα

2λ , 2, 2iλL
)
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queda determinada por

M

(
1− iα

2λ
, 2, 2iλL

)
∼ ie

πα
4λ

2λL

(
e
iα
2λ

log(2λL)

Γ
(
1 + iα

2λ

) S̃2(λ)

− e−
iα
2λ

log(2λL)e2iλL

Γ
(
1− iα

2λ

) S̃1(λ)

)

=: i
e
πα
4λ

2λL
M(λ) , (3.10)

S̃i(λ) : = Si

(
1− iα

2λ
, 2, 2iλL

)
, i = 1, 2. (3.11)

donde hemos definido M(λ) y S̃i=1,2(λ) con un solo argumento. Dado que
M(λ) posee los mismos ceros que M

(
1− iα

2λ , 2, 2iλL
)
, se pueden utilizar

ambas para estudiar ζ(s). Además, notemos que

S̃1(λ) = S̃2(−λ). (3.12)

En las siguientes dos secciones (3.2 y 3.3), se utilizará M(λ) al orden
más bajo en potencias inversas de λ para estudiar el polo de ζ (s) en s =
−1

2 , lo que corresponde a reemplazar S̃i=1,2(λ) → 1. En la sección 3.4 se

tendrán en cuenta todas las contribuciones de S̃1(λ) y S̃2(λ) para estudiar
la estructura de polos en la región Re(s) < −1

2 . Finalmente, en la sección
3.6 se utilizará el desarrollo completo para estudiar la parte finita de ζ (s)
en s = −1

2 .

3.2. Cálculo asintótico de los autovalores

En esta sección se seguirá el procedimiento descrito en la sección 2.2.1
para estudiar la estructura de polos de ζ(s): se calculará el desarrollo
asintótico a grandes autovalores, que luego será utilizado para determinar
los residuos de los primeros polos, s = 1

2 y s = −1
2 .

Es conveniente definir las variables adimensionales ρn = λnL y β =
αL. Luego, en vez de utilizar M(λ) definida en (3.10), se trabajará con la
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función N(ρn) definida de la forma

N(ρn) : = e
iβ
ρn

log(2ρn)
Γ

(
1− iβ

2ρn

)
M
(ρn
L

) ∣∣∣
S1,S2→1

= e
iβ
ρn

log(2ρn)
Γ
(

1− iβ
2ρn

)
Γ
(

1 + iβ
2ρn

) − e2iρn . (3.13)

En el ĺımite de ρn →∞ se obtiene

N(ρn →∞)→ 1− e2iρn , (3.14)

de donde se puede intuir que los ceros de N(ρ) cumplen la condición

ρn = nπ + εn, (3.15)

ĺım
n→0

εn = 0 . (3.16)

Utilizando las ecuaciones (3.15) y (3.16) en el desarrollo (3.13) se obtiene
una ecuación para εn

e
i β
ρn

log(2ρn)
Γ(1− iβ

2ρn
)

Γ(1 + iβ
2ρn

)
= e2iεn . (3.17)

Dado que ĺım
ρn→∞

log(2ρn)
2ρn

→ 0, se puede representar (3.17) por su desarrollo

en serie ∞∑
p=0

(
i βρn log(2ρn)

)p
p!

 ∞∑
q=0

aq
ρqn

 =

( ∞∑
l=0

(2iεn)l

l!

)
, (3.18)

donde los coeficientes aq pueden ser calculados término a término. A partir
de esta ecuación, se puede expandir para n grande (εn → 0) y ver que el
orden dominante de εn está determinado por1(

1 +
iβ

ρn
log(2ρn)

)(
1 +

iγβ

ρn

)
= (1 + 2iεn) . (3.19)

1Estamos suponiendo que la convergencia de las series involucradas permite su in-
tercambio. No nos preocuparemos por este tipo de problemas en lo que resta de esta
sección.
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Resolviendo asintóticamente la ecuación anterior se obtiene εn

εn =
β

2nπ
log(2nπ) +

γβ

2nπ
+O

(
n−2

)
(3.20)

=
β

2nπ
log(2nπ) +

∞∑
p=1

bp
np

, (3.21)

donde los bp pueden depender de n a través de potencias de log(n). Obte-
nemos finalmente el desarrollo asintótico para grandes autovalores:

λnL = ρn = nπ +
β

2nπ
log(2nπ) +

γβ

2nπ
+O(n−2) . (3.22)

Para calcular ζ(s) se utiliza este desarrollo de ρn,

ζ(s) =
∞∑
n=1

(
λn
µ

)−2s

= (µL)2s
∞∑
n=1

ρ−2s
n

= (µL)2s
∞∑
n=1

(
nπ +

αL

2nπ
log(2nπ) +

γαL

2nπ
+O

(
n−2

))−2s

.

Este resultado puede reescribirse, tal como se hizo en la ecuación (2.19),
desarrollando consistentemente hasta el orden retenido:

ζ(s) =

(
µL

π

)2s ∞∑
n=1

n−2s

(
1− 2s

(
αL

2n2π2
log(2nπ) +

γαL

2n2π2

)
+O

(
n−3

))

=

(
µL

π

)2s
(
ζR(2s) +

sαL

π2

[
ζ ′R(2s+ 2)− ζR(2s+ 2) (log(2π) + γ)

])

+

∞∑
n=1

O
(
n−2s−3

)
. (3.23)

Dado que

n−2s

(
logm(n)

np

)
∝ (−1)mζ

(m)
R (2s+ p) , p ≥ 3, (3.24)
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suponiendo una convergencia buena de la serie en n, el último término
resulta regular en la región Re(s) > −1. Entonces de la expresión anterior
se ve que el polo en s = 1

2 está determinado por

(s− 1/2)ζ(s)|s→ 1
2

=
µL

2π
, (3.25)

lo cual coincide con el resultado general (1.36) una vez que se introduce la
escala µ. Luego, desarrollando (3.23) alrededor de s = −1

2 se obtiene

ζ(s) =
α

8πµ
(
s+ 1

2

)2 +
α(γ + log(2µL)− 1)

4πµ
(
s+ 1

2

) + PFζ

(
−1

2

)
, (3.26)

donde PF significa parte finita y será calculada en la sección 3.5 para
ζ
(
−1

2

)
.

Este es uno de los resultados adelantados en la introducción: la exis-
tencia de un polo doble para ζ (s) en s = −1

2 . Utilizando la transformada
inversa de Mellin es inmediato mostrar que corresponde a términos que
involucran log T en el heat-kernel. Esta posibilidad no es admitida para
potenciales regulares, para los cuales la función ζ(s) posee solamente polos
simples que están regulados por las ecs. (1.34) y (1.35).

3.3. Cálculo utilizando variable compleja

En la sección anterior hemos estudiado la estructura de polos de la
función ζ considerando un desarrollo asintótico para los autovalores. En
esta sección, en cambio, se utilizará el mismo procedimiento que en la
sección 2.2.2: expresaremos la función ζ como una integral en el plano
complejo.

Dado que nos vamos a limitar a estudiar los polos en s = ±1
2 , se utili-

zará, al igual que en la sección anterior, la función M(λ) a orden dominante
en potencias inversas de λ (ver (3.10) y los comentarios siguientes). Aśı ζ(s)
queda determinada por

ζ(s) =
1

2πi

∮
C

(
z

µ

)−2s

∂z logM(z) dz . (3.27)

Para realizar esta integral se va a utilizar el contorno dado en la figura 2.2b.
Se utilizará la parametrización z(t) = ±it sobre los ejes verticales, con lo
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cual los términos e2iλL van a generar una contribución exponencialmente
creciente o decreciente, dependiendo de la rama. Reteniendo solamente los
términos que aportan a los polos se obtiene

log(M(λ))
∣∣
rama (it)

→ iα

2λ
log(2λL)− log

(
Γ

(
1 +

iα

2λ

))
, (3.28)

log(M(λ))
∣∣
rama (−it) → −

iα

2λ
log(2λL)− log

(
Γ

(
1− iα

2λ

))
+ 2iλL .

Adimensionalizando t→ t
L , ζ(s) queda representada de la forma

ζ(s) = (3.29)

e−iπs(µL)2s

2πi

∫ 1

∞

iαL

2t2

(
−1 + log(2t) +

iπ

2
− ψ

(
1 +

αL

2t

))
t−2s(idt)+

eiπs(µL)2s

2πi

∫ ∞
1

[
iαL

2t2

(
1− log(2t) +

iπ

2
+ ψ

(
1 +

αL

2t

))
+ 2i

]
t−2s(−idt)

+ · · · .

Sólo hay un término que aportará al polo en s = 1
2 , el término con la

potencia más alta de t:

eiπs(µL)2s

2πi

∫ ∞
1

2it−2s(−idt) =
eiπs(µL)2s

2πi

1

s− 1/2
. (3.30)

Desarrollando el numerador al orden lineal en s se obtiene para el polo en
s = 1

2 , (
s− 1

2

)
ζ(s)

∣∣∣
s=1/2

=
µL

2π
, (3.31)

lo cual coincide con el resultado de la sección anterior, ver (3.25). Una vez
calculado este término, el resto de la integral (3.29) puede reescribirse de
la forma

αL(µL)2s

2π
sin(πs)

∫ ∞
1

t−2s−2

(
1− log(2t) + ψ

(
1 +

αL

2t

))
dt

+
αL(µL)2s

4
cos(πs)

∫ ∞
1

t−2s−2dt , (3.32)
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donde todos los términos son calculables anaĺıticamente, excepto el que
contiene ψ

(
1 + αL

2t

)
. Para este caso se puede utilizar el desarrollo

ψ

(
1 +

αL

2t

)
= −γ +O

(
t−1
)
, (3.33)

donde γ es la constante de Euler-Mascheroni. Una vez realizadas todas las
integrales, ζ(s) queda expresada como

ζ(s) =
µ2sL2seiπs

2πi(s− 1
2)
− αL(µL)2s sin(πs)

8π
(
s+ 1

2

)2
+
αL(µL)2s sin(πs)(1− γ − log(2))

4π(s+ 1
2)

+
αL(µL)2s cos(πs)

8(s+ 1
2)

+

∫ ∞
1

O
(
t−2s−3

)
dt . (3.34)

Para calcular el polo en s = −1
2 se desarrolla en serie de Laurent la expre-

sión anterior,

ζ(s) =
α

8πµ(s+ 1/2)2
+
α(γ + log(2µL)− 1)

4πµ(s+ 1/2)
+ PFζ

(
−1

2

)
, (3.35)

obteniendo un polo doble. Esto coincide con el resultado (3.26) de la sección
anterior. Como dijimos antes, la parte finita de ζ

(
−1

2

)
será calculada en la

sección 3.5.

3.4. Siguientes polos

En las dos secciones anteriores se utilizó el primer orden en el desarrollo
de la función M(λ), definida en (3.10), para obtener los polos de la función
ζ(s) en s = ±1

2 . En esta sección, también se va a utilizar la función M(λ),

pero teniendo en cuenta S̃1(λ) y S̃2(λ) para poder calcular la estructura
completa de polos, mostrando que todos los polos restantes son simples y
están ubicados en los semienteros negativos.
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Vamos a calcular la función ζ utilizando variable compleja, como en la
sección anterior, pero tomando todos los términos en el desarrollo de M(λ),

M(λ) = −e
2iλLe−

iα
2λ

log(2λL)

Γ
(
1− iα

2λ

) S̃1(λ) +
e
iα
2λ

log(2λL)

Γ
(
1 + iα

2λ

) S̃1(−λ), (3.36)

S̃1(λ) =

∞∑
n=0

(
1 +

iα

2λ

)
n

(
iα

2λ

)
n

1

(2iλL)n n!
=: 1 +

∞∑
n=1

S̃
(1)
n (λ)

λn
.

S̃
(1)
n son funciones que pueden ser expandidas en 1

λ , lo cual permite contro-
lar el orden del desarrollo2.

Al igual que en la sección 3.3, al integrar sobre los ejes verticales va a
existir un término exponencialmente creciente o decreciente dependiendo
de la porción de la curva considerada. Teniendo en cuenta sólo los términos
que contribuyen a los polos se obtiene

log(M(λ))
∣∣∣
rama (it)

→ log(S̃1(−λ)) +
iα

2λ
log(2λL)− log

(
Γ
(

1− α

2iλ

))
,

log(M(λ))
∣∣∣
rama (−it)

→ log(S̃1(λ))− iα

2λ
log(2λL) (3.37)

− log
(

Γ
(

1 +
α

2iλ

))
+ 2iλL ,

donde la única diferencia con los logaritmos calculados anteriormente en la
ecuación (3.28) es la aparición de los términos log(S1) y log(S2).

Teniendo en cuenta sólo los términos que contribuyen a los polos en
Re(s) < −1

2 y adimensionalizando t→ t/L, se obtiene para ζ(s)

ζ(s) =− e−iπs(µL)2s

2πL

∫ 1

∞
t−2s S̃

′
1

(
it
L

)
S̃1

(
it
L

)dt− eiπs(µL)2s

2πL

∫ ∞
1

t−2s S̃
′
1

(
it
L

)
S̃1

(
it
L

)dt
+
αL(µL)2s

2π
sin(πs)

∫ ∞
1

t−2s−2ψ

(
1 +

αL

2t

)
dt+ · · · .

(3.38)

2Estamos suponiendo que la convergencia de las series involucradas permite su in-
tercambio. No nos preocuparemos por este tipo de problemas en lo que resta de esta
sección.
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Simplificando se puede reescribir la ecuación anterior de la forma

ζ(s) =
αL(µL)2s sin(πs)

2π

∫ ∞
1

ψ

(
1 +

αL

2t

)
t−2s−2dt (3.39)

− i(µL)2s sin(πs)

πL

∫ ∞
1

t−2s S̃
′
1

(
it
L

)
S̃1

(
it
L

)dt+ · · · .

De aqúı se puede observar que sólo van a existir polos simples en los semi-
enteros negativos, lo cual coincide con el caso regular. Esto es aśı porque
sin(πs) posee ceros simples en los enteros negativos, mientras que la fun-
ción digamma ψ y S̃′1/S̃1 pueden ser expandidas en potencias inversas de t,
que luego de la integral se transforman en funciones zeta de Riemann con
polos simples para s entero o semientero negativo. Los primeros términos

de
S̃′1
S̃1

son

S̃′1
(
it
L

)
S̃1

(
it
L

) = − iαL
2

4t3
− 3iαL2(αL− 1)

16t4
+O(t−5) . (3.40)

Con este desarrollo el polo en s = −3
2 está dado por(

s+
3

2

)
ζ(s)

∣∣∣
s=− 3

2

=
−L2α3ζR(3) + 3α− 3Lα2

16L2πµ3
. (3.41)

3.5. La enerǵıa de vaćıo

La enerǵıa de vaćıo, al igual que en el caṕıtulo anterior, queda definida
por la ecuación (1.59)

E0 =
µ

2
ζ

(
−1

2

)
.

Utilizando la expresión de ζ(s) obtenida en las secciones 3.3 y 3.2, se obtiene
para la enerǵıa de vaćıo

E0(ε) =
1

2

(
α

8πε2
+
α(γ + log(2µL)− 1)

4πε

)
+
µ

2
PFζ

(
−1

2

)
. (3.42)

Se puede apreciar que la enerǵıa de vaćıo depende del cutoff ε. Más aún, la
fuerza de Casimir, que se obtiene derivando respecto a la distancia entre
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los bordes, depende de la escala de renormalización y es formalmente diver-
gente en el ĺımite ε→ 0. Esto indica que el proceso de renormalización no
bastará para dar un significado f́ısico a la fuerza de Casimir que se deriva
de una regularización con la función zeta. Dejando este hecho de lado, el
término PFζ

(
−1

2

)
se calculará en la sección siguiente.

3.6. Parte finita de la enerǵıa de vaćıo

En esta sección se estudiará PFζ
(
−1

2

)
utilizando el desarrollo asintótico

de los autovalores, de forma análoga a lo hecho en la sección 3.2. Alternati-
vamente se podŕıa utilizar el método de variable compleja de la sección 3.3,
aislando los polos y calculando las integrales restantes en modo numérico.

Utilizando las variables adimensionales ρn = λnL y β = αL, ζ(s) puede
expresarse como

ζ(s) = (µL)2s
∞∑
n=1

ρ−2s
n .

Tenemos que generalizar el desarrollo perturbativo hecho en la ec. (3.20),
considerando ahora S̃(λ):

ρn = nπ + ε̃n,

ε̃n =
β

2nπ
log(2nπ) +

∞∑
p=1

cp
np

,
(3.43)

donde los cp pueden depender de n a través de potencias de log(n). Proce-
diendo igual que en la sección 3.2, ζ(s) puede expresarse como un desarrollo
en serie

ζ(s) =(µL)2s
∞∑
n=1

(nπ)−2s

(
1 +

ε̃n
nπ

)−2s

(3.44)

=(µL)2s
∞∑
n=1

(nπ)−2s

(
1− 2s

ε̃n
nπ

+ (2s+ 1)O

(
ε̃2n
n2

))
,

dado que la derivada n-ésima de x−2s posee un factor (2s + 1) si n ≥ 2.
Los términos que se ignoran no presentan polos en Re(s) > −3

2 , dado que
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son de la forma3

n−2s

(
logm(n)

np

)
∝ (−1)mζ

(m)
R (2s+ p) , p ≥ 4, (3.45)

lo cual es finito para s 6= 1−p
2 . Más aún, todos estos términos se anularán

debido a la existencia del factor (2s + 1), lo que implica que los términos
que contribuyen a ζ

(
−1

2

)
están dados por

ζ(s) =

(
µL

π

)2s
(
ζR(2s)− sβ

π2

(
log(2π)ζR(2s+ 2)− ζ ′R(2s+ 2)

)
(3.46)

− 2s

π

∞∑
p=1

∞∑
n=1

cp
n2s+p+1

)
.

Para calcular PFζ
(
−1

2

)
se utilizan los desarrollos

log(2π)ζR(2s+ 2)− ζ ′R(2s+ 2) (3.47)

=
1

4
(
s+ 1

2

)2 +
log(2π)

2
(
s+ 1

2

) + γ log(2π) + γ1 +O

(
s+

1

2

)
,

ζR(2s) = − 1

12
+O

(
s+

1

2

)
, (3.48)

donde γ1 es la constante de Stieltjes. Obtenemos para ζ
(
−1

2

)
ζ

(
−1

2
+ ε

)
=

β

8πµLε2
+
β(γ + log(2µL)− 1)

4πµLε
(3.49)

− π

12µL
+

β

πµL

[
log2 (µL)

4
+

log (µL) (log(2) + γ − 1)

2

− 1

4
(2γ1 + 2γ(γ − 1 + log(2))− log(4)− log(π) log(4π))

]

+
π

µL

 ∞∑
p=2

∞∑
n=1

cp
n2s+p

 .

3Estamos suponiendo que la convergencia de las series involucradas permite su in-
tercambio. No nos preocuparemos por este tipo de problemas en lo que resta de esta
sección.
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Dado que cp es un polinomio en β = αL, en el ĺımite αL → 0 se obtiene
que la enerǵıa de Casimir es

ĺım
α→0

E0 = − π

24L
. (3.50)

Esta situación corresponde a la enerǵıa de vaćıo sin potencial con condicio-
nes de contorno Dirichlet en ambos extremos y el resultado está de acuerdo
con la ecuación (2.3) de la sección 2.1.
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Caṕıtulo 4

Método numérico de
Montecarlo

En el presente caṕıtulo desarrollaremos un formalismo para calcular
numéricamente la acción efectiva en casos generales y, por lo tanto, para
obtener la enerǵıa de Casimir de numerosos sistemas f́ısicos. Mostraremos
que este método devuelve resultados correctos para el caso de un campo
no interactuante confinado entre dos placas paralelas en el vaćıo. Esto debe
entenderse como un primer paso en la extensión de estos métodos al caso
de potencial singular analizado en el caṕıtulo 3.

4.1. La acción efectiva

Consideremos un campo escalar cuyo lagrangiano es de la forma

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+
m2

2
φ2 +

1

2
V (x)φ2 . (4.1)

En la sección 1.1 hemos visto que la acción efectiva a 1-loop recibe contribu-
ciones cuánticas que dependen del operador obtenido haciendo la variación
segunda del lagrangiano, ver ec. (1.16). En el caso particular de la ec. (4.1),
extendiendo el resultado válido para matrices log detA = tr logA, la pri-
mera corrección cuántica está dada por

Γ1−loop [V ] =
1

2
Tr Log(−∂2 +m2 + V (x)). (4.2)

45
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Para simplificar esta fórmula, consideramos nuevamente la ec. (1.39) para
reescribir el logaritmo en términos del heat-kernel. En ese proceso recor-
demos que debemos introducir un cutoff Λ con dimensiones de momento
para regularizar la integral involucrada; además escribimos expĺıcitamente
la traza y consideramos D = 2 dimensiones, una de las cuales es el tiempo
eucĺıdeo:

Γ1−loop [V ] =− 1

2

∫ ∞
1

Λ2

dT

T
Tr
[
e−T (−∂2+m2+V (x))

]
=− 1

2

∫ ∞
1

Λ2

dT

T

∫
d2x

[〈
x
∣∣∣e−T (−∂2+m2+V (x))

∣∣∣x〉] . (4.3)

En la segunda integral se puede interpretar el elemento de matriz como
una amplitud de transición en una primera cuantización, con un tiempo
eucĺıdeo (imaginario o propio, T ). Por lo tanto se puede introducir una
representación en términos de integrales de caminos (llamada de ĺınea de
mundo en teoŕıa cuántica de campos):

∫
d2x

〈
x
∣∣∣e−T (−∂2+m2+V (x))

∣∣∣x〉
= e−m

2T

∫
d2x

∫
x(0)=x(T )=x

Dx e
−

∫ T
0 dτ

[
ẋ2

4
+V (x(τ))

]
,

(4.4)

donde dado que en (4.3) la amplitud de transición se calcula entre dos
puntos coincidentes, la integral de caminos debe ser calculada sobre ĺıneas
de mundo cerradas que salen y llegan al mismo punto, x(0) = x(T ) = x.

Esta integral de caminos puede ser interpretada en términos proba-
biĺısticos. Si normalizamos con el resultado para una part́ıcula libre (el cual
es conocido), podemos definir el valor medio en un ensamble de caminos
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con distribución de velocidad gaussiana:∫
x(0)=x(T )=x

Dxe
−

∫ T
0 dτ

[
ẋ2

4
+V (x(τ))

]
=

(∫
x(0)=x(T )=x

Dxe
−

∫ T
0 dτ

[
ẋ2

4
+V (x(τ))

])

×

∫
x(0)=x(T )=x

Dxe−
∫ T
0 dτ ẋ

2

4∫
x(0)=x(T )=x

Dxe−
∫ T
0 dτ ẋ

2

4

=:
1

4πT

〈
e−

∫ T
0 dτV (x(τ))

〉
x
, (4.5)

donde el sub́ındice x indica el punto inicial y final de los caminos. Como
último paso se introducirán loops unitarios, que son ĺıneas de mundo para-
metrizadas con un tiempo propio τ ∈ [0, 1]. Para ello haremos un proceso
de adimensionalización. Debemos reescalear tanto la variable temporal, ha-
ciendo un cambio de variables tanto en el tiempo propio, como en la variable
de la integral de caminos, que dado que tenemos un cociente de integrales
de caminos no aporta ningún factor jacobiano. Definiendo

yµ(τ) =
1√
T
xµ(Tτ) =⇒

∫ T

0
dτ ẋ2(τ) =

∫ 1

0
dτ ẏ2(τ) , (4.6)

la integral de caminos es∫
x(0)=x(T )=x

Dxe
−

∫ T
0 dτ

[
ẋ2

4
+V (x(τ))

]
=

1

4πT

〈
e−T

∫ 1
0 dτ V

(√
Ty(τ)

)〉
x√
T

. (4.7)

Utilizando (4.7) y (4.4) en (4.3) se obtiene una representación de la acción
efectiva dada por

Γ1−loop [V ] = − 1

8π

∫ ∞
1

Λ2

dT

T 2
e−m

2T

∫
d2x 〈W [y(t);x;V ]〉 x√

T
, (4.8)

donde

W [y(τ);x;V ] = exp

[
−T

∫ 1

0
dτV

(√
Ty(τ)

)]
. (4.9)

Para calcular el valor medio (4.7) se ha desarrollado una técnica numérica
de Montecarlo [22]. En particular se seguirá el método realizado en [23],
llamado “v ĺıneas”.
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4.2. Algoritmo de “v ĺıneas”

Dados los puntos inicial y final, y0 e yN respectivamente, el algoritmo
se basa en generar poligonales que unan estos dos puntos siguiendo una
distribución de velocidad gaussiana. La idea es que la definición de la in-
tegral de caminos sin el ĺımite de infinitos puntos (o una discretización del
tiempo propio) es exactamente esa:

N
∫ yN

y0

Dye−
∫ 1
0 dτ

ẏ2

4 · · · = ĺım
N→∞

N
∫ N−1∏

j=1

dDyje
− 1

4

∑N
i=1

(yi−yi−1)2

1
N2

1
N · · · ,

(4.10)
donde estamos trabajando en D dimensiones, N es una normalización que
será fijada luego, los puntos suspensivos · · · indican un posible término de
potencial y usamos las discretizaciones

ẏ → (yi − yi−1)
1
N

,

∫
→

N∑
j=1

1

N
. (4.11)

El ĺımite N →∞ será aproximado numéricamente con ĺıneas con una gran
cantidad de puntos.

El objetivo ahora es realizar una serie de cambios de variables lineales
a N fijo, de manera que la distribución de probabilidad se vuelve diagonal
gaussiana. Con este fin definimos

SW =

N∑
i=1

(yi − yi−1)2, (4.12)

y completamos cuadrados para la variable y1:

SW = 2

(
y1 −

y0 + y2

2

)2

+
1

2

(
y2

2 + y2
0

)
− y0y2 +

N∑
i=3

(yi − yi−1)2 . (4.13)

Existe ahora un solo término que contiene y1; se define entonces la nueva
variable

z1 := y1 −
y0 + y2

2
. (4.14)
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Realizando el mismo procedimiento para la variable y2 se obtiene

SW = 2z2
1 +

3

2

(
y2 −

y0 + 2y3

3

)2

+
1

3

(
y2

3 + y2
0

)
− 2

3
y0y3 +

N∑
i=4

(yi − yi−1)2,

(4.15)
sugiriendo el cambio de variables

z2 := y2 −
y0 + 2y3

3
. (4.16)

La expresión general luego de completar cuadrados en la variable yi queda
determinada por

aiy
2
i − 2yi(yi+1 + biy0) = ai

(
yi −

yi+1 + biy0

ai

)2

− (yi+1 + biy0)2

ai
, (4.17)

donde los coeficientes ai y bi están dados por el sistema de recursiones{
ai+1 = 2− 1

ai
, a1 = 2,

bi+1 = bi
ai
, b1 = 1.

(4.18)

La solución a este sistema está dada por

ai =
i+ 1

i
, bi =

1

i
; (4.19)

por lo tanto la forma general de las variables zi queda definida por

zi = yi −
y0

i+ 1
− i

i+ 1
yi+1. (4.20)

Finalmente, reescribiendo la acción con estas nuevas variables el exponente
queda diagonalizado de la forma

SW =

N−1∑
i=1

i+ 1

i
z2
i + c y2

0 + d y2
N . (4.21)

Los valores c y d no son importantes ya que son constantes que se cancelarán
con la correspondiente normalización N , si la definimos de modo que la
integral sin potencial valga uno.

En resumen el algoritmo de las “v ĺıneas” que genera los N − 1 puntos
intermedios está determinado por:
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0 5 10 15 20 25 30
Número de paso
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ió
n

y= 0,N= 30

Figura 4.1: Generación de loops con el algoritmo “v ĺıneas”. Se muestran 5
ĺıneas unidimensionales que parten desde x = 0 y vuelven al mismo punto.

1. Generar N − 1 números wi que estén distribuidos de acuerdo a la
distribución de velocidades e−w

2
i .

2. Normalizar las variables wi para obtener las variables auxiliares zi,

zi =

√
4

N

√
i

i+ 1
wi . (4.22)

3. Una vez obtenidos los puntos zi se calculan los puntos yi por medio
de la fórmula recursiva

yi = zi +
1

i+ 1
y0 +

i

i+ 1
yi+1 . (4.23)

En el caso que y0 = yN se obtienen loops (ĺıneas cerradas) de N −1 puntos
puntos intermedios. En la figura 4.1 se puede observar un ejemplo de la
generación de 5 loops cerrados con este algoritmo, eligiendo N = 30.

4.3. Test del algoritmo de las “v ĺıneas”

Considérese la acción S = N
4 SW en un espacio N − 1 dimensional defi-

nida en (4.10), la cual genera una distribución de probabilidad normalizada
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102 103 104 105

Numero de loops

4.0

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8
<
s

>

y= 0,N= 10
Aproximación numérica
Resultado exacto

Figura 4.2: 〈S〉 como función del número de loops. Se puede ver cómo al
aumentar el número de loops el resultado converge al valor anaĺıtico de la
acción (no graficamos errores numéricos para simplificar la figura).

dada por

P [y] = N e−S[y] . (4.24)

Para verificar la validez del código, podemos calcular anaĺıticamente valores
medios de cantidades sencillas que dependen de las ĺıneas. Por ejemplo, el
valor medio de la acción está dado por

〈S〉 = N
∫
dy1...dyN−1S[y]e−

N
4
S[y] =

1

2
(N − 1)D +

1

4
∆y2, (4.25)

donde D es el número de dimensiones en las que trabajamos y ∆y2 :=
(yN − y0)2 es la distancia entre los extremos de la ĺınea. En la figura 4.2
se puede ver como al aumentar el número de loops (∆y = 0), en un caso
unidimensional (D = 1), la aproximación numérica converge al valor exacto
de la acción; incluso para un número de loops numéricamente pequeño (103)
el valor numérico fluctua en no más de aproximadamente 2 % respecto al
resultado anaĺıtico.

También se puede analizar, en vez de sólo valores medios, la distribución
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Figura 4.3: Distribución de probabilidad para S. Hemos fijado el número
de loops en 2 × 105 y N = 10. En esta figura se pueden ver en celeste
y en verde los histogramas construidos con los resultados de la simulación
para ∆y = 1, 5 respectivamente. Los resultados anaĺıticos en naranja y rojo
corresponden a ∆y = 1 y 5 respectivamente.

de probabilidad de la acción, dada por

P[S′W ] = N
∫
dy1 · · · dyN−1δ

(
SW − S′W

)
eSW (4.26)

= N
(
S′W − Sclas

)−1+
(N+1)D

2 e−(S′W−Sclas)θ
(
S′W − Sclas

)
,

donde δ es la delta de Dirac, θ es la función de Heaviside y la acción clásica
está dada por

Sclas =
∆y2

4
. (4.27)

En la figura 4.3 se compara el histograma de la simulación numérica con el
resultado anaĺıtico para un número de loops 2×105, N = 10 y ∆y = 1 y 5.
La concordancia es notable en estos casos, sugiriendo la validez del código.
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4.4. Cálculo numérico de la enerǵıa de Casimir

En esta sección utilizaremos el algoritmo de las “v ĺıneas” para calcular
la acción efectiva para un sistema de placas paralelas que imponen condi-
ciones Dirichlet sobre el campo. Esto lo simularemos con un potencial dado
por

V (x) = ĺım
λ→∞

(V0(x) + Va(x)) , (4.28)

donde x ahora es sólo la variable espacial y el potencial auxiliar (que no
depende del tiempo) es proporcional a una delta de Dirac:

Vb(x) := λδ(x− b). (4.29)

En el ĺımite λ → ∞ el potencial se vuelve infinito y no permite que el
campo penetre en ella.

Dado que el potencial no depende del tiempo, la acción efectiva a 1-loop
en (4.8) involucra un valor medio unidimensional

Γ1−loop [V ] = − 1

8π

∫ ∞
1

Λ2

dT

T 2
e−m

2T

∫
dxdt 〈W [y(t);x, t;V ]〉 x√

T

= −T0

8π

∫ ∞
1

Λ2

dT

T 2
e−m

2T

∫
dx 〈W [y(t);x;V ]〉 x√

T
, (4.30)

donde T0 es la longitud del intervalo temporal. Pero notando que la acción
efectiva es la integral de una densidad lagrangiana Leff que no depende
del tiempo, y recordando la definición de la acción,

Γ1−loop =

∫
dtdxLeff (x)

= T0

∫
dxLeff (x), (4.31)

resulta que la contribución de 1-loop a la enerǵıa de vaćıo es

Evac[V ] =
Γ1−loop[V ]

T0
. (4.32)
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Dado que nos interesa sólo la interacción entre las dos placas, podemos
restar varias contribuciones: la contribución del vaćıo y las contribuciones
individuales de cada placa; definimos

Evac := Evac[V0 + Va]− Evac[0]− Evac[V0]− Evac[Va]. (4.33)

Esto en (4.30) es

Evac = − 1

8π

∫ ∞
0

dT

T 2
e−m

2T

∫
dx
〈
W [y(t);x;V ]−W [y(t);x; 0] (4.34)

−W [y(t);x;V0]−W [y(t);x;Va]
〉

x√
T

,

donde hemos eliminado el cutoff porque la integral ahora es finita (basta
hacer un desarrollo de la exponencial del potencial para verlo).

Interpretando en términos de caminos, una vez que se toma el ĺımite
λ → ∞ el efecto neto es que 〈W [y(t);x;Vb]〉 x√

T
es 1 si para un dado valor

de x y T el argumento de la delta se anula, y cero en el caso contrario. Para
la suma de potenciales en (4.34) el resultado es también 0 o 1, pero esta
vez dependiendo de si el camino reescaleado logra tocar ambas superficies
o no.

Mirándolo de otra manera, fijado el camino, como función de x y T te-
nemos una función escalón que vale 1 o 0 dependiendo de si x y T trasladan
y reescalean el camino para que atraviese ambas superficies. Dado un loop
y = y(t) tal que y(0) = 0, recordando el reescaleo de los argumentos en
los potenciales (ver (4.9)), las condiciones para que penetre ambas placas
están dadas por

√
Tymax + x ≥ a, (4.35)
√
Tymin + x ≤ 0 ,

donde ymax e ymin son la máxima y mı́nima coordenada de puntos del loop.
Pensando que numéricamente generamos loops y luego hacemos un valor
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medio sobre ellos, podemos intercambiar el valor medio con las integrales

〈Evac〉 = − 1

8π

∫ ∞
0

dT

T 2
e−m

2T

∫
dx
〈
W [y(t);x;V ]−W [y(t);x; 0]

−W [y(t);x;V0]−W [y(t);x;Va]
〉

x√
T

= − 1

8π

〈∫ ∞
0

dT

T 2
e−m

2T

∫
dxW [y(t);x;V ]−W [y(t);x; 0]

−W [y(t);x;V0]−W [y(t);x;Va]
〉

x√
T

,

(4.36)

donde escribimos 〈Evac〉 entre “brackets” para hacer notar que estamos
pensando en la cantidad numérica. Haciendo las integrales en x y en T
llegamos a una enerǵıa de vaćıo dada por

〈Evac〉 = − 1

8π

∫ ∞
0

dT

T 2
e−m

2T

∫ ∞
−∞
dxΘ

(√
Tymax + x− a

)
Θ
(
−
√
Tymin − x

)
= − 1

8π

〈
∆y

2∆ye
− (ma)2

∆y2

a
− 2mΓ

(
1

2
,
(ma)2

∆y2

)
+ a

−∆y2e
−m

2a2

∆y2

a2
+m2Γ

(
0,
m2a2

∆y2

)〉
0

,

(4.37)

donde ∆y = ymax− ymin y la función gamma incompleta está definida por

Γ(a, z) =

∫ ∞
z

ta−1e−tdt . (4.38)

A partir de aqúı se puede obtener la fuerza de Casimir tomando la derivada
respecto a la separación a como en (1.57),

〈F (m, a)〉 = −
〈
dEvac
da

〉
0

=

〈
m2Γ

(
0, a

2m2

∆y2

)
8π

− ∆y2 e
−a

2m2

∆y2

8πa2

〉
0

. (4.39)
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Figura 4.4: Comparación entre la fuerza de Casimir numérica y el resultado
exacto como función del número de loops y N , en el caso m = 0. En esta
figura se puede observar como al aumentar el número de loops y de puntos
intermedios el resultado numérico converge al valor teórico.

En el ĺımite de masa cero, la ecuación (4.39) toma la forma

ĺım
m→0
〈F (m, a)〉 = −

〈
∆y2

8πa2

〉
0

, (4.40)

donde se ve la conocida dependencia con a−2 que corresponde a la fuerza
de Casimir en D = 1 + 1, ver (2.3):

Fexacto(a) = − π

24a2
. (4.41)

En la figura 4.4 comparamos la fuerza de Casimir para m = 0 obtenida
de modo numérico con su valor exacto. Las incertidumbres de los valores
numéricos corresponden a la desviación estándar de la cantidad 〈F 〉 en el
ensemble de loops. Se puede ver que el resultado numérico converge al valor
teórico cuando uno incrementa el número de puntos intermedios y loops.

En términos generales la precisión en este cálculo depende de 2 paráme-
tros: el número de puntos intermedios N y el número de loops involucrados
en la estimación. Al aumentar el número de loops se reduce el error es-
tad́ıstico del método de Monte Carlo, mientras que aumentar N reduce el
error sistemático debido a la discretización del espacio tiempo. En la figura
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Figura 4.5: Comparación entre la fuerza de Casimir numérica y el resultado
exacto como función del parámetro adimensional am. Se utilizaron 1.000
loops y N = 1000 puntos intermedios.
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Figura 4.6: Tiempo de ejecución en función de N , para 100000 loops. En
esta figura se puede ver que la complejidad computacional del algoritmo es
lineal (el eje N está en escala logaŕıtmica).
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4.2 se puede ver que al utilizar 100 loops el error inherente al método Monte
Carlo es dominante, mientras que en 4.4b ya no se detectan esas fluctuacio-
nes: la diferencia entre el valor calculado y el valor exacto se debe al error
sistemático de la discretización.

En la figura (4.5), considerando una masa y una distancia entre las
placas arbitrarias, comparamos el resultado numérico con el valor exacto
dado por

Fexacto(m, a) = −
∫ ∞
m

dt

π

t2√
t2 −m2(e2ta − 1)

. (4.42)

Se ve una concordancia notable. La incertidumbre numérica, dada por la
banda celeste, es la desviación estándar muestral. Su valor es bastante
grande (40 %) porque consideramos un número de loops y N pequeños.

En cuanto al tiempo de ejecución del algoritmo, en la figura 4.6 se
muestra que para esta implementación el tiempo es lineal en el número de
puntos intermedios. Esto se debe a que la acción efectiva fue diagonalizada
lo cual implica que la generación de un punto es independiente del resto.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo de tesis se estudió la enerǵıa de vaćıo aso-
ciada a diversos operadores en el contexto de Teoŕıa Cuántica de Campos,
analizando la correspondiente función ζ y su relación con el heat-kernel.

En particular, intentamos ampliar el conocimiento en relación a ope-
radores singulares, teniendo en cuenta que, en comparación con el caso
regular, aún restan muchos interrogantes respecto a los desarrollos de sus
funciones espectrales. Para ello, en el caṕıtulo 3 tomamos el operador sin-
gular A = −∂2

x + α
x , con dominio en el intervalo compacto [0, L]. Se obtuvo

un polo simple en s = 1
2 cuyo residuo está dado por

Res ζ(s)
∣∣
s= 1

2
=
Lµ

2π
=
µVol(M)

2π
, (5.1)

donde M es la variedad estudiada. Este resultado coincide con el caso
general dado por (1.36), lo cual es interesante ya que el operador bajo es-
tudio no cumple con las condiciones de regularidad requeridas para que su
heat-kernel posea un desarrollo de la forma (1.30). Esto abre el interro-
gante sobre la posible extensión del resultado (1.36) a ciertos operadores
singulares.

En cuanto al estudio de ζ(s) en s = −1
2 , cantidad presente en la regula-

rización utilizada en (1.51) para definir la enerǵıa de Casimir, a diferencia
del caso regular se encontró que posee un polo doble dado por

ζ

(
−1

2
+ ε

)
=

α

8πµε2
+
α (log(2Lµ) + γ − 1)

4πµε
+ PFζ

(
−1

2

)
.
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Esto implica que el desarrollo asintótico del heat-kernel presenta términos
logaŕıtmicos. Además, no es posible definir de modo uńıvoco una fuerza
de Casimir a través de esta regularización, dado que tendŕıa una divergen-
cia con ε → 0, además de involucrar un proceso de renormalización para
eliminar la escala µ.

Para la parte finita de ζ (s) en s = −1
2 , se obtuvo un desarrollo de-

pendiente del parámetro adimensional β = αL. Es de esperar que se trate
de un desarrollo asintótico; la demostración de esto resta para trabajos
futuros.

Del estudio de los demás polos, se concluyó que al igual que en el caso
regular son todos simples y están ubicados en los semienteros negativos.
Este resultado cae dentro de la conjetura realizada en [2], la cual sugiere
que el heat-kernel para ciertos operadores singulares posee un desarrollo
que, en comparación con el desarrollo de operadores regulares, involucra
adicionalmente términos con potencias de log T .

Este resultado es de relevancia ya que en nuestro caso, exceptuando el
polo en s = −1

2 , la posición de los polos de la función zeta y el hecho de que
ellos sean simples coinciden con lo esperado en el caso regular. Esto no se
cumple para otros operadores singulares; un ejemplo de esto es el operador
−∂2

x + α
x2 , para el cual se demostró que sus polos pueden caer incluso en

valores irracionales [24]. Seŕıa interesante estudiar si es posible establecer
una dependencia funcional de los coeficientes del desarrollo del heat-kernel
con el potencial, tal como en los casos regulares.

Por último, en el caṕıtulo 4 se desarrolló un método que permite calcular
la enerǵıa de Casimir sin necesidad de hallar los autovalores del operador
involucrado. Se trata de un método numérico de Montecarlo, válido para
potenciales generales. Se estudió la fuerza de Casimir para dos placas pa-
ralelas y condiciones Dirichlet. Queda para trabajos posteriores intentar
aplicar esta técnica al potencial singular analizado en el caṕıtulo 3.

Nota: este trabajo de diploma fue iniciado en el año 2019 e interrumpido
el mismo año por motivos personales. Luego fue retomado a finales del año
2020. En el inteŕın fue publicado el art́ıculo [3] que contiene algunos de los
resultados aqúı expuestos relacionados al potencial x−1.



Apéndice A

Función ζR de Riemann

En este apéndice se estudiará la extensión anaĺıtica y la estructura de
polos de la función zeta de Riemann, ζR(s), introducida en la ec. (1.54). La
función ζR(s) se define como la prolongación anaĺıtica de la siguiente serie:

ζR(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
, Re(s) > 1 . (A.1)

Utilizando la identidad

1

ns
=

1

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1e−ntdt , (A.2)

se obtiene la representación integral

ζR(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1

et − 1
dt , (A.3)

que constituye una extensión anaĺıtica. Con el fin de analizar las singulari-
dades se puede utilizar el desarrolo de Laurent

1

et − 1
=

∞∑
n=−1

Bn+1

(n+ 1)!
tn , (A.4)
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donde Bn son los llamados números de Bernoulli. Sumando y restando este
desarrollo hasta el orden N se obtiene una extensión anaĺıtica dada por

ζR(s) =
1

Γ(s)

∫ 1

0
ts−1

(
1

et − 1
−

N∑
n=−1

Bn+1

(n+ 1)!
tn

)
+

1

Γ(s)

∫ ∞
1

ts−1

et − 1
dt

+
1

Γ(s)

N∑
n=−1

Bn+1

(n+ 1)!(n+ s)
. (A.5)

De esta manera ζR(s) puede ser calculada ∀s ∈ C tal que Re(s) > −N − 1.
Utilizando esta representación se obtienen los conocidos valores de ζR(s)
en s = −1 y alrededor de s = 1,

ζR(−1) = ĺım
s→−1

1

Γ(s)

B2

2!(s+ 1)
= − 1

12
, (A.6)

ζR(ε) =
1

Γ(1)

B0

ε
+O(ε) =

1

ε
+O(ε) . (A.7)

Otra propiedad importante es que ζR es una función meromorfa con un
único polo en s = 1. Para demostrarlo, basta desarrollar el único término
posiblemente divergente, 1

Γ(s)
Bn+1

(n+1)!(n+s) , alrededor de s = −n, n ∈ N, ob-
teniendo el resultado finito

ĺım
s→−n

ζ(s) =
1

Γ(s)

Bn+1

(n+ 1)!(n+ s)
+O(s+ n) =

(−1)nBn+1

n+ 1
. (A.8)

Se concluye entonces que existe un único polo en s = 1.
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[3] Horacio Falomir, Joaquın Liniado y Pablo Pisani. “A new example
of the effects of a singular background on the zeta function”. En: J.
Phys. A 53.46 (2020), pág. 465402. arXiv: 2004.04004 [math-ph]

(vid. pág. 60).

[4] H. B. G. Casimir. “On the Attraction Between Two Perfectly Con-
ducting Plates”. En: Indag. Math. 10 (1948). [Kon. Ned. Akad. We-
tensch. Proc.100N3-4,61(1997)], págs. 261-263 (vid. págs. 1, 5).
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