Espacios Vectoriales
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Comencemos considerando un problema concreto:

Al enviar la sonda New Horizon a Plutdén, necesitamos conocer informacion precisa
sobre su trayectoria, velocidad, etc.

¢ Qué herramientas usamos (ingenuamente) para tener esa informacién?

New Horizon

Sistema de
coordenadas
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S2) La suma es conmutativa:
a+b =b+a para todo a,b € k
S3) La suma tiene un elemento neutro:

Existe un elemento en k, que como resulta ser unico (se prueba) lo llamamos 0,

que cumple que L
S O e Sto Lown. vartro
a+0=0+a=a para todo a € k

S4) Todo elemento a € k tiene un elemento opuesto: ? =0+o = ?Y

Para todo a € k, existe a’ € k que cumple que
a+a =0=a+a

Como este a’ resulta ser Unico (se prueba), se denota por a’ = —a.

Bajo estas propiedades, decimos que (k, +) es un grupo abeliano.

Niels Henrik Abel
(1802-1829)
Abel Prize

P1) El producto es asociativo:
(a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b,c € k
P2) El producto es conmutativo:
a-b =b-a paratodo a,b € k
P3) El producto tiene un elemento neutro:

Existe un elemento en k, que como resulta ser unico (se prueba) lo llamamos 1,
que cumple que

a-l=1-a=a para todo a € k
P4) Todo elemento a € k tiene un elemento inverso:
Para todo a € k — {0}, existe @ € k que cumple que
a-a=1=d-a

Como este a resulta ser Unico (se prueba), se denota por @ = a™ 1.
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Definicion
Sea k un cuerpo. Un k-espacio vectorial es un conjunto VV provisto de dos operaciones:

+: VXV -V, (v,w),v+w suma (vectorial)
ckxV -V (a,v) »a-v producto por escalar
que satisfacen las siguientes propiedades:
S) (V,+) es un grupo abeliano:
Esto es, se tiene que
S1) La suma es asociativa:
wH+w)+z=v+W+2) para todo v,w,z € V
S2) La suma es conmutativa:
v+w =w+v para todo v,w € V
S3) La suma tiene un elemento neutro:

Existe un elemento en V, que como resulta ser unico (se prueba) lo llamamos 0,

que cumple que
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S4) Todo elemento v € V tiene un elemento opuesto:

QD0+ © =
Para todo v €V, existe v' € V que cumple que ’L\”X

v+ =0=v+v

Como este v’ resulta ser Unico (se prueba), se denota por v’ = —v.
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PE) El producto por escalar define una acciéon de ken V:
P1) El 1 € k actua como la identidad:
1l-v=vw para todo v € V
P2) La accion es asociativa:
a-(b-v)=_(ab)-v paratodoa,b e kv eV
P3) La accion es compatible con la suma en k (distributiva):

(a+b)-v=a-v+b-v paratodoa,b e kv eV

D) La accién es compatible con la suma en V (distributiva):

a-w+w)=a-v+a-w paratodoa € k,v,w €V

Notacion: Los elementos de un espacio vectorial se denominan vectores

Observacion:
Un espacio vectorial nunca es vacio como conjunto, pues al ser un grupo
abeliano, posee al elemento neutro 0.
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2) k™™ con n,m € N numeros naturales.

Si n = m, escribimos k™™ = M, (k) = matrices de tamafio n X n.
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3. Polinomios sobre un cuerpo k.
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4. Consideremos un conjunto X no vacio cualquiera, y el conjunto

X¥ ={f:X - k| f funcién }
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Observacion
Notar que la condicion

au+wew paratodoa € k,u,w € W
es equivalente a que se cumplan las dos condiciones

a-uew paratodoa € k,u e W
u+wew para todo u,w € W

Ejemplos:
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1) S,,(k) = Matrices simétricas de M,, (k)

={Ae M,(k)|A* = A}
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Definicion
Supongamos que V es un k-espacio vectorial y U,W < V son dos subespacios.
Se define la suma U + W como el conjunto

U+W={u+w|uelUweW}

Ejemplo:
V=R:LW={G@1D|1eR},U={A(1,3)| 1 € R}
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Bases y dimensién

jueves, 18 de marzo de 2021 13:21

Subespacio generado

Sea V un k-espacio vectorial y S € V un subconjunto no vacio de V.

Entonces el subespacio de V generado por S se define por

(S) = NyasW W subespacio de V
Cuando S = {v4, -+, v,} €s un conjunto finito de vectores, decimos que el subespacio
W es el subespacio generado por vy, -, v, y escribimos W = (vq, -+, v,,).

Para describir de una forma mas explicita el subespacio generado, necesitamos la
siguiente definicion:

Definicién

Sea V un k-espacio vectorial y v € V un vector.

Se dice que v es combinacion lineal de los vectores v4, -+, v, € V si existen escalares
ay, -, a, € ktales que

v=av1 + -+ a,v, = Z?:l a;v;

Ejemplos:

1) Todo vector (a,, -+, a,) € k™ es combinacion lineal de los vectores
v, =(1,0,-+,0),v, =(0,1,0,---,0),...,v, = (0,0, ..., 1).
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Todo vector de R? ¢s combinacion lineal de v; = (3,1),v, = (1,3).
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Bases

Definicion

Sea V un k-espacio vectorial y S € V un subconjunto no vacio.

Se dice que S es linealmente dependiente (I/d) si existen vectores vy, v, €Sy
escalares a4, -+, a, € kno todos nulos tales que

—_ — n
0=a;v; + -+ ayvn = Xisq qiV;

Es decir, el vector 0 se escribe como una combinacion lineal no trivial de vectores de S.

Decimos que S es linealmente independiente (/i) si no es linealmente dependiente.
Es decir, si existen vectores v,,:--,v,, € S y escalares a4, -+, a, € ktales que
n
0=aqvi + -+a,v, = Z a;v;
i=1

debe suceder necesariamente que a; = 0,---,a,, = 0.



Ejemplos:

0) Los vectores v, = (1,0,--,0),v, = (0,1,0,:--,0), ..., v, = (0,0, ..., 1) son
linealmente independientes
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1. Los vectores v; = (3,1),v,
los vectores v, = (3,1),v,
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,3),v3 = (0,1) son linealmente dependientes

(1,3) son linealmente independientes, pero
(1

2. Dos vectores v,w € VV de un k-espacio vectorial V son linealmente dependientes
si y solo si existe A € k tal que Av = w.
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En particular, ningtin conjunto S que contenga al 0 puede ser linealmente
independiente.
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Tomemos ahora otra base de P,(k) : B = (1,1 + X,1+ X + X?)
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Observacion

,{

e Si k es un cuerpo infinito, existe una cantidad infinita de bases de un k-espacio vectorial.

e La nocion de coordenadas nos permite trabajar con vectores de coordenadas en lugar de
vectores abstractos o de descripcidon mas compleja.

Relacion entre dos bases distintas

Sea IV un k-espacio vectorial de dimension finita dimV = n.

Sean B = (v4, ...,v,) Y B' = (w4, ...,w,,) dos bases ordenadas de V.

¢, Cual es la relacién entre las bases?
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Definicion
El conjunto de matrices inversibles se denota

GL,(k) = {A € M,(Kk) | A es inversible}

Resulta que GL, (k) es un grupo con la operacién dada por el producto de
matrices y con elemento neutro dado por la identidad.

Es un ejemplo de grupo no abeliano sin > 2.
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Algebra de endomorfismos
lunes, 12 de abril de 2021 10:11

Sean V,W, Z tres k-espacios vectoriales y
T:V->W, u:w -z,
dos transformaciones lineales, entonces la transformacion lineal
UT:V - Z,

dada por la composicion UT(v) = U{(v)para todo v € V es una transformacion lineal.
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Matriz de una transformacion lineal

Sean V, W dos k-espacios vectoriales de dimensién finitay T:V — W una transformacion lineal.
Supongamos que dimV =nydimW =m , nwm € N

Sean B = {v,,...,v,} unabasede V'y B' = {wy, ..., w,,} una base de V.
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Matriz de una transformacion lineal

jueves, 15 de abril de 2021 13:02

Sean V, W dos k-espacios vectoriales de dimensién finitay T: V — I/ una transformacion lineal.
Supongamos que dimV =nydimW =m, nm<€ N

Sean B = {v4, ...,v,} unabase de V y B' = {wy, ..., w,,,} una base de IV/.
COI‘}OA&A;? (Océlu.act'a)

Por un teorema que vimos una clase pasada, sabemos que la transformacion lineal T
queda determinada por los valores que toma en los elementos de la base B = {v,, ..., v, }:
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Para cada v; € B, existen escalares a,, ..., a,,; € k tales que

T(v)) =aywi + =+ QGujWm = LiZq a;w;
Esto es:

T(v)) =apwy + -+ amawpy
T(vy) =aawy + - + amawy,

T(vn) =aipWp + ot QWi

Asi, los escalares a,j, ..., a,,; son las coordenadas del vector T'(v;) en la base B' = {wy, ..., w;, }:
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Sabemos que (k™)*Q k™ ~ End(k™) =~ Kk"*"

Veamos cual es la imagen de la base candnica
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Asi A es un autovalor de T si Ker(T — A1idy) # {0}, es decir, la transformacién lineal
T — Aidy no es inyectiva

Ejemplo

4 y 2 son autovalores de T: R? — R?,
T(x,y) = Bx+y,x + 3y)

con autovectores
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T: R? > R?, T(x,y)=Bx+yx+3y)

Con la Lese caduice UTlaof3 é\
& B OO= - I

= X% 4B
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Notar que distintas bases nos dan distintas formas de escribir el mismo polinomio caracteristico
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Pregunta: ;Es cierto que si dos matrices tienen el mismo polinomio caracteristico entonces
son matrices de una misma transformacion lineal, i.e. son semejantes?

Ahora ya tenemos caracterizados los autovalores como raices de polinomios.

Sin embargo, no terminamos de decir como hallarlos, porque para esto tenemos que
encontrar raices de polinomios y eso puede ser muy dificil de hallar exactamente!!!
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Esto dice que J(T) es un ideal de k[X].

Mas aun, vale que todo ideal J de k[X] es un ideal principal, esto es, todo polinomio del ideal
es un multiplo de un polinomio fijo, que se llama generador. Este polinomio es el polinomio ménico
de menor grado contenido en el ideal.
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En el caso del ideal J(T), el generador es el polinomio minimal m(X).

Por lo tanto, el polinimio minimal m;(X) divide a todo polinomio anulador de T

Ejemplo

Consideremos la transformacion lineal dada por
T: R® > R3

T(x,y,z) = (4x + 2y,2x + 4y, 4x — 4y + 62)

Entonces pr(X) = (X — 6)2(X — 2).
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Ejemplos

V = R?,(—,—) candnico.
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Hemos visto que la nocion de distancia coincide con las nociones conocidas en R? y R3.

Notar que

U+ wi=dilitl < (v,w) =0
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