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INTRODUCCION

Los problemas que frecuentemente se plantean al fisico o fisicoqui-
mico tedrico involucran la introduccidén de ciertos modelos mecanocuén-
ticos que, como regla general, no poseen solucidn exacta. Es por ello
que desde los primeros dias -de la moderna mecinica cuintica se ha dedi-
cado un formidable esfuerzo al desarrollo de métodos aproximados para
resolver la ecuacidn de Schrédinger.

Los principales métodos aproximados de resolucidn son tres: el teo-
rema variacional, la teoria de perturbaciones y las técnicas semiclasi-
cas. Todos ellos estin ligados a principios fundamentales y poseen dife
rentes rangos de utilidad 6ptima.

Respecto a los métodos antes mencionados, podriamos decir que los
dos primeros son de indole general, ya que no estan restringidos a los
problemas de autovalores de la mecanica cuantica. Por otro lado, los dos
Gltimos métodos son bésicamente autosuficientes, ya que permiten aproxi
mar al sistema en cuestidn exclusivamente mediante especificaciones con
tenidas en la definicidén del mismo. A diferencia de éstos, los métodos
variacionales dependen, en lo que hace a su aplicacién, de la eleccién
de una funcidn de prueba que no estid univocamente determinada.

El caracter general y cerrado en si mismo de la Teoria de Perturba-
ciones (TP) la ha convertido en uno de los métodos favoritos desde hace
mucho tiempo, a pesar de que su aplicacidén introduce dos problemas que
no son en absoluto triviales. Estos son: i) determinar los coeficientes
perturbacionales hasta un orden dado, y ii) calcular la suma de la se-
rie perturbativa si ésta resulta divergente o lentamente convergente.
La solucidn ineficiente de ambos problemas fue durante mucho tiempo una
limitacidn para el uso extensivo de la TP. La mayoria de los problemas
de interés fisico y quimico poseen caracteristicas tales, que hacen
practicamente imposible evaluar las sumas que involucra el calculo de
los coeficientes de la TP de Rayleigh-Schrédinger. Por otro lado, la
presencia de series perturbacionales divergentes es regla, en lugar de
excepcidn, al investigar los sistemas de interés fisicoquimico.

A principios de la década del '70 la situacidn comenzd a revertirse
merced a sensacionales descubrimientos sobre la naturaleza de las se-
ries perturbacionales con radio de convergencia nulo, y al desarrollo
de las TP algebraicas o recursivas. Podriamos decir que al dia de hoy
la TP ha sido redescubierta y tanto las muchas cuestiones que quedan
por dilucidar, como las enormes posibilidades de aplicacidn del méto-
do, han abierto insospechados horizontes a la investigacién.

Es en el camino de dichas investigaciones que debe situarse el ob-
jetivo primordial de esta obra. Nuestro compromiso fundamental es para
con el método matematico constituido por la TP. Nuestro punto de vista
estid centrado entonces en desarrollar, optimizar y aplicar algunos as-
pectos del formalismo perturbativo, como un recurso para extraer la in-
formacidén de interés de un sistema dado. Por ello, diversos tipos de
modelos de interés fisicoquimico apareceran recurrentemente en esta
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obra, pero lo hardn a titulo de ejemplos apropiados para llustrar las
ideas y conjeturas desarrolladas sobre el método. Dichos modelos, asi
como su validez, no constituyen, pues, un objetivo en si mismo; tampo-
co es central en nuestro enfoque la resolucidn compulsiva de las ecua-
ciones planteadas por dichos modelos. Tales ecuaciones podrian resol-
verse por varias vias alternativas; empero, nuestro compromiso perma-
nente es con la TP, ya que dicho método es a veces la Unica posibilidad
de estudio de algunos problemas fisicos. Sin embargo para comprender
plenamente la filosofia que anima la organizacidn de esta obra es ne-
cesario un comentario adicional.

En los dltimos anos ha habido un enorme interés en el desarrollo,
mediante la utilizacidon de los métodos aproximados, de expresiones ana-
liticas para diferentes propiedades fisicas de los sistemas cuanticos.
Tales expresiones no-numéricas resultan tanto mas precisas cuanta mayor
informacidn analitica disponible se pueda incorporar sistematicamente;
por ello ha cobrado un gran impulso el estudio conjunto de todos los mé
todos aproximados y su relacidn con las propiedades analiticas esencia-
les del sistema en consideracidn, como por ejemplo la dependencia de la
energia, valores medios, etc con las masas de las particulas, intensida
des de campos externos y otros parametros. En esta obra realizaremos un
gran nGmero de contribuciones sobre este punto, combinando los métodos
semiclasicos, variacionales y perturbativos en un Gnico formalismo.

En resumidas cuentas, nuestros esfuerzos han sido dirigidos hacia dos
objetivos: i) Desarrollo de funciobnes sencillas en las que fuera posi-
ble incorporar la informacion analitica disponible proveniente de la
TP, los métodos semiclasicos y principios fundamentales, y ii) Asegura-~
das las principales propiedades analiticas, estudiar qué series pertur-
bacionales de interés fisicoquimico pueden sumarse mediante tales fun-
ciones. La division de la obra en partes A y B, se corresponde con ei
enfoque de cada uno de los objetivos antes nombrados.

El contenido de este trabajo merece un comentario adicional. Ei mis-
mo intenta ser autosuficiente, y por ello se encontrarin en él (princi-
palmente en la parte A)varios resultados que podrian consultarse en la
literatura. No obstante hemos creido conveniente presentarlos en esta
obra, apropiadamente adaptados a nuestras necesidades, para mantener
una unidad 16gica entre tdpicos muy disimiles. Pensamos que el lector
se vera beneficiado por este aspecto de la organizacidn, ya que temas
tan especializados y de actual investigacidén no se encuentran discutidos
en la bibliografia en .forma conjunta. De este modo el lector encontrara,
junto a una gran cantidad de resultados originales, un panorama comple
to de la moderna TP.

Respecto de las aplicaciones de los formalismos que se realizan en
esta obra, cabe acotar que si bien los modelos fisicos juegan un papel
ilustrativo, hemos escogido aquéllos que son de mds intenso estudio, al
presente, en fisicomatemadtica. Entre éstos podemos mencionar a los osci

fu

ladores anarménicos y las teorias de campos unidimensionales, atomes en

campos magnéticos y eléctricos, modelos no relativistas de particulas
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elementales y vibraciones de moléculas diatémicas, entre otros. En ma-
nera alguna puede considerarse completo nuestro analisis respecto de
estos modelos, debido a que su nimero y variedad es muy grande, y a que
ademds no es ésta nuestra intencidn. Sin embargo hemos querido dar para
todos ellos un breve panorama, de forma tal de ilustrar qué tipo de fe-
nbémenos exigen su introduccién, y cuil es el status actual de su conoci
miento. Este marco de referencia permitird juzgar adecuadamente las con
tribuciones que se realizan en este trabajo sobre la suma de series per
turbativas.

Finalmente podemos comentar cémo se ha estructurado la obra. En la
parte A se discuten inicialmente la aproximacidn semiclasica para siste
mas cudnticos unidimensionales y la construccién de la serie perturba-
tiva hasta 6rdenes elevados. El método semiclasico se emplea posterior-
mente para estudiar el comportamiento asintdtico de los coeficientes de
la TP para sistemas cuinticos sencillos. La discusidén de los fundamen-
tos de la moderna TP se completa mediante el andlisis de diferentes mé-
todos de suma de series divergentes presentados en la literatura. Poste
tiormente se desarrolla desdc primeros principios una serie de métodos
de inspiracidn semiclasica, que permiten utilizar en forma sistematica
la informacidn provista por la TP y algunos desarrollos asintdticos.
Dichos métodos nos permiten obtener simples expresiones analiticas para
los autovalores, y los valores medios mas importantes, de varios .siste-
mas cuanticos sencillos cuyas funciones de onda satisfacen tanto condi-
ciones de contorno para valores finitos como infinitos de las cocrdena-
das. Se ha tenido especial cuidado en la presentacidn de resultados
para el efecto Zeeman, ya que este modelo es uno de los de mayor interés
en nuestros dias. En casi todos los capitulos de esta parte de la obra
se presentan resultados originales.

El ordenamiento mismo de los tdpicos que se tratan en esta parte A
puede resultar conceptualmente 0til, ya gque los capitulos se hallan en-
cadenados en un nivel creciente de generalidad. Creemos que ésto resul-
ta también de interés pedagdgico, dado que el lector no encontrari sdlo
resultados originales, sino que ademas poseeri un panorama del proceso
que se ha seguido para llevar adelante el desarrollo del método matema-
tico.

La parte B esta totalmente dedicada a la investigacidn sistematica
de la suma de series perturbativas utilizando 6rdenes elevados de la
TP, mediante generalizaciones de resultados obtenidos en la parte A,

El método disenado prvmir~ renormalizar la serie perturbativa, esto es,
prolongar su utilidas ~-“ign sumarla exactamente, logrando que al mis-
mo tiempo se satisfagan al ''mas relaciones analiticas fundamentales 1li-
gadas a la funcibén que » .srudia. Luego de realizar un estudio intenso
de las propiedades analiticos y numéricas del método, el mismo se apli-
ca a una gran variedad de -ndelos de interés fisicoquimico, para los
que se posee algin desarrc!lo en serie de potencias asociado. Para to-
dos ellos se obtienen resultados totalmente originales, algunos de los
cuales resultan los mads precisos que se presentan en la biblicgratia

actual.



PARTE A

'Spectra are very touchy objects; they are
bound to react irrationally. under the slighest
provocatiocn.'

K. 0. Friedrichs, 1966.



CAPITULO I

PROPIEDADES GENERALES DEL ESPECTRO DE AUTOVALORES.



§.1. ALGUNAS PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

-

Para aproximar las soluciones de la ecuacidén de Schrédinger es con-
veniente tener presente desde el principio algunas propiedades funda-
mentales de sus soluciones exactas. Si bien creemos innecesario hacer
aqui una discusidn de tipo general sobre las propiedades de los espec-
tros de autovalores, si creemos conveniente realizar una recopilacién
de ciertas propiedades matematicas que seran de utilidad en los siguien
tes capitulos.

Estamos principalmente interesados en que el lector tenga en mente
algunos resultados rigurosos que hacen a la degeneracidn, nimero de
ceros, relaciones de incertidumbre, etc satisfechas por las soluciones
de la ecuacidn de Schrddinger. Si bien estas relaciones pueden encon-
trarse en la bibliografia /1-3/ las presentaremos aqui en forma unifi-
cada.

Consideremos la siguiente ecuacidn diferencial a autovalores, repre
sentando una ecuacidn estacionaria de Schrddinger unidimensional en

unidades apropiadas:

- ,12 )+ V(x) ¥ (0 = E_ Y (x), (1.1)

donde n es el nimero de ceros de la funcidn de onda. Por sencillez nos
restringiremos aqui a estudiar algunas propiedades generales de la ecua
cidén de Schrddinger definida con condiciones de contorno de Dirichlet
(CCD), si bien las mismas pueden generalizarse para otras condiciones

de contorno.

Teorema 1.1: La ec.(1.1), definida en el espacio de funciones que sa-

tisfacen las condiciones de contorno:

Tn(a) = Wn(b) =0 |, a, b reales , n= 0,1,2,..., (1.2)

no posee soluciones degeneradas.
Demostracidén: Procedem~s por el absurdo. Supongamos que existen al me-

nos dos funciones ¥, Yy ?j que siendo iinealmente independientes posean
el mismo autovalor " De la ec.(l.1l) deducimos que:

' = (L v Y. 1.
Y. Y T. T{x)) ¥, vJ (1.3a)

b 4 ¥, = (L J(x)) s Wj N (1.3b)
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y restando ambas ecuaciones obtenemos:

Y or v ¥ ¥ o d vy ¥ Yy ey .
Llegamos a la conclusidn que el wromskiano es una constante para todo
X3

?i (x) Tj(x) - ?i(x) ?j (x) = cte (1.5)
Dado que por hipdtesis se satisfacen CCD, la constante en (1.5) es nu-

la, como puede demostrarse tomando x=a o x=b. Concluimos entonces de
(1.5) que

¥ 4
i3
det( ¥oov ) =0, (1.6
i J
esto es, las funciones Y.y ?j (y sus derivadas) deben ser linealmen-
te dependientes. Esto contradice la suposicidn realizada y demuestra

el teorema.*

Teorema 1.2: Sea ¥(x) una solucidn de la ec.(1.1) con CCD. Luego, si
V(x) es una funcidén par de la coordenada, y(x) tiene paridad definida.
Demostracidn: Apiicando la hipétesis del teorema sobre V(x), al .cam-
biar x por -x en la ec.(1l.1) obtenemos la siguiente ecuacidn:

¥'U(-x) + V(x) ¥(-x) = E ¥(-x) , (1.7)

1
2

con lo cual ¥(x) y ¥(-x) resultan ser autofunciones del hamiltoniano
con el mismo autovalor. Por el Teorema 1.1, ambas funciones deben ser

linealmente dependientes, esto es:
y(x) = k y(-x) , k = cte , (1.8)
o bien, cambiando x por -x:
2 2
¥{-x) = k ¥(x) = k© ¥(-x) , luego: k" =1

y finalmente obtenemos que ¥(x) posee paridad definida:

¥(x) = £ y(-x) .* (1.9)

Teorema 1.3: Si V(x)> E, para xe (a, xI) U (xD, b), con X1s Xp finitos,
entonces la funcion ¥Y(x) definida de acuerdo a las condiciones del

Teorema 1.1, no posee ceros en el intervalo (a, xI) u (xD, b), 1lamado

"zona clasicamente prehibida™.
Demostracidon: La ec.(l.1) se puede reescribir convenientemente, de 1la

siguiente manera:
¥ (x) = 2 (V(x) - E) ¥(x) , (1.10)

donde por simplicidad hemos omitido el subindice que hace referencia
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al nimero cuidntico., Si ahora la multiplicamos por ¥(x) e integramos en
una de las zonas cldsicamente prohibidas, por ejemplo la situada a la
izquierda del origen, encontramos:

D ) dxt = v v O E - X v ax
-2 & vx) - B) wix)? ax’ (1.11)
Utilizando qu CCD obtenemos:
Y ¥ 0 =2 % (Vx") - B) wx) dx' o+
v A ean? e, (1.12)

¥y, por hipdtesis, ambas integrales en el miembro derecho de (1.1}2) son

positivas; en consecuencia encontramos:
¥(x) ¥v'(x) > 0 (1.13)

Dado que la funcidn ¥(x) no posee singularidades, ¥'(x) permanece fini-

ta y luego ¥(x) # 0.%

Teorema 1.4: Todo autovalor E de (1.1) es mayor que el minimo de V(x)
(min V).
Demostracidn: Partimos de la ec.(1.12). Si tomamos x=b, y utilizamos

las CCD, obtenemos:

P oyrx)? dx + afb Vix) v(x)? dx , (1.14)

a

=
Il
N =

donde hemos considerado normalizada a la funcidn ¥(x):
SO Yo v ax = (¥ = 1 (1.15)

Inmediatamente se deduce de (1.14), utilizando el teorema del valor me
dio para integrales, el siguiente resultado:

]

min V % (1.16)

E > afb Vix) ¥(x)2 dx > min V afb v(x)% dx

Teorema 1.5: Sean Ei>'E' dos autovalores de la ec.(l.1). Entonces la
autofuncion ?i(x), asociada a Ei’ tiene al menos un cero entre dos ce-

tos consecutivos de ¥.(x), asociada a Ej’
Demostracidén: El procedimiento a seguir es similar al utilizado para

demostrar el teorema 1.1. De la ec.(l.1) deducimos:

Si X351 < X4, son dos ceros consecutivos de wj(x), podemos integrar
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(1.17) en el intervalo (le. sz)

Y (x

?i(le)wj(le) - ?i(sz j j2) = 2(E, - E;) _ 52 ¥ ¥ .dx

j i’ xj) 15"

(1.18)

Procedemos ahora por el absurdo: supongamos que Ti(x) no posee ceros en
el intervalo (x 1° x.z). Sin pérdida de generalidad elegiremos como po-

J
sitivas a Wj(x) y ?i(x) en el intervalo, con lo cual tenemos:

-

> 05 ¥ilxy,) <0, (1.19)

¥i(x ;

1¢%517

y, como consecuencia de la ec.(1.18), nos conduce a:

X,
(Ej - E)) xgljz Ti(x)wj(x) dx >0 (1.20)
Si tomamos en cuenta que por hipdtesis (Ej - Ei) < 0, la ec.(1.20) nos
asegura que la integral es negativa, lo que sblo puede ocurrir si Ti(x)

posee al menos un cero en el intervalo (xil’ sz)‘ Esto contradice 1la
hipbtesis tentativa y completa la demostracidn.*

Este teorema forma parte de un resultado general conocido como Teo-
rema de Oscilacidn, que constituye la expresidn rigurosa de la regla
de los nodos para el ordenamiento de autovalores. Debe notarse que, co-
mo corolario del teorema 1.5, el estado fundamental no posee ceros, mas
alla de los impuestos por las condiciones de contorno. Este resultado
es valido para las condiciones precisas en que hemos formulado los teo-
remas. Hacemos esta salvedad ya que hamiltonianos multidimensionales o
hamiltonianos de muchas particulas no satisfacen necesariamente la con-
dici#h anterior para sus estados fundamentales /4-6/, circunstancia a
veces omitida.

Completaremos este paragrafo analizando algunas propiedades relati-
vas a los valores medios de operadores definidos sobre un cierto espa-

cio de Hilbert H.

Lema 1.1: Sean V y ¢ dos funciones reales de cuadrado sumable definidas
en un cierto espacio de Hilbert H. Entonces se satisface la desigualdad
siguiente (desigualdad de Schwartz):

Hwl12 11el12 > I<ele>]? (1.21)

donde |{v|| es l1a norma de la funcién y <¥[é> el producto escalar.

Demostracidn: Construyamos una funcidn & ortogonal a ¥ a partir de ¢

utilizando el procedimiento de Gram-Schmidt. Simplemente hacemos:
E=9¢ + k¥ |, (1.22)
e imponemos la condicidén de ortogonalidad:
<ly> = 0 = <olv> + k w2, (1.23)

de donde se sigue:
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£ - ¢ -‘3121 (1.24
2 . 24)
| Tw!]

Calculando ahora la norma de § deducimos de (1.24):

2
gle> = flelr 2 - Lyeleely 50 (1.25)

de donde deducimos (1.21).*

Teorema 1.6(desigualdad de Heisenberg): Consideremos un estado Y€ iy
dos operadores A y B hermiticos (A=A%, B=B') definidos sobre el mismo
dominio. Entonces con ambos operadores se satisface la desigualdad:

A A,0B > % |<|A, B|>] ‘ (1.26)

donde AA (AB) es la desviacidn cuadratica del operador A (B):

AA = <(A - <A> )2>1/2 , <A> = <Y[|AY> (1.27)

Demostracidn: Definamos dos operadores auxiliares

A' = A - <A> R (1.28a)
B' B - <B> s (1.28b)

que obviamente son hermiticos, al serlo A y B po¥ hipdtesis:

a't - A, BT -3 (1.29)
Con esta condicidén de hermiticidad es facil ver que la norma de los ope

radores A' y B' es la correspondiente desviacién cuadratica de los ope-

radores A y B. Por ejemplo:

2

1]A'?|]2 = <arv[aTy> = <wartarvs c<v|ardv> —na (1.30)

A partir de las ecs.(1.28) es evidente que: [A,B|=|A"',B'! Calcula-
mos ahora el valor medio del conmutador [A,B]

<y|[A,B|Y> <y||A"sB'|¥> = <A'y|B'y>- <B'y|A"y>

*
<A'Y[B'Y> - <A'¥[B'Y¥> =2 i Im <A'¥|B'y>. (1.31)

Si utilizamos la desigualdad evidente:
[<a'w|B'Y>| 2 fm <a'v|B'¥>| , (1.32)
arribamos al siguiente resultado a partir de (1.31):
b<la,Bl>lz2)<a'y[B"y>) (1.33)

£1 Lema 1.1 y la ec.(1.30) (y su andloga para &3) coupletan la demos-

tracién.*

Debemos realizar aqui un comentario, que frecuentemente no &s comado
en cuenta en los libros de texto. La desigualdad de Heisenberg se sacis-
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face en la forma (1.26) sii A y B son hermiticos: <A¥[¥>= <Y[AY¥>
Estas condiciones pueden no satisfacerse para algunos sistemas, como por
ejemplo los sistemas definidos con condiciones de contorno periddicas.
En estos casos puede ocurrir que el rango del operador B mno coincida con
el dominio del operador A, y en consecuencia la desigualdad de Heisenberg
no e3 valida en la forma (1.26).

Como corolaris decl teorema 1.6 obtenemd>s vna conocida zelacidn que
hemos de utilizar en capituloss posteriores. Sea H un hamiltoniano de un
sistema N-dimensional (W=1):

T

- - 1 N -
H{p, x) = Vi I po o+ V(X) R (1.34a)
n=1 "
X = (xl,xz, cees xN) , (1.34b)
P = (P1sPgs =+ es pN) . (1.34c)
]
P. = - 1 R (1.344d)
n 5xn

donde hemos tomado, sin pérdida de generalidad, a las masas iguales a
la unidad. Si elegimos como operadores A y B a una coordenada y su im-
pulso conjugado:

A=p, , B=x_ , (1.35)

obtenemos:
|A,B|] = - i , (1.36)

con 1o cual deducimos la siguiente desigualdad:
1
ﬂpnﬂxn bd 7 s (1.37)

para cada coordenada.
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§.2. TEOREMA DE HELLMANN-FEYNMAN.

.

En la amplia mayoria de los problemas de interés en Fisica y Quimica
el hamiltoniano depende de algin parametro. Por ejemplo, masas de parti-
culas, cargas, parametros de acoplamiento en el potencial, intensidades
de campos externos eléctricos .y magnéticos, etc, son parametros caracte-
risticos contenidos en el hamiltoniano.

Frecuentemente es de gran interés préactico conocer cuidl es la depen-
decia de la energia con dichos parametros y por lo tanto resulta impor-
tante determinar la -derivada de la energia respecto de ellos. Esta deri-
vada es asimismo de gran interés tedrico ya que estad vinculada al conoci
miento de importantes propiedades analiticas de la energia.

La relacidn mas conocida que involucra derivadas de la energia respec-
to de parametros .presentes en el hamiltoniano es el teorema de Hellmann-
Feynman (THF) /7,8/, que es el objeto de este paragrafo. Una excelente
revisidn sobre diferentes aplicaciones del THF puede verse en la ref./9/,
pero para nuestras fines es conveniente realizar aqui una breve discusidn
de algunas ecuaciones.

Sea H(A) el hamiltoniano que describe el sistema en cuestidn, en el
que se encuentra presente el parametro A. Este parametro aparece en las
autofunciones y autovalores de H.a través de la ecuacidn de Schrodinger:

I

HOOY (1) = E_(DY_(}) (2.1)

Consideraremos a {Wn(l); n=1,2,...} como una base ortonormal del espa-
cio de Hilbert H correspondiente al espectro discreto de H(})). Como con-
secuencia de tal caracter ortonormal:

2 -
Ihy 119 = <¥ ¥ >=1 (2.2)
podemos deducir, al estudiar la dependencia de las funciones v, ocon i,

que:

oY

A 4
<§In|w>+ <vlgxn> =0 (2.3)

Definiendo al operador A del siguiente modo:

Y
" =AY e f , (2.4)

deducimos a partir de ia ec.(2.3) que el mismo es antihermitico:



At = - A (2.95)

Este operador resulta de utilidad para derivar algunos resultados en for-

ma muy compacta. Derivamos entonces la ec.(2.1) respecto de A:

H aF 3E
=~ "Pn + HA'Pn = Hn ‘Pn + En A\[’n = ﬂn ‘Pn + AH.P['I » (2.6)
de donde obtenemos:
JE
Hl?n = wy Wn . (2.7a)
d

La ec.(2.7a) adopta nuevamente la forma de una ecuacidén de autovalores,
donde g%n es un autovalor del hamiltoniano H,. Esta expresidén (2.7) es
muy conveniente pues es posible generalizarla inmediatamente a las deri-
vadas superiores de la energia. Sin mayores comentarios obtenemos para
el segundo orden:

Ho ¥ _ 3% y (2.8
2 ¥n = B2 g ’ )
2
oH a H d d '

Hy = gxl + [H.Al = 3550 + gxlu,al + 155,40 + 1IH,Al,8] 2.8
Si aplicamos el funcional <Tm| a (Z.7a) obtenemos:

< _ 3H ) _ JE |

Y IHY > = <¥ |gp ¥ >+ (E - E )<Y [AY > =8 =50, (2.9)

ecuacidn que contiene al THF como el caso diagonal (n=m):

3H oH 3
<Wn|§r [?n> = <5, = g%n (2.10)
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§.3. RELACIONES HIPERVIRIALES Y CONDICIONES DE CONTORNO GENERALES.

Existe una-clase especial de relaciones matemiticas satisfechas por
las soluciones exactas de la ecuacién de Schrddinger, conocidas como re-
laciones o teoremas hiperviriales /10/. Estas relaciones son particular-
mente Gtiles desde el punto de vista tedrico y tambié&n practico. La in-
vestigacidn ha sido intensisima en este campo en los dltimos 6 o 7 anos,
y buena parte de la misma ha sido realizada en nuestro laboratorio. En
esta obra este t6pico no es un fin en si mismo, ya que nuestro compromi-
so es con la teoria de perturbaciones, pero el manejo de relaciones hi-
perviriales hace muy simple el tratamiento y presentacidn de varias
cuestiones. Por lo tanto, a nuestros fines, representan una utilisima
herramienta de trabajo; es asi que dedicaremos este paragrafo a su estu-
dio.

Nuestra intencidn es realizar una presentacidn breve pero autoconsis-
tente de una serie de relaciones exactas deducibles de la ecuacidn de
Schrddinger. Por sencillez consideraremos por separado dos casos bien

diferentes de relaciones hiperviriales.

Definicidn: Sean {Tn}y {En} el conjunto de autofunciones y autovalores
del hamiltoniano H, y sea W un operador lineal cuyo rango esté conteni-
do en el dominio del hamiltoniano H. Deénominaremos entonces teoremas o
relaciones hiperviriales (RH) a las relaciones existentes entre los ele-
mentos de matriz de |H,W| y de W. Este dltimo es deriominado operador

hipervirial (OH).

Consideremos entonces la ecuacidn de Schrddinger:

HY =E V¥ (3.1)

Y un operador lineal W tal que an pertenezca al dominio del hamiltonia-

no:

WWn € DH (3.2)

. . - . t . .
Si calculanmos el slemento de matriz de 'H,W! se deduce inmediatamen-

te que:

<y V|H WY > = <¥ |AWY > - <¥_[|WHY >
n: mm n m n m

(E, - E)<¥_lwy > , (3.3)

ecuacidna que denominaremons como KH,; en virtud de la definicidn "anterior.
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De acuerdo a los intereses de esta obra, estudiaremos un caso parti-
cular de RH (3.3). Consideremos que H describe un operador unidimensio-
nal, o reducible al mismo:

2 + V(x) 3 D= é% s (3.4)

H=T+V(x) =-5D
donde, sin pérdida alguna de generalidad, hemos eliminado todas las
constantes. §

Si elegimos como operador hipervirial W a

e

W(x) = f(x)D . (3.5)

donde f(x) es una funcidn diferenciable dependiente sélo de x, obtene-
mos para el conmutador |[H,W| el siguiente resultado:

[H,£D] = - 3 |D%,£[D + £]v,D] = 1|£,0/ D + % D|£,D| - £v' ,

v = 4V
V=g s (3.6)

y finalmente:

| 2
|H,£D| = - % £'p-£0f - gy, g =8, g4 gy
dx

Nuestro interés es ahora expresar el conmutador (3.7) exclusivamente

en términos de H, V, £ y sus derivadas. Para ello debemos eliminar D ¥
D2 de (3.7); esto puede realizarse de la siguiente manera: si calcula-

mos el conmutador
H,£' = -5 [D5, €' = -3 £ - £'D (3.8)

obtenemos el primer término del miembro derecho de (3.7) expresado en la

forma que buscabamos:

—

1 't _ o _l_ '
- D=7 £ v 5 [HE (3.9)

Por otro lado, a partir de (3.4) sabemos que

D2 = 2 (V - W) , (3.10)

con 1o cual introduciendo (3.9) y (3.10) en (3.7) obtenemos:

H,£D| = % €' + 2 [H,E'] - 2 £V - W) - £V (3.11)
Nos gqueda por Ultimo expresar fD en términos de H, f y funciones relacio
nadas a ésta. Simplemente se debe estudiar el conmutador de H con la
primitiva del operador f:

1

H,F} = - 3 F'' - F'D , F' =f |, (3.12a)



£D = - 3 £' - |H,F| (3.12b)
Si ahora introducimos (3.11) y (3.12b) en la RH (3.3), deducimos:

¥l [BoED|y > = - 3 (E_ = E )<Y [£'¥ > + (E_ - E_)<¥_|[H,F1y >

1

=1 T ' - '
T <Wnlf ¥o> 4 §<?nIIH,f |?m> <y [fV'y >

-2 <?nlf'vwm> +2E <?n|f'?m> (3.13)

Aplicando la RH (3.3) para dos operadores W =F y Wy=f":
<Y LIHM,Fl¥ > = (B - E )<Y |F¥ > (3.14a)

<Y [[H,£7|¥ > = (E - E )<Y |£'¥ > (3.14b)

e introduciendo estas reluciones en (3.13) obtenemos, luego de algunos
simples reordenamientos xlgebraicos, el siguiente resultado:

l tre ' ¥ - '
A <Wn|f ¥ >+ (B + Em)gwnlf Yy > -2 <wn|f vy > <wn|fv Y >

2 _
+ (En - Em) <wn|me> =0 (3.15)

La ec.(3.15) es particularmente importante para nosotros ya que nos per-
mite expresar, exclusivamente en términos de los autovalores, a una

gran cantidad de elementos de matriz de operadores dependientes de la
coordenada. Si elegimos como OH's a un conjunto de operadores {fN(x)}
cerrados frente a la derivacién, tal que:

V(x) € {fN(x)} R (3.16)

entonces, la ec.(3.15) se convierte en una recurrencia a partir de la
cual se pueden calcular todos los elementos de matriz del potencial o
funciones del mismo, conociendo solamente los autovalores. El procedi-
miento es totalmente algebraico y no es necesario calcular integral al-
guna.,

Las relaciones (3.15) han sido muy utilizadas para una amplia varie-
dad de sistemas en una coordenada, con la condicién (3.2), o sistemas
N-dimensionales que pudieran reducirse a N-sistemas unidimensionales,
con una apropiada separacidn de variables. Entre tales sistemas unidimen-
sionales podemos nombrar:-osciladores anarmdénicos /11/, para los cuales
se elige fN(x)=xN; potenciales de campo central, como el efecto Stark
radial (potencial de confinamiento lineal) /12/ y potenciales couldmbi-
cos apantallados /13/, para los cuales es conveniente elegir fw(r}=rN,
donde r=/{zll. Otros sistemas particularmente interesantes quehpueden
ser tratados mediante estas RH (por reducirse a problemas unidimensio-
nales) se encuentran en la espectroscopia rotovibracional /14-16/ Me-

diante la aplicacidén de relaciones del tipo (3.15), se han podido czicu-
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lar elementos de matriz de las potencias del desplazamiento internuclear
/14-16/. Med?ante la eleccidn de operadores de la forma fN(x)=(1-e'x)N
se han podido estudiar también osciladores de Morse perturbados /17/.

Otros sistemas unidimensionales diferentes de los anteriores y que
también han sido estudiados mediante relaciones de la forma de la ec.
(3.15), son los sistemas periddicos /18,19/. Para estos sistemas son OH
adecuados fN(B)=exp(i kNe) y fNM(9)= cosNesenMB

Como comentamos mis arriba podemos obtener relaciones similares a
(3.15) para sistemas N-dimensionales separables. A modo de ejemplo pode-
mos nombrar ka utilizacidén de RH para estudiar el efecto Stark en el ato-
mo de hidrdgeno /20,21/, que es separable en coordenadas parabdlicas.
Recientemente se han utilizado las RH para estudiar problemas separables
en forma aproximada; podemos nombrar asi la combinacidén de las RH con 1la
aproximacidn autoconsistente (SCF), para desacoplar dos grados de liber-
tad /22,23/.

La revisidn que hemos realizado aqui no pretende en ningin modo ser
exhaustiva, sino que s6lo intenta dar al lector un panorama de la ducti-
lidad y practicidad de las RH, para tratar diferentes modelos de interés
fisico y quimico. Para una revisidn complementaria se remite al lector
a las refs./24,25/. En muchas de las referencias arriba citadas, las
RH son estudiadas en relacidén a la teoria de perturbaciones (TP) de
Rayleigh-Schrddinger (RS), y en esta obra volveremos sobre este punto
con detalle en el capitulo III.

Hasta el momento hemos realizade toda la discusidn partiendo de la
condicidén (3.2). Nuestro propbsito es ahora mostrar cémo se generalizan
las RH anteriores, para sistemas que satisfacen ciertas condiciones de
contorno bastante generales.

Puede verse facilmente que, en general, el elemento de matriz del
conmutader JH,W|no es nulo. La causa para tal hecho puede encontrarse
al analizar la parte del conmutador que depende de la energia cinética.
El teorema de Gauss nos asegura que:

Y. A -
Vfwna(wwm) dv Sf ?nV(WTm).n ds .V?n.V(th) av , (3.17a)

\Y

f V(W‘{’m).‘?‘l‘n dv R (3.17b)

r .n -
VI(AWn)me dv I WWmVTn n dS

S v

siendo n el vector unitario normal a la superficie S que limita a V.

De las ecuaciones anteriores se deduce:
v [1a,W] ¥ > = o (Y VWY ) - (Wy)ov } . ds (3.18)

La iutegral de flujo que aparece como miembro derecho de (3.18), es nulc
si las condiciones de contorno son triviales, esto es, si el volumen

del recinto en el que estd definido el sistema cuidntico es infinito y
ademids se cumple sobre § que ¥V = TV = 0. Esta inregral de fluio es en
general no nula cuando el sistema satisface condiciones de contorno para
valores finitos de las coordenadas (CCF) y, por esta razdm, las RH son

diferentes 4 las vistas anteriormente.
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Dado que el problema de los teoremas hiperviriales con CCF ha sido
muy discutido recientemente /26-29/, sdlo mostraremos aqui la forma de
las RH para ciertos sistemas unidimensionales, dando una expresidn cerra
da al miembro derecho de (3.18).

Consideremos ahora el problema unidimensional definido por el hamil-
toniano (3.4), tal que:

as x< b R (3.19)

y satisfaciendo las autofunciones Vn(x) de H, condiciones de contorno
que denominaremos generales:

¥(a) - A ¥'(a)
v(b) - B ¥'(b)

0 R (3.20a)
0 , (3.20b)

siendo A y B dos constantes independientes de los autovalores E .
Las condiciones de contorno anteriores incluyen como casos particulares
a las de Dirichlet (CCD):

¥(a) = ¥(b) =0 , A+ 0, B- O . (3.21)
y las de von Neumann (CCVN):
y'(a) = ¥'(b) =0 , 1/A+-0, 1/B+0 (3.22)

Tal como lo discutimos mas arriba, las RH de mayor interés son las
que involucran a los conmutadores [H,f(x)| y |H,f(x)D| Para el primer
conmutador obtenemos la siguiente RH utilizando (3.18), en el caso uni-
dimensional:

1y w b . b
<v |[H,£(x) [ > = {‘i’nf(x)‘Pmla - Y () Y) la} , (3.23)

2
y que, para el caso diagonal, se reduce a:

1 2 b
< [, £G) Y > = - 5 {£1GY )7 [2) (3.24)

Podemos escribir (3.24) en una forma mads compacta utilizando las igual-
dades siguientes, deducidas por Fernandez y Castro /26,27/, para las
condiciones de contorno dadas por (3.20):

WIRY 2 _1y-1 °E -
¥a(b)® = 2 (2B7(V(b) - E)) - 1) = 50 ' (3.23a)
' (a)2 2 -1 3 1
¥i(a)® =2 (1 - 24°(V(a) - E))) = 0 ’ (3.25H)

donde hemos hecho, sin pérdida de generalidad, IIWn|I=1.
Introduciendo (3.25) en (3.24), y utilizando (3.20), obtenemos la siguien

te relacidn:
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W24, 2 -1 3E
<¥ VM, ElY > = A%f'(a) (1- 2a%(V(a)-E )7 57

2| 2 '1 aE
- B"f'(b) (2B (V(b)-En)- 1) Fﬁn - (3.26)

Para el conmutador |H,fD| obtenemos a partir de (3.18) la siguiente RH
/26,27/:

\ = l ' LA 1y b
<Y lTHEDIY > = 2 {v gy - v (£¥')'}]] : (3.27)
que en el case diagonal nos da:
1 2 b
< Y = = 14 e g '}
‘rnl | H, £D| Ry {f‘{’n £y v* f wnvn}la (3.28)

Utilizando ahora (3.25), y usando la ecuacidn de Schrddinger para escri-
bir ?é' en términos de V(x) y E » el resultado que se obtiene es /126,27/:

° : 2 -1,3E
<Y ITH,£D|¥ > = - {£(b) + BE'(b) (2B°(V(b) - E )-1)""}z=n

- {f(a) + AF'(a) 2ad(v(a) -.En)-1)‘1}§§n (3.29)

Particularmente Gtil. es para nosotros el teorema del virial (TV) en
CCD y CCVN. El TV en su forma diagonal se obtiene en (3.29) tomando
f(x)=x , Es interesante notar que el TV toma la misma forma para ambas

condiciones de contorno limites (CCD y CCVN):

<t |1H,xD|¥ > = 2 <¥_|T¥ > - <¥_|xV'¢ > = - b2En - adfn  (3,30)
Desde el punto de vista fisico es de particular interés conocer algunocs
valores medios de operadores, para ciertos sistemas sencillos unidimen-
sionales con CCD /26-32/. Para estudiar tales propiedades podemos utili-
zar la ec.(3.29), haciendo A=B=0 y considerando el resultado (3.15) para
el miembro izquierdo de (3.29). Procediendo de este modo, obtenemos la

siguiente RH diagonal:

1 rea I t - 1 - !
7 <wnjf LIRS 2En§vn]f v o> 2<wn|f vy > <wnlfv v >

= - f(b)g—gn - f(a)%gn (3.31)

La relacién (3.31) es suficientemente general para los propdsitos de es-
ta obra. Para el TV, esto es; si f(x)=x, la ec.(3.31) nos permite obte-
ner la expresidn diagonal de (3.15), si se verifica que:

11m 1§%n =0 , l=b-a (3.32)

l—vm

Cabe comentar que, si bien en el resto de la obra se hari uso dc algu-
nas RH con condiciones de contornu triviales, CCD y CCVN, recientemen-
te ha sido dewostrado que las RH ¢nn condiciones de contorno generales
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(ecs.(3.20)) son de gran utilidad para estudiar algunos sistemas cuidnti-
¢cos unidimensionales /32/.

Las expresiones que hemos visto en este paragrafo, al igual que las
discutidas en los anteriores, representan relaciones exactas satisfechas
por las soluciones de la ecuacidn de Schrddinger. Todas ellas son suma-
mente dtiles, y seradn empleadas en los capitulos siguientes en relacidn
a los métodos de resolucién aproximada de la ecuacidn de Schrddinger.
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CAPITULO II

LA APROXIMACION SEMICLASICA Y EL METODO JWKB.



§.4, INVARIANTES ADIABATICOS.

e

Como.es bien sabido la ecuacidn de Schr8dinger puede ser resuelta en
forma exacta para muy pocos problemas muy sencillos. Es por lo tanto ne-
cesario recurrir a métodos, aproximados para obtener la informacién bus-
cada sobre autovalores, autofunciones y valores medios de ciertos opera-
dores. Entre los métodos mis utilizados para obtener dicha informacidn
ocupan un importante lugar los métodos semiclasicos, cuyo nacimiento se
remonta a los origenes de la primitiva Mecanica Cuantica. En los Gltimos
15 afios se ha renovado el interés de los investigadores en los métodos
semiclasicos, a punto tal que hoy en dia poseen una gran relevancia y
actualidad. .

En esta obra se discutirdn nuevos aportes a los métodos fisicomatemi-
ticos que pueden.emplearse para estudiar algunos sistemas sencillos, pervo
no triviales. Para ello utilizaremos dos grandes métodos aproximados:
el método semicléasico y la teoria de perturbaciones. En consecuencia, de-
dicaremos este capitulo al primero de ellos.

El objeto de este paragrafo es responder a la siguiente pregunta:
;Como se puede establecer la conexidn entre la mecanica cuantica y le
clasica, através de una aproximacidn semiclasica?

A tal efecto, necesitamos introducir algunos elementos de mecanica
cldsica, que seran utilizados en lo que sigue de esta secccidn., Por lo
pronto, debemos precisar los términos que hemos de utilizar.

Definicién I: Sea A un paradmetro que describe la interaccidn del sistema
en consideracidén con un campo exterior variable con el tiempo. Se define
entonces como régimen adiabatico a la condicidn de evolucidn de un sis-

tema mecidnico caracterizada por:
dA
— -
T 3t ) . (4.1)

siendo T el periodo del movimiento.
Definicidén II: Sea E la energia de un sistema meca@nico en un régimen
adiabatico. En este caso, al evolucionar el sistema, la energia:

E = E(}) N (4.2)

no se conserva debido 2 la variacidon temporal dei Llamaremos, en con-
secuencia, invariante adiabatico a aquella relacidn entre E y A que se
mantiene como constante, pese a la no conservacidn de la energia.

En otras palabras, se llama invariante adiabatico a toda magnitud que
se conserva mientras el sistema mecanico evoluciona en una trayectoria



de régimen adiabético.
En el régimen adiabitico la energia cambia con el tiempo, siendo su
valor medio:

(4.3)

¥

dE _dH _ 1 dE
dd“*"7T OIIHE) dt

donde H es la funcidén de Hamilton. Si ahora consideramos que /1/

.3, (4.4)

el valor medio (4.3) puede expresarse en términos del cambio de X con el
tiempo:

dE _3H oh _ 3Xx 3H

dc " ™ 3t T %t ’ (4.5)
donde hemos considerado que 3A/3t cambia muy poco con el tiempo en el
régimen adiabatico /1/.

Nuestra intencidén es derivar un invariante adiabatico particularmen-
te Gtil a partir de (4.5). Para ello es conveniente reescribir el wvalor
medio temporal 3H/3) en términos de coordenadas; esto puede realizarse
mediante el argumento que explicaremos a continuacidn.

Supongamos, por sencillez, que todo el sistema puede describirse me-
diante una coordenada generalizada q y su impulso conjugado p. Las ecua-
ciones candnicas de Hamilton nos aseguran que

dg = 3= dt , (4.6)

con lo cual el valcr medio temporal de una variable mecidnica A(t) se

podra escribir como:

- 1 1 ; A(gQ) 3H, -1 aH, -1,
E=z o A(t) dt = ¢ § 353~ dq= § AlQ) ()77 dq /1$ (35) "dql.
(4.7)

En la ec.(4.7) hemos transformado la integral temporal sobre el periodo
en la integral espacial sobre el movimiento de ida y vuelta entre los
dos puntos de retorno clasico, para una trayectoria E=const para un dado

valor de Xx.
Introduciendo (4.7) en (4.5) deducimos:

dE _ di 34, 3H,-1 OH, -1
S5 ;cﬂ)(-a—l;) dq / § (30~ da (4.8)

Podemos ahora simplificar el integrando del numerador de (4.8) tomando éen
cuenta el siguiente hecho: a 1o largoe de la trayectoria clasica, esto es,
para un valor dado constante de A, se cumple:

H(q, p(A)) = E , (4.9)



donde la funcién de Hamilton depende de q, p y pargmétricamenta de A,
La ec.(4.9) nos asegura entonces que q=q(p, E(})) y por lo tanto sdlo
hay dos variables independientes en H. Considerando este hecho, y que
E y A son constantes durante la trayectoria adiabatica, deducimos que:

R o A T I (4.10)
esto es:

3H, 3H,-1 3

GG = - G (4.11)

Con (4.11) y (4.8) podemos demostrar el siguiente teorema, que constitu-
ye el primer objetivo de este paragrafo.

Teorema 4.1: La magnitud I = §p(q)dq es un invariante adiabatico.
Demostracidn: Sustituyendo (4.11) en (4.8), obtenemos la siguiente ex-
presiodn:

dE _  dx 3 3H,-1 ..
F--acd G d /T a , (4.12)

a partir de la cual, considerando que (%%)-1=%g , se deduce:

§ 3L+ 22 4Ny g9 -0 (4.13)

Dadc que p se puede escribir como dependiendo exclusivamente de E y A,

la ec.(4.13) se puede expresar de la siguiente manera:

§p(q, E(1)) dq = J- =0, I = §plq, E(V) dq , (4.14)

Q-lﬂ-l

t

lo que demuestra que I se conserva en el periodo del movimiento, y por
lo tanto es un invariante adiabatico.¥*

Observemos que el periodo del movimiento puede ahora quedar expresado
en términos de E e I:

a1 _ 3 _ oH, -1 _ T,
3E ° ﬁcgg) dq = §(§3) dq = gfdt =T
o de otro modo:

g% -4 , (4.15)
expresidén que luego nos sera de utilidad.

La importancia del invariante adiabatico (4.14) es enorme en relacidn
a la aproximacidén semiclasica, como veremos enseguida. Notemos desde
ahora que I puede ser interpretado geométricamente como el &rea fisica
para la trayectoria H(p,q)=E.

El invariante adiabdtico I es un caso particular de las denominadas
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""variables accién'': si consideramos el par de coordenadas {q,p} , existe
un nuevo sistema de coordenadas canfnicas relaclonadas a {q,pla través
de la funcibén generatriz So /1/:

d 3 _
P= 3q SO(Q,I) ’ LA~ So(q,I) (4.16)

S0 es la denominada accidn reducida (esto es, la accidn clasica en un
sistema conservativo), que es funcién de q y E, pero que hemos hecho fun-
ci6én de q e I utilizando (4.15) para relacionar E con I. La variable w
se denomina variable angular y junto con I determinan las llamadas va-
riables candnicas /1/.

De la primera igualdad (4.16) se deduce el siguiente resultado para el
invariante adiabatico y variable accién I:

S, = §pdq = 1 , (4.17)

donde 680 es el incremento de la accidn reducida en cada periodo.
Estamos ahora en ondiciones de establecer la conexidén entre la teoria
clasica aqui comentada y la teoria cuintica. Tal conexidn puede ser in-
troducida en forma axiomatica y es conocida como Hipdtesis Adiabéatica
de Ehrenfest o de Transformabilidad Mecinica de Born /2/:
i) Pueden aplicarse las leyes de la mecidnica clédsica a un sistema cuin-
tico si el mismo atraviesa un régimen adiabatico.
ii) La descripcidn de un sistema cuantico puede hacerse en términos cla-
sicos, cuantizando sus invariantes adiabdticos (variables accidn) y des-
cribiendo mediante éstos las trayectorias -(semiclasicas) del sistema.
El problema que queda por resolver ahora es, naturalmente, determinar
cOmo se cuantiza un invariante adiabatico. Este punto se discute en el
paragrafo siguiente.



§.5. CONDICION DE CUANTIZACION DE BOHR-SOMMERFELD Y METODO JWKB.

La llamada aproximacidn semiclisica para sistemas separables fue es-
tablecida sobre bases mis o menos rigurosas por Jeffreys, Wentzel,
Kramers y Brillouin /3-7/, a quienes debe su nombre (aproximacidén JWKB).
Este formalismo mejora las ideas originales debidas a Bohr, Sommerfeld y
Wilson /8/, a la vez que les provee una sdlida fundamentacidén en el con-
texto de la mecanica cuéntica. Los autores nombrados en primer término
introdujeron el método semicldsico desde diferentes puntos de vista.

En este pardgrafo seguiremos el argumento utilizado por Wentzel /4/ para
obtener la regla de cuantizacidn, ya que es sencillo y elegante. Cabe
comentar que la demostracidén seguida por Wentzel ha sido criticada por
Kramers /5/ y posteriormente por Dunham /9/. Sin embargo Fr3man y Frdman
/10/ han logrado justificarla y ponerla sobre bases bien rigurosas.

En esta seccidén incorporaremos parte de la argumentacidn de estos autores
en nuestra discusidn.

Cabe comentar que el procedimiénto que seguiremos en este paragrafo
no es el apropiado para describir algunas aplicaciones del métcdo semi-
clzsico. Es por ello que la discusidén cerrada del método recién se com-
pleta en el paragrafo siguiente. Para bibliografia suplementaria se remi-
te al lector a las refs. 11 y 12,

Consideremos la siguiente ecuacidén de Schrédinger estacionaria -y uni-

dimensional:

2

§_§ + ﬁ% (E - V(x))¥ = O . (5.1)
x

donde ¥(x) satisface condiciones de contorno triviales:

iim xW(x) =0 , N>0 (5.2)
x+tow
Consideraremos a V(x) como un pozo simple, tal que V>E para un cierto
intervalo xe(-w,xl)U(xz,m), siendo XY X%, los puntos de retorno clési-
cos: V(x1)=V(x2)=E (ver §.1).
Transformaremos ahora la ec.(5.1) en una nueva ecuacidn, mias convenien
te, reescribiendo a la funcidén de onda exacta ¥(x) de la siguiente mane-

ra:

Y(x) = & exp(id®(x)) = e:-cp(:i.‘.’i”1 Ix(x) dx) . (5.3)
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donde x{(x) es desconocida. Dado que ¥(x) es 1a funcidn exacta no hay
hasta el momento aproximacidn alguna (como podria ser, por ejemplo, inter-
pretar a ¥ como un frente de ondas clasico /13/).

Si calculamos ahora las derivadas:

F - xoy , (5.4)
SR A R - 5.5)
;2 HZX [’ dx ’ *

e

y reemplazamos en (5.1), obtenemos:

42 2, L i o dy . 2m _
“- X‘P+K lpdx+'i72‘ (E-V)‘F—O (5.6)

En los puntos donde ¥ no se anula (esto es, excluyendo los ceros que

pueda tener entre los puntos de retorno clédsicos, segin el teorema 1.3),
podemcs escribir la ec.(5.6) como una ecuacidn de Ricatti:

i X+ 2mE - - D =0 (5.7)
La aproximacidén semiclasica radica entonces en el llamado desarrollo
eikonal, consistente en aproximar a la funcidén y(x) en una serie de po-

tencias en (M/i):
x(x) = zo X, (x) CA/1)° (5.8)
n:

El desarrollo (5.8) expresa la idea que la mecanica clasica puede ser
considerada formalmente como el limite W+0 de la mecanica cuéntica;
luego la serie (5.8) corresponde a un desarrollo Taylor alrededor del 1i

mite cléasico.
El limite clasico de x(x) se deduce inmediatamente tomando H=0 en

(5.7):

/2

xg(x) = (2m (E - VD% = pex) : (5.9)

lo que nos da la denominada funcidn de onda semiclasica ?Sc/12,13/:

. -1 * -
Yoo = exp(ih = Sp(x) dx) , x#x,y donde V(x,)=E (5.10)

La funcidn (5.10) no estid normalizada.
Para calcular las restantes funciones xn(x) , introducimos (5.8) eu

(5.7):

v w

. ot N d - . S+'
it M/ SXn = 2m (V- E) + ¥ x.y. (W)STT, (5.11)
nEO dx j=0 s=¢ I %

e igualamos miembro a miembro las potencias de H:
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- & Xyq = sio XeXy-g + 321 (5.12)

El caso j=0 estd dado por (5.9). Observemos que para obtener el término
de orden K" es necesario resolver recursivamente N ecuaciones diferencia-
les de primer orden. Esto configura la llamada aproximacién JWKB de or-
den N y constituye un problema cuya complejidad aumenta r&pidamente cor
N. Para las necesidades de este trabajo nos restringiremos a la aproxima-
cidén de primer orden (N=1), que resulta de tomar j=1 en la ec.(5.12):

-~
t

Xy'= - %%6 . x6=%-£x0 (5.13)
Estudiemos ahora la condicidn de cuantizacidn que se obtiene con la
aproximacidn de primer orden. A tal efecto, una importante relacidn auxi-
liar nos es provista por el teorema de los residuos para funciones anali-
ticas. Este teorema nos asegura que si f(z) es una funcidén de la varia-
ble compleja z, analitica en la regidn encerrada por una curva cerrada

C, excepto en un ntmero finito, n, de singularidades, entonces:
n
c‘ f(z) dz = 27i ] R_ , (5.14)
s=1
donde RS es el residuo del s-ésimo polo simple de f(z).

Apliquemos el resultado anterior a la siguiente funciodn:

?é(z)
f(z) = . (5.15)
Wn(z)

donde Yn(z) es la prolongacidn analitica al piano compiejo de la auto-
funcidén, con n ceros reales, del hamiltomiano. La fuacidom (5.15) es una
funcidén analitica con n-polos simples, de residuo igual a 1, dentrc de
una curva C que encierre la regidén de movimiento clasico (Re(z)ec (xl,xz)).
Introduciendo (5.15) en (5.14) deducimos:

Wa(z) . :
Cé w;rgy dz = 2n7i R (5.16)

expresidn que es totalmente exacta ya que Tn es solucidén de (5.1). Si
deformamos C para incluir los dos puntos de retorno clédsicos y tomanocs
en cuenta la ec.(5.4), obtenemos:

!.I,It
n _oeow-l : _ -1 [}

= 2nnri (5.17)

Analicemos ahora el término del integrando de la ec.(5.17) que coutiene
a Xy; mediante las ecs.(5.13) y (5.9} dicho término puede reescribirse

de la siguiente manera:



S$x 2 dz= -3 LB gz v(z) = V(z) - E (5.18)
v'(z) -

La funcién posee dos polos simples situados en los puntos de retor-
no clésicos con residuo igual a 1. Utilizando (5.14), y eligiendo el ca-
mino C de forma tal de encerrar los puntos de retorno clasicos, deduci-
mos que:

C‘xl dz = - i . (5.19)

S

expresidn que, reemplazada en (5.17), nos da:
i .
% C§ Xg dz - 7i + = 2n7i (5.20)

Para obtener la regla de cuantizacién JWKB de primer orden sbélo quedan
por hacer dos consideraciones: i) Truncamos ia serie eikonal hasta los
dos primzros términos que aparecen en (5.20); ii) Elegimos la integral
sobre la curva cerrada C como una integral sobre x real en un periodo
completo del movimiento, lo que segiin el teorema 1.3 nos permite tomar
en cuenta todos los ceros de ¥ _(x).

Mediante las consideraciones anteriores, y haciendo uso de (5.9), la
ec.(5.20) se puede reescribir como:

§ p(x) dx = (n + %) h , (5.21)

que es la llamada condicidén de cuantizacidn JWKB de primer orden. Note-
mos que (5.21) nos permite calcular la energia como solucidn de la

ecuacion:

x{xz E_ - venNH?ax =8 em V2 (4 P, m20, (5.22)
en términos explicitos de n, una vez conocida la forma del potencial.
Cabe recordar que siendo (5.22) la aproximacidén de primer orden JWKB, el
resultado obtenido a partir de la misma es una buena representacidn para
En’ con n>>1. Debe llamarse la atencidn sobre el hecho que la ec.(5.22)
revela claramente que el nimero cuadntico n que numzra los estados (recor-
dar el teorema 1.1), es el nimero de ceros que posee la funcidn de onda
excluyendo aquélles impuestos por las condiciones de contorno.

En posteriores secciones del presente trabajo realizaremos una serie
de estudios relacionadws generalmente con la ec.(5.22); cabe puntualizar
que esta Gltima ecuaci@n s8lo pwede resolverse en forma exacta para algu-
nos potenciales V(x) em particular. Para los restantes potenciales de
interés, la expresidn de En como una funcidn de n es aproximada, siends
la técnica usualmente segtida consistente en expresar a En como una cier-
ta serie de potencias en n, que pueda determinarse iterativamente a par-
tir de (5.22).

Hasta la actualidad se han estudiado unos pocos modelos mecanocuin-
ticos relativamante simples, mediante la teoria JWKB de orden superior

*
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de modo tal de verificar la precisién con que el método semiclésico per-
mite aproximar a los autovalores cufnticos. La investigacidn mas exhaus-
tiva se ha llevads a cabo sobre un oscilador anarmdnico cuirtlco:

Vix) = x% + rx® , (5.23)
problema para el cual (5.22) debe solucionarse numéricamente para cada
n, 0 bien en forma aproximada. E1 modelo (5.23) ha sido estudiado con
una versidn del método JWKB /14,15/ debida a Miller y Good /16/, que se
sabz equivalente a la aproximacién JWKB de tercer orden /17/, y también
con las aproximaciones de orden quinto, sexto y superiores /18-20/.

La tarea ha sido formidable, pero hoy en dia tenemos la certidumbre que
el método JWKB, pese a su naturaleza semiclédsica, permite aproximar exac-
tamente los autovalores.

Aprovecharemos el resto de esta seccidn para obtener algunos resulta-
dos relativos a la aproximacidén de primer orden (ec.(5.21)).

Utilizando la notacidén del § .4 para los invariantes adiabaticos, la
ec.(5.21) nos da, cbviamente, la respuesta que buscibamos a la pregunta

de coémo cuantizar la variable aceidn:
I=(n+ph , (5.24)

que coatiene como caso particular a la 1lamada condicidn de cuaatizacion
de Bohr-Sommerfeld (o de Wilsoa-Sommerfeld) para n>>1:

I = nh (5.25)

Utilizando ahora (5.25) y la ec.(4.15) para el periodo T del movimiento,

podemos deducir:

3E, _ 3E; 2n _ 1 3, _ b

La ec.(5.26) es conocida como "principio de correspondencia de Bohr" y
determina en forma aproximada la variacidén de la energia con el nimero
cudntico. Esta relacidn es de gran importancia pues fija una de las pro-
piedades analiticas de mayor interés para los autovalores.

Podemos ver un sencillo ejemplo de aplicacién, calculando (5.26) para un
oscilador armbénico. La energia clasica esta dada por:

2
=B, kg2
E. m 24

y para el periodo tenemos:

T = %; = 27 (k/m)-hf2 .

con lo cual deducimos de (5.26):

En = nhw + const
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Naturalmente, el c&lculo exacto de la integral (5.21) nos da el resulta-
do correcto (const=Ww/2). Para este problema tal integral puede ser eva-
luada en forma exacta. )

Una cuestidén que por el momento queda abierta es la atinente a la for-
ma de la funcidn de onda semiclésica y su utilizacidén practica. Este pun-
to se analiza en la seccidn siguiente.

Para finalizar esta seccidén haremos algunos comentarios complementa-
rios sobre la aproximacidén semiclasica. Debe tenerse en cuenta que la
aproximacién JWKB aqui desarrollada es estrictamente vdlida em las condi-
ciones en que la hemos introducido, esto es, para sistemas unidimensiona-
les, reducibles a &stos o N-dimensionales separables y en condiciones de
contorno triviales.

S8i las condiciones de contorno no son las antes mencionadas, los métodos
semiclasicos deben ser modificados. Para los sistemas radiales debe modi-
ficarse la forma del término centrifugo mediante la aproximacidn de
Langer /12/, para obtener un minimo en el potencial efectivo para el es-
tado fundamental. Para condiciones de contorno-finitas, la condicidn de
cuantizacidén JWKB debe modificarse de modo de tomar en cuenta la fuerza
de ligadura debida a la nueva condicién de frontera /21/.

La situacidn es mucho mas complicada para problemas no separables. Estos
sistemas no pueden ser descritos en forma semiclasica con tanta sencillecz
como los separables, ya que en el primer caso el espectro discreto (es-
tados ligados) posee regiones regulares e irregulares, dependiendo de

la estabilidad o no de las 6rbita§‘clésicas. Basicamente estos sistemas
deben tratarse cuantizando cada una de las variables accidn mediante la
regla debida a Einstein /22/, Brillouin /23/ y Keller /24/ y perfeccio-
nada por Maslov /12/:

XKyh

Ik = (nk + 2; (5.27)

donde n, es es k-ésimo nimero cuantico, y @ €s un entero positivo o cero
(indice de Maslov) determinado por la forma del potencial y las condicio-
nes de contorno. A diferencia ‘de lo visto previzmente Ik se determina

como:

I, = Cké Pefay) da (5.28)

donde ahora Ck es una curva situada sobre un toroide invariante /25/ que,
en general, no coincide con una trayectoria clasica. Para mayor informa-
cidn se remite al lector al excelente trabajo de Percival /25/.



§.6. APLICACIONES DEL METODO JWKB.

La construccidén de la funcién de onda semiclasica involucra un proble-
ma fundamental: la conexidn a través de los puntos de retorno de funcio-
nes asintdticas similares a la vista en la ec.(5.10). Dicho problema
es el objeto de esta secciédn. |

Consideremos la ec. de Schrédinger escrita del siguiente modo:

¥'' +q¥ =0 , g?=E-V (6.1)
donde, por sencillez, hemos eliminado las constantes numéricas.

Si consideramos ahora un punto de retorno como-el indicado con Xy en
la figura 2.1 (para un potencial V arbitrario), la solucidn general de
la ec.(6.1) para x#xo, se puede expresar en términos de las funciones de
Bessel J¢1/3 /26-28/:

_ (wix) 1/2 .
¥(x) = (ETET) {A0J1/3(w(x)0 + BOJ_1/3(w(x))} . f6.2)
siendo:
wix) = _f% q(x’) dx' , (6.3)
X0

y donde AO y By son constantes. El subindice en dichas constantes indi-
ca que ¥ describe las vecindades de Xqe

Si estudiamos las soluciones asintéticas de la funcidn (6.2) para
Xp<<X<<Ky (obviamente la aproximacidn es Gtil si x0<<x1), podemos utili-

zar la siguiente relacidn auxiliar /26-28/:

1/2 1/2

w30 > (2/m)7E costw - 7 3 ) : (6.4)

la cual nos permite escribir la funcidén de onda como sigue:

1/2
1

250 . (6.5)

2

q

Para describir la otra regidn asintdtica, x«< XO (9°<0), es necesarin cam-
biar el argumento de la funcidén (6.2). Para ello hacemos la siguiente

eleccion /27/:

q=ilql = ei"/2 |} , (6.6)



we= ~ifw] = e3™/2 4 (6.7)

Con esta Gltima variable la forma asintdtica de las funciones_ de Bessel
se puede escribir como:

1/2

W J*1/3(w) = (e 31“/2|W|)

31?/2|w|)1/2 311/3(9

— (2m)~1/2 {;elwl + e-lw! et71/6) . (6.8)

con lo cual la forma asintdtica de la funcidn de onda, para x<<x0, nos da

¥(x) =+ (Z?rq)-u2 {(B0 - AO) elwl

+ (Aoei""6 + Boe‘i"’ﬁ) e‘lw'} (6.9)
El procedimiento puede repetirse ahora para el otro punto de retorno Xy
en la fig. 2.1 (x0<<x1);

Analogamente a (6.2), la solucidn general es en este caso:

_ w'\ 1/2 ' '
¥(x) = (1;) {a, Jys3w') + By R UZILARE

w'o= ST oq(x') dx’ (6.10)

A partir de (6.10) deducimos, siguiendo los pasos antes mencionados, la
forma asintdtica de las funciones de onda a derecha e izquierda del pun-
to de retorno Xy

¥Y(x) ~ (#%)1/2 {Alcos(w' - % - %) + Blcos(w' - g + g)} ’
X <<xq ’ (6.11)

v > (2mg) M2 fpy - ap eVl

- -o - '
+ (Ale]‘ﬂ/6 + Bye 111/6) e lw || » X>>x,  (6.12)
La ec.(6.12) describe la zona III en la fig.2.1.

Nuestro propdsito es ahora construir la funcidén de onda para el esta-
do ligado con energia E, indicado en la fig.2.1.
Naturalmente, la parte de la funcidn de onda Y(x) asociada a la zona I
queda dada por (6.9). Dado que el estado es ligado, sabemos que
E<}im, V(x), de aqui que lin_ lw| = =. Esta Gltima condicién implica que,
para-que la funcidén (6.9) sea finita para todo x, se debe cumplir
A0=BO, esto es:

-1/2 -
?I(x) = 24, (27q) / (cos %) e vl = A (573 (6.13)

Para la zona II utilizamos el resultado (6.5) con la condicidém arriba



nombrada (AO-BO)z

¥op(x) » Ao(f%)lfz {cos(w - % - %) + cos(w - % + %)l -

1/2A0cos(w - %) (6.14)

6
- (;E)
El estudio del punto de retorno X, nos permite obtener la funciénWIII(x)
para x>>X,; para ello utilizamos (6.12) con la condicidén B,=A,, para
tener una solucidn finita para todo x:

™

3,1/2, _-|w’
0+ (Gt et (6.15)

An&logamente la ec.(6.11) nos da una funcién en la zona II:

6)1/2

' i
Ay cos(w' - 7) (6.16)
Naturalmente las funciones ¥11(x), dadas por las ecs.(6.14) y (6.16),
deben poder conectarse, ya que describen el movimiento en la misma re-
gidn del espacio; tenemos asi:

Ay cos(w - 7) ="A; cos(w' - ) (6.17)
Utilizando la siguiente identidad trigonométrica:

cosp = (-1)7 costnr -¢) . (6.18)

podemos obtener las siguientes condiciones para que se satisfaga (6.17):
n - - oIy = o2 (6

De acuerdo a las definiciones de w y w', la ec.(6.19) nos proporciona
una condicidén de cuantizacidn:

W+ w' o= xéxl q(x) dx = (n + P , (6.20)

que coincide con la condicién JWKB de primer orden vista en la ec.(5.21),
una vez establecido el apropiado cambio de unidades. El1 punto de vista
presentado aqui es completamente diferente del seguido en el §.5; en
comparacidén, la presente formulacidén no permite obtener facilmente los
Ordenes superiores en la aproximacidn semiclasica, pero si permite ob:e-
ner aquellas propiedades que requieran utilizar la funcidn de onda semi-
clasica. Dedicaremos el resto del paragrafo al estudio de las mismzs.

Apliquemos el procedimiento antes desarrolladc para analizar un pro-
blema de efecto tGnel, representado en la fig.2.2. La onda saliente pue-
de representarse por la solucidn (6.5) para el punto de retorno Xy, ya
que en este caso E>V:
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Y% -+ (i%)l/z (A cos(w - % - %) + B,cos(w - f + g)} ’
W= x{x q(x') dx' “(6021)

Si ahora elegimos las constantes Al v B1 de modo de tener sdlo una onda
saliente en la zona III (ver fig.2.2), es decir, hacemos:

= - in/3
B, A e (6.22)

y luego introducimos ésta en (6.21), escribiendo al mismo tiempo los co-
senos mediante la identidad de Euler, obtenemos como resultado:

s (. 3..1/2 in/6 i(w - 2)
¥rpp(x) » - i (E;a) Aje e A . (6.23)

que es la representacidén de la onda saliente.
Para la zona II en la fig.2.2, E<V, y por lo tanto podemos aplicar la
ec.(6.9) a partir del punto de retorno Xy:

¥ipx) > (zﬁq)-lfz {(B; - A1)elwl + (Alei“/6 + Ble-i“/6)e_|wl}’
(6.24)

y sustituyendo (6.22) en. (6.24), obtenemos sin mayores dificultades:

3 .1/2 in/6 |w|
- (m) Al e e (6.25)

Notando ahora que:

X Xy
|w| = Ix{ q dx| = /71 |qldx , =xgzxexy o, (6.26)
podemos introducir la magnitud auxiliar 7:
X X
I L B N T I L A T

(6.27)

y con esta definicidén, la funcidén de onda (6.25) se puede reescribir
como:

_ 3 ,1/2 in/6 1 -|w'}]
WII(x) - (qu) Al e e e (6.28)

En la zona II tenemos otra expresidn alternativa provista por la solucién
para el punto de retorno Xge Dado que en la zona 1i, E<V corresponde
utilizar la funcidn (6.12)

-1/2 in/6 , p o=in/6y - |u"|

(6.29)

_ [w' | .
?II(x) + (2nq) {(Bg Ao)e + (Aoe By b



' *o ' x ' 6.30
|w'] = |,/ " qdx'| = x{ lq| dx (6.30)

Las funciones (6.28) y (6.29) deben ser iguales, lo que implica que debe
satisfacerse:

4

Ay = - A elt *+ 1n/6) (6.31b)

Nos queda finalmente por calcular la forma de la onda entrante, esto es,
estudiar la zona I. Naturalmente corresponde utilizar la ec.(6.11), con
w' dado por (6.30):

{Aocos(w - Z - —) + Bocos(w A +‘g)} ,(6.32)

y empleando la ec.(6.31a) ‘obtenemos:

?I(x) Aocos(w' - %)

T

= (3= )1/2 AO.{ei(W' o AR (U AR O (6.33)

Podemos calcular con la informacidén anterior, el coeficiente de transmi-
sidn a través de la barrera:

{6.34)
donde J=Im(T?'*), es la densidad de flujo, o de corriente, de probabili-

dad. Notemos que nuestras ondas entrantes (ec.(6.33)) y salientes
(ec.(6.23)) poseen la forma general;

v(x) = N q"l’/2 etiw s w = Efx q dx' , %% = q s {(6.35)

de donde se deduce que:

g = g% -¢- 3 q-3/2 C 4 iN q1/2} otiv ’
* * -
¥y¥' = NN {- % q 2 q' 3 i} '
esto es:
* 2
Im(yy' ) = & |N| (6.36)

Utilizando este resultado en (6.34) y las ecs.(6.23), (6.33) y (6.31b),

deducimos:

in/6 2 - .
1 i,e , A]' = Ii e le = e 27 , (6.37)
A
0

T =



donde v esta dado por (6.27).

El conocimiento del coeficiente de transmisidén T, y de la integral g,
es de enorme importancia en relacidn a la investigacidn de la TP.

Como veremos en un prdximo capitulo, es posible obtener informacidn sobre
la forma asintdtica de los coeficientes perturbacionales, a través del co-
nocimiento de la densidad de flujo de probabilidad J(x) de un determinado
problema sin estados ligados. Esta es la gran utilidad que presenta para
nuestros fines el método JWKB, tal como lo hemos desarrollado aqui, ya que
nos provee una via para calcular J(x), utilizando la forma asintdtica de
las funciones de onda.

Completaremos la discusidén de esta seccidn con el modelo que se ve en
la fig.2.3. Este sistema no posee estados ligados pero presenta caracteris
ticas que encontramos al describir los sistemas de las figs.2.1 y 2.2.

El sistema que se muestra en la fig.2.3 presenta tres puntos de retorno
clasicos: Xgr Xy ¥ X, La forma asintdtica de la funcidn de onda alrededor
de cada uno de tales puntas puede determinarse siguiendo el procedimiento
ya explicado.

En la zona IV tenemos la onda saliente, que se obtiene a partir de la
ec.(6.23):

3 31/2 _in/6 _i(w -n/4)

2"Tq > K>>x2 M (6.38&)

w=_s% qx' dx' (6.38b)
X2

Anadlogamente, la solucidn para la zona III es provista por la ec.(6.28):

() 172 A, ef1/6 o1 7 lv']

WIII(x) + - Tq X) <K<K, (6.392a)

»

X
] - 1 . ] — i —
w' = [~ qdx, luego: [w'[ = xlfx lgj dx , T = xl’leql dx' .(6.39b)

La otra solucidn para la zona III es provista por la propagacidn desde Xq-
Esta se obtiene a partir de la ec.(6.15), utilizada en la descripcidn

del sistema de la fig.2.1:

3 ,1/2

=) - v’
2'rrq

‘PIII(X) -+ ( Al e » x1<<x<<3(2 s (6.40)

donde w' esta dado por (6.39b).
La solucidén para la zona II desde el punto de retorno X1» S€ obtiene a

partir de la ec.(6.33) para el sistema de la fig.2.2:

6 ,1/2

—) )
mq

A1 cos(w' - A

{(x) » . X <K<Ky s (6.41)

Y11
y desde el punto de retorno X la contribucién a VII(x) se obtiene a
partir de la ec.(6.16) para el sistema de la fig.2.1:

(x) » (2172 4

Y1y ~a o costw'’ - Z'T) XKy , (6.42a)



w'' = /% q dx’ (6.42b)
X0
Finalmente para la zona I utilizamos la ec.(6.13) para el sistema de la
fig.2.1:

3. ,1/2 -lw'|
¥r(x) + 7rq 4y © (6.43)
Podemos observar que al igualar las ecs.(6.41) y (6.42) obtenemos una
suerte de condicidén de cuantizacién (comparar con la ec.(6.20)):

w'rw't = 1 qx') dx' = (n + BIn . (6.44)
X 2
que debe dar la posicidn - de las resonancias en lugar de los autovalores.

Podemos finalmente calcular la densidad de flujo para el escape hacia
la zona IV indicada en la fig.2.3; usando las ecs.(6.23) y (6.36):

'* 1 W * .
J(x) = Im(?Iv(x)?Iv(x)) 37 {?IV?IV - wIVTIV}
- - 2 a,)? (6.45)

Igualando las ecs.(6.40) y (6.39a) obtenemos la relacidn entre constantes:

_ _ =im/6 T |
que nos permite escribir nuevamente .2 J en términos de r:
_ 3 2 =27
J = -2_.'"T- | Al | e (6.47)

Observemos que:

lim 1t = lim xIXZ | (V - E)1/2|dx = ®
X o . 1

2 X2

con lo cual encontramos que los estados resonantes tienden a estados 1li-

gados, ya que la condicidn:

lim J =0
x 2""@

corresponde, naturalmente, a una barrera muy ancha.
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LEYENDAS PARA LAS FIGURAS (Capitulo II)

Fig.2.1: Pozo de potencial con dos puntos de retorno clésicos.
Fig.2.2: Barrera de potencial con dos puntos de retorno clasicos.

Fig.2.3: Potencial con pozo y barrera, mostrando tres puntos de retorno
clasicos.
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CAPITULO III

TEORIA DE PERTURBACIONES DE RAYLEIGH-SCHRODINGER (TPRS).

“"Now fills thy sleep with perturbations.”

Richard III, W. Shakespeare, 1593.



§.7. FORMULACION GENERAL DE LA TEORIA DE PERTURBACIONES DE RAYLEIGH-
SCHRODINGER (TPRS).

S

Dedicaremos este pardgrafo a la presentacidén de la TPRS, en forma a-
propiada a nuestras necesidades. Existen varias vias alternativas para
introducir el formalismo que pueden consultarse em la bibliografia estin
dar /1-3/.

En todo lo que sigue desarrollaremos exclusivamente la TP para esta-
dos ligados (esto es, espectro discreto de autovalores) ya que es sufi-
ciente para nuestros propdsitos. Consideremos entonces la siguiente e-
cuacidén de Schrdédinger:

H?k(k) = Ek(l)Tk(k) R (7.1)

H=H, + AV , (7.2)

donde H, es un operador que denominaremos de ordem cero, y del cual cono
cemos los autovalores y autovectores, que supondremos ortonormales:

(0)|k> , <ilj> = 68., (7.3a)

H0|k> = E i

donde elegiremos las funciones [k> tal que:

le> = 1im ¥ (7.3b)
x>0

El operador H_ puede o no tener algln sentido fisico, cuestidn que por
el momento no tiene interés para nosotros. Como es usual, X es el parame
tro perturbacional. La ec.(7.3b) define el llamado conjunto de autofun-
ciones "correctas' de orden cero /1-3/. Estas funciones pueden ser com-
binacidén lineal de las autofunciones de Ho’ que designaremos como:

k> = v (0) (7.3¢)

en el caso que parte del espectro de H sea ‘degenerado. Para fijar ideas,
y sin pérdida alguna de generalidad, supongamos que existe un solo ni-
vel del espectro de H0 que sea degenerado g+l veces; designemos con B a
la base que expande dicho nivel, digamos B={|s>, |s¥I>,..., [s+g>}. Tene
mos entonces que |k>=|k> si [k>¢B y, en general, |j>#!3> si |J>c8.

En este dltimo caso, cuandc hay degeneracidon, la funcidén correcta de or-
den cero debe determinarse apropiadamente como mostraremos a continua-

cidn.



Ahora bien, podemos desarrollar a ‘i’k en la base completa de autofun-

ciones de HOS

L jl: cikli) . (7.4)
donde en la sumatoria, que se extiende sobre todos los estados del espec
rro discreto, omitiremos por el momento el rango de variacidn del indi-
ce. Introduciendo (7.4) en (7.1) y aplicando <i| obtenemos:

(0) .. _ .
Ei <1|‘Pk> = A <i|v\yk> + Ek <i|qfk>
= -2 § i <iIVIS> + B epp (7.5)
de donde se llega a:
(0) _ Y
(E, - E;7"} ey =2 § Vi S5 Viy = <i|V|j> (7.6)

Arbitrariamente podemos imponer la condicidn Ckk=1’ para llevar a cabo
jos cdlculos. Esta eleccidn impone ciertas restricciones sobre el conjun
to de funciones {]|k>, k=0,1,...} que se veran mids adelante. Con esta con
dicién, y tomando i=k en 1la ec.(7.6) se arriba a que:

1))
E, = Ek + A § vkj cjk (7.7)

Cabe comentar que existen otras alternativas posibles de construccidn
del desarrollo perturbacional que pueden obtenerse mediante una eleccidn
diferente del coeficiente ¢, . Si bien tales alternativas no son el obje
to de este paragrafo, podemos agregar que las mismas pueden originar te-
orias de perturbaciones con propiedades de convergencia que, en general,
son diferentes. Esto es, tales aproximaciones alternativas no represen-
tan cambios triviales respecto de la que discutiremos en este capitulo.
Si reemplazamos (7.7) en (7.6) obtenemos:

+ 2] V.. ¢ (7.8)

(0) _ o(0)
(Ek Ei ) ¢ L ij ik

ik = " * ik § Vi ik
La TPRS consiste en tratar la ec.(7.8) por medio de una serie de poten-
cias en A. Para ilustrar este procedimiento, comenzaremos por desarrollar
loe coeficientes c;, (ec.(7.4)) y el autovalor E, en serie de Taylor emn

Y H
e () .r
cij = r£0 cij l » (7.93)
E = §] gl¥)ar , (7.9b)

k r--ok
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con lo cual, introduciendo los desarrollos (7.9) en (7.7), obtenemos los
coeficientes del desarrollo Taylor para los autovalores (coeficientes RS):

(r) (0) (r-1)
E, =E 9S4+ } ey ©ix (7.10)
Si ahora reemplazamos (7.9) y (7.10) en (7.8) obtenemos una recurrencia
(r),

para calcular todos los coeficientes cjk :

-1
(0) _ Oy (r) __ v T (8) _(r-1-s8)
(Ey EfS7) eqp = } SEO Vi Sk Cik
LV, c;;‘l’ (7.11)
J

Dicha recurrencia queda en términos de magnitudes que pueden determinar-
se a partir del espectro de.Ho.

La eleccién que hemos realizado para el coeficiente Cric ¥ la condi-
cidén de ortonormalidad para el conjunto {|k>, k=0,1,...} nos conducen in
mediatamente a:

(p) _
Por otro lado la condicidn (7.3b) y la propiedad de ortogonalidad nos

conducen a: ..

(0) _ &
relacidén que no es valida en el conjunto ortonormal {[k>, k=0,1,...}
Para este Ultimo conjunto en particular podemos escribir:

k> = L A 13> = 1 Ay, 13>, (7.13)

para |k>eB, esto es para las funciones |k> pertenecientes al subespacio
degenerado de H_. Debe notarse que, en general, Ajk¥6jk ya que <i|§>¢ﬁij,
El manejo de la recurrencia (7.11) junto a las ecs.(7.12) nos permi-
te obtener las correcciones perturbacionales a la energia y la funcidn
de onda. Calcularemos a modo de ejemplo los primeros té&rminos dando va-

lores crecientes a r.

a) Primer orden: Haciendo r=1 en (7.11) encontramos:

(0) (1) _ (0) (0) (0)

(0)
(E "7 - By ') e43° = - eyp § vkj ik ; vij ik (7.14)
que mediante las condiciones (7.12) se transforma en:
(0) (0) (1) _ :
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Obtenemos en consecuencia los coeficientes cii) en términos de las fun-

ciones correctas de orden cero, a través de los elementos de matriz de

la perturbacidn vij‘

(1) (0) (0))

i = Vi /(B - E{ ), idk (7.16)

La ec.(7.16) nos revela que, si k>, |1i> son degenerados, se debe cumplir
la siguiente propiedad:

V., =0, s ik £ s+g , (7.17)

ik

para que los coeficientes cii) sean finitos. Cuando [i>, |k>€B dichos

coeficientes deben calcularse mediante el segundo orden perturbacional,
tal como lo mostraremos seguidamente. En el caso que haya degeneraciédn,
el cadlculo de la correccidn de primer orden requiere el conocimiento de
los coeficientes Ajk (ec.(7.13)), ya que el dato que se posee normalmen-
te estad constituido por las funciones {lk>, k=0,1,...}. Para resolver es

te problema sélo debemos cambiar ¢j; POT As Y vij por Vij=<1|V|J> y

(0)_(0), J

considerar que Ek -—Ei ; tenemos asi:
(1) | S38 o ik <

Para arribar a (7.18) hemos utilizado la ec.(7.10) para Eél) La ec.

(7.18) se puede escribir en una forma mds conveniente:

58 = (1) :

jls {ij - Ey Gij} Ajk =0, s <ik < s+g , (7.19)
que nos muestra que los coeficientes perturbacionales de primer orden
pueden calcularse a partir de la siguiente ecuacién secular:

(1)

det (V - E 1) =0, (V)..=Vi

=5
Vig™Viy o D=5

v, 1er(8*1%(841) (7.20)

Una vez determinadas las raices E(1 de la ec.(7.20) se obtienen los coe
ficientes Ajk y con ellos las funciones |k >

Si hacemos g=0 en la ecuacidén anterior encontramos como caso particu-
lar la correccidn perturbacional de primer orden para un estado no dege-

nerado:

(1) _ 5 <
= = V > -
Es Vg ss s> £ B (7.21)
De aqui en mas continuaremos nuestra discusidén con 1la base de¢ funciones
correctas de orden cero ya que con ella (y merced a propiedades como
(7.17)) la discusidn de las correcciones perturbacionales superiores es
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més simple. Sin embargo debe tenerse presente que en el caso de haber de
generacidén dicho conjunto de funciones debe determinarse tal como mostra

mos mas arriba.
b) Segundo orden: Tomando r=2 en la ec.(7.11), tenemos:

0  _(0), (2) (0) (1) (1) (0)
(B ™" = Ej ") g = 7 Gy } Yy 4k T Sik g‘vkj ik
(1)
+ § vij cjk (7.22)

Invocando las ecs.(7.12) y (7.17) la ecuacidn anterior se simplifica:

(1)

(0) (0) (2) (1)
(E ~- E; . = 8 vV - &, v

k k - %ik Ykk Skk

(1)

(1)
Vij cjk

+

ety

Esta ecuacidn nos permite complementar la ec.(7.16) y determinar los

coeficientes cgl)
ik

Para ello consideramos que en esa condicién la ec.(7.23) queda:

en el caso en que |i>, |j> sean estados degenerados.

(1) (1) (1) (1)
0=-YV . + V.. C; = -V . + V.. ¢.
kk ik g ij ch kk Sik |5>¢B ij ch
(1)
" ites 13 Ok
_ (D ‘ (1)

Si ahora tomamos en cuenta que Vii=E;1)

y utilizamos la ec.(7.16), la ec.(7.24) nos conduce al resultado busca-
do

atn si |i>eB  (ver ec.(7.21)),

1 ViV ik

C. =
ik (1) _g(1) (0)_(0)

s 8 £ i,k g s+g (7.25)

Observemos que si la degeneracidén no fuera removida al primer orden, es-

to es Eil)=Ei1), la condicidén necesaria para que los coeficientes cii)
sean finitos resulta ser:
v,.V, _
I 11>, |k>eB (7.26)

ij -0 ,
13548 5000

La ec.(P.26) constituye una condicidn necesaria para que la degenera-
cidn sea removida en segundo orden.
Si ahcra tomamos el caso |i>¢B y |k>eB en la ec.(7.23), podemos cal-



cular los coeficientes cii):

(£ - (0 D L. D)y D) ‘

ik "~ 7 1k kk+§"1j o 8 Sk sseg .(7.27)

Introduciendo las ecs.(7.16) y (7.25) en (7.27) encontramos:

(D) o gkkvlk
Cik (0) ,(0),2
+ ) ) ViiVieVok
|3>eB [2>¢B (E{Y)- Egl))(E(o) -£§9) {0 -£{)
VsV
i1’k -
£ 1 , |k>€B , |i>#B  (7.28)

Tomando g=0 en la ec.(7.28), esto es k=s, obtenemos la correccidén de se-
gundo orden a los coéficientes del desarrollo dé la funcidn de onda en

el caso de dos estados no degenerados:

(1)

(2) Es Vg 1 VigVys .
= = + s i#s (7.29)
Cis (E(OJ_E(O))Z E(O)-ESO)EQS g(0)_g(0)
s i s i s J A

Consideremos nuevamente |k>e¢B. Para calcular la correccidn de segundo
orden en la energia sd6lo debemos combinar las ecs.(7.10), (7.12) y (7.17):

(2) (1) (1) (1)
E = IV..co = L V..en+ I V. e
k j k3 "ik |j>¢B kj ik |j>¢B kj “jk
(1) (1)
\/ V.. c,
kk “kk * |j§¢§ kj %jk
I v e (7.30)

Introduciendo (7.16) en (7.30) obtenemos el resultado buscado:

L(2) _ 1V5k)
' s £ k £ s+g (7.31)
e T )5t (€, )-£{%)

Nuevamente tomando g=0 en la ecuacidn anterior (k=s) obtenemos la correc
cidén de segundo orden para estados no degenerados:

Vi |
E;2) = .I ETUTEiTﬁT (7.32)

c) Tercer orden: Por sencillez discutiremos aqui solamente la correccidn

3 la energia. A tal efecto s0lo es necesario introducir (7.28) en (7.10)
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para obtener para el estado |k>eB el siguiente resultado:

(3) (2) (2)
E,5 =1V - I_v
k jz k) “hk T ysgp RS Ok
2
- -5 ] (é?kjgﬁi
- By < Z
|3>£B (Ek -Ej )
R I z Z anvnmvmk
N>¢B |n>¢B In>eB (5 -E ) (g -£g0 (£ 07 -50Y)

ViiVin'nk

) )
|3>¢B |n>¢B (E£0)-E§O))(E£O)-E;0))

+

s SZkis+g (7.33)

Nuevamente al tomar g=0 en la ec.(7.33) (ver ec.(7.29)) obtenemos la co-
rreccidn de tercer orden para un estado no degenerado:

2
MNP Vsl
s - " s (0)_,(0),2
j#s (ES -Ej )
V. V. V
) I L RS (7.34)

. : (0) (0) _(0)
j#s n#s (E Ej JES""-E_77)

S

Cabe comentar que todas las ecuaciones que hemos discutido hasta aqui
son inmediatamente generalizables, mediante una extensidn trivial, al

caso que el espectro de H0 posea mas de un nivel degenerado.

Como surge de la observacién de las ecs.(7.21), (7.32) y (7.34), el
calculo de las correcciones perturbacionales a la energia se complica ra
pidamente a medida que el orden aumenta debido a la presencia de sumas
que usualmente son infinitas. Sin lugar a dudas el procedimiento no es
practico si uno desea calcular un nimero elevado de coeficientes pertur-
bacionales. Existen otros procedimientos alternativos que permiten su-
perar estas dificultades y los mismos serén objeto de estudio en los pa-
ragrafos siguientes. Sin embargo deseamos, antes de terminar este para-
grafo, introducir un resultado adicional que nos permite conocer de an-
temano si hay coeficientes RS que sean nulos, en algunos casos particu-

lares.

Teorema 7.1: Sea H()) un hamiltoniano dependiente de ), considerado como
parémetro perturbativo, y sobre el cual un cambio de coordenadas produ-
ce el campio de signo del parémetro A, Luego si no hay degeneracién pa-

ra todo valor de A, todas las correcciones perturbacionales de orden im-
par para la energia son nulas.
Demostracidn: Sea U la transformacién unitaria sobre las coordenadas

que produce el efecto mencionado en la hipdtesis del teorema:



uH(OU™L = H(-D) (7.35)
La ecuacidn de Schrddinger que estd asociada a H(A) es la sigulente:

H(A)?n(l) = En(l)vn(l) ’ (7.36)

donde E_(1) puede desarrollarse en serie de X:

T oe(m ,m
E (}) = mEO E, A (7.37)

Dado que U actiia sobre las coordenadas y no sobre A, podemos aplicar U a
(7.36) y escribir:

S _
UH(D) ¥, (X)) = UH(O)UT 0¥ (X) = H(-2) {U¥_(V}= E (X {U¥ (1))
(7.38)

Es evidente que H()) .tiene los mismos autovalores que H(-)), los que in-
dicaremos como E_(-X), en general ordenados en forma diferente ya que

U?n%?n; esto es:

E (}) = E_(-}) (7.39)

Desarrollando en serie de A a ambos miembros de la ec.(7.39) e igualan-
do las potencias obtenemos:

D - i@ 450 (7.40)
n m =

Dado ?ue por hipdtesis no hay degeneracidn para todo valor de ), sabenos
E

que nO)=Eé0) sii n=m. Deducimos entonces de (7.40) el resultado busca-
do:

(-¢-DY EY <0, luego: ELZMD) <0, i-0,1,2,....% (7.4D)
Ejemplo: )

Podemos ejemplificar la aplicacidn del teorema precedente tomando en
cuenta un sencillo modelo mecanocuantico. Consideremos entonces el si-
guiente oscilador arménico bidimensional perturbado:

2 2 2 2

H()) = - (2 5 + g )+ x% 4yt ey, (7.42)
X Yy

que nos brinda un sencillo ejemplo de aplicacidn ya que sus autovalores
pueden calcularse en forma exacta sin dificultad:

E_(3) = (2n+1) 1+x/2)Y2 & (mel) (1-/2)Y2 ) nm=0,1,2,...
(7.43)
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Observemos que el espectro es no degenerado para A>0 pero si presenta
degeneracidn el espectro de orden cero:

(0) _
Enm(O) = Enm = 2 (n+m+l) (7.44)

El Gnico estado que es no degenerado para todo 2>0 es el fundamental

Es facil encontrar operadores unitarios U merced a los cuales se produz-

ca el cambio de signo en H(A); si tomamos en cuenta las siguientes rota-
ciones de orden 2:

e Xy _ X , ~ Xy _ (=X , .
2x §) = () Cay ;) = ) (7.45)

es evidente que el cambio de signo se produce tomando U=62x o U=62y‘
reordenamiento de

"

Aplicando dichos operadores es inmediato verificar el
autovalores' que mencionamos en la demostracidn del teorema, ya que_se

obtiene:

Ejp(}) = E (-3) (7.46)

Por lo visto hasta aqui es evidente que las hipdtesis del teorema 7.1
s6lo se satisfacen para el estado fundamental, y por lo tanto podemos

asegurar que:

(2i+1)

EOO =0, i=0,1,2,... (7.475

Es inmediato verificar el resultado (7.47) desarrollando a la solucidn

exacta (7.43) en serie de potencias de A.



§.8. METODO HIPERVIRIAL PARA GENERAR EL DESARROLLO PERTURBATIVO.

En la seccidh anterior (§.7) mostramos que la formulacidn usual de 1la
TPRS introduce expresiones de muy dificil evaluacidn, si uno esta intere-
sado en calcular un nimero grande de coeficientes perturbacionales.
Naturalmente se debe recurrir a formalismos alternativos para salvar es-
ta dificultad. Uno de los primeros métodos exitosos desarrollados para
calcular correcciones perturbacionales RS, sin recurrir al calculo expli
cito de sumas infinitas, fue desarrollado por Dalgarno y col. /4-11/.

El método propuesto por estos autores consiste en evaluar las correccio-

nes perturbacionales mediante integrales que involucran un cierto opera-
dor, que se obtiene como solucidn de una ecuacidn diferencial determina-
da por el problema de orden cero. El método (que representa una mejora
respecto de la aproximacidn de Unsdld /12/, usada previamente para eva-
luar las sumas involucradas en el cilculo de las correcciones perturba-
cionales) ha probado ser muy efectivo para aquellas propiedades atdmicas
/4,6,10,11/ y moleculares /6-11/ qué pueden ser aproximadas razonable-
mente mediante un nimero pequeno de términos perturbacionales.

Si bien el método permite resolver un problema muy complicado, como es
el calculo de la correccidn de segundo orden para sistemas couldmbicos
(el espectro de orden cero posee infinitos estados discretos mas el con-
tinuo), es muy dificil generalizarlo mads alla del tercer orden. Luego,
no es un método practico para estudiar TP a drdenes elevados.

Uno de los métodos surgidos posteriormente, y que ha demostrado ser
aplicable a una amplia variedad de sistemas, es el hoy denominado método
perturbativo hipervirial(MPH). El método fue originalmente desarroliado
por Swenson y Danforth /13/ para estudiar osciladores anarménicos unidi-
mensionales de interés en espectrdécopia vibracional y teorias de cam-
pos (ver Apéndices A y B al final de esta obra). Killingbeck /14/ gene-
ralizd el método a problemas radiales. Posteriormente el MPH fue mejo-
rado, generalizado y extendido en su aplicabilidad, merced a un inteaso
trabajo llevado a cabo en nuestro laboratorio, en el cual se han realiza-
do la mayoria de los aportes sobre el tema.

Al presente el método es aplicable a una clase muy grande de sistemas

que verifican una condicidn fundamental: ser unidimensionales o bien sis-
temas separables en N sistemas unidimensionales. Para algunos sencilles
problemas no separables se puede recurrir a algunos métedos particulz-
res que ccmentaremos ma&s adelante.

El MPH estd basado en una combinacidn de los teoremas y recurrencias



54~

hiperviriales vistas en el §.3, el teorema de Hellmann-Feynman (5.2) y
la TPRS (§.7). E1 método permite calcular todas las correcciones pertur-
bacionales a los autovalores y a los elementos de matriz de funciones
pertenecientes a un conjunto elegido apropiadamente, sin calcular expli-
citamente las correcciones perturbacionales a la funcién de onda. Por
esta causa, el MPH es también llamado teoria de perturbaciones sin fun-
cién de onda (TPSFO) /14/.

Por simplicidad, y dado ﬁue es suficiente para nuestros propdsitos,
desarrollaremos aqui el MPH para un sistema unidimensional con condi-

ciones de contorno triviales:

Ho= -2 D%+ v () « AV (0) = H + V() , D=, 250 ,(8.1)

Hoq(O) = E(O)w(O) » Hy(x) = E(A)yy(x) ’ (8.2)
donde ¥ cumple:

1im  xy(x) = 0, N0, 20 (8.3)

| %}

Ahora bien, sabemos que el sistema urnidimensional definido a través
de las ecs.(8.1)-(8.3) satisface una recurrencia de elementos de matriz,
deducible a partir de las ecs.(3.15), (3.31) y (3.32). Dicha relacidn

es en este caso:

1 11 t ' - ' - - =
7<f >+ 2E <f'> - 2<«f A 22£'Vp <:EV‘;> Achi> =0 ,
(8.4)

donde f=f(x) es una funcién diferenciable, y donde, por sencillez, hemos

escrito:

<A> = <Y|Ay> (8.5)

Si VO y V1 se pueden expresar como series de potencias de x, el opera-
dor f se puede elegir convenientemente como:

fi(x) = xN (8.6)

Reemplazando (8.6) en (8.4) obtenemos:
NA-D@-2 a5+ MEaN s - pnalTly s+ &l g

- alznex v s oy =0 (8.7)
que es una recurrencia que nos vincula los autovalores con diversos ele-
mentos de matriz. Por otro lado, si recordamos el THF (ec.(2.10)), 1la
dependencia de E con A estd dada por:
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¥ = <V1> . (8.8)

y nos proporciona una vinculacidn adicional entre los autovalofea y al-
gunos elementos de matriz.

La TPRS nos proporciona un desarrollo en serie de potencias de ) pa-
ra los autovalores E:

E= ) g@, o (8.9)
m=0 -~

donde E{®™) o5 15 m-&sima correccién RS para el n-ésimo autovalor. Por
otro lado, sabemos que ¥{(A) se puede desarrollar en serie de ), de alli

que todo valor medio de un operador lineal tambi&n pueda serlo:

<a> = ¥ oA ™, (8.10)
m=0 T

donde Am es el m-ésimo coeficiente RS. .

El MPH consiste finalmente en introducir (8.9) y (8.10) en las ecs.
(8.7) y (8.8), para luego utilizar en forma recursiva el dltimo par de
ecuaciones de modo de determinar los coeficientes {E(m)} y {Am}.
Naturalmente, para alcanzar tal objetivo, deben asegurarse ciertas condi-
ciones, que discutiremos a continuacidn.

En primer lugar debemos tener un-punto inicial para la recurrenciaj;
obviamente, éste debe estar ligado al espectro de orden cero, ya que el
mismo constituye nuestro sistema de referencia. Es asi que un apropiada
relacidn auxiliar nos es provista por la condicidn que las funciones de

(0)

onda exacta ¥()) y de orden cero V¥ estén normalizadas a la unidad:

YO Y > = <y (05 _ (8.11)

Si escribimos la relacidén anterior en términos del valor medio de un o-
perador en potencias de x, y desarrollamos dicho valor medio en serie
de potencias de A, entonces la ec.(8.11) nos permite arribar a:

(0) _
Xm = GOm . (8.12)
donde hemos indicado:
X(N) = <xN> R (8.13)

manteniendo la notacidén de la ec.(8.10).

En segundo lugar la recurrencia debe poder cerrarse, esto es, debe ha-
ber un ndmero finito M de iteraciones tras el cual pueda evaluarse una
correccidn perturbacional cualquiera. Para lograr ello en el casc que
aqui estamos discutiendo, tanto V0 como Vl deben ser potencias de las
coordenadas o, al menos, desarrollables en serie de potencias de x.
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E(m)_y algu-

En tercer lugar debe haber una relacién explicita entre
nos de los coeficientes {Am}. Como w lo discutimos mds arriba, dicha
relacidn es provista por el THF (ec.(8.8)); si introducimos (8.9) y (8.
10) en (8.8) e igualando las potencias de ) entre ambos miembros; el THF

se traduce en la siguiente relaciédn:
(m) 1
E™ -1y oL m (8.14)

donde (V,)__, es el coeficiente de orden m-1 del desarrollo de*<V1> en
serie de potendias de a.

Ejemplo:

Para ilustrar el manejo de las ecuaciones anteriores consideramos, a
modo de ejemplo, al oscilador anarmdnico. Estos modelos poseen un enor-

me interés en diversos campos de la fisica y la quimica, ya que descri-
ben ciertas oscilaciones moleculares y procesos de difusidén (Apéndice A),
y algunas simples teorias de campos (Apéndice B). Asimismo han recibido
mucha atencién desde el punto de vista tedrico, ya que constituyen mode-
los sencillos sin solucidn analitica, en los cuales estan presentes cier-
tas propiedades caracteristicas de modelos mas complicados. Aqui los u-
tilizaremos como un ejemplo de aplicacidén del MPH, y por ello nos res-
tringiremos al mo@elo‘del oscilador anarmfnico cuadrtico definido por:

vV = x2 ’ V1 B 34 s E(O) = E;O) = (n+1/2) 21/2 (8.15)

Reemplazando (8.15) en (8.7), obtenemos la recurrencia siguiente:

%N(N—l)(N—Z) x(N-3) 2NE_ x(N-1) _ one1y x(D)

_ aane2) X3 _ g , (8.16)

donde, de acuerdo a la notacidn de la ec.(8.13):

XN o | 2N ax (8.17)

Dado que el potencial es par, el teorema 1.2 nos asegura que:

x(2s+1) _ o | o0 (8.18)

y en consecuencia, s6lo deben considerarse los valores impares de N en
la ec.(8.16) ya que las potencias pares no suministran informacién algu-
na.

Si ahora introducimos (8.9) y (8.10) en la ec.(8.16), y colectamos el
coeficiente de A%, obtenemos el siguiente resultado:

1 (N-3) 2 () (N-1) (N+1) . (N+3)
TN(N-1) (N-2)X + ZNjioE" Keoy = = 2(N+D1IXg - 2(N+2)X 7Y

=0 (8.19)
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Utilizando la ec.(8.14) obtenemos la siguiente relacién, que complementa
a la recurrencia (8.19)

) - 2 x{*) e (8.20)

El método se aplica dando valores crecientes a N y s8.El mismo ha sido em-
pleado recientemente para calcular 145 coeficientes con 25 cifras signi-
ficativas para el estado fundamental del oscilador anarmdénico cuirtico,
si bien los valores de los mismos no se han publicado /15/.

E1 MPH aqui }resentado resulta de gran utilidad para obtener las co-
rrecé¢iones perturbativas tanto en forma analitica como numérica, a par-
tir de la simplicidad con que pueden programarse las recurrencias como
(8.19). Nuestra experiencia nos indica que, sin embargo, tales recurren-
cias deben manejarse con sumo cuidado, debido a la rapidez con que los
errores numéricos pueden propagarse con el aumento de s.

El MPH para sistemas con condiciones de contorno triviales, ha sido
aplicado al estudio de otros osciladores unidimensionales /16/, de inte-
rés en teorias de campos con lagrangianos escalares; potenciales radia-
les /14/ y de tipo coulémbico apantallado /17/; osciladores y potencia-
les vibracionales con varios patrametros /18,19/. Asimismo se han estudia-
do problemas multidimensionales separables en algin sistema de coordena-
das, como por ejemplo el efecto Stark en el dtomo de hidrégeno /20,21/;
otros modelos sencillos no separables han podido estudiarse en forma a-
proximada, combinando el MPH y la aproximacidén autoconsistente, entre los
que podemos nombrar a los modelos de "atomos unidimensionales'" /22/ y
los osciladores acoplados /23/. E1 MPH se ha aplicado también para calcu-
lar la serie perturbativa RS para el oscilador de Morse perturbado, que
es un modelo frecuentemente usado para describir las oscilaciones de mo-
léculas diatémicas /24-27/. El método ha sido introducido desde diferen-
tes puntos de vista: desarrollando el potencial en serie de potencias
/24/ o tomando el potencial completo junto a ciertos operadores hipervi-
riales ad hoec /25/. Se han calculado, siguiendo dichos procedimientos,
tanto las correcciones perturbacionales a la energia como también a va-
rios elementos de matriz diagonales y no diagonales /26,27/.

En varias de las aplicaciones del MPH comentadas mas arriba es necesa-
rio introducir operadores hiperviriales diferentes del expresado en la
ec.(8.6). La eleccidn de tales operadores no ser3d objeto de discusidn en
el presente trabajo, pero puede consultarse en la literatura /28/.

El MPH puede ser extendido sin inconvenientes a sistemas definidos en
otras condiciones de contorno, mediante la modificacidn de las relaciones
hiperviriales. Las modificaciones que deben introducirse han sido ya dis-
cutidas en el §.3. El procedimiento a seguir posteriormente es similar
al presentado en esta seccidn, de modo que s6lo nombraremos algunos sis-
temas que han podido tratarse exitosamente con el MPH: 1) sistemas perié-
dicos como el rotor plano en un campo eléctrico (ecuvacidén de Mathieu)
/29-31/, las moiéculas tromposimétricas en campos eléctricos externos

i32/ y el efecto Zeeman rotacional para el HE /33/; 2) sistemas con con-
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diciones de contorno de Dirichlet como el oscilador arménico acotado si-
métrica /34,35/ y no simdtricamente /36/, el oscilador cudrtico acotado
/37/, los osciladores radiales multidimensionales /38,39/, el &tomo de
hidr6geno acotado esféricamente /39,40/ y en superficies parabdlicas /41/;
el efecto Stark para el dtomo de hidrégeno confinado en recintos de si-
metria parabblica /42/ y el efecto Stark para el modelo del cristal va-
cio unidimensional /43/; 3) sistemas con condiciones de contorno de von
Neumann como el oscilador arménico /31/, y 4) modelos que exigen la intro
duccidn de condiciones de contorno generales, como el doble pozo con
condiciones de contorno de Dirichlet /44/ y ciertos potenciales con fun-
ciones delta de Dirac /44/.

Para finalizar, cabe comentar que las relaciones hiperviriales y el
MPH han resultado muy dtiles desde el punto de vista matemdtico para cal-
cular elementos de matriz en una base de funciones de Bessel /45,46/ y
de Airy /47/ en forma cerrada, llenando asi un hueco presente en la lite-
ratura especializada.



5.9. OTROS METODOS PARA GENERAR EL DESARROLLO PERTURBATIVO.

Existen varios formalismos desarrollados para calcular los coeficien-
tes RS, que evitan la evaluacidén de las sumas involucradas, que pueden
ser infinitas. Hemos comentado que algunos métodos como el de Dalgarno
/4-11/, al que podria agregarse el basado en la utilizacidén de las re-
"glas de Feynman /48,49/, permiten calcular las correcciones inferiores
para una amplia variedad de problemas. Para calculos de orden superior
es necesario aplicar otros métodos, uno de los cuales (el MPH) fue dis-
cutido en el §.8. Estudiaremos aqui algunos métodos frecuentemente emple-
ados en la literatura, pero que poseen una aplicabilidad mids restringi-
da que el MPH.

Los métodos mas efectivos para generar la serie de RS se basan en
transformar las ecuaciones generatrices de la TPRS /50/ en recurrencias
algebraicas a partir de las cuales se puedan evaluar los coeficientes
perturbacionales  Discutiremos aqui tres métodos con aquellas caracteris
ticas: el método de la derivada logaritmica o de no-linealizacién, la
TPSFO generalizada y el método de Bender-Wu.

i) Método de la derivada logaritmica:

Este método (también conocido como teoria de perturbaciones logarit-
mica) ha sido objeto de investigacidén por parte de numerosos autores /51-
71/. E1 procedimiento consiste en transformar la ecuacidén de Schrddinger
en la ecuacidn de Ricatti (ecuacidén de Schrddinger para el logaritmo de
la funcidén de onda, de alli el nombre del método) para luego aplicar la

TPI
Partimos de la ecuacidn de Schrddinger para una particula:

1 -
{- 3 A+ Vo + AVI}Y = EY . (9.1)

donde hemos indicado con A al laplaciano.
Escribimos ahora la funcién de onda exacta:

v =%, am ¥vE® =0 (9.2)
[ le] [+

con G una funcidn regular. Esto restringe todo el tratamiento que sigue
al estado fundamental. A partir de (9.2) deducimos inmediatamente:

AY = V.9Y = - (V.g - 5.8 e C =< {divg -g2le® |, (9.3



donde:
g=grad G , g-= ||gl|} < (9.4)

Introduciendo (9.3) en (9.1) encontramos la ecuacibén de Ricatti:

div g - g2 = 2 (E - AV, - v.) (9.5)

1

La TPRS puede introducirse ahora, desarrollando la energia y la funcién
de onda en serie de potencias de A:

E= § g™\ (9.6a)
n=0

T n - S - .n -
G n£0 G, A 3 g = n£0 By M 3 g, = srad G_ (9.6b)

Si ahora reemplazames los desarrollos (9.6) en (9.5), y retenemos los
términos en ln, encontramos inmediatamente:

(n)

(10
t
il e~

div 8.8 = 2 (E "V16n1 - voéno) (9.7)
Si el sistema considerado fuerq unidimensional, sd8lo debe tomarse en

cuenta que:
div én =g (9.8)

Observemos que mediante el procedimiento seguido, hemos transformado el

problema (9.1) en una serie de ecuaciones diferenciales de primer orden

(9.7). E1 factor integrante de estas ecuaciones es ?g=e'2G0, donde ¥, es
la solucién de (9.1) para A=0.

El primer caso no trivial de (9.7) es n=1, lo que nos da:

(1)

div gy - 2 gg-8; = 2 (E - V) (9.9)

Si tomamos en cuenta que, usando (9.6b), podemos escribir:

{div g, - 2 5..8,) e 260 _qgivig e 200} < (9.10)
1 0°°1 1
entonces, al multiplicar (9.9) por el factor integrante obtenemos (invo-

cando el teorema de la divergencia o de Gauss):
s/ wg gl.ﬁ ds = 2 of wg (E(l)-vl) dv . (9.11)

donde V es el dominio de las coordenadas y S la superficie que lo con-
tiene. De acuerdo a las condiciones de contorno para ¥y la integral de
superficie se anula y nos conduce al resultado conocico:
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(1)

i 2 2
B =%/ VYo dv , N = o Yo v (9.12)

Para n22, la ec.(9.7) se puede reescribir en forma similar a (9.9):

(n)

div g, - 2 gp.8, = 2 (E + % sgo 8n-g°8g) (9.13)

Al multiplicar por el factor integrante y usar (9.10), deducimos el si-
guiente par de -ecuaciones:

EY « - 5 SXO v @n.g-8) § Yo 4V (9.14a)
(r) n-1
_ 2 (n) 1 - -
g, (1) 25 / (E + 3 SEO BB, )4V (9.14b)

Estas ecuaciones se manejan en forma recursiva, comenzando por introdu-
cir (9.12) en (9.14b)mra calcular g1- Con este dltimo valor se calcula
E(2) en (9.14a) y el procedimiento se continiia del mismo modo, pudiéndo-
se calcular un nimero grande de correcciones perturbacionales.

La TP logaritmica ha sido aplicada para calcular un buen nimero de
coeficientes RS para los estados fundamentales de diversos problemas:
oscilador anarmbénico /53-56/, efecto. Stark en atomos /57,58,64/, modelos
de confinamiento de particulas /66,67,69/, y efecto Zeeman para el ato-
mo de hidrdégeno /68,70/. Un resumen pedagdgico de las propiedades del
métodc puede verse en la ref./71/.

Si se desea estudiar los estados excitados del sistema en considera-
cién, debe mcdificarse el punto de partida para aplicar la TP logaritmi-
ca. Para el estado m-ésimo, podemos escribir a la fugcién de onda (con o
ceros) del siguiente modo:

- _ P .. -GB(T)
Tm(r) = I (r-ro.) e (9.15)

Las ecuaciones necesarias para caleular los coeficientes {Eén)} se com-

plican ripidamente, por lo que el procedimiento no es préctico para ge-
nerar el desarrollo RS de estados excitados.

ii) TPSFO generalizada:

El procedimiento ha sido desarroliado recientemente por Fernandez y
Castro /72,73/yha probado ser muy eficaz para tratar sistemas como el e-
fecto Zeeman para el atomo de hidrdgeno y 1la molécula de HE 172/, y el
efecto combinado Zeeman-Stark en campos cruzados /73/.

Consideremos nuevamente el hamiltoniano (9.1), pero escribamos la
funcidn de onda correcta de orden cero del siguiente wmodo:

¥y = 1im ¥ (x) = F(r)e(r) , (9.163
A+0



donde:

o(F) = e S(T) (9.17)
Si tomamos en cuenta los siguientes resultados auxiliares:

8Y, = V.V¥y= 2 VO VF + QAF + FAQ . (9.18a)
8% = &(Vs.Vs - AS) (9.18b)

deducimos inmeaiatemente de la ecuacidén de Schrddinger para X+0, que:

v, ~ EF < 1ar v rq - vs.F (9.19a)

Q =35 (VS5.VS - AS) (9.19b)

N

Consideremos ahora una funcidén f(r) diferenciable, y tal que f£¢ pertenez-
¢a al dominio del hamiltoniano. A partir de esta condicidn, sabemos que
se satisface la igualdad siguiente:

<Y|Hf®> = E <¥|fo> , (9.20)
y que utilizando (9.18) se puede transformar en:

- % <Y|afo> + <¥|VS.vSe> - <¥[(V -Q)o> = E <¥|fo>

- A<lelf¢> (9.21)

La idea es simple, y consiste en transformar a (9.21) en una recurrencia
a partir de la cual se puedan calcular los coeficientes RS. Observemos
que la energia se puede obtener tomando f£=F en (9.21) y utilizando (9.19):

<¥|Vy¥g>
oE = E - Ej = A —;$T$69— (9.22)

Para llevar adelante los cadlculos es conveniente. introducir la siguien-

te normalizacidn /74/:

L

<wnb> =1 (9.23)
\
Si ahora consideramos los desarrollos perturbacionales:

oD ®
n=0 n=0
la e¢.(9.23) se transforma en:
<¥ ¥y =80 > (9.25)

y la ec.(9.22), si no hay dzgeneracidn,nos da:



E(n)

|v1 e (9.26)
Si el nivel de orden cero que estuviéramos considerando fuera E‘yeces

degenerado, la funcibn de orden cero (9.16) se debera reescribir toman-
do como F a:

F = nil cnFn . (9.27)

donde las funciones F, son soluciones de (9.19).
Si reemplazamos (9. 27) en (9.16), y ésta en (9.22), obtenemos para el
desdoblamiento de estados al primer orden,la siguiente expresidn:

g

1 Vi - ET e =0, w2, ...,g , (9.28)
donde:

v o= <F_¢[V,F_0> , (9.29a)

™" - <F_o|F_o> (9.29b)

Para utilizar el procedimiento en forma algebraica, evitando calcu-
lar la funcidn de onda, se debe generar una recurrencia entre las ecs.
(9.21) y (9.22), en combinacidn con la TPRS (ec.{(9.24)). Para lograr es-~
to, debemos elegir un onjunto de funciones:

G = {fs; s=1,2, ...} R (9.30)

tal que vs.vf,, £ f., Af_, Q-V, ¥y V; se puedan escribir como combinacién
lineal de las funciones del conjunto (9.30).
La condicidon anterior esta obviamente determinada por la naturaleza de
las funciones V_y V,. Si S(r), V, ¥ V, fueran funciones de x=||r|], en-
tonces un con;unto de funciones f -rS podria ser apropiado.

El procedlmlénto aqui dlscutldo se aplicarid wmias adelante (§.32) para
calcular los coeficientes RS para el efecto Zeeman del atomo de H, para

varios estados y hasta 20 drdenes perturbacionales.

iii) Método de Bender y Wu:
El método algebraico de’'Bender y Wu /48/ fue desarrollado para calcu-

lar un nimero elevado de correcciones perturbacionales en el modelo del
oscilador anarménico cuartico, que ya hemos introducido como ejemplo en
el §.8 (ver también los Apéndices A y B). El método es apropiado para

tratar todos los osciladores anarménicos, y al igual que el MPH, permi-
te ohtener en forma analitica las correcciones perturbacionales en fun-

cién del nimero cuantico. Estudiaremos aqui el caso del oscilador anarmd

nico cuartico:
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7 Yt x e b oAx Y, = E ¥, » k=0,1,2, . (9.31)

utilizando la misma notacidn que introdujimos en las ecs.(8.1) y (8.15).
Si escribimos la funcidén de onda Wk como (omitimos en las funciones u y
v el indice k, por simplicidad):

T = ulx) vix) (9.32)

y la introducimos en (9.31), obtenemos:

LIS | L} t

2 4

1 L
-Full o+ (x° + Ax" - Ek - % !;—) - u‘y =.0 (9.33)
Si ahora elegimos a la funéidn v(x) como:
-x2/v/3
vix) = e X772 (9.34)
y la reemplazamos en (9.33), encontramos:
- %— u'' + (Axa - gk) u + 21/2 u' x =0 . (9.35)
donde:
-1/2 1/2
e, =E_- 2 R lim e = 27" %k (9.36)
k k A-yo k : 1
Si ahora invocamos la TPRS para € y u:
T ‘ v (n) 4n
u= 1 u(x) 2\, € = ) € AT, (9.37)
neg D k n=0 k

reemplazamos éstas en (9.35), e igualamos a cero el coeficiente de a",

obtenemos:

n
Cextugg - 1og g v 2 xug a0 (9.38)

i
-74u n-1

L]
n g=
/

Construyamos ahora las funciones u (x) como polinomios (a determinar)
en Xx:
m L] L]
un(x) = xP ) uél) le R (9.39)
i=0
siendo p=0, 1 el expornente que establece el caracter par o impar de

¥(x) (recordar el teorema 1.2).

Reemplazando (9.39) en (9.38) e igualando a cero el coeficiente de x2rtp

deducimos gin dificultad:



- % (2r+p+2)(2r+p+1) PASAC LI C k2 E c(8) (r)

n n-1 g=0 ¥ n-s
¢ 212 repy WP 2 g (9.40)
Si ahora consideramos que por (9.39):
iig x Pu(x) = a = cte. . (9.41)
podemos concluir en que:
nzo u;O) A" = oa » para todo A , sii: u;O) =a d, (9.42)

La ec.(9.42), junto a (9.40), nos permite encontrar la vinculacidn entre

;m) y las correaiones perturbacionales Ein) (cf.ec.(9.
;r)=0, si r<0) y utilizan-

los coeficientes u
36)). Tomande r=0 en (9.40) (observando que u
do (9.42), es inmediatec encontrar que:

(n) _ _ (p+1)(p+2) (1) 1/2 ;
ae " = 5 u ’ +a 2- p,GnO (9.43)

Dado que la constante a no ha sido ain fijada, y considerando que la mis
ma puede elegirse arbitrariamente, la eleccidn siguiente es adecuada:

a =3 (p+D(pr2) (9.44)

y nos conduce a una expresidn simple:

e = - ull) 1/2 510 (9.45)

Para calcular e(n) debemos determinar el coeficiente u(l) mediante una

k n
apropiada recurrencia. Para lograr esto, primero introducimos (9.45) en

(9.40):

/ :
- % (2r+p+2) (2z+p+1) u;r+1) + 21/2(2r+p) u;r) - u;EIZ)

¢ 1) _(r)y _ ,1/2 (r) _
v s£0 B Up.g T2 Pl 0 (9.46)

Una conveniente reescritura de la ecuacidn anterior como:

1| 1/2 1/2 (1
- % (2r+p+2) (2r+p+l) ugr+ - {2 / (2r+p)-2 / Ptug )} u;r)
() (o . Y o (o (x-2)
e e sz=1 Ys Y-s 7 Yn-d =0, (9.47)
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nos permite utilizar (9.45) (y (9.36)) en el término entre llaves, y ob-
tener:
(r) (1) (r)

(2r+p-k) u o+ u Ty

(r+l) | 21/2
n

(2r+p+2)(2r+p+l) u

(1) (r) -2
z uglu T - WlFr2) g (9.48)

Para emplear (?:48) en forma recursiva, necesitamos un punto de partida.
Para obtenerlo razonamos del siguiente modo: si tomamos n=0 en (9.48)
(observando que a partir de (9.36) y (9.45) tenemos u31)=21/2(p-k)), en-
contramos:

7 (2r4p+2) (2r4p+l) ugt? 4 232 (raped o =0, 949
lo que conduce inmediatamente a:
wl® -0, sir> I k- (9.50)
0 i o~%"P .

Supongamos ahora que una relacién similar se mantenga para otros coefi-

cientes:

W0, sirsI LI (9.51)

n-1

donde por el momento I es desconocido. A partir de (9.51) es evidente

que:

r>I1 ,+2, luego: J:Tfyhér)— —u(r)—O (9.52)

Por otro lado, si introducimos (9.52) en (9.48), encontramos:
1 (2reps2) 2repsD) w{T) 2l 20rpa0 (P 20, (9.53)

ecuacidn que nos indica que con la condicidn (9.51) se alcanza hatiendo:
/

I,=1,.1+2 (9.54)

La condicidn (9.54) nos da la forma de la funcidn u(x):

o k+2n-p .
u(x) = xP §7 7§ (r) 24

v, (9.55)
n=0 r=0 n

y nos proporciona el punto de partida para la recurrencia:

u;”’ -0 , r=k+2n+l p (9.58)

(n)

El procedimiento es el siguiente: para calcular €, se fijan n, k, p3
[ 49 ]
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se procede en forma recursiva: se toma r=k+2n-p, y se reemplaza (9.56)
en (9.48) expresando uér) en términos de coeficientes umS). 8<r, mcn;
se toma r=k+2n-p-1 en (9.48) y se repite el cdlculo, utilizando los re-
sultados de la etapa anterior; el procedimiento se reitera descendiendo
en r, hasta r=l. El coeficiente RS se calcula finalmente segin (9.45).
Bender y Wu /48/ llevaron a cabo el cilculo anterior para el estado
fundamental (p=k=0, n=1,2,...) hasta el orden 75. Sin embargo existen
importantes errores numéricos involucrados en la recurrencia, que han
sido marcados recientemente por otros autores /75/. En esta obra utiliza
remos repetidalente los coeficientes RS para este modelo, pero para Or-
denes inferiores a 40. Hasta este nivel, los resultados a 12 cifras sig-
nificativas de la ref./48/ pueden considerarse como exactos. Cabe agre-
gar que el procedimiento aqui discutido ha sido extendido por varios au-
tores, para estudiar el efecto Zeeman del atomo de hidrdgeno /76/ y el

efecto superpuesto Zeeman y Stark /77/.
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CAPITULO 1V

DIVERGENCIA DE LAS SERIES PERTURBATIVAS.

"Divergent series are the invention of the devil,
and it is shameful to base on them any demonstration

whatsoever."

N.H. Abel, 1828.



§.10. DIVERGENCIA DE LAS SERIES PERTURBACIONALES.

La teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schrédinger (cap.IIl) permite
aproximar a los autovalores (En) de un hamiltoniano, por medio de una
serie de potencias en algin parametro (1) real o ficticio contenido en
dicho operador. Sin embargo la aplicacidén de esta serie estd condicionada
a un problema fundamental: su convergencia.

Como sabemos el calculo de los coeficientes RS no es trivial, pero el co-
nocimiento de los mismos no resuelve en modo alguno el problema de la
aplicacién de la TP. El segundo problema no trivial que debe resolverse

es lograr sumar la serie perturbativa, si la misma es divergente o bien si
presenta un radio de convergencia finito.

La determinacidn de las propiedades de convergencia de las series RS
constituye todo un capitulo de la fisicomatemitica, que ha recibido un im-
pulso constante desde principios de la década del '70. Dichas propiedades
de convergencia estan determinadas, en esencia, por las caracteristicas
que posee En(l) como una funcién andlitica de A. La presencia de algiGn ti-
po de singularidades para En(}f en el planc X complejo es quien determina
que, en consecuencia, el desarrollo en serie de potencias:

A (10.1)

posea radio de convergencia finito, nulo o infinito.

Rellich /1,2/ y Kato /3,4/ demostraron tiempo atrads una condicidn su-
ficiente para que una serie de potencias de RS tenga radio de convergen-
cia finito. Mostraremos aqui los resultados principales y ejemplificare-
mos su manejo; omitiremos, sin embargo, su demostracidn ya que cae fuera
del interés y el nivel de esta obra.

El resultado mids importante que deseamos resaltar aqui es debido a
Rellich /1-4/:

Teorema 10.1: Sea Hy un operador autoadjunto y V otro cperador, tal que

D, &S DH Entonces si para toda funcién ¢EDP_ existen dos contantes reales
‘0
Y posit?vas a y b<l tal que:
Hvelf < allell + b [[Hgell , (16.7

entonces H = H0 + AV es un operador autoadjunto para tode ieR y sus auto-
valores En(A) y autofunciones ?n(l) socn funciones analiticas en =0, y
desarrollables en serie de A, con radio de convergencia no nulo.*
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Veamos a continuacidn algunos ejemplos de sistemas que satisfacen el teo-
rema 10.1 y para los cuales la TP permite obtener desarrollos convergen-
tes para diversas magnitudes de interés fisico.

1) Sistemas periddicos: Consideremos el efecto Stark sobre un rotor rigi-

do plano, si bien las conclusiones son validas para todos los sistemas

periddicos. El1 operador Hy es (a menos de una constante multiplicativa)s:
42

Hy = - EEI , 0 <6 <27 , (10.3)

T

cuyas autofunciones y autovalores son bien conocidos:

Hoo = E ¢ > (10.4a)
0, = et iEi/ze , (10.4b)
¢n(e) = ¢n(e + 2m) s (10.4¢)
E =n’ , n-=0,1,2, (10.4d)

Tenemos como operador V a:
V(8) = cosb (10.5)

El conjunto de autofunciones de Hog,{¢n(8)}, es un conjunto completo de
funciones para expandir DHQQDV, y por lo tanto satisface la condicién im-
puesta a la funcidn ¢ en e? teorema 10.1. Un calculo elemental nos pro-
porciona los resultados:

[Ive |1 = nt/2 , (10.62)

[Te 11 = (2mt/2 (10.6b)

Hyo |] = E (2nl/?2 (10.6¢)
0'n n

Reemplazando estos resultados en (10.2) obtenemos la siguiente desigual-
dad:

(a + b nd) , (10.7)

1/2 y 0<b<l. Luego el tec-

que se satisface para todo n, con elegir a2
rema nos asegura que el operador (operador diferencial de la ecuacidn de
Mathieu):
d2
H=- =5 + Acos® N (10.8)
de

tiene autovalores que son funciones analiticas en }=0, y desarrollables
en una serie convergente de A, en un intervalo finito de valores de 1.
Podemos acotar que se conoce que En(x) posee singularidades de’tipo



-4~

imaginario puro, que son puntos de ramificacién aislados, en los que se
"cortan" diferentes autovalores E () /57,

2) Sistemas con condiciones de contorno finitas: Consideremos él proble-
ma con condiciones de contorno de Dirichlet:

d2
Hy = "ol o - . (10.9)
X

donde las autofunciones ¢n(x) de Hy satisfacen la siguiente propiedad:
¢,(21) = 0 (10.10)

Los autovalores son bien conocidos:

2 2
_(n+ 1) ¢ _
En = 4 [ n“o,l’z,... (10.11)

Si consideramos un operador:
Vo= x|"

es facil mostrar que la TP origina un desarrollo convergente. Utilizando
la recurrencia (3.31) podemos obtener facilmente el siguiente resultado:

N-1 S
1N (-1) -(25+1)
11Ve, I = 28T - ZotnsD L, sy (2ntenl) » (10.12)

donde hemos considerado que las funciones de onda estan normalizadas, esto
es ||¢_|[=1. Es inmediato deducir que la siguiente desigualdad:

1422
(n+l)"
Ve llcsa+ b —p— (10.13)

-1/2 y O<b<l. En consecuencia, el teorema 10.1

se satisface si a >(2N+1)
nos asegura que los autovalores del hamiltoniano H = - dzldxz + A|x|N,

con -l<x<l, poseen un desarrollo Taylor en serie de potencias de ), con-
vergente paralA]<A0, con iq finito.

3) Osciladores unidimensionales: Consideremos el operador HO correspondien

te a un oscilador arménico (eliminando, por sencillez, las constantes nu-

méricas):

2
_ 1 d 2
Ho = i (- ;Z + x7) » (10.14)

y tomemos como conjunto de funciones {4 (x)}, a las autofuncicnes de Hy

, 1 _ .
Hgo (x) = (n + 3) o (x) fle =1 (10.15)

Tomando el operador V(x)=x y utilizando la recurrencia (B.7) para elemen-

tos de matriz deducimos:
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11Vel1 = <o lx?e 512 o (n o LH1/2 : (10.16)
con 10 cual la desigualdad (10.2) toma la forma:
(n + %)1/2 < a+ b(n + %) . (10.17)

que evidentemente se satisface para todo n con a=l y 1/4<b<l. Luego, los
autovalores En(l) de

2
by
HQA) = - 5'527 + % x? + ax ’ (10.18)

son funciones analiticas en A=0. En este caso el resultado es trivial,.ya
que los autovalores de (10.18). son bien conocidos:

E(A) = (n +3) - A2 (10.19)
n 2 2 ’ *

y en consecuencia el.desarrollo RS se reduce al. segundo orden en A.
Es interesante analizar el caso del operador siguiente:

V(x) = x2 , (10.20)

para el cual la recurrencia (8.7) nos permite encontrar:

_ 3 . 1.2 3,1/2 ,
Ve Il = {50 + 7 + 3] (10.21)
Es facil mostrar que con (10.21) la desigualdad (10.2) no se satisface
para b<l. Luego el teorema 10.1 no nos asegura nada respecto de la conver
gencia de los autovalores del hamiltoniano

2
(- 9+ x2%) & a2 (10.22)

H(A) =
dx?

O bt

Naturalmente los autovalores de (10.22) estan dados por
E_M) = (n+3) (1 + 2012 , (10.23)

que originan una serie convergente para]l|<1/2, sin que el teorema 10.1
de Rellich nos asegurara nada respecto de la misma.

En el caso (10.22) los autovalores presentan una singularidad que es
un punto de ramificacidén en el que se cortan todos los autovalores
En(l). Para todos los potenciales del tipo V(x)=x2k
gulares que x2 en 1/%x=0) el teorema 10.1 tampoco es aplicable. Sin embar-
go, las propiedades analiticas de E _(}) no son tan simples en estos ca-

, k=2.3,... (mas sin-

sos, y lae discutiremos posteriorménte.
Existe un conjunto adicional de sistemas de gran inter3s fisicoquimi-~

co para los cuales el teorema 10.1 nos asegura una serie de potencias RS
convergente. Estos estén comprendidos por el siguiente teorema debido a

Kato /3,4/:
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Teorema 10.2: Bajo las condiciones impuestas por el teorema 10.1, la
TPRS origina desarrollos convergentes en un intervalo finito de ) para
cualquier particién del hamiltoniano electrostatico H

H o= Hy + 2V . (10.24)

de una meclécula, atomo o cristal infinito, mientras que no existan en V
singularidades mds fuertes que 1la correspondiente al polo del potencial
coulémbico.*

Este teorema, Ehya demostracién omitiremos aqui, es de fundamental impor-
tancia en Quimica, por lo que creemos oportuno realizar algunos comenta-
rios. Notemos que el teorema nos asegura que si consideramos al potencial
Arll, de interaccidn interelectrdnica, como la perturbacidén AV, el desa-
rrollo en serie de potencias de A es convergente en un intervalo finito
de valores de A. Esto nos conduce a un resultado ya conocido: las series
de potencias en Z“1 para la energia electrdnica de dtomos y moléculas son
convergentes para Zézo, con ZO finito /6/.

Para las moléculas diatémicas (por sencillez nos restringiremos a
ellas), suele ser de importancia considerar al potencial de perturbacidn
V como dependiente de un parametro R, que representa la distancia inter-
nuclear. Si por simplicidad tomamos a las cargas nucleares Z=1, este po-

tencial puede escribirse de la siguiente manera:

N
V = % - 7 I]fi—ﬁll-l , N electrones, (10.25a)

i=1
donde Ei es la coordenada de posicidén del electrdén i, medido desde un o-
rigen de coordenadas, usualmente coincidente con la posicidn de uno de los

niicleos. Si ahora reescribimos (10.25a), definiendo A=R-1.

va=a{l- J|1- Eixli'l} , (10.25b)
i

podemos notar que el parametro ) aparece dentro del potencial, con lo

que las hipbétesis de los teoremas 10.1 y 10.2 no son satisfechas. De he-
cho, se conoce que el desarrollo en serie de potencias de R-1 posee ra-
dio de convergencia nulo. Sobre este punto volveremos a insistir mds ade-
lante.

Existe un enorme conjunto de sistemas de gran interés fisico que no
satisfacen los teoremas de Kato y Rellich, y que dan origen a series per-
turbativas con radio de convergencia nulo, esto es, desarrollos dg Tavylor
que no permiten representar a la funcidn en ninguna regidén del plano
complejo A. El descubrimiento de las causas profundas de estas divergen-
cias marca un hito fundamental en la TP.

Para una revisidn bastante completa del status tedrico de la TP, y sus
aplicaciones, previo al descubrimiento ya comentado, se remite al lactor

a la ref./?7/.
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Los primeros trabajos completos sobre las series perturbativas de RS
con radio de convergencia nulo, fueron llevados a cabo en forma indepen-

diente y desde diferentes puntos de vista por Bender y Wu /8/°Yy Simon /9/,
sobre el oscilador anarménico:

2
Homp?oax? ea?a o A0, 02, 2k (10.26)

dx

en particular para el caso cuartico, k¥2. Como lo comentamos previamente,
el modelo (10536) es de enorme interés en fisica y quimica. Especialmente
interesante es la conexidn de dicho modelo con ciertas teoria de campos
(ver Apéndice B), problema que originalmente motivd el estudio de las di-
vergencias de la TP. La relevancia de dicho estudio de la TP es tanto

mids notable cuando se toma en .cuenta que, frecuentemente, tal aproximacién
es el Gnico medio disponible para obtener informacidn en teoria de campos,
vista la imposibilidad de realizar el cédlculo de los elementos de matriz
requeridos por el método variacional u otra técnica no perturbativa.

El hecho que la TPRS origine una serie de potencias con radio de con-
vergencia nulo implica dos cosas: i) El autovalor E no es una funcidn
analitica en A=0, y ii) E]l coeficiente RS m-ésimo satlsface la propiedad:
m}m |E(M)|

la primer cuestidn, edtanto que la segunda es el objeto del paragrafo si-

@, Dedicaremos el resto del paragrafo a discutir brevemente

guiente.

Varios autores han intentado dar simples e intuitivas explicaciones a
la divergencia de la serie perturbativa de RS para el autovalor En(l) de
(10.26). Entre ellos podemos nombrar aqui la debida a Hioce y colaborado-
res /10-12/. La idea es la siguiente: si escribimos el hamiltoniano
(10.26) en la representacidén de momentos, en lugar de la de coordenades,

éste adopta la forma

H = p? - d? + Ad2k' (10.27)
=P -7t g :
dp dp

En este caso la ecuacidén de Schrddinger se transforma en una ecuacidn si-
milar a la Navier-Stokes para fluidos turbulentos. En el marco de esta
analogia, la TP genera un desarrollo en serie de potencias de X, tomando
como perturbacidén al término con la derivada de mayor orden. Es bien co-
nocido en matemidtica que el desarrollo asi generado es divergente /10-12/.
Obviamente este argumento, si bien valido, no explica la naturaleza de

las singularidades responsables de dicho comportamiento.

Otro argumento que ha sido frecuentemente utilizado para determinar si
el desarrollo RS posee radio de convergencia nulo es el llamado "argu-
mento de cambio de signo". Esta proposicidn fue originalmente introduci-
da por Dyson /13/, para explicar la divergencia de las series de porencias
en la carga electrénica que aparecen en la teoria electrodindmica cudnti-
ca. Posteriormente tal argumentacidén ha sido revisado criticamente por
Killingbeck en su excelente revisidn sobre TP /14/, suscitdndose luegc
una gran controversia sobre su interpretacidn y justificacién /15-19/,

En esencia la idea es la siguiente: las series de potencias coévergen en



-78-

general en un disco de radio Ixolalrededor del origen; luego, si la serie
converge para|l|<|A0|. deberia también convergir para -[r]. Si ghora, al
realizar el cambio [A]|+-[X|, el problema en cuestidén pasa a describir un
sistema que no posee estados ligados, entonces la TP no podria convergir
a un autovalor del espectro discreto. En consecuencia, al no haber conver-
gencia para -|A|, los autovalores deben poseer una singularidad en el ori-
gen conducente a un radio de convergencia nulo.

Este argumento funciona correctamente para los autovalores En(l) del ha-
wiltoniano (10.26): al cambiar A+-A el problema pasa a ser un "doble pozo
invertido", que no posee estados ligados.

Sin embatgo deben manejarse con sumo cuidado las conclusiones extraidas

a partir del argumento de cambio de signo /16,18,19/. El1 razonamiento se-
guido mas arriba posee una suposicién implicita: la TPRS deberia aproxi-
mar algo con significado fisico, tal como la energia de un estado ligado.
Sin embargo esto no es necesariamente asi, y tal suposicién ha traido una
aparente confusién conceptual /16,18,19/, s6lo recientemente subsanada.
Podemos decir que,en general, las perturbaciones regulares /4/ (aquéllas
que satisfacen los teoremas 10.1 y 10.2) convergen a estados ligados, ‘que
es el sentido que usualmente se da a la convergencia a magnitudes con
significado fisico; andlogamente las perturbaciones asintdticas (desarro-
llos con radio de convergencia nulo) convergen en general a la parte real
de los polos de 1a resolvente para problemas de autovalores, aunque no a
través de la simple adicidn término a término. Por lo tanto, la serie per-
turbativa para sistemas que poseen-sgsingularidades en 2=0, tiene sentido
tanto para valores de A positivos como negativos. La diferencia radicara
en que en el primer caso la TPRS convergira al estado ligado a través de
algin método apropiado de suma, y en el segundo caso a la parte real de
las resonancias del sistema.

Podemos decir entonces (y €ste es un punto de central importancia, que
debe tenerse presente de aqui en mas) que la TPRS es, un algoritmo para
derivar una serie de potencias regular o asintdética, que es sumable por
algiin métecdo apropiado a alguna magnitud de significado perfectamente
definido.

Recordamos aqui al lector que el punto esencial acerca del porqué de
la no analiticidad de En(l) en A=0, no queda respondido a través de los
criterios arriba mencionados, que s6lo tienen cierto valor predictivo
respecto de la aparicidn o no de series de potencias con radio de conver-
gencia nulo. La explicacidn detallada de las causas profundas de la di-
vergencia requiere conocer en forma detallada la estructura analitica
de En(A) para ) complejo. Naturalmente esto no constituye una cuestidn
muy simple, por lo que ha podido ser completada para muy pocos problemas
de autovalores. El primer sistema estudiado fue el oscilador anarménico
cuartico (k=2 en (10.26)) /8,9/ y resumiremos aqui los principales resul-
tados encontrados:

(i) La energia En(k) posee una periodicidad de 67 en arg(A), esto es, al
girar el arg()) desde 0 a 67 se recuperan los autovalores reales para

ReA>0.
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(i1) Para valores de arg(A)e%; TT' (fase asintética) aparecen singula-
ridades de punto de ramificacién complejos conjugados unidos por una 11-
nea de ramificacién con forma de arco (ver fig.4.1). i .
(iii) Cada par de puntos de ramificacidn (Ab) corresponde a un punto de
corte entre autovalores de la siguiente forma:

E, (A(“)) 1(1,(,“.’) , ,..n-o,l,z..-. . (10.23)_
éa R BRI _
Estos puntos de ramificacidn son ﬁnicos, esto es, un autovalor solo pue-
de ‘cortarse' con otro adyacente. | .
(iv) La secuencia de puntos de ramificacion tiene como limite un punto
de acumulacidén en el origen A=0 (ver fig.4.l), luego E (1) tiene en el
origen una singularidad no - aislada. Observemos que obviamente ésta es una
"situacibén méas compleja que 'la singularidad aislada que origina un radio
de convergencia finito en €l caso k=1 (ec.(10.23)). |
Los resultados aqui resumldos se mantienen cualitativamente invariantes
con el grado de anarmonchaad *®=2,3,...) /20/ y con el nimero de términos
incluidos en el potencial de perturbacidn /21/. Cabe afiadir que una al-
ternativa diferente a la presentada por Bender y Wu /8/ y Simon ./9/ para
analizar las propiedades analiticas de E_ (1) ha sido propuesta por
Katriel /22/. | ' “ ‘

La discusién é&ui presentada ha intentado dar un panorama sobre la
existencia de TP regulares y aqinféticas;'y de las causas de la divergen-
cia de las series perturbativas. Queda abierta alin la cuestidn de ‘cémo
se manifiesta tal divergencia en los coeficientes RS, esto es, con qué
velocidad diverge la serie. Este punto es-el objeto del siguiente para-

grafo.

® W'\Q\:ﬁz Mﬂew&mﬂ a£< u(uﬁa)ﬂk% {mtw .*uawc
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§.11. METODOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE LA ESTRUCTURA
ASINTOTICA DE LOS COEFICIENTES RS.

.

Supongamos que tenemos una funcidén arbitraria E(A) que puede desarro-
llarse en serie de Taylor de A:

EA) = 7 EM 30 . (11.1)
n=0

serie sobre cuyas propiedades de convérgencia no haremos por el momento
suposicidén alguna. El problema que aqui nos ocupa es determinar E(n),
n>>1, para funciones E()) que satisfacen ciertas propiedades.

El radio de convergencia R de la serie (11.1) puede determinarse atra-

vés del teorema de D'Alembert, que establece que:

(n+l) 1

lim |E 7 = v, R, (11.2a)

n->-«x

siempre que dicho limite exista, o bien a través del teorema de Cauchy-

Hadamard, que nos dice que:

sup 1im E(M} |1/ _ -1 : (11.2b)

1->co

donde la ec.(11.2b) indica el 1imite superior de la Secuencia de niimeros

positivos IE(1)|, |E(2)|1/2,

riores, que es de fundamental importancia el conocimiento del comporta-

- L] - * (n
miento asintdtico para E ), n>>1.

El propdsito de este paragrafo es determinar dicho comportamiento para

Es evidente, de los resultados ante-

una amplia clase de funciones que incluyan a aquéllas para las cuiles
R=0. Seg{in vimos en el §.10, estas funciones constituyen las de mayor

interés en fisica y quimica.

Mostraremos a continuacidén una relacidn sumamente Gtil, que nos per-
mitira calcular posteriormente E(n) La relacidn que comentamnos es deno-
minada usualmente "relacidn de dispersién”, y ha sido presentada por Ji-
ferentes autores /9,23,24/ desde distintos puntos de vista. En esta obra

introducimos una aproximacidén diferente que presenta algunas ventajas.

Definicidén I: Se dice que la serie (11.1) es asintética si para un nimero

cualquiera m de términos se cumple que:
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- m
1t AMEM - § B a1y L (11.3)
[A]+0 i=0

En consistencia con la ec.(11.3), una serie asintética presenta las
siguientes propiedades caracteristicas: (i) si se fija el nGmero de tér-
minos m, el error disminuye en forma mondtona a medida que 2 disminuye;
(ii) Para [A|<1 el error disminuye primero con el aumento de m, se esta-
ciona, y luego comienza a aumentar. La serie asintdtica puede dar una
aceptable descp&pcién a E(}) sii |A[<<1 y la misma es truncada.

La serie asintdtica no puede utilizarse en forma directa cuando Ixiz1.

Consideremos ahora una funcidén E(1) que satisfaga las siguientes con-
diciones: (1) E()) es una funcidn analitica para |arg( ) |<n, donde
a=[r]e*® y p=arg(n); (ii) E()) .es asintética (ec.(11.3)), y (iii) La fun-
cidn satisface la igualdad: |

1im E() =0 (11.4)
IAI-&-@:

La condicidn (11.4) no es excluyente para nuestras necesidades. Suponga-
mos que la funcidén E()) satisface:

}iT IATPEQD ey, 80 (11.5)
Ao

luego la funcidn puede ser redefinida sin mayores inconvenientes como:
-5 3 o(n) .n
E'(x) =2~ {E()) - } E A}, Bes<p+l , (11.6)
=0

que es una nueva serie asintdtica y cumple (11.4).

Sea A un punto del pano complejo en el que E es analitica,y alrededor
del cual ésta puede desarroliarse. Tomando el paso de integracidén C en
el plano complejo tal como se ve en la fig.4.2, el teorema de Cauchy nos

asegura que:

EOD = 5oy of o) ax , ¢= Uc (11.7)

donde C es una curva de Jordan. Notemos que la curva C no corta el semi-
eje -|Rexr| donde, por (i}, la funcidn no es analitica.
La condicidén (11.4) nos permite concluir en que:

R+

Ademis, si tomamos en cuenta que

1im
REO

el resultado para la integral de camino (11.7), con .0, es el’siguiente:

E()' =
C3J’ == da' = 0 ’ (11.9)
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EQ') 4,

r+0 Cﬁ A A e+0 -® X e A dA ’ (11.10a)
Re+®

donde:
b(a") = ﬁ {E(A*+ie) - E(A'-ie)} = ImE(A'+ie) (11.10b)

w

Introduciendo (il.lOb) en (11.10a) encontramos la expresidén de E( ) como
generatriz de una serie de Stieltjes /24/

E(y) =1 (0 ImEC()')

>z e __i'___k_ fm {'ImE('I/Y)!Y} dy (11.11)

0 1+dy

dr = 1
™
8i desarrollamos el integrando de (11.11) en serie de potencias de X:

LOIRAD g - Ol ey -2 an

I ™ 22 mecan) ax) , (11.12)

n=0 -®

]

podemos luego utilizar (11.1) para el miembro izquierdo de (11.11), e
igualar término a término las potencias de A. El resultado es la busca-
da relacidén de dispersidn:

p(n) _ % O ImECD) 4, (11.13)

-0 _§ﬁﬁf_
El resultado (11.13) nos dice que el coeficiente n-ésimo del desarrollo
Taylor (o RS) puede calcularse a través del conocimiento de la parte ima-
ginaria de la funcidén E, prolongada analiticamente al plano complejc, con
larg(Ar)|[<7. En otras palabras, el coeficiente g{n) queda ligado a las
discontinuidades que posee la funcidn E()) producto de cortes en la su-
perficie de Riemann.

Existen diversas técnicas que nos permiten obtener la parte imaginaria
de una funcidén E, y de alli calcular la integral (11.13). Estas técnicas
son de desarrollo reciente, y gracias a ellas se ha logrado calcular el
coeficiente RS genérico E(n), n>>1, para un nimero bastante grande de pro
blemas de interés fisicoquimico.

En esta seccidn nos restringiremos a dos técnicas y modelos en particular
que resultan de relevancia para esta obra, pero que ademas son represen-
tativos de las técnicas empleadas para estudiar otros sistemas. Si bien
la mayoria de los resultados que presentaremos en el resto de esta sec-
cidén no son originales, son de importancia pedagdgica ya que la presentza-
cién que haremos es mds detallada que la que aparece en la literatura
especializada.

Consideremos la siguiente integral, que es una funcién cuyo desarro-
llo en serie de potencias de ) posee radio de convergencia nulo:
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B = 2712 et o (11.14)
La integral (11.14), que pese a su sencillez no posee una expresidn ana-
litica como una funcidén de A, resulta de interés en diferentes campos de
la fisica. Por ejemplo, E(A) representa un modelo cerodimensional de teo-
rias de campos para un lagrangiano con interaccidn ¢a /25/, por lo que

ha sido estudiado como test elemental de distintas aproximaciones /23,
26-30/. Ademds la ec.(11.14) representa, a menos de una constante, la
funcidén de particidn clasica de un oscilador anarménico cuartico, por lo
cual se lo ha utilizado en mecdnica estadistica /31/. En esta seccidn
consideraremos la funcién E(X) a modo de ejemplo, ya que por su sencillez
nos permitiré realizar todos los cdlculos propuestos en forma cerrada y
.rigurosa.

Es facil ver que la funcidn (11.14) no es analitica en el origen ya
que la integral no existe para A<0. Luego, sabemos que el desarrcllo
Taylor en serie de potencias de A, pata E()\), tiene radio de convergen-
cia nulo.

Para lograr informacidn adicional sobre E(1) dehemos estudiar su estruc
tura como una funcidn de variable compleja. Esta funcidn, al igual que
muchas de las que discutiremos mids adelante, posee dos tipos de singula-
ridades: (i) Las singularidades, que podriamos denominar "triviales"”,
correspondientes a los cortes que en las hojas de la superficie de
Riemann posee la funcidn en su caricter de multivaluada. Estas singulari-
dades, que pueden determinarse a través de relaciones de dilatacidn, son
las que aparecen tomadas en cuenta en la relacidén de dispersidn (11.13},
para obtener el comportamiento asintdtico de los coeficientes E(n)
(ii) Las singularidades, que podriamos denominar "esenciales', que fijan
el dominio de analiticidad de E(X) y que son las responsables de la di
vergencia de la serie de potencias de ) alrededor de X=0.

Para estudiar la estructura del plano de Riemann y analizar el primer ti-
po de singularidades, el procedimiento es simple. Si realizamos el cambio

de variables x=A-1/4y en la ec.(11.14) se llega a:

o (B ,-172.2
VTIPS Ve R R A2 S

-0

E(X) = A dy (11.15)

El factor dominante A-lfa, nos revela que la superficie de Riemann para

A complejo consta de 4 hojas. Es decir, es necesario girar 4 veces alre-
dedor del origen para obtener el valor inicial de la funcidn. En conse-
cuencia, la funcidn presenta cortes en el plano complejo pero es analiti-
ca para |arg(\)|<~, tal como lo exige la validez de la ec.(11.13).
Estudiemos ahora el dominio de analiticidad de E(X) en el plano com-

plejo. Para ello prolongamos analiticamente x y A:

A= |ajet® , |Iaps0 (11.15a)

x = |x]et® , |x|>0 (11.165)
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Introduciendo (11.16a) y (11.16b) en el exponente del integrando de
(11.14), obtenemos:

2 4 2 |
x% 4 ax = x]? eflo x| ? eblorel (11.16¢)

Para que la integral (11.14) exista (esto es, para que su parte real
sea finita) se debe satigfacer:

Re{e*lo*lh,o (11.17a)
Re{e21“};p (11.17b)

Inmediatamente deducimos a partir de (11.17b):
cos2q >0, luego: -n<ba<y . (11.18a)
y an&logamente, a partir de (11.17a) encontramos:

cos(4o+8)> 0 , luego: -‘% -b4g <0 <-% - 4q (11.18b)

Para obtener (11.18) nos hemos restringido a la primer hoja del plano de
Riemann. Introduciendo (11.18a) en (11.18b), deducimos el dominio de 3
en el cual E()) es analitica:

Mo A, luego: |arg(n) | (11.19)

El resultado (11.19) fija también el dominio de X, en el cual existe la
serie asintdtica de E()) en potencias de A.

Cabe afiadir para completar esta discusidn que, pese a que hemos logrado
determinar el dominio de analiticidad de E(A), no podemos decir nada res-
pecto de la naturaleza de las singularidades que hacen que la funcién no
sea analitica en A=0. Sin embargo podriamos suponer, por analogia a otros
problemas similares, que las singularidades tienen al origen como punto
de acumulacidén (comparar® con lo discutido en el §.10 para el oscilador

anarmdnico).
Estudiemos ahora algunos métodos que nos permitan obtener el coeficien-

te RS para E()):

oo n 2
E() = § LR g(®) = 2,71/2 iﬁ%l— ol x*? e X gy (11.20)

n=0

Resolviendo la integral (11.20) podemos obtener, obviamente, el resulta-

do siguiente:

n
g(n) _ -1/2 (;i) P(2u+%) , (11.21a)

que para n>>1 se puede escribir, utilizando la aproximacién de Stirling

(Apéndice C), de la siguiente manera:
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R R R G IR (11.21b)

2

Sin embargo estamos interesados aqul en calcular E("), n>>1, en forma a-
proximada mediante métodos que sean de validez general. Mostraremos aqui

dos aproximaciones diferentes.

Método I: Una forma elemental de calcular (11.20) en forma aproximada es

mediante el método del punto de ensilladura ("saddle point method" o
"steepest descent") que exponemos por separado en el Apéndice C.

Si escribimos a integral (11.20) del siguiente modo:

) -2 o
X 4n _ef(x)

Of e X  dx = Of dx , f(x) = 4n Inx - xz , (11.22)

la misma puede calcularse en forma aproximada, encontrando la contribu-
cidn mdxima del integrando. Estudiando los extremos de f(x), encontramos:

£1(xg) =0, x,= (2m)1/2 , (11.23)
que es un maximo:
f"(xo) = -4 (11.24)

Utilizando ahora (11.23) y (11,24), podemos desarrollar f(x) alrededor
de Xy en serie de Taylor hasta el segundo orden:

£(x) = £(xy) - 2(x-x0)2+ . f(xy) = 2n In(20) - 2n , (11.25)

e introducir este resultado en (11.22) para obtener:

2

mef(x) dy

' - - 2 - -
dx = oE(X0) e 2(x-%0)° 4 = JE(xg) o -2y

I -
0 Xq

L2
2e5(%0) /7 "1 gy (11.26)

Hemos considerado en (11.26) que x0>>l, si n>>1, La introduccisn de
(11.25) en (11.26) completa el calculo:

2
(n) _,, -1/2 (<D flxg) ,= -2y (- iy
E * 4 7 e 0 dy —T77- (n-1)!

L] h 1 n L -
Este procedimiento para determinar h( ), n>>1l, es muy simple y obviamen-

te sb6lo puede llevarse a cabo para algunos problemas muy particulares.
Método Il: Utilizaremos aqui la relacién de dispersidn (11.13) para cal-
cular E(n) Naturalmente debemos calcular ImE(A). El procedimiento que
seguiremos es debido a Zinn-Justin /23/ y se basa en lo siguiente: La
ec(11.13) contiene la parte imaginaria de E a lo largo del eje Re 2>} pare
el cual la funcidn E()) diverge. Definamos entonces el siguiente paré-
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metrot

A= -g=getT | g0 , (11.27)

y prolonguemos x &l plano complejo segiin (11.16b); obtenemos asi:

4

ax® = glx}? ettotin (11.28)

Para calcular ImE()) debemos determinar E(A+i.0) y E(A-1.0), para xr<0.

De modo de llevar a cabo este cdlculo, utilizaremos la definicidon de 1la
funcidén (11.14) con x complejo. La ec.(11.28) nos marca cuiles son los ca-
minos apropiados para llevar a cabo la integracién; para determinarlos
primero igualamos a 1 el exponencial en 1la ec.(lf.28), esto es:

iw

) . a,=a, Ooge i) (11.29)

a, = 3 % » o_=a_(i+ge +

r 3

La igualdad anterior nos da las trayectorias de integracidn:

c.: x = |x| e 1m/4 . (11.30a)
c: x = [x] elm/4 . (11.30b)

que se ven en la fig.4.3. La notacidn c, indica en qué situacidn nos en-
contramos respecto del corte en A (fig.4.2): ¢ _y c_ corresponden al se-
gundo y tercer cuadrante, respectivamente.

En consecuencia podemos escribir:

2. 4

11_"'1/2 f e"'(x + X ) dx

Cs

E(x+i.0) = R (11.31a)

2

4
E(A-1.0) * X)) gx (11.31b)

I

ﬂ-1/2 C-I e-(x

-~

Recurriremos ahora al método del punto de ensilladura (Apéndice C), para
calcular las integrales (11.31). Analizando la funcién f(x)=-(x"+Xx )

encontramos tres extremos:

f'(xo) =0 . (11.322)
$; = - (-2271/2
Xg: (83 = 0 . A<0 R (11.32b)

para los cuales la derivada segunda nos da:
f (Sl) = f (52) =4 £ (33) = -2 (11.33)
Tenemos por lo tanto un maximo de f£(x) en el origen y dos minimcs equi-

distantes de éste en el eie Rex. Con los resultados anteriores, expresa
mos f(x) mediante el desarrollo Taylor alrededor de los extremos:
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£ = - x2 ,  'xeOas, (11.34a)
£ = g5 + 2 (x + 20 HT e , . (11.34b)
£x) =75+ 2 (x - 20V HT | g, (11.34¢)

Si notamos ahora que la parte imaginaria de E queda expresada, segin
(11.31), del siguiente modo:

-1/2

2 4
InE = Eiih “(x%+ %) 4y

2 4
-(x“+ x )
{C+fe dx - c_fe

’ (11.33)

al evaluar (11.35) por el método del punto de ensilladura, es claro que
la contribucién de s; a la misma se cancela. Quedan por lo tanto las con-
tribuciones de 8) ¥ S5, que evidentemente son distintas, pero que para
tomarse en cuenta exigen deformar los caminos de integracidén ya que c,y
¢_ no pasan por ellos. Tal deformacidn se ve en la fig.4.3 indicada con
los caminos cy ¥ Cy.. Mediante estos caminos de integracidm (y recordando
la cancelacidén de la contribucidén del origen), la ec.(11.35) se reescri-
be finalmente como sigue:

-1/2 2

4
ImE = L—  (_ fe~* * %) 4y i (11.36)

2 4
lee + X ) dx + czfe-(x

Calculamos entonces la primera integral mediante (11.34b); es claro que
la misma sdlo tiene una contribucidn significativa alrededor de Sy» POY

lo que podemos escribir (ver fig.4.3):

1/4% /2 -zyzdY

‘1/2)2
dx =i e sz e

f(x) 1/4) 2(x+(=22)
clje dx =~ e clfe
’ 2
s oi el et B gy - o (P2 A ke i

-0

El mismo argumento nos da para la otra integral idéntico resultado:

f(x) . _ 5 (T\1/2 1/4)
czfe dx = - i (3) e’ . (11.38)
con 1o cual encontramos el resultado buscado (ec.(11.36)):
mEG) = - 27 V/2 M8 540 (11.39)

La ec.(11.39) y la relacidén de dispersidn (11,13) completan el calculo
(recordando que la mayor contribucidén a la integral (11.13) proviene de

A=Q):

-1/2 1/4)
(n) _ 1 0 ImEQ) 4, _ _ 2 0 e
B =7 o ST s WS T 4
n n
- x n-1 -y/&4 (-4
S A R R IO .t N T (11.40)

21;',215' 0 21/23’
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resultado que coincide con (11.21) y con el obtenido a través del método
I. E1 método que hemos desarrollado aqui es esencialmente el utilizado
con mayor intensidad hasta el presente para determinar el compdrtamiento
asintético de los coeficientes perturbacionales (n>>1). El método pone de
manifiesto la estrecha relacidn existente entre ese comportamiento asin-
tdtico y la discontinuidad que la funcidn posee en el semieje Rer<O.

Para aplicar el procedimiento a diferentes funciones E(1), el principal
problema a resolver radica en determinar ImE. El método II que hemos
seguido més arriba puede generalizarse para tratar otros sistemas de in-
terés en_teori&b de campos y mecénica cuéntica: Lipatov originalmente lo
aplicd al modelo ¢4 de teoria de campos /32-35/, Brézin y colaboradores
lo aplicaron a diferentes magnitudes fisicas en el marco de la integral
de camino /36/ y Zinn-Justin al oscilador anarménico /23/. La generaliza-
cidon realizada por estos Gltimos autores ha sido muy fructifera, y diri-
amos revolucionaria en muchos aspectos, pero no es sin embargo la tunica
posible. La primera aproximacidn al cdlculo del comportamiento asintdtico
de E(n) fue obtenida_ por Bender y Wu /8/ utilizando métodos semiclasicos.
Desde un diferente punto de vista, mas riguroso, se ha demostrado que

los resultados obtenidos por Bender y Wu son enteramente correctos /9/.
La utilizacién del método JWKB para calcular ImE, presenta varias venta-
jas en lo que hacg a sencillez, respecto de los métodos basados en la
integral de camino, si bien su aplicacidn esta restringida a problemas de
interés en mecadnica cuantica. Como este dltimo es nuestro caso, utiliza-
remos el resto de este paragrafo para ilustrar detalladamente la aplica-
cidén del método JWKB para estudiar la divergencia de la TPRS, para algu-
nos osciladores anarmdnicos.

Para comenzar el tratamiento necesitamos el siguiente resultado:

Lema 11.1: Consideremos la ecuacidn de Schrddinger estacionaria unidimen-

sional:
-¥'" 4+ V(x)y = E VY (11.41)

Si definimos a la densidad de corriente cuantica /37/ como:

*
J(x) = f% foy ™~ ¥y} o Im vy , (11.42)
entonces:
ImE = J(x)/ /% |¥]? ax’ (11.43)

Demostracidn: La demostracidn es inmediata a partir de la ec.(11.41):

(V - E)I‘FI2 ’ (11.44a)

%
(v - EDlYIE , v=v (11.44b)

*
¥y oy

k4
1!;;*;!!

Restando la primera ecuacidn de la segunda, deducimos:
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|l* * LI § d '* * *
A AR N A AR A SR IR
= 2i ImE |v|2 -{11.45)

La integracidn sobre x de (11.45) nos da el resultado (11.43).*

El lema 11.1 nos transfiere el problema de determinar ImE al problema de
determinar la densidad de corriente J(x). La determinacidn de J requiere
estudiar un problema de escape a través de barreras, y es aqui donde em-
plearemos el método JWKB, utilizando los resultados del §.6.
Consideremos™el hamiltoniano de un oscilador anarménico:
2

H(Z,2) = p2 + 2x% + Ax" pZ -4 , (11.46)
dx

y sean E(}) sus autovalores. La relacidn de dispersidén (11.13) nos obli-
ga a calcular ImE para A+0, luego, por el lema 11.1, deberemos calcular
J para A+0. Si m>2 en (11.46), al tomar A<0 tenemos un problema sin esta-
dos ligados y por lo.tanto hay escape a través de barreras y J#0. Pasemos
pues a estudiar ejemplos concretos.
Ejemplo 1:

Consideremos el oscilador anarménico ciibico, con m=3 en (11.46). El

hamiltoniano no posee verdaderos estados ligados, ya que el potencial
no esta acotado inferiormente cuando x+-~. El hamiltonianc posee resonan-

cias € que se pueden escribir del siguiente modo:
., 1 -
e =E+3T ’ (11.47)

donde E es la posicidn de la resonancia y T su ancho. Ha sido demostrado
que (11.47) es un autovalor, en alguna hoja del plano complejo, del ha-
miltoniano (11,46) dilatado analiticamente /38/. Para este tipo de pro-
‘blemas la TPRS proporciona una 'serie asintdtica para E, parte real de

la resonancia /39/.

(n)

'Para calcular E debemos obtenexr J (At0). Para A<0 la forma del poten-

:cial se ve en la fig.4.4:

H=p"+V , V=x“-gx° ", g=x0 (11.48)

De acuerdo a la fig.4.4, la densidad de corriente J es debida a que las
"particulas" escapan hacia la zona IV. Esta situacidn es la misma que
estudiamos en §.6 y que estd descripta por la fig.2.3. De acuerdo a lo
que discutimos en 5.6, la densidad de corriente J estid dado por (ec.
(6.45)):

|2

ey oo U3
J = Im{y (0¥} = - 55 |4 , (11.49)

donde A2 es el coeficiente para la funcidn de onda asintdtica en la zona

ITT (ec.(6.39)):



vy (%) > - eln/® (5%3)1/2 Ay eTe [V . (11.50)
om0 - /% ax (11.51a)
W'l = v - B2 ax, xpxax, (11.51b)
1
q = |(V(x) - E)| (11.51¢)

Los puntos de xetorno clasicos X ¥ Xy estdn indicados en la fig.4.4.
Nuestro -problema radica en determinar Ay, lo que haremos mediante el
siguiente razonamiento: Para A*0 y x-+», la funcién (11.50) debe comportar-

se asintdticamente como w;O), autofuncidn del problema de orden cero:

(0) _ (0) (0) €O _(2n + 1) , n=0,1,2,...  (11.52)

H(A=0)‘l’n =E Ty, ’ n

donde n es el nimero de ceros de la funcidn de onda. Para deducir el com-
portamiento asintdtico de (11.50) como funcidn de x, debemos obtener 1 y

w'. En primer lugar calculamos los puntos de retorno:

x> - gx> - E =0 (11.53)

Si g+0 obtenemos los dos primeros de ellos:

x, ¥ - E/2 x, Y El/2 ¢11.54a)
0 ’ 1
El tercer punto de retorno lo obtenemos considerando que x2>>E1/2 cuando
g~0:
X, ¥ 1i/g (11.54b)

Calculamos entonces la integral v del siguiente modo, utilizando el méto-

do propuesto en la ref./38/,

1/2
T & El/zflfg (xz-gx3-E) / dx = Tt ’ (11.5%a)
_ R, .2 3 1/2 .
Tl = El/z.r (X -gX 'E) ax ) (110551))
Ty = Rfllg (1{2-g}\:3-15:)1/2 dx N (11.55¢)

donde R satisface: E1/2<<R<<1/g. Para la integral (11.55b) tenemos, cuan-

do g+0, el siguiente resultado:

pr ]

/
xR xEe 2 dx = 2 xxZ-B Y2 DB lax v 22V R0,
17 pl/2 Z .

/2

{ L}

1 1/2

L e?eemEpor-Ev, rorl/?

(11 356)
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Para calcular la integral (11.55¢c), ea conveniente reescribirla del si-
guiente modo:

Q- —E2—

.2
(l1-gx)x

/2 4y (11.57)

Dado que x>>E1/2, situacidn que se magnifica cuando x-+1/g, sabemos que:

— << 1 . (11.58)
(1-gx)x

e

con lo cual desarrollando hasta el primer orden el integrando de (11.57),
obtenemos:

1/8 y(1-gx)1/2 gy - E Rflfg dx (11.59)

Tg = pf
2 "R 2 x(l-gx)liz

Calculando la primera integral del término derecho de (11.59), y retenien
do los dos primeros términos significativos se llega a:

B x(1-g0 2 ax - 25 (2 4 3gR1(1 - gr)3/2
15¢g
.4 R, 0(g) (11.60)
1562 2

Procediendo en forma analoga para la-segunda integral de (11.59) /40/,
obtenemos como término mas importante:

- (11.61)
x(1-gx) ' ? 14(1-gR)

1
U

Introduciendo (11.60) y (11.61) en (11.59), finalmente calculamos Ty:

9

4 R” E gR
T, = - 2= + = 1n(&=) , (11.62)

2 15g2 2 2 4

Yy uniendo a (11.56), deducimos:
1/2
vx =2 4 En@E—y - 2 (11.63)
15¢g

Notemos que el resultado no depende de R, lo que cabla esperar pues éste

era un valor arbitrario.
Cuando g+0, y para Elxz<<x<<1/g, el cilculo de |w'| (ec.(11.51b)) nos

da aproximadamente el siguiente resultado (es importante notar que rete-

nemos el mismo ‘niimero de términos que en (11.56)):

E X X

+ E 1nE1/2}
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1, 2 E E
s (X (1-——7) - E In2x + % 1nE)
2 2% 2
x° E £ :
= 7°-3 1n2x + Z (1nE - 1) (11.64)

Para'calcular ellcgmportamiento asintético de (11.50), debemos estudiar
e-lw l para x>>E / . A partir de (11.64) y (11.52) obtenemos:

-lw - 2
e~ V'l L (px)E/2 gE/4 E/4 -x"/2

: 2
= 2(n*1/2) {(ze y(n+1/2)41/2  (n+l/2) _-x"/2

TS . (11.65)

resultado que es vialido para todo n.

Cabe hacer aqui una reflexidn antes de seguir adelante: el resultado
(11.65) es independiente del grado de anarmonicidad m en el hamiltonia-

no (11.46), ya que para deducir (11.65) hemos partido de (11.64) hacien-
do g+0. En esta Gltima ecuacidn no hay mids términos que los correspondién-
tes i}zoscilador armdnico, ya que sdlo aparece el punto de retorno

x1=E .

Si tomamos en cuenta que para X>>X] la ec,(11.51¢c) se reduce a:
q = X . (1.1.66)

estamos en condiciones de escribir -el comportamiento asintdtico (g-0,
x+») de (11.50). Introduciendo (11.65) y (11.66) en la ecuacidn antes

mencionada, obtenemos:

. 2
. T in/6 ,3,1/2 (, 2e (n+1/2)41/2y n_-x"/2
¥ III(X) (- e AZQ (ﬂ) {(m) } ) x e
(11.67)
S6lo queda entonces igualar (11.67) al comportamiento asintdético de W;O)

(ec.(11.52)), para asegurar el comportamiento correcto de la funcidn de

onda semiclZsica cuando g-0.
Utilizando 1la forma de las funciones de onda de orden cero normalizadas

/37/:

2

ARUIS L a2 M2y o X2 (11.68a)
2 in 2
H (x) = (-1)0 X d_ 7% . (11.68b)
n dxn

deducimos inmediatamente el comportamiento asintdtico, x>>1:

Hn(x) > (-2)0 X1 , (11.5%a)
?(0)( y - 1)n ( 2“ )1/2 xﬂ e-x2/2 (11.695)
N N v 69t

n.pmw
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Igualando (11.69b) y (11.67), obtenemos finalmente la forma del coefi-
ciente Azz

1 20 ) -t -

y su mbédulo cuadrado:

1/2
2 (27) -
ja 1% = 22 ﬁ%.(ﬂiéiz)(n+1/2) e 2T (11.71)
y la densidad de corriente de probabilidad (ec.(11.49)):
J = - 1 e-zr (n+1/2)(n+1/2) (11 72)

Recordando la discusidn realizada mds arriba, notemos que la ec.(11.72)
es la expresidn general de J para el escape a través de una barrera para
un hamiltoniano del tipo (11.46), con x40.
Para calcular la parte imaginaria de E, s&lo hace falta notar que:
Aov? dax' = e (0)2

~o Sy [© dx =1 ’ (11.73)
de donde concluimos que la ec.(11.72) representa ImE (segin el lema
11.1).
Particularizamos ahora nuestro problema; utilizando el resultade (11.63)

encontramos:

-2t gD _(20e1) nel/2 -8/15g

L
e 8 ) . (11.74)
que introduciendo en (11.72) nos da:
2
“8/158" _(2n+1) (32)7*}/2
ImE(g) = - £ g cn . , 840 (11.75)
(2 9172 n

Realizando el cambio de variables apropiado, el resultado (11.75) coin-
cide con el de Yaris y col./38/.

Podemos ahora calcular el k-ésimo coeficiente de la serie perturbativa de
RS, utilizando la relacidén de dispersidn (11.13). Debemos notar solamen-
te que la parte imaginaria (11.75) est@ calculada para g+0, por lo que

es conveniente reescribir la relacidén de dispersidn (11.13) en funcién de

g=-1, esto es, integrando en el corte g>0:
k
(k) (-1) o ImE(g) \
En = —r— of E?;qg- dg (11.76)

Introduciendo (11.75) en (11.76) deducimos:
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k n+l/2 2

() & . (1% (32) » -8 k+2

En T — Of e~ 8y /15 y +2n dy
(2%7) n

k+1 n+l/2
- (-1) (32) 15 (k+2n+1)/2 k+2n+1
(2., 172 z(any 9P r(XEEA2) (11.77)

En el caso de la resonancia inferior, n=0, el resultado es:

(R) _ (_qyk+1 _2 15, (k+1)/2 ,k 1.,
En (-1 377 (_8_) (7 - -2-). (11.78)

m
Creemos importante hacer notar al lector que, para evaluar la integral
(11.76), hemos calculado s6lo ImE(g) para g+0. Esta contribucidn es la
dominante en la integral s6lo s8i k>>1, por 1o que nuestro procedimiento
nos proporciona el comportamiento asintdético de los coeficientes E;k)
k>>1.
Ejemplo II:

Consideremos el ejemplo del oscilador anarmdnico cuartico, m=4 en la
ec.(11.46), que, como ya lo sefialamos, constituyd el primer sistema estu-

para

diado en relacidn al comportamiento asintdtico de la TPRS. Krieger /41/
hizo un primer anilisis simplificado, pero los primeros resultados cowmple-
tos son debidos a -Bender y Wu /8/ y Simon /9/. Aplicaremos aqui el proce-
dimiento seguido al tratar el ejemplo I, que es practicamente el utiliza-
do en la ref./42/.

Debemos calcular la discontinuidad de E(}) a través del corte para
1t0. En esta regidén el potencial toma la forma:

Vix) = x% - gx* , g0 , (11.79)
que se ve en la fig.4.5. El potencial es par, y en este caso ocurre el
"escape de particulas'" hacia las zonas indicadas como IV. Naturalmente
la contribucidén a la densidad de corriente de probabilidad en ambas zo-
nas es la misma.

Bl procedimiento a seguir es exactamente el mismo que vimos en el ejemplo
I; si J indica el escape a través de una de las barreras, luego el Lema
11.1 y la ec.(11.73) nos permiten escribir en este caso:

ImE(A) = 2 J()) ’ (11.80)

donde J esta dado por (11.72). Evidentemente la diferencia entre ambos

problemas radica en la forma de t.
Calculamos primero los puntos de retorno clasicos cuando gi0:

x, = EVZ 0 x, - g /2 (11.81)

tal como se hallan indicados en la f£ig.4.3. E1l procedimiento para caicu-

lar 1 es el que ya discutimos:



T = Tl *+ ‘l‘2 * (11-823)
T, = El,sz (x2-gx*-0)1/% ax ©(11.82b)
g 12 2.1/2 E 1/2 1/2 -1/2
Tp = r/ x(1-gx™) (1 ) dx , E7" "<<Re<g
x“(l-gx™)
(11.82¢)

Para la integral (11.82b), cuando g+0, el resultado es (11.56). Para la
integral T, tenemos:

-1/2
Ty = ng x(1 - gx )1/2 dx -

E_g1/2 dx (11.83)
2 R x{(l-gx“)

El primer término nos da las siguientes contribuciones:

-1/2 2
1 2
y el segundo:
-1/2 1/2
g dx 1+ (1-gR?%) 2
! = 1n( ) =1n( ) (11.84b)
R x(1-gx2) /2 Rgl/? Rgl/?

Reemplazando (11.84a) y (11.84b) en (11.83), y sumando ésta a (11.56),
obtenemos:

e 2+ B 1n(BE) - E .
TE3z g In(3g) - 7 + (11.85)
“Introducimos ahora (11.85) en (11.72), y luego ésta en (11.80); el resul-

tado es inmediato:

2.1/2 1 ( 8yn+1/2 -2/3g (11.86)

ImE(g) = - (= ) ~

El coeficiente asincético (k>>1) de 1a TPRS se obtiene nuevamente intro-
duciendo (11.86) en (11.76), lo que nos da:

1/2
(k) k+1 1/2 8™ © k+n-1/2 _-2y/3
E.C ~ (-1) (—3> 2 Ty e d
k+l , 6.,1/2 3“ 3, k+n 1

Nuevamente el cambio de unidades apropiado nos permite encontrar el resul-
tado de las refs./8,42/. Particularmente importante para el resto de la
obra, es la forma del coeficiente RS para el estado fundamental del os-

cilador anarmdénico cuartico (n=0):

(k) _ 63172 3k 1y (11.88)
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El andlisis llevado a cabo en esta seccidn es especialmente relevante
para comprender las propiedades de los desarrollos perturbacionales.
Observemos que en los ejemplos I y II, y en la funcién (11.14)., aqui dis-
cutidos nos encontramos con series de radio de convergencia nulo, con
coeficientes que crecen en forma aproximadamente factorial con el orden
perturbacional. Esta situacién es general, y caracteristica de las series
perturbacionales que aparecen asociadas a la mayoria de los problemas de

autovalores de interés en fisicoquimica, integrales de teorias éig ;gf}np?qa y
. For o iUl arg | -0 towmo it bty Vit T T < {HyA%72

mecdnica estadistica, eLC. Lahu = rlaiadn ey iy o e 2y LR JPANT A

No es nuestro interés encontrar la forma asintdética 'de los coeficientes

RS para problemas de autovalores mas complicados, ya que el cdlculo es muy
engorroso; antes bien, hemos querido dar ejemplos ilustrativos significa-
tivos, y detalladamente resueltos, de modo de dejar en claro las metodo-
-logias de la TP de O6rdenes elevados.

Aprovecharemos esta seccidn para resumir los resultados para los coeficien
tes asintdticos RS de dos problemas que serdn objeto de estudio posterior
en esta obra, ademas de los hasta aqui discutidos:

(i) Efecto Zeeman en el &tomo de hidrdgeno: E1 menor autovalor E(}) del

hamiltoniano:
A 1 A 2 2
H = - i - .1_. + ..-8— (x + y ) . (11.89)

tiene como coeficiente asintdtico /43-45/:

g{m) 5 (el (%)5/2 (%)“ (2n + %): (11.90)
m

(ii) El estado fundamental del hamiltoniano con potencial de confinamien-

-to lineal:

A1
H=-§-}—+Ar ’ (11.91)

tiene para el coeficiente n-ésimo el comportamiento /46/:

™+ (28 n ) (- %)“ (11.92)
me

La determinacidén de los comportamientos (11.90) y (11.92) se ha realiza-
do mediante técnicas que son variantes, o generalizaciones, de las dos
utilizadas en este parédgrafo: la integral de camino y el método JWKB.
Existen otros sistemas -de interés que poseen comportamientos similares
a los arriba mencionados, pero al igual que é&stos seran objeto de estudio
en capitulos posteriores.

Es importante notar aqui qué tienen en comin todos los ejemplos tra-
tados: el coeficiente k-ésimo posee en general la forma:

gk bk oy

v a k¢ (11.933

con a, b y ¢ constantes. El conocimiento de la forma genérica gel coafi-
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ciente RS E(k), para k>>1, resulta de gran importancia para atacar el
problema que nos queda por resolver: extraer informacién Gtil a partir de
la serie de potencias divergente, de modo de conocer E()) pard un valor
arbitrario de A. El estudio de este problema fundamental (suma de la se-
rie perturbativa) es el objeto de pricticamente todo el resto de 1la

obra.
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PARA LAS FIGURAS (Capitulo IV)

Esquema simplificado de la estructura de E(1) (autovalor del
oscilador anarménico cudrtico) para varias hojas del plano
complejo de A. Se indican las singularidades de punto de
ramificaci6n./8/

Camind de integracidn para E()) en el plano complejo de A.

Camino de integracién en el plano complejo de x para calcular
ImE()) para la integral (11.14).

Determinacidén del comportamiento asintético de los coeficientes
RS: problema de resonancias asociado al oscilador anarmdnico
cibico.

Determinacidén del comportamiento asintético de los coeficientes
RS: problema de resonancias asociado al oscilador anarmdnico

cuartico.
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CAPITULO V

TECNICAS DE SUMA DE SERIES PERTURBATIVAS DIVERGENTES.

"J'ai été forcé d'admettre diverses propositions
qui paraitront peut-€tre un peu dures; par
exemple, qu'une série divergente n'a pas de
somme. "

A.L. Cauchy, Analyse Algébrique, 1821.
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§.12. INTRODUCCION A LAS TECNICAS DE SUMA DE SERIES DIVERGENTES O
LENTAMENTE CONVERGENTES.

T

En lo8 capitulos precedentes hemos estudiado dos problemas esenciales
de la TP: la construccidn del desarrollo en serie de potencias del para-
metro perturbacional y la determinacidn del comportamiento asintético
de los coeficientes perturbacionales.

Desde el momento em que la amplia mayoria de las series perturbacionales
que aparecen en mecanica cudntica y teoria de campos poseen radio de con-
vergencia nulo, debemos resolver un tercer problema, esto es, sumar la
serie divergente.

Las series de potencias con radio de convergencia nulo son desarrollos
asintdticos (ec.(11.3)) que representan el desarrollo Taylor alrededor
del origen, de una funcidén que no es analitica en ese punto. En conse-
cuencia, el desarrollo en serie original debe ser transformado en alguna
otra funcidn para obtener resultados dtiles. Dicha funcidn aproxima lo
que denominaremos "'suma de la serie-divergente', y debe ser construida

a partir de los coeficientes de la serie original; es de este modo en
que es aprovechada la informacidn analitica contenida en los coeficien-
tes de la TPRS.

Desde el punto ‘de vista estrictamente matemdtico las series divergen-
tes comenzaron a estudiarse en forma rigurosa a principios de este sigio,
siendo los trabajos de Borel /1/ una referencia obligada. Los métodos de
suma de series divergentes inicialmente utilizados son el objeto del fun-
damental trabajo de Hardy /2/, pero la gran mayoria de las aplicaciones
estudiadas en dicho libro corresponden a series con radio de convergencirc
finito, excluyendo asi a la mayoria de los problemas de interés fisicoqui
mico. Es asi que la aplicacidén de las técnicas de suma de series divergen-
tes a la TPRS es bastante reciente. Los primeros métodos aplicados fueron
el de Padé /3/ y el de Borel /4/ para estudiar el modelo del oscilador
anarmdnico en 1970. De alli en adelante una enorme cantidad de trabajo ha
sido realizada, buena parte de la cual ha estado involucrada con los dos
métodos antes mencionados.

Desde 1979 ha cobradc un gran impulso el desarrollo de técnicas de
suma aliternativas, de alcance mas restringido, es decir, de menor genera-
lidad, pero que permitieran obtener resultados muy superiores a los deri-
‘vados a través de los métodos de Padé y Borel.

Estos métodos representan una situacidén de compromiso entre el rigor ma-
tematico y la precisidén de un cilculo numérico, ya que sus propiedades de
convergencia no son bien conocidas, pero si se ha demcstrado nupéricamen-
te su gran utilidad. Uno de los objetivos de esta obra es desarrollar
tanto teoria como aplicacidn de un nuevo método de suma de series diver-
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aentes, basado en la apropiada utilizacién de propiedades analiticas

que puedan conocerse de la funcién cuyo desarrollo en serie (divergente)
se desea sumar. Para que la importancia y generalidad de dicho procedi-
miento puedan ser apreciados, dedicaremos este capitulo a un anilisis
somero de las técnicas de suma més importantes que aparecen en la litera-
tura, y que como tales utilizaremos a guisa de marco de referencia y
comparacidn.
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§.13. APROXIMANTES DE PADE.

Los aproximantes de Padé constituyen una técnica universalmente uti-
lizada para prolongar analiticamente los desarrollos Taylor fuera de sus
radios de convergencia. Para fijar algunas ideas consideremos una fun-
cién f(z), a la que asociaremos el siguiente desarrollo formal en serie
de potencias:

f(z) = § £ 2" (13.1)

n=0

Dados ahora dos enteros N y M positivos, entonces se define como aproxi-
mante de Padé |M/N| (o |N,M|) para la funcidén f(z), a4 la siguiente fun-
cién racional:

£IMNT oy o pMl 2y @IV (2 , (13.2)
AN
que es {inica si se satisface:

M+N . B
MVl z) - ) £ 2" = oMY (13.3)

n=0

Las funciones P y Q son polinomios de grado M y N respectivamente, y sus
coeficientes pueden ser determinados en funcidn de los {fn}, segin hemos
discutido en el Apéndice D.

La bibliografia sobre aproximantes de Padé es demasiado amplia como
para ser citada aqui, por lo que apenas remitiremos al lector a las refs.
/5-7/, a modo de bibliografia general. Si bien las propiedades mds impor-
tantes de los aproximantes de Padé pueden verse en la literatura antes
citada, nos interesa en esta obra tratar los siguientes puntos: i) cons-
truccién de los aproximantes (que discutimos en el Apéndice D), ii) con-
diciones bajo las cuales los aproximantes convergen, y iii) problemas de
interés fisico y quimico a los que se los ha aplicado.

La exposicidn rigurosa de los resultados analiticos sobre la conver-
gencia de los aproximantes de Padé excede el nivel y el interés de esta
obra. Sin embargo resuniremos a continuacidén los teoremas mas importantes
sobre este punto, que servirin como.punto de referencia de futuros capi-

los.

Teorema 13.1 (Teorema de Stieltjes): Supongamos que existe una funcidn

p(x) positiva para x»0 y exponencialmente decreciente para x»» , ests €3,
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%}g xnp(x)-O. para todo n>0, y tal que se verifique ademis:
£ o= DY /o) xMax (13.4)

con lo cual diremos que f£(z) es desarrollable en una serie de Stieltjes.
Entonces, para cada jgp y zeRE, el siguiente limite:

£3z) = 14m £MI/NI(y (13.5)
Novoo
existe y es: ™
£ 2y = 7+ x2)7? o3 (X) dx , (13.6)

siendo pj(x) una funcién con las mismas propiedades que p(x).*

Respecto de la funcidén (13.5) se conoce que si j es par o cero le+j/N|
(z>0) es una funcidén mondtona decreciente para N creciente; si j es
impar f|N+j/Nl(z>O)-es mondtona creciente para N creciente.

Para establecer si la secuencia de aproximantes de Padé converge, se-

gin el teorema 13,1, debemos establecer si existe p(x) y es tnica.

Teorema 13.2: Si lfnléCn+1(2n)1, C>0, entonces existe a lo sumo una fun-

cidén p(x) que permite expresar a £(z) como una serie de Stieltjes.*

Teorema 13.3: La funcidn p(x) es Gnica sii: f(l)(z)=f(0)(z) para todo

ZeRS.* A

Analicemos algunas consecuencias de los teoremas anteriores. Aplican-
do los métodos matematicos discutidos en el §.11 podemos determinar 2l
comportamiento asintdtico (n>>1) de los coeficientes fn de la serie de
potencias, y de este modo establecer si se satisface la hipdtesis del
teorema 13.2. Si se cumple dicho teorema, y si la secuencia de aproximan-
tes de Padé diagonales |N/N| y no diagonales |N+1/N| convergen al mismo
valor para N+»» , entonces f(z) tiene una serie de Stiedtjes univocamente
asociada y todas las secuencias |N+j/N| de Padé convergen rigurosamente
al valor de f(z), para todo z real positivo y j=2,3,... Ademads las se-
cuencias con j par (impar) determinan una cota superior (inferior) rigu-
rosa a f(z).

Los aproximantes de Padé han permitido obtener los primeros resultados
aceptables al sumar series perturbacionales de interés en fisicoquimica.
El primer ejemplo considerado fue el modelo del oscilador anarmdnico.
Para el oscilador anarmdnico generalizado (11.46):

H(g,)x) = pz + ng AxZK R (13.7)

el comportamiento asintético del coeficiente n-ésimo (Eén))K para el es-

tado con nimero cudntico N es el siguiente /8/ (determinado por el mé&todo

discutido en el §.11):
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2K 1.
N I( ) {nK-n+)
€My o™ gk-1R P K-1 2" (K-neN-D)! L (13.8)
N ‘K Y N .2 3
{P(m)} .

donde a, b y ¢ son tres constantes positivas. Es evidente que todos los
estados del oscilador anarmdénico cudrtico (K=2, N>0) satisfacen el teore-
ma 13.2; de hecho todos ellos son aproximables a través de los aproximan-
tes de Padé /3,9/. El1 oscilador anarmdnico séxtico se encuentra en el 1l1i-
mite de la convergencia a través del método de Padé: 86lo el estado funda-
mental (K=3, N=20) satisface el teorema 13.2. Los osciladores con anarmo-
nicidad superior, K>4 (6ctico, etc) no satisfacen dicho teorema. Se ha
encontrado que los aproximantes de Padé no convergen cuando la TPRS se
aplica a estos modelos debido a que la funcidén p(x) en la ec.(13.4) no
es dnica /10/.

Asi como hemos visto que los aproximantes de Padé no convergen para
diversos desarrollos perturbativos, para aquellos otros en los que hay
convergencia la misma suele ser muy lenta. Simon /9/ estudidé la convergen
cia de los aproximantes para el oscilador anarménico cuadrtico con apro-
ximantes |[N/N|, |[N+1/N| con N=1,2,...,20, esto es, con la TP de orden
40 a 41. Los resultados obtenidos revelan una rapida couvergencia de la
secuencia de aproximantes de Padé al resultado "exacto', calculado medizan-
te técnicas numéricas, para A<1.0, que se hace mids lenta a medida que
crece; de hecho el acuerdo es tan pobre para 1=10.0 que el método deja
ya de ser aplicable en la priactica para valores mayores de . En lineas
generales podemos decir que la aproximacidon de Padé no permite obtener re-

sultados en el "régimen de acoplamiento infinito'", a partir de la serie

perturbacional asociada al "régimen de acoplamiento cero" si ésta posee
radio de convergencia .nulo. Sin embargo, los aproximantes permiten obte-
ner muy buenos resultados para acoplamientos intermedios. Debido a este
dltimo hecho se han desarrocllado diversas aplicaciones en los dltimos
afios, entre las que podemos nombrar: 1) dindmica de interacciones fuer-
tes /11/; 2) polos y ceros de funciones medidas experimentalmente /12/;
3) series de Born en problemas de dispersién /13/; 4) propiedades termo-
dinidmicas del modelo de Ising /14/, y otras /15/.

En resumen, la aproximacidén Padé constituye un método sistematico y
general para derivar expresiones analiticas para ciertas magnitudes, bajo
la forma de funciones racionales o fracciones continuadas, a partir de
los correspondientes desarrollos en serie de potencias, siendo ademas muy
simple la implementacidén del mismo. Sin embargo, el método no toma
provecho de ninguna informacidn adicional de tipo analitico, asequible
para la funcidn en estudio (como pueden ser ciertos comportamientos asia-
téticos, etc), y desde el punto de vista numérico no es muy eficiente
para los modelos de interés en esta obra. Cabe agregar como un desventaja
adicional del método de Padé, que se conoce que el mismo no es regular,

£ [N/

esto es, que si (13.1) converge para }z|<!zol, puede no convergir

en ese nmismo intervalo.
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§.14. TRANSFORMADA DE BOREL Y METODO DE BOREL-PADE.

El método de la transformada de Borel es el segundo gran método gene-
ral para sumar las series de potencias de la TPRS. El método ha sido in-
vestigado muy intensamente en los Gltimos afios y presenta grandes venta-
jas respecto del de Padsé.

El método puede presentarse, en su versidn mas simplificada /1,2/ partien-
do de la foérmula siguiente:

O;°x“ e X% gx = 21 (14.1)

Supongamos ahora que estamos considerando una funcidn desarrollable en

una serie asintodtica:

/
£z) = § £ 2" , £ [<C™ar, 00 (14.2)
n=0 o

entonces, la transformada de Borel, B(x), de la serie (14.2) se define

del siguiente modo:

B(x) = § B x", B=f/n! , (14.3)

para todo |x|<C_1; Supcngamos ahora que existe la prolongacidn analitica
le B(x) para x>0 y que la misma se encuentra acotada por:

B(x) < ™* D> 0 , (14.4)

entonces para todo z tal que |z|<D_1, existe la'suma de Borel' de £(x)
dada por:

r7B(x) e ¥/2 4y (14.5)

N |-

f(z) = 0
De la ec.(l4.5) podemos notar lo siguiente: si f(z) tiene asociada una
serie convergente en alguna regidn, podemos reemplazar (14.3) en (14.5),
luego intercambiar la suma con la integral y obtener, mediante (14.1), el
desarrollo en serie (14.2). En este caso tendremos convergencia en la se-
rie (14,.3) y de alli en la antitransformada (14.5). Esto demuestra que

el procedimiento es regular y ello marca una importante diferencia con

el de Padé estudiado previamente.
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Podemos ver un sencillo problema ilustrativo que permita mostrar el
manejo de la transformada de Borel. Consideremos una serie con radio de
convergencia nulo cuyos coeficientes sean:

£, = (-1 n! , (14.6)

que ha sido frecuentemente discutida en la literatura /16/ en relacidn a
otros métodos de suma.

A partir de (14.6) los coeficientes de la transformada de Borel quedan
dados por: -

B, = (-1 (14.7)

serie que es inmediatamente sumable, a diferencia de la original (con

coeficientes (14.6)):

B(x) = (1 + x)-l <1 , para todo x>0 (14.8)

La transformada (14.8) estd acotada tal como lo exige la ec.(1l4.4) con
D=0, y en consecuencia es una funcidn analitica para x>0. El resultado
final para f(z)}es el siguiente, en virtud de la ec.(14.5):

© e
f(z) = Of T+zx dx ’ |-Z|<°° (14.9)
La ec.(14.9) nos da la representacidn analitica a través de la suma de
Borel de la funcidén que tiene a (14.6) como desarrollo en serie asocia-
do.

Observemos que, de acuerdo a (14.9), los coeficientes f_  corresponden a

una serie de Stieltjes:

fo= (-7 77 x" p(x) dx ,  plx)=e™" (14.10)
De hecho el método de Padé puede ser aplicado a esta serie logrando tam-
bién cnvergencia.

El manejo de la transformada de Borel introduce dos cuestiones funda-
mentales de indole analitica: i) La regidn de analiticidad de la trans-
formada, donde el método permite sumar la serie, y ii) la prolongacidn
analitica, esto es, c6mo construir la funcidn B(x) a partir de la ec.
(14.3).

En lo que hace al primer punto, la determinacidén del dominio de amalitici-
dad es sencillo si el desarrollo en serie de Taylor original posee un ra-
dio de convergencia finito. Dicho dominio queda determinado por las sin-
gularidades de punto de ramificacidn que posea f(z) (usualmente singuia-
ridades de tipo radical, en el caso de problemas de autovalores). Supon-
gamos que la funcidn f(z) posea n puntos de ramificacidn, que anotaremos

1

con el conjunto A={zl.zz, cesy zn}. Recordemos que si z, es complejo, lue-
*
BO Z;eA. Para construir la regidn propuesta, procedemos del siguiente
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modo: asociamos a cada punto de ramificacidn z; un semiplano, Dy» del
plano complejo determinado por:

2
Rez 'z
- . < _ i i . >
Dy {(z/: Im z > Imzi Rez + Jﬁiﬁ;" si Imzi<0} . (14.11a)
y:
Di = {z/: Re 2 2 Rezi ; si Rezi§0, Imzi=0} (15.11b)

T

El dominfo de analiticidad (Q) es, finalmente:

@ = N D, (14.12)

Notemos que el origen estid simpre incluido en Di y de alli en Q. En el
caso que ( corresponda a un area finita del plano complejo, Q es el area
encerrada dentro de un poligono denominado poligono de Borel. En la fig.
5.1 se ilustra la forma del mismo en un caso partigular en que
A={zl,z;,22,z;}.

Para todo zeQ existe la ‘transformada de Borel.y £(z) es aproximable a
través de (14.5). -Diremos entonces |que f(z) es sumable por el método de
Borel. Observemos que el dominio de convergencia a través del método de
Borel es siempre mayor que el correspondiente dominioc de la serie Taylor,
que es un disco alrededor del origen cuyo radio es el menor mdédulo de
entre los [z,].

En el caso que f(z) no sea analitica en el origen, es decir, en el caso
que f(z) tenga asociado un desarrollo en serie asintdtico divergente, el
dominio de analiticidad debe determinarsz en una forma diferente, utili-
zando el teorema de Watson-Nevanlinna /17-16/. Esta extensidén cae fuera
del alcance de esta obra.

E1l segundo problema de importancia antes comentado estd referido a la
construccién de B(x) a partir de (14.3). El método primeramente utilizade
para construir la prolongacidn analitica de la transformada de Borel fue
el de los aproximantes de Padé /4,20/, en lo que es conocido como método
de Borel-Padé:

f£(z) = % ol BINV /Nl () e ®/2 gy, (14.13a)
. 2N+j .
18N+ 3/ oy - ) T B x® | ok PNHIT, (14.13b)
s=1

El método de Borel-Padé ha sido muy extensamente aplicado a problemas de

interés en mecdnica cudntica y teorias de campos: osciladores anarmdnicoes
/4,20/, modelos de entrecruzamiento de niveles /21/, y modelos con diver-
sos potenciales de confinamiento /22-24/ Cabe comentar que el método ce

Borel permite obtener convergencia para todos los osciladores anarménicos
a partir de la TPRS, independientemente del grado de anarmonicidad, a
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diferencia de 10 que discutimos en el §.13 para el método de Padé.

Existen otras técnicas de prolongacidn analitica que se han utilizado
recientemente, aprovechando la informacién disponible sobre el_comporta-
miento asintdtico de los coeficientes de la TPRS (¢.11). En eseneia, el -
procedimiento consiste en lo siguienter utilizando el analisis desarrolla-
do en el §.11 y el criterio de D'Alembert (ec.(11.2)), se determina el ra-~
dio de -convergencia de la transformada de Borel, Rpi luego se realiza una
transformacidn conforme de .modo tal de enviar a infinito la singularidad
de la transformada de Borel mds cercana al origen; finalmente se puede
aplicar en la nueva regién el método de Borel-Padé. Por ejemplo,: las ecs.
(11.2), ¢11.88) y (14.3) nos permiten obtener Ry para el estado fundamen-
tal del oscilador anarmdénico cuidrtico:

B.Eo
« 1im | - -
n+= (n+l)!E

-1
Rp

3 (n+l/2)! 3
-un SR -3 e

o
, 0
f A
Han 'sido discutidas eén la literatura varias alternativas para combinar la
transformada de Borel con una transformacidén conforme /18,25-28/, Y, &
tal efecto, se remite al lector a la ref./18/ para ‘una excelente revisidn
sobre el tema. Recientemente ha.sido \desarrollado un nuevo procedimien-
to de prolongacidn analitica basado en la primera forma confluente del al-
goritmo épsilon dé Wynn /29/.: Dicho procedimiento ha sido aplicado a los
osciladores anarmdnicos /30/ y comparado favorablemente con el método ba-
sado en la transformacién conforme . -

La transformada de Borel puede ser generalizada apropiadamente para
utilizar el conocimiento de la forma asintdtica de los coef?dientea fn'
Es inmediato verificar que la transformada definida a través del par de

ecuaciones siguientes (transformada de Borel-Le Roy):

o™ f :
n n ,
Bb(x) = nzo ‘;(an'i'b v X * (1&.15&)
£(2) = oy o /% B x%21H ePax (14.15b)
Z

..

es equi;alente a la definida mediante las ecs.(14.3) y (14.5). Sin em-
bargo las ecs.(14.15a) y (14.15b) nos proporcionan un grado de libertad
a través de los coeficientes a y b, los que pueden ser convenientemente
elegidos de modo ral que el radio de convergencia de (14.15a) pueda ajus-
tarse seglin 1a forma de los coeficientes fn_originales. Esta transforma-
cidén generalizada ha sido estudiada para teorias de campo sencillas del
tipo ¢2N /25,28,31/, y también para problemas de autovalores como el
efecto Zeeman para el dtomo de hidrdgeno /32/. Cabe comentar que, even-
tualmente, el parametro b puede ser, utilizada en forma variacional para-
acelerar la convergencia.

Resumiendo las conclusiones encontradas al discutir el método de borel
podemos remarcar lo siguiente: i) El mismo permite sumar una amplia clase
de problemas, incluyendo a los sumables mediante aproximantes Qe Padé

Sewt othir § faout Dt R ditd  Dhu aton alfiadts
SWM o Yt EMHM&W&% *mg"‘f%m oA
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(series de Stieltjes); ii) E1 método permite incorporar en forma sistemi-
tica la informacidn. analitica disponible sobre la funcidén. Particularmen-
te Gtil resulta la utilizacién del comportamiento asintético de los coefi
cientes de la TPRS (§.11) para remover las singularidades en la ‘transfor-
mada de Borel; iii) Es regular y la regién de convergencia es bien cono-
cida.

Desde el punto de vista aplicativo la utilizacién del método de Borel
presenta serias dificultades que deben tenerse presentes para los capi-
tulos siguientes: la prolongacién analitica de la funcién no es un proble-
ma simple, ya Se haga mediante los aproximantes de Padé o con una trans-
formaci6én conforme. Observemos adem@s que para obtener f(z) es necesaria
una integracidn numérica (ecs.(14.5), (14.13a) y (14.15b)) que resulta _
siempre complicada cuando el pﬁmero de coeficientes fn utilizados es ele-
vado. . i
Desde el punto de vista numérico los resultados son de aceptable calidad
para valores de |z| (o el parametro perturbagional 1) intermedios, |z|§1,
pero &l método, al igual que el de Padé, tampoco permite obtener resulta-
dos aceptables para la mayoria de los problemas de interés mecanocuanti-
co, en el rango de valores |[z|>l. Como ejemplo tipico, el uso de la trans-
formada de Borel, en cualquiera de sus alternativas, permite alcanzar
estabilidad hasta 4 o 5 cifras significativas para EO(A=1) del oscilador
anarmdnico cuartico, usando unos 80 coeficientes RS. En otras palabras,
el método estudiado converge con extremada lentitud y no permite alcan-
zar el régimen de acoplamiento infimito (1/1+0) a partir de la TP del

régimen de acoplamiento nulo (x-0).
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§.15. METODO DE EULER.

.

Uno de los primeros métodos desarrollados para acelerar la convergen-
cia de las series de potencias ha sido el método de Euler /2,33/. Sin
embargo, su utilizacidén en conexién a la TPRS es muy reciente /34-36/.

Para aplicar el método consideremos una funclén f(z) que posea un de-

sarrollo formal en serie de potencias de z alternante en signo:

_ T (_qa\n n -
£(z) = ngo (-1)" £ 27 , f£50 (15.1)

El método de Euler consiste en reemplazar el desarrollo (15.1) por una
serie en la variable z' definida por:

z' = 2 (15.,2)

La funcidn f(z) se puede escribir en la nueva variable de la siguiente

manera:

T 2'S , (15.3)

f(z) = o s

I e~218

s

existiendo algunas otras formas alternativas de escribir la funcidn £(z)
en términos de z' /35/. Si reemplazamos (15.2) en (15.3) e igualamos los
coeficientes de las potencias de z con (15.1), obtenemos:

s-1 .
= 3 b DY e, Eefg (15.4)
8i la funcidén de partida no es alternante en signo, la transformacidn de

Euler puede ser elegida como:
z' = 2 (15.5)

El método de Euler posee algunas caracteristicas importantes; el mismo es
regular, y acelera simpre la convergencia de los desarrollos Taylor dentro
del intervalo de convergencia. Bajo ciertas condiciones, el dominio de
convergencia de la serie cn z' puede coincidir con el dominioc de analitci-
cidad (y convergencia) de la transformada de Borel /2/.

Podemos estudiar algunos ejemplos sencillos de funciones f(z), para
resaltar las propiedades de la rransformacidn de Euler. Considerenos la
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funcibn siguiente:

£(z) = (1 + z)1/2 . (15.6)

que posee un desarrollo Taylor convergente para [z|<l. Si escribimos z
en funcidén de z' usando (15.2), y reemplazando en (15.6), tenemos:

f(z) = (1 -z M2 (15.7)

que posee un desarrollo Taylor convergente para |z'|<l, y por lo tanto
para todo 2>0.
Este ejemplo elemental pone de manifiesto una de las propiedades esencia-
les del método de Euler: la variable utilizada, z', estid acotada mientras
que la original, z, no lo estd. Dicha propiedad permitiria suavizar la
divergencia de f(z') si f£(z) poseyera radio de convergencia nulo, o in-
crementar el radio de convergencia si éste fuera no nulo.

Similares conclusiones pueden obtenerse con la serie logaritmica:

2 3
1n(l+z) = z(1 ng3 i: ved) . (15.8)

que aparece en fisica del estado sdlido en relacidén a la constante de
Madelung /15,35/. La serie (15.8) es absolutamente convergente para

2| <1, condicionalmente convergente para z=1 y diverge para z>l. Realizan-
do el cambio de variables (15.2) obtenemos:

' 0 2 3
In(l+z) = z'(1 + %T + 53— + EZ- + ...) (15.9)
que converge para |z'|<l, y por lo tanto para z>0. Esta serie ha sido es-
tudiada exhaustivamente por Bhattacharyya /35/ en forma numérica, utili-
zando variantes de la transformacidén de Euler y otros métodos de suma.

El procedimiento que hemos seguido aqui para introducir la transforma-
cidn de Euler se conoce como aplicacidon "repetida'™ /35,36/, ya que todas
las potencias de z se transforman en potencias de z'. Existe una alterna-
tiva diferente, consistente en la aplicacidn de la transformacidén un ni-
mero finito de veces /35/. La idea es simple: primero generalizamos la

transformacién introduciendo una funcidn auxiliar /33/:
glz) = § g 2" , (15.10)
n=0 "

que nos permite expresar a la funcidn original, f(z), del siguiente modo:

w

| | .
£(z) = g%;T (f(z)g(z)} = E%QT' b () a8y (-1)"} ,S
s= n=

(15.112

La funcidn (15.10) puede elegirse ahora de modo tal de disminuir el valor
de los coeficientes en (15.11) respecto de los originales fn;.a tal efecto
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existen varias posibles elecciones de funciones g(z) /33/. Para nuestros
fines basta con tomar:

g(z) = l+z , go=g;=1 , g_=0 si s32 (15.12)

Introduciendo (15.12) en (15.11), obtenemos:

£ -
WE(2) = 4 2 I, D" (ff ) 2, £ =0 (15.13)
n=

Observemos que la ec.(15.13) equivale a haber aplicado una séla vez la
transformacidn de Euler. El algoritmo puede repetirse varim veces, utili-
zando el procedimiento (15.11) en la suma (15.13), extrayendo asi poten-
cia tras potencia de z'. Naturalmente, para aplicar (15.13), la suma de-
be truncarse hasta un cierto orden N, y luego estudiar la convergencia
para N+*= -

Si bien la transformacién (15.11) puede resultar muy Gtil para algunos
problemas /33/, se ha hecho notar que en general 1a misma es poco priac-
tica /35/, pues se requiere tener bastante informacidn sobre las propie-
dades analiticas de f(z) para lograr una exitosa eleccidn de g(z).
Bhattacharyya /35/ ha introducido una generalizacién de la transformaciédn
de Euler basada en el cambio de variables:

2' = T , (15.14)
donde n y m han sido tomados como parametros ajustables. Dicha transfor-
macidén ha sido estudiada en el contexto de la TPRS de pequeiios Srdenes,
para el oscilador anarmdnico (Apéndices A y B), modelo de confinamiento
lineal (Apéndice F) y la teoria de perturbaciones en Z"l para &tomos.
Los resultados numéricos obtenidos mediante este método para las series
con radio de convergencia nulo son aceptables sélo si |z|<l. Podemos de-
cir ademids que el método logra mejorar apenas los aproximantes de Padé,
pero se desconoce hasta el presente si es realmente convergente.

Mas exitosa ha sido la modificacidn propuesta por Silverman /36/, que
toma m=1 en (15.14) y utiliza una transformacidn similar a (15.11). Este
autor ha aplicado el procedimiento al efecto Zeeman del estado fundamen-
tal de atomo de hidrégeno. Los resultados obtenidos con la TPRS de orden
35 son excelentes en el rango de valores de campo pequeiios e intermediocs
y se comparan favorablemente con los obtenidos utilizando el método de

Borel.
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S.IGK‘TECNICAS DE RENORMALIZACION DE SERIES PERTURBACIONALES.

e

En los Gltimos afios se han desarrollado una serie de té&cnicas nuevas
para sumar series perturbacionales asociadas a ciertos problemas de auto-
valores. Estos métodos estidn basados en una transformacidn del parémetro
perturbacional que es denominada genéricamente como "renormalizacién” de
la serie perturbativa. Estas técnicas son especialmente importantes para
nosotros pues introducen ideas realmente nuevas respecto de los métodos
discutidos en los §§.13-15.

El método usulmente denominado de ''renormalizacién” de series pertur-
bativas, consiste en realizar una transformacién de recrdenamiento en el
hamiltoniano, antes de aplicar la TPRS /37-39/. Diého procedimiento esta
intimamente relacionado a las técnicas de particidén de hamiltonianos
/40-44/, Para fijar ideas consideremos ‘el siguiente operador:

H(g, ) = Hy + AW, (16.1a)
Hy = T + gV , (16.1b)

donde T es el operador asociado a la energia cinética y V y W, los co-

rrespondientes al potencial. Si E(O)

E(g,») los autovalores de H(g,)), la aplicacidén de la TPRS nos conduce ai

indica los autovalores de HO y

siguiente desarrallo:
Eg,0) - 0 - 7 g®) (16.2)
n=1

En el caso que nos interesa considerar aqui, el desarrollo en serie (16.2)

es divergente para algin intervalo infinito de A.
La renormalizacidén del hamiltoniano consiste en reescribirlo de 1la

siguiente manera:

H(g,A) = Hé + AW (A,u) R (16.3a)
Hy =T+ (grV WO =W-3V (16.3b)
mediante 1la introduccidn del parametro real p. Si ahora E'(O)(u) indica

los autovalores de Hé, que tamhién suponemos corocides, la aplicacién de
1a TPRS al hamiltoniano (16.3a), esto es, tomando come perturbacidn a

W'(A,u), nos conduce al siguiente desarrollo:
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Il g (® ¢y ® (16.4)
n=

Eg,n) - B O -

En principio los desarrollos (16.2) y (16.4) son diferentes, y por lo tan-
to se podria esperar extender la utilidad de los resultados de la aplica-
cidén de la TPRS, mediante la utilizacidén de (16.4) en lugar de (16.2).

El va}or de v es hasta ahora arbitrario, y debe determinarse apropiada-
mente. Killingbeck /37/ y Austin y Killingbeck /38/ han recurrido a un
criterio de estabilizacidén de naturaleza variacional. La idea es simple:
si truncamos e} desarrollo (16.4) y formamos la secuencia

N
SERGw) = 1 EX A", N, \ (16.5)
n=

la misma, para ser convergente, debe hacerse independiente de i, ya que
este pardmetro es ficticio y no aparece en el resultado exacto E(g, ).
Procediendo en consecuencia, u se puede elegir de modo tal que /37,38/:

[g;SEl;(u)](LFu*) -0 (16.6)

El procedimiento asi presentado ha sido aplicado por Killingbeck /37/ a
osciladores anarmdnicos, modelos con potenciales de confinamiento lineal,
y atomos helioides. Los valores obtenidos, mediante la utilizacidn de
unos 10 ordenes perturbacionales en-la ec.(16.5), son razonables para
A<1.0, pero no ya para valores mayores de A.

Para subsanar este problema Austin y Killingbeck /38/ han propuesto es-
cribir a (16.5) como un aproximante de Padé, antes de aplicar la condi-
cion (16.6). Si bien esta modificacidn representa una mejora, no permice
obtener resultados aceptables para A>>1. Recientemente Austin /39/ ha
obtenido resultados mejores para los osciladores anarmdénicos y las reso-
nancias del efecto Stark, combinando el método de renormalizacidén de se-
ries perturbativas con otro método de renormalizacidén, basado en rela-
ciones de dilatacidén de hamiltonianos, desarrollado previamente /45-47/.
Veremos brevemente en qué consiste dicho método en el resto de este
paragrafo.

Pascual /45/ y Dmitrieva y Plindov /46,47/ ha desarrollado uh procedi-
miento diferente para 'renormalizar"” la serie perturbativa, introducien-
do el reordenamiento del hamiltoniano desde un punto de vista distinto.
La importancia de esta nueva aproximacidn, basada en lo que se denomina
el "reescalado" de la serie perturbativa, habia sido puntualizada simul-
tineamente por Banerjee /48/, mediante uma argumentacidn diferente.

El método se aplica de la siguiente manera: consideremos a V y W cemo
funciones homogéneas, de N variables f=(x1,...,xN), de grado m v n respec-

tivamente:

V(ar) = a® V(r) , W(ar) = a® W(¥) (16.7)
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Dado que T es una funcidn homogénea de grado -2, esta propiedad y la ex-
presada en la ec.(16.7) nos permiten, al aplicar una transformacién uni-
taria en el hamiltoniano (16.1), obtener la siguiente equivaléncia unita-
ria (ver el procedimiento seguido en el Apéndice A):

m+ 2

H(g,A) = a~2 (T + a™2 gV + a™*% aw} . (16.8)

donde a es un parametro real arbitrario, que, por conveniencia, se puede

n-!~2m1

fijar como Aa ; obtenemos de ese modo la siguiente igualdad formal:

™

H(g,a) = a2/ (M+2) g -(me2)/(n42) 4, (16.9a)

+2

y si por otro lado hacemos gam =1, obtenemos una igualdad equivalente

a 1la anterior:

2/(m+2) -(n+2)/(m+2)

H(g,A) = g H(l,)g ) (16.9b)

Las relaciones anteriores son el punto de partida para aplicar el méto-
do. Consideremos entonces el operador H definido por

H=T+uV+-uyV) =T+ w1l - vIV+ W = Hu(l-v),v). (16.10)

Si hacemos g=p(l-v) y A=v , tenemos exactamente la particidn estudiada en
las refs./37-39/. Para obtener un resultado diferente aplicamos la rela-
cidén de dilatacioén (16.9b) en la definicién (16.10), encontrando enton-

ces:

2/ (m+2)

fi = (u(l-v)} H(1,v{p(l-v) )~ (0¥2)/(m+2), (16.11)

Eligiendo ahora el parametro perturbacional A tal que:

A = wip(l-pyy (o2 /(me2) (16.12)

y ec.(16.11) nos conduce a:

H(1,)) = {p(1-y)} 2/ (m+2) (16.13)

La transformacién de variables (16.12) nos proporciona una particidn del
‘hamiltoniano (16.1) diferente de la utilizada en las ecs.(16.3). El pro-
cedimiento que se debe aplicar ahora consiste en utilizar la TPRS para
obtener una serie de potencias en v, que aproxime a los autovalores E de
B en 1a ec.(16.10):

By = 7 E™n Wn (16.14)
n=0

La serie (16.14) posee en general propiedades de convergencia diferentes
del desarrollo RS original en serie de potencias de ). Si ahora SEU in-
dica la secuencia obtenida a partir de la serie (16.14):
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N
sty(m) = 1 B W (16.15)

n=0

los autovalores resultan aproximados por:

B(LA) X {(1-v)up 2/ (™) g () (16.16)
—

‘£l nuevo procedimiento presenta también un grado de libertad en el para-
metro u; el mismo puede determinarse mediante una condicidén de estabili-
dad (ec.(16.6)) o bien utilizando el llamado método de dilatacién varia-
cional (ver §.21).
bbservemos qwe la variable v, a partir de la ec.(16.12), resulta acotada
a diferencia de la original 3>0. Por consiguiente, se puede esperar que
las propiedades de convergencia a través de la secuencia (16.15) sean me-
jores que las obtenidas con la secuencia (16.5). Notemos ademis que, por
construccidn, la nueva TP permite construir una funcidn (SEN(u)) en la
que se ha introducido el comportamiento analitico correcto para E(1, 1)
con A>>1. Esto estad garantizado por la relacién de dilatacidén (16.13).
El procedimiento ha sido aplicado a los osciladores anarmbnicos /45-47/,
y, utilizando un pequeno nimero de coeficientes perturbacionales, se ha
mostrado que los resultados son razonables aiin para A>>1. Sin embargo
los desarrollos utilizados en las refs./45-47/ siguen siendo asintdticas
y de hecho no convergen para 1/X»0. Este inconveniente ha querido superax
se mediante la construccidn de aprdXimantes de Padé con la secuencia
(16.15) /45/, sin que hasta el presente haya sido demostrado concluyen-
temente si esa mejora es tal.
Cabe acotar que otras técnicas de renormalizacién de series perturbativas,
basadas en particiones diferentes del hamiltoniano, se han presentado
recientemente /49,50/. La causa profunda de la no convergencia de estas
series renormalizadas es -un problema de enorme interés tedrico y se estu-
diara mas adelante en esta obra.

En resumen, las técnicas de renormalizacién de hamiltonianos proveen,
para algunos problemas de autovalores, resultados mas precisos que los
obtenidos a partir de las técnicas generales vistas en los §§.13-15.

La renormalizacidén de la TPRS constituye un procedimiento de validez mas
restringida que los estudiados previamente, pero en el cual se ha intro-
ducidc alguna informacidén de tipo analitico disponible sobre la funcidn
que se estudia.

Hasta el presente, las técnicas de renormalizacidn sdlo han sido estudia-
das numéricamente y no son claras sus propiedades de convergencia. En

ese sentido las propiedades y posibilidades del método son una interesan-

te cuestidn abierta sobre la que volveremos mas adelante.
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§.17. ORDENAMIENTO NORMAL DE HAMILTONIANOS Y LA SUMA DE LAS SERIES
PERTURBATIVAS.

-

Un método muy interesante para sumar ciertas series de potencias que
aparecen en mecdnica cuintica y teoria de campos ha sido presentado re-
cientemente por Caswell /51/. 'El método estd basado en la construccidn
de una secuencia convergente a partir del desarrollo perturbativo, median-
te la utilizacidn del ordenamiento normal (Wick-ordering) del hamiltonia-
no asociado al problema que se estudia. El procedimiento es de validez
mucho mads restringida que los vistos en los paridgrafos anteriores, pero
introduce ideas realmente nuevas para sumar las series perturbativas, por
lo que resulta de importancia discutirlo aqui en forma separada.

El método formulado por Caswell /51/ es rigurosamente aplicable sdlo
a la teoria de campos descrita por el siguiente hamiltoniano:

i 2
HmZ, ) = 3 62 + B g s Mt o, v0 (17.1a)

l6,6] =1 (17.1b)

donde ¢ es un campo unidimensional asociado a la particula de masa m,
y ¢ su derivada temporal. Tal como se muestra en el Apéndice B, el mode-
lo (17.1) es rigurosamente equivalente al problema cudntico siguiente:

2 2
2 1 d m 2 4
H(m ,:\) = - 'f Q_ + -f- X" + Ax ’ A>0 > (17.2)

donde las autofunciones de H satisfacen condiciones de contorno trivia-

les cuando x +t «. .

Utilizando el teorema de Symanzik /9/, esto es, aplicando una trans-
formacidén unitaria de dilatacidén al hamiltoniano (17.2) (ver Apéndice A),
es facil demostrar que el mismo verifica la siguiente relacién de equiva-

lencia:

HmZ,2) = m H(1, m ) (17.3)"

A partir de la ec.(17.3), y del hecho que los autovalores E(mz,k) de
H(mz,l) son desarrollables en serie de potencias de X (TPRS), concluimos

que E puede desarrollarse de la siguiente manera:

EmZ, ) =m  § E GnH? (17.4)
n=0
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la variable Am™3 no estd acotada ya que 120 y,como vimos en los capitulos
precedentes, el radio de convergencia del destrollo Taylor (17.4) es
nulo.
La idea central del procedimiento de Caswell /51/ es utilizar el reordena
miento de Hen su forma normal como el camino para sumar la serie con
coeficientes E(n), medianﬂe la vinculacidn de la TPES a otra serie de po-
tencias pero en una variable acotada. El punto de partida es el siguien-
te: escribimos el hamiltoniano H en la representacidén de segunda cuanti-
ficacidn y lo ordenamos en forma normal, esto es, con todos los operado-
res de creacidn a la izquierda de los de aniquilacién. Esta transformacién
se indica usualmente como:

tH: = % :$2: + %r :¢2:'+ A:¢4: , (17.5)
introduciendo la masa efectiva o renormalizada M. En el Apéndice E encon-
tramos cual es la relacidn entre el hamiltoniano H y el hamiltoniano or-
denado normalmente :H:, la que escrita en términos de los hamiltonianos
cuanticos equivalentes es:

M _ 32
Ho= :H: o+ M (17.6)
2 w2

La masa M estd viiticulada a la masa m por la siguiente ecuacidén (Apéndice
E):

m, 2 Ao

(ﬁ) v+ =3 =1 (17.7)
M

Si ahora indicamos con E(MZ,A) a los autovalores del hamiltoniano :H:,

la ec.(17.6) nos asegura que éstos deben estar vinculados a los E(mz,k)

por:

2 . Boeml M 3
E(m™,%) = EM",%) + 5 - “5 (17.8)
4M
Ahora bien, aplicando la relacién de dilatacidon (17.3) a :H:, sabemos que
los autovalores E(MZ,A) se pueden desarrollar en serie de la siguiente

manera:

EmZ, 0 =u 7 EM (wrHn , (17.9)

- - +* n - L] - -
donde los coeficientes Eé ) pueden expresarse en términos de lcs coeficiern

tes E(n} del desarrollo perturbativo de E(mz,l).

En virtud de la ec.¢(17.7), la variable (AM_B) esta acotada, a diferencia
de km-3 que no lo esta (ec.(17.4)). Esto implica que las propiedades de
convergencia de la serie (17.9) deben sar diferentes de las que posse la
serie original, y por lo tanto se podria esperar sumar la serie divergen-
te mediante una transformacidn similar z la determinadza por la ec.(17.7)}

Sin embargo, se se utiliza estrictamente la variable -3 que se obtiere
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de la definicién (17.7), la serie (17.9) es una nueva serie divergente.
Para solucionar esto, Caswell /51/ ha propuesto modificar la ecuacidn que
determina la masa M utilizando un factor g:

\

@21, g0 (17.10)
M

y aproximando a los autovalores E(MZ,A) mediante una secuencia‘SEN dada
por:

Y

SBy (1) =M | ESM (0 oD (17.11)

Dado que la funcidn E(Mz,i) no depende del factor %, éste podria deter-
minarse de forma tal de que SEN no dependa del mismo cuando N crece.

*
En consecuencia Caswell ha propuesto determinar 2(=% ) tal que:

3 yer -l o N o o
(37 )1;2 M7 SEgh(e=2) =0, (17.12)

con lo cual, haciendo uso de la ec.(17.8), los autovalores quedan aproxi-
mados por:

=

E(m?,0) = SE (¢ + 4 - 322 (17.13)
N 2 2
El estudio numérico de la ec.(17.13) para valores de N=20 (esto’es, uti-
lizando la TPRS hasta el orden 20) muestra que el método es extraordina-
riamente preciso para sumar la serie perturbativa para todo 1>0. En este
sentido, este método ha permitido obtener para el oscilador anarmdnico
cudrtico resultados enormemente mas precisos que los derivados mediante
los métodos de Padé y Borel-Padé hasta el mismo ordén.

El procedimiento ha sido aplicado también al modelo con potencial de
doble minimo asociado al oscilador (esto es, ﬁz<0) pero los resultados
son de menor precisidn. En este caso, como se vera mas adelante, la masa
renormalizada no esta acotada.

El método aqui presentado puede aplicarse sb6lo al oscilador anarménico
cudrtico (ec.(17.1)); por ejemplo en el Apéndice E se muestra que el os-

cilador anarménico séxtico:

: 2
62 + I 82 + rod : (17.14)

o]+

no puede ser reordenado normalmente para obtener un nuevo oscilador anar-
ménico séxtico. En consecuencia no-es posible definir la masa efectiva M
en una ecuvacién como la ec.(17.7). Pese a esto, Caswell /51/ ha propues-
to, sobre la base de argumentos dimensionales, una ecuacidn para la

masa renormalizada M:
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Los resultados obtenidos para el oscilador séxtico (ysu potencial de
doble mInimo asociado) no son tan precisos como los derivados para el oa-
cilador anarmdénico cuartico.

Cabe agregar que otros posibles reordenamientos de las series pertur-
cionales han sido discutidos recientemente, a partir de la representacidn
en segunda cuantificacidén de los hamiltonianos /52-54/. Todos estos mé-
todos, pese a tener una validez restringida a ciertos y determinados pro-
blemas de autovalores, configuran un intento muy importante para combinar
el método de suma de series perturbacionales con algunas propiedades
analiticas de la funcién que se desea estudiar.
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j.18. TECNICAS DE SUMA DE SERIES PERTURBATIVAS MEDIANTE TRANSFORMACIONES
PEPENDIENTES DEL ORDEN.

.

—rpme e e v

En los dltimos afnos se ha desarrollado un nuevo método para sumar cier-
kas series perturbacionales que aparecen en mecanica cuintica y teoria de
Lampos. Dicho método estid basado en un cambio del parametro perturbacio-
ial mediante lo que se conoce como transformacidn dependiente del orden
?55-57/. Pese a que este procedimiento parece muy efectivo sélo se lo ha
iplicado a teorias de c¢ampos del tipo ¢4 con distinto namero de dimensio-
hes, al oscilador anarmdnico cudrtico /55/ y al efecto Zeeman para el a-
tomo de hidrdgeno /57/.

" El procedimiento se basa en una extensidn de los métodos utilizados
para prolongar analiticamente el desarrollo Taylor de una funcidn, fuera
de su radio de convergencia (ver 8.15). Para fijar ideas, consideremos
nuevamente una funcidn f(z) que pueda desarrollarse formalmente en una

serie de potencias asintdtico-divergente:

£(2) £ Z" (18.1)

]
1

Si introducimos ahora el siguiente cambio de variables /55,56/:
= ¢h(g) , EeR (18.2)
tal que la funcidén h{(g) cumpla la propiedad:
h(g) » 0(g) , g-+0 . (18.3)
la funcidn original queda representada por el nuevo desarrollo:
f(h(g)) = 2 P (£) g" (18.4)
n=0

El método otorga la libertad de determinar la funcidn h(g) de acuerdo a
alguna propiedad analitica que- se conozca sobre la funcidn £(z). Cabe no-
tar que no se ha presentado al presente un procedimiento sistematico

para construir h(g); por ejemplo, para el oscilador anarmdnico y las
teorias de campos {(en estos caso f(z) corresponde a los autovalores del
hamiltoniano) se ha prcpuesto una transformacidm /55/:

z= €g(1 - g)™ % , 80 , (18.5)



-127-

donde s puede ser determinado merced al comportamiento asintdtico de f(z)
cuando |z|+». La transformacidén que recientemente se ha propuesto para
tratar la TP correspondiente al efecto Zeeman del Atomo de hidrdgeno es,
por el contrario, mucho més complicada /57/. La ec.(18.5) muestra una de
las ventajas de utilizar un desarrollo en serie de potencias de g, ya que
esta variable esta acotada, edkanto que la original no lo estd (z>0).

El procedimiento establecido a través de las ecs.(18.2) y (18.4) posee
un segundo grado de libertad en el parametro real . De acuerdo a Zion-
Justin y col./35-57/, dicho parametro puede determinarse de modo de acele:
rar la convergencia de la secuencia dtenida al truncar el desarrollo
(18.4), es decir:

N
Fy(€) = I P (&) g" (18.6)
n=0

Esto iltimo se consigue elegiendo a £(=EN), como un cero del dltimo
coeficiente de la secuencia (18.6):

Pylgy) =0 (18.7)

La condicidn (18.3) nos asegura que el coeficiente Pn(g) puede expre-
sarse en funcidn.de los coeficientes originales {f.; j=0,1,...,n}

En consecuencia, el parametro Ey Que se obtiene de la ec.(18.7) depende
del nimero de términos considerados en la construccidn de Fy+ De aqui que
la transformacién (18.2) sea una transformacién dependiente del.orden.

Mediante la aplicacidén de este tipo de transformaciones sdlo se han
obtenido pruebas rigurosas de convergencia para algunos modelos muy sim-
ples que poseen desarrollos en serie de potencias con radio de convergen-
cia nulo. Sin embargo se posee suficiente evidencia numérica como para
sospechar que si los coeficientes fn divergen como fN+(N!)M, la serie
puede ser sumada mediante una transformacidn dependiente del orden en la
“cual g N"M /55,56/.

-Pese a la falta de pruebas rigurosas, el estudio numérico de estas trans-
formaciones /55-57/ ha revelado que las mismas permiten sumar series con
divergencia N. para todos los valores de z>0. En este sentido, para los
modelos a los que se ha aplicado, este método presenta enormes ventajas,
en lo que hace a velocidad y estabilidad de la convergencia, respecto de
los métodos de Padé (§.13) y Borel-Padé (5§8.14).

Lo comentado anteriormente, asi como lo visto en los §3.16 y 17, nos
sugiere que las técnicas de suma de series perturbacionales mas podero-
sas son aquéllas en las que se introduce alguna informacién de tipo ana-
litico sobre la funcidén a aproximar. Hemos visto que tal informacidn pued
obtenerse a partir de reordeunamientos de operadores, en el caso de pro-
blemas de autovalores, o bien a partir de desarrollos asintdticos.

Una pregunta a la que seria interesante responder es la siguienre: ; de
qué rforma sistemitica se pueden vincular las propiedades analiticas de
la funcidén f(z) con una técnica de suma de series de potencias divergen-
tes?, Un posible camino para dilucidar ese problema seria intentar
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vincular entre s a los procedimientos vistos em los §5.16-18, de forma
tal de resaltar los puntos que fueran esenciales. A partir del capitulo
siguiente comenzaremos el estudio de esta cuestidn, empezando por anali-
zar cudles son las propiedades analiticas esenciales que se deben tomar
en cuenta, para lograr aproximar una funcidn de interés fisicoquimico en
todo el rango de valores de los parametros de los que la misma depende.

Los resultados que se mostrard@n son enteramemte originales, y estén
organizados de forma tal de presentar un nivel creciente de generalidad
con el correr Se los capitulos. Dicho ordenamiemto es consistente desde
el punto de vista 1l6gico y sigue los pasos en las que ha avanzado nuestra
investigacidn.
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LEYENDA PARA LA FIGURA (Capitulo V)

Fig.5.1: Dominio de analiticidad 2 para la transformada de Borel de
una funcidén £(z) con cuatro puntos de ramificacién.
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Fig. 5.1

ImZ 3
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CAPITULO VI

'FUNDAMENTOS DEL METODO DEL FUNCIONAL VARIACIONAL (MFV)
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§.19. ENERGIA DE SISTEMAS DEPENDIENTES DE PARAMETROS.

En caPitulog anteriores hemos visto cémo resulta sumamente conveniente
para sumar la TPRS, utilizar alguna informacidn de tipo analitico acerca
de las funciones cuyo desarrollo en serie de potencias se desea estudiar.
En virtud de ello, resulta oportuno investigar cuales son las propieda-
des analiticas que deben tomarse en cuenta. Un camino muy interesante pa-
ra lograr este propdsito, es el que estudiaremos a partir de este capitu-
lo.

Recientemente Rosen /1/ demostrd que un cierto tipo de funcionales se-
wicldsicos extremados en el espacio de. configuraciones, permitian satis-
facer el TV y THF para un sistema de osciladores acoplados anarménicamen-
te. Similares conclusiones habian sido extraidas por Orland /2/ previa-
mente, analizando, desde un punto de vista diferente, qué ecuacién dife-
rencial determinaba en forma aproximada, la dependencia paramétrica de
los autovalores del hamiltoniano de un oscilador anarménico.

Dado que estos dos trabajos constituyen un importante punto dentro de
la estructura de esta obra, discutiremos ciertos aspectos de interés.
Nuestra idea es estudiar representaciones funcionales bien generales para
los autovalores de sistemas mecanocuantices de interés fisicoquimico, que
puedan ser construidas tomando en cuenta diversas propiedades analiticas.
Estos funcionales semiclasicos son el punto de partida para el desarrollo
de un método sistematico de construccidn de soluciones aproximadas para
la ecuacidén de Schrddinger, que nos permitirid aprovechar la informacién
contenida en los métodos discutidos en los capitulos precedentes.

Consideremos el hamiltoniano de un oscilador 2K-anarmdnico, cuya im-
portancia en fisica y quimica molecular y teorias de campo se discute en

los Apéndices A y B:

H(g,2) = p2 + gxz + ax2K s g.A,K >0 (19.1)
Sea En(g,h) el n-ésimo autovalor de (19.1), para el cual, como es conoci-
do, no se posee expresidén analitica para K entero y mayor que 2,
A partir de lo visto en el Cap.I, sabemos que En(g,k) satisface el

THF ¢
3E -
___“n = x5 (19.2)

Yy el TV
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2 <T> = <xV'> R (19.3)

que, para el modelo (19.1), toma la forma siguiente:

<p2> - g<x2> + KA<x2K> (19.4)

Para el autovalor En’ el TV (19.4) nos conduce a

)

2 n
> + (K +1)k§T“ (19.5)

2K 2K

En = 2g<x"> + (K + 1)A<x“"> = 2g<x

A partir de la ec.(19.5), Orland /2/ ha derivado una ecuacidn diferencial

para la energia a partir de la consideracidn de una aproximacién de tipo
gemiclasico:

<x28> =2cy?>8 (19.6)

Esta ecuacidn no es de validez general, y la misma deberia escribirse in-
troduciendo una dependencia apropiada con s, n y A:

<x28> = B;S)(A} <x2>S (19.7)

(s)

n

Orland /2/, al igual que Rosen /1/, han utilizado arbitrariamente B (%)
=1, Volveremos mas adelante a discutir esta funcion.
Reemplazando (19.6) en (19.5), deducimos, tomando g=1 sin pérdida al-

guna de generalidad, el siguiente resultado:

_ 3F,.1/K oE
En =2 (§In) + (K+1) AﬁTn (19.8)

Esta ecuacidn, que de aqui en adelante denominaremos ecuacidn de Orland,
determina la dependencia aproximada del autovalor E .con el parametro

A de acoplamiento (autoacoplamiento) presente en el hamiltoniano.

Bl procedimiento seguido hasta aqui nos permite transformar el problema
original de una ecuacidn diferencial lineal de segundo orden a autovalo-
res, en otro de una ecuacidn diferencial no lineal de primer orden en

los autovalores.
Para resolver la ec.(19.8) se puede proponer una solucidn paramétrica
2 través de]l método de series de potencias /2/; comenzamos por hacer:

= pf (19.9a)
que reemplazada en la ec.(19.8) nos da:
E = 2p~ ) 4 (xe1)2p™K (19.9b)

Si ahora consideramos que L A son desarrollables en serie de potencias

de p:
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E =) g™ @ (19.10a)
n n e

A =3 A p" , (19.10b)

y reemplazando tales desarrollos en (19.9b), obtenemos:

JE™ o = 2p7l (ka1 § A pPK (19.11)
m ° m

"Los coeficientes E;m) y Am estin vinculados a través de la ec.(19.9a):
En _ 2 K (19.12)

ap P

~con 1o cual obtenemos:

(m)
m En = (m+K) Am (19.13)

+K

*8i introducimos ahora (19.13) en (19.11), generamos una recurrencia para
calcular los coeficientes An?

) (=5 ke AL P = 2p70 (19.14)

Cuando m=-1 deducimos:

A, . o= - K1 (19.15a)

y por otro lado para m#l tenemos:

Ay = 0 , para todo s#(K#l) (19.1i5b)
Con estos resultados, podemos finalmente escribir el desarrollo (19.10b)

de la siguiente manera:

A= - K1 pK"1 + a pK+1 (19.16)

donde a=lK+1 es una constante de integracidn de la ecuacidn de Orland cu-
yo valor debe elegirse adecuadamente.

Si ahora reemplazamos (19.16) en (19.9b), obtenemos una expresidn pa-
ramétrica compacta para la energia:

e = (&l p7h v ey ap (19.17)
Analicemos con cuidado el significado de las ecs.(19.16) y (19.17): La
energia dada por (19.17), con p determinado por (19.16), satisface la
ecuacidn de QOrland para cada A, y por lo tantc satisface el TV y el THF.
El hecho que se verifiquen estos dos teoremas nos asegura que la depen-
dencia de En con X (deducible de las ecs.(19.16) y (19.17)) es, cualita-
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tivamente, la del autovalor exacto. Desde el punto de vista cuantitativo
la aproximacidén estd@ limitada por la utilizacién de la relacién semicléasi-
ca (19.6) y por la eleccidn que se haga de a en la ec.(19.16) .

Para el oscilador anarménico cuidrtico (K=2), Orland /2/ eligid a de modo
de ajustar un autovalor calculado con aceptable exactitud mediante técni-
cas numéricas, obteniendo resultados razonables para E en un amplio ran-
go de valores de n y A. Por el momento no nos detendremos a discutir otras
parametrizaciones posibles, sino que avanzaremos en el estudio de rela-
ciones generales atinentes a las soluciones de la ecuacién de Orland.

Para nuestr® discusidn es particularmente importante analizar la solu-
cidén de la ec.(19.8) desde un punto de vista diferente. Consideremos el
siguiente funcional en q, que asociaremos al modelo descripto por el ha-
miltoniano (19.1) (con g=1):

A
F=—+ q2 + AqZK s  A=cte , (19.18)

q

ya que posee tres términos, cada uno de los cuales posee la misma homoge-
neidad en q que aquélla que poseen en x cada uno de los términos presen-
tes en el hamiltoniano.

Si ahora extremamos F(q):

3 | 2
(gg)(q=q*) = 0 , luego: sz = q; + Aq*ZK , (19.19)
q Kq*
obtenemos un minimo, ya que:
2%F _ 6A 2K-2
—2 = T + 2 + ZK(ZK"].) .-f\q >
3q q
2°F 2 2K-2
——i)(q=q*) = 8 + 4(K"+K) Ag* > 0 , para todo x>0 (19.20)
3q
Finalmente, obtenemos la expresidn de F en el minimo:
Fae) = &y A, (Kly gx? (19.21)

q*
Es muy interesante notar que las ecuaciones (19.19) y (19.21) son idén-
ticas a las ecs.(19.16) y (19.17), respectivamente, si se elige:

A = aK p = qt ? (19.22)

]

La conclusidn extraida es significativa: un funcional como (19.18), cons-
truido respetando la estructura del hamiltoniano que define al modelo, y
extremado respecto de las variables de las que depende, satisface la ecua
cién de Orland y por consiguiente satisface el TV y el THF, dentro del
esquema establecido por la aproximacidn semiclésica. Es claro que entcre
la dos aproximaciones ensayadas para solucionar la ec.(19.8), la corras-
pondiente a la construccidn del funcional minimizado F es mds simple y
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presenta mayores posibilidades de generalizacidn.

Es particularmente ilustrativo para nuestros propdsitos mostrar de qué
manera el funcional F satisface una relacidn similar al THF. A partir de
la condicidn de extremo sabemos que q depende de ) y ademds sabemos que
A es una constante independiente de ). En consecuencia, al derivar (19.18)
respecto de dicho parametro tenemos:

3F _ (2K, 3g, (3F, (19.23)

ar
>

e, invocando 14 condicién de extremo (3F/8q)x(q=q*)=0, deducimos:
aF aF
(§I)(q=Q*) = (gx)q(q=qf) , (19.24)
que para el ejemplo particular que hemos utilizado aqui nos da:
(%%)(q=q*) = q*zK (19.25)

»

Es evidente que la ec.(19.25) es equivalente al THF sii: q*2K=<x2K>

siendo F la aproximacién a E.

Hasta el momento hemos utilizado un modelo sencillo de un oscilador
unidimensional, para estudiar la ecuacidn que determina la dependencia de
la energia con los parametro contenidos en el hamiltoniano. Sin embargo,
Rosen /1/ obtuvo resultados equivalentes a los aqui discutidos para el

siguiente hamiltoniano, mas general:

N N 9
H= § (- =5 +Ex{+ ] ;) (19.26)
= i -

Este hamiltoniano desciibe un conjunto de N osciladores acoplados anar-

ménicamente. Rosen /1/ demostrd que el funcional siguiente:

g -1 ? 2 ? g 2 2
F = 2A ( q;) + £.q. Y..q959- (19.27)
i=1 * i=1 -t =1 j=1 M
extremado sobre ﬁ=(q1,q2, , qu):
F(g=q*) = min F(q) , (19.28)
(q)
satisface las ecuaciones siguientes:
N N N
& o 3 F .
F=2 7} &, #3007 Y v.. (19.293)
eSS B S UE S RS P Y
af 3¢ _ BF (19.29b)

961 an aYij

La ec.(19.29a) queda determinada a partir del TV y THF, eﬂtanto que la
€c.(19.29b) se sigue de la validez de la aproximacidn semiclasjica:
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<xix§>=<xi><x§>
No es nuestro interés repetir aqui la demostracidn realizada por Rosen,
ya que la misma es engorrosa y vidlida sblo para (19.26). En su lugar, se-
guiremos la demostracidn propuesta recientemente por Fernindez y Castro
/3/, ya que es més eficiente, general y aplicable a una amplia variedad
de problemas cuanticos. Estudiaremos cuidadosamente esta demostracidn
aqui, ya que es de suma importancia para las investigaciones que se pre-
sentan en el resto de la obra.

Consideremos un funcional F(gq) asociado a un sistema N-dimensional con
la siguiente estructura:

F(3) = T(3) + V(0,q) (19.30)

donde o es un pardmetro o conjunto de parametros contenidos en el hamil-
toniano, y que por ende han sido transferidos al funcional. No discuti-
remos por el momento el significado de los términos T y G, sin embargo
veremos que los extremos del funcional F(q) satisfacen, bajo ciertas con-
diciones, relaciones idénticas al TV y THF.

Teorema 19.1: Sea F(q), dado por (19.30), un funcional dependiente de q
y del conjunto de parametros a. Sea T una funcidén homogénea de grado -2

en q. Luego F(q) satisface el siguiente par de ecuaciones:

2 T(§=3%) = 13.9V}(3=3%) , &*=(q¥.q3, ) (19.31)
aF, - - oF - -
(33)(q=q*) = (33)5(q=q*) . (19.32)

si se cumple que:

3 F =a%) = -
EL) (a=ab) = 0, i=1,2,...,N (19.33)

sl

Demostracidén: Aplicando el operador virial v:

T a -
ve= ) qe—=3.v , (19.34)
1=1 1993

N N - ~
- 3 F 3T 3V
.VF = (—) = (=) + @g.(—) }
q.VF i£1 qi qi o igl{ql qi o ql qu a
a V
= - 2T + {(—--) (19.35)
iélql aqi o

Introduciendo ahora la condicién de extremo (19.33) obtenemos la ec.
(19.31), que representa el equivalente al TV para el funcicnal.
Por otro lado, si estudiamos la variacién de F con a:

N o 3q.,
oF oF 3 F i .
—— = (——).. + (A ) (,\ ) . (190-56)
Ja su’q i£1 ¢q Tt B
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y utilizamos (19.33), obtenemos como resultado la ec.(19.32).
La expresidn (13.32) es andloga el THF, y generaliza la ec.(19.24).%

A partir del teorema anterior, hay una serie de cuestiones que quedan
abiertas a la discusién Y que podemos resumir a continuacién' (1) La for-
ma de la funcién T no estd determinada. La condicién de que T sea una
funcién de grado -2 en q(=||q||) puede ser satisfecha por una amplia va-
riedad de funciones /1/. (ii) Tampoco ha sido determinada cudl debe ser
la forma de la funcidn G(a,ﬁ) para un hamiltoniano dado. (iii) Si bien
el THF fija la.dependencia de F con o, nada hemos dicho respecto de la de-
pendencia de F con los nimeros cuinticos que definen a un estado del sis-
tema. Esta debe ser determinada apropiadamente para obtener una aproxima-
cién razonable a En mediante el funcional F.

El teorema 19.1 permitiria 'disefiar un nuevo método para obtener apro-
ximaciones a las energias de sistemas dependientes de parametros, si las
cuestiones planteadas mads arriba fueran respondidas. Este método, que
denominaremos "método del funcional variacional' (MFV), es objeto de in-
vestigacidén en el résto de la obra. El procedimientq, que desarrollare-
mos a partir del funcional (19.32), es totalmente original y, como vere-
mos, reune caracteristicas de los métodos variacionales, semiclasicos

'y perturbacionales.
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§.20. REPRESENTACIONES FUNCIONALES SEMICLASICAS PARA LA ENERGIA Y
DEPENDENCIA ANALITICA CON LOS NUMEROS CUANTICOS.

-

En esta seccidn discutiremos algunos resultados de reciente aparicidn
en la literatura /4,5/, que pueden ser considerados también como antece-
dentes del MFV, cuyos lineamienhtos generales se introdujeron en el §.19.

Banerjee /4/ ha considerado recientemente algunas propiedades de las
soluciones de la ecuacién de Schrddinger para el hamiltoniano:

H = p2 + gV(x) R (20.1)

asociando a los autovalores de H un cierto funcional. Es interesante ana-
lizar como ha sido construido dicho funcional: supongamos que s es la
longitud del intervalc de la variable x en el cual puede considerarse
restringido el movimiento, siendo X1 ¥ %y los dos puntos de retorno cla-
sicos. Desde un punto de vista semicldsico podemos considerar que en el
intervalo s debe existir un niimero entero de semilongitudes de onda L/2,
para evitar la interferencia destructiva

s=§L , n=1,2,... (20.2

Mediante la igualdad de de Broglie /4/ podemos representar al impulso p
en términos de s:

_h _ ¥or ‘
p=D-bOT (20.2b)

para arribar finalmente a una expresidn funcional para la energid E semi-

clasica:
Hznznz
E(s) = =—— + gVv(s) (20.3)
s

La ec.(20.3) muestra en una forma natural la dependencia funcional de
grado -2 asociada a la energia cinética. Es particularmente importante
notar que la utilizacidén de la condicidn semiclasica (20.2a) nos condu-
ce a que la constante A en la ec.{19.20) debe ser proporcional a nz, cuan
do n>>1. Volveremos sobre este punto en la seccidn siguiente.

El tecorema 19.1 nos asegura que el funcional (20.3) satisface el TV

THF si se cumple:
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(%E)B(s-,*) - 0 (20.4)

Banerjee /4/ ha discutido la posibilidad de introducir una constante adi-
cional C en el funcional, de forma tal que E(s) satisfaga el principio de
correspondencia de Bohr (ec.(5.25)):

2 2 2
- e L gvis) 5 Eyemem =B (20.5)
S C

E

e

siendo Te el periodo cliasico del movimiento:

T X2 opolax L plxp) = plx,) = 0 (20.6)

¢ x
Combinado las ecs.(20.5) y (20.6) obtenemos la forma de la constante C:

c = g;i §(E-gv(x)) "1/ 2 gx (20.7)
La utilizacidn de la constaunte C en E(s) significa una mejora adicional

al funcional, ya que introduce una mayor informacidn sobre las propieda-
des analiticas de los autovalores; en este caso, la correcta dependencia
con los niimeros cuénticos en el limite semicléasico. Nuestro propdsito al
desarrollar el MFV es precisamente ése: introducir en el funcional toda

la informacidén tebrica disponible sobre los autovalores, de forma tal

de obtener sencillas .expresiones analiticas para los mismcs.
En los capitulos siguientes extenderemos en forma sistematica el MFV, y

el trabajo de Banerjee /4/ puede considerarse en cierto modo un antece-

dente de nuestros resultados.

Una aproximacidén diferente se ha introducido muy recientemente /5/
para la construccidn de funcidnales del tipo semicldsico. Para discutir
aqui las principales ideas, seguiremos la argumentacidn de Gerck y col.
/5/ adaptada a nuestras necesidades. Consideremos la ecuacidn de
Schrddinger asociada al operador (20.1) (tomando W=m=1):

- ¥NU(X) ¢ gV(X)¥(x) = E¥(x) - , Ox<» , (20.8)

con la condicidn de contorno:

Y(x»=) = 0 (20.9)

Para derivar un funcional podemos 'discretizar' la ec.(20.8), esto es,
transformar la ecuacidn diferencial de segundo orden en una recurrencia.
A tal efecto consideremos el siguiente resultado auxiliar: sea U un con-
junto de funciones que¢ satisfacen las condiciones de contorno (20.9):

{e-ax -ax 2 -ax,

, Xe , X e R (20.10)

y aproximemos con ellas a la funcidn ¥(x):
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3
¥(x) = I1°“ u (20.11)
n=

Mediante la ec.(20.11), es posible determinar tres constantes reales a,
b, vy ¢ tal que se cumpla:

¥''(x) = a Y(x-b) + ¢ ¥(x) (20.12)

Introduciendo (20.11) en (20.12), e igualando los coeficientes de las
funciones u; (linealmente independientes) obtenemos:

a = 2a%/e , lne=l |, (20.13a)
b=1/a (20.13b)
c = - 02 (20.13¢)

Consideremos ahora una malla de N puntos: XysXgseessXpseonsXys ¥ defina-
mos adem&s la siguiente cantidad auxiliar:

- =1
= AX, = - (20.14)

Para cada uno de los puntos de la malla, la ec.(20.12) se puede escribir:

Wﬁ'(x) = a ?k(x-b) + c ?kﬁx) : ?k(x)=T(xk) s (20.15)

k
que mediante las ecs.(20.13) se puede transformar en:

"P"

k "k

Introduciendo ahora (20.06) en la ec.(20.8), obtenemos la recurrencia bus-

cada:

a
--2—E Y + az v. + g ¥V

e k-1t % Yk E ¥y »

" ¥, = K Vk=V(xk) (20.17)

Escribiendo 1a ec.(20.17) en forma matricial:

¥y
syerwy v oi]
¥N
- .
2
aofvo 0 0
-20%/e a%+V1 0 e
H = 2 2. (20.18)
~ 0 "2(12/6 0‘.21'v2
0 0
B 1

encontramos que T indica los autovalores de una matriz bidiagonal:

E, =a2+gV (20.19)
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Para derivar una forma funcional para E, & partir de (20.19), Gerck y
col. /5/ han introducido una aproximacidén de tipo semiclasica, haciendo:

-1 X. 1 - _
Xy (K = Xqp) 7= (- #1) ''=gn+s, + 0D (20.20)

Las ecs.(20.14) y (20.20) nos permiten expresar a los puntos de la malla
x en funcidén de n, para n>>1:

X =X (a“-l) =x_ (x_ - y"lo-le w1+ otm D
n n Exn n *n = *p-1 “n (31n+32 n ' m™n ’
(20.21)

habida cuenta que las constantes $1 Y s, se puedan determinar de alguna
manera. La ec.(20.21) nos conduce inmediatamente al funcional buscado,
al reemplazar (20.21) en la ec.(20.19):
2
(nsl+sz)

E = > F e Vly) , yn=(sln+sz)/an (20.22)

n

El parametro a es arbitrario y por lo tanto puede fijarse variacionalmen-
te. La ec.(20.22) nos transforma dicha condicidn variacional en la con-

dicidén de extremo.respecto de ¥, en el funcional:

9E —v®) =
(ayz)g(yn yn) 0 (20.28)

A partir del analisis realizado mas arriba podemos notar dos hechos fun-
damentales: i) El término de grado -2 en el funcional (20.22) posee una
constante proporcional a n2 tal como obtuvo Banerjee /4/ mediante la con-
cidén de de Broglie; ii} E]1 término correspondiente al potencial en el
funcional (20.22) posee, en forma natural, términos con la misma homo-
geneidad que aquéllos presentes en el hamiltoniano, en el caso que ios
mismos existieran. En el §.19 vimos que lo mismec ocurria para las solu-
ciones de la ecuacidn de Orland (ec.(19.8)).

Cabe comentar que Gerck y col. /5/ aplicaron la formulacidn aqui pre-
sentada sblo a ciertos problemas radiales determinados por un potencial
V con un idnico término. En todos estos casos las constantes s; en (20.20)
se determinaron numéricamente de modo de ajustar el resultado respecto
de algunos problemas particulares. La formulacidén seguida por Gerck y
col. /5/ tiene algunos inconvenientes en 1o que hace a su generalizacidn:
la inclusidn de los términos de orden O(n—l) en la ec.(20.20) trans-
forma a la matriz H de bidiagonal a tridiagonal, con lo cual se pierde
la estructura de un Iuncional sencillo para E -

Nuestro propdsito en este paragrafo ha sido traer a discusidn dos de
los mas recientes y relevantes intentos para aproximar los aspectos mis
salientes de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger por medio de
funcionales sencillos. Los dos procedimientos presentados, al igual que
lo visto en el §.19, revelan la extrecha relacidn entre el MFV y las apro-
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ximaciones de tipo semicldsico. Veremos en las secciones siguientes
otras aproximaciones relacionadas, que pueden unificar en una formulacién
general aplicable a un nimero grande de problemas.



-146-

§.21. METODO DE DILATACION VARIACIONAL (SCALING VARIATIONAL METHOD).

o

El 1lamado método de dilatacidén variacional (SVM, scaling variational
method) consiste en analizar las propiedades de sistemas mecanocuinti-
cos mediante la utilizacidén de funciones de prueba con un factor de di-
latacidn que puede ser optimizado variacionalmente /6-8/. La optimizacidn
de dicho factor provee, como es conocido, una cota superior a la energia
del estado mas bajo de cada una de las representaciones irreducibles a
las que estan asociadas las autofunciones del hamiltoniano. Realizaremos
en esta seccidn una discusidn somera del método'y de sus propiedades mias
importantes, ya que resulta de gran interé&s tedrico establecer su relacidn
con el MFV.

Consideremos una funcidn de onda ¥(X) normalizada en un espacio N-di-
mensional:

HeGO [ =1, X = (Xyse0Xg) (21.1)

e introduzcamos en ella un factor de dilatacidn a>0 mediante el operador
unitario U, (ver Apéndice A):

U ¥(E) - al’? yiax) (21.2)

Consideremos ahora un sistema descripto por un hamiltoniano H=T+V, y
construyamos el funcional E(a) utilizando la funcidn (21.2):

E(a) = <w(i)|U;Han(i)> = a <¥(ax)|H¥(ax)>= <H>(a) (21.3)
El SVM consiste en determinar a tal que:

2ELa)y (gaa) =0, (21.4)

con lo cual se satisface el TV /&/:

U ¥ (R)| [H,X.7U_,¥(R)> = <|H,x.¥]>(a%) = 0 , (21.5a)
2 <T>(a*) = <x.VV>{a*) (21.5b)
Utilizando los resultados del Apéndice A obtenemos el efecto de la trans-

formacidn unitaria de dilatacidn scbre el valor medio de la energia ci-
nética:
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< (a*) = (a%) % T>(1) (21.6)

Por lo tanto, si V es una funcién homogénea de grado m, encontramos:

<x.9V>{a*) = (a*)™ mey>(1) (21.7)

Finalmente, las ecs.(21.5b), (21.6) y (21.7) nos proporcionan la siguien-
te expresidn para el factor Sptimo de dilatacién o de escala:

2<1>(1) (21.3)

Si se introducen las ecs.(21.6), (21.7) y (21.8) en (21.5) obtenemos el
valor extremo del funcional E(a):

E(a%) = (P2 (Gyn/(me2)ypeps(q) @/ (042 [qy5(1)y2/ (042)

(21.9

Es muy facil mostrar que, a partir de las relaciones anteriores, se

cumple:

3%E(a) .
(———jr—)(a=a*) = 2 (m+2) <T>(1) > 0 , sii: m>-2 , (21.10)
9 a
lo que nos determina la condicidén que debe satisfacer el potencial V(x)
para obtener un minimo en E(a*). La ec.(21.9) ha sido utilizada recien-
temente para mostrar que el SVM predice la correcta dependencia analitica
de la energia con los nimeros cuanticos que definen al sistema /10,11/,
y con los parametros contenidos en el hamiltoniano /10-15/. Cabe notar
que la dependencia con los nimeros cuadnticos que predice el SVM coincide
con la obtenida a través del método JWKB (Cap.II), y ademids el resulta-
do parece se independiente de la base de funciones {Yi(i)} que se haya
escogido /10,11/.
Los resultados antes obtenidos mantienen su vigencia en el caso que el

potencial V(x) conste de dos términos de diferente homogeneidad:

V) = xp Vi(x) +xy Valx) (21.11a)
x. 9V = mV, , X.9V, = m,Y, (21.11b)

En este caso no se obtiene una ecuacidn sencilla para el factor de esca-
la a* al aplicar el SVM (comparar con lo visto en §.16). Si se elige como
conjunto de funciones de prueba al conjunto de autofunciones de uno de
los dos posibles problemas de orden cero:

HO?. = k., VY. H? =T + ).V., i=1 o i=2 (21.12)

il ii i i'i ’ R

es posible obtener la TPRS hasta el primer orden al desarrollar el ex-
tremo E(a*) en serie de A2=0. si se utilize H?’ o bien al desarrollar
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E(a*) en serie de ), alrededor de X;=0, si se utiliza Hg. Simultineamen-
te a la TPRS el SVM permite satisfacer el TV, mediante el ajuste varia-
cional del factor de escala.
Esto nos sugiere que la TPRS es también una posible fuente de informa-
cién analitica adicional sobre los autovalores, que puede ser introduci-
da en las representaciones funcionales para la energfa. Esta idea ha
sido aprovechada por diferentes autores para disefiar series perturbacio-
nales renormalizadas variacionalmente (§.16), combinando la TP con el
SVM /16-19/.

Recientemente ha sido demostrado que las wmismas conclusiones discuti-
das aqui respecto de la estructura analitiam de E(a*), se mantienen vidlidas
para otras magnitudes de interés tales como, por ejemplo, ¥ (0) /20/.

El SVM constituye una alternativa, respecto de los métodos discutidos
en el §.20, para estudiar las propiedades analiticas mi@s relevantes de la
energia. Veremos mis adelante que el MFV permite unificar las diferentes
aproximaciones de un modo elegante y sencillo.
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§.22. FORMULACION DEL MFV A PARTIR DE LAS DESIGUALDADES DE HEISENBERG.

Consideremos un problema N-dimensional definido a través de un hamil-
toniano H (en unidades atdmicas, es decir, haciendo WK=m=1):

N2 - - d
H = nzlpn + V(x) |, X=(RypeooaXy) 5 P =-ig— (22.1)
= n
siendo la ecuacidn de Schridinger asociada:
HY(x) = E¥(x) ;- 1lim ¥(x) =0 , i=1,2,...,N (22.2)

% |

Nos proponemos ahora construir el funcional variacional (FV) asociado a
los autovalores E, satisfaciendo el tecrema 19.1. A tal efecto, parti-
mos de las desigualdades de Heisenberg para construir el término de gra-
do -2 que representa la energia cinética en el FV. De acuerdo a lo vis-
to en el §.1 sabemos que se cumple:’

, L =1,2,...,8 , (22.3)

S

(api)z(ﬁxi)z - A,

>
1-_—_

siendo (ﬂM)2=<M2>-<M>2

Si ahora tomamos en cuenta las condiciones de contorno (22.2), obte-

, la desviacidn cuadratica asociada al operador M.

nemos:
<p> =-i<yj¥'>= - % 1im l?lzl_g =0 , (22.4)
Row
con lo cual la ec.(22.3) nos conduce a:
2 An
<p> =3 » q, = Ak (22.5)
@,

Utilizando la ec.(22.5) podemos encontrar la representacidn del funcio-
nal T(ﬁ) (ec.(19.32)) como una funcidn de grado -2 en {qi} (si se supo-
ne que A es independiente de qn):

(&
It~ 2
£LO >

5o

~ N
T¢e) = § p. = q=(q1,...,qN) (22.6)

El funcional F(q) puede ahora escribirse en forma general, haciendo:
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N -
F= | + V(g-qq) , (22.7)

n=1

5 nds”™

e

donde V(a-io) es la representacidn del valor medio <¥|V(x)¥> en términos
de q. E1 vector ﬁo=(q01,...,q0N) se introduce debido a que, como veremos,
V puede no quedar totalmente determinado en términos de q.

De acuerdo al teorema 19.1, el funcional (22.7) satisface relaciones
similares a los TV y THF cuando es minimizado en el espacio de configu-
raciones, que es este caso es una minimizacidén respecto de las desviacio-
nes cuadrética;'representadas POT q,, es decir:

(EJL)( =q*) = 0 a* = (q* *) (22.8b)
3q; i i SR S A ‘

Para completar la construccidn de F, debemos encontrar V(ﬁ-ao). Rosen
/1/ utilizd un cierto tipo de relaciones semiclisicas, que constituyen
un apropiado punto de partida para nuestro andlisis. Las igualdades se-
miclasicas se pueden justificar mediante el siguiente argumento /21/:

si N es el nimero de dimensiones del espacio, una amplia clase de opera-

dores satisfacen la siguiente propiedad:
<AB> = <A><B> + O(1/N) (22.9)

Tomando en cuenta que el limite N+, puede relacionarse al limite semi-
clasico de nimeros cuanticos grandes, n»o, podriamos concluir que para

algunos cperadores se debe cumplir /21/:

lim (<A% - <a>%} = 0 (22.10)
n+o

Si ahora nos restringimos a un potencial que satisfaga la propiedad:

V((xl,...,xi,...,xN)) = V((xl,...,—xi,...,xN)) , i=1,2,...N , (22.11)

y tomamos en cuenta que, en virtud del teorema 1.2, se cumple:< xi>=0,
para todo i, la ec.(22.10) sugiere que podria introducirse la siguiente

igualdad:
28 _ 2.s _ 2s
<xi> = Bsi<xi> = B, g3 s (22.12)

que constituye un apropiado punto de partida para expresar V(q) en tér-
minos de {qi} La aproximacidn semicléasica propuesta por Rosen /1/ con-

siste en hacer:

Bsi =1 , para todo s,i , (22.13)

que para los modelos considerados por dicho autor, y otros de interés,



-151.

no se cumple nunca, ni aln en el limite semiclisico. La ec.(22.13) correg
ponde a hacer:

Vi(q) = V(qQ) , (22.14)

esto es, la representacidén funcional del potencial, V¥, se obtiene cam-
biando las coordenadas por desviaciones cuadridticas en el potencial V.
Sin embargo, dado que la ec.(22.13) no se satisface exactamente, la
aproximacidn utilizada por Rosen /1/ no permite tomar en cuenta el nGme-
ro correcto de-constantes de integracidn para la ecuacidn diferencial
(19.31). Esta deficiencia nos sugiere que las funciones {Bsi} pueden ju-
gar un importante papel para introducir informacidn analitica adicional
sobre E en el funcional F. Dichas funciones, al igual que las {Ai}, son
por el momento desconocidas, pero deberidn depender de los nimeros cuan-
ticos y de todos los parametros contenidos en el hamiltoniano.
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CAPITULO VII

APLICACION DEL MFV A SISTEMAS UNIDIMENSIONALES CON CONDICIONES DE
CONTORNO TRIVIALES.
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§.23. OSCILADORES ANARMONICOS Y FUNCIONAL VARIACIONAL: PROPIEDADES
GENERALES.

Consideremos por simplicidad un modelo unidimensional constituido
por un oscilador 2K-anarménico, cuya importancia en fisica y quimica mo-
lecular y teorias de campos se discute en los Apéndices A y B. El siste-
ma estd definido por el hamiltoniano H(g,\):
H(g,A) = p° + gx> + ax2K | K=2,3,..., 20 , (23.1)
el cual, por el teorema de Symanzik /1/ (Apéndice A), satisface la

siguiente equivalencia unitaria:
H(g,a) = AL/ (KHD) oy =2/(Re1) (23.2)

Sea E(g,X) un autovalor de H(g,\A); sabemos que dicha funcidn posee un de-
sarrollo formal en serie de potencids de A (con radio de convergencia nu-
lo) y un desarrollo en serie de potencias de A-Z/(K+1) (con radio de con-
vergencia no nulo) /1/. Indicaremos .a dichos desarrollos de la siguiente

man<ra:
E(LA) = J E™ P | g, (23.3a)
n=0
E(1,1) = 1/ (K+1) ) e (1) A-2n/(K+1) i A>> 1 (23.3b)
n=0

De acuerdo a las ecuaciones generales desarrolladas en el §.22, el FV
asociado al autovalor E(g,\) puede construirse a partir de las desigual-
dades de Heisenberg, que en este caso nos dan el siguiente resultado:

2. 2 2.2
(Ax)“(Ap)~ = <p™><x™> =4 >0 , (23.4)

Para simplificar la notacidn hemos omitido toda referencia al nimero
cuidntico n en los wvalores medios. El funcional que obtenemos utilizando

(23.4) es:
F(q) =2 +49°+ B_q , (23.5a)

donde:
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q2 - <x2> s (23.5b)

Bn = <x2K><x2> - (23.5¢)

Sin pérdida alguna de generalidad hemos hecho g=1 en (23.5a). Laa funcio-
nes A_ y B deben ser, en general, dependientes de A ademds de serlo de

n. Tal dependencia puede encontrarse del siguiente modo: de acuerdo al
teorema 19.1 tenemos:

(——n)(q ) = (& n) Jfama®) (23.6)

donde q* es la solucidn de la ecuacién determinada por la condicidn de
extremo:

(——n)(q q*) = 0 (23.7)

Derivando la ec.(23,5a) reuspecto de ) encontramos el siguiente resultado:

(3Eny - 1 gin q2K B, + A q2K %%n (23.8)

La ec.(23.8) nos.proporciona una vinculacidn entre Ay B, si obliga-~
mos al funcional a satisfacer el THF, es decir:

3Fn —a*) = (3Eny _ 2K _ x2K ¥

(BA )(gq=q*) = (ax ) = <xx"">=B_q 123.9)
Finalmente, utilizando las ecs.(23.6) y (23.8), es inmediato concluir

que el THF (ec.(23.9)) se satisface si y sblo si:

b

88 _ g qr (320 2By (23.10)

La ec.(23.10) es muy significativa: si deseamos construir una aproxima-
cidén razonable al autovalor E(1l,)) mediante el FV, se debe resolver la
ec.(23.10) junto con las ecs.(23.7) y (23.9) en lugar de la ecuacidn de
Schrédinger. Waturalmente, esto es muy complicado, y debe hacerse en
forma aproximada. Recientemente hemos mostrado que puede obtenerse una
aceptable descripcidn de E(1,3) recurriendo a la solucidn trivial de
(23.10), esto es, eligieuvo a An y Bn como constantes independientes

de ) /2/. Esta aproximac’"n constituye la primera generalizacién realiza-
da respecto del procedi .siento original de Rosen /3/.

La ec.(23.10) repr- a4 una complicacidn innecesaria si es que se
desea encontrar una repiesentacion funcional razonable para E(1,1Y), ya
que introduce dos fuweion dependientes de A. La causa Gltima de esta
complicacidn es la cvc.(23.5b). Mostraremes a continuacidn cdmo puede de-
sarrollarse la teoria del WIV utilizando una sola funcidn de  xs Bn;Bn(i}.

Redefinamos el funcional Fi de la siguiente manera:
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A’
F, = ;%2 v q't e gt (23.11)
donde ahora Aé no depende de A, y por lo tanto Aﬁ y B; no coinciden con
las funciones ALY B,+ tal como fueron definidas en las ecs.(23.4) ¥y
(23.5¢).
Consideremos ahora la condicién de extremo respecto de q' en el fun-
cional definido por la ec.(23.11):

(%%9)(q'=3'*) -0 , (23.12a)
Al = q'** 4 ak B! q*(2K+2) (23.12b)

Con la ecuacidn anterior podemos expresar el extremo de Fo de la siguien-
te manera:

F (@%) = —, +-q

+ A(K+1)B! q'*2K (23.13)

Podemos facilmente verificar que se trata de un minimo, calculando:

2 Al
2 Fg - -8, + 2k (2k-1) aBlq'‘ZK"D) | (23.14)
3q' q'

y luego utilizando la ec.(23.12b):

+ o (2K=2)

2 |
XFp)y (q'=q"*) = 4 + 4(K%+KIX B! q > 0 (23.15)
aq’

La aproximacidn al autovalor E(1,)) estid entonces determinada por Fn(q'*).
Para obtener el THF calculamos la derivada del funcional F respecto del
parametro A:

3F 2K 3o,
(FFM g = a7 OB (23.16)

y deducimos que el THF se satisface sii:

xPs o g #® ) (23.17)

De la ec.(23.17) encontramos una expresion para la funcidn B&(A):

Br() = ot exPoq TR qat 4 1im (ABX(N)) (23.18)
m 0 o "

Nos proponemos ahora establecer la relacidn entre los valores medios

L

de <p2> v <x?s y las cantidades q'*, By A’. Recordemos que al intro-

ducir el funcional (23.11), las ecs.(23.5b) y (23.5¢) dejan de-.tener va-
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lidez. A tal efecto, partimos del TV que cumplen las autofunciones de

H(1,x):

2<T> = <xV'> <p2> = <x2> + K1<x2K> (23.19)

Esto nos permite escribir a la energia como:

E(1,3) = 2<x%> + (K+1)1<x2K, (23.20)

Considerando que F.(q'*)=E(1,1), e introduciendo la ec.(23.17) en (23.20),
facilmente se deduce la primera de las ecuaciones buscadas:

2

2 A aBl, . 2K
- 4 (R+1) (EXH) q'* (23.21)

<x2> = q'*
Por otro lado, introduciendo (23.21) y (23.17) en (23.19), y utilizando
la igualdad (23.12b), encontramos:
2> o n_ L K2l 2 2K 3Bi, (23.22)
P o *2 2 9 A .

Las ecs. (23.21) y (23,22) revelan claramente que todos los valores me-
dios de interés, al igual que la energia, pueden calcularse para todo va-
lor de 1, en términos de la funcidn Bﬁ(l).

La funcién Bé(x) es por el momenQO desconocida, pero posee algunas
propiedades generales que pasaremos a estudiar. Si tomamos X=0, podemos

deducir a partir de la ec.(24.11) que:
q'*(1=0) = (an)1/% (23.23)

Dado que q'*(3=0) queda ligado exclusivamente a Aé, esta constante puede
determinarse a partir del conocimiento del espectro de autovalores para
A=0 (del cual usualmente se posee conocimiento).

A partir de la ec.(23.23) se deduce:

; 1/2 _ 44
lim F (g'*) = 2 (A")"'* = 1im E_(1,)) = E_(1,0) , (23.24)
2+0 n q n A"O n n

que nos permite obtener la constante Aa:
S | 2
AL =7 En(l,O) (23.25)

De las ecs.(23.17) y (23.24) encontramos una primera propiedad para

la funcidn BA(A):

0 < {lim B (1) = B'(0)} < = (23.26)
A0 n

2i(:-:»0, para todo K.

dado que <x
Para estudiar el comportamiento de la funcidn BA(A) én el limite de X

grande, podemos partir de la ec.(23.12b) notando que, si i>>1, gse debe
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cumplir:

An )K/(K+1)

142K
o Gxer

q A>>1 - (23.27)

Utilizando la ec.(23.279) y la ec.(23.13), obtenemos la forma asintdtica
del funcional:

At

™ A>> 1 (23.28)

Si comparamos la ec.(23.28) con el término dominante en X en la ec.(23.3b)
para el autovalor exacto, es evidente que se debe cumplir:

0 < {1im B'()X) = B'(»)} < o (23.29)
yow D n

Las desigualdades (23.26) y (23.29) nos sugieren que B _(}) debe ser una
funcidén acotada, en-el sentido que debe mantenerse finita para todo A>0.
Este resultado es de fundamental importancia en la concepcidn de esta
obra, pues implica que el MFV permite transformar el problema original de
describir una funcidn mondtonamente creciente como E(1,1), en otro pro-
blema mas simple como es ajustar la funcidn acotada BA(A).

Estudiemos ahora con mayor detenimiento los valores limite de Bé(l).
A partir de las ecs.(23.26), (23.17) y (23.23) se deduce sin dificultad

que:

B'(0) = (AN X2 i 2K (23.30)
n n ;\+0

Por otro lado, a partir de las ecs.(23.21) y (23.26) es inmediato concluir

en que:
lim <x2>'= 1im q""‘2 = (er'l)lf2 (23.31)
A+0 A~>0

- - - 2 - 2
Esta Gltima ecuacidn nos revela que ¢'" se puede interpretar como <x“>
- Ie‘ - - 2 - »
(y, en este caso, como la desviacidn cuadratica (4x)”) sblo si 1»0. Como
consecuencia de esto, la relacidn entre valores medios <x2K> y <x2>K se

podra interpretar como Bﬁ s6lo cuando x+0. Tal es asi que combinando
(23.30) y (23.31), se deduce:

B'(0) = 1im {<x2K>-.25K) (23.32)
n A0 '

Como consecuencia de r~ne BA(A) es una funcidén acotada, ls ec.(23.18)

nos permite expresar Bﬁ(A) para »-0 de la siguiente manera:

Bt =L aFoqrn T (23.33)

> L

En este punto es conveniente realizar un ccomentario sobre la construc-
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cidn aproximada del FV. Segiin marcamos mis arriba, la eleccidén de An y
B, como constantes constituye una solucidén trivial de la ec.(23.10); una
solucidén de ese tipo podria ser entonces expresada en términos-de las
funciones estudiadas mds arriba, haciendo:
1

A=A, B, = B.(0) (23.34)
Analicemos cuidadosamente el significado de esta Giltima solucién. El reem
plazo de (23.25) y (23.30) en el funcional (23.11) nos da la expresidn:

. 1

Fo(a'®) = —By 4 q's? M1im <x2¥53an) K2 g w2 (23.35)
q A0
que, mediante el cambio de variables siguiente:
se puede reescribir en una forma més conveniente:
Foa®) = (A2 ax? o (a)1/2 472 4 e %K qn K5 (23037
n n 1~+0

Por otro lado, a partir del TV (ec.(23.19)), y de la ec.(23.25), se de-

duce la siguiente igualdad:

E (1,00 = lim <p%> = 1im <> , (23.28)
A~0 A=+0

o=

n

ecuacidn esta Gltima que, introducida en (23.37), nos da la expresidna
para el extremo que posee el funcional como una funcidn de a¥*:

Fn(a*) = a¥? 1im <p2> + a"‘_2 1lim x?> 4 Aa*‘ZK 1im <x2K> .(23.39)

A+0 x>0 A0

La ec.(23.39) se puede expresar por medio del operador unitario U_. ge-
nerador de dilataciones (ver §.21):

(0 + (0)
F(a%) = <O et mna, oot (23.40a)
donde:
?(0)(x) = 31/2 T(O)(ax) , U; = Ul/a y (23.40b)

y considerando que ¥ 0)(\) 11m ¥(x), es una autofuncidén del hamiltoniano

H(1,0) (hamiltoriano de oréen cero"). La ec.(23.40a) no es mids que el
resultado del SVM (§.21) que vimos-'en las ecs.(21.3) y (21.4), ya que el
funcional ﬁfq'*) resulta igual al valor medio del hamiltoniano en una ba-
se de autofunciones de orden cero en las que se ha introducido un factor
de escala, respecto del cual dicho valor medio es un extremo /4,5/

La condicidn de extremo del funcional (teorema 19.1) se¢ corresponde, cn
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este presente caso, con la condicidén de extremo variacional que fija el
valor del fact0£ de dilatacidén a en el SVM. En comsecuencia, nuestra dis-
cusion pone claramente de manifiesto que el SVM es un caso particular del
MFV, sujeto a la eleccién establecida en la ec.(23.34).

Como ya lo han comentado otros autores /5/, el SVM da una descripcidn
cualitativamente razonable para los autovalores de osciladores anarmdni-
cos para valores de ) no muy grandes. El MFV explica claramente la causa,
ya que existe un funcional asociado al SVM, que satisface el TV y THF
(teorema 19.1), pero que sélo posee infomacidn caracteristica del proble-
ma para x>0,

Se ha.hecho notar que el SVM asegura una dependencia de los autovalo-
res con los niimeros cuanticos similar al obtenido a través del método
JWKB. Puede demostrarse inmediatamente que dicha dependencia esté total-
mente garantizada por la eleccidn de la constante An=A6 (ec.(23.25)), ¥y
es independiente de la eleccidn de Bé(x). A tal efecto, si tomamos en

cuenta los autovalores del. oscilador arménico:

En(l,O) = (2n+l) (23.41)

y los reemplazamos en las ecs.(23.25) y (23.28), obtenemos la dependen-
cia con el nimero cudntico para el comportamiemzo asintdtico del funcio-

nal:

Fp(a'®) > () D (g1 (B () 1/ KD} (940 2K/ (KA1, LD

“1}(K+1))

+ 0(x (23.42)

que es exactamente la dependencia con los nimeros cuidnticos de los auto-
valores en el limite semiclédsico. Es evidente que a partir de una elec-
cién adecuada de Bé(m) podremos obtener el resultado JWKB (en lugar del
SVM) para la constante multiplicativa indicada entre llaves en la ec.
(23.42)., Del mismo modo que la ec.(23.32) determina la forma de 55(0).
la ec.(23.42) es apropiada para proveernos la-constante B&(m).

Sin embargo cabe comentar que dicho propdsito tropieza con la dificultad

(n)

de que los coeficientes {e '} no se conocen en forma analitica. Algunos

de dichos coeficientes han sido determinados numéricamente para ciertos
osciladores /6-8/.

No contando con resultados exactos, podemos utilizar el resultado semicla-
sico como punto de partida aproximado haciendo e(n)=e(n)(JwKB).

En el §.5 hemos discutido los primeros Ordenes de la aproximacidn JWKB
para problemas unidimensionales; para el caso que aqui nos ocupa la

aproximacidn hasta el segundo orden nos da /6-8&/:

»

e(O) - e(O) = ?KI(K+1) Cl {(n+%)+6k(n+1\~1FO((H+%)-ZBZK!(K+1)

n 2’
(23.432)

¢ % - Kl o
cy = 2 K=/ D) g1yl (T (g "2y 2K/ KH D) (23 43b)



-161-

- 2K-1 ”
GK Y TICTID) Cotg(fﬁ) (23.43c¢)

Si ahora introducimos (23.43) en (23.3b), e igualamos el primer término
del desarrollo en serie con la expresién asintdtica (23.42), obtenemos
la siguiente ecuacidn para Bé(m) en funcion de K y n:

C 8 2K
' 1 \K+1 K K (23.44)
B'(®) = (—=) (2K) ™ {1 + }
n K+1 (n+1/2)2

Observemos que~a diferencia de la ec.(23.44), B;(O) (ec.(23.32)) no pue-
de ser expresada en forma simple como una funcién de K. No obstante,
cabe anadir que BA(O) puede calcularse en forma simple para K=2,3,...
utilizando las recurrencias hiperviriales vistas en el §.3.

El resultado que hemos obtenido mas arriba nos permite construir una
solucidn trivial para la ec.(23.10) diferente de la estudiada previamen-
te (ec.(23.34)) haciendo:

A=A’ , B_=B!(=) (23.45)

Esta solucidn es particularmente significativa, pues en primer lugar
permite establecer que el MFV es suficientemente general como para uni-
ficar el SVM, comn otras aproximaciones como las de Rosen /3/ y Fernan-
dez y Castro /5/. Pero en un segundo lugar nos muestra que el MFV pro-
porciona una alternativa para prolongar la serie semiclasica JWKB, de mo-
do de obtener resultados de validez en todo el rango de valores del pa-
rametro A. De este modo, la discusidn presentada aqui para el MFV pone
en evidencia la conexién entre los resultados predichos por los métodos
JWKB y SVM. Estas. relaciones ya habian sido insinuadas previamente por
otros autores /5/, pero el tratamiento presentado en este parigrafo es
mi3s clarificador sobre este punto.

Cabe comentar que el hecho que la funcidn BA(A) esté acotada constitu-
ye un punto clave en el método aqui presentado. Dicha propiedad hace al
método especialmente apto para la aproximacidn de autovalores de hamilto-
nianos, que admiten dos regimenes bien diferentes de valores de los paréi-
metros incluidos en el mismo. En nuestro caso los regimenes corresponden
a >0 y 1/3+0, cuyos desarrollos en serie caracteristicos son (23.3a) y
(23.3b). Al elegir las constantes segin la ec.(23.45), la informacidn
del comportamiento analitico de la energia para A+0 se introduce a través
de Aﬁ, y la correspondinvi al régimen de 1/3+0, a través de Bé(w).
Existen otras posibles elc¢.ciones de Bé, tomando R’ =cte. Naturalmente,
podria haberse clegid ,é «tilizandolo como un parimetro ajustable, de
modo de reproducir un autovalor "exacto" (determinado numéricamente)
para un valer dado de X.Este procedimiento fue seguido por Orland /9/
en un contexto diferente del utilizado aqui va que diche autor tomé en
cuentda un OGnico pardmerro libre. 3egin hermos visto, es convenienice ucili-
zar dos parametros, Aé y Ba, el primero de los cuales es especialuente

apropiado para fijar la dependencia de los asvtovalores con los niuneros
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cuanticos.
Los resultados obtenidos mediante diferentes elecciones de Bj (comc

una constante) se pueden ver en forma comparativa, en la ref./2/ tomando
como ejemplo al oscilador anarménico cuartico (K=2). Por brevedad y dado
que presentaremos posteriormente resultados de mayor generalidad, no nos
detendremos aqui a discutir los resultados numéricos.
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§.24. PAPEL DE LA TRASLACION EN EL FUNCIONAL VARIACIONAL.

En el §.22 hemos discutido brevemente la necesidad de considerar una
magnitud ﬁo en la construccién del FV, cuando el sistema en estudio po-
see un potencial sin paridad definida (ver ec.(22.7)). Tal modificacidn
debe introducirse ya que el fuyncional no posee un Gnico extremo respec-
to de las variaciones en q, si el potencial tiene las caracteristicas
antes mencionadas. Esta multiplicidad de soluciones puede eliminarse me-
diante el parametro 50' En otras palabras, el parametro aO puede ser u-
tilizado de modo de lograr un dnico valor para el funcional para todas
las raices q*. Esta {iltima propiedad ha sido utilizada por Gersch y
Braden /10/, para estudiar sistemas radiales mediante un funcional lige-
ramente diferente al que hemos discutido hasta aqui.

Dado que no volveremos a estudiar en el resto de la obra, mediante
el presente formalismo, problemas con potenciales sin paridad definida,
tomaremos un ejemplo muy sencillo para exponer las principales ideas.

Consideremos el hamiltoniano que describe a un oscilador desplazado:

H(g,A\) = p° + gx° + Ax (24.1)

que posee un potencial sin paridad definida, tal como lo habiamos exigi-
do. Hemos elegido este sencillo modelo por ser sus autovalores bien

conocidos:
1/2 a2
En(g,l) = (2n+l) g - g (24.2)

Por simplicidad, construiremos el funcional variacional del siguiente

modo:
F () =2 + V(g-q) = & + glq-q)?% + Aq-q) (24.3)
n'4 gg 9-9 ;7 G-qq 9-qy .
Si ahora calculamos el exiremo variacional:
F - .
(gan)(q=q") =0 (24 .4
a partir de la ec.(24.3) se obtiené:
= ‘,':3 o _...A_
A= gq* (g% - 99 * 7g) (24.5)

Observemos ahora que % puede ser ajustado de .aodo de terer una (nica
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raiz real para q*; para ello elegimos:
)t -
Q = 33 . (24.6)
y obtenemos para q* el siguiente resultado:

q* = (§>1’4 (24.7)

En consiguiente, introduciendo las ecs.(24.5)-(24.7) en (24.3), el extre-
mo del funcional resulta:

A 2 2
F.(a%) = e 8(q*"-2q4q%+qy) + A(q*-qy)
S a2 2 (24.8)
8 g )

Es evidente que la eleccidn de A conforme a la ec.(23.25):

A = En(1,0)2 - (n+1/2)% (24.9)

1
A
nos permite obtener los autovalores exactos (ec.(24.2)), a partir de la

ec.(24.8)).
El significado del parametro qq surge inmediatamente siguiendo el siguien
te razonamiento: Por un lado, a partir del funcional (24.3) se deduce:

(2En,

- - q, = - 22
ax 'q Yo 7g ’ (24.10)

y por otro lado los autovalores ‘'satisfacen el THF, que nos asegura que:

= <x> (24.11)

Finalmente, podemos igualar las ecs.(24.10) y (24.11) si Fn=En’ para

obtener:

qO = - <X> (24.12)

El significado de la ec.(24.12) es claro: el factor q, esté relacionado
a la "traslacion" que sufre el sistema considerado respecto del de orden
cero. Es evidente entonces que si el potencial fuera par, y en consecuen-
cia se cumpliera <x>=0 (teorema 1.3), entonces q0=0. Esta 4ltima condi-
cidn (q0=0) es la que se utilizd en las secciones anteriores.

Podemos obtener algunos otros resultados significativos. Por el THF

sabemos que:

3En | 2, (26.12)

Yy, por una nueva aplicacidn del teorema 19.1, concluimos en que:
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2
3Fn wa®) = (Ay1/2 )} 2 .
(ag )q(q q*) (8) + ng = <X > (24.14)

Introduciendo ahora las ecs.(24.6), (24.7) y (24.12) en la ec.(24.14)

obtenemos:

q*z - {xz) - q(z) = (Ax)z . (2“015)

lo que nos confirma que, con la introduccidn del factor 99+ la variable
q* sigue slendo-una desviacidn cuadratica.
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§.25. SISTEMAS RADIALES.

En esta seccidn discutiremos la aplicacidén del método desarrollado en
los paragrafos anteriores para aproximar autovalores, a sistemas en los
cuales el potencial depende exclusivamente de la distancia al origen,
esto es, potenciales centrales.,

Sea H el hamiltoniano que describe una particula sometida a un campo
central:

2 3

_ . 2 . d
H=1p" + V(r) = nzlpn + V(r) , %= x , Pn=-13§; » (25.1)

donde P, ©s el momento conjugado asociado a la n-ésima coordenada carte-

siana.
Aplicando los resultados obtenidos en el §.22, el funcional variacional

correspondiente se puede escribir de la siguiente manera:

. 3 A -
F(Q = I S5+ Vv (25.2a)
n=1 q_
donde:
q=1llqall , a=(qy,9;5,95) (25.2b)

Mostraremos ahora cdmo se puede adaptar el funcional (25.2a) a la sime-
tria propia del sistema, que en este caso es radial. Para ello partimos

de la condicidn de extremo de F:

(%% Mq=q¥) = 0 , n=1,2,3 (25.3)
n
que nos da:
A ~
1 .3V 2 \
_nz. =5 qg{e_CE )(qn=qﬁ) (25.4)
It

%
qn

Considerando ahora que V sblo depende de q, podemos escribir inmediata-

mente:

3V 3V, 3q an (3V |
= -_— ) ’ 15
3 (55 (53 " 5q (25.5)



-167-

y obtener, al introducir en la ec.(25.4), el siguiente resultado:

A -
;f% = % Q*z q* 1 (ﬁ!)(q =q¥) (25.6)
Por el teorema 19.1 sabemos que el funcional F(q) satisface el THF y el
TV a través de la condicidén (25.3). Para cambiar la simetria del funcio-
nal, procedemos a sumar sobre el niimero de coordenadas ambos miembros

de la ec.(25.6):

s

-

g An oV
2 B - ¢+ &y(g=qn (25.7)
n=1 q* 3q q

que configura el TV para el funcional, escrito en la variable q.
Ahora bien, la ec.(25.7) se puede reescribir en una forma mas convenien-

te. De la ec.(25.6) se deduce:

{2 al/2y2 o 1 gl <3V)(q —q*) (25.8)

n=1 2

que nos proporciona otra expresidn para el TV en términos del funcioral
V: ’

2 A, - g (——)(q q*) , alt/Z. E a2 (25.9)
q* n=1

La expresidn (25.9), a diferencia de la ec.(25.7), depende exclusivamen-
te de q, que es la variable natural para un problema con simetria esféri-
ca. El resultado anterior nos conduce a un funcional exclusivamente ex-

presado en términos de q:

F(q) = & + V(o G- (q=a) = 0 (25.10)
q

El funcional (25.10) posee, a diferencia del funcional (25.2), uvna sola
A en el término cinético T, la cual deberd ajustarse mediante la utili-
zacién de alguna propiedad analitica conocida para los autovalores.

El resultado anterior nos permite, ademas, extraer la siguiente conclu-
sion: el FV obtenido por aplicacidén de las ecuaciones deducidas en el
§.22 (esto es, utilizando las coordenadas cartesianas) puede adaptarse
a la simetria del problema, a través de la condicidn de extremo en el
espacio de configuraciones. La importancia de esta conclusién se hari

manifiesta en un capitulo proximo, cuando tratemos un sistema con sime-

tria distinta de la radial.
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§.26. APLICACION DEL FUNCIONAL VARIACIONAL A MODELOS CON POTENCIALES DE
CONFINAMIENTO.

Veremos en esta seccidn algunas aplicaciones simples del MFV desarro-
llado en secciones precedentes, a gsistemas radiales que poseen potencia-
les que constan de dos términos. E1 FV que utilizaremos estd adaptado a
la simetria radial a través del argumento que vimos en el §.25.

Consideremos la familia de problemas definidos a través del siguien-
te hamiltoniano:

H=p2 + V(r) (26.1)

Los potenciales V(r) en los que estamos interesados son aquéllos de la

forma siguiente:

Vir) = - &4 il L Kke0 (26.2)

Los problemas definidos por K=1 y K=2, corresponden a los modelos ccno-
cidos como de confinamiento lineal y armdnico, respectivamente. Estos
modelos son de gran interés en el estudio de particulas elementales, ya
que proveen una descripcidn adecuada (de tipo fenomenoldgico) para los
espectros de interaccicnes de altas energias en el marco de la teoria de
quarks /11-13/. Asimismo el modelo con K=1 ha sido estudiado en relacidn
al efecto Stark radial /14,15/. Informacidn adicional sobre l1a importan-
cia e interés de los modelos definidos a través de (26.2) puede obtener-
se en el Apéndice F. En esta seccidn los potenciales de la forma (26.2)
son utilizados meramente a modo de ejemplos senc¢illos de aplicacidn del
método, de forma tal de estudiar las propiedades de este Gltimo.

A partir de la ec.(25.10) podemos construir el funcional asociado a
los autovalores de (26.2); el mismo esta definido por las siguientes

ecuaciones:

F(q) = & - E . ABqX | (%%iﬂ))(q=q*) -0 , (26.3)
q

donde las funciones A y B cumplen el papel que ya se discutid en el £.23,
para los osciladores anarwdnicos. Consideremos entonces que, por defini-
cidn, A sea independiente de g y A, y que tal dependencia aparezca even-
tualmente ea la funcién B. A y B deben ser ademids funciones de los ni-
meros cuanticos.

De acuerdo a las convenciones elegidas mis arriba, el THF adopta la
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siguiente forma para el funcional F(q) (teorema 19.1):

3 F K -
(ﬁ)(q=q*) = q* %T(AB) = <55 (26.4)
Ademids de la energia, existen otros valores medios de interés paré el
modelo (26.2), principalmente <p2> y <1/r>. Mostraremos a continuacidn
como todos ellos pueden expresarse en términos de B, utilizando un argu-
mento similar al seguido en el §.23. A tal efecto partimos del TV:

<> = 3 §<%> ¢ Bt (26.5)
que nos permite expresar a los autovalores E de H en la forma siguien-
te:

-l Re2, K
E = -5 g<> ¢+ 5 A<r > (26.6)

Por otro lado, a partir de la ec.(26.3) obtenemos el extremo del funcio-

nal F:

F(qh) = - 5B + K22 aBgrf (26.7)

Si ahora igualamos (26.7) y (26.6), y utilizamos la ec.(26.4), es inme-

diato obtener 1la siguiente igualdad:

1. 1 . K+#2 .2 K, 3B
<=> = P + e AT q (BA) (26.8)

Finalmente, introduciendo las ecs.(26.4) y (26.8) en la ec.(26.5), en-

contramos el resultado:

=

<p2> = _éf + (K+1)A2q*K(g
q-}\-

]

) (26.9)

o

Observemos gque nuevamente en el caso de ser B=cte, reencontramos las re-

laciones de tipo semiclasico:

2 A 1 1 " K K
<p > = q—*z s <?> = -q? . <r’ > = Bq" (26.10)

Para realizar una sencilla aplicacidn que permita ilustrar las propieda-
des del MFV, podemos usar a A y B como constantes determinadas en forma
apropiada. E1l valor de A puede ser obtenido, en forma anidloga a come 1o
hicimos en el 5.23, mediante la condicidén A~0.

A partir de la coadicidn de extremo 626.3) se deduce:

lim q* = 28 (26.11)
A+0 &

que introducida en la ec.(26.7) nos da:
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1m F(q*) = - & g (26.12)
A+0

Dado que cuando (-0 nuestro problema se transforma en uno coulémbico,
tenemos los autovalores:

1m E = - <5 g? | nen_+sel 31, (26.13)

2-+0 4n

siendo n  y & el nimero de ceros radiales y angulares de la funcidn de
onda asociada al autovalor E, respectivamente. Al comparar las ecs.(26.12)
y (26.13) obtenemos la constante A:

A = nl (26.14)

Para obtener un sencillo funcional de razonable validez en todo el ran-

go de valores de ), es conveniente introducir en B la informacidn de ti-
po analitico referente al problema cuando g+0 ()+=), ya que la informacidn
asociada al régimen opuesto ()+0) estd contenida en A.

Para los casos K=1 y K=2, los autovalores son conocidos en el limite

g+0, y por lo tanto podria utilizarse esta informacidn para ajustar B.
Para un valor arbitrario de K los autovalores no son conocidos, pcr lo

que debemos recurrir a expresiones aproximadas para obtener resultados de
tipo general. Una fuente apropiada para obtener dichos resultados aproxi-
mados es el método JWKB /12/. Consideremos entonces el hamiltoniano:

H' = p2 + arX (26.15)

s

cuyos autovalores semiclasicos son /12/ (ver también el Cap.Il):

3y32K/(K+2)

A

3 . 12/(K+2)
E = E“r’g = A {DK(H; + s (26.16a)

o=

n

1/2 3.1 1,-1
D 2K r(i-hi(—)r(ﬁ) (26.16b)

K
La ec. (26.16a) es exacta sb6lo si K=2 (oscilador armbnico isctrdpico), vy
se vuelve correcta para K#2, sblo cuando n.>>%. Debido a este caracter
aproximado, la ec.(26.16a) predice una generacidén de niveles que no es
cierta si K#2.

Si ahora tomamos en cuenta que a partir de la condicidn de extremo (26.3)

se deduce que, para g=0:

q* - (f%%)I/(K+2) (26.17)

al introducir (26.17) en (26.7), 'obtenemos el siguiente término dominan-

te para el extremo del funcional cuando g-+C:

~27(K+2) %)K/(K-!-Z) “B}ZI(IH--Z) {(26.18)

F(q*) + (K+2) 2 (
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La comparacidén de las ecs.(26.16a) y (26.18) nos revela que, tal como lo
exige el teorema 19.1, el MFV predice el correctc crecimiento de los au-
tovalores con j. )

Por otro lado observemos que si B en la ec.(26.18) fuera independiente

de n. ¥ %, entonces, por la ec.(26.14), la ec.(26.18) predice la misma
dependencia analitica con los nimeros cuinticos que (26.16a), 8blo si
nr>>£. Recordemos que en la discusién realizada para los osciladores an-
arménicos en el §.23, mostramos c¢dmo la determinacién de la constante A,
mediante el espectro correspondiente a A+0, permitia describir correcta-
mente la dependencia de los autovalores con el nimero cuaintico, en el 1i-
mite semiclédsico. En el caso que estamos tratando aqui para los potencia-
les radiales, la situacidn es diferente debido a que el espectro corres-
pondiente a A+0, presenta degeneracidén "accidental' en £, que es destru-
ida cuando x>0.

Obviamente, la equivalencia entre las ecs.(26.16a).y (26.18) puede lograr-
se mediante la constante B (en rigor, 132 B(1)). Igualando ambas ecua-

ciones es inmediato-deducir el siguiente resultado:

K n +2/2+3/4 K
K 1/2 r

(K+2)

K
B =2 (D) {

Las constantes A y B elegidas mediante las ecs.(26.14) y (26.19), res-
pectivamente, completan la construccidn de un sencillo funcional (ec.
(26.3)), que permite describir cualitativamente al autovalor E(g,A) como
una furcidn de K, en todo el rango de valores de g y A. Cabe recalcar que
nuevamente el funcional aproxima las propiedades cualitativas mas salie-
tes del espectro de autovalores a través de la condicidn de extremo; por
otro lado, la eleccidn realizada para las constantes A y B permite co-
nectar los autovalores del atomo de hidrogeno con los autovélores semi-
clasicos JWKB de (26.15).

Verificaremos a continuacidon la utilidad de las ecuaciones deducidas te-

mando un ejemplo sencillo.

Ejemplo:

Consideremos K=1, es decir, el modelo de confinamiento lineal /11/.
Para construir el funcional tenemos, a partir de la ec.(26.16b):

D1 = 3n/2 , (256.20z)

de donde obtenemos la constante B al reemplazar en la ec.(26.19):

n +2/2+3/4
-2z -) (26.20b)

B =3 o

Los autovalores quedar entorces aproximados por el extremo del funcio-

nal (ecs.(26.3) (26.7)7:

—
ra
o
-
(X
[
g

2
= - & -1,
F 7 g 2
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donde q* es la solucién de la ec.(26.3):
20 = q* 4 2 37 2p(n +did) a7l ged "(26.22)

Para realizar una comparacidn con los resultados "exactos'" (obtenidos
numéricamente) /11/ hemos estudiado los 7 primeros estados del hamiltonia
no en un rango de valores grandes de ). Utilizando la nomenclatura de la
ref./11/, los autovalores Enr.a que hemos aproximado con el FV son:
EO,O(IS)’ El,Oi?S)’ E0,1<1P)’ E2’0(3S), E1’1(2P), EO,Z(ID) y E1’2(2D).
Los resultados obtenidos para F(q*) se ven en la Tabla 7.1, para varios
valores de ). Hemos elegido un rango de valores suficientemente grandes,
de forma tal de realizar una comparacidén con las expresiones que apare-
cen en la ref./11/. Los resultados obtenidos son realmente excelentes vis
ta la sencillez de nuestra aproximacidm, ya que ésta involucra solamen-
te los autovalores del problema couldmbico y los autovalores del modelo
de confinamiento lineal en 21 limite semiclasico.

Todos los cdlculos se hin.efectuado con el Programa I para calculadora
programable TI-59P que se ve al final de la obra.

Una atenta observacién a la Tabla 7.1 nos permite extraer las siguientes
conclusiones: i) Tal como podia esperarse la precisidn de los resultados
aumenta con n_., para un valor fijo de %&. Sin embargo es realmente notable
que la condicidn semicléasica parece ser suficientemente precisa ya para
el estado 38 (nr=2, 2=0); para dicho estado el acuerdo es hasta el @Glti-
mo digito que hemos presentado. ii) La precisidén de los resultados dis-
minuye a medida que ¢ aumenta, para n. fijo. Este hecho es 1l6gico ya que
involucra un alejamiento de la condicidn semiclasica n,_>>g. 1ii) Los ve-
sultados son mejores a medida que ) disminuye, para un estado dado, de-
bido a que el funcional posee el correcto comportamiento para x-0.

iv) Para todo 3>0, el MFV predice el correcto ordenamiento de niveles
/16-18/. El ordenamiento de los niveles es de enorme importancia en la
interpretacidn de las transiciones caracteristicas de los espectros de
altas energias, y en consiguiente en teoria de particulas elementales
/12,13/. Es por ende muy significativo que el MFV permita, con extrema
sencillez, aproximar facilmente los autovalores suministrando el ‘orden
correcto. Esta prediccidn adquiere aln mas relevancia si recordamos que
hemos utilizado, para el hamiltoniano (26.15), la aproximacién semicla-
sica, que introduce degeneraciones que son ficticias. Cabe notar que las
conclusiones obtenidas hasta aqui se mantienen para otros potenciales
V(r)=rK con K>1. Podeirr agregar para cerrar esta seccidn, que todos
nuestros resultados nuniricos son cotas inferiores para los autcvalores
exactos; esto dltimu es udebide probablemente a la utilizacidn de inferma-
cibén JWKB. Por otro lado, nuestro resultados ccmplecan y generalizcan el
trabajo de Banerjec /19/, quien obtuvo una sencilla expresidn parz ics
autcvalores del mismo modelo con e¢l ordenamiento correcto. Este autor
utilizd el método de Rayleign-Ritz con una base de funciones escaladzs,
en combinaciféa con nociones de la teoria de regimenes perturbacionales,

para derivar un cierto funcional de los nimeros cuinticos.
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RESULTADOS NUMERICOS (CAP.VII)
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Tabla 7.1

Primeros autovalores del hamiltoniano H=p2+lr-1/r, calculados
con el MFV tomando B=B(JWKB).

Estados
A 1s &) 1P 28 1D 2P 3s 2D

500  139,1%7 201,3  252,5  254,0  300,7  344,0  344,9
(140,6)%)(207,7)  (252,9) (264,5) (304,4) (344,0) (352,0)

125/2 33,0 49,3 61,9 62,7 74,3 85,1 85,5
(33,4) (50,9) (62,0) (65,4) (75,3) (85,1) (87,3)

500/27 13,8 21,4 27,0 27,5 32,5 37,4 37,7
(14,1) (22,1) (27,0) (28,7) (33,1) (37,4) (38,5)

a)
Nomenclatura para los estados segin la ref./11/.

b)
Resultados con el funcional del §.26.

c)
Resultados "exactos" determinados numéricamente; para el estado

1S los resultados numéricos han sido obtenidos en nuestro labo-
ratorio. Para lus restantes estados, los resulvados se han deri-

vado a partir de los de la ref./11/
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CAPITULO VIII

APLICACION DEL MFV A SISTEMAS UNIDIMENSIONALES CON CONDICIONES DE
CONTORNO FINITAS.
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§.27. FUNCIONAL VARIACIONAL Y CONDICIONES DE CONTORNO FINITAS.

T

Los sistemas cudnticos definidos con condiciones de contorno pata va-
lores finitos de las coordenadas, genéricamente denominados sistemas a-
cotados, son de enorme impartancia en diversos campos de la fisica y la
quimica. Es asl que existe una gran cantidad de fenémenos que requieren
para su explicacidén, en forma natural, modelos cudnticos acotados, sien-
do las condiciones de contorno mis usuales las de Dirichlet (CCD) y de
von Neumann (CCVN). Entre dichos fendmenos podemos citar los siguientes,
por su mayor importancia:

(i) Propiedades de la materia altamente comprimida: el estado de los ato-
mos, moléculas o iones presentes en la materia sometida a altas presio-
nes, puede describirse simulando el efecto de las cargas electrdnicas ve-
cinas por medio de una superficie de potencial infinito. En consecuencia
el sistema queda descripto por una funcién de onda que satisface CCD al
anularse sobre dicha superficie. Bajo estas condiciones es posible defi-
nir la presidn que actila sobre la particula considerada, y estudiar 1a
dependencia con la misma de una gran cantidad de propiedades fisicas, co-
mo la polarizabilidad, apantallamiento magnético y desdoblamiento hiper-
fino /1-8/.

(ii) Propiedades electrdnicas de los metales: en la teoria de sdlidos de
Wigner y Seitz la funcidén de onda que describe el movimiento del electrdn
satisface las CCVN sobre la superficie que limita a un cierto volumen
atdmico /9-12/. Cabe comentar que algunas otras propiedades de sdélidos,
como es el caso de propiedades térmicas o de transiciones de fase de se-
gundo orden pueden ser descriptas mediante ciertos modelos simples con
CCD /13-16/.

(iii) Aplicaciones en astronomia: existe una variedad de fendmenos de in-
terés astrondmico que pueden explicarse mediante modelos o ecuaciones
caracteristicas de los sistemas acotados. Entre ellos podemos ncmbrar a
la transformacidén protdén-deuterdn como fuente de energia en estrellas
densas /17/, propiedades electrdnicas en estrellas enanas blancas /18/,
teoria del escape de¢ estrellas de cimulos galdcticos /45/, etc.

Existen otros fe. .nenos, ademas de los nombrados, que también pueden
estudiarse mediante a utilizacidn de sistemas acotados y scobre este pun-
to se remite al lector interesado a las muy completas recopilaciones rea-
lizadas en las refs./19/ y /20/.

Varios modelos han sido estudiados para describir los sistemas acota-
dos, entre los que podemos nombrar al atomo de hidrogeno limitado por un=
superficie impenetrable esférica /1-7,21-36/, penetrable /7,37/, y de
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forma diferente a la esférica /38-40/, as{ como también el &tomo de hidrd
geno acotado y sometido a campos externos /41-43/. También han sido
estudiados otros modelos como el oscilador arménico acotado /13-15,17,
18,36,44-56/, los osciladores multidimensionales isotrdépicos /36,57/, os-
ciladores cudrticos acotados /58/ y potenciales lineales unidimensiona-
les acotados /16,59-61/. Asimismo se han desarrollado algunos modelos

mids complicados, constituidos por atomos plurielectrénicos y moléculas,
confinados en recintos con diferentes condiciones de contorno /62-69/.

Todos los mqdelos antes mencionados han sido estudiados mediante la
aplicacidén de diversos métodos aproximados. Entre ellos tenemos el méto-
do variacional de Rayleigh-Ritz, el método semiclasico JWKB, la integra-
cidén numérica de la ecuacidén de Schrédinger y los métodos de naturaleza
perturbacional. Una revisidén eompleta de los mismos puede consultarse en
la ref./20/ (y las referencias citadas alli).

Nuestro interés es mostrar la utilidad del MFV para tratar los siste-
mas acotados, y derivar expresiones analiticas sencillas para las auto-
energias de los mismos. Desde el punto de vista tedrico resulta asimis-
mo de gran interés la aplicacidén del MFV a los sistemas acotados, ya que
el formalismo debe ser adaptado a las condiciones de contorno finitas.

En el §.19 mostramos cémo el TV y el THF jugaban un papel fundamental
en la determinaecidén de un funcional variacional, que aproxima los autova-
lores de ciertos sistemas cuanticos. Para analizar los sistemas acotados
el punto de partida es similar, con la particularidad de que el TV adop-
ta una forma diferente. Es conocido que el TV posee la misma expresidn
para los sistemas definidos con CCD y CCVN con deformaciones isotrodpicas.

Este es (ver también §5.3):

- 2 <T> 4+ <wVW> = 3 @ %% , (27.1a)
1%‘_

v = r .V . (27.1b)
n=1n n

donde v es el operador virial asociado al sistema de N particulas, T y
V son respectivamente los operadores de energia cinética y potencial, E
es el autovalor correspondiente al estado en el que se calculan los valo-
res medios, y @ es el volumen de espacio de configuraciones al que estin
confinadas las particulas. Para las deformaciones isotrdpicas @ depende
s6lo de un Unico pardmetro. Las condiciones de contorno se verifican so-
bre la superficie que limita a .

El miembro derecho de la ec.(27.la) se anula en una condicidn que po-
mos denominar ccmo macroscdpica y que corresponde a:

1im  (22E) = ¢ (27.2)

{10 a8
Sin embargo dicho término {que corresponde al virial de las fuerzas de
vinculo introducidas por las condiciones de contorno finitas) es en gene-
ral no nulo, lo que nos introduce una diferencia respecto del tratcamien-
to realizado en el 5.19. Por consiguiente, nuestro primer problema =s



-179-

reformular el teorema 19.1 para esta nueva clase de sistemas, de forma
tal de utilizarle como punto de partida para construir el funcional varia
cional. Por simplicidad nos restringiremos al caso en que la superficie
que limita al volumen @ sea una esfera de radio r_, en cuyo caso el TV
adopta la forma siguiente:

[}
H
I

=2<T> + <y{y> 9F . r =(3Q/43)1/3 (27.3)
0 Bro o

Con esta definipién el teorema 19.1 puede extenderse de la siguiente ma-
nera:

Teorema 27.1: Sea T(ﬁ,ro) un funcional de grado -2 en q=}lql| ¥y )
~ - a2
T(ag,ar ) = a T(q,r ) , (27.4)

siendo q un vector N dimensional, y sea 6(&) un funcional exclusivamente
dependiente de q. Entonces el funcional F(ﬁ,ro) definido por:

F(a,ro) = T(a,ro) + V(Q) (27.5)

satisface relaciones similares al TV y THF cuando F toma un valor extre-
mo en el espacio de configuraciones.
Demostracidn: La demostracidén sigue un argumento similar al utilizado pa-

ra el teorema 19.1. Partimos de la relacidn siguiente:

-

q.VF + rO%% = q.VT + q.VV + rO%% . (27.6)
8] (9]

que, utilizando (27.4) y el teorema de Euler para funciones. homogéneas,
nos permite excribir:
oF it - e

q.VF + oy - 2T +q.W (27.7)
8]

Si el vector q se elige tal que F sea un extremo en el espacio de confi-

guraciones:

k23 -q%) = =
(aqi)(qi—ql) 0 * 1 1929°"9N ’ (27.8)

obtenemos en la ec.(27.7) el siguiente resultado:

JoF — —- - H: 1%y - o -
ro(ﬁ?o)(q—q+) = -2 Tln ,ro) + {q. W) (q=q*) , (27.9)

donde q*=jla*|[, v ﬁ*:qu qg,...,qﬁ). Comparando las ecs.(27.3) y (27.9)
es fadcil concluir que F satisface una relacidn similar al TV, jugando el
papel del autovalor

Analicemos la depundencia de F con cualquier parametro a que esté con-

tenido explicitamente en el funcional:
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N
af _ (aF aF lﬂ .
e (aa)q + Il(aq Y ( i) (27.10)

Aplicando la condicién (27.8) obtenemos:
@5 (qmq*) = &E 5 Jama (27.11)

ecuacidn que, por lo visto en el Cap.VI, es similar al THF.*

Es importante potar que el teorema no nos permite construir un Gnico
funcional a partir del THF y TV, sino que dado un funcional con ciertas
propiedades, nos asegura en qué condiciones se satisfacen el TV y THF.
Comparando los teoremas 27.1 y 19.1 es claro que las condiciones de con-
torno finitas introducen como ‘diferencia en el funcional una dependencia
explicita con r,- En el teorema 27.1 hemos elegido dicha dependencia tal
que T fuera una funcidén de grado -2 en q y r,. Sin embargo existe una al-
ternativa diferente para formular el funcional szisfaciendo el TV, y

que se presenta en el siguiente corolario:

Corolario 27.1: Sean f(a r, ) una funcidn de grado =2 en q=l]a|| Y Tor ¥

V(q L ) una funcién de grado menqy r . Entonces el funcional

F= T(q r )+V(q,r ) extremado respecto de q, satisface el TV y THF en for-
ma 31m11ar a como lo hacen los autovalores del hamiitoniano H=T+V (defi-
nido con CCD o CCVN), siendo V una funcidn homogénea de grado m en las
coordenadas.

Demostracién: La demostracidn es similar a la seguida en el teorema 27.1.

Simplemente debe tomarse en cuenta que en este caso:

- F o ior e 2 L e N L T my %
q.VF + roaro = q.9T + roaro + q.Y + rOaro = =2T + mV .* (27.12)

Los dos teoremas anteriores nos permiten extraer la siguiente conclu-
8idn préctiha para la construccidn del funcional: si el hamiltoniano,
cuyos autovalores se desean aproximar, posee términos con homogeneidad
definida, entonces el funcional variacional deberid poseer términcs simi-
lares que sean funciones homogéneas del mismo grado.

El teorema 27.1 nos permite construir diversos funcionales para des-
cribir sistemas acotados, con la restriccidn impuesta a la forma de T.
Utilizando la hipdtesis del teorema, una expresidén bien general para el

funcional T seria la siguiente:

- A B Ay Ay As
Teg* 7 * I T2 2" » 45T, (27.13)
o T q q -r, (q-r

Para realizar cualquier calculo, y verificar asi la utilidad de la exten-
sién del MFV .ju=2 se presenta en este paradsrafo,; es necesario truncar el
desarrolle (27.13). Tlustraremos este puntc mediante un ejemplo especifi-

co que nos permitira fijar ideas.
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Ejemplo:

Consideremos como ejemplo de aplicacién al oscilador unidimensional
arménico acotado /7,13-15,17,18,36,44-56/ que, por ser un modeio relati-
vamente sencillo ha sido ampliamente utilizado para verificar la practi-
cidad de diferentes métodos aproximados. Creemos, sin embargo, importan-
te recordar al lector que el modelo del oscilador arménico acotado no es
trivial, en el sentido que no se conoce la solucién analitica de la ecua-
cidén de Schrddinger.

El modelo estéd descripto por el siguiente hamiltoniano:

H = P2 + sz » 220, -x0/2 < X < x0/2 s (27.14a)

con las condiciones de contorno de Dirichlet para sus autofunciones Y
v (-x4/2) = Y (x,/2) =0 (27.14b)

Los autovalores E > que deseamos aproximar mediante un FV, satisfacen

las siguientes propiedades asintdticas:

1im E_ = (2n+1)a1/2 | (27.15a)
x°+w

2 2
1im E_ = D77 L 0.1,2.... , (27.15b)
A=>0 n xg

correspondientes, respectivamente, a los autovalores del oscilador armé-
nico no acotado y a los autovalores del modelo de la particula en la
caja.

El funcional mas simple que podemos construir satisfaciendo €l teorema
27.1, debe incluir tres términos en la representacion funcional de la e-
nergia cinética, T. Para mostrar las propiedades mas importantes del FV,

hemos expresado al mismo de la siguiente manera:

_ A B . C 2
Fq,x ) = ;3 - E§6+ 7 + 2~ , A,B,C>0 (27.16)
o]

El funcional (27.16) ha sido construido utilizando la representacidn
mas simple para el término v, segin lo discutido en el §.22. La explica-
cidén para los signos elegidos en la ec.(27.16), asi como la necesidad de
considerar por lo menos tres términos en la ec.(27.13), se harid eviden-
te a continuacidén. Por sencillez consideraremos que las constantes &, B
y C s6lo dependen de n, y no de A o X

La condicidon de extrewnc para F(q,xo) nos conduce a:

Aq*4 + Bg* _ A =20

D ar .

L k1Y

(27.17)

ecuacidén que determina ¢l valor de q* para cada >, en funcidén de A vy B.
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Dado que gq* puede relacionarse con una desviacidén cuadritica, tenemos
que q*e(O,xo); en consecuencia, la ec.(27.17) para 2=0 nos asegura que
A y B deben poseer el mismo signo, lo que explica la eleccidn hecha en
la expresidn (27.15).

Introduciendo (27.17) en (27.16) obtenemos el valor de F(q,xo) en su
extremo, que facilmente puede demostrarse que es un minimo:

* - - B C 2
F(q ,xo) E;;a; + " + 2)q* (27.18)
o

e

La ec.(27.18) constituye, merced al teorema 27.1, una razonable aproxima-
cién al autovalor En. Por consiguiente, las constantes A, B y C pueden
determinarse aplicando las propiedades asintdéticas (27.15a) y (27.15b)

al minimo F(q*,xo).

Para aplicar la condicidén (27.15b), partimos de la ec.(27.17):

Lim q* - Hx, (27.19)

que introducida en la ec.(27.18) nos da:

2
1im F(q*,x ) = S=B /44 (27.20)
A+0 X, ,

Finalmente igualando las ecs.(27.15b) y (27.20) obtenemos una relacidn

entre las tres constantes y los nimeros cuinticos:

C-B/4A = (n+1)%n (27.21)

La ec.(27.21) nos demuestra la necesidad de introducir una tercera cons-
tante C>0. Para determinar completamente las tres contantes, necesitamos
introducir dos relaciones adicionales que sean satisfechas por los auto-
valores exactos. Una de ellas es provista por la ec.(27.15a); para uti-
lizarla partimos de la ec.(27.17):

1fm g* = (a/0)1/% (27.22)
xo—Pm
que reemplazada en la ec.(27.18) nos permite obtener:
lim F(g*,x) = 2 Oa)l/2 (27.23)
X =0
0
Igualando las ecs.(27.23) y (27.15%4), obtenemos la constante A:
2 . _
A= (n+l/2) . (27.24)

que presenta una dependencia cuadrética con los nuimeres cuinticos, tal
como se vid en los Caps. VI y VII. Es importante notar que la presencia
de las CCD se manifiesta en el funcional en la necesidad de usar un ma-
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yor nimero de constantes, respecto de las discutidas en los paréagrafos
anteriores. En consecuencia, las dos propiedades asir:5ticas no son sufi-
cientes para determinar todas las constantes incluidas en el funcional,

y se debe recurrir a otra fuente. Una relacién partictlarmente Gtil es

la que deviene de la TPRS en A, y que hasta el primer orden nos da la
siguiente expresidén para los autovalores /56/:

2
2.2 x
. (n+1)%m o (1 2 2
En —xz— t (g - m);\ + 0(27) (27.25)
o )

Para utilizar la relacidn anterior necesitamos desarrcllar el funcional
F(q*,xo) en serie de i; a tal efecto, partimos de las ecs.(27.17) y (27.
19), que facilmente nos permiten obtener:

4

q* = %% X, - éﬁ%_xxg + o(Az) (27.26)

Introduciendo (27.26) en (27.18) y reteniendo los tér—inos hasta el pri-
mer orden en X encontramos:

F(q*,x ) = = {C EE}  BA L2 A2 (27.27)
Q°,x,7 = ;7 T 4A 7 %o + 0(27) .
O

Si ahora igualamos término a término las ecs.{(27.27) v (27.25), los dos
primeros de ambas ecuaciones nos conducen a la ec.(27.21), enkanto que

al igualar los segundos encontramos:

2
4A 1 6

-4 - } (27.28)
g2 12 (n+1) 202

Las ecs.(27.24) y (27.28) nos proporcionan la constante B en términos

de los nimeros cuanticos:

B = 4(n+1)(n+1/2)% {372/ ((ns1)2a% - 6) /2 (27.29)

?

y finalmente la constante C se obtiene introduciendo (27.24) y {(27.29)
en la ec.(27.21):

2
C = (n+l)2ﬂ2 {1 + 12 (I'12+1/2) }

5 (27.30)
(n+1)n” - 6

El procedimiento seguido mas arriba, y cue ha tcnado como ejemplo al os-
cilador armdénico acotado, nos permite contar ¢om una representacidn ruzo-
nable para los autovalores ya que F(q*,xo) satisZace el THF y TV para
sistemas acotades, y ademds posee el cr—portamisnto correcto para <<l
(TP hasta el primer orden) y para X

Nuestro tratamiento debe considerarse ::7o mer.-znte formal, esto s,
como una implementacidn practica del te-rema 27.1, ya que es la extensidn
16gica del teorema 19.1. En la seccidn :iguien:t: veremos una diferernce
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formulacidén mucho mids conveniente para realizar calculos en sistemas
acotados con CCD.

Pese a la variada informacidén que hemos introducido en el funcional
anterior, no hay en ella nada que nos permita asegurar que se satis-
facen ademads otras propiedades, como por ejemplo que el signo de
(3F(q.xo)/3xo)q(q=q*) coincida con el signo de 3E_/3x_ para todo E ¥y X,.
Tenemos asi que para los sistemas con CCD, un resultado riguroso nos
dice que 3E /3x_ cumple la siguiente proporcionalidad /19,54/:

1 Wg(xo)z <0 (27.31)

que ef un caso particular de las ecs.(3.25). La relacién anterior posee

una importancia muy grande ya que puede vincularse a la presidn que man-
tiene confinado al sistema cuintico. Por ejemplo, para un sistema tridi-

mensional tenemos /1/:

= - 2En
Podemos verificar rapidamente que el funcional (27.16) no permite apro-
ximar en forma correcta a la presién.del sistema. Utilizando el teorema
27.1 y las ecs.(27.16), (27.17) y (27.21), es inmediato deducir:

AElaxa)) (q-q0) - B4 x>0, x>l (27.33%)
(o]

(SF(ga;(XD))q(q=q.k) _ _2,"2 (n+1)2 K;3 < 0, X0<<l , (27.33H)
o

lo que nos asegura que la derivada posee al menos un cambio de signo pa-
ra x finito. Debido a esta deficiencia que presenta nuestro procedimien-
to, no insistiremos en su aplicacidén. No obstante, es importante tener
presente que un defecto similar al discutido aqui se presenta en otros
métodos reportados en la bibliografia para estudiar a los sistemas acota-

dos /36/.

Llegados a este punto creemos conveniente hacer un pequeno comentario
de tipo general. Debe xesaltarse que, desde el punto de vista tedrico, el
tratamiento presenta una importante novedad respecto de todo lo que he-
mos discutido hasta aquii'fh incorporacidn de la TPRS al FV. Este resul-
tado configura el primer =230 en uno de los problemas que habian atraido
nuestro interés al comie , esto es, la combinacidén de desarrollos en
serie, cuya sumaz se dese: =:-!'cular, con funciones aproximadas construi

das a partir de propiedade .analiticas conocidas del problema en cuestidn.
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§.28. FUNCIONALES PARA PROBLEMAS CON CONDICIONES DE CONTORNO DE
DIRICHLET.

En esta seccidn desarrollaremos un formalismo diferente del discuti-
do en el §.27, que nos permitird aplicar con éxito el MFV a los sitemas
con CCD. El método ha sido presentado recientemente por nosotros /73/,
pero el presente tratamiento es mucho mas detallado. Como lo mostrare-
mos a continuacidn el métoda nos permitira obtener resultados coherentes
desde el punto de vista fisico, a diferencia de lo que sucede con otros
métodos recientemente aplirsdos a los sistemas -acotados /36/.

Procederemos en forma inductiva para obtener el nuevo funcional. A
tal efecto consideremos el siguiente hamiltoniano unidimensional:

H(g,Ax) = p2 4 gxzm + szK s 2,8 >0 , m¥K , =xeR , (28.1)

con su ecuacidén de Schrddinger asociada:

H(g,A)Wn(x) En(g,h)wn(x) (28.2)

Convenientemente redefinimos el parametro ) de la siguiente manera:

A = x;ZK : (28.3)
con 1o cual el hamiltoniano (28.1) del oscilador generalizado se traus-

forma en:

H(g,\) = filg,x) = p° + gx’™ + (x/x )k (28.4)

El hamiltoniano (28.4) satisface una relacidn de dilatacidn (Apéndice A)

que nos serd de utilidad.pusteriormente:

X 2K/ (KeD) g2 (myDK/ (K1) (28.5)

ﬁ(g,xo) = X

Ahora bien, cuando g=0 abtcnemos en (28.1) un oscilador anarmdnico de
tipo 2K puro. Dicho cscilader puede ser iransformado en el modelo de 1la
particula en la caja de longitud 2x , tomando en cuenta que:

X 0, si !x|<xo
1im (;: ) =
K+ o o, si |x|>x0, x0>0 (28.6)

Utilizando la ec.(28.6) y la relacidn de dilatacidén (28.5), la ecuacidn
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de Schrddinger (28.2), con g=0, se transforma en:

{(1itm H(o0, Xg )}w (x) = x;Z (1tm E_(0,1)}y (x) , -(28.7a)

Keo K+eo

donde ahora la autofuncién wn(x) satisface:

Yo x) =0, |x|>x, (28.7b)
y el autovalor es:
2 2
lim E _(0,1) = (n+1)° I (28.7¢)

Koo

Las ecuaciones anteriores nos aseguran que, al tomar el limite K->« , los
autovalores de H(g,A) con condiciones de contorno triviales, se transfor-
man en los de H(g,0) con CCD en x=tx . Esta propiedad es de importancia
fundamental, y nos proporciona el punto de partida para obtener los au-
tovalores de H(g,0) -con CCD mediante el MFV.

Sea entonces F( ) el funcional variacional asociado al oscilador gene-
ralizado deflnldo por el hamiltoniano (28.1) con condiciones de contor-
no triviales. De acuerdo a lo discutido en los §§.22 y 23 dicho funcio-
nal se puede escribir como:

) _ A 2m 2K
Fn = ;j + anq + (q/xo) , (28.8)

donde hemos introducido la funcién Bn mediante los argumentos semicliasi-
cos vistos en el §.22. Por simplicidad consideraremos a Bn COmo una cons-
tante dependiente sdlo de n.

Aplicando el teorema 19.1 al funcional (28.8), sabemos que el FV satis-

face el TV y THF si q* se elige en el extremo de F(K)

(K) -
(ggn__)(q “*) = 0, mBngq*(2m+2) . KvaKq*(2K+2) A -0,
0 < q*< X, (28.9)
En estas condiciones, ( )(q*) es una aproximacién a E_{(g,}), con A

dado por la ec.(28.3). Para obtener ahora una razonable expresidn que
aproxime a los autovalores En(g,O) del sistema acotado con CCD, debemos
tomar el limite K+ segun surge del analisis hecho mas arriba. Dicha a-
proximacidén puede simbolizarse por Fn’ y esta dada por:

(K)

F = lim F_""(q*) (28.10)

n K+oo

Podemos verificar ahora que el funcional F, satisface el TV para siste-
mas con CCD (ec.(27.3)). Por aplicacidén del teorema 19.1 al funcional
(28.8), encontramos que FéK) depende paramétricamente de X, de la siguien

te manera:



F(K) plK) 2K+1

(A0 —) (q=q*) = (2Zn—) q(a=a%) = - 2K g2 /x2 (28.11)
Xo Xo
Si ahora introducimos las siguientes funciones:
= A 9 2 ~ 2K
T=—, V(g) =g B q o W(q) = (q/xo) . (28.12)
q

(K)

y apelamos al teorema 19.1, que nos asegura que F_ satisface el TV para

sistemas con condiciones de contorno triviales, encontramos:
-2 T(q*) + g% ( {V(q)+W(q)})(q q*) = 0 (28.13)

Introduciendo la ec.(28.11) en (28.13), el TV adopta la forma siguiente:

- (K)
-2 T(gq*) + q* (2 )(q q*) = x (8B—)(q=q*) , (28.14)
O

de la que se deduce el TV para sistemas con CCD al tomar el limite K-+=
La ec.(28.11) nos revela claramente la ventaja que representa este
formalismo respecto del discutido en el §.27, ya que obtenemos BF( )/axo
<0, para todo K. En consecuencia, tendremos una presidén positiva para
todo valor de X finito. Por otro lado, obtenemos el resultado correcto

para el sistema no confinado:

(K)

lin (3n—) = 0, para todo K (28.15)
X oo C
o

Las ecs.(28.11) y (28.15) nos muestran que el funcional F verifica no
s6lo el TV con CCD y el THF, sino que ademads posee la dependencia correc-
ta con X . Tal como lo discutimos, esta Ultima propiedad es mas dificil
de aproximar.

El razonamiento seguido mas arriba se ha servido de un ejemplo, de
forma tal de sugerir cudl es el camino apropiado para disefiar un funcio-
nal variacional adaptado a las CCD. La informacidén que hemos recolectado
nos permite ahora obtener un resultado general para los sistemas acota-
dos de muchas particulas, cuya importancia en diversos campos de la fi-
sica se comentd en el §5.27.

Consideremos entonces que estamos interesados en aproximar los autovalo-

res del siguiente hamiltoniano:

1525

H = p% + V() r=(r],1,, Ty py=-i¥, (28.162a)

i=1
que describe N particulas confinadas dentro de una esfera de radio L

WY = E v, v ([E i) =0, i=1,2,...,N (28.16b)

En relacién a este problema, nuestro principal resultado aparece en el
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siguiente teorema:

Teorema 28.1: Consideremos el funcional F(Qq) T(q)+V(q)+W(q)s tgl que
T(q) sea una funcidén homogénea de grado -2. Si la funcién W(q) es:

AR LI ST .-
Mo L&) e @, v Ay » 937(94709520953)
q=Ila;ll »  i=1,2,...,N, K0 (28.16¢)

entonces F(q) satisface el THF y el TV para sistemas acotados en el limi-
te K+» , si es un extremo respecto de las variaciones en q;°

ATy (qy=a) = 0, i=1,2,...,N. (28.17)
b

Demostracidn: La demostracidn es similar a la del teorema 19.1. Conside-

remos que X es un parametro cualquiera contenido en el funcional; en con-

secuencia sabemos que se cumple:

aF(q) _ (3F(g))q v vF(5. 28

2A A A * v =(v1’v29---’vN) (28.18)

Utilizando la hipétesis def teorema (ec.(28.17)), obtenemos de la ecuacién
anterior una relacidn similar al THF:

IF(Q) _ _ (3F(q) —q*
(5 (qy=a¥) = (=3 ) €239 (28.19)

Para demostrar que se satisface el TV para las CCD, utilizamos un caso
particular de la ec.(28.19) tomando l=r0. El funcional depende explicita-
mente de r, a través del término W(q), entonces:

e (ag=ap) = (Egéﬂl)q‘qi=q§) = - 2uan (28.20)
o o

Por otro lado, en la condicién de extremo para F(g) se verifica que:

g*. (NT)(g=q*) + q*.(VV)(g=q*) + q*.(W)(gq=q*) = 0 (28.21)

Si ahora tomamos en cuenta que T y W son funciones homogéneas de grado
-2 y K, respectivamente, y utilizamos la ec.(28.20), la ec.(28.21) nos

conduce a:

_ro(ﬁggsl><a=a*> = -2 T(F) + g*. (V) (G=q*) (28.22)
o

Finalmente al tomar el limire K+ en la ec.(28.22), introducimos la
CCD:

q? “r, , para todo 1, (28.23)

ya que W(q) se transforma en un término infinito para qi>ro. En esta
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condicibn, la ec.(28.22) es idéntica al TV para un sistema con CCD.*

Es interesante notar que existen otras posibles elecciones para la fun-
cién W(q), que verifican también el teorema 28.1. De hecho hay infinitas
funciones W(q) que poseen la propiedad de tender a cero si q<r ¥ tender
a infinito si QT . Veremos a modo de ejemplo otra posible eleccidn de
W(q) que nos conduce a un resultado similar al que ya estudiamos.

Consideremos nuevamente el problema consistente en aproximar a los au-
tovalores de H(g,0), con CCD en x (ecs.(28.1) y (28.4)). Proponemos
ahora el funciodnal siguiente:

(j) An 2m qn
F =o' ==+ gB q"" + j tge , 6= (28.23)

La variable q del funcional puede ser relacionada a una desviacidn cua-
dratica (§5.22 y 23) y, en consecuencia, se cumple q>0. Observemos, por
otro lado, que si q<x, al tomar el limite j-+0 se anula el tercer térmi-
no del funcional, el.cual es ademds singular em gq=x_. Esto nos sugiere
que, al tener jtge las propiedades requeridas para W(q), F;j) podria
describir un sistema acotado con CCD al tomar j=+0. Dicha cajetura puede
ser rapidamente verificada observando que cuando j,g-0, FnJ)'nos permite
obtener los autovalores del modelo de la particula en la caja.

A tal efecto partimos de la condicidn de extremo del FV para determinar

el valor de q cuando g-0:

3) .. i
lim (ﬁ‘;—nq—)(q=q*) = -2 4 1in ¢*"2 + 4T 1in cos™6 = 0, (28.24)
g=0

Si ahora tomamos j+0, para tener un resultado finito para q* se debe
cumplir la siguiente relacidn en el segundo término del miembro izquier-
do de (28.24):

1im 1im cos9 = 0 , luego: 1lim lim q* = x (28.25)
j=0 g-0 j=0 g-0 ?

Esta relacidn nos revela el papel que juega el término jtg®, que es quién
permite confinar los valores de qf al intervalo lO,xOI.

Expresando ahora a la tg6 en términos de q*, utilizando la ec.(28.24),
encontramos para el minimo del funcional el siguiente resultado:

A
lim min F(3) = By g1/2 (A, o gyl2 (28.26)
g»0 (q) q* nq*

que finalmente, mediante la ec.(28.25), se transforma en

ot

1im 1lim min F(j> =
j=0 g~0 (q)

(28.27)

iN
C Mo

La ec.(28.27) nos da los autovalores de la particula en la caja, si ia

constante An se elige:



-190-

A - (n+1)%4%/4 (28.28)

En resumen, nuestra aproximacidén a los autovalores correspondientes a las
autofunciones de H(g,0) que satisfacen CCD, queda representado por:

F = 1fm min F3) (28.29)
N §+0 (@)

cumpliéndose que para g>0, q*elo,xol. Podemos verificar ademas que este
T

nuevo funcional permite definir una forma correcta a la presidn:que man-

tiene confinado al sistema cudntico. Para ello, calculamos la siguiente

derivada:

(3) A .

JF — {.7 _n 2m-1  7j -2,v,99, _ j® -2

—;ﬁ;— {-2 ;3 + 2mg B q + 7, cos "8} (35p) %, cos "0 ,

(28.30)
e introducimos luego la condicidn de extremo de F;j):

apsd) e -2

(=52—)(g=q*) = - 1= cos™“6.< 0 , para todo j20 (28.31)
o o

La conclusidn que extraemos de €28.31) es similar a la que obtenemos de
la ec.(28.11). Finalmente, utilizando la ec.(28.31) podemos encontrar,

como podia esperarse, el TV para el sistema con CCD:

(3) A
OF | X2
R THE (-4 - 2 — ¢ I gt m (28.32)

Tomando el limite j*0 en la ecuacidn anterior se obtiene el TV en la for-

ma requerida.
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§.29. OSCILADOR ARMONICO ACOTADO: APROXIMACION DE LOS AUTOVALORES
MEDIANTE EL MFV.

b

En este paragrafo aplicaremos el formalismo desarrollado en el §.28
al modelo del oscilador armdénico acotado con CCD /13-15,17,18,36,44-56/:

2

H=p" + x2 , Xe|-x (29.1a)

X _|
O (o]
HWn(x) = En?n(x) . Wn(ix0)=0 (29.1b)

El modelo en consideracidn no posee solucidn analitica, esto es, no
existe una expresidn explicita o implicita del autowvalor En como una
funcidn de Xge Se ha empleado toda una serie de técnicas aproximadas pa-
ra resolver la ecuacidn de Schrddinger (29.1b) entre las que podemos
mencionar las siguientes: i) solucidn de la ecuacidn diferencial desarre-
llando a la funcidn de onda en serie de potencias de la coordenada, de-
sarrollo que por otro lado coincide - ton el de la funcidn hipergeométrica
confluente /45,48-52/. Este método permite obtener buenos resultados nu-
méricos pero no provee expresiones analiticas aproximadas. ii) método
JWKB /49/, que proporciona expresiones analiticas. iii) aproximacidn de
los autovalores por medic de la TP. El método perturbative ha sido apli-
cado resolviendo las ecuaciones diferenciales que plantea la TP /47/, ob-
teniendo las correcciones perturbativas a partir de desarrollar en serie
de potencias a los coeficientes de la ecuacidén hipergeométrica confluen-
te /15,50/ y mediante el método perturbativo hipervirial /36,54-56/.

La aplicacidén del método perturbativo ha sido complementada con algunas

técnicas simples de suma como el método de los aproximantes de Padé /53¢
o el de la cotangente hiperbélica de Vawter /36/ Los resultados obteni-
dos mediante el método perturbativo hipervirial son suficientemente pre-
cisos en un amplio rango de valores de X s por lo que los tomaremos como
"exactos" para nuestras necesidades.

Para aplicar el MFV partimos del funcional (28.8), tomando m=g=1.
Tenemos asi el funcional v iacional:

& 2

(K) n , 2K \
Fooo= —5 4+ Ba® tefx)T (29.2)

y la correspondicnte aproximacidn a los autovalorcs:

F o= iim FoN g (29.3)
D oyye W
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(K)

El valor de q* en el minimo de Fn

esta dado por:

4 -2K_, (2 .
AL = B g+ + K x %Kqr(ZKeD) (29.4)

n
en términos de las constantes A, Y B, que debemos determinar para efec-
tuar algin célculo. A partir de los discutido en los §§.27 y 28, pare-
ce conveniente determinar A con el espectro de autovalores de la parti-
cula en la caja (esto es, cuando xo+0) y a Bn con el espectro de autova-

lores del oscilador arménico (esto es, cuando x_-+=).

(k3 en términos de q* utili-

Para determinar An, escribimos el minimo de Fn

zando la ec.(29.4):

(K) _ 2 %) 2K
F o '(q%) = 2B q*° + (K+1) (gg) (29.5)

Cuando K>>1 y x0<<1, el comportamiento asintdético de q* es el siguiente
(ec.(29.4)):

(29.6)

]

2K ;117 (2K+2)
*
q* > (A x_ /K)

que introducido en (29.5) nos da el comportamiento asintdtico del funcio-

nal:

min F(K) + (K+1) x_ZK (A xZK/K}K/(K+1) (29.7)
(q) n (8] no

Finalmente tomando el limite segln la ec.(29.3) encontramos el siguiente

resuitado riguroso:

. 2 .
ilfo X Fn = An (29.8)
o

Para que el funcional nos dé los autovalores de la particula en la caja

debe ocurrir:
A = (n+1)%n2/4 (29.9)

resultado que coincide «<on la ec.(28.28), obtenida mediante un procedi-

miento diferente.
Para determinar la consftante Bn, partimos nuevamente de (29.4) de don-
de obtenemos el siguiente comportamiento asintdtico:

j1/4

q* - (An/Bn , K>>1, x0>>1 , (26.10a)

que introducido en (29.5), y éste en (29.3), nos da:

. _ 1/2 =y
iLTm Fn = 2 (Aan) (29.13b)

o



~193-

El miembro derecho de la ec.(29.10b)debe ser igual a (2n+1) para obtener
la correcta correspondencia del FV con los autovalores del oscilador ar-
ménico no acotado, y por lo tanto nos proporcicna la constante'an

- 2n+l (2
Las ecs.(29.3),(29.4),(29.5),(29.9) y (29.11) nos permiten realizar
el célculo numérico de F, para distintos valores de n y x . Dado que el
paso al limite (29.3) debe efectuarse numéricamente hemos realizado la
siguiente prueba: si tomamos en cuenta que, al ser q*<xo. se cumple:

1fm  (q*/x )X -0 (29.12)

Kow

tenemos una expresidén alternativa para Fo:

A 2
P —0 g B_q* (29.13)

n q*2

que es rigurosa cuando K»=, La ec.(29.13) provee una forma diferente pa-
ra calcular F_ respecto de la que resulta del par de ecs.(29.3) y (29.3).
Dado que ambos procedimientos deben dar el mismo resultado para K=o,
hemos determinado numéricamente qué valores deben darse a K hasta lograr
coincidencia para F dentro de .una precisién preestableciada. La Tabla
8.1 muestra los resultados obtenidos tomando n=0 y x0=1, como ejemplo.
El programa utilizado, para calculadora programable TI-59P, se ve al
final de la obra (Programa II). Una observacidén de la Tabla 8.1 nos reve-
la que K=106 es un numero suficientemente grande como para realizar todos
nuestros céalculos.
Para estudiar las propiedades del funcional F (ec.(29.3)) gemos gal-
y 10

para verificar la convergencia de los resultados, segin el procedimiento

culado los tres primeros estados, n=0,1,2, utilizando K=105,10

que explicamos mas arriba. Los autovalores obtenidos se presentan en la
Tabla 8.2 para diferentes valores de X s Y son estables hasta la Qltima
cifra reportada. Hemos agregado en dicha tabla los resultados de Fernin-
dez y Castro /54,56/, a modo de comparaciédn.

La Tabla 8.2 nos revela que nuestros resultados son una cota inferior
para los "exactos'", en todo el rango de valores de X, s Y que ademas tien-
den demasiado rapidamente gl limite del oscilador arménico. Tal como po-
dia esperarse, nuestros resultados presentan un error porcentual relati-
vo mayor en la zona de valc-es intermedios de X debido a que en el FV
no hemos introducido ningt. + informacidn sobre ese rango de valores de
X, - Lo que si debe resalta e de nuestro tratamiento es que la dependen-
cia de F, con x  es aproxli adamente la correcta, poniendo asi de mani.-
fiesto que el MFV logra describir la parte méc importante de la depen-
dencia del autovalor E con x_. Dada la sencillez del procedimiento
que hemos seguido, creemos que el mismo constituye yna simple y direc:a

alternativa frente a otros métodos de mas dificil implementaci®n como
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el JWKB, el de los aproximantes de Padé y el de la cotangente hiperbdli-
ca.

Creemos oportuno recordar que en este paragrafo se ha utilizado el os-
cilador arménico como un ejemplo de aplicacién el MFV en su versidn més
elemental (An y Bn constantes), pero nuestro tratamiento es aplicable a
un gran numero de problemas diferentes.
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RESULTADOS NUMERICOS (CAP.VIII)
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Tabla 8.1

Estudio de la convergencia del funcional F;K) para el oscilador
armdnico acotado (CCD), en el limite K-+=.(A modo de ejemplo se ha
considerado n=0 y x_=1)

K Fn/2 a) ® Fn/2 b)
102 1,3414 1,3291
103 1,2927 1,2915
10% 1,28547 1,28535
107 1,28450 1,28449
10° 1,28438 1,28438
10’ 1,28437 1,28437

a)
Calculado con la ec.(29.5).

b)
Calculado con la ec.(29.13).



Tabla 8.2

Tres primeros autovalores del oscilador armdnico acotado con CCD.

a)

b)

0 0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00
2,25
2,50

1 0,50
1,00
1,50

2,00-

2,50
3,00

2 0,50
1,00
1,50
2,00
2,50
3,00

Resultados obtenidos mediante el MFV (§.29),

a)
Fn/2

4,9475
2,2217
1,2844
0,8687

0,6623.

0,5580
0,5111
0,5000
0,5000

19,768
5,0488
2,4497
1,6896
1,5020

1,5000-

44,649
11,244

5,2514
3,3387
2,6561
2,5000

-199-

b)
E /2

4,95113
2,22990
1,29846
0,88947
0,68893
0,58749
0,53746
0,51415
0,50495

19,77453

5,07558
2,50490
1,76482
1,55131
1,50608

44,4521

Resultados "exactos' /54,56/.

11,2588

5,28549
3,39979
2,73734
2,54113
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CAPITULO IX

SISTEMAS MULTIDIMENSIONALES: EL PROBLEMA DEL EFECTO ZEEMAN EN EL
ATOMO DE HIDROGENO.
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§.30. EFECTO ZEEMAN EN EL ATOMO DE HIDROGENO: IMPORTANCIA DEL
PROBLEMA.

El objeto de este capitulo es dar un panorama general actualizado de
un problema de enorme interés al presente: las propiedades de l1la materia
situada en campos magnéticos muy intensos. Nos proponemos asimismo en es-
te capitulo discutir los diferentes métodos tedricos que han sido desa-
rrollados y aplicados para estudiar distintos fenbémenos que aparecen ba-
jo la accidn de campos magnéticos exteriores. Este estudio servira como
marco de referencia para las diferentes contribuciones originales que se
hacen en el resto de la obra, algunas de las cuales tomaran como ejemplo
de aplicacion al efecto Zeeman sobre el dtomo de hidrdgeno (EZAH).

El efecto Zeeman, producido sobre los atomos por aplicacidn de un
campo magnético, es conocido desde principio de siglo. Podriamos decir
que hasta hace pocos afos habian sido muy escasos los progresos realiza-
dos en este campo, respecto de lo que ya era conocido en los primeros
dias de la mecdnica cuidntica /1/. Esto fue principalmente debido a que
los métodos tedricos utilizados en su momento permitian explicar la ma-
yoria de las observaciones experimentales realizadas en el rango de cam-
pos magnéticos accesibles en el laboratorio.

Sin embargo existen fendémenos, muchos de los cuales son de descubri-
miento reciente, que exigen tomar en cuenta campos magnéticos mucho mas
intensos que aquéllos involucrados en el efecto Zeeman estudiado a prin-
cipios de siglo. Para poder explicar estas nuevas observaciones, es: ne-
cesario estudiar el problema tedrico en el cual la interaccidn de los
electrones con el campo magnético es pequena, respecto de la interaccidn
couldmbica electrdn~nicleo.

Podemos detallar brevemente algunos fendmenos que exigen una descrip-
cibén mediante campos muy intensos. Para ello es conveniente considerar
un atomo hidrogencide de carga Z, situado en un campo magnético de induc-
cién magnética B. Las preopiedades del sistema (entre ellos los que son
de interés experimental: energias absolutas y de unidn, valores medics
de potencizs de las coordenadas e intensidades y probabilidades de tran-
sicidn electrbnicas) se obtienen a partir de las soluciones de la ecuacidn
de Schrddinger. En la aproximacidn .no relativista, que es vilida para
campos menores que 10146 /2-4/, el hamiltoniano no depende mas que tri-
vialmente del espin, y la ecuacidn de Schridinger se puede escribir cc-

mo sigue ( ver Apéndice G):
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2 2 -
H= - %; A+ 2ﬁc B.T + —S—IBzrzaenze - g% (30.2)

8uc

En la ec.(30.2), u es la masa reducida del problema de dos cuerpos deter-
minado por el nicleo y el electrdn, y D la constante dieléctrica del me-
dio tomado como un continuo, en el cual el Atomo estd situado. Por otro
lado L es el vector momento angular orbital electrdnico; cabe notar que
{n} indica el~conjunto de nfimeros cuinticos necesarios para clasificar
el estadd con autovalor E. Por el momento hemos excluido toda referencia
al espin en la ecuacidn de Schrddinger, en la aproximacidén de conside-
rar a éste como una constante de movimiento.

Debe ya prevenirse al lector respecto de la complejidad
del problema definido por las ecs.(30.1) y (30.2). El problema del EZAH
no tiene solucidn analitica, esto es, no existe una expresidn exacta ex-
plicita o implicita de E(,} como una funcidn de B=|[B|]. Esta caracteris-
tica es debida a la no separabilidad de la ecuacidn diferencial, a causa
del fuerte acoplamiento de variables que existe en- los términos magnéti-
cos y couldmbicos (tercero y cuarto en la ec.(30.2)), respectivamente)
/5/. Esto se evidencia claramente reescribiendo el hamiltoniano (30.2) de

la siguiente manera:

H = - EE A+ =5~ B.T + —EE? 5262 - Z (30.3a}
2y Zuc 8uc D(zz+|32)1/2
02 = x%ay? = £2.22 (30.3b)

donde el acoplamiento. ocurre en el término couldmbico entre la variable
cilindrica p y la variable z (el eje z coincide con la direccidn del cam-
po magnético).

Hecha la salvedad anterior, podemos discutir el porqué de la aparicién
de fendmenos con campos magnéticos asociados muy intensos. Si bien in-
tentaremos en este paragrafo dar un panorama autoconsistente del proble-
ma del efecto Zeemzn, el mismo no puede considerarse completo, teniendo
en cuenta la abundantisima literatura sobre el tema. Una revisidn intro-
ductoria puede verse en los excelentes trabajos de Garstang /6/, Kleppner
/7! y Gay /8/, que iremos actualizando en lo que sigue de este capitulo.

Si consideramos ahora que (30.3) describe el efecto del campo magné-
tico sobre un atomo hidrogenoide, es claro que el campo externo a aplicar,
B, deberid ser muy intenso para que la interaccidn magnética se transfor-
me en el efecto dominante para el estado fundamental. Se llega rédpida-
mente a esta conclusidn habida cuenta que para Z=1, ambas interaccio-
nes son comparables para B?leogG (Apéndice G), siendo un campo intenso
“% (11 6,8/

Sin embargo desde bace mucho tiempo se conoce que el hamiltonianc

alcanzable en el laboratorio tipicamente de 10

(30.3) s un modelo apropiado para simular otros fendmenos. Cuando se &35-

tudian las propiedades magnetodpticas de ciertos semiconductores impuri-
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ficados, las caracteristicas salientes de las mismas quedan determinadas
por los estados ligados unielectrdnicos que aparecen en la banda prohi-
bida del sdlido madre, cerce del borde de la misma. Cuando un Bistema
tal es irradiado, se promueven electrones de la banda de valencia a la
de conduccidén del metal originando pares hueco-electrén. Tales pares,
excitones, originan estados ligados que son basicamente hidrogenoides,
haciendo el hueco las veces del niicleo. El sistema asi formado es basica-
mente asimilable al positronio y, de un modo simple, podria decirse que
las propiedades del semiconductor impurificado y colocado en un campo
exterior (y apficando alguna radiacidén adecuada) podrian describirse a
través del efecto Zeeman de los excitones. Sin embargo,para describir un
excitdn, el hamiltoniano debe ser modificado adecuadamente, ya que en
este caso el electrdn no se halla en el vacio.

Los cambios fundamentales que deben introducirse radican en que las ma-
sas electrdnicas y nucleares deben reemplazarse por masas efectivas, asi
como la constante dieléctrica, es decir:

m_ ~»>m¥ , m - mz . p > ux o, D » D* (30.4)

Para tratar problemas de absorcidn electrdnica de impurezas que involu-
¢ran excitones, las constantes tipicés son D%10, siendo ademas m§>>mz,
donde la masa efectiva mg es unos dos o tres Ordenes de magnitud menor
que m.

Con la redefinicidén de estas cantidades se puede llegar a una situacidn
en la que un pequeno campo magnético exterior se corresponda con un cam-
po local muy intenso. Este fendmeno ha sido el primero en promover el in-
terés en el EZAE parz campos muy intensos /9-13/. Por ejemplo, si elegi-
mos como un czso tipico al InSb, sus constantes naturales (mﬁ,mg,D*) ha-
cen que ante un campo exterior de 2,Z+x104 G, el campo local (real) que
hay sobre el excitdn sea de 3,6x1010G. De esta forma.el efecto Zeeman pa-
ra el ‘excitdn tendrad las caracteristicas de un fendmeno de campos muy in-
tensos, esto es, una situacidn en la cual la interaccidn couldmbica pue-
de ser considerada como una perturbacidn, respecto de la interaccidn del
electron con el campo externo magnético. Esta situacidn es exactamente

la opuesta a2 la que se verifica en las experiencias Zeeman que podriamos
denominar '"antiguas'. En estas Ultimas experiencias el campo tipico es

de unos 2 a 4 T; este campo puede considerarse débil respecto de la inte-
raccidn couldémbica, que es equilibrada por campos del orden de 105T (tal
como lo comentamos previamente).

Es conveniente aprovechar esta oportunidad para realizar algunos co-
mentarios sobre ias mceusidades de campo que son accesibles en el labo-
ratorio, de modo de nrner de mandifiesto la imposibilidad que existe parea
estudiar, 2n form= 4, atomos enr campos siper intensos. Dichias cam-
pos son dificilmente ohtenibles en el laboratorio; excepcionalmente se
han obtenido carmpos de! orden de 103T durante tiempos muy pequefies, uti-
lizando técnicas Jde descarga a través de grandes capacitancias o céceni-

cas explosivas o implcsivas /6,8/. La explicacidn de tal grado ge difi-
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cultad es facil de intuir: la presidén (en Newton/mz) que soporta un ma-
terial sometido a un campo de intensidad B (en teslas) estd dado por:

P~ 3,9%x10° B2 (30.5)

Es asi que para un campo de unos 0,5 T 1la presidon es de aproximadamente
l atm, pero para BmlO3 T la presidn es de 106 atm, lo que es del orden
de la presidn en el centro de la Tierra. Luego no hay materiales'normales’
que resistan la_aplicacidn directa de un campo magnético muy intenso.
Existe aro importante fendmeno cuyas caracteristicas pueden ser ex-
plicadas mediante la consideracidn de un campo local muy intenso, mien-
tras que el campo externo aplicado es del orden del tesla. Tal es el
caso de las propiedades de los ''dtomos de Rydberg', cuya investigacién
ha comenzado a principios de la década del '70. Basicamente se trata de
dtomos con un electrdn en un nivel altamente excitado, el cual es repon-
sable de los aspectos mas salientes del espectro de absorcidn del atomo
en presencia de campes externos. El estudio de los estados de Rydberg se
lleva a cabo mediante una técnica que combina la espectroscopia de laser,
el manejo de haces atdémicos y 1la utilizacidn de las camaras de ionizacién
termoidnica. Una breve revisidén del status actual de este problema puede
consultarse en las. refs./8,14/.
Podemos entender la causa de la aparicidn de campos muy intensos, en el
fendmeno antes nombrado, si consideramos que E{n} satisface, aproximada-
mente, una relacidn de dilatacidn. con n_ (nimero de ceros radiales de la

funcidn de onda), de la forma siguiente /15-17/

2

E (Z,B) =~ n-2 E.(Z,Bn>) (30.6)
n T 0 T

r

Puede verse que (Bni) hace las veces de la intensidad del campo efectivo
sobre el electrdn en el estado con nimero cuantico n, /6/. Obviamente,
para un mismo B, aquel campo serad mayor cuanto mayor sea n_, esto es,
cuanto mis excitado se encuentre el electrdn. De hecho, para campos del
orden del tesla, un electrdn excitado a un estado n =30 "ve” un campo
local del orden de 105 T. Este comportamiento de los electrones en atomes
de Rydberg puede entenderse en forma intuitiva mediante el siguiente ar-
gumento: cuando un electrdén se ubica en niveles excitados el valor medio
<r> se incrementa; desde un punto de vista semiclasico, es inmediato ccn-
cluir en que la consecuencia de dicho aumento es una disminucidén de la
interaccidén couldémbica electrdn-nicleo, y de alli que la misma pueda ser
balanceada o sobrepassada por un campo magnético exterior.
Cabe comentar que la relacidn (30.6) es de validez rpara n >>1 en el Zceono
de hidrdgeno, si bien existen razones de tipo semicldsico que impuisan
a creer que una ley similar debe cumplirse parz otros dtomos de Rvdberg
(comop es el caso de los obtenidos a partir de los elementos alcalinus o
alcalino-térreos) /18,19/.

Desde el punto de vista experimental, el gran interés en las propie-
dades de los atomos de Rydberg e¢n campos magnéticos se inicia cor el va
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histdrico experimento de Garton y Tomkins en 1969 /20/. Estos autores es-
tudiaron el espectro de absorcién del vapor de Ba I para la transicidn

1 1

6s?) s, » (65 np) 1o

1 ’

en presencia de un campo de aproximadamente 10 G. Descubrieron asi las
llamadas 'resonacias cuasi-Landau" para los niveles con n=75, que se en-
contraban en el umbral de ionizacién a campo nulo. Las resonancias cuasi-
Landau son biasicamente lineas equiespaciadas del espectro que, siendo en-
teramente diferentes de las lineas del espectro de absaridn hidrogencide,
exigen para lograr explicarlas considerar campos muy intensos. Recorde-
mos que el espectro de Landauy, para un electrén en un campo magnético, pre-
senta estados ligados equiespaciados en energia (Apéndice G), de alli

el nombre dado al fendmeno. Las caracteristicas cualitativas del espacia-
miento del espectro de lineas descubierto por Garton y Tomkins /20/ pue-
den ser explicados mediante modelos semiclésicos sencillos /16,17/, con-
sideraciones viriales semiclasicas /18/ o bien el método JWKB para un
sistema unidimensional /21-24/. Sin embargo quedan todavia ciertas carac-
teristicas de las resonancias cuasi-Landau que han sido discutidas recien-
temente 725,26/ que no pueden ser explicadas en forma completa mediante
un simple esquema JWKB. Recordemos qde el problema es no separabie, y

por lo tanto el esquema de cuantizacidn que deberia emplearse es el Jd=
Einstein-Brillouin-Keller (EBK) /27,28/. Un breve resumen, sobre el stztus
actual del problema de las resonancias cuasi-Landau, puede consultarse en
la ref./29/ No obstante, volveremos sobre este tema en el prdoximo paré-
grafo.

Otra serie importante de fendmenos, en los que aparecen involucrados
campos magnéticos de gran intensidad, son aquéllos de interés en astro-
nomia y astrofisica, y que aparecen en la observacidon de las propiedades
de la materia en la supetrficie de estrellas enanas blancas y de neutro-
nes (pulsares). A principios de la década del '70, el descubrimiento ex-
perimental de un campo magnético del orden de 108 G, en una estrella
enana blanca ,/30/, didé un gran impulso a la investigacidn de objetos c&s-
micos en los que hubiera involucrados campos muy intensos. Actualmente
es muy grande el nimero de estrellas enanas blancas para las que se ccno-
ce que poseen campos magnéticos del orden arriba mencionado /31/. La exis
tencia de campos tan intensos en estos cuerpos se puede entender a par-
tir del hecho que las estrellas enanas blancas se forman por colapso de
estrellas de la serie principal, conservando el flujo magnético. Tipica-
mente una estrella del tamano del Sol, con un campo de unos cientos de
gauss, origina un campo de 108G al compactars2 a una estrella del tamafc
de la Tierra.

Por ntro lado los pulsares, descubiertos en 1967 /32/, fueron rapida-
mente interpretados como estrellas de neutrones poseyendo camnng magnéci-
ce mucho mds intenscs que los de las estrellas enanas blancas /33,
Recientemente ha sido confirmada esta conjetura con el descubrimicnto en

1978 de un campo magnético de 5,3x1012 G, en la estrella Hércules X-1
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/34/. Dicha estrella es una emisora de rayos X, por lo que el espectro

de esa radiacidn fue el utilizado para determinar la intensidad del canm-
po /35/. Las line® del espectro de rayos X fueron rapidamente interpreta-
das como transiciones de electrones en un espectro discreto de Landau,
correspondiente al plasma caliente altamente magnetizado en los polos de
la estrella. Cabe comentar que las estrellas emisoras pulsantes de rayos
X son en realidad sistemas binarios compuestos por una estrella normal

y otra de neutrones. Esta Gltima causa fuertes perturbaciones gravitacio-
nales sobre su-compafiera, y de hecho succiona material estelar de la
misma. Dicho material forma un disco entorno de la estrella mids densa,
cuyo borde interno es un plasma que cae hacia la estrella de neutrones

(a unas 1011ton/s) por los .polos, orientado por el campo magnético de la
misma. Alrededor de un 107 de la masa succionada, y violentamente acele-
rada por la inmensa gravedad del pulsar, se transforma en radiaciénm X,
que es finalmente la observada.

Las intensidades de campo caracteristicas de estos nuevos objetos son tan
grandes, que el espectro de sus plasmas superficiales (hidrdgeno, helio
ionizado, etc) debe ser explicado tomando a la interaccidn couldmbica
como una pequefia perturbacidén respecto del campo magnético, aln para el
estado fundamental. Luego, las propiedades de este nuevo efecto Zeeman de-
beran ser profundamente diferentes de las correspondientes a campos pe-
quefios o intermedios (como los que aparecen en las estrellas enanas blan-
cas 0 en el caso de las resonanciasg cuasi-Landau). Una revisidn comple-
mentaria puede obtenerse en las refs./6,8,36/

Debido a los nuevos resultados experimentales que hemos resumido en
este paragrafo, nos encontramos frente al problema tedrico de desarrollar
métodos que permitan describir en forma consistente la energia, y otras
propiedades de interés, para diferentes estados del atomo de hidrégeno.
en todo el rango de valores del campo magnético. En otras palabras, es
necesario conocer a las propiedades fisicas desde el régimen couldmbico
al régimen de Landau.

Uno de los propdsitos de esta obra es desarrollar adecuadas expresiones
analiticas aproximadas, para la energia y otras propiedades fisicas uti-
lizando a modo de ejemplo diversos modelos entre los que se incluye el
EZAH. Para ello estudiaremos el MFV y la TPRS en forma combinada. Como

la gran maycria de los resultadcs que presentaremos son originales, cree-
mos conveniente realizar una revisidén de los diferentes métodos tedricos
que han sido estudiados previamente, y discutir su rango de utilidad.
Este es el objeto dc los restantes paragrafos de este capitulo.
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§.31. APLICACION DE METODOS NO PERTURBACIONALES AL ESTUDIO DEL PROBLEMA. -

‘ fConsideraremos'de_aquI en més al &tomo de hidrdgeno para realizar nues-
tras discusiones, pése a que muchas de las conclusiones que'obtendremos s
son validas también para adtomos con més electrones. Nuestro principal '_ |
interés es comentar las expresiones analiticas o numéricas que permitan ?*
aproxlmar la energia, y otras propledades del atomo, éen todo el tango de
valores del campo. o SR S : “
Consideremos en primer lugar los métodos utilizados para describir el

efecto Zeeman que podrlamos ‘dénominar- "historlco , esto es; el correspon-
diente a los campos magnetlcos débiles respecto del campo coulomblco.
Tenemos asi los siguientes casos: = ' . '

a) Efecto Zeeman lineal: En el hamlltoniano (30 3) no hemos 1nc1uido los

términos de interdccidn entre el campo y el espin electrdnico, asi como’
el correspondiente a la interaccidn espin- -é6rbita. De acuerdo a lo vistd
en el Apéndice G, el término de aceplamlento campo magnetlco espln pue-
de 1ntroduc1rse en el hamlltonlano de modo de obtenert

.

Y

H o= H(Z,\) + B, T - (31.1)
e - P '. : : o
s 2 X2 2 2. 2 2 2 2 L
H(7 l) =_- 5 - T +'Tr(x +y°) , rT=x+yT+z” , - (31.2)
_-HP =.§ (L, +'g,S) R | | N &) B

utilizando las unidades atdmicas apropiadas para el EZAH (Apéndice G).
El hamiltomiano H, (ec.(31.1)) ha sido dividido en dos términos uno de
los cuales (H) contlene los operadores de impulso y coordenadas, y el o~
tro (Hp) las constantes de movimiento (término paramagnetlco). Dichas
constantes de movimiento estadn representadas por las proyecciones en la
direccidn del campo (esto es, el eje z) de los momentos angulares orbita-
les y de espin, L,y S eﬂpectlvamente. La constante g, en la ec.(31.3)
es el factor "g'" de evpa"fm S " S | | “
El efecto Zeemun linvz!~sé manifiesta en el desdoblamiento de niveles
producido por el rermgggiﬁﬁramagnético H . Este tipico efecto de campo
pequefio puede‘decrx€Qi§3¢;fotalmenne mediante la TPRS de primer orden. -
Cabe acotar que este ¢iccto puede considerarse también como muy pequedio
respecto del acoplamiento espin-Orbita de_Russell-SAhders /6,377 .
b) Efecto Paschen-Back: Este efecto de campo "alto'", respecto del discu-
tido en a) y corresponde al caso en el que la interaecidn magnética sea

mucho mayor que la interaccidn espin-érbita, pero mucho menor que la.in- =

.
J
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teraccibn couldmbica /6,37/. Si bien no profundizaremos este punto, po-~
demos afddir que el efecto del desdoblamiento hiperfino en el campo mag-
nético (debido al espin nuclear) se observa conjuntamente con el efecto
Paschen-Back. La interpretacibén teérica de los fendmenos que ocurren en
este rango de campos magnéticos se puede lograr plenamente mediante el
método de Rayleigh-Ritz, eligiendo apropiadamente la base de funciones..
Las dos base més apropiadas son aquéllas determinadas por las funciones
de onda {|SLIM>} y {[SM LM, >}, donde las letras indican nimeros cuédnti-
cos totales. Si_se utlliza el primer conjunto de funciones, queda auto-~
miticamente diagonalizada la parte de espin del hamiltoniano; por otro
lado, la utilizacidn del segundo conjunto diagonaliza la parte del hamil-
toniano que depende linealmente del campo.

c) Efecto Zeeman cuadréitico: Este efecto estd caracterizado por una in-
tensidad de campo que. impide despreciar el término en Xz del hamiltonia-
no respecto del término en A.. Este efecto, a diferencia de los previamen-
te discutidos, ya introduce dificultades para su descripcidn dado que,
por ejemplo, la serlé perturbacional de Rayleigh-Schrddinger no puede u-
tilizarse /38/. En esta regién de campos el itomo comienza a apartarse
apreclablemente de la simetria original. La ténica (no perturbativa) mas
utilizada para eﬂndiar'éste‘rango ha sido el‘método_variacionél de
Rayleigh-Ritz, tras elegir apropiadamente el conjunto de funciones que

se adapten al cambio de simetria. Un estudio cuidadoso 1llevado a cabo por
Cabib y col./39/ reveld que utilizando funciones hidrogenoides (esto es,
polinomios de Legendre para la parte angular = de la funcidn de onda), la
regién del efecto Zeeman buadrético (1=0.1 en la ec.(31.2)) estd carac-
terizado por una gran mezcla de funciones de % distinto, pero proximo.
Este efecto es denominado "inter-g%-mixing" y ha sido tomado muy en cuen-
ta al aplicar otros métodos variacionales /40-47/ .Entre dichos métodos

variacionales podemos mencionar: i) AJuste variacional de funciones con
dos o mis parametros; estos métodos han probado su utilidad para calcular
energias de ionizacidén /40/ y probabilidades de transicidn /41/ para es-
tados ligados; ii) Utilizacidn de sencillas funciones con dos parametros,
en combinacidn con la TPRS /42/; iii) Método de Rayleigh'Ritz utilizan- .
do, a modo de bases, a los pollnomlos de Laguerre /43/, a las func1ones :
propias del hamiltoniano de campo nulo (A=0) /44-46/, y a funciones . -
adaptadas a la simetria cilindrica /10,47/, estas dltimas apropiadas pa-
ra el range de campos A=l. Cabe notar que los métodos arriba citados pro-
porcionan excelentes resuliados numéricos para los autovalores, en el ran
go de campos correspondigntes al efecto Zeeman cuadrético,'perd no pro-
porcionan expresiones .analiticas, como es el caso de los métodos i) ¥

Es conveniente reéljrar algunos comentarios adicionales sobre los mé-
‘todos variacionales. .Como.szbemos, el método de Raylelgh -Ritz consiste
en desarrollar la funcién de onda en una base completa, para luﬂgo estu-
diar la convergencia de¢ los autovalores resultantes de la diagonalizacidn
de la matriz truncada del hamiltoniano, con el orden creciente de dicha

truncacidn. Sin embargo debe tenerse presente'que la base de funciones
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hidrogenoides no proporciona un conjunto completo, a menos que seé inclu-
ya el continuo. Dado que el mismo no puede tomarse en cuenta en forma
explicita, ya que los elementos de matriz de H no pueden calcularse, los
resultados estén limitados a trabajar con los estados mis bajos en ener-
gia y con la condicidn Agl. Esta situacién puede mejorarse parcialments,
mediante la utilizacién de una base de Sturm /48,49/ que toma en cuenta
clierta contribucién del continuo.

d) Efecto Zeeman en el régimen de Landau: Llamaremos en este trabajo Té-
gimen de LandaQ;al espectro caracterizado por la condicidn 32)>k~a
Obviamente, este efecto describe una situacién en la cual el potencial
couldmbico puede ser considerado como una pequeila perturbacidn, respecto
de un sistema de orden cero constituido por el movimiento de un electrdn
en un campo magnético. Tal como se muestra en el Apéndice G, el espectro
de Landau (limite Z+0 o )+ en las ecs.(31.1) y (31.2)) sdlo estd cuanti-
zado en las direcciones perpendiculares al campo, condicidn en la cual
describe a un oscilador isotrépico bidimensional. En esta regidn de valo-
res del campo, el espectro es tan diferente del correspondiente a -0,
que los métodos necesarios para describirlo con precisidén deben ser nota-
blemente diferentes a los utilizados para describir el caso (c).

Entre los métodos no pertubacionales debemos nombrar nuevamente a las
aproximaciones variacionales. Como es naturall la mayoria de los métodos
variacionales eficientes para estudiar la zona de campos intensos estén
relacionados a la utilizacidn de los orbitales de Landau, esto es, auto-
funciones del oscilador bidimensional antes mencionado.

Una de las primeras aproximaciones estudiadas /9/ consistié en una. fun-

——

¢idén gaussiana de la forma:
(p,2) = N exp{-(a;z’+a,p°)} 50 , a,50 (31.4)
¥ (p,z exXp 1 asp ri, a5 ’ 2 .

La funcidén (31.4) .es apropiada 'para representar el estado fundamental

del operador hamiltoniano, para campos magnéticos intensos. Un resulta-
do particularmente importante, es que la energia calculada con una funcidn
tan sencilla como (31.4), y extremada réspecto de los parametros a y

ay, predice correctamente el comportamiento mondtono creciente, y no
acotado, de 1a energia de unidn con el campo magnético:

1

A 1 1n2(§) + 0(lnA 1nlnd) , m=0 , X>> 1 (31.5)

€0 =72~ By =3
Ahora bien, la energia de unidn, €,» POsSee una forma similar a la que se
ve en la ec.31.5), para todos los estados que satisfacen la condicidn

(ver Apéndice H):
me - £ (31.6)

Tales estadcs son dznominados 'fuertemente ligados' (tight bound). Couwo
veremos en proximos jurigrafos, la propiledad (31.5), que es intrinseca daz

la ecuacidn diferencial de Schrddinger, es bastante dificil de aproximar
*
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con precisidn.
Si bien otros autores han utilizado funciones variacionales similares a
(31.4) /50/, un método que ha mostrado ser muy eficiente, para ‘estudiar
diversas propledades, es el basado en la aplicacidén del método de &
Rayleigh-Ritz para el hamiltoniano extendido sobre un conjunto de¢ funcio-
nes orbitales de Landau /17,51-56/.
Entre las propiedades de interés que se han estudiado, podemos nombrars:
autovalores, probabilidades de transicidn, defectos cudnticos para esta+
dos muy excitaqgs y fuerzas de oscilador. Cabe acotar que, para estudiar
el rango de campos intensos, se ha aplicado también el método de Rayleigh-
Ritz utilizando una base de funciones del oscilador isotrépico tridimen-
sional 745,57/. & o
Un método estrechamente .ligado al descripto mis arriba, y que ha
resultado muy adecuado, es el basado en la llamada aproximacién adiaba-
tica. El método fue originalmente desarrollado por Schiff y Snyder /58/,
para explicar las experiencias de Jenkins y Segr2 sobre atomos en cam-
pos magnéticos muy intenses:/59/. Basicamente .el procedimiento consiste
en aproximar a la funcidén de onda por un producto de dos funciones, una
de las cuales describe el movimiento en la diteccidn del campo y otra el
correspondiente al plano perpendicular a dicha direccién. Cabe recordar
que tal separabilidad s6lo ocurre estrictamente en el limite de campo
grande, de alli su vinculacidn con la metodologia de estudio del régi-
men de Landau para el efecto Zeeman.
Merced a la aproximacién‘adiabéticé;.la funcidén que describe el movimien-
to en la direccidn z se puede obtener a través de una ecuacidn de
Schrddinger unidimensional, con un potencial efectivo. El primer término
de dicho potencial efectivo (cuando A+») es un potencial de tipo couldm-
bico unidimensionai, en cada subespacio de m. El hamiltoniano efectivo

en z resulta ser (Apéndice H):

H(z) = <¥_(x,y) |HY (x > =1y g1 4 -2 Cm (31.7)
z} = <¥ (X,y m XY 7 2 dz2 TET:E; ’ .

donde Ym(x,y) es una funcidn perteneciente a la banda fundamental de es-
tados de Landau, y donde Cn? 8p SOn constantes s6lo dependientes de m.
El problema determinado por la ec.(31.7) ha recibido una enorme atencidn
en la literatura /17,58,60-68/, y sabemos que el estado fundamental de
H(z) (esto es, m=0) se comporta al igual que la ec.(31.5).

La aproximacidn adiabatica ha sido utilizada POr NUmMErosos autores
para estudiar diversas propledades del atomo de hidrdgeno en campos su-
perintensos: autovaloree para los primeros niveles /69-71/, y su depen-
dencia con la masa nuclear /72,73/; autovalores, valores locales de la
funcioh e onda, fuerzas:ce« oscilader, reglas de suma, intensidades ¥
probabiltidades de trans.cion /71,74/.

Cabe afiadir que ha sido estudiado, en relacidén a la aproximacién adiabi-
tica, el efecto sobre los resultados de la utilizacidén de uwna o mis con-
figuraciones de las funciones asociadas al espectro de Landau /{1-75/.
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Los resultados de la aplicacién de la aproximacidén adiabdtica junto
al desarrollo en orbitales de Landau son excelentes, para el rango de
campos altos e intermedios. La combinacidén de estas técnicas, don los de-
sarrollos en autofunciones hidrogenoides apropiados para estudiar el efec-
to Zeeman cuadratico, permiten obtener los resultados numéricos mas pre-
cisos que se presentan al dia de hoy en el rango completo de valores
del campo magnético /74-77/.

Los métodos discutidos mas arriba proporcionan resultados de gran pre-
cisidén, pero exsiusivamente numéricos. En otras palabras, dichos métodos
no nos proveen aceptables expresiones analiticas para los autovalores u
otros observables fisicos, como no sean aquéllas obteridas por algin ajus-
te de los propios resultados numéricos /76/. Es de notar ademids que es-
tas expresiones pseudoanaliticas no permiten describir en forma adecua-
da la zona de campos intermedios /75,76/. En este sentido, el problema
de contar con expresiones analiticas sencillas para los autovalores (en
todo el rango de valores del campo aplicado) sigue abierto. En las sec-
ciones siguientes veremos como el MFV permite obtener una solucidn posi-
ble al problema de conexidn entre los regimenes couldmbicos y de Landau.
En todo momento realizaremos la comparacidn de nuestros resultados con

los muy precisos obtenidos por Wunner y col. /74-77/.

Completando la discusidén de la bibliografia sobre aproximaciones no
perturbacionales para el EZAH, cabe citar la resolucidn numérica de la
ecuacidn de Schrddinger /39/ y la utilizacidén del método de las diferen-

cias finitas /78/.

En el 5.30 vimos en forma breve que los métodos semiclasicos resul-
taban de particular importancia para describir las propiedades de la ma-
teria situada en campos magnéticos muy intensos. Tal es asi que el espa-
ciamiento de las resonancias cuasi-Landau para atomos de Rydberg (y otras
propiedades correspondientes a niveles altamente excitados), se puede
explicar en forma simple mediante los métodos semiclasicos en sus diver-
sas variantes. Entre éstos podemos nombrar al ‘modelo del atomo de Bohr
y la regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld (Cap.II) /16,17/, la uti-
lizacidn de la condicidn de cuantizacidn de Landau /79/, modelo semicla-
sico de Bohr-Pauli-Landau (modelo atdémico de Thomas-Fermi) /80/, méto-
do JWKB de primer orden en una y dos dimensiones /15,21-24,81,82/.
Algunas de estas aproximaciones han sido recientemente discutidas en
forma comparativa /83/. AGn mas reciente es el desarrollo de la teoria ce
cuantizacién EBK /27,28/, para las orbitas clasicas del problema con fuer
zas de Lorentz y couldmbicas actuando sobre la misma particula /84,85/
Este ultimo método es el que rigurosamente deberia utilizarse, ya que
el problema en cuestidn no es separable; de hecho este esguema semiclz-
sico ha permitido predecir ciertas particularidades de los resultadcs
experimentales para resonancias cuasi-Landau /25/, que no pueden ser ¢x-
plicadas en un esquema JWKB.

En lo que resta de este paragrafo discutiremos brevemente el modelo
semiclasico de Bohr ‘6,16,17/, ya que existe una serie de resulfados con-

ceptualmente importantes que nos seran de utilidad posteriormente, y cuw
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pueden obtenerse con sencillez mediante dicho modelo. El procedimien-
to que seguiremos aqui es diferente del que se presenta en la literatu-
ra, y corrige una serie de errores que se presentan en relacidn a la uti-
lizacidn del modelo antes mencionado.
Consideremos un &tomo hidrogenoide con carga Z cuyo electrdn se mueve
en un plano. El hamiltoniano cliasico estd dado por:

2 2
= P _ Ze_ s
H =5 D Pp=mv (31.8)

siendo m; e y v la masa, carga y velocidades del electrén, respectivamen-
te. D corresponde a la constante dieléctrica del medio. Nos restringire-
mos aquil a o6rbitas circulares:

dr _+ _ ¢ (31.9)

Si ahora introducimos un campo magnético de intensidad B=|[B||, el méto-
do semiclasico nos proporciona el valor del radio de la o6rbita, r, y la

velocidad v del electrdn, sometido a fuerzas de Lorentz y de Coulomb.

El campo magnético B se supone orientado perpendicularmente respecto del
plano de la drbita.

A partir de la ec:(31.9) obtenemos la siguiente expresidn para la enex-

gia cinética:

2 &2 v=r$ é=§i- (31.10)

’ *

1
T = 5 mr

donde ¢ es el dngulo polar en el plano del movimiento. A partir de las
ecs.(31.8) vy (31.9), podemos obtener la fuerza que actGa sobre el elec-
trén cuando el campo es nulo; si L es el lagrangiano del sistema, dedu-

cimos:
[1E, 1 = S = 2 = nre? -—Zzez =0y —ZZEZ (31.11)
1V T deter’ T er Dr T " Dy ’

En presencia del campo magnético, la fuerza de Lorentz FZ actia sobre el
electrdn con una intensidad expresada por:

= & ||Bxull = &BY
=< [IBxvll ===, (31.12)

que debe ser igual a |JF1|| para mantener estable la dérbita, esto es:

2 2 .
mv Ze eBv (31.13%

= +

Z
T Dy ¢

Para dzcterminar v y v en funcidn de la intensidad del campo magnético
aplicadc, introducimos la condicién de cuaatizacidn de Dohr-Sommerfeid
(Cap.I1):

¢§p.d¥ = nh , n>>:1 131,14
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donde la integral se extiende sobre una érbita completa, siendo p la
componente del impulso generalizado en el plano del movimiento (Apéndi-
ce G):

wv=p+SA, A=3Bx , B-roth (31.15)

m§ v.di < § A.d% = nh (31.16a)

Tomando en cuenta que v es paralelo a d2, y su médulo v es constante, y
notando que por el teorema de Stokes se tiene:

§ B.db - s rotk.d§ = wr?B (31.16b)

la ec.(31.16a) nos ‘propoieiona el resultado buscado:

e 2
wvr - 5 Br® = nil (31.17)

Eliminando v entre las ecs.(31.13) y (31.17), obtenemos una ecuacidn pa-

ra r:

2 2 2
pfme_ , e B4 gl (31.18)
DH 4e ™ W

Por la ec.(31.18} r es una funcidn del campo B y del nimero cuéntico.

Definiendo los radios de Bohr, ags Y de Landau, R:

a = Dﬁzlmezz . (31.19a)

R = (ch/eB)}/? | (31.19b)

la ec.(31.18) se puede reescribir en una forma mas familiar:
y* =l (31.20

La ec.(31.20) nos da los radios accesibles para el electrdn; la estructu-
ra de dicha ecuacidn es DHE .icamente la correspondiente a la trayectoria
en el minimo clasico tminimo del potencial efectivo). El radio r posee
las siguientes prOp*euuﬁvs asintdticas, que se deducen inmediantamenge

de la ec.(31.20):

1/2

1fmr = n2a_ , limr = (2n)y1/2 g (31.21)

B> ° Z79

Reemplazando ahora (31.17) y (31.18) en el hamiltoniano clésico (ec.
(31.8)), obtenecmos los autovalores semicléisicos En(Z,B):



\.
2,2

-DyeB, eB 2 Ze ‘

La ec.(31.22) nos permite analizar algunas propiedades de interés que son
satisfechas por los autovalores exactos del hamiltoniano cudntico. Si
introducimos en la ec.(31.22) una dilatacidén en las coordenadas (ver
Apéndice A) obtenemos el siguiente resultado:

v

: 2.2 ' 2
E_(Z,B) -‘%%-gg TP M Ze_ (31.23)

4me

-1/2, la ec.(31.23) nos conduce a la siguiente

relacidén de dilatacidn respecto del campo:

Si elegimos la constante o=B

E_(2,8) = B E (z8"1/2 1) (31.24)

La relacidén (31.24) coiﬁuf&éfcon otra facilmente deducible a partir de

una relacién de equivalencia del hamiltoniano cuintico /86/ (ver Apéndi-
ce G). Por otro lado si elegimos a=n2 encontramos la relacidon de dilata-
ciodn:

2 E,(Z,b) , b=n’p , (31.25)

E (Z,B) = n”
n
que coincide con la ec.(30.6) (si . >>L).
Podemos analizar las propiedades asint6ticas de En(Z,B), utilizando las
ecs.(31.21). Para campos pequefios es inmediato encontrar los autovalores

del atomo hidrogenoide:

. 1 Z°e'm
lim E (Z,B) = - —5 (S555) (31.26)
B+0 o 2n°  ®°D

Por otro lado, cuando el campo B es muy intenso, r se puede desarrollar
en serie de potencias de R; los primeros términos de dicho desarrollo

son:

2.4

r4 = 4n"R - 21/2

LN A (31.27)
aO

que introducidos en el ec.{31.22) nos permiten obtener:

ol -

ST 3
£ (z,8) = nk (§F (BB Ll/Z g, (31.28)

El primer término d-l-wmievbro izquierdo de (31.28) corresponde al espec-
tro de Landau (Apéndice G}, siendo w=eB/mc la frecuencia del oscilador
bidimensional. Observemos que, por otro lado, la ec.(31.28) nos asegura

-1/2

la existencia de un desarrollo en serie de potencias de B , en el 1li-

mite semiclasico, para campos grandes. De acuerdo a 1la relacidn de dila-
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tacién (31.24), este Gltimo desarrollo implica que En(Z,B) es desarro-
llable en serie de potencias de Z. Para los autovalores exactos este de-
sarrollo en serie estd superpuesto a los términos logaritmicos "antes co-
mentados para la energia de unién /63-65/.

Otra cuestidn, que nos interesa discutir aqui con el modelo semiclé-
sico de Bohr, estd referido al estudio del espaciamiento de lineas del
espectro de un dtomo hidrogenoide situado en un campo magnético. Parti-
cularmente importante resulta estudiar el espaciamiento de lineas cerxca
del umbral de ionizacién a campo nulo, esto es, cuando En=0' Este espa-
ciamiento puede compararse con el resultado experimental de Garton y
Tomkins /20/, que arroja un resultado de aproximadamente 3hw/2.

El modelo de Bohr ha sido utilizado previamente /6,16/ para estudiar di-

cho espaciamiento, y parece ‘haber cierta controversia sobre la aplicabi-

lidad del mismo. De hecho, todos los tratamientos previos realizados so-

bre este modelo /6,16/ son erréneos y es asi que la discusidn que reali-

zaremos en este paragrafo constituye la primera presentacidn correcta del
problema.

Para estudiar el espaciamiento consideraremos fijado el campo en su
valor B y consideraremos a n como una variable continua. De este modo
existe un valor de n para el cual el autovalor se anula, para cada valor
de B.

De acuerdo a la relacidén de dilatacidon (31.25), E. depende de n en forma
explicita y a través de E, (2 hD Luego, el espaCLamlento de lineas puede

representarse por la 51gu1ente derivada:

dEp
dn

2Eq -2 (dE;
—1 + n (dn ) (31.29)

Ahora bien, por las ecs.(31.23) y (31.25), tenemos para Ey:

2

2

2
box? - 2 L, (31.30)
4me

_ He
E1 ~ Imc b+

donde x=r/n2 esta dado por la ec.(31.18), que en este caso es:

Zezm b2e2 4
= X+t =53 X = 1 (31.31)
Dit 4e W

En consecuencia, la dependencia de E1 con n es a través de b y x:

3E1 ab 3£ .
(55 )x EPY + ( ™ )b 3n : (31.32)

dEj
dn

y a su vez, X dempndede n a través de b, segln la e¢c.(31.31). Reenplazan-

do en la ec.(21.29), obtenemos:

an = - 2_5 I n-z ob ’BEI)
dn n

n n 3

L.

~
[
¥

-
[

donde, al estar B fijo, se tiene:
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2b _ 3
3n " n ° (31.34)
A partir de la ec.(31.30), se deduce:
(QEJ) = E1 ze? e’ b x2 (31.35)
3b 'x b 20bx T, 270 % ’ .
me
y por otro lado de las ecs.(31.30) y (31.31) encontramos:
2By 3x _ _ be? 2 (31.36)
Idx ‘b 3b amcz X .

De este modo, reemplazando (31,.34), (31.35) y (31.36) en (31.33), llega-
mos a la siguiente expresidn para el espaciamiento de lineas:

o — (31.37)

Ahora bien, dado un valor de En’ el nimero cuantico n (y de aqui b), asi
como X, quedan fijos. Para calcular x y n procedemos del siguiente modo:
a partir de la ec.(31:.31) se deducen inmediatamente las siguientes rela-

ciones auxiliares:

2 22 2 2

bex _ B ._Ze | (31.38a)
4me mx X
2 2

‘z‘:’i’é - B - e p SEE (31.38b)
‘ mx DW

que, reemplazando en (31.30), nos proporcionan una ecuacidn para x en tér

minos de EI:

2 2 2
_ 4 _Z2e’m _1/2 3 Ze
E| = ;;7 {1 + (1 GQFT x) - 7 Dx ’ Oégépo (31.39)

Finalmente, reordenando la ec.(31.39) obtenemos una ecuacidn cibica para

xX:

2_2 .
m°E 2, 2., 2,2 4 2
1 .3 3m“Ze"Ey 2 Gm~Z e 2mEy 2mZe
i S - ) x - =0 (31.40)
8 DK R DU
La ec.(31.40) pernit cular x y la ec.(31.38b) nos da n3, de mcdo de
completar el calcul- e¢spaciamiento (31.37) Utilizando la ec.(31.39),
encontramos una expi=®*~ ¢ alternativa muy conveniente para dicho espacia-
miento:
E we 3 .-
dEq _ Kw, #° 3 2-1 (31.41)

dn 2 fu
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Para determinar dEn/dn en el umbral de fonizacidn a campo nulo, debe-
mcs tomar E1=0 en la ec.(31.40). Inmediatamente encontramos el valor de x:

2
8 DH
« = 1lin x = , (31.42)
° E1+0 g Ze' ™ m

v de alli el valor de n:

2
3 . 3 27 We ,Ze"m.2
n. = lim W™ = =% - (——1r) (31.43)

Si ahora reemplazamos (31.42) y (31.43) en (31.41) obtenemos el resulta-
do buscado:

1im g% = 2 Yw (31.44)

E. >0

La ec.(31.44) es totalmente _rigurosa y nos revela que el modelo de Bohr
no predice el resultado experimental de 3Ww/2. Asimismo nuestro tratamien
to indica que los tratamiéntos previamente realizados /6,16/ son inco-
rrectos a causa de las simplificaciones introducidas. La coincidencia

de tales tratamientos con el resultado experimental para el espaciamien-
to de lineas puede considerarse, a todas luces, fortuita /87/.

No obstante, el modelo predice acertadamente que (dEn/dn)(En=0)¥ﬁw vy que,
ademés, el espaciamiento disminuye a medida que el campo aumenta. Por
otro lado se predice una relacidn aproximadamente correcta entre el ndG-
mero cuantico n, vy ia intensidad del campo; es asi que la ec.(31.43) nos
da:

1/3

n, = 0,945 2~ v ioz2e3cm?/pids (31.45)

siendo A el campo adimensional. El resultado JWKB unidimensional da /29/
n = 1,16 A713 (31.46)

que presenta un aceptable acuerdo con (31.45). Cabe comentar que el mode-
lo de Bohr da el espaciaminnto correcto sdlo si se cumple:

E, = 2/3 r =1,2114 R (31.47)
y no asi para energia .c. Tal deficiencia del modelo no es sopreanden-
te si consideramos lo zic..ental del mismo, no habiendo considerade con-

tridbucidn alguna a 1la ene.gila en 'la direccidén del campo magnético.

Completando esta seccidn sobre las aproximaciones no perturbac.orales
a los autovalores del EZAH, es importante destacar la relevancia de re-
cientes descubrimientos sobre simetrias aproximadas que poses el espsc-

tro de autovalores /88/. Dichos descubrinientos han motivadoc uni intensa
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investigacidn tedrica referente a la posible existencia de una separabi-
lidad aproximada del problema en el rango de campos pequeiios /39-91/, pe-
se a no ser el hamiltoniano separable. Asociado a dicha separabilidad

se estan investigando actualmente integrales de movimiento e invariantes
adiabaticos aproximados que poseeria el EZAH /89-91/, lo que sin dudas
redundaréd en una nueva visién de los métodos semiclésicos de cuantiza-
cién.

A modo de comentario final, creemos apropiado realizar un resumen de
algunos importantes antecedentes sobre el problema que hemos estado dis-
cutiendo, y qué\es conveniente que el lector tenga presente. Esto nos
permitira apreciar més adecuadamente, cudl es la relevancia que tienen
varias aplicaciones de la TPRS que se realizan en esta obra, y que toman
como ejemplo al EZAH. En resumidas cuentas deben tenerse presente los
siguientes hechos: i) se cmenta al dia de hoy, con una buena descripcidn
numérica de todas las propiedades fisicas de interés para el EZAH, para
los regimenes de campo pecusfio (Coulomb o Rydberg) y muy intenso (Landau).
Los mejores resultados son provistos por el método variacional de
Rayleigh-Ritz, utilizando bases de funciones adaptadas a la simetria domi-
nante esférica o cilindrica; ii) existen grandes dificultades para conec-
tar los dos regimenes extremos, y de alli para conocer las propiedades
fisicas en el régimen intermedio. Esta zona, como vimos, suele ser la de
mayor interés en fisicoquimica del estado sdlido y astrofisica; iii) ai-
gunas propiedades del EZAH en el régimen de campo intermedio pueden ser
aproximadas mediante los métodos semiclasicos. Sin embargo, las mejoras
o refinamientos de dichos métodos son de dificil implementacidn; iv) no
existen expresiones analiticas precisas para los autovalores provistas
por los métodos variacionales. Las expresiones analiticas que se presen-
tan en la literatura, .no son suficientemente precisas, y adewds no lo-

gran describir el rango de campo -intermedios.



§.32. TRATAMIENTO POR METODOS PERTURBACIONALES.

Hemos -reservado especialmente este paragrafo para 1la discusidn de la
aplicacidn de la TPRS al EZAH. Los progresos realizados en este campo
son bastante recientes, pero han sido realmente notables. La TPRS ha per-
mitido obtener resultados excélentes, para distintas propiedades de inte-
rés fisico, cuya relevancia se magnifica a partir del hecho que la TP
posee caracteristicas que podriamos denominar "autosuficientes", a dife-
rencia de los métodos variacionales.,

El comentario de Tos antecedentes en la aplicacién de la TP al modeld
del EZAH resulta particularmente itil en el contexto de esta obra, ya
que presentaremos diversos resultados originales sobre el tema.

Podemos separar a las investigaciones realjizadas con la TPRS para es-
te modelo en tres-categorias, de acuerdo a los tres problemas béasicos
discutidos en los Caps.III, IV y V: i) Determinacifn de los coeficientes
RS; ii) Propiedades de convergencia.de la série perturbativa y comporta-
miento asintdtico de los coeficientes RS y iii) Suma de la serié pertur-
bativa por una técnica alternativa si el desarrollo Taylor es divergente.

Dado que, al aplicar la TP al EZAH, el espectro de orden cero se toma
como el espectro couldmbico, resulta un problema no trivial calcular los
coeficientes RS superiores al primer orden /5/, debido a la .aparicidn de
integraciones sobre el continuo. Bednar /92/ did una primera solucidn a
este problema, utilizando una base de funciones de orden cero que permi-
tiera evaluar en forma cerrada las sumas involucradas. Sin embargo sdlo
pudieron calcularse tres Ordenes perturbativos /92/. Los métodos més exi-
tosos para construir el desarrollo RS han resultado los de tipo algebrai-
co, como los discutidos en el §.9. Podemos citar asi la técnica algebrai-
ca de no-linealizacién de Turbiner /93-95/, por medio de la cual se han
calculado unos 5 coeficientes para el estado fundamental. Similares re-
sultados se hadobtenido utilizando las propiedades del grupo dinamico
S0(4,2) para el dtomo de hidrégeno /96-98/. Con este método se han calcu-
lado unos 70 coeficientes /99/, si bien se han publicado unos 35 para el

estade fundamental. Us uricedimiento difereate ha sido desarrollado por
Silverstone y Hoats ;1DJ:g en el contexto de la TPRS para estades degene-
rados niveles

Le Guillou y Zinn-Jdustin /101/ han utilizado un método similar a los a-
rriba mencionados, basado en una recurrencia oslgebraica obtenida a partirc
de la ecuacidén de Ricatti (ver §.9). Mediante dicho procedimiento se han
calculado 60 coeficientes perturbacionales para el estado fundamencal

con unas 27 cifras significativas. Si bien se ha reportado dicho calculs
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los coeficientes RS no fueron publicados /101/.

Recigﬂtemente Johnson y col. /102/ han generalizado el método de
Bender y Wu (5.9) para obtener los primeros coeficientes RS para -diver-
sos estados del &tomo de hidrdgeno en campos perpendiculares eléctricos
y magnéticos. b1

Los métodos ya comentados permiten obtener un nimero grande de coe-
ficientes RS, pero su complejidad los hace dificilmente implementables
mas alld del estado fundamental. Un método alternativo que permite obte-
ner los coefictentes perturbacionales para otros estados es el desarrolla-
do por Fernédndez y Castro /103/ y que hemos denominado "teoria de pertur-
baciones sin funcidn de onda para sistemas multidimensionales" (ver el
§.9). En este tiltimo trabajo se han calculado a modo de ejemplo los coe-
ficientes de primero y segundo orden para los estados ls (fundamental)
y 21:)*1 (primero excitado), utilizando la notacidén del espectro correspon-
diente al limite de campo nulo. En el resto de este parigrafo extendere-
mos estos resultados a otros estados y a drdenes perturbacionales superio
res; &stos nos ser3dn de suma utilidad mis adelante cuando utilicemos el
EZAH como un modelo de aplicacidn. Cabe afnadir que recientemente este pro-
cedimientao ha sido extendido para tratar el efecto combinado de campos

eléctricos y magnéticos cruzados /104/.

Utilizando los resultados del §.9, podemos obtener una recurrencia
para el efecto Zeeman haciendo la siguiente eleccién en la ec.(9.17):

ET 4

S(r) = r/n , (32.1)

donde n es el nmero cuintico principal del correspondiente autovalor hi-
drogénico, y eligiendo ademas a la funcién f (ec.(9.20)) de la siguien-

te manera:

f = rM senNB"coste elm¢ SUMLN = 0,1,2,... 3 m o= 0,:1,42,...3

t=20,1 (32.2)

Si ahora tomamos en cuenta la ecuacidn de Schrddinger para el EZAH (ec.
(31.2)), podemos escribir los términos para el potencial de acuerdo a la

notacidén introducida en el §.9:

vy = - e s vy =22 e yhis (32.3)

0

donde, sin pérdida de generalidad, hemos tomado Z=1. Reemplazando las
ecs.(32.2) y (32.3) en la ec.(9.21) obtenemos la siguiente recurrencia:

M-n+l _ ,
2 M-1,n " ngﬂ_ig-z,N

)2
-1
8 M+2,Ne2

+ %“(Nz-mz) I + AE I,

M-2,N-2 »N

(32.4)

donde hemcs indicado:
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Iy,n " <¥|rMsenVocoste eim¢|¢> , (32.5a)
AE = E + 1/20% (32.5b)
Cy.y = 7 (M) = (N+t) (Netl)) (32.5¢)

Para aplicar el método a los diferentes estados sblo se deben dar los
correspondientes valores a n, m y t, y combinar la recurrencia con la
TPRS. Veremos a continuacidén algunas aplicaciones.

Ejemplo 1

Los estados de mayor interéds, en lo que se refiere a las diversas aplica-
ciones del modelo del EZAH, son los denominados estados "fuertemente li-
gados" ("tight bound") (§.31) definidos por:

m=-2=- (n-1) , (32.6)

Y que poseen una energia de unidn que aumenta con el campo A (Apéndice
H). Estos estados no son degenerados.
Introduciendo (32.6) y (32.4) obtenemos una recurrencia valida para

todos los estados fuertemente ligados:

M-g _ 1,2 2
T Tyt 0e1 = Cuow Iwezon * 3 M2-08) Ty oy + 0B Ty o
2
"8 Ivez,Ne2 (32.7)

Cuando M=N=2, obtenemos la condicidn de partida para calcular los autova-

lores:
22
aE = 3 IR+2,£+2 R (32.8)
junto a la condicidén de normalizacidén para cada estado:
I =1 (32.9;

Si ahora desarrollamos a AE y a las integrales IM N en serie de potencias
¥

de 22
sE = 7 B (32.10a)
n=1
e (n) \2n .
Iyy = L Tuon A (32.10b:
n=0
las ecs.(32.8) y (32 %% en transforman en:
(n) 1 ;(n-1; -
E =3 11“_2’£+2 n>1 (32.11a)
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(n) _

Ig,g 8.0 (32.11b)
Obviamente el célculo se completa una vez que se determinan los coeficilen
tes I;?g g4+ 10 que se logra utilizando la recurrencia (32.7). A tal
efecto introducimos (32.10a), (32.10b) y (32.11a) en (32.7), y calcula-
mos el coeficiente de Azng

M-2 . (n) _ () 1 2 .2, (n)

2 TM-1,041 T Oon Tye2,w * 7 T4 Typ n-2
+ 1 nil I(S) I(n‘l'S) - 1 I(n‘l) (32.12)
8 sio 242,242 TM,N 8 "M+2,N+2 ’

La ecuacidn anterior debe manejarse en forma recursiva para obtener el
;E;,2+2 E(n+1)). Para completar dicho célculo
se deben determinar los coeficientes Ii?gq)
O0<i<e+2+q(2+3) y 0<j<(2+2)(1+q).

A modo de ejemplo hemos realizado los calculos arriba indicados, para
los estados con =0, 1, 2 y 3, que se correlacionan con los estados ls,
2p_1, 3d_2, y &f_3 del atomo de hidrdgeno. Los cdlculos se efectuaron has
ta el orden perturbativo 20, de acuerdo a nuestras capacidades computacio-
nales, merced a un programa elaborado por el Lic. A.M. Mesdn; los resul-
tados obtenidos se ven en 1a Tabla 9.1. Los 20 coeficientes determinadcs
para el estado ls coinciden hasta la-Gltima cifra significativa con los

resultados mids precisos presentes en la literatura /98/. Una precisidn

coeficiente 1 (y con éste,

que satisfacen: 0<qz<n ;

similar se espera en principio para los coeficientes RS de los restantes
estados; cabe resaltar que los coeficientes perturbacionales més allia
del tercer orden para £>0, se presentan por primera vez en esta obra.
Tales coeficientes seran utilizados en proximos capitulos cuande discuta-
mos la construccidn de expresiones analiticas para lgs autovalores, a

partir de la informacidn correspondiente a la TPRS.

Ejemplo 2
Para estudiar los estados que no son fuertemente ligados el procedi-

miento que debe seguirse, si bien es algo mas complicado, es similar.
El primer estado diferente es aquél que se correlaciona con el estado 23
hidrogénico. Por brevedad, daremos s6lo la expresidn para la recurren-

cia:
)2 e ) NP (n) 1 5t 1) 5180y f(n-1-5)
M-1,N = M-1 "~M,N M-2,N " 2 'M-2,N-2 ~ B S=0‘ 3,274%2,27 "M,N
1 . (n~-1) . Mo . . .
g Iw+2’N+2} s M=2,3,... 3 N=0,2,4,...; n=0,1,... ;
(32.13)
donde:
(n) 1 vo-1) (n-1) A
E = § {21: 2 - 13’2 } (j.-..:.-td
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() _ _ 1 1% (e (s)y {-1-3) , —(n-1
Tojo = =% 6no * 16 L1 (1302 - 2 1500) 137070 + 10T },(32.14b)

(n) _ _ 3
Lo

+
Qo

n-1 - 1. _
(I (15°) - 2 152)) 157510 1{ro 1), (32,040
g= ’ ’ -

La Tabla 9.2 muestra los resultados obtenidos para los veinte primeros
coeficientes de la TPRS calculados con las ecs.(32.13) y (32.14a-c).
Dichos coeficientes se presentan también por primera vez en-ésta obra.
Una observacién de las Tablas 9.1 y 9.2 nos revela que la TPRS origina
una serie de potencias asintdtico-divergente para los autovalores del
EZAH, divergencia que se hace mas fuerte al aumentar %. Este comportamien
to ha sido estudiado por varios autores /96,105,106/, mediante la gene-
ralizacidn a varias dimensiones del procedimiento estudiado en el §.11
para el oscilador anarménico. El resultado del comportamiento asintdtico
de E(n)
do fundamental, y se encuentra expresado por la ec.(11.90). El resulta-

es conocido hasta el momento en forma cerrada s6lo para el esta-

do aproximado es:

E) o (aner/2yr (32.15)

que resulta mas fuertemente divergente que el comportamiento correspondien
te a los osciladores estudiados en el §.11 (comparar con las ecs.(11.78)

y (11.88)). o

El resultado (32.15) obliga naturalmente a utilizar m@todos de suma de
series perturbativas divergentes, para obtener los autovalores E( x).

Los progrescs realizados en este campo son muy recientes, y las resumi-
remos a continuacién. Una de las soluciones propuestas mds elementales

ha sido aplicar aproximantes de Padé (§.13) de pequeiio orden para estados
degenerados /107/; y de orden superior para el estado fundamental no de-
generado /98/. Los resultados revelan que el método carece de validez

para A>l, y por lo tanto no puede obtenerse informacidén alguna sobre el
régimen intermedio. Ademads existen razones tedricas (ver §.13) para espe-
rar que la serie RS para el EZAH no sea sumable por el método de -Padé.
Cizek y Vrscay /98/ han estudiado una técnica alternativa consistente en
el uso de extrapolantes de Thiele; si bien los resultados son razonables
para A=l, el namero de coeficientes perturbacionales que es necesario to-
mar en cuenta es enorme.

Otra técnica recientemente empleada ha sido el método de Euler /108/
(ver §.15) generalizado por Silverman /109/, que ha obtenido mediante el
uso de unos 35 términos RS resultados razonables para el autovalor més
bajo para Aal.

También se ha aplicado el método generalizado de Borel-Le Roy {ver 35.i4:
/101,108,110,111/, obteniendo resultados similares en precisidn a los
obtenidos a través del método de EKEuler antes mencionado.

Otraz alternativa diferente,que se ha estudiado recientemente, es la de

sumar la serie perturbativa mediante una técnica que permita tomar en
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cuenta alguna propiedad analitica conocida de la funcidn E(A). Particu-
larmente importantes son las propiedades asintdticas de la energia de
unidén para *>>1 (ec.(31.4) y Apéndice H) /17,58,60-68/. E1 primer inten-
to en ese sentido ha sido el de Galindo y Pascual /112/, quienes utiliza-
ron aproximantes de Padé |N+1/N| en una variable especialmente elegida
de modo de reproducir el primer término en la ec.(31.4) para la energia
de unidn.

Recientemente Cohen y Kais /113/ han aplicado el método de dilatacién
variacional (SW, 5.21) para prolongar los desarrollos perturbativos.

La funcidn de onda utilizada por estos autores permite tomar en cuenta
parte del comportamiento asintético de la energia de unién.

Patil /114/ ha combinado ciertas relaciones de dispersién y algunos érde-
nes de la TPRS para obtener expresiones analiticas aproximadas para los
primeros autovalores, que satisfacen también los primeros términos asin-
tdéticos para la energia de unidn., Las expresiones deducidas dan resulta-
dos razonables para A?1 para el estado fundamental, pero el error aumen-
ta rapidamente para los estalos superiores.

Un método eficiente para sumar la serie RS para el EZAH ha sido desarro-
llado por Le Guillou y Zinn-Justin /101/, mediante una transformacidn de-
pendiente del orden (TDO, 5§.18). Dicha TDO fue aplicada para aproximar
la energia de unidn como una funcidén del campo externo. El procedimiento
seguido /101/ combina la TPRS de orden 60 y los primeros términos asinté-
ticos de la energia de unidn (Apéndice H). Los resultados obtenidos (pa-
ra el estado fundamental) son de extraordinaria precisidn, y ampliamente
superiores en calidad a los obtenidos usando cualquier otro método.

Sin embargo el método basado en dicha TDO /101/ no constituye un método
general de tratamiento de series perturbacionales, ya que la informacién
de tipo analitico involucrada en la construccidn de la transformacién
hace que el método sea exclusivamente vadlido para el EZAH. Ademis no
queda establecido de qué forma sistemi2tica debe elegirse la TDO, de modo
tal que 1los resultados sean de mejor aproximacidn.

Un nuevo punto de vista para tratar exitosamente las series perturbati-
vas, utilizando propiedades analiticas de la funcidn E(1) en el marco

de una teoria general, ha sido aplicado por Arteca y col. /115-117/ al
EZAH. El método aplicado es el MFV (o generalizaciones del mismo) que
comenzamos a desarrollar en los capitulos precedentes; una discusidn de-
tallada de los resultados se vera en las secciones siguientes. Nuestro
tratamiento no sdlo constituye una via sencilla y precisa para aproxi-
mar los autovalores, sino que, ademas, realiza aportes conceptualmente
novedosos respecto de las propivdades aneliticas de la funcidn en consi-

deracidn.
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RESULTADOS NUMERICOS (CAP.IX)
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Tabla 9.1

Coeficlentes perturbacionales RS para los primeros estados
fuertemente ligados del EZAH (calculados segiin el procedimiento

del §.32). %)

n ~ E™ag ™ (2p, )

0 -0,5 -1/8

1 0,25 3

2 -0,2760416666666664 -116

3 0,1211154513888887 ( 1) 16192

4 -0,9755405906394653 ( 1) -57205264/15

5 0,1178630246122380 ( 3) 62426045445

6 -0,1959272760583517 ( 4)  -0,5246578495235231 (12)

7 0,4274861689521947 ( 5) 0,2719288070866074 (15)

8 -0,1186935282560849 ( 7) -0,1699171093824181 (18)
9 0,4097260186880245 ( 8) 0,1261305580753331 (21)
10 -0,1725156234947565 (10)  -0,1100183924440788 (24)
11 0,8716665393270882 (11) 0,1117401621637270 (27)
12 -0,5210940934011892 (13)  -0,1310589020557425 (30)
13 0,3640532401232869 (15)°  0,1761487030881318 (33)
14 -0,2940370393476464 (17)  -0,2693305161691009 (36)
15 0,2719572430769083 (19) 0,4652898048792428 (39)
16 -0,2856379426829852 (21)  -0,9024511281888209 (42)
17 0,3381522618344236 (23) 0,1953914952529491 (46)
18 -0,4482314059482390 (25) -0,4696543856732298 (49)
19 0,6612952596854647 (27) 0,1247151762591110 (53)
20 -0,1080080640806817 (30)  -0,3642185373074384 (56)
a)

Entre paréntesis se indica la potencia de 10 por la que
debe multiplicarse el coeficiente tabulado.
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Tabla 9.1 (continuacién)

Coeficientes perturbacionales RS para los primeros estados
fuertemente ligados del EZAH (calculados segin el procedimiento
del 5.32), &

n ~ £, e (af_y)

0 -1/18 -1/32

1 27/2 40

2 -147987/32 -200960/3

3 1396685997/256 3381002240/9

4 -0,1042082539730307 (11)  -0,3329328337047697 (13)
5 0,2661823134552461 (14) 0,3857554194892650 (17)
6 ~0,84065065272646045 (17)  -0,5404625241696400 (21)
7 0,3156852 75587792 (21) 0,8804669048497595 (25)
8 -0,13795914622382777 (25)  -0,16320100586546965 (30)
9 0,6927597243062660 (28) 0,3398404771134897 (34)
10 -0,3964943806124825 (32)  -0,7889222373097735 (38)
11 0,2571749937694831 (36) 0,2031952807164131 (43)
12 -0,1881694058348719 (40)  -0,5787849775253664 (47)
13 0,15465546080782052 (44) 0,1818813549394281 (52)
14 -0,1621934483296272 (48)  -0,6292028239343073 (56)
15 0,1456420259608559 (52) 0,2391038700455903 (61)
16 -0,1654930481342770 (56)  -0,9958178478772188 (65)
17 0,2077674003018858 (60) 0,4534253995185415 (70)
18 -0,2870457206118755 (64)  -0,2251364399563629 (75)
19 0,4347556440961387 (68) 0,1215771742966442 (80)
20 -0,7192654779061029 (72)  -0,7121524234783501 (84)
a)

Entre paréntesis se indica la potencia de 10 por la que
debe multiplicatséd - ¢lscoeficiente tabulado.
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Tabla 9.2

Coeficientes perturbacionales RS para el estado 2s (primer
estado no-fuertemente ligado del EZAH), calculados segin el
procedimiento del §.32.2)

n g(0) (24)

0 -1/8

1 7/2

2 -478/3

3 202576/9

& -744745648/135

5 0,1881650928102710 (10)

6 -0,8204391786512023 (12)

7 0,4389596735728581 (15)

8 -0,2816897679290545 (18)

9 0,2137332357817471-(21)
10 -0,1897900716893362 (24)
11 0,1955823529627524 (27)
12 -0,2321429979067009 (30)
13 0,3151014434719851 (33)
14 -0,4857971635820124 (36)
15 0,8452044545889403 (39)
16 -0,1649430121661903 (43)
17 0,3590184717445867 (46)
18 -0,8670399595821733 (49)
19 0,2312096400478561 (53)
20 -0,6777773205584709 (56)

a)
Entre paréntesis se indica la potencia de 10 por la que

debe multiplicarse el coeficiente tabulado.
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CAPITULO X

APLICACION DEL MFV AL EFECTO ZEEMAN EN EL ATOMO DE HIDROGENO.
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§.33. CONSTRUCCION DEL FUNCIONAL VARIACIONAL.

™

Consideraremos un atomo de hidrégeno de carga muclear Z, en un campo
magnético uniforme externo, que supondremos orientado en la direccidn
del eje X3z, El hamiltoniano que describe este sistema en la aproxima-
cidn no relativista, y en unidades apropiadas (Apémdice G), es:

2
Ho= - % (;f% + %'%3 + EE%) + 5%7’+ %T 02 + %—(Lx3+ 8 st)
-2, (33.1)
donde:
r2 = x% + x% + x% = 02+ x% . (33.2)

Sean E(Z,A) los autovalores de la pdrte del hamiltoniano que excluye los

términos paramagnéticos en el campo (ec.(31.1)):

E(Z,0) = <H(Z,M)> = <H > - 5 (m + gm) , m=0,%1,22,....
m=t 1/2  , (33.3)

La importancia de este problema ha sido extensivamente discutida en el
§.30, al cual se remite al lector. Como sabemos, el problema no tiene so-
lucidn analitica debido al acoplamiento de los dos grados de libertad
(p y x3) en el término couldmbico. Nos proponemos ahora discutir cémo
aplicar el MFV para derivar expresiones aproximadas para E(Z,}X) validas
para A>0. Parte de los resultados que deduciremos aqui han sido publica-
dos recientemente /1,2/, pero creemos que es de importancia discutirlos
en esta seccidn para mantener la unidad y el ordenamiento 1dgico en el
desarrollo tedrico del MFV.

A partir de las desigualdades de Heisenberg en coordenadas cartesia-
nas, en el 5.22 encontramos una forma apropiada para el FV, que en nues-

tro caso se reduce a:

Al ﬁz A3 v
Fe—mg+—ogt—ag+ V{q) . (33.4)
9% 92 94

g = (q;,9:94) (33.5)
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donde {Ai} son constantes (independientes de )). Los parémetros {94}, se-
gin vimos en el Cap.VI al desarrollar la teorfa del MFV, son proporciona-
les a las incertezas en cada una de las coordenadas cartesianas. De acuer
do a las condiciones de contorno del problema, dichos parémetros satis-
facen la siguiente proporcionalidad:

¢« x> (33.6)

El funcional V(q) es la expresibn en términos de{q;}del valor medio del
potencial: V=-Z/r +Azp /8. Para construir este funcional seguimos el pro-

cedimiento ya explicado en el Cap.VI; la eleccidn mds simple estid inme-
diatamente sugerida por la forma del potencial:

- 22, 2 2 -
V(q) = - CZ/q +3 (q) + q;) B , q = |jall (33.7)

Manteniendo el esquema simplificado en el que hasta ahora hemos estado
trabajando, consideraremos a B y C como constantes dnicamente dependien-
tes de los nimeros culnticos. Debe notarse que las dos constantes intro-
ducidas en V{(q) no son redundantes, a diferencia de lo que sucederia para
los modelos estudiados en el Cap.VII. Esto es_debido a que los modelos
estudiados en el Cap.VII eran reducibles a sistemas unidimensionales, en
tanto que el modelo estudiado en esta seccidn, exige un funcional multi-
dimensional. En cierto modo, la presente situacidn es similar a la estu-
diada en el Cap.VIII, donde las condiciones de contorno finitas hacianne-
cesaria la modificacidon del FV con la consiguiente introduccidn de una
constante adicional.

Sabemos que el autovalor exacto E(Z,)) satisface dos teoremas fundamenta-
les que determinan la dependencia con los parametros contenidos en el ha-

miltoniano: el TV,

3 "~ 2
):1<D > = <% + -2— p2> , (33.8)
n=
y el THF,
?3E _ 1
L. L (33.9a)
%% = 7 <o®> (33.9b)

Aplicando el teorema 19.], sabemos que la condicidn de extremo del fun-

cional F

3F o sy - c 2 1p
(gai;(qi—qi) 0 . i=1, 2, 3, (32.10)

permite satisfacer relaciones similares al TV y THF, es decir:
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3 A 2
1 _cz A% 2,2
2 1£1;;§ =oF + 7 B (afT+atn) (33.11a)
R
(%;)(qi-q;) -} B(qiZsqsDy (33.11b)
3F c
@5 (q=qH) = - &, (33.11¢)

Los valores de las variables q y {q;} en el extremo quedan determinados
a partir de (33.10). Inmediatamente deducimos a partir de dicha ecuacidn
las siguientes relaciones:

A 2
_2._3; + %; B g% + %? =0 , i=1,2, (33.12a)
qf q
A
3 ,.2C . _ |
q¥” q

Dada la simetria cilindrica que posee el hamiltoniano para A#0, no podre-
mos determinar qf y qﬁ en forma separada. Por ello es natural. calcular
s6lo las variables qfﬂqg’y qg, ya que  éstas son suficientes para descri-
bir totalmente el sistema. Para determinar dichas magnitudes, partimos

de las ecs.(32.12a) y (32.12b), de las cuales deducimos:

1/2
2, au 1/2_,1/2 2q*3

% e _

9 * 93 [A], +A2 ) { AZB =3 } ’ (33.13a)

. + ZC
z

% = (—2 .

a3 = (¢ (33.13b)
El calculo se completa con la éc.(33.5):

2 2 2 2
7 = a%* % *
q ql + Cl2 + q3 (33.13¢c)

Notemos que una vez que las constantes A3, C, By (Ai/2+A;/2

) son conoci-
das, las ecs.(33.13) se resuelven ‘en forma iterativa.

Tal como lo discutimos en el Cap.VI el MFV permite aproximar el autova-
lor E(Z,2) por el extremo - del funcional. Utilizando las ecs.(33.1la) (TV
para F) y (33.13a) en el funcional F, ese extremo puede expresarse inme-

diatamente en términos-de q* y las constantes antes mencionadas:

3 1/2
} (33.14)

2 2
~ ZC Y 1/2 ,1/ 2B"q*
#) = - PR/ - q
ZC +

Para completar la construccidn del funcional, obviamente, resta determi-
nar las constantes involucradas. Antes de estudiar este problema, pocdemos
analizar algunas relaciones que nos saridn de utilidad luego.
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A partir del THF para el funcional F (ecs.(33.11b,¢)) y el THF para E
(ecs.(33.9a,b)) deducimos las expresiones para los valores medios de pz
y 1/r para el estado en consideracidn:

<o?> = B (qi? + ah (33.15a)
1, . €
<> oF (33.15bd)

Estas ecuacioned¥ nos permitirin obtener una importante informacién comple-
mentaria obre los autoestados del hamiltoniano.

Utilizando el procedimiento seguido en los Caps.VII y VIII, determinare-
mos las constantes involucradas en el funcional, a paitir del conocimien-
to de las propiedades del sistema a campo nulo (3=0) y a campo infinito
(que es equivalente a hacer Z=0). A partir de la ec.(33.14) obtenemos:

1im F(3%) = - &8 1im q*71 (33.16)
=0 4 0

y, por otro lado, de las ecs.(33.13) se deduce:

-1 zc 3 1/2
lim q* ~ = 57 3 A = Al . (33.17)
A+0 2A A A
con lo cual la ec.(33.16) queda:
- ZZC2
lim F(gq*) = - . (33.18)

A+0

Si ahora obligamos al FV a correlacionarse con el autovalor correcto a
campo nulo:

E(Z2,0) = 1im F(g¥*) ’ (33.19)
A0

deducimos una primera relacidn que deben satisfacer las constantes:

¢t 2 -
€ .l el L, on,0 (33.20)
n

donde n, como es usual, es el nimero cuidntico principal del &tomo hidro-
genoide. Observemos ahora lo siguiente: debido a que las cantidades {qi}
satisfacen la proporcionalidad (33.6), podriamos concluir en que:

cr?s « q*? : (33.21)

relacién que, a diferencia de las (33.15), no es una igualdad para todo >
ya que no tenemdos aquil teorema alguno que nos vincule derivadas del FV

con <r2>. Sin embargo, podemos determinar,sin pérdida alguna de generali-
dac, la constante C tal que (33.21) se satisfaga a campo nulo:
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cr2>(3=0) = 11m q*? (33.22)
A+0

Introduciendo (33.22) en (33.15b) podemos determinar la constante C:

c -/{<%okr2>}(x=0) - 3%5{5n2+1-3g(z+1)}1’2 , (33.23)

ya que los valores medios involucrados son bien conocidos en la base de
autofunciones hidrogénicas /3,4/. Cabe notar que C es invariante por di-
latacidén y, por~consiguiente, es independiente de Z.

Con las ecs.(33.20) y (33.23) hemos fijado el valor correcto para E y
<r2> cuando A+0. Tenemos una relacién adicional en el comportamiento co-

rrecto para x+0 de <p2>. Sabemos que para el &atomo de hidrdgeno se satis-
face /3/
<pz>(1=0) = % f <r2>(l=0) . (33.24a)
con:
3m2-g(g+1)
f=1f(m,2) =1+ (33.24b)

(22+3)(22-1)

Introduciendo las ecs.(33.15a) y (33.22) en (33.24a) obtenemos la siguien

te relacién:

B lim (q¥Z+qs?) = (2o1/2BAl/24al/2) 1im ¢#3/2
20 ~2-0
o TN L (33.25)
x+0

que, utilizando (33.17) y (33.20), nos proporciona otra relacidén entre

las constantes:

1/2
B (al/2:a1/2) o Z_nfC (33.26)
1 2 3
Para que la construccidn del funcional esté completa debemos determinar
la constante A}/2+A%/2. Dado que ésta aparece en el término de simetria

puramente cilindrica del funcional, parece conveniente determinarla a par-
tir del conocimiento de la energia del problema ante un campo infinita-
mente intenso, condicién en la cual el término con la constante en cues-
tién es el dominante. Para X»» (equivalente a hacer Z-0) deducimos del
extremo del funcional (ec.(33.14)):

1im F(3%) « 281/ 2ar/2eal/ 2 2 (33.27)
740

comportamiento que podemos ajustar al espectro de Landau haciendo:
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(0,0 = (Bha - 112 F(g®) . (33.28)
Z+0

de donde, finalmente, se obtiene el resultado buscado:

RNV
N+l (33.29)
A ths T Gam1/? ’

donde N=0,1,... es el niimero cuidntico de Landau (Apéndice G) que numera
los estados del problema con Z+0. Para llevar a cabo cualquier cédlculo
debemos conocer la correlacidén entre los numeros cuanticos (n,2,m) y N
/4-6/. Cabe comentar que sdlo m es un buen nimero cuintico, ya que se
conserva la componente del momento angular L en el eje x43. Sin embargo,
nosotros podemos correlacionar -adecuadamente los estados del régimen cou-
16mbico con el de Landau a través de las constamtes del funcional.
Introduciendo (33.29) en (33.26), y usando (33.23), obtenemos la constan-
te B en forma cerrada:

2

—2— £% (5n%+1-30(241)) (33.30)
9(N+1)

B =

Los cédlculos se completan con la constante A3, deducida inmediatamente de
las ecs.(33.17) y (33.20):

1/2 1/2 N+1

T (2myi/2

1 (5n%+1-32(2+1) } (33.31)

Resumiendo, el funcional que hemos construido permite obtener una funcidn
que satisface el THF y el TV, y que ademas posee &l mismo compotamiento
que el autovalor exgto para A»0 y A+». Ademas la introduccidn de una cons

tante adicional nos ha permitido obtener el correcto valor de <pz>(l=0)

y <r2>(1=0).

El hecho que el funcional satisfaga el primer valor medio arriba mencio-
nado, implica que el MFV nos da la TPRS hasta el primer orden. Como vere-
mos enseguida, pese a su sencillez, el funcional construido en este para-
grafo permite obtener una excelente aproximacién al autovalor exacto
E(Z,»). Cabe acotar que una solucidn alternativa muy simple que podria
haberse utilizado es emplear los resultados variacionales, adiabaticos,
etc, para determinar una de las constantes /1/.

Antes de efectuar calculo alguno, podemos analizar algunas propiedades
0 leyes de dilatacidn que son sa&isfechas por nuestro funcional, mediante
la condicién de extremo (33.10). Para ello indiquemos con F(q*;Z, 1) al
minimo del funcional (ec.(33.14)), representando la energia de un atomo
hidrogénico de carga Z en un campo de intensidad |A|. Realicemos entonces
en la ec.(23.14) una dilatacidn en el parametro q* (ver Apéndice A) y
reescribimosla en la forma de la siguiente equivalencia unitaria:

4 2.%3
-, {26 1/2,,1/2) 2823 172

3 2 4
a
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La eleccidn del parametro a como:

o =12 133.33)
nos transforma la ec.(33.32) en la siguiente:
- 2 43
F(3*32,0) = A (- 255 (= + 7 (A 2eay/ Dy (—2Bat__,) 12y,
T (—~ErpceBe
A
(33.34)

S

¥y que nos permite escribir la siguiente relacién de equivalencia:

1/2 4, (33.35)

L

La relacidén (33.35) es idéntica a la satisfecha por el autovalor exacto
E(Z,A). Esto nos asegura que el FV poseera una dependencia aproximadamen-
te correcta con A en todo el rango del campo. Notemos que ademas la rela-
cidén (33.35) nos simplifica grandemente los calculos a realizar, ya que
los mismos sblo deben efectuarse para Z=l.

F(G*;Z,)) = X F(q*;Zx~
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§.34. RESULTADOS NUMERICOS OBTENIDOS PARA DIVERSAS MAGNITUDES FISICAS.

Las ecuaciones deducidas en el §.33 nos permiten calcular con aproxi-
macidn razonable el autovalor E(1,)) (Z=1 en todos nuestros cilculos),
provista la adecuada correlacidn de nimeros cuanticos (n,m,2) y N /4-6/.
Ademds el THF nos permite obtener aproximaciones razonables a <p2>y
x>,

El procedimiento a seguir para efectuar los cdlculos es el siguiente:
se selecciona el estado a estudiar (esto es, se fijan (n,m,2) y N) y se
calculan las constantes del funcional con las ecs.(33.23) y (33.29)-
(33.31); se calcula q* solucionando en forma iterativa las ecuaciones aco-
pladas (33.13); finalmente la aproximacidén a la energia se obtiene con
la ec.(33.14) y la correspondiente a los valores medios a través de las
ecs.(33.15).

Podemos agregar ademéds otro cidlculo que resultara de interés: segin vi-
mos en el paragrafo anterior la propoercionalidad (33.21) es una igualdad
exacta para A>0 (ec.(33.22)). Sin embargo es de esperar que para X#0 no
sea mas que una razonable aproximacién al valor medio de<r2>. En este pa-
ragrafo analizaremos la bondad de este resultado. Notemos que las magnitu-

2, son las mas significativas desde el punto de vista

des E, <r2>, y <p
fisico, ya que la primera fija la energia del atomo y las dos restantes
la "forma" aproximada del mismo.

Los cédlculos llevados a cabo segliin el algoritmo antes mencionado se
muestran las figs.l10.1 y 10.2, para E(=F(q*)), <r2>(=q*2) y <pz>(=B(qf2+
qu)) en un amplio rango de valores de campo. Todos los cdlculos se rea-
lizaron con el Programa III para calculadora programable TI-59P que se
muestra al final de la obra. ‘

Por sencillez hemos elegido los dos primeros estados de la banda de Landau
(N+m=0) que son estados del tipo "fuertemente ligado" (ver Cap.IX), y son
los de mayor interés corriente. Estos dos estados se correlacionan, para
A+0, con los estados ls y 2p_; del &atomo de hidrdgeno. Para estos dos es-

tados tenemos la siguiente asignacidén de niimeros cuinticos:

(n,m,23N)=(1,0,0;0) , estado '"ls" , (34.123)
(n,m,2;N}=(2,-1,1;1}) , estado ”29_1" $34.18)

La fig.l0.1 muestra con linea punteada la variacidén de la energia para el
estado fundamental (34.la) en el rango de campos bajo e intermedios. Los
resultados obtenidos presentan varios hechos salientes: i) Para igl los
resultdos concuerdan satisfactoriamente con los "exactos'" (marcados con
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circulos) obtenidos con las técnicas numérico-variacionales més precisas
/7/. Este hecho es bastante 16gico ya que en este régimen (A+0) es donde
hemos introducido la mayor informacidn en el funcional. Sin embargo es de
remarcar la bondad del acuerdo obtenido, ya que hemos utilizado sélo la
informacidn de la TPRS de primer orden. Como sabemos la TPRS es asintd-
tica divergente, lo que impide su utilizacidén prictica (aiin en primer or-
den) para 130,1 /8/. Luego, es bien significativa la extensién que hemos
realizado a través del MFV. ii) Para valores de campo mayores ()21) nues-
tros resultados _pierden precisidn y prOporcfhan una cota superior al au-
tovalor E(1,)) (ec.(34.la)). Notemos que sin embargo la forma de la curva
obtenida a través del MFV es muy similar a la de la curva exacta. Este
resultado ya nos asegura que la principal dependencia de E con )\ puede
ser asegurada mediante los TV y THF satisfechos por el FV; las diferen-
cias que todavia restan deberian poder eliminarse con la inclusién en el
FV de los 6rdenes superiores de la TPRS. En paragrafos posteriores anali-
zaremos este punto.

La fig.10.2 ilustra los resultados obtenidos para <p2> b4 <r2>, para
los estados descriptos por las ecs.(34.1), en el rango de campos
10'3;1é102. Los resultados demuestran, sin duda aléuna, que gq*“ es una ex-
celente aproximacidn a <r2> /7/, en todo el rango de intensidades de cam-
po. Lo mismo podemos suponer para nuestra aproximaciodn a <p2> (en rigor,
presumiblemente mis precisa que la obtenida para <r2>), si bien en este
caso no se han reportado suficientes datos exactos.

Podemos notar, en conclusidn, que el MFV provee un sencillo formalis-
mo para describir razonablemente: bien las propiedades fisicas mas impor-
tantes del EZAH. Nuestras conclusiones sobre la "forma" del atomo en los
dos estados considerados son enteramemte correctos /9/: el atomo se de-
forma transformindose en una especie de "aguja" oriemtada en la direccidn
del campo. Esto es, la densidad electrdnica tiende a concentrarse sobre
el nlcleo, pero haciéndolo en menor proporcidén en la direccidn transver-
sal al campo. Resultados adicionales sobre la aplicacidn del MFV a este

sistema pueden verse en las refs./1,2/.
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§.35. RELACION DE DILATACION Y COMPORTAMIENTO SEMICLASICO DEL FUNCIONAL
VARIACIONAL,

e

La ec.(33.35) representa una relacidén de dilatacién en el campo magné-
tico, que es satisfecha por el FV extremado en el espacio de configura-
ciones.

Segin hemos visto en el Apéndice G, esa ley de dilatacid6n puede trans-
formarse en una ley equivalente de dilatacidn en la carga nuclear Z.

Sin embargo existe una relacidn adicional que satisfacen los autovalores
exactos en el limite.-semicléasico, esto es, para niimeros cuanticos ny N
grandes. Esa ley estd representada aproximadamente por la ec.(30.6), dis-
cutida en el Cap.IX en relacién a los atomos de Rydberg situados en cam-
pos magnéticos. Segin hemos demostrado en el §.31, un modelo semiclasico
elemental ya permite explicar dicha ley (ec.(31.25)). .

Analicemos el comportamiento del FV frente a una dilatacién en los ni-
meros cuénticos. Consideremos los estados que satisfacen la siguiente co-

rrelacidn:
n = N+l , (35.1)

y redefinamos las constantes y variables del funcional del siguiente mo-
do:

. 2
Ai = Ai/n R (35.2a)
' = 0 , (35.2b)
q'* = q*/n2 » Q"% = (q%,q5%,q93%) , q'*={|q'*|][, (35.2¢)
F'*t = n? F* = n? F(3*3Z,2) (35.24d)

Utilizando las ecs.(35.1) y (35.2a) junto a las ecs.{(33.29), (33.31) y
(33.23), podemos escribir las siguientes expresiones para las nuevas

constantes:

172 ,.1/2 1

A +A = » (35.3)
l 2 (281172
'1/2 - . l - - 1 Y r. Y~

A3 = 2—”2 (C 3177; {(35.4)

Los valores de qi* se obtienen a partir de las ecs.(33.13) 3 {(35.1) y



-244-

(35.2), siendo el resultado:

3
r el ikl 1/2_,41/2 2q'* 1/2 {
;1 +ZC
3
2A4,q'*
qi*z-- 0—4%5—-31’2 (35.5b)

Finalmente las ecs.(35.2d) y (33.14) nos permiten escribir el extremo
del funcional Fl*:

zc a2 1/2, q

2q ¥ + % B (35.6)

F'* = nzF* = -

La ec.(35.6) nos muestra el resultado buscado: la magnitud F'* dada por
(35.2d) depende exclusivamente de n31 » tal como lo exige la ley de dila-
tacidn (30.6). Por lo. tanto el MFV satisface la relacién (30.6), al igual
que otras aproximaciones semiclasicas como (31.25).

Notemos que F'* es una funcibén de 1A', y su Unica dépendencia explicita
con los nGmeros cudnticos es a través de C y B. Esta funcidén F'* se com-
porta igual que el estado fundamental, n=N+1=1, ya que verifica sus mis-

mos comportamientos asintdticos:

F'*(1'=0) = - & i (35.7)

F'*(2=0) = %} (35.8)

Tenemos asi una familia de infinitas curvas F'* con el mismo comporta-
miento asintdtico que el estado fundamental. Podemos obtener una Gnica
funcidon, e independiente de n, tomando el limite n-+«x. Esto es posible de-
bido a la independencia de C y B respecto de n en ese limite:

lin C = (3) . (35.9)
n—PCD
1im B = %? £2 (35.10)
n—i-oo

La introduccidn de (35.9) y (35.10) en la ec.(35.6), luego de tomar el
limite n*=,nos permite expresar a F'* como una funcidn de A', m y g.

El resultado anterior es particularmente interesante, ya que permite
derivar un resultado similar al obtenido a través de aproximacienes semi-
cliasicas en desarrollos en serie de potencias de 1/n /10,11/. En dicha
aproximacidn el estado fundamental se obtiene con el limite n-w, por lo
que resulta 10gico utilizar el limite n»~ en el funcional F'* con
m=¢ =0, para aproximar dicho estado.

En la fig.10.1 se ven con linea punteada, los resultados para el autova-
lor mas bajo (N=m=£=0), obtenidos utilizando la ec.(35.6) en el.limite
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n+= (n.+=) (ecs.(35.9) y (35.10), con f=1). Dichos resultados nos revelan
los siguientes hechos: (i) Para A<<l los mismos desmejoran respecto de
los vistos en §.34. Esto se puede explicar ficilmente notando qﬁe_
(F'*QN(1'=0) difiere, debido a 1las ecs.(35.9) y (35.10), del valor co-
rrecto (3F*AN (A=0)=(3E/3N (A=0); luego el funciomal F', dilatado con

n +®, NO satisface el desarrollo perturbativo hasta el primer orden;

(1i) En el rango de valores de campo 1<ig5, los xesultados son extraordi-
nariamente precisos. En este rango podemos suponer que serdn de mayor im-
portancia los efectos de la dilatacidn en los nimmeros cuénticos.

El ejemplo anterior es una muestra clara de las posibilidades del MFV
y a1s relaciones de dilatacidn para aproximar diferentes propiedades fI-
sicas.

En el §.30 realizamos una eXtensiva discusidn de recientes aplicacio~
nes fisicas del EZAH en un campo magnético de intensidad arbitraria, y
vimos alli que uno de los fendmenos de interés es el de las resonacias
cuasi-Landau en el umbral de ionizacidén a campo nmulo para dtomos de
Rydberg /4,12-14, y ref. del Cap.IlX/. Recientemémte Feneuille /15/ ha de-
sarrollado una ley empirica que permite conectar los regimenes de Landau
y Coulomb a partir de los datos experimentales del espectro cuasi-Landau.
La ley desarrollada /15/ satisface la dependencia con los nimeros cuan-
ticos (30.6), por 1o que este autor conjeturd que debia existir una jus-
tificacidn tedrica a su exitosa ley empirica. Hemos demostrado en el §.31
que el modelo elemental semiclasico ya predice tal ley, y recientemente
se ha demostrado que el método de cuantizacidén JWKB (para el plano per-
pendicular a la direccidn del campo magnético) permite explicar perfecta-
mente esa dependencia con los nGmeros cuianticos #/16/. Esos mismos auto-
res /16/, utilizando el método variacional discutido en el §.20, han pre-
sentado otra justificacidn diferente a la ley de Feneuille. El1 MFV tal
como lo hemos discutido en esta seccidén se constituye,entonces,en una
formulacién alternativa para explicar leyes empiricas como la de la ref.
/15/. La fig.10.1 (linea punteada) muestra, precisamente, que el MFV
permite describir muy bien la zona del limite de ionizacidn (E=0) a
campo nulo, que es la de mayor interés en resonamcias cuasi-Landau.
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LEYENDAS PARA LAS FIGURAS (Capitulo X)

Fig.10.1:

Fig.10.2:

Energia del estado fundamental para el EZAH, para intensidades
de campo bajas e intermedias.

-~~=-~ Resultados obtenidos con el MFV (nrsl-m-O)
Resultados obtenidos con el MFV (n+= , f=m=0)

o _Resultados "exactos" /7/.
Aproximacidén de los valores medios de 02 y rz para estados
del EZAH mediante el MFV.

— Estado 1ls

---- Estado 2p_,
o  Resultados '"exactos' para el estado 1ls /7/
&  Resultados "exactos" para el estado 2p_,/7/
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Fig. 10.1
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Fig. 10.2

(S1)<z4>
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CAPITULO XI

COMBINACION DEL MFV Y LA TPRS: OSCILADORES ANARMONICOS.



§.36. UNA EXTENSION ELEMENTAL DEL MFV PARA OSCILADORES ANARMONICOS.

En el §.23 aplicamos el MFV (que comenzamos a desarrollar en §.22) a
un oscilador 2K-anarménico:

H(g,X) = p2 + gxz + AxZK ’ (36.1)

cuyos autovalores, para g=1, denominamos E(1,2). Vimos alli que tanto la
energia como los valores medios de mayor interés, podian aproximarse a

partir del funcional:

A -
F (@) = = +q°+28a* (36.28)
n q n
(_g%n)(q=q*) =0 (36.2b)

De aqui en adelante eliminaremos las variables primadas usadas en §.23
para simplificar lz notacidn. Recordemos que A habia sido elegida como
una funcidn exclusivamente dependiente del nimero cuédntico n e indepen-
diente de A. Luego, tanto la energia como los valores medios quedan to-
ralmente determinados a partir del conocimiento de la funcidn Bn(l).

Hasta el momentc hemos discutido la aproximacidn que se obtiene al co:
siderar todas las constantes introducidas en el funcional como indepen-
dientes de los parametros perturbacionales, como campos externos o auto-
acoplamientos. Tales constantes resultaban ser dos (A y B) para sistemas
unidimensionales (o reducibles a éstos) con condiciones de contorno tri-
viales, edtanto que eran tres (A, B y C) para sistemas no separables con
dos grados de libertad o bien con condiciones de contorno para valores
finitos de las coordenadas.

Si desamos mejorar la aproximacidén anterior, debemos construir la
funcidn Bn(A) en forma apropiada. Para obtener una representacidn anali-
tica de Bn(A) debemos asegurar dcos condiciones fundamentales: i) La de-
pendencia de Bn(A) con A no debe alterar la dependencia de F, con i, ga-
rantizada por la condicidn de extremo (TV y THF). ii) El desarrollo
Taylor de la funcién B ()) en serie de ) debe conducir al desarrollo
Taylor correcto de En(=Fn(q*)), esto es, debe conducir término a tér:iino
a la TPRS.

Siguiendo les dos punios antes nombrados, hemos realizado la combina-
cion del MFV y la TFRS a través de la funcién Bn(l). Este es un punto ci.
ve en la estructura logica de esta obra y en uno de nuestros objetives:
relacionar propiedades semiclasicas y analiticas de problemas de dutcva-
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lores con la TP, de modo de inducir & través del MFV un mé&todo de suma

de series perturbacionales. Dentro de ese esquema que nos hemos propues-
to, el estudio de la funcién B (A) constituye un paso adelante en lo

que hace a generalidad y precisién en la descripcidn que, mediante el
MFV, podemos hacer de los sistemas cuanticos.

- Para congtrulr la funcién Bn(k) razonamos del siguiente modo: El fun-
cional F.(q) puede desarrollarse en serie de A, de la misma forma que

el autovalor E(1,)). De acuerdo a las ecs.(23.3a) y (23.3b), los desarro-
llos posibles para F,, son los siguientes:

- -3

- (m) m
F = m‘zso Fn X ’ A‘((l » (36-3)

, 1/(K+1) i pr(m) -2/ (ReD) (36.4)

Sabemos que, por otro lado, la condicidén de extremo (36.2b):

A_ = 4 1KBnq*(2K+2) . (36.5)

nos conduce a dos desarrollos posibles para q* (ver ec.(23.27)):

* = * Am . re<l N (36.6)

b m£0 I

gt = 21/ 2(K+D) I, W yTIAED (36.7)
m=

Los desarrollos (36.3), (36.4) y (36.6), (36.7) existen si y sdlo si B
puede desarrollarse del siguiente modo:

B.G) = § B™ " e, (36.8)
B) = T p (W) m2m/ (K)o (36.9)
o=

Notemos que, como ya lo indicamos en el §.23, B_()) es una funcidn acota-
da para todo 220.

El procedimiento para construir B (1) consiste en utilizar la
informacidn tedrica disponible para determinar algunos coeficientes !B(m)
{B'(m)}, y luego generar una funcidn cuyo desarrollo Taylor posea dlchOS
coeficientes.

Los coeficientes {Bém)} pueden determinarse utilizando las series de
Potencias en A (36.3) y (36.6). Si recordamos que a la constante A la
hemos fijado mediante la utilizacidén del limite A»0 para E(1,1) {(ec.
(23.26)), es decir:
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1 2 _1 .(0)2 -
An ~ % En(l.o) =4 En . (36.10)

es facil ver que para determinar B;M) se debe conocer hasta F;M+1). Lue-
go, si hacemos la siguiente asignacidn

B = ™ me0,1,2,.. 0001, (36.11)
‘'podemos obtener B(O) B(M) en funcidn de los coeficientes RS, E(m)

‘Presentaremos & aqui brevemente algunos resultados.
El procedimiento a seguir es el siguiente: IntroduC1endo (36.6) y
.(36.8) en (36.5), e igualando las potencias de A, obtenemos los coeficien

tes q7 en funcidn de B(m)

Los resultados intermedios necesarios para el
cidlculo de los dos primeros coeficientes de Bn(l) se muestran a continua-

cién. Utilizando la siguiente relacidn auxiliar:

2Kq q
q*?k - quK {1 + q*fx + (4K E% + 2K(2K-1) (% T )2)2% L), 36.12)
0 0 %

podemos colectar todas las contribuciones hasta el orden O(Az) para los
diferentes termlnos de (36.5). Para el primer término del miembro derecho
basta con tomar K=2 en la ec.(36. 12); para el segundo término del mismo
miembro tenemos:

AB g2+ 2 o gp2Ke2¢g (00 o (g{D) gi%%lquB;O))lz+ .} .(36.13)

Introduciendo estas ecuaciones en (36.5), e igualando las potencias de

Y, se deduce inmediatamente:

4
= *
Ay =9 (36.14a)
0 = 4qtqy’ + kB D qr?¥*2 (36.14b)
_ 3 22 22 $2K+2 (5 (1) 2(K+1) 4 (0)
0 = 8q3q6 + ].qu qO + qu (B qu ) s (36.14¢)

de donde encontramos:

x o pl/b ,
5 = A, , (36.15a)
¢ = -3 B;O) w2k b (36.150)
a5 = 2L (8 02" L L al Vg™ (36.15¢)

. - (m)
Para detcrminar los coeficientes {Bn }

mente las ecs.(36.2a) y (36.2b) de modo de obtener:

, primero combinamos conveniente-
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" o el 2K
F (q ) = 2q*° + (K+1)ABnq* , (36.16)

e introducimos posteriormente (36.3) en el miembro izquierdo, y (36.12)
y (36.8) en el derecho. Hasta segundo orden en X obtenemos:

(0) , (1) (2),2 2 2
Pt Fp A+ FLON% v = 2q3° + 4afqd) + 4(2q%q8+qt™) a2

2Kq?*
+ (K+1)q32K{B;O)x+ [B;I)+—a:lB;0)]12}
0
- + (36.17)

Igualando las potencias en i, y utilizando (36.15) y (36.11), completa-
mos el calculo:

(0) 2 K Q1
B” - (ET57) E; ) , (36.18)
n
(1) 1, 2 K (2) 2 )2
— n
Bn =7 (E—(o—y). {ZEn + K E(-G'T (36.19)
n n

Los coeficientes E;m) pueden determinarse para cada oscilador (esto es,
para cada K) utilizando los procedimientos estudiados en el Cap.III1 /1,2/
Los primeros coeficientes perturbacionales (que se utilizaran en este
capitulo) se listan a continuacidn, para los osciladores cuartico (K=2)

y séxtico (K=3):

B0 - (2nel) , k=2,3 (36.20a)
eV -2 s ann?) k2, (36.20b)
e 2 2 o) 5+ D), k=3 (36.20c)
e - - L &+ Y ety k2, (36.20d)
B2 - - o anel) (222D 4 4145 20 o 323 anen*y

K=3.(36.20e)

Utilizando un procedimiento andlogo al discutido, podemos obtener los
coeficientes {Ba(m)} (ec.(36.9)). Para calcular el coeficiente BE(M) ne-
cesitamos incluir los coeficientes perturbacionales asociados al desa-
rrollo (36.4) hasta el orden FA(M)

minar a partir de los correspondientes al autovalor:

Estos coeficientes se pueden deter-

prim) _ (m) m=0,1,2,...,M (35.21)
n n

. m . e P
Para calcular los coeficientes {Bé( )} seguimos el siguiente procedimien-

to: Realicemos el cambio de variable en el funcional (36.2a):

*
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q-y;‘IIZ(K+1). con el cual obtenemos:
=1/ (K+1) A -
A F.(y) = 421 + oy?s BnyZK 3 om "2/ (K+1) (36.22)

y

La condicidn de extremo (36.2b) nos conduce ahora a la siguiente expre-
sidn:

y*2K+2

4
A, = oy*‘\+ I(Bn s (36.23a)

1/2 _ 2 2K
o' /F (y©) = 20y*% + (K+1)B_y* (36.23b)

A continuacidn, podemos desarrollar los miembros derechos e izquierdos de
las igualdades (36.23a) y (36.23b) en serie de ¢, de acuerdo a las
ecs.(36.4) y (36.7). La primera de dichas ecuaciones (ec.(36.23a)) nos
relaciona a los coeficientes {q *} y {B'gm)}; hasta el segundo orden los
resultados son:

- B'(O)q'*2K+2
n

A 0

n K R (36.24a)

4

_ 95 L (0) Vg5 2K+1 V(1) 2K+2
0 = -t ZBn (1{+l)q1 44 + Bn 4, s (36.24Db)

0 = 4qi*q6*3 + K3ﬁ3q6*2K+2 + 2K(K+1)B;(l)qi*q6*2K+l

52K

+ k(x+1)B! gy

{(2K+1)qi*2 + 2q5%q¥) (36.24c)

Finalmente la segunda ecuacidn (ec.(36.23b)) nos proporciona, merced a
la utilizacidn de las ecs.(36.21) y (36.24), el resultado buscado

(0) K \K ep” K+1
] — n +
(1) EBO)K K (1) (K+1)A_

BI'\ = (A (K"‘l)-) (en - (0) ) ’ (36.26)

n Ken
(0)

eq K vl A

B2 o (¥ elP ¢ K e{) L KT oy, (36.27)
n 2e K™ e

A diferencia de lo que sucede con el desarrollo en serie de X para

(m)

E{1,1), los coeficientes e no .se conocen en forma analitica para los
(m)
e

osciladores anarménicos. La causa es facil de entender ya que e
los cceficiences RS de un oscilador cuirtico perturbado por un potencial

son

aricdnico y, como es conocido, los autovalores y autofunciones del oscila-
dor cuirtico no se conccen en forma analitica. Los primeros coeficientes
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e;m) han sido calculados numéricamente para los estados mas bajos de los
osciladores con anarmonicidad K=2,3,4 /3,4/. Para los estados con nimero
cuéntico grande, los primeros coeficientes -pueden ser calculados utilizan
do el método JWKB de primer orden desarrollado en el Cap.II /3-5/. Los B
resultados son los siguientes /3-5/:

ef® = XKD ((nh1/2) + 6 (ne1/2)71y ZKIKD) (36.28a)

c; = 2 (K=-2)/(K+1) {(K+1)nf(%)r(%%)-2} ZK/(K+1) (36.28¢)
(2-K)/ (K+1) 1o, 1.=2 12/(K+1) r(%)r(f%)z
Cy = 2 K+ )T T (50 72 ) ,(36.28d)
2 K K r(2) (L)%
K 72K
2K-1 T
GK = 12n(K+1) cotg(-z—K) (36.28e)

Nuestro problema es ahora construir una funcidén acotada B (1) tal que
pueda reproducir uno, o ambos, de los .desarrollos con coeficientes (36.18)-
(36.19) y (36.25)~(36.27). Para elegir una funcidn apropiada que repre-
sente a B (1) es conveniente estudiar algunas propiedades numéricas de
la funcidn.

La funcidén "exacta” B_()) es aquélla que conduce a F (q*)=E_, para todo

A y n. Luego, podemos utilizar los valores"exactos"de E_ para determinar
Bn para diferentes osciladores. De esta forma obtendremos algunas propie-
dades generales que nos permitan construir una expresidn analitica para

B.- A tal efecto, consideremos que se cumple la igualdad:

*) = .
F (g*) = E_(1,})) H (36.29)

en ese caso, la ec.(36.16) nos permite escribir para Bn(l) la siguiente

ecuacion:

2
B = Eﬂ‘zq*'ZK (36.30)
1 (K+1)ag*

Introduciendo. 1la ec.(36.30) en (36.5) deducimos una ecuacidn bicuadrada
que nos da el valor de q* que satisface exactamente (36.29); ésta es:

l"K .;\.4 i KE .‘:.2 _ - A
(et v oo A =0 (36.31}

De acuerdo a 1o que discutinocs en'el #.23, el intervalo 95A<> se corres-
1/ L .
ponde con el intervalo A;‘aaq*>0; ello nos asegura que la uUnica raiz

adecuada de (36.31) es:



-257-

2 K+l  (KE, K2E2 K-1,41/2
* R ee—— - —
1 TCK=17 'K+l - 4A (7))} (36.32)

(K+1)2

Las ecs.(36.32) y (36.30) nos permiten conocer numéricamente la funecisn
Bn(k), para cualquier oscilador anarménico, conocido el autovalor. Hemos
utilizado los extendidos resultados que aparecen en la literatura para
K=2,3,4, para diversos valores de n y X /6/, para efectuar dicho c#lculo.
En las figs.11.1-4 adjuntas se ven indicados por puntos los resultados
para B,()) como una funcién de 1g(1), para distintos valores de n y K.
La fig.)1l.l muestra los resultados para Bo(l) cuando K=2; podemos notar
que en este caso B()1) es una funcidn monétona decrecienua(B60)>Bb(0)), y
ademéds toma valores sdlo em un intervalo relativamente reducido. La fig.
11.2 muestra los resultados para B,(1), K=2. A diferencia de lo que suce-
de para By(i), la funtidn posee un minimo y ademis B;O)<Bé(0) La fig.
11.3 completa la discusidn del oscilador anarménico cuidrtico (K=2) .con
la funcidn Bg(A), que es una muestra de aquellos estados para los cuiles
Bn(l) es una funcidn mondtona creciente de X (B;O)<B;(0)). Todos 1los es-
tados del oscilador anarménico cuartico poseen una .funcidn Bn(A) que se
acomoda a alguno de los tres comportamientos arriba mencionados. Para
describir el comportamiento de Bn(l) para cualquier oscilador, debenos
agregar el caso del cual Bz(l), K=3, es un ejemplo (fig.l1.4). Vemos que
en este caso Bz(k) posee un minimo pero B§0)>Bé(0) Hemos encontrado que
cualquier estado de cualquier oscilador anarmdnico puede clasificarse
dentro de una de las cuatro categorias ejemplificadas a través de las
figs.11.1-4. Podemos en consecuencia realizar la siguiente clasificacidn
de estados:
(i) Estados de tipo I: B, (}) es una funcidén mondtona decreciente.
(1i) Estados de tipo IIa: E_(A) tiene un minimo y B;0)>B$(O).
(iii) Estados de tipo IIb: Bn(l) tiene un minimo y P;O)<Bé(0)
(iv) Estados de tipo III: B (X) es una funcidn mondtona creciente.

La Tabla 11.1 nos muestra qué estados cuadnticos para cada oscilador, con
K=2,3,4, corresponden a cada tipo. Veremos en el paragrafo siguiente que
el estudio de otras funciones acotadas asociadas a los osciladores anar-
mdnicos conduce, en forma natural, a la misma clasificacidn que discuti-~
mos mis arriba, la que por lo tanto resultaria ser una caracteristica
esencial del sistema cuidntico y no una mera particularidad de la funcién
B (A).

La Tabla 11.1 nos permite extraer algunas conclusiones: 1) Los estados
mis bajos de las simetrias par e impar (n=0, n=1) corresponden a estados
del tipo I; 2) Los estados con nimero cuintico grande pertenecen a la
clase ITI; 3) Los estados de tipo II (a o b) parecen ser una transicidn
entre los de clase I y III, va que en los mismos se produce el cambio de
B;O)>BA(O) a B;O)<Bé(0) Tales estados son relativamente pscos, y en prip
cipio, parecen mas complicados de describir ya que poseen minimos para

Bn.

El estudio numérico realizado mas arriba nos permite obtener algunas con-
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clusiones de tipo general sobre la funcidn universal-Bn(l) para los osci-
ladores anarmdnicos. Una propiedad de particular interés (y que es ilug-
trada por las figs.11.1 y 11.3) es que B (1) es una funcidn acotada que
posee, excepto para los estados de tipo II, un Gnico punto de inflexidn
dado por:

2 2
3“Ba(2) 3“Bn(A) OB (A
—n "2 (A=A,) = 0 , de donde: ~( Y(A=A A, = (2BatM)yaan
3 (1nr)2 i © a2ty = (SR (A,

(36.33)

e

Las figs.11.1-4 revelan una de las ventajas del MFV: El problema de la
determinacidn de En(l,l) (funcidn no acotada) ha sido transformado en el
de la determinacidn de B_(}), funcidn que por estar acotada (sélo toma
valores en un intervalo relativamente pequeiio), resulta mids facil de des-
eribir.

Existe otra propiedad muy interesante de la funcién exacta Bn(l) Y que
nos da una orientacidn adicional sobre su estructura analitica. En la
fig.11.5 se ven las funciones Bn(l) para n=10, 100 y 1000 con K=2. Estas
curvas practicamente pueden superponerse por una traslacidn; si observa-
mos la localizacidén de los puntos de inflexidén de las curvas, se conclu-
ye en que la traslacidn es de A=10"2 para n=100 y Ax10"3 para n=1000.
Estos resultados se verifican en forma similar para los restantes osci-
ladores (K=3,4) y nos sugieren que la variable natural para describir la

funcidn Bn(l) es:

g = A(n+1/2)K"1 (36.34)

Es interesante notar que esta variable coincide con la que Hioce y col.
/3,4/ y Banerjee y col. /6,7/ utilizaron para describir los autovalores
de los osciladores anarmdnicos. En el pardgrafo siguiente analizaremos
mas profundamente el significado de la variable (36.34).

Estamos ahora en condiciones de presentar una expresifn analitica para
B,(}). Una solucién elemental consiste en construir una expresidn expli-

cita de Bn(l) con En:

B,(A) = Bn(En) (36.35)

Utilizando la informacidén de tipo numérico y analitico que hemos discu-
tidc en esta seccidn, hemos disefiado una sencilla expresidn para (36.35)},
para los estados de tipo I y III /1/. El propdsito ha sido construir una
expresidn aproximada para B tal que la funcidn satisfaga simultaneamence
las ecs.(36.18) y (36.19) (cuando Xx»0), y (36.23) y (36.26) (cuando
1/3+0). A tal efecto, le hemos dado a B_(X) la siguiente forma:

gO) A0)
n ‘Bg,(K+,) (36.35a)
- \"r i FR
{1+cncn(6n),

(0)

LS +
n

Bn(En) = B
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c_(g ) = cl:°’ + {cr'l‘O’-cr(lol{gn/(gnu)}2"“"'1’ , (36.36b)

(0) _ 1 (1) 1-K K+1
n  °n

(0)_,,(0) (K+1)/2
¢yl = (ne1/2)1°K G , (36.36d)
n

~
en términos de las magnitudes ya conocidas. La funcidén (36.36) es una fun
cidén explicita de A, n y K, pero que no posee la estructura analitica B
correcta determinada por las ecs.(36.8) y (36.9), mas allid del orden que
hemos establecido al fijar el nlmero de constantes. La funcidn es muy
simple y cumple perfectamente el propdsito que nos habiamos fijado, esto
es, introducir las correcciones superiores al MFV a través de Bn(l).
Recordemos que (36.36) describe los estados de tipo I y III. Para esos
estados las figs.11.1,2 y 5 muestran,en linea llena,el _jesultado obteni-
do para Bn(A) utilizando la ec.(36.36). La comparacidn con los resultados
exactos (circulos) muestra la bondad de la aproximacidén en todo el rango
de X.

Los estados de tipo II se deben calcular en una forma diferente, si es
que deseamos obtener una dependencia explicita de Bn(l) con ny A Hos-
otros hemes optado por describir a .estos estados como una transicidn en-
tre los de tipo I y III, y hemos derivado en consecuencia una férmula
adecuada /1/ No creemos necesario discutir aquil la expresidén utilizada
ya que no agrega nada nuevo de interés conceptual, pero podemos analizar
los resuitados obtenidos en las figuras 11.3 y 11.4. Podemos ver gque

los estados de tipo II no pueden aproximarse bien en la zona del minimo;
sin embargo tales errores poseen poca influencia en el cdlculo final de
En(l,k). Este Gltimo hecho resalta las ventajas del MFV al transformar

el problema de la aproximacidn de E al de la aproximacién de B -

Con las ecs.(36.36) los autovalores En(I,l) se pueden calcular facil-
mente del siguiente modo: Dados X, n, y K se calcula Bn(x) y A, (ec.
(36.10)), y se resuelve la ec.(36.5) para determinar q*; finalmente la
ec.(36.16) determina nuestra aproximacidén a los autovalores.

Los resultados para los osciladcres anarmdénicos cuadrtico y séxtico se
presentan en un amplio rango de valores de X y n en la ref./1/. No los
reproduciremos aqul ya que no resultan relevantes para nuestra actual dis
cusidn, que estd enfocada hacia la obtencidén de resultados de tipo gene-
ral sobre las series perturbativas. Sin embargo podemos comentar breve-
mente la calidad de los resultados obtenidos:

i) Para el oscilador K=2 el mayor error porcentual relativo es de 0,0237%
para n=0 y A=1; a medida que nos alejamos de esa condicidn (para rn>0 y
’51 o 221) el error disminuye permanentemente. Recordemos que en el
funcional Fn(q) hemcs introducido, a través de Bn(l). el comprtamiento

correcto de En(l,l) para X0 y 1/X+0.
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1i) Para el oscilador K=3 el mayor error porcentual relativo es de
0,155% también para A=l y n=0. Notemos que el acuerdo con el resultado
exacto /6/ es excelente, pero no tan buenc como para K=2., Esta ‘diferen-
cia es facilmente explicable, tomando en cuenta que la serie perturba-
tiva de RS de K=3 es mas fuertemente divergente que para K=2 /8/.

La expresidn derivada en este paragrafo resulta ser muy superior en
calidad a otras expresiones analiticas sencillas, para los autovalores
de los osciladores anarmdénicos, construidas utilizando una informacién
comparable. Algunas de estas expresiones pueden verse en la ref./9/.
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§.37. TEORIA DE LOS REGIMENES DE ANARMONICIDAD: APLICACION DEL MFV.

En la teoria cudntica de las oscilaciones anarmdénicas es de importan-
cia conocer en forma mds o menos precisa los denominados regimenes de
anarmonicidad. Basicamente ‘el problema que plantean tales regimenes es
el siguiente: en qué rango de valores de (A,n) el oscilador puede descri-
birse en forma mids adecuada como un oscilador arménico perturbado (régi-
men arménico),y en cuidl resulta el oscilador descripto como un oscila-
dor puramente anarmdnico perturbado por un término armdénico (régimen an-
armdnico). La regiéﬁ comprgndida entre ambos regimenes es usualmente de-
nominada "zona divisoria" (boundary layer) /3,4/.

El conocimiento de los valores de (A,n) que definen los regimenes
armdnicos y anarmdnicos resulta de importancia para decidir qué método
matematico es mds Gtil para aproximar los autovalores. Desde nuestro
actual punto de vista, el conocimiento de los regimenes nos permite esta-
blecer qué informacidn resulta de-mayor utilidad: el desarrollo pertur-
bativo para A>0 o el que corresponde a 1/X+0. Recordemos que, de acuerdo
a lo visto en §.36, ambas informaciones pueden incorporarse en la fun-
cidn Bn{k).

Hioe y col. /3,4/ han definido los regimenes de acuerdo a la energia
En(l,l) del siguiente modo: El régimen armdnico corresponde, para un n
dado, al intervalo de X en el cual el autovalor E _(1,1) no difiere en
mas del 10% de E (1,0). Analogamente el régimen anarmdénico ha sido defi-
nido como aquel rango de valores de A para el cual E (1 A) no difiere en
mas de un 107 de AI/(K+1) ;O). Esta definicién es bastante arbitraria a
partir del hecho que la funcién En(l,l), mondtonanente creciente, no po-
see ninguna particularidad visible en su dependencia con A que la justi-
fique.

Por otro lado, Hice y gol. /3,4/ han encontrado que ambos regimenes pue-
den también ser descriptos mediante la siguiente variable:

3 - A(n+l/2)R°1 (37.1)

de forma tal que zhora En<< 1 corresponda al régimen armdnico y 5n5> 1
al régimen anarmgwico.

Banerjee /6/ A an, rjee y col. /7/ han propuesto un modo mejor para
definir ambos rebIN(hLS. Estos autores utilizaron el método variacional
de Rayleigh- -Ritz,~modificando la funcién utilizada por Biswas y col. /13/
introduciendo un parametro de escala n para describir el n-&ésimo autova-
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lor, mediante la siguiente funcién de onda:

2 n
Y (x,)) = e N(n,)x } a xt (37.2
n i1 1 ‘

En las refs./6,7/ se encontrd que la dependencia apropiada de n con A b4
n estaba dada por:

n(m,) = 3+ cre, g /(KD ’ (37.3)
y a partir de dicha ecuacién estos autores concluyeron en que los regi-
menes perturbacionales podian asociarse a gnlf(K+1)<< 1/2 (régimen armd-
nico) y EnII(K+1)>> 1/2 (régimen anarménico).

Kesarwani y Varshni /11,12) han utilizado la siguiente variable:

. \2/3
<@ = <1 , (37.4)
142273

para describir el cambio dé régimen con A. Sin embargo el conocido hecho
de que la zona divisoria debe correrse a menores valores de A a medida
que n crece, obliga a descartar (37.4) para otro estado que no sea el
fundamental del oscilador anarmdnico cuartico. Notemos que este dltimo

1/(K+1), segin lo hemos

corrimiento es bien tomado en cuenta por En y En
visto previamente.

Los criterios antes discutidos proponen una variable adecuada para des
cribir el cambio de régimen, pero no permiten relacionar ambos regimenes
y la zona divisoria con las propiedades del sistema fisico. Recientemen-
te Arteca y col. /13/ han mostrado que algunos valores medios son mas
aptos que la energia para definir las regiones antes mencionadas. Algu-
nas de las conclusiones derivadas son de interés para esta obra, de modo
que las comentaremos aqui.

Uno de los valores medios estudiado es /13/:
X_(LK) = <x®> (el 5 e ccr (0P (0>, (37.5)

que resulta muy 4til por ser una funcidn acotada y mondtonamente decre-
ciente en A. Para llevar a cabo el estudio, hemos calculado numéricamen-

te E_y <x2K>n para un nimero suficientemente grande de estados cuanti-
cos, para 0,0001 <A<i0000 y K=2,3,4. El procedimiento utilizado ha sido
el método variacional de Rayleigh-Ritz, combinado con una base de funcic-
nes trigonométricas que proporciona resultados muy precisos /14/. A
partir de tales célculos, el TV nos permite obtener <xz>n de la siguien-
te manera:

<x?> = ZUE_ - (e A<x?s ) (37.6)

La forma de la funcidén (37.5) queda ejemplificada en la fig.1l1l.6 (en un
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grifico logaritmico). Como vemos, inmediatamente pueden asignarse las
reglones: X =1 (régimen arménico), X ~0 (régimen anarménico) y la zona
divisoria entre ambos. Como caracteristica importante, la funcidn K
posee un dnico punto de inflexidén, que define perfectamente el transito
entre los dos regimenes:

(-Ejbﬁh-)(x A*) = 0 (37.7)
3(131)2 ’

Estos puntos de inflexidn se ubican en la zona divisoria establecida se-
gin el eriterio de Hioce y col. /3,4/, y por lo tanto definen correctamen-
te el cambio de régimen.

Utilizando el THF y la ec.(37.6), podemos escribir la ec.(37.7) en tér-
minos de la energia /13/

2
250) (a=ap) = -(k+1) a2 (2 En
3l 8A

3g
D) (A=X)  (37.8)

-K(EED) (A=r$) 4 RN$(

Si calculamos la variable gn en el punto de inflexidn:

(1) _ K-1
g = 2% (nel/2) : (37.9)

la Tabla 11.2 nos muestra que (E(l) 1/(K+1),'tomando n=10 como ejemplo,

es practicamente independiente de K. Ademas dicha cantidad varia muy po-

co con n; hemos estimado numéricamente que:
0,5 < (E(l) 1/(K+1) 1,0 » para todo n, A,K (37.10)

El resultadeo (37.10) nos muestra que la hipdtesis de Banerjee /6,7/ defi-
ne la variable apropiada, siempre y cuando la misma se calcule en los
puntos de inflexidn de X.. La ec.(37.10) determina pues una especie de
constante universal para los osciladores anarmbénicos; asi, si gl’(K*l)

el régimen natural es el anarmdnico, enfkanto que el armdnico corresponde

a 51/(K+1) 1/2.

Las conclusiones arriba mencionadas se mantienen para otros valores
medios, como <x2K>, y para otras funciones. Particularmente ltiles a
nuestros fines son las siguientes funciones invariantes por dilatacidn:

A <x2><p2> (37.11)

B = <«x?Kex?s7K (37.12)

La primera de ellas representa el producto de las incertezas de coordena-
da y momentw, y ambas estn intimamente ligadas a la fundamentacidn del
MFV. Hemos calculado numéricamente A y B a partir de Erl y <X 2k:-, va que

el TV mos permite escribir:

A= E - exBOHE + (kD2 oy (37.13)
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B - 2K «2K
{E-(K+1)a<x2K5 3K

(37.14)

Introduciendo (37.6), y el THF, en (37.11) y (37.12) obtenemos la rela-
cién entre ambas funciones:

34 2,K+1 3B

8o abl %’% , (37.1%)
y sus derivadas segundas:

2% _ 9B 3 ., 2.K+ly 2 K+l 3%B

La ec.(37.15) expresa claraménte que las pendientes de A y B tienen siem-
pre signo opuesto. Ademds nos asegura que si existen extremos, ellos apa-
recen en el mismo valor de A para ambas funciones. Como consecuencia de
(37.16), si A posee un maximo (minimo) entonces B posee un minimo (maxi-
mo}.

Los puntos de inflexidén de las funciones A y B son .adecuados también pa-
ra definir la zona divisoria entre ambos regimenes, y de hecho resultan
muy cercanos a los determinados a partir de X,- Es interesante ver que
las funciones A ¥ B permiten clasificar a los estados en una forma total-
mente equivalente a la vista en §.36, a partir de la funcién Bn(k).

Hemos verificado numéricamente /13/ que los’ estados de tipo I, II y III
clasificados de acuerdo a B (o A) son exactamente los mismos que clasifi-
camos como I, IT y III en §.36, para los diferentes osciladores. Eventual
mente hay pequefas diferencias respecto de cuil e©s 1Ia o IIb. En resu-
men, la funcidn & permite establecer la clasificacidén de estados en los
siguientes términos:

i) Estados de tipo I: Estados cuyo producto de imcertezas momento-coorde-

nadaz es mondtonc creciente.
ii) Estados de tipo II: Estados cuyo producto-de incertezas momento-coor-
denada es maximo para A=A0 ’ 0<A0<m.
iii) Estados de tipo III: Estados cuyo producto e incertezas momento-
coordenada es mondtono decreciente.
Las coincidencias entre las conclusiones extraidas en este paragrafo y
el anterior revelan que la clasificacidn de estados, y los puntos de in-
flexién (con 1n)) de diversas magnitudes acotadas parecen ser propieda-
des intrinsecas del sistema cudntico constituide por los osciladores 2K-
anarmdénicos.

£n virtud de estas coincidencias, hemos anali.zado los puntos de in-
flexidon de 1a funcidn Bn(A) (ec.(36.33)) ya que, a diferencia de los dis-
cutidos mas arriba, pueden determinarse en forma: analitica. Esta es una
interesante consecuencia de contar con una expre2sidn explicita (si bien
-+ Desde ya cabe notar qize la magnitud B,(}) esta
intimamente relacionada con B por lo que no es ¢le extrafar la gran sini-
litud entre las propiedades de ambas funciones. A partir de las ecs.

aproximada’ de B con g
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(37.12), (23.17) y (23.21) deducimos sin dificultad 1a siguiente relacisn
entre ambas funciones:

3B
B - 2(£%YSH1EF)-—‘

’ (37.17)

Obviamente esta relacidn sdlo es vialida para las magnitudes B, Bn y q*
exactas (ver §.23).

Para obtener i; de (36.33) s8lo se deben realizar las operaciones indica-
das, sobre las™ecs.(36.36). La Tabla 11.3 nos muestra los resultados nu-
méricos obtenidos para el oscilador anarmdnico cudrtico (K=2) expresados
como £;i)(=xi(n+1/2)x-l)
lo, los resultados muestran que los puntos de inflexidn satisfacen:

. Observemos que pese a lo complicado del cidlcu-

glt) 1,73 (37.18)

Esta constante, asociada al sistema del oscilador anarmdnico como un to-
do, estad bien de acuerdo a las constancias encontradas a partir de los
puntos de inflexidn de X, La fig.1ll.7 compara todos estos resultados:
las curvas A y C indican los contornos de la zona divisoria (II) calcula-
dos de acuerdo al criterio de las refg./B,&/, para K=2. Las zonas I y

II1 coresponden, respectivamente, a los regimenes armdnico y anarmdnico.
La recta B une los puntos de inflexidn de Bn(l) (ec.(37.18)) y 1a D los
correspondientes a Xn' Como vemos,-tales puntos de inflexidn caen en ple-
na zona divisoria y permiten establecer en forma natural los regimenes

a - -
de anrmonicidad.
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§.38. UNA SEGUNDA EXTENSION DEL MFV PARA OSCILADORES ANARMONICOS.

.

El procedimiento heuristico sugerido para construir la funcién B ()
que discutimos en §.36, si bien Gtil, no es satisfactorio desde el punto
de vista tedrico. Las razones fundamentales para ello son dos: a) La
estructura analitica de Bn(A)vno es totalmente correcta, ya que no pre-.
dice el desarrollo en serie (36.9) alrededor de 1/)=0; b) E1 MFV, asi
presentado, no puede ser generalizado facilmente a otros problemas de au-
tovalores.

El objeto de este paragrafo es resolver los problemas arriba mencio-
nados, y proponer de ese modo la idea clave que nos permita discutir pro-
blemas de naturaleza diferente a la de los osciladores anarmdnicos, es-
tudiados en este capitulo. La mayoria de los resultados que presentare-
mos aqui aparecen en nuestro articulo de la ref./2/.

La idea central de la extensidn que nos proponemos realizar es cam-
biar la representacidn explicita de Bn(l) con n y A, en una representa-
cidén implicita en términos de otra variable. La wvariable natural para re-
alizar esto es una funcidn de q, digamos h(q). La condicidn necesaria es
que h{q) satisfaga simultZneamente los desarrollos (36.8) y (36.9) para
los osciladores 2K-anarmdnicos. Las funciones mads simples que satisfacen

tales condiciones son las siguientes:

h(q) = u = aq*2K+2 (38.1a)

h(q) = v = q* (38.1b)

A partir de las ecs.(36.6) y (36.7) para g*, podemos verificar que efecti
vamente se satisfacen las condiciones requeridas, ya que se tiene:

m o
i 3""
v = {E q;; :\m }4 = A-ZI(K.‘-I)[Z qr;l* }"2“‘/(}("‘1) }I' . (38.@
m (118

- -2f(K+1) . -
esto es, u y v se desarrollan en serie de * y » * Luego un desarrg
110 en serie de potencias de u o v es una representacidn analitice para

-

Bn(l) que garantiza la estructura correctae establecida en (36.8) y (36.9)
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(m) m
Ba () = mzo Pn @ ' (38.4)
B (1) = z bt (m) ym
a Lo Pn (38.5)

Obviamente para realizar alglin cadlculo las series (38.4) y (38.5) deben
truncarse, de modo tal de evaluar q* a través de (36.5). Los coeficientes
{b(m)} y {b'(m)} son por el momento desconocidos, pero podemos facilmen-
te determlnarlos utilizando la informacidn tedrica disponible: la TPRS
(ecs.(36.3) y (36.11)) y el desarrollo en serie de potencias del autova-
lor cuando 1/3+0 (ecs.(36.4) y (36.20)).

Las representaciones (38.4) y (38.5) para Bn(X) nos permiten ajustar
dicha funcidén de modo que se satisfagan simultineamente los dos desarro-
llos asintdticos asociados al autovalor E_(1,3). Sin embargo es convenien
te realizar algunos comentarios sobre el empleo Optimo de (38.4), (38.5).
Observemos que ambas variables estan acotadas para todo 1>0, ya que se
cumplen las siguientes relaciones:

limu =0, 1limu = {(K+I)A }1/2 (38.6)
A0 A> el0) ’

lim v = (n+1/2)%; 1imv = 0 (38.7)
)L"*O p

El hecho que u y v sean finitas, para todo A, es una de las propiedades
matematicas mas importantes para explicar las ventajas de la utilizacidn

de (38.4) y (38.5), ya que mediante dichas variables es posible suavi-

zar la divergencia de 1la serie original en A.

Por otro lado la ec.(38. 5@) nos asegura que uJ genera términos en Al
con i>j. Asimismo, uJ genera todos los términos en -potencias de X 2/(K+*2
De acuerdo con este anadlisis, la serie (38.4) parece ser mas apropiada
para introducir la informacidén de la TPRS a través de los coeficientes
{E;m)}, ya que de ese modo los coeficientes {b:m)} calculados previamen-
te resultan invariantes frente al agregado de Ordenes superiores de la
TP.

Andlogo razonamiento nos permite concluir en que el desarrollo en serie
(38.5) es el apropiado para introducir los coeficientes.{egm)} corres-
pendientes al desarrollo asintbético para A>>1, ya que vJ introduce térmi-

-2i/(K+1)

nos proporcionales a A~ con i2>j.

Podemos ilustrar brevemente el manejo de las ecuaciones propuestas aqui,
utilizando un nivel de aproximacidn similar al utilizado en el §,36.

Ejemplo I:
Consideremos la introduccidén en el furcional F(q”) de los tres prime-

(0)
ros coeficientes E‘l) y el cceficiente domipante para 1/4°0, e Con

este propdsito, truncamos la expresidn para Br(“’ hasta el segundo orden:
[}
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B (1) 2 b(O) b(l’u . b(Z)uz (38.8)

Introduciendo (38 3’) en (33.8), obtenemos la expresidén de B n{ X) como
una serie de potencias de j):

(0) 2K |
B, = 51D 4 (qaZK* (1)), 4 o(y2) (38.9)

Las ecs.(36.18), (36.19) y (36.15a) nos permiten obtener, a partir de los
primeros coeficvientes del desarrollo (38.9), el resultado siguiente:

(0) 2 K
bl - (E(O)) E(l’ . (38.10a)
(1)2
p{1) - ; (—2— (0))2K+1 {2E(2) + K2 5?57 } (38.10b)
n

El coeficiente b;21'puede ahora determinarse de forma tal que se cumpla
{usamos aqui la ec.(38.6)):

A A
(0> (1) K+1 n (2) K+1 “n .(0)
iian(l)—b +b / ;Em}+b {K 7—
(38.11)
Introduciendo ahora (38.10) y (36.25) en (38.11) encontramos:
(0)
y Ke 2(K+1) (0)
(2) _ n K+1 K K (0) _
ba = D! (G - by
(K+1)ARp K+1, (1)
- (___TUTD} b_ "'} (38.12)
Kep n

Las ecs.(38.10a), (38.10b) y (38.12) completan la construccidn de la fun-
cién B,(1), una vez determinado el valor de u mediante las ecs.(36.5) y
(38.1a). El funcional finalmente se determina en su extremo (ec.(36.16)).
Utilizando el Programa IV (para computadora HP-1000), que se muestra al
final de la obra, hemos calculado numéricamente Bn(A) en el rango com-
pleto de 3, y para varios osciladores y nimeros cuinticos. Por ejemplo,
para el estado fundamental del oscilador anarmdénico cudrtico tenemos el

siguiente resultado:
By(A} = 3 - 6xq*® - 46,73418509 A2qx12 (38.13)

Para éste y otros estados hemos verificado que (38.8) describe con enor-
me precisidn el valor exacto de B_(}). El resultadc obtenido no puedge dis-
tinguirse on las figs.11.1-5 de los exactos.

Por brevedad no reproduciremos aqui los resultados numéricos para les

) |"1"1
autovalores /2/ €Sin embargo cabe comentar gque el mayor error porceatual

relativo corresponde a n=0 y valores intermedics de A, que es la zoua
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sobre l1a que no hemos introducido informacién alguna. Para A=} y n=0
el erroxr (ma@ximo) en En es: 0,0427 (K=2) y 0,32% (K=3). El acuerdo obte-
nido es excelente y comparable al que discutimos en el §.36.

Ejemplo I1I:

Consideremos la introduccidén en el funcional F (g*) de 1 -
(0) (1) (0) (1) ? o8 coeficien

tes E . E y e 2 e
B () del siguiente modo.

Para lograr esto, truncamos la expresidn de

] 0 ] t
B_(1) = hn( ), bn(l)v + bn‘z’vz (38.14)

Introduciendo ahora (38.%%) en (38.14) obtenemos la expresidén para
1/3+0:

B_(1) = bé(O) N (bé(l)qé*a) A2/ (KeD) g4 (Re)y (g 5y

de la cual deducimos, utilizando las ecs.(36.24a), (36.25) y (36.26),

que:

(0)
, (0) K+l ,K.K
bt = (SR a2 , (38.16a)
b (1) - ¢ Ke(O))K+2 e(1) _ (K+l)Ap, (38.16b)
n K+1)Ap n Ketﬁi '

El coeficiente bé(Z) se determina al introducir en la ec.(38.14) la con-
dicidn X»+0, de modo de utilizar asi la informacidn asociada a ambos re-

gimenes perturbacionales:

1fm B (1) = b'0 4 (ar1/2)2' 1) 4 (ne1/2)4p 2 2 (O (38.17)
1+0 D n | n n n

Introduciendo (36.18), y las ecs.(38.16) en (38.17) obtenemos:

e (0)

(2) 2 4 . 2 KD K K+l
bt {2 - (E9* (Hpte - &R
n EﬁO) EéO) n AL K+1
0 () ,
- (Esl ) )2( Ken)) K (1) - R+l)Anyy (35 13

A (K+D) ke (0)
n

Las ecs.(38.16a), (38.16b) y (38.18) completan la construccidn de Bn(
seglin (38.14). Los resultados obtenidos (mediante la utilizacidn del Prc-
grama V para computadora HP-1000 que se ve al final) son similares a los
discutidos en el Ejemplo I. Para comparar con la ec.(38.13) podemcs pre-
sentar como ejemplo los resultados para n=0 y K=2; éstos son:

By(1) = 11,58417411 + 7,88516213 %+ 23,1125657 ¢*° (38.19)
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La ec.(38.14), al igual que (38.8), logra describir satisfactoriamente

la forma de la funcidn Bn(A) para cualquier tipo de estado.

Al igual que sucedid en el ejemplo I los resultados obtenidos baxa F (q*)
poseen un error relativo méximo para n=0 y i=l. Tenemos asi para el esta-
do fundamental y A=1 los siguientes errores: 0,0117% (K=2) y 0,05% (K=3).
Es interesante notar que los resultado mejoran para n>0) y para valores

de Agl y A%l, por lo que el acuerdo es excelente. Puede observarse que
los autovalores son obtenidos con mayor precisiém a partir de (38.14),
que a partir de (38.8). Esta diferencia probablemente sea debida a que
la serie en ) es asintdtica divergente, en#anto que la correspondiente

serie de potencias en A-zf(K+1) posee radio de convergencia finito /15/.

Podemos agregar que, si ‘'se excluye la informacidn del limite 1/ -0
al utilizar (38.8), la extensién del MFV aqui presentada estid intima-
mente relacionada a algunas de las técnicas de suma discutidas en el
Cap.V. Este punto ha sido discutido en la ref./2/, y serd objeto de un
préximo capitulo en el marco del MFV generalizado.
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RESULTADOS NUMERICOS (CAP.XI)
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Tabla 11.1

Clasificacién de estados para los osciladores anarmdnicos
con K=2, 3, 4, obtenida siguiendo el procedimiento del §.36.

K Tipo I Tipo IIA Tipo 11IB Tipo III

2 ™ ngl - n=2 n>3

3 ngl n=2 n=3 nx4

4 n«<l =2 n=3, 4 n>5
Tabla 11.2

Puntos de inflexidén de la funcidn X, para el estado n=10
de varios osciladores- anarmdnicos.

. (i)1/(R+I}

K bY £10 ‘
5,02 x 1072 0,81

3 3,16 x 1073 0,77

4 1,78 x 1074 0,73
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Tabla 11.3

Puntos de inflexién de la funcién Bn(l) para los estados
de tipo I y 1II del oscilador anarménico cuartico.

=

E;i)=li(n+1/2)

1,740
1,717
1,641
1,716
1,726
1,730
1,729
1,730
1,729
1,730
100 1,728
1000 1,728

\DCD\IO\U-P‘MHO,

—
L
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LEYENDAS PARA LAS FIGURAS (Capitulo XI)

Fig.1l1l.1: Funcidn By(2) para el oscilador anarmdnico cuidrtico. Los
resultados exactos se indican con circulos y la expresisdn
analitica propuesta para Bn(k) con linea 1llena.

Fig.11.2: Idem Fig.ll.1l para BZ(A) del oscilador anarmbnico cudrtico.

Fig.11.3: Idem Fig.11l.1 para BB(A) del oscilador anarmbénico cuartico.

Fig.11.4: Idem Fig.ll.1l para BZ(A) del oscilador anarménico séxtico.
Fig.11.5: Idem Fig.11.1 para B_(1), n=10, 102, 10% del oscilador
anarmbénico cuartico.

Fiz.11.6: Funcidn XB(A,K) para valores de n y K.

(a): K=2, n=0
(b): K=2, n=2
(c): K=2, n=4
(d): K=2, n=10
(e): K=3, n=10
(f): K=4, n=10

Fig.11.7: Regimenes de anarmonicidad del oscilador -anarmdnico cuartico.

Zona I: Régimen armdnico

Zona II: Zona divisoria

Zona III: Ré&gimen anarmdnico

A, C: Limites de los regimenes segin la ref./4/
B: Puntos de inflexidn de Bn(l) (ec.(37.18))

D: Puntos de inflexidn de Xn (ec.(37.8))
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Fig. 11.1
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Fig. 11.3
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Fig. 11.2
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Fig. 11.6
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Fig. 11.7
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CAPITULO XII

RELACION GEOMETRICA ENTRE EL MFV Y EL METODO JWKB.
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§.39. REPRESENTACION FUNCIONAL DE LAS INTEGRALES JWKB PARA SISTEMAS
UNIDIMENSIONALES CON POTENCIALES PARES.

En paragrafos anteriores hemos discutido variae representaciones fun-
cionales para la energia de sistemas fisicos, a través de la generali-
zacién de relaciomes semiclasicas, y de las desigualdades de Heisenberg
o de la hipdtesis de de Broglie. Hemos mostrado que todas estas aproxi-
maciones conducen a dependencias de los autovalores con los. nimeros cuan

ticos y con los parametros contenidos en el hamiltoniano similares a las
obtenidas a través.-del método JWKB y el teorema variacional /1-13/ (ver
Cap. VI).

El propdsito de este paridgrafo es discutir la vinculacidn entre el
método JWKB y el MFV desde un punto de vista diferente. E1 nuevo forma-
lismo que ilustraremos aqui nos conduce a ecuaciones algebraicas cuyas
raices son los autovalores, y en las cuiles puede ser introducida la in-
formacidén proveniente de la TPRS.

La idea original que nos motivé a realizar esta investigacidn, ccn la
que cerraremos el estudio del MFV propiaménte dicho, fue la sospecha de
que, frente a tanta similitud entre resultados variacionales y semicla-
sicos, deberia existir alguna conexidn explicita que nos permitiera es-
cribir las ecuaciones semiclasicas JWKB en términos de algin funcional
extremado. Desde el punto de vista de la generalidad, nuestro estudio
de este capitulo representa un escaldn similar al dado en el Cap.XI.

Para establecer dicha conexidn entre el método JWKB y el MFV, conside-
remos por el momento un problema unidimensional con un potencial par,
acotado inferiormente y mondtono creciente para x>0:

H=p% + V(x) |, p=-if . (39.1a)

Vex) = V(-x) , g% >0 , si x>0 , V(0)=0 (39.1b)

Sin pérdida alguna de generalidad hemos elegido el minimo del potencial
en el origen.
La aproximacidz: JWKB de primer orden establece que la energia del n-

ésimo estadn ligado sactisface la ec.(5.21) (H=1=m, de acuerdo a las uni-
dades en que estd escrita la ec.(39.la)):

Sy = ¢ p(x) dx = 2n+l)x , p = (E - vxN1/2 n=0.1,2,..(32.2)

La fig.12.]1 muestra una tipica trayectoria fasica p(x) vs. x para un es-
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tado cudntico con energia E. Obviamente la forma de la curva en la fig.

12.1 estd determinada por la forma del potencial V(x), lo que por el mo-
mento es irrelevante. La ec.(39.2) nos da la expresidn para el irea en-

cerrada dentro de la trayectoria fisica.

Nuestro propdsito es encontrar la expresifn para la energia semiclisi-
ca sin resolver explicitamente la integral JWKB. Para ello razonamos del
siguiente modo: Sea S(E) el &rea de un rectdngulo inscripto en la tra-
yectoria fasica (fig.12.1);

S(E) = 4pq (39.3)

donde p es arbitrario y iq son las raices de la ecuacién: V(q)=E-p2; en
consecuencia, podemos escribir:

S(E) = 4q (E-V(q))1/2 (39.4)
A partir de la ec.(39.4) deducimos una ecuacidn para E en términos de q:

2

E = + V(q) (39.5)

l6q2
Hasta el momento tanto S como q estidn indeterminados. Notemos sin embar-
go que la ec.(39.5) revela las caracteristicas sobresalientes de un fun-
cional variacional. Para hacer mds clara esta similitud, elijamos el rec-
tangulo inscripto de area maxima:

98, _
(ga) = 0 (39.6)

A partir de las ecs.(39.5) y (39.6), y recordando que E es una constante,
deducimos la siguiente relacidn cuando S es maxima:

%% - (%%)q(%%) N (%%)S - (%%)S -0 (39.7)
Observemos nuestro resultado final: la energia E semiclédsica resulta del
par de ecuaciones (39.5) y (39.7) en lugar de la integral (39.2). El par
de ecuaciones representa un funcianal y su condicidén de extremo variacio-
nal, y constituyen las condiciones basicas presentes en otros métodos
variacionales estudiados previamente /1-5,13/. Esta equivalencia demues-
tra en forma clara porqué se obtienen los mismos resultados (cualitati-
vos) utilizando el método JWKB y el SVM /11,12,14,15/: ambos procedimien-
tos conllevan al mismo sistema de ecuaciones y difieren dnicamente en la
eleccidnm: de S. ’

En lz discusidénm que hemos realizado aqui, la condicidn geométrica re-
vresentada por la ec.(39.6) determina totalmente a S. Si el potencial de
sz, utilizaremos el siguiente lema para obtener

interaccidn es V(x)

dicha area.

Lema 39.1: Si V=x2K, entonces se cumple:
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S = 2k3/2(Ke1) " (K¥1/2K [ 3K+1) Sl— (39.8)
2K r( )r( )
2

Demostracidén: Comenzamos calculando §, para el potencial propuesto; te-
nemos asi:

5, = ¢ (E-qK) 12 4q = 2 flo (g-q%K)1/2 4
4o
"a
=4 OI °(£-qZ%)1/2 gq . (39.9)

donde p(qo)=0, define los puntos de retorno clisicos. Realizando el cam-
bio de variable z= q /E transformamos (39.9) en una integral de Euler
de primera especie:

- 2 -(K+¢1)/2K 1 _(1-2K)/2K,,__,1/2 _ 2 -(K+1)/2K 1.3
S1 % E OI Z (1-2) dz = T E B(iﬁ,il
1 3
I'(33) I'(x)
2 (K+1})/2K 2K’ "2
=X E 3K+1 (39.10)
I( )
Per otro lado, calculamos el area del rectangulo inscripto:
Stg*) = 4q* (E-q*m{)”2 . (39.11)
donde:
)(q q*) = 4 (E-q#ZKy1/2 _ 4pqn2K(p.gx2Ky-1/2 _ (39.12)
De la ec.(39.12) deducimos el valor de q*:
% - (_E y1/2K
q (K+1) R (39.13)

y facilmente podemos demostrar, a partir de la ec.(39.12), que S(q*) es

un area maxima:

2 .
(2~%)(q=q*) - - ggl/? (KEI)(I -K)/2K 0 , para K>0 (39.14)
2q

Introduciendo (39.13) en (39.11) obtenemos finalmente:

1/2 E \(K+1)/2K :
S (K+1) (39.15)
Meliante las ecs.(39.10) y (39.15) se completa la demos cidn del lema.

£l lema 39.1 nos proporciona la forma de la constante S del funcional
(39.5); utilizando la ec.(39.2) obtenemos el resulctado siguiente:
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3/2
5 = Cp (2n+1) c, = — K7 T ((3K+1)/2K) . (39.16)

K™ o1y (TD72K 13y 1 L

que, tal como hemos discutido en el Cap.VI, nos muestra que S es propor-
cional a n.

Observemos que la relacidn de &reas fasicas y areas del rectangulo ins-
cripto 81/S es independiente de n para un potencial V(x) que conste de un’
sdlo término. Para potenciales con mids de un término puede esperarse que
tal relacidén gea suavemente dependiente de n. No obstante cabe recordar
que la parte mds importante de la dependencia de E con n estd garantiza-
da por las ecs.(39.5) y (39.7).

Para un potencial con mas de un término, una alternativa diferente que
.puede sgurse es mantener la forma de S dada por el lema 39.1 y modifi-
car el funcional (39.5):

2

E=——+Vaq , (39.17)

16q

donde G(q) es una cierta funcidn que puede ser elegida de acuerdo a la

teoria del MFV (Caps. VI y VII).
Consideremos ahora otra interesante expresidn analitica para E a par-
tir de relaciones de tipo geométrico. Para ello utilizaremos el siguien-

te lema:

Lema 39.2: Sea 5, el area del menor rectingulo que contenga completamen-
te a S1 (segin se ve en la fig.12.1), para V=x2K. Entonces se cumple:

52 = C S1 ; C, = 2K - 3 1 (39.18)

Demostracidn: A partir de la fig.12.1 es inmediato deducir para SZ:

/2 (K+1)/2K

5, = 4p(D)go = 4 (E/%) (V% - 4 & (39.19)

De las ecs.(39.10) y (39.19) se obtiene (39.18).%*

Lhora, mediante el lema 39.2 y la ec.(39.19), podemos deducir para
el valor de la coordenada Qo del punto de retorno clasico el siguiente

resultado:

_,mCk, 2n+l .
= (%) =2 , (39.20)

donde hemos hecho uso d¢ (39.2). Considerando ahora que E=V(qy), obtene-
mos la relacidn buscada:

E = v({Egﬂ Zg%l}) (35.21)
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La ec.(39.21) es un resultado compacto y elegante para los autovalores
semiclégicos aproximados, expresados en forma de una ecuacidn algebraica.
La misma adopta una forma particulamente sencilla en el caso en que la
curva fésica pueda aproximarse por una elipse (utilizaremos de aqui en
adelante la denominacidn de aproximacién eliptica para dicho caso) ya que
- a partir de lema 39.2 se encuentra:

-1
¢ =% (39.22)

1 Veamos una siﬁ}le aplicacidén para analizar la significacién de la ec.
(39.21). Consideremos nuevamente el oscilador anarmdénico (Apéndices A y
B):

H(g,\) = p% + gx? + 2K (39.23)

Si nos restringimos a la aproximacidn eliptica deducimos, a partir del
potencial que aparece en (39.23) y de la ec.(39.21), la siguiente igual-

dad para los autovalores de H(1l,)):

(2n+1)2 , (2n+1) %K

E =
E EK

A (39.24)

Debido a la aproximacidn eliptica obtenemos el resultado correcto cuando
A+0, aunque s6lo el comportamiento cualitativo correcto con n y A para
1/3+G:

E = 1/ (K+1) (o, 1)2K/(R+1) (39.25)

La solucidn iterativa de la ec.(39.24) alrededor de X0 nos proporciona
(debido a su naturaleza algebraica) una serie de potencias en ), cuyos

primeros términos son:
E = 2nel) + 5 CoeD¥a - 4 (2r-D ey PE152 (39.26)

Una comparacion de la ec.(39.26) con las ecs.(36.20) (obtenidas niedian-
te los algoritmos estudiados en los §8.8 y 9) revela que, obviamente, la
serie de potencias obtenida de (39.24) no coincide con la TPRS. El resul-
tado no es de manera alguna sorprendente pues hemos utilizado la aproxi-
macidn eliptica para un potencial anarmdnico, lo que constituye una apro-
¥imacidn muy grosera. Sin embargo, la ec.(39.26) posee una interesante
propiedad: el comportamiento dominante para n»l en cada correccidn pertur-
bacions#l es predicho correctamente. Este resultado completa la discusiodn
de las propiedades deducidas a partir de las relaciones geométricas, ya2
e hemos probado que la aproximacidn semiclasica para la energia de es-
rados ligados no sdlo permite encontrar el mismo crecimiento de los auto-
valores con los nimeros cudnticos que aquél que predicen los métodos va-
riacionales, sino que, adem3s, permite predecir el crecimiento de los

coeficientes RS en el régimen de nuimeros cudnticos grandes, gomo una
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funcidn de K, para los diferentes osciladores anarménicos.
Si deselramos ir mas allid de la aproximacién eliptica tendrfamos, en

general, una expresién de la forma siguiente:

E =t (Zﬂil)

V' vE ’ (39.27)

donde Ty €8 una cierta transformada del potencial V(x), que deberi de-
terminarse apropiadamente. Un camino simple para realizar dicha exten-
sidn es retener hasta donde sea posible la estructura de la ec.(39.24).
Consideremos, por caso, la generalizacidén de (39.24) expresada en térmi-

nos de la siguiente ecuacién:

eEX*l - (2n+1)2EK-1 | a(2n+1) 2Xp(E) , (39.28)

donde D(E) es una cierta funcidn que debemos determinar.

La ec.(39.28) constituye un punto de partida independiente del estudia-
do en el §.38, para combinar la TPRS con ecuaciones que representan el
comportamiento analitico cualitativo del autovalor. Las consideraciones
geométricas invocadas anteriormente nos permiten obtener una ecuacidn ai-
gebraica cuyas raices son los autovalores, en lugar de un funcional y su
condicidn de extremo. Sin embargo, ambos formalismos estan igualmente
adaptados para introducir la informacidn proveniente de la TP.

El procedimiento para constuir D(E) es el mismo que seguimos en el §.38.
De acuerdo al teorema de Symanzik */16/ (Apéndice A) el autovalor del os-
cilador anarmdénico satisface la ley de dilatacidn siguiente (ec.{23,.3)):

1/(K+1) -2/(K+1)

E(1,A) = A E(A 1y = /&L (39.29)

donde E es desarrollable en serie de A y e en serie de A2/ (K+1) De
acuerdo con esto, D(E) debe desarrollarse tanto en serie de A (X>0) como
de A2/ (K+1) (1/2>0) para no alterar la correcta estructura analitica

de la ec.(39.28).

Si definimos, a partir de (39.29), las siguientes variables:

1= AT (K¥l) _ - (K+D) (39.30a)

v' = E"2 = 32/ (K+l) -2 (39.30b)

es facil concluir en que las mismas resultan muy adecuadas para obtener

una representacidén analitica de D(E), va que cualquier potencia de u' y

-2/(K+1)

v' origina potencias de A y 2 Elegimos entonces la representa-

cidén de D(E) como serie de potencias, es decir:
m - L)
p(Ey = § piPlyed (39.31a)
i=0

pr{idyei (39.31b)
0

il t~1 8

D(R) =
i
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Un simple anfilisis, similar al realizado en el §.38, nos asegura que el
desarrollo (39.31a) en serie de u' es apropiado para introducir el desa-
rrollo en serie de A, y del mismo modo la serie de potencias de v'
(39.31b) es adecuada para la utilizacidn de la informacién atinente al
régimen anarménico (1/x+0).

La ec.(39.2]) conduce a expresiones alternativas a la propuesta por
(39.28). Una segunda posibilidad seria, por ejemplo, la siguiente:

K+l o (2n+1)2eK-Y L(E) + Aén(2n+1)2K , (39.32)

.

donde C, es una constante, que hemos introducido de modo de poder alcan-
zar el resultado correcto cuando 1/A+0 (ec.(39.25)). La funcidn L(E) se
puede escribir en términos de las variables u' y v' (ecs.(39.30)):

L(E)

Zo AL TCL (39.33a)
n=

LE) = | L myn (39.33b)
n=0

y su utilizacidn practica es similar a la ya comentada para D(E).

Una forma particularmente simple y Gtil de manejar las ecs.(39.28)
y (39.32) es la siguiente: utilizar (39.28) y (39.31b) para introducir
el desarrocllo en serie de A~ 2/ (K+1) y las ecs.(39.32) y (39.33a) para in-

troducir la TPRS. Veemos a continuacidén un sencillo ejemplo de aplicaciédm.

Ejemplo:
Calculemos los primeros coeficientes {D'(lh y {L(lﬁ , de modo de

ajustar los coeficientes ei)y y et} (ec.(23.3)).
Si utilizamos la ec.(39.28), cuando X+ obtenemos automaticamente gl0)

Incorporemos ahora los dos primeros coeficientes el0) y e(l) medianie la
utilizacién de D' () y pr (1),
K+1 2.K-1 2K . (0) . bV
E = (2n+1)“E + A(2n+1) {D' + ——77—} (39.34)
E

Introducimos (39.30b) en (39.34), deducimos el siguiente resultado:

L L 512K (i (0) | (1) -2 -2/ (Ke1)

+ (2n+1)2 "2/ (K+l) K-1 (39.35)

Finalmente, tomando en cuenta que:

(0)

e = el0) 4 2K D)

n

+

obtenemos los dos primeros coeficientes del desarrolle de D(E):

]

p'(0) = e30><K+1) (2n+1)-2K (39.2632)
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(1)

Dl(l)
n

- 'O ((ke1refl) . (2n+1)2(e;0))-1} (39.36b)

Procediendo de un modo andlogo para el otro caso, reescrbimos ‘la ec.
(39.32) del siguiente modo:

EX*l o (2n+1)26K-1 (€0 | (1) g-(K+1)y Aén(2n+1)2x (39.37)

Podegos introducir los coeficientes E;O) y Eél) a través de L(O) y L)
y e; ) a través de C , de modo de tener una ecuacién con el mismo néGmero

de constantes ajustables que en (39.34). Haciendo ahora:

E = g0 4 gD

encontramos inmediatamente a partir de (39.37) los siguientes resultados:

+

L0 -y (39.38a)

L(1) - {(K+1)E11)E(0)K + (I_K)E(I)E(O)(KHZ) _ 6 }E(O)Z , (39.38b)
n n n n n

c, =p‘? (39.38¢)
A modo de ejemplo, consideremos aqui el estado fundamental del oscilador
anarmdénico cuartico (K=2, n=0) -y comparemos los resultados numéricos ob-
tenidos mediante las ecs.(39.34) y (39.37). Los coeficientés E;G) ¥ E;l)
1
;0)’ e; )

son bien conocidos (eecs.(36.20)), y para e hemos utilizado los

resultados numéricos de la ref./17/:

eéO) = 1,060362090 | eél) — 0,362022684 (39.19)

Los resultados obtenidos se comparan en la Tabla 12.1 con los resultados
'exactosd' /18/. E1 acuerdo es bastante aceptable en todo el rango de valo-
res de ), pese a la sencillez de las expresiones utilizadas y al pequertio
nimero de coeficientes perturbacionales considerados. El procedimiento
aqui presentado constituye una alternativa diferente para prolongar la
utilidad de la TPRS para los osciladores anarmdnicos, respecto del MFV

discutido en el §.38.
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§.40. REPRESENTACION FUNCIONAL DE LAS INTEGRALES JWKB PARA SISTEMAS
UNIDIMENSIONALES CON POTENCIALES SIN PARIDAD DEFINIDA Y SISTEMAS
RADIALES.

Consideraremos en esta seccidn la aplicacidn de las relaciones geo-
métricas estudiadas en el §.39 a potenciales sin paridad definida. Por
sencillez comenzaremos por los problemas unidimensionales.

2

Sea H=p“+V(x) el operador hamiltoniano para un modelo unidimensional,

siendo V(x) un potencial acotado inferiormente:
dv > . _ >
V(xo) < Vix) , I <0 six xo) < 0 (40.1)
El momento clédsico toma wvalores Oép(x)zéﬁ-V(xo), para un estado de ener-
gia E. Para dicho estado podemos construir un rectingulo de lados 2p ¥y
q4,-q;, donde:

V(q) = V(g,) = E-p2 , (40.2)

tal que esté inscripto en la trayectoria fasica (fig.12.2). El1 area de

este rectangulio es:

3 = 2p(q2-q1) > (40.3)

y alcanza su valor maximo cuando se cumple: (35/9p)=0. Notemos ahora que,
desde el momento en que E es fijo, 9 ¥ 4, son interdependientes a tra-
vés de p; luego, podemos reemplazar la diferencia 9,-9; Por q-qo,donde

q describe la variacidn con p y q_ es una constante que nos permitirad a-
justar el resultado de modo de obtener un tGnico autovalor para cada naG-
mero cuantico. De acuerdo a estas consideraciones, encontramos el siguien
te funcional:

g2

E = + V() . (40.%a)

4(a-q,)
con la siguiente condicidn de extremo:
G =0, B.35.9 (40.4b)
iq ag

La funcidn V(q) es en general una transformada del potencial.

Una forma funcional similar para la erergia puede obtencrse s partir

’
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de consideraciones bien distintas /2,4,5/. Nuevamente, la aproximacidn
presentada aqui permite esclarecer la relacién entre los métodos varia-
cionales y aquéllos de naturaleza semicliasica.

Es conveniente llamar la atencién sobre cd6mo hemos introducido la
condicidn (40.4b) en el funcional. Observemos que no hemos exigido que el
funcional sea un extremo, sino que el area del recténgulo inscripto en
la trayectoria clasica sea maxima. Esta eleccidn no es arbitraria, ya'
que es sb6lo en esta condicién que se satisface la relacién (lema 39.1):

T c(K) , (40.5)

wjtn

independientemente de E, siempre que V(x)=(x-x0)2K.

Congsideremos ahora cuil es la ecuacidn andloga a (39.21) para los po-
tenciales sin paridad definida. Sean X, ¥ Xy los puntos de retorno clisi-
cos (p(x;)=p(x,)=0) y consideremos un rectdngulo que inscriba a la tra-
yectoria fasica, segin se ve en la fig.12.2. El area S, del rectéangulo

es:

y, por extensidn del lema 39.2, sabemos que es proporcional al Area fasi-

ca:

S

§g = C"(K) ’ €40.7)
1

donde C'(K) es independiente de E cuando V(x)=(x-xo)2K.

y (40.7) deducimos la siguiente relacidn:

De las ecs.(40.6)

- C'(K)S)
2x, P(xy) + X+ X, . (40.8)
con lo cual el autovalor queda dado por:
' X4 + X
E = Vix,) = va—-KS1 1 o 2y, (40.9)

2(E-V(x0))”2 2

La ec.(40.9) se transforma en una ecuacidén, en general, trascendente
en la energia, una vez que determinemos Xys X3 Y %o Si el potencial fue-
ra par x;,=-X, ¥, tomando V(x0)=0, reencontramos la ec.(39.21). En la a-

proximacidén cliptica para la trayectoria tenemos el siguiente resultado:
0051 < (2neD) (40.10)

Las ecs.(40.4) y (40.9) no son sb6lo validas pzra problemas unidinersio-
nales, sino que pueden extenderse sin inconvenientes a los problemas

tridimensionales con potenciales centrales. En estos casos nuestro pro-
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blema consiste en aproximar los autovalores del hamiltoniano:

= 2 EE * d
H Py * 2 + Vix) P, = -1 Ix x>0 (40.11)

donde 32=£(2+1). Para aplicar a este modelo el procedimiento geométrico
arriba desarrollado, es necesario considerar como potencial V(x) al po-
tencial efectivo:

2
U(x) = E,‘+ Vix) (40.12)
X

En el caso que V(x) sea supersingular y no esté acotado inferiormente,
es decir mientras se tenga que:

v(x) = - %v- , A0, w2, (40.13)

el potencial efectivo (40.12) no resulta acotado inferiormente para 2=0.
Para sortear este problema se debe introducir la transformacidn de Langer

/19/:

g=2+1 (40.14)

que es caracteristica de la aproximacidén semicliasica para problemas con
potenciales radiales. La condicibn-de cuantizacidén JWKB es en este caso:

§ p(x) dx = (2n_+D)7w (40.15a)

p(x) = {E - g2/x% - v /%, (40.15b)
siendo n_ el nimero de ceros radiales de la funcidn de onda.
Veremos a continuacidn algunos ejemplos sencillos de aplicacidén de
las ecuaciones deducidas en este paragrafo.

Ejemplo I
Consideremos el siguiente problema unidimensional, sin paridad defi-
nida:
V(x) = ax’ + BX (40.16)

Calculando el minimo del potencial (40.16):

‘ -0 - = - &
Vix) =03 x = - 5o \ (40.17)

obtenemos el impulso maximo:

%E (40.13a)

5 - _ | .18a)
V(xo) = s

2
-B—- 1/2 k
p(xo) = {E + aa} (40.18b)
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Calculamos ahora los puntos de retorno clasicos:

E-Vix) =E -gx% -gx =0 , (40.19a)

2., \1/2
x) o =28 Sak) : (40.19b)

donde x, (xz) corresponde a la eleccidn del signo + (-) en (40.19b). De
las ecuaciones anteriores deducimos:

S

xl.. + xz B
———E = - (40.19¢)

Reemplazando (40.18b) y (40.19c) en (40.9), y utilizando la aproximacién
eliptica (ec.(40.10)), obtenemos el siguiente resultado:

(204l B 2 oo 204l B,

E = V(ﬁp Xo T 79’ T @ szos " 2a Pi{xy) ~ Za
_ o 2n+l .2 B2 (2ns1)? B2
= a‘(m) - m =0d ;___?-- ZIT! (40.19(1)
+
La

Finalmente la ec.(40.19d) nos conduce a la igualdad:

2
X 1/2 8
E = (2n+1)d- ZIE ’ (‘!&0.20)

que obviamente es el resultado correcto. Este procedimiento suminictra
una Optica distinta a la que discutimos en el §.24 respecto del papel de
la traslacidén en la teoria de los funcionales variacionales.

Ejemplo II:
Consideremos el potencial efectivo radial de un atomo hidrogénico:

2

Vix) = B - ;Z(- (40.21)

2
X

cuyo minimo es:

Vix) = 0 x = 28 (40.22)

Para el impulso maximo obtenemos:

Vix ) = - -27 (40.23a)
4g

} 2

p(xo) = 2— (2

. v bglpyl/? (40.23b)

A partir de la ec.(40.23b) encontramos la condicidn para obtener estados

ligados:
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72
- <=5 < E <0 (40,24)
4g

Para este problema en particular resulta mids simple utilizar las ecs.
(40.6) y (40.7) en lugar de (40.9). Si determinamos los puntos de retor-
no:

xE + Zx - g2 = 0 , (40.25a)

/2y, | (40.25b)

1 2 2
X, IE {-2 + (2% + 4g°E)
y notamos que por (40.24), x >0, x,<0, obtenemos el siguiente resultado:

(z2 + 4g2p)1/2 (40.25¢)

o

|

™

n

Nbé

[

HN

]

]
= =

Podemos calcular ahora el area del rectidngulo que inscribe a la trayec-
toria fésica (ec.(40.6)):

2,4,2
= - - . L7%4pE _
S, 2p(xo) (x2 x) ¢ oF C'Sy ’ (40.26)
con lo que deducimos para la energia la siguiente ecuacidn:
72
E = - 5 - (40.27)
4g=+C'g5,

Este resultado marca las dificultades del método para tratar los poten-
ciales radiales, ya que la relacidn (40.7) presenta en estos casos una
complicada dependencia con n. y . En este sentido la aproximacién de ci-
po geométrico que hemos desarrollado aqui presenta dificultades simila-
res a las de la aplicacidén del método JWKB a los sistemas radiales.

Tales dificultades, inherentes a la implementacidn practica del formalis-
mo, no son relevantes cuando el método geométrico se comhina con la TPRS

tal como se efectud en el §.39 (ecs.(39.28) y (39.32)).
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§.41. GENERALIZACION DE LAS RELACIONES GEOMETRICAS MEDIANTE LA
UTILIZACION DE LA TPRS.

e

Las trayectorias clasicas para sistemas con un nGmero arbitrario de
grados de libertad son muy complicadas como para extender el argumento
geométrico desarrollado en este capitulo. Una prueba de esta dificultad.
la hemos discutido con los problemas radiales del §.40.

Para aplicar el método a un mayor nimero de sistemas resulta mds con-
veniente seguir una via alternativa, y ésta es la generalizacién de las
ecuaciones algebraicas (39.28) y (39.32). La generalizacidn que realiza-
remos en este paragrafo constituye nuestra primera aproximacidn para in-
troducir en forma sistemitica la TP en relaciones funcionales de tipo se-
miclasico, tdpico al que dedicaremos el resto de la obra. Algunos resul-
tado sobre este punto,y otros que se han discutido.- a lo largo de este
capitulo, los hemos presentado recientemente en la ref./20/.

Sea E(1,2) (utilizaremos aqui la notacidn de los §.23 y §.24) un auto-
valor, de un cierto sistema que estamos considerando, acerca del cual co-

nocemos que puede desarrollarse de la siguiente manera:

E(1,%) = g(n),n (41.1a)

|
1

n=0

ey =B 7 Mo 40 (41.1b)
n=0

E(1,X))

]

alrededor de A=0 y 1/A=0, respectivamente.
Podemos ahora definir un par de variables que permanezcan acotadas y

cuyas potencias puedan desarrollarse en serie de 1\ y 2% (por extensidn
de (39.30)). La eleccidn mias simple es la siguiente:

v o g 1/B L o1/8 (41.2)

vt = E*/B - 30 /8 (41.3)

Las ecs.(41.1) nos aseguran que u'" origina t&rminos en A (i>m) y todas
las potencias de A*. Andlogamente concluimos en que v'" origina todas
las potencias de X y términos en] ,» con jem.

Usando las variables (41.2) y (41.3), las ecs.(39.28) y (39.32) se
pueden generalizar escribiendo la siguiente relacién /20/:
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gl/8 o g(O+1)/B 1 5y 4 sp(EY (61.4)

ecuacibn esta Gltima que contiene como caso particular s 1as éstudiadas
en el §.39,para los osciladores anarmdnicos (a=-2/(K+1), g=1/(K+1)).

En virtud de (41.2) y (41.3), las funciones L(E) y D(E) pueden cons-
truirse del siguiente modo:

L(E) = z L) g (41.5a)
n_

LE) = § L@y (41.5b)
n=0
T o(n)

D(E) = § D' uw'?® (41.5¢)

D(E) = { prénY (61.5d)
nZo .

El conjunto de coeficientes {D(p), D‘(n)} {L (n) L'(n)} puede finalmente

determinarse utilizando un nGmero arbitrario de coeflclentes ™) y

(n)} Ambos desarrollos .en serie (4l.la) y (41.1b) pueden incorporarse
en la ec.(41.4) ya que, por construccidén, las soluciones de dicha ecua-
cién poseen desarrollos en serie dé potencias de )\ y 2%, Sin embargo, des
de el punto de vista practico resulta conveniente utilizar (41.53) y
(41.5¢) en (41.4) si se introducen los coeficientes {E(n)}; analogamente
para introducir los coeficientes {e(n)} resulta mas practico utilizar las
expresiones (41.5b) y (41.54d).

Es conveniente remarcar aqui el significado de la extensidn que hemos
discutido en este paragrafo:.el problema original.de la ecuacidn de
Schrddinger (ecuacidn diferencial de segundo orden) ha sido transformado
en el problema de determinar las raices de una ecuacién algebraica cons-
truida a partir de los desarrollos en serie (41.1), Varias cuestiones
quedan abiertas a partir de este punto: i) Existencia de raices reales
de 1a ec.(41.4); ii) Convergencia de las soluciones a los autovalores,
cuando el nimero de coeficientes perturbacionales involucrados aumenta;
iii) Influencia, sobre los resultados de la ec.(41.4), de posibles tér-
minos espireos no considerados en el desarrollo (41.1b) (ver Apéndice
H).

Estas cuestiones:-e<tin aiGn abiertas a la investigacidn. Los estudios
preliminares efectuados en nuestro laboratorio revelan que la ec.(41.4)
puede adolecer (para“tiertos hamiltonianos) de multiplicidad de raices.

Si bien en las secciones siguientes presentaremos un formalismo mas
eficiente para sumar la TPRS, el principio utilizado es el mismo que he-
mos discutido aqui: desarrollar expresiones no numéricas para E, invo-,
cando las propiedades analiticas esenciales de la funcidn. En nuestro
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caso, tales propiedades corresponden a los desarrollos asintdticos
(41.1a) y (41.1b). La estructura bésica de tales desarrollos para la ener
gia de sistemas cuénticos estd determinada por los TV y THF.
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RESULTADOS NUMERICOS (CAP.XII)
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Tabla 12.1

Estado fundamental del oscilador anarmdnico cudrtico

como funcidén del parametro A.

A E a) E b) E c)
10-5 1,00000750 1,00000681 1,00000750
10'4 1,00007499 1,00006813 1,00007499
10_3 1,00074893 1,00068055 1,00074869
10'2 1,00739525 1,00673406 1,00737367
10-1 1,06638663 1,06140633 1,06528550
1 1,40102946 1,38691598 1,39235164
10 2,46022754 2,44711146 2,44917407
102 5,00609714 4,99872897 4,99941754
103 10,64308128 10,63950624 10,63978871
104 22,86315714 22,86148152 22,86160887

a)
Ec.(39.37)

b)
Ec.(39.34)

~)

‘Resultados exactos /18/.
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LZYENDAS PARA LAS FIGURAS (Capitulo XI1)

Fig.12.1: Trayectoria clésica p(x)«--(E:-\.r(x))”2 Vs. x para un sistena

unidimensional arbitrario con un potencial V{(x) par, acotado
inferiormente y monftono creciente.

Fig.12.2: Idem Fig.12.1 para V(x) acotado inferiormente, mondtono
creciente y no par.
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Fig. 12.1
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12.2
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