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Resumen: En los tltimos afios los métodos wavelet-Galerkin se han utilizado con éxito en la resolucién numérica
ecuaciones diferenciales y conducen a resolver sistemas de ecuaciones lineales. Para obtener matrices ralas y con buen
condicionamiento, la eleccién de la base wavelet es muy importante. En este trabajo proponemos una base B-spline
wavelet con derivada ortogonal que generan un Anélisis Multirresolucién (AMR) sobre el intervalo. La base esta
formada por wavelets interiores que se obtienen de las traslaciones y dilataciones de una wavelet madre que satisface
condiciones de ortogonalidad; y se definen wavelets de borde especiales. Para diferentes niveles de resolucién, las
derivadas de las funciones de la base son ortogonales. Se obtienen matrices ralas y diagonales por bloques, con nimero
de condicién uniformemente acotado. Para mostrar estas propiedades presentamos dos ejemplos numéricos.
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1. INTRODUCCION

Las propiedades de las bases wavelets son bien conocidas y han dado lugar a los métodos wavelet-Galerkin.
A partir de la formulacidn variacional se obtiene un sistema de ecuaciones lineales. A fin de garantizar
eficiencia en los célculos y elevada precision en las aproximaciones, es importante que la matriz asociada
al sistema, conocida como matriz de rigidez, sea rala o esparcida con nimero de condicién pequefio. Con
lo cual, la eleccion de la base wavelet a utilizar y los requerimientos sobre la misma, son importantes para
determinar las bondades del método.

Existen varias construcciones recientes de bases spline sobre el intervalo, por ejemplo Prims [1], Cernd y
col. [2] construyeron bases spline wavelet biortogonales, Jia y col. [3] propusieron bases multiwavelets de
Hermite adaptadas al intervalo [0, 1] con derivada ortogonal. Combinando enfoques presentados por Jia y
col. [3]y Cernd y col. [2] definiremos una base spline wavelet con derivada ortogonal a partir de la funcién
de escala B-spline ctibica.

2. ANALISIS MULTIRRESOLUCION B-SPLINE

Un Andlisis Multirresolucién (AMR) es una sucesioén de subespacios encajados {V}[O’”} ~que satisfacen

determinadas condiciones. En este trabajo consideramos la estructura AMR sobre L[0, 1] que generan los

]

espacios B-splines cibicos definidos en [2] y [4]. Una base para estos subespacios Vj[o’1 ,j>1,es
j bord
P; = T UDLT, (D
donde ' ‘ . .
it — {gojvk(aj) = 99/ 52y — k+3), k=3,4,..,2 — 1} . 2)

es el conjunto de funciones de escala interiores, que son traslaciones de la funcién ¢ (B- spline cubica); y

@?Ord = { gpjvl’ @j727 90j72j’ 90]’2J+1} (3)

es el conjunto de funciones de escala de borde, con
pia(x) =22 gy, (Va), pjo(x) = 20/% gy, (2x), “4)

Pjoi(z) = 29/2 o, (27(1 — ), Pioit1(T) = 2912 gy, (20(1 — 2)), &)
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donde ¢y, y ©p, son funciones de borde definidas en [5].

Las funciones ¢; ; esta normalizadas por || ¢ ; [|1,0,1= 1.

—— interiores
= S e Borde.

Fig 1: Funciones de la base del subespacio B-spline ctbico V5.

]

La dimensién de V;.[O’l es 2/ + 1. En la Fig.(1) se muestran las funciones de la base de V; para j = 3.

La coleccidén de los subespacios B-splines ctibicos {Vj[o’”} del AMR en L3|0, 1] [1], implica la existencia
]

de subpespacios wavelet WJ[O’l tales que,

Vo _yPl gl s ©

De aqui se deduce que la dimension de W]-[O’H es 27,

. . . 0,1 D
En la siguiente seccidn, se construye una base wavelet para los subespacios WJ[ J'con una condicién de
ortogonalidad sobre las derivadas.

3. BASE SPLINE WAVELET CON DERIVADA ORTOGONAL
Para obtener una base para W]-[O’l], se definen wavelets interiores y wavelets de borde. Las wavelets interiores

son traslaciones de una wavelet madre v) propuesta en el trabajo [4], cuya expresion es

6
Y(x) =Y drp(2w—k), z€ER, (7)
k=0

con [dy,dy, ...,dg] = [1,—28,119, —184,119, —28, 1] y que satisface la condicion de ortogonalidad
W' (x), ¢ (x—1)) =0, VIeLZ. ()

El conjunto de wavelets interiores es,

A 92-3/2
vt = {T/)j,k(l‘) :

= p(Pr —k+3), k=3,4,..,20 —2¢. 9)
[y

Para las wavelets de borde se definen wé‘i, 1/111)2 € W(go’l] - Vl[o’l], entonces se pueden escribir combinacion

lineal de traslaciones y dilataciones adecuadas de ¢, ¢y, Y ¢p, definidas como funciones de borde en la
Seccioén 2:

4

YiE(@) = aopn, (27) + a1pn,(22) + > arp(2z — k +2),
k=2
6

Ui () = dope, (27) + @105, (22) + > drp(2z — k+2).
k=2

Imponemos dos condiciones para obtener los coeficientes de wé‘i y @b,l)‘;,
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1. 1%2 y 1/122 satisfacen
/R U (@) de =0, /R Yl (@) d = 0. (10)

2. wll)‘i y wég satisfacen la condicién de ortogonalidad de las derivadas Ec.(8),

<¢/ le(z), (x—l)>:0, Vi € Z. (1)

<¢’ le(z), o' (x — l)> =0, Vi€ (12)

Para obtener los coeficientes ay y ay, se resuelve el sistema de ecuaciones que generan las condiciones 1y
2. Asi,

[ | = [£26 17 —1691 ) 1
ap, at, ..., 4 = 49 " 14 392 ) 728

[ao, ax, ..., ag]

_[3999 —2236 5837 397 -1
11217 49 7295777 98 777 28 |

Yl Cy Q[) tienen soporte en [0, 3] y [0, 4], respectivamente y satisfacen la condicién de ortogonalidad Ec.(8).

AN

g R

H

(a) Wavelets interiores: (b) Wavelets de borde: wéi (azul), 1/}%,‘; (rojo).

Fig 2: Base de Wéo’l].

A partir de estas funciones se define conjunto de wavelets de borde

Ul =L 1,10,0505 1,000 } s (13)
9—3/2 le roi 9—3/2 le rovi
Yia(z) T e Vb (22); Yi2(2) = T Vb, (22),
(K| Il g, ||
2-3/2 2—3/2
¢j,2j—1($) || 1/} I “ 1/} ( ( - x))’ ¢j72j( ) “ ’(b I || @D ( ( CC))
Se define el subespacio wavelet WJ-[O’H =genV¥j, j > 1, donde
Uy = vty ok, (14)
En la Fig. (2) se muestran las funciones de la base de Wj[o’l] paraj = 3.
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[

1]

Teniendo en cuenta Ec.(6), V}-[?r’l es suma directa de Vjo’l] y Wj[o’”, con lo cual,

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 .
V}[+1] :VJ[0 ]@Wj[o ]EBW]-[OJA...@W]-[ }, parajo > 3. (15)

Definicion 1 Dado jo > 3y J > jo, a partir de la descomposicion dada en Ec.(15), una base wavelet con

derivada ortogonal para los subespacios VJ[%] es,

J
\I/}]O = q)jo U U \I’j = {gl,gg, ...,92J+1+1} , donde, (16)
Jj=Jo
" g = Qj, paral =1,2, o200 41
" Goit141 = Y paral =1,2, w25 =G0 J

Utilizando la condicién de ortogonalidad Ec.(8) se demuestra la siguiente propiedad.

Proposicion 1 Si ¢, 1. € Vj[f’l], Yik € Wj{o’l] con j > jo, Se tiene que:

(Wi o) = 0, 17
Wi ¥ 5) = 00 G # Ja (18)

4. APLICACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

Se considera un problema de segundo orden con coeficientes p y g constantes y condiciones de Dirichlet
homogéneas,

Lue) =~ (s0) ) et ue) = F@) = 0.0

dx (19)
w(0) =u(l) = 0.

A partir de la formulacién variacional del problema y tomando como subespacios de aproximacion a los

subespacios VJ[(_);ll] definidos en la Seccién anterior, se aplica el método de Wavelet-Galerkin para obtener

una solucién aproximada
27+141

w1 =Y g (20)
=1

donde g; € \113]0 base spline wavelet de VJ[(J);ll], definida en Ec.(16).

Sustituyendo vy en la la forma débil, se tiene el problema en forma matricial
K Jo = b,

siendo b = (f, gi);<j<9s+1,, €l vector del término independiente, K ; la matriz de rigidez del sistema,

Ky 1= 0 (06901 cipcar i + € {90 Wrcitcareii @D

y @ = ()| <jcgr+14 €l vector de 2741 41 incognitas. La dimensién de la matriz K j es Ny = (2741 +1).
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Fig 3: Estructura de la matriz K del Ejemplo (1).

K ; es matriz rala, simétrica y definida positiva. Ademads el niimero de condicién de la matriz K 7, en norma

max

2, que estd dado por cond(K j) = 3 estd uniformemente acotado.

mwn

En los siguientes ejemplos, se analizaron los errores relativos de las aproximaciones , utilizando la seminor-

; : 1/2
maen Lo, ||v||z, = (Zi]:() v (k/27) ]2> . Sea u la solucién exacta y uy la solucién numérica con una

escala de nivel J.

e =gl

» El error relativo de la aproximacién se calcula e(J) := Tl raJ > 0.
u LQ

= El error relativo interior denotado por e;/(.J), donde se calcula el error relativo en un intervalo I’ =
(0+¢,1—¢)cone> 0.

Ejemplo 1 Seanp =1y q = 0en Ec.(19),

Lu(z) = —u"(z) = [(z),
u(0) =u(l) = 0,

donde f(z) = (707)? sin(70 7 ) — 72 cos (71' x+ z) . La solucion exacta de esta ecuacion diferencial

. T
es u(x) = sin(70 7 x) — cos (Trx + 5)

Como consecuencia de la condicion de ortogonalidad requerida (8), la matriz K 7= (g}, gl’ >1 <il<2I+141

es rala, diagonal por bloques y cada bloque es una matriz banda (Fig. 3). Esta estructura es muy conveniente
para la resolucion del sistema planteado, porque cada bloque puede tratarse por separado, resolviendo cada
subsistema. Ademds K ; estd bien condicionada ya que su nimero de condicidon se mantiene acotado al
aumentar la escala JJ ( ver Tabla 1).

J Ny cond(Kj) e(J)k e(J)C  ep(N)le  ep())¢

5 65 219 6.140e—1 6.140e—1 5.864e—1 5.535e—1
6 129 219 1.434e—2 1.632e—2 1.223e—2 1.287e—2
T 257 219 4.7703e—4 8.234e—3 3.995e—4 5.146e—4
8 513 219 3.975e—5 8.224e—3 1.979¢e—5 3.02le—4
9 1025 219 3.208e—5 8.224e—3 1.183e—6 3.014e—4

10 4097 219 3.202e—5 8.224e—3 2.997e—7 3.013e—4
Tabla 1: Resultados del Ejemplo (1).
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En la Tabla (1) se muestran que los errores relativos obtenidos utilizando la base propuesta en este trabajo

(denotado por e(.J)* y ey/(J)!) son mejores que los obtenidos con la base propuesta en [5] (e(J)C y

er (J)9).
Ejemplo2 Sip=1,9q=1en Ec.(19),

Lu=—u"(z)+u(z) = ((53.77r)2 + 1> sen(53.77 ) + <(2,37r)2 + 1) sen(2.37 z),
u(0) = wu(l) =0,

con solucion exacta, u(x) = sen(53.77x) + sen(2.3 7 x).

J Ny cond(Ky) e(J) er(J)

6 129 503 3.637e—3 3.506e—3
7 257 503 1.486e—4 1.423e—4
8 513 503 1.454e—5 1.064e—5
9 1025 503 1.206e—5 7.198e—6
10 4097 503 1.200e—5 7.168e—6

Tabla 2: Resultados del Ejemplo (2).

La matriz correspondiente a este problema K ; = Dj 4 Gz, donde

/ /
DJ = <gi7gl>1§i’l§2j+l+1 GJ = (giugl>1§i7l§2J+1+1

sigue siendo una matriz rala y por bloques debido a la propiedades ortogonalidad de la derivadas y semior-
togonalidad de las funciones de escala B-splines cubicas.

En la Tabla (2) se muestran los errores relativos y se observa que el nimero de condicién de K ; estd
uniformemente acotado.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una construccion de una base wavelet con carateristicas especificas de
ortogonalidad. Estas bases presentan muy buenas propiedades: la matriz de rigidez involucrada es diagonal
por bloques, su nimero de condicion se mantiene acotado al aumentar la escala. Con esta propuesta se
obtuvieron muy buenos resultados de convergencia a la solucién.
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