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Resumen

El siguiente trabajo desarrolla la articulacion horizontal y vertical de las asignaturas Fisica I,
Analisis matematico [ y Analisis matematico II correspondientes a la carreras de Ingenieria de
la Universidad Tecnoldgica Nacional regional La Plata.

Estudiaremos la situacion problematica de un fluido circulando por una tuberia cilindrica
horizontal de seccion circular bajo las condiciones de que dicho liquido fluya en régimen
laminar y tenga viscosidad constante.

La idea es que los alumnos correlacionen distintos conceptos vistos en primer afio en las
materias Fisica I (fuerzas e hidrodindmica) y Analisis I (derivada e integracion) y en segundo
aflo en la materia Andlisis II (derivadas parciales, ecuaciones diferenciales y campos
vectoriales) para resolver el problema planteado.

En primera instancia, durante el desarrollo de Fisica I, se presentard como mostracion aulica
la experiencia con un tubo Venturi con fluido ideal ( aire) y contrastarlo con otra mostracién
de un fluido real (agua).

En forma paralela, en Analisis I se le brindan las herramientas que sirven como base
matematica para la formulacion teorica.

La experiencia se retoma en Andlisis II donde se profundizaran los temas de campos
vectoriales y ecuaciones diferenciales.

En la experiencia desarrollada durante el 2015 se implemento solo la primera instancia.

Palabras clave— articulacion, modelos, experiencia de laboratorio, trabajo colaborativo

1. Introduccion
Se planteara la situacion problematica de un fluido circulando por una tuberia cilindrica

horizontal de seccidn circular bajo las condiciones de que dicho liquido fluya en régimen
laminar y tenga viscosidad constante.
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La idea es que los alumnos correlacionen distintos conceptos vistos en las materias Fisica I
(fuerzas e hidrodindmica), Andlisis I (derivada e integraciéon) y Anadlisis II (derivadas
parciales, ecuaciones diferenciales y campos vectoriales) para resolver el problema planteado.

Para ello, primero se presentard el planteo tedrico de la situacion hasta llegar al modelo
matematico en forma de ecuacion en derivadas parciales que se resolvera, bajo condiciones
iniciales establecidas, y nos conduzca a la ley de tension de corte y velocidad del fluido en
funcion de coordenadas cilindricas. Con estas dos leyes se podra evaluar en forma teorica el
caudal de fluido circulante. Conocida la matematica que representa el caudal circulante, se
realizard una mostracion del fendmeno que permitira verificarla la ley resultante.

Desde el punto de vista didactico la metodologia a usar estaria enmarcada dentro de lo
llamado Aprendizaje significativo, tema sobre el cual ha trabajado David Ausubel '.Seglin
este sicologo y pedagogo, el aprendizaje depende de la llamada “ estructura cognitiva “
previa del alumno, entendiéndose por estructura cognitiva al conjunto de conceptos ¢ ideas
que el sujeto tiene de cierto campo del conocimiento y su organizacion. Segun Ausubel

- “Un aprendizaje es significativo cuando los contenidos son relacionados de modo no
arbitrario y sustancial (no al pie de la letra) con lo que el alumno ya sabe. Por relacion
sustancial y no arbitraria se debe entender que las ideas se relacionan con algun
aspecto existente especificamente relevante de la estructura cognoscitiva del alumno,
como una imagen, un simbolo ya significativo, un concepto o una proposicion * 2.

- “El aprendizaje significativo ocurre cuando una nueva informacion "se conecta" con
un concepto relevante ("subsunsor")’ preexistente en la estructura cognitiva, esto
implica que, las nuevas ideas, conceptos y proposiciones pueden ser aprendidos
significativamente en la medida en que otras ideas, conceptos o proposiciones
relevantes estén adecuadamente claras y disponibles en la estructura cognitiva del
individuo y que funcionen como un punto de "anclaje" a las primeras”.

- A manera de ejemplo en fisica, si los conceptos de sistema, trabajo, presion,
temperatura y conservacion de energia ya existen en la estructura cognitiva del
alumno, estos serviran de subsunsores para nuevos conocimientos referidos a
termodinamica, tales como maquinas térmicas, ya sea turbinas de vapor, reactores de
fusion o simplemente la teoria basica de los refrigeradores; el proceso de interaccion
de la nueva informacién con la ya existente, produce una nueva modificacion de los
conceptos subsunsores (trabajo, conservacion de energia, etc.), esto implica que los
subsunsores pueden ser conceptos amplios, claros, estables o inestables. Todo ello
depende de la manera y la frecuencia con que son expuestos a interaccidon con nuevas
informaciones. En el ejemplo dado, la idea de conservacion de energia y trabajo
mecanico servira de "anclaje" para nuevas informaciones referidas a maquinas
térmicas, pero en la medida de que esos nuevos conceptos sean aprendidos
significativamente, creceran y se modificarian los subsunsores iniciales; es decir los
conceptos de conservacion de la energia y trabajo mecanico, evolucionarian para
servir de subsunsores para conceptos como la segunda ley termodindmica y entropia.

La caracteristica mas importante del aprendizaje significativo es que, produce una
interaccion entre los conocimientos mas relevantes de la estructura cognitiva y las

! http://www.educainformatica.com.ar/docentes/tuarticulo/educacion/ ausubel/index.html

2 Ausebel (1983 :18)

3 SUBSUNSORES  :Dentro de una estructura  cognitiva..subsunsores =  conceptos amplios y  claros.

Son los conceptos que uno tiene asimilados y son la base para que otros conceptos de rango superior puedan ser comprendi
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nuevas informaciones (no es una simple asociacion), de tal modo que éstas adquieren
un significado y son integradas a la estructura cognitiva de manera no arbitraria y
sustancial, favoreciendo la diferenciacion, evolucion y estabilidad de los subsunsores
preexistentes y consecuentemente de toda la estructura cognitiva”.

En la Figura 1 se hace un resumen de esta teoria didactica

Aprendizaje
SIGNIFICATIVO

Oroamzadores
presios
Relacidn Combinatoria |
sustantiva unas Significacion LR L
potencial Supraordenanda |
/ntre ar
del .
Nuewva T Subordinada l Puentes
eas . o
informacidn previas cognitivos

Sirven parala

Figura 1. Red conceptual sobre Aprendizaje significativo.
Fuente : http://www.educainformatica.com.ar/docentes/tuarticulo/educacion/
ausubel/index.html

Desde el punto de vista tedrico, en nuestra regional en la materia Fisica I se trabaja con el
concepto de fluido en régimen laminar, considerandose a dicho flujo aquel en el que las
particulas de liquido, al desplazarse lo hacen siguiendo lineas que denominamos “lineas de
corriente “que constituiran la trayectoria de las particulas de liquido, por lo que la velocidad
de las mismas tendra direccién tangencial a las lineas de corriente. Al ser un fluido laminar,
las lineas de corriente no se cortaran. En la materia Analisis II, se trabaja el concepto de
campo vectoriales ; las velocidades constituyen un campo vectorial punto a punto y al ser el
fluido laminar implica que el rotor de ese campo de velocidades es nulo.

rotV=vxV=0
E .—'——-__-_-_r' = =
X = =gt A - i »
LiTve s <Ge oy _—— [Ir'l-r-:::nj.ﬂlt.) L |
. - i aasE e =
p— i /
- ™~

Figura 2. Diagrama de linea de corriente.

Fuente :.Marsden,Jerrold y Tromba,Anthony. Calculo vectorial
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Otra propiedad importante es que el fluido mantendra sus caracteristicas propias (densidad,
velocidad, viscosidad), sobre cada punto de cada linea de corriente, independientes del
tiempo dado que consideraremos un fluido estacionario.

Al tratar con un fluido viscoso, aparecen sobre cada elemento del liquido fuerzas de roce y al
mismo tiempo, al trabajar con elementos deformables se consideraran mas que las fuerzas los
esfuerzos ( fuerza por unidad de superficie ) originados por las acciones internas entre
elementos de fluido .Estos esfuerzos pueden ser de dos clases : tangenciales o normales.

-la fuerza viscosa es lo que da origen que denominaremos ‘“‘esfuerzos tangenciales “o
“tensiones de corte “. Dichas tensiones de corte siguen la llamada “ley de Newton “de los
fluidos, que indica que ese esfuerzo es proporcional al gradiente de velocidades en la
direccion normal al desplazamiento del fluido, de sentido opuesto y donde la constante de
proporcionalidad es llama da “viscosidad del fluido “. Para aclarar este concepto, en la Figura
3 se muestra un par de placas paralelas largas cada una de area A separadas una distancia

Fluido indcialmoentc

1 21 reposo

IPlaca inferior puesta
oI movimiento

Y

-

Formacion de la velocidad
en lujo no cstacionario

! pequetio

| — . - =
1 DMstribucion
1 f orandoc de velocidad g
| flujo estacionario
1

Figura 3.Formacion del perfil de velocidades.
Fuente :.Bird,Byron. Fendmenos de Transporte

En el espacio entre ellas se encuentra un fluido, ya sea un gas o liquido. Este sistema esta
inicialmente en reposo, pero en el tiempo t=0 la placa inferior se pone en movimiento en la
direccion x (+) a una velocidad constante V. A medida que transcurre el tiempo, el fluido
adquiere cantidad de movimiento y finalmente se establece el perfil de velocidad lineal en
estado estacionario que se muestra en la Figura 3. Cuando se alcanza el estado final de
movimiento en estado estacionario, para mantener el movimiento de la placa inferior se
requiere una fuerza constante F, cuyo valor medio experimentalmente sera

V

F - uAY
MY

media

donde p se define como la “viscosidad del fluido *.
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Primer capa de fluido

Fuerza viscosa ( fluido sobre vidrio )

A

Figura 4.Diagrama de fuerzas sobre una capa de fluido.
Fuente :.elaboracion propia

La fuerza que equilibra a la que uno ejerce sobre placa la realiza el fluido y es de tipo
viscosa, por lo tanto es tangencial a las caras de cada elemento de fluido como se observa en
la Figura 4. El efecto de dicha fuerza es generar un gradiente del campo de velocidades
normal a la cara de la placa como el representado en la Figura 5 .

grad V

Txy

Figura 5.Elemento de fluido y esfuerzo de corte.
Fuente :.elaboracion propia

El esfuerzo de corte (tyx) en la direccion normal a la placa serd de sentido opuesto a dicho
gradiente, entonces la “ ley de viscosidad de Newton “ que define dicho esfuerzo es de la
forma :

Esta altima ecuacion puede interpretarse de otra manera. En la vecindad de la superficie
solida en movimiento en y = 0 el fluido adquiere cierta cantidad de movimiento en la
direccion x. Este fluido al mismo tiempo imparte cantidad de movimiento a la capa adyacente
de liquido provocando que permanezca en movimiento en direccion X. Por lo tanto la cantidad
de movimiento en la direccion x se transmite en direccidon y positiva a través del fluido,
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originando un gradiente de velocidades. Por lo tanto el esfuerzo 1t yx se puede considerar
como una densidad del flujo de cantidad de movimiento de direccion x en la direccion vy.

- la fuerza normal entre elementos de fluidos da origen a la “ presion hidrostatica “ o “

esfuerzo normal” que cumple con el “ Teorema general de la Hidrostatica “ que es tratado en
Fisical.

Situacion problematica

1.1  Se estudiara el flujo de un liquido por una cafieria circular de area transversal circular A
y radio R y largo del tubo L.

L

Figura 6.tramo de cafieria analizada
Fuente :.elaboracion propia

Establecido el flujo laminar en la cafieria, y trabajando con coordenadas cilindricas, se
establecera un campo de velocidades tal que la velocidad es solo funcion de la coordenada
radial r (v =v (r) ). Entre ambas caras del tubo se estableci6 una diferencia de presiones

AP =P;-P».

Para empezar el estudio dindmico ,en la Figura 7 se esquematiza un elemento de cilindro de
radio r, ancho Ar y largo L.

P> 2nr Ar
t(r+Ar)2nr L

P2nrAr

Figura 7.Elemento de cilindro.
Fuente :.elaboracion propia
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Consideremos que se comporta como una linea de corriente ya que la velocidad sobre ella no
depende de la variable z ( en el sentido del flujo ), aplicando la segunda ley de Newton en la
direccion z tenemos que

Y F. =0
P2rrAr—P 2rrAr—2rxrLe, (r+Ar)+27r Lz, (r)=0
(B=P) _re,lrear)-r o,()

L Ar

Si consideramos Ar pequefios, aplicando limite cuando A r— 0, por conocimientos de Analisis
Iy II, la expresion se convierte en una derivada parcial, quedando

i, BB, [l )

Ar—0 L Ar—0 Ar

(R-P) _olr ()]
L or
Se obtiene una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden, cuya solucidn se

puede obtener por variables separables, y en este caso integrando directamente respecto la
variable r de un lado y del otro, una primitiva buscada sera

Mrz +C=r 7(r)
2L
BoR), .S )
2L r

De todas las primitivas buscadas necesitamos aquella que en r = 0 de una solucion finita, por
ello tomamos C=0.Entonces, la funciéon que da la dependencia del esfuerzo de corte con la
variable r serd

2L

Conocida la funcion t » (), aplicando la ley de Newton de esfuerzos viscosos, obtenemos
una nueva ecuacion diferencial

or

(R=P),_ 0
2L or

Se llega a otra ecuacion diferencial en derivadas parciales, que de nuevo se resuelve aplicando
nuevamente variables separables y una integracion directa en ambos términos respecto r, con
lo que obtenemos

(B-P) ., (R=-P),._
i ro+ i R =v(r)v(R)
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Aplicamos como condicion de borde que v ( R ) = 0 (el fluido en contacto con la pared del
cilindro tiene velocidad nula ), entonces obtenemos como resultado

(P-P)

iy (Rz—rz): v(r)

Ordenando términos, se obtiene

Observamos que :

- en la Figura 8 la distribucién de velocidades para un flujo laminar incompresible de un
fluido newtoniano en un tubo largo es parabolica

Distribucion  parabodlica  de
velocidades v (1)

Distribucion lineal de esfuerzos
de corte T,

Figura 8.Grafico de la funcién velocidad y esfuerzo de
corte en funcidn del radio r.
Fuente :.Bird,Byron. Fendmenos de Transporte

- la velocidad maxima ocurre cuando r=0 y vale

(B=P)ps_
4LIL[ max

-la velocidad media < v > se obtiene dividiendo el caudal volumétrico total por el area de la
seccion transversal. Esa operacion conduce a una integral doble en coordenadas polares,
siendo
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<y>= N
jz”jrdrda
0 0
s (B-P)R
Su L
1
<v>= — v
2

-el caudal volumétrico de flujo es el producto del area de la seccion transversal por la
velocidad media < v >, obteniendo

(B-P)R'
Su L

3 3
que puede medirse en {m—}o {m—}o [Zt_s}
s S s

férmula conocida como ecuacion de “ Hugen —Poiseville

O=rx

2. Materiales y Métodos

A- Area Fisica
- Experiencia : LEY DE POISEUILLE. RESISTENCIA AL FLUJO

OBJETIVOS

Comprobar la Ley de Poiseuille. Determinar la resistencia al flujo de un tubo de seccion
circular. Estimar la viscosidad del agua.

a-Arreglo experimental

Consideremos el dispositivo de la figura

Figura 9.Fotografia del montaje.

Fuente :.Elaboracién propia
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El dispositivo experimental consta :

Figura 10. Tanque contenedor de fluido.

Fuente :.Elaboracion propia

Figura 11y 12. tubos flexibles de conexion.

Fuente :.Elaboracion propia

Figura 13. tubo de vidrio con cuatro piezometros.

Fuente :.Elaboracion propia
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Figura 14. recipiente graduado receptor del liquido.
Fuente :.Elaboracion propia

b-Marco teorico de la experiencia

Segun el Teorema de Bernoulli, aplicable a fluidos ideales, la presion de fluido entre el primer
piezometro y el ultimo deberia ser la misma, por lo tanto la altura en cada uno de ellos deberia
ser igual

En realidad, debido a los efectos de viscosidad, entre los piezometros se crea una diferencia
de presion proporcional al caudal, Q, dependiente de las caracteristicas del tubo:

AP=P,-Pp,=RQ (1)
R: resistencia al flujo del tubo.

Si el tubo es de seccion constante, circular, la resistencia al flujo, de acuerdo con la Ley de
Poiseuille descripta en anteriores parrafos, viene dada por:

771
R =275 (2)
T

Siendo :

1 : viscosidad del fluido
r: radio del tubo

L : longitud del tubo

Para comprobar la Ley de Poiseuille, (1) , (2), vamos a utilizar un dispositivo como el de la
figura A.

c- Desarrollo de la experiencia

Al circular el fluido (en nuestro caso, agua), proveniente del deposito, éste ascendera por los
piezometros hasta alcanzar unas alturas ha ( en el primero ) y hs, ( en el ultimo ),
respectivamente. Podemos expresar las presiones en A y en B, en funcion de estas alturas,
como:
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P, =P +pgh
A o T P8 A} 3)
P, =P +pghy

siendo p : densidad del agua, y Po : presion atmosférica

Figura 15. Vista de piezometros durante la experiencia

Fuente :.Elaboracion propia

Segun esto, la pérdida de presion entre los tubos verticales extremos vendra dada:
AP=pg(h,—hy)=pgih  (4)

Basta, pues, medir Ah para , de acuerdo con la ecuacion (4), determinar AP.

Por otro lado, si se mide el volumen de liquido acumulado en el recipiente inferior aforado
midiendo la altura indicada y el tiempo en lo cual ésto sucede, obtendremos el caudal
volumétrico Q que circula por el tubo realizando el cociente entre el volumen V (A rec . h afor
) que se desagua y el tiempo en dicho intervalo :

Q=V/T (5)
Si sustituimos las expresiones (4) y (5) en (1), obtenemos finalmente:

p.g.Ah=RV/T (6)
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Esta ultima expresion, que es la que vamos a comprobar directamente en nuestro experimento,
se puede escribir como:

Ah=a.V+b (7)

dondea=i y b=0
9T

d- Consideraciones para realizar la experiencia :

Para realizar nuestro estudio seguiremos los siguientes pasos:

1) Medir el area del recipiente de caida

2) Altura del liquido colectado

3) Tiempo que tarda en llegar a esa altura

4) Alturas alcanzadas en los piezémetros A y B

5) De una tabla, buscar la viscosidad del liquido en estudio, en este caso agua

3.Resultados y Discusion
En una de las experiencias realizadas se obtuvieron los siguientes valores

TABLA1- Resultados de una experiencia

Tiempo (5) haguacolectada (cm) ~ hpiezA(em)  hpiezB(cm)  Caudal volumétrico(cm3/s) Dp (dinas/em2) ~ Ley de Poiseville

10 8,7 54 39 2730 1471,5 2115
30 10 55 4 24,09 1471,5 2115
45 12,5 55 41 2504 13734 19,74
60 14,1 56 4,1 281 1471,5 2115
71 15 51 41 21,06 1569,6 22,56
80 16 58 43 20,65 14715 2115
90 17 58 45 20,08 12753 18,33
100 179 58 45 19,45 12753 18,33
110 183 58 45 18,15 12753 18,33
120 19,5 59 45 18,25 13734 19,74
130 205 59 46 18,07 12753 18,33
140 213 58 4.6 17,67 11772 16,92
150 21 58 4,6 1732 11772 16,92
Radio del tubo(cm) 04
Longitud del tubo(cm) 349 R( resistencia al flujo) 3478
Didmetro del cubo(cm) 143
Densidad agua(g/cm3) 1
g (cm/s2) 981
Viscosidad (dinas.s) 0,010019
Altura de liquido inicial 7

Fuente : elaboracion propia
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Se puede apreciar que el caudal volumétrico obtenido de la experiencia se acerca a los valores
del caudal volumétrico predicho por la ley de Poiseville.

B- Area Analisis Matematico I y II

En la guia de Anélisis Matematico I se presentan ejercicios de aplicacion del tema
desarrollado. Por ejemplo, de la guia. 3 ejercicio nimero 8

En un movimiento rectilineo la ecuacion horaria x ('t ) viene dada por la funcion

X (1) 3+4t-t?si0<t<4
-t+7si t>4

donde x se mide en metros y t en segundos.
a- Analizar si esa funcion es continua en to=4 s

b- ; Existe la velocidad en to=4 s ?

c- Evaluar la funcién velocidad (v ()= i—): )

En la guia de Analisis matematico II se presentan ejercicios de aplicacion del tema
desarrollado. Por ejemplo, de la guia. 5 ejercicio nimero 4

Yg_
X+y X4y

Sea un campo de velocidades dado por V(X,y ): ] analizar si el flujo

representado por dicho campo es laminar

3. Conclusiones y recomendaciones

La experiencia fue realizada en primera instancia en la cursada 2015 de Fisica I como una
mostracion aulica.. Al fin de la cursada se propuso a los alumnos que realicen la experiencia
descrita, asistidos por personal de laboratorio, obteniéndose en uno de los grupos los valores
remitidos en la tabla 1.

Durante la mostracion aulica también se desarrollo la mostracion de flujo de aire en un tubo
Venturi , a fin de que los alumnos comparasen la existencia de una diferencia de altura en un
manometro colocado en dos secciones consecutivas iguales y que observasen los resultados
de ambas mostraciones : en el caso del agua , se notaba una diferencia de altura entre dos
piezometros consecutivos; en cambio, en el caso del flujo de aire no se encontr6 diferencia de
altura apreciable. Como conclusion, los alumnos pudieron comparar dos modelos distintos de
fluidos : aproximacién de fluido no viscoso ideal ( caso aire ) y fluido viscoso real ( caso agua
).

Faltaria en esta experiencia realizar un estudio de incertezas, que en primera instancia al ser
una experiencia de caracter aulica no se hizo pero si se menciona al realizarla. Queda en un
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futuro la incorporacion el tratamiento de las incertezas en caso de que esta experiencia se
realice como practico de laboratorio.

Articulando con Analisis Matematico I se ejercieron ejercicios relaciionados con el tema

Esto permite al docente analizar un modelo més cercano a la realidad a medida que el
estudiante adquiere herramientas mas completas. En Analisis II al analizar campos vectoriales
( como se visualiza en el ejercicio indicado en el trabajo ) y ecuaciones diferenciales, permite
retomar la experiencia desde un punto de vista matematica mas formal.

Las practicas de laboratorio en Fisica asi como las mostraciones aulicas permiten que el
alumno adquiera habilidades ya sea para la puesta en funcionamiento de un determinado
dispositivo como la comparacion entre distintos modelos teéricos analizados.
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