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Capitulo 1

Introduccion

El analisis wavelet ha generado un gran interés en la investigacion tanto tedrica como
aplicada durante los ultimos anos. Los conceptos para comprender la teoria wavelet
fueron proporcionados por Y. Meyer, S. Mallat, I. Daubechies y muchos otros. Des-
de entonces, se han desarrollado diferentes aplicaciones de wavelets en areas de la
matematica, ingenieria, fisica y ciencias aplicadas, tales como el analisis de senales e
imagenes, compresion de datos y resolucion numérica de ecuaciones diferenciales.

Las wavelets son funciones compactamente soportadas o con decaimiento exponencial,
que pueden representar exactamente funciones polinémicas, por lo cual resultan bases
atractivas para aproximar soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales.

Desde el gran avance, en el que Daubechies ([1],[2]) construyé una familia de wavelets
ortogonales con soporte compacto, se han desarrollado diferentes métodos basados en
wavelets para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales ([3]-[11]). Dentro
de estos métodos podemos destacar los métodos Wavelet-Galerkin ([12],[13]) que tienen
buenas caracteristicas de convergencia y estabilidad. Para obtener soluciones conver-
gentes, precisas y estables de manera eficiente mediante el método de Wavelet-Galerkin,
es importante que la matriz del sistema lineal asociado, conocida como matriz de ri-
gidez, sea una matriz rala con nimero de condicién pequeno, por lo cual la eleccién
de la base wavelet es fundamental. Generalmente, existen algunas consideraciones ba-
sicas para la eleccion de la wavelet: ortogonalidad, soporte compacto, propiedades de
interpolacién, asi como la capacidad de representar funciones en diferentes niveles de
resolucion.

Bases wavelet definidas en la recta real no resultan una herramienta conveniente para la
resolucion de problemas de valores de contorno, porque en este caso se requiere aproxi-
mar la solucién en dominios acotados. Por lo cual, es necesario adaptar las wavelets
a un intervalo. La construcciéon de bases wavelet en el intervalo ha sido ampliamente
discutida en la literatura y se han desarrollado varios enfoques ([14]-[19]). En particular,
Swelden y col. [20] proponen un conjunto de herramientas de fécil implementacién que
permiten obtener wavelets en el intervalo que conservan propiedades de localizacion,
buena aproximacién, etc. La idea detras de estos métodos es partir de wavelets definidas
en la recta real y luego conservar la mayoria de las funciones interiores, es decir, las
funciones de escala y las wavelets cuyo soporte esta contenido en el intervalo; y construir
por separado las funciones de escala y wavelets de borde adecuadas.

En los ultimos anos el interés por construir bases wavelet con propiedades de ortogo-
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

nalidad mas débiles, como las wavelets semiortogonales o las wavelets biortogonales se
ha incrementado. Por ejemplo, a partir de splines ciibicos de Hermite, Dahmen y col.
[21] disenaron multiwavelets biortogonales en el intervalo que poseen soporte compacto,
exactitud polinomial y tienen momentos nulos. Jia y col. [22], obtuvieron multiwavelets
de Hermite adaptadas al intervalo [0, 1], para resolver la ecuacién de Sturm-Liouville
con condiciones de frontera de Dirichlet en el intervalo [0, 1]. Las wavelets en diferentes
niveles son ortogonales con respecto al producto interno de las derivadas. Debido a
las propiedades de estas bases, se obtienen matrices de rigidez ralas y bien condicio-
nadas. A partir de las funciones splines se han obtenido diferentes wavelets, por un
lado Vampa y col. [23] han disenado una base spline wavelet ciibicas semiortogonales
adaptadas al intervalo con buenos resultados de convergencia. Por otro lado, Cerna y
col. propusieron diferentes bases spline wavelet biortogonales ([18],[24],[25]).

1.1. Objetivos

El propdsito general de la presente investigacion, es el desarrollo de herramientas y
estrategias basadas en la transformada wavelet para su aplicacion en la resolucion
numeérica de ecuaciones diferenciales. En particular, se propone construir una base
spline wavelet ciibica sobre intervalo, con un requerimiento de ortogonalidad sobre sus
derivadas entre distintas escalas de aproximacién. El objetivo de esta construccion es
que las matrices, provenientes de la discretizacion del problema diferencial de segun-
do orden, posean una estructura por bloques y particularmente rala o esparcida, con
nimero de condicién pequeno y uniformemente acotado.

1.2. Desarrollo de la investigacién

La presente investigacién parte de una primera experiencia de la autora en el estudio
e implementacién de técnicas usando wavelets B-splines para la solucion de ecuacio-
nes diferenciales parciales de tipo parabdlico. Se estudié un método Wavelet-Taylor
Galerkin (WGT) para la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
Integrando las ideas de Kumar y col. [27] y el método hibrido desarrollado por Vampa
y col. [28], se propuso un esquema numérico alternativo que combina ecuaciones varia-
cionales y de colocacion. El método disenado condujo a aproximaciones con excelentes
propiedades de convergencia. Estos resultados dieron lugar a comunicaciones orales y
trabajos publicados en actas de congreso que se enumeran a continuacion:

s L. Calderén, V. Vampa y M. T. Martin, Utilizacion de bases wavelet en la reso-
lucion de ecuaciones diferenciales parabolicas, 'Primer Encuentro de Estudiantes
de grado y posgrado de Matematica Aplicada de la Asociaciéon de Universidades
del Grupo Montevideo’, Buenos Aires, 2014.

s L. Calderén, V. Vampa y M. T. Martin, Métodos Wavelet- Galerkin para la resolu-
cion de la ecuacion del calor, 'Reunién anual de la Unién Matemética Argentina’,
San Luis, 2014.
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= L. Calderén, V. Vampa y M. T. Martin, B-splines en el Método Wavelet- Taylor-
Galerkin. Anales del 'V Congreso de Matematica Aplicada Computacional e In-
dustrial’, MACI, Vol. 5 , pp. 571-574. ISSN 2314-3282, 2015. (PRIMER PREMIO
en la categoria Pdster de posgrado).

Prosiguiendo esta linea de investigacion, se inicio el estudio y construccion de diferentes
familias de wavelets (wavelets spline, multiwavelets de Hermite, etc.), que condujeron al
desarrollo de esta tesis. Utilizando funciones B-splines ciibicas y la metodologia intro-
ducida por Jia y col. [22], se obtuvo una wavelet madre que satisface ciertas condiciones
de ortogonalidad. Para disenar la base, en una primera instancia, se utilizaron trasla-
ciones y dilaciones de la wavelet madre obtenida restringidas al intervalo [0, 1], pero
ello no permitié obtener soluciones eficientes del problema de segundo orden. Luego se
consideraron solo aquellas traslaciones y dilaciones contenidas en el intervalo llamadas
wavelets interiores, y se analizaron diferentes clases de wavelets de borde. En primer
lugar, se utilizaron las definidas por Cerna y col. [24] y luego, se disefiaron wavelets de
borde con mejores resultados de convergencia imponiendo condiciones de ortogonalidad
sobre sus derivadas. Esto constituye uno de los aportes més importantes de esta tesis.
Cuando estas bases se aplican en discretizacion de ecuaciones diferenciales de segun-
do orden, mediante esquemas del tipo Wavelet-Galerkin conducen a la resolucion de
sistemas lineales. Las matrices asociadas tienen buenas propiedades: son esparcidas,
diagonales por bloques, el nimero de condicién se mantiene acotado independiente-
mente del nivel de aproximacién y se obtiene a partir de las constantes de Riesz de las
bases. Los avances y resultados obtenidos de esta etapa fueron presentados en congresos
nacionales e internacionales:

= L. Calderén, M .T. Martin y V. Vampa, Construccion de multiwavelets de Her-
mite, 'Reunién anual de la Unién Matematica Argentina’, Bahia Blanca, 2016.

s L. Calderon, M .T. Martin y V. Vampa, Construccion de bases wavelets ortogo-
nales. Anales del "VI Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Indus-
trial’, MACI, Vol. 6, pp. 126-129. ISSN 2314-3282, 2017.

s L. Calderén, M. T. Martin y V. Vampa, Requerimiento de Ortogonalidad en un
Andlisis Multirresolucion sobre Intervalo, Mecanica Computacional Vol. XXXV.
Number 44. Aplications of Wavelets (B), pp. 2559-2559 (resumen). ISSN 2591-
3522, 2017.

s L. Calderén, M. T. Martin y V. Vampa, Wawvelet Methods for second order
boundary value problems, ’Congreso Internacional de Matemética ICM 2018, Rio
de Janeiro, 2018.

s L. Calderén, M. T. Martin y V. Vampa, Construccion de bases de wavelets spli-
nes cubicas sobre intervalo bien condicionadas. Anales del "VII Congreso de Ma-
tematica Aplicada, Computacional e Industrial’, MACI, Vol. 7, pp. 213-216. ISSN:
2314-3282, 2019.

s L. Calderon, M. T. Martin y V. Vampa Bases de wavelets B-splines en el intervalo
con condiciones de Dirichlet homogéneas. V Jornadas de Investigacion, Transfe-
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rencia y Extensién de la Facultad de Ingenieria, La Plata, pp. 235-240. ISBN
978-950-34-1749-2, 2019.

= L. Calderén, M.T. Martin and V. Vampa Wawvelet B-Splines Bases on the Interval
for Solving Boundary Value Problems. Applications of Wavelet Multiresolution
Analysis. SEMA SIMAI Springer Series, Vol 4, pp. 23-40, 2021.

1.3. Organizacién de la tesis

La tesis esta organizada de la siguiente forma: el Capitulo 2 se dedica a conceptos
preliminares; en el Capitulo 3 se exponen los aspectos basicos del anélisis wavelet y la
estructura multirresolucion, que constituyen un marco para la construccién de wavelets.
Ademas se describen las funciones de escala B-splines con sus propiedades basicas.
En el Capitulo 4 se presenta el método Wavelet-Galerkin para un problema general de
valores de contorno, mostrando ademas cotas del error de aproximacion.

En el Capitulo 5 se describe un Anélisis Multirresolucién en un intervalo. En particular,
se muestra la construccién de bases de funciones de escala B-splines cibicas en el
intervalo [0, 1].

Los principales resultados de esta tesis se encuentran en el Capitulo 6. Consisten en el
desarrollo de un método para obtener una base spline wavelet a partir de las funciones
de escala B-splines cubicas. Se muestra la construccién de una wavelet madre que
cumple ciertas condiciones de ortogonalidad y se definen wavelets de borde. Ademas
se detallan y demuestran las buenas propiedades de estas bases spline wavelet.

Para mostrar el desempeno de las bases spline wavelet construidas, en el Capitulo 7
se presentan los resultados numéricos obtenidos mediante el método Wavelet-Galerkin,
descripto en el Capitulo 4, para varios problemas de valores de contorno de segundo
orden. En el Capitulo 8 se exponen las conclusiones generales y las lineas futuras de
investigacion por desarrollar. Se complementa con un Apéndice que describe los calculos
para obtener las funciones B-splines ciibicas a partir de nodos multiples.
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Capitulo 2

Preliminares

La idea de este capitulo es presentar los conceptos y basamentos matemaéticos sobre
los que se apoya la presente tesis.

H denotard un espacio de Hilbert arbitrario y {e;} una base ortonormal de dicho
espacio.

Se definen los siguientes operadores sobre funciones f € Ly(R) que juegan un papel
importante en los sistemas generados por traslaciones y dilataciones de una funcion.

» Operador traslacién T: Ty f(x) := f(x — k), con k € R.

» Operador dilatacion diddico D:  Df(z) := 2Y/2f(2x),si n>1,D" =D""'oD.

Dada una funcién ¢ € Ly(R), para cada j, k € Z denotamos ¢,

Oin(r) = 2P29(Px — k) = D/ Tyg(a). (2.1)
Si f(w) denota la Transformada de Fourier de f € L;(R) N Ly(R), los operadores T y
D satisfacen,

~

L. Tif(w) = e f(w),

o~

2. D2 f(w) = D2 f(w).

Bases de Riesz

Las bases de Riesz tienen muchas propiedades ttiles de las bases ortonormales, como
la representacion unica en términos de sus elementos, pero no requieren ortogonalidad.
Esto permite que su construccion sea mas flexible que las bases ortonormales.
Formalmente, la definicion de una base de Riesz puede expresarse en términos de
operadores con ciertas condiciones que actiian sobre una base ortonormal.

Definicién 2.1. Dado un espacio H y una base ortonormal {ex};-,, una sucesion
{fi}re, €s una base de Riesz de H si existe un operador lineal T : H — H acotado
y biyectivo tal que Tey = fr para todo k. [34]
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CAPITULO 2. PRELIMINARES

Es claro que si {e;},-, es una base ortonormal, entonces es una base de Riesz, basta
tomar el operador identidad.

El siguiente teorema da condiciones equivalentes para que {fx},-, sea base de Riesz.
La demostracién puede encontrarse en [34].

Teorema 2.1. Una sucesion {f},., en H es una base de Riesz de H si y sdlo si
{fi}re, es completa en H (es decir, gen{fi},., = H) y existen constantes A, B > 0
tal que para toda sucesion de escalares {ci}7>, € l2(N) se cumple que

o0 [ee]
AZ’CHQS chfk
k=1 k=1

2 o
<BYJu 22
k=1

Observacién 2.1. St A = B =1 la base es ortonormal.

Si {fe}iey es una base de Riesz, los nimeros A, B > 0 que satisfacen Ec.(2.2) son
llamados cotas inferior y superior de Riesz, respectivamente. Claramente estas cotas
no son unicas y se definen las cotas optimas como el valor mds grande posible de A y el
valor mds pequeno posible de B. El siguiente corolario muestra que las cotas optimas se
pueden hallar en términos de los operadores que aparecen en el teorema anterior [34].

Corolario 2.1. Sea {fi, = Tey},—, una base de Riesz para H y G : I*(N) — *(N)
un operador cuya representacion matricial es

G = {{fi: f)} g - (2.3)
Luego las cotas optimas de Riesz son
1 1

A==~ e Y BT =l G |I? (2.4)

La matriz G es conocida como matriz Grammsiana.

Las bases de Riesz también pueden caracterizarse en términos de la Transformada de
Fourier que serd muy til para algunas demostraciones.

Dada ¢(z) € Ly(R), se considera la funcién periddica

O(w) ==Y _ |d(w + 2km)[>. (2.5)
keZ
La funcién © pertenece a L1[0, 27|, pues

7@(@ dw = 7Z]$(w+2k7r)]2dw

kEZ
2m(k+1) 00
=S / 1) dw = / Bw)Pdw <00, (26)
kez 27k —0o0

va que ¢ € Ly(R).
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CAPITULO 2. PRELIMINARES

Teorema 2.2. Dada una funcion ¢(x) € Lo(R), la familia {¢p(x — k)},o; €s una su-
cesion de Riesz de Lo(R) si y solo si existen constantes A, B > 0 tales que

A < O(w) < B, en casi todo punto de|0, 27], (2.7)
con ©(w) definida en Ec.(2.5).

Demostracion. Sabiendo que {¢(x — k)}, ., es una base de Riesz de Ly(R), para cada
sucesion {c;} v aplicando la férmula de Parseval ! se prueba que,

2 2 +o0 2
Z ck oz —k)|| = % Z Ck gbm) = % / Z cp ek QAS(w) dw
keZ keZ o lkez
' 2
- = / (C(w) o(w)| duw, (2.8)

donde C'(w) = >~ cp e”™* € L,]0,27]. Haciendo un cambio de variables w = x + 2m,

kez
, Yoo , ' 2m(m+1) , X o
> [ lewidw)] aw - 7 | Jewiw) dw—gZZ/\C@)%
—00 € 2mm mes
2
— 2i O/IC'(x)IQ W;Z);b\(x—i—2m7r) 2d$
2w

2m

1

Notar que ||C||?> = 5 / |C’(x)|2 do = Z |ck|2. Con lo cual, por la condicién de Riesz
0 meZL

Ec.(2.2),

2 2

AN Jal = A%/|C(m)|2dx < % /|C(x)|2 O@)de  (2.10)
meZ 0 0
1 21
2 2
< B%/]C(x)] dr = B ZE:ZW : (2.11)
0 m

ISi fg € Li(R) N Ly(R) /f(t)g(t) dt = %/f/@@dw
R

13

(x + 2mm)

2

dx



CAPITULO 2. PRELIMINARES

De aqui se obtiene la desigualdad Ec.(2.2).

Para demostrar la condicién suficiente, supongamos que existen constantes A, B > 0
cumpliendo Ec.(2.2). Por otro lado sabemos que,

2 2
1
chgb(a:—k: =5 /|C’(w)|2 O(w) dw. (2.12)
keZ ™y
Entonces,
AlicwPE<s  LicwlPew) < B |Cw)
2 W = 2 2 v
27

/|c dw<%/]()|@( w<B—/|C 2w (213)

2

<BY |al’. (2.14)

meZ

Por lo tanto, aplicando el teorema (2.1) se tiene que {¢(z — &)}, ., es una sucesién de
Riesz de La(R).
[
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Capitulo 3

Analisis Wavelet

El andlisis wavelet ha generado un interés significativo tanto en la investigacion tedrica
como aplicada durante los ultimos anos. Sus inicios pueden encontrarse de la Teoria
de Anélisis de frecuencias Fourier en 1807, cuando se introdujo la expansion de senales
periédicas como suma de senos y cosenos. Desde entonces se fueron incorporando con-
ceptos que llevan a la teoria actual.

La palabra wavelet fue mencionada por primera vez en el apéndice de la tesis de A.
Haar en 1909, convirtiéndose Haar en el primer referente de la teoria wavelet. Si bien
la wavelet de Haar tiene soporte compacto no es continua por lo que se limita a ciertas
aplicaciones.

Entre los anos 1930 y 1980 se definieron los conceptos bésicos con el aporte de im-
portantes matemadticos, fisicos e ingenieros como P. Levy, D. Gabor, J. Morlet, R.
Coiffman, entre otros.

Luego de los anos 80’ S. Mallat e Y. Meyer desarrollaron el concepto de analisis multi-
rresolucién que permitié obtener las primeras wavelets no triviales (continuas pero sin
un soporte compacto) que fueron aplicadas en el andlisis de senales.

En 1988, 1. Daubechies usé la idea de andlisis de multiresolucion para crear una fami-
lia de wavelets que lleva su nombre. Esta familia satisface varias propiedades: tienen
soporte compacto, ortogonalidad, regularidad y continuidad. Sus desventajas radican
en que no poseen expresion explicita y su suavidad depende de la longitud del soporte.

Con la propiedad de andlisis multirresolucion, soporte compacto y ortogonalidad, las
wavelets se convierten en una alternativa atractiva como base de funciones para la
obtencion de soluciones débiles de ecuaciones diferenciales.

Al comienzo de este capitulo se brindan los aspectos basicos de la estructura analisis
multirresolucion, que constituye el marco para la contruccion de bases wavelet. Luego
se definen la funcién de escala y wavelet, ademas se muestran las propiedades mas
importantes de las wavelets. Por tultimo, se describen funciones de escala B-splines que
gozan de las mejores propiedades en cuanto a su capacidad para aproximar funciones
suaves, tienen una expresiéon explicita y el calculo de sus derivadas e integrales es simple
lo que facilita la implementacién computacional. A partir de estas se define el AMR
B-splines que se utiliza en este trabajo de tesis.

15



CAPITULO 3. ANALISIS WAVELET

3.1. Analisis Multirresolucién (AMR)

En 1986, S. Mallat e Y. Meyer presentaron una herramienta general para construir
bases ortonormales de Lo(R): el Andlisis Multirresolucién. Si se relaja la condicién de
ortogonalidad es posible construir bases de Riesz [35, 36].

Definicién 3.1. Un Andlisis Multirresolucion (AMR) en Ly(R) se define como
una sucesion de subespacios cerrados V; C Ly(R), j € Z,

L..CVaCcV,iCcVoCcViCcVyCl...

que verifican:
1.V;CVip,j€eZ
2. f(x) € Vi [(22) € Vi, j €T
5. NV, = {0}
4. UV; = Ly(R)

5. Eziste una funcion llamada funcion de escala ¢(x) en Vy tal que la familia
{6(x — k), k € Z} constituye una base de Riesz de Vj.

Observaciéon 3.1. La funcion ¢ es unica, salvo traslaciones enteras.

Como consecuencia de las condiciones (1)-(5) se tiene que para cada j € Z, la familia
{¢j(x) = 292¢(2x — k) : k € Z} constituye una base de Riesz de V.

Si se desea contruir una base ortonormal se requiere que en la propiedad (5) la funcion
de escala constituya una base ortonormal de Vj.

Al subindice j se lo denomina escala. Una escala fina corresponde a valores de j grandes
teniendo mayor niwvel de aproximacion.

Observaciéon 3.2. Generalmente un AMR se construye identificando primero el sub-
espacio Vo y la funcion de escala ¢. Mads adelante veremos un ejemplo de construccion
de AMR utilizando funciones B-splines como funciones de escala.

Ejemplo 3.1.1. AMR de Haar. Un simple AMR estd generado a partir de la funcion de
escala ¢(x) = Xo,1] - Bl espacio V; es el subespacio de funciones f € Ly(R), de manera
que f(x) es constante en los intervalos semiabiertos [277k,27(k + 1)) con k € Z [35].

Ejemplo 3.1.2. AMR de Meyer. Desarrollado por Y. Meyer [1/], la base wavelet
correspondiente es el primer ejemplo de una base ortonormal suave.

Ejemplo 3.1.3. AMR de Daubechies. Son familias de funciones continuas, ortogonales
y de soporte compacto que fueron disenadas en 1988 por I. Daubechies [1].

Relacién de dos escalas

A partir de la funcién de escala puede establecerse una relacién entre los espacios V.
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CAPITULO 3. ANALISIS WAVELET

Como Vy C Vi, ¢(z) puede escribirse como combinacion lineal de {¢(2z — k), k € Z},
es decir que existe una sucesion de coeficientes hy, € l5(Z) tal que

$x) =v2 Y hp 2z — k). (3.1)
kEZ
Esta ecuacién es llamada ecuacion de dos escalas o de refinamiento y la sucesion
de coeficientes h; se denomina filtro de escala.

De aqui, es inmediato comprobar que el conjunto {¢;(x); k € Z} es una base de Riesz
de V; [35].

3.2. Wavelets

La estructura de subespacios anidados implica la existencia, para cada j, de subespacios
W; que son complementos ortogonales de V; en V),

Vin=V; & W;. (3.2)

Definicién 3.2. Una funcién ¢ € L*(R) es llamada wavelet madre si la familia de
las trasladadas {¢(x —1),l € Z} es una base de Riesz de Wy y si

1. 9 tiene energia finita:

E = /]R [v(z)]? dz < oo (3.3)

2. 1 satisface la condicion de admisibilidad

[P(w)P
A = _— .
" /R 0] dw < 00, (3.4)

donde @E(w) denota la transformada de Fourier de 1.

Como consecuencia de Ec.(3.4) se tiene que

0=(0) = /w(x) dz. (3.5)

El conjunto de funciones wavelets {11}, ., con v (z) = 22(Vx — k), j,k € Z es
entonces una base wavelet de Riesz de L?(R).
Debido a la Ec.(3.2) como la wavelet madre 1) € V;, existe un desarrollo convergente
de Ly(R) tal que,
Y(r) =D Gro2x —k). (3.6)
keZ
gr es llamado filtro de la wavelet.

El teorema que sigue provee un algoritmo para construir una base wavelet ortonormal
en el marco de un Anélisis de Multirresolucién [35].
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CAPITULO 3. ANALISIS WAVELET

Teorema 3.1. Sea {V;}; un AMR con funcidn de escala ¢ cuya familia {¢(x — k); k € Z}
es ortogonal y filtro de escala hy, € 11(Z). Se define el filtro de la wavelet gy por

gk = (=1)"hi_y, (3.7)

y la wavelet tiene la expresion

b)) = V2 3 Ge(2a — k). (3.8)

keZ

Ejemplo 3.2.1. Para el AMR de Haar, los coeficientes del filtro de escala son

! , k=0,1
— si k=0,
he =< 2 :
0 st kK#0,1
Por el teorema (3.1),
)
st k=0

gk =

L 0 st kE#0,1

Ast, la wavelet asociada estd definida por
V(@) = ¢(22) — ¢(22 — 1).

Utilizando Ec.(3.2), para algtin jy € Z, el espacio V; se puede descomponer como:

Vi= Vi oW (3.9)
—~
Vica®Wj_o
‘/j - ‘/jo + Wjo + Wjo+1"' + ijl- (310)

Si V; y W; estan generados por los conjuntos de funciones

(I)j = {¢j,k7j7 ke Z}7 \Ijj = {wj,kaja k€ Z} (311)

respectivamente, una base wavelet para V; es la unién de todos los conjuntos ®;; y V¥;,
para 7 > jo.
Si Ly(R) = € Wjez, una base wavelet para Ly(R) es
==, u (v, (3.12)
J=Jjo
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CAPITULO 3. ANALISIS WAVELET

Propiedades

La eleccion de la base wavelet depende fuertemente de las propiedades que cumple la
wavelet madre. Ahora detallaremos algunas propiedades importantes.

= Momentos nulos: Decimos que v tiene p momentos nulos si

“+o00

/ t*t)dt =0. para 0<k<p (3.13)

— 00

= Soporte compacto: 1 tiene soporte compacto si y sélo si la sucesion {hx} € l5(Z)
es finita.

Observacion 3.3. La longitud del soporte de una funcion y la cantidad de mo-
mentos nulos son a priori independientes. Sin embargo, se observa en el teorema
(7.5) de [36], que las restricciones impuestas a las wavelets implican que si 1)
tiene p momentos nulos, entonces su soporte es al menos de longitud 2p — 1. Las
wavelets de Daubechies son optimas en el sentido de que tienen un soporte de ta-
mano minimo para un numero dado de momentos nulos. Al elegir una wavelet en
particular, nos enfrentamos a una compensacion entre el nimero de momentos
de nulos y la longitud del soporte.

s Ortogonalidad y semiortogonalidad: Dada una wavelet madre v, la familia

{wjvk}j,kez se dice:

e ortogonal si para cada escala j las trasladadas son ortogonales, es decir
(Yjn, i) =0, para k#I; (3.14)
e semiortogonal si las trasladadas son ortogonales entre escalas diferentes.

Esta propiedad resulta muy importante en las aplicaciones a ecuaciones diferen-
ciales.

3.3. B-splines

En esta seccién se introducen funciones B-splines que generan bases de Riesz y consti-
tuyen un AMR en Ly(R) que se utiliza en esta tesis.

Una de las ventajas principales de las B-splines es que, ademés de tener una expresion
explicita, gozan de excelentes propiedades en cuanto a su capacidad para aproximar
funciones suaves y a su facilidad en la implementacién computacional.

Definicién 3.3. Sea m € N la funcion @1 : R — R definida mediante convolucio-
nes
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CAPITULO 3. ANALISIS WAVELET

ei1(r) = xpy()

(3.15)
1
pnes(®) = e ror(a) = [ onlo -yt
0
se llama funcion B-spline de orden m + 1.
Fig 3.1: B-splines de orden 2, 3 y 4.
Propiedades de las funciones B-splines
Las demostraciones de las propiedades pueden encontrarse en [35, 37, 23].
= Soporte compacto: sop @41 = [0,m + 1].
» Suavidad: las B-splines son polinomios a trozos de grado m, ¢,,+1 € C™ 1(R)
1—
» Propiedad de recursividad : ¢, 1(x) = £(,pm(ﬂlt) + ugpm(x —1).
m m
= Formula explicita:
m—+1
m+ 1 m
k=0

donde (z)7 = (méx (0,z))™.

s Relacién de dos escalas:

(Pm+1<x) =27" Z <m;_ 1) 90m+1(2x - k) (3'17>

Semiortogonalidad: La familia {gpmﬂ,j,k}j wez €8 semiortogonal, es decir que si
J17# J2

<30m+1,j1,k ’ Som+1,j2,k'> = 0.

(3.18)
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CAPITULO 3. ANALISIS WAVELET

» La expresion dada por la Ec.(3.16) para ¢,,+1 puede interpretarse como la dife-
rencia hacia atras m-ésima de la funcién (z)™, es decir:

Pmi1(z) = A" (2)™, (3.19)

donde A™ se obtiene de aplicar m veces el operador hacia atras Af(z) = f(z) —
flz—1).

= Las derivadas de orden 1 < k < m — 1 se obtienen directamente por diferencia:

dk
%Werl(x) = AFo, 1 k(2), (3.20)

donde AF es el operador diferencia de orden k. Corresponde, entonces, a una
reduccién en k del orden de la spline. De forma similar, la integracién produce
un incremento en su orden.

= A partir del producto de convoluciones

Pm+1 * 90n+1(x) = Som+n+2(x) (3-21)

se obtiene:

/ Omi1(x — k) oni1(z — D)dr = ominia(n + 1 4+1— k). (3.22)
R

Por lo tanto, calcular productos internos de las funciones B-splines consiste en la
simple evaluacion en los enteros de splines de orden mas alto.

Proposicién 3.1. Param > 1, la sucesion {@m41(x — k) },cq €5 una sucesion de Riesz
en La(R).

Por otra parte, {p1(x — k)},c, es un sistema ortogonal en Ly(R).

Demostracion. Para demostrar que {@y,11(x — k)}, ., es una sucesiéon de Riesz se uti-
liza el teorema (2.2).

Sabiendo que p;(w) =

1—_) w2 (sm(wm)

: —) y aplicando que m = f*ﬁ,
iw w/2
para f,g € L1(R), de la definicién de B-splines es inmediato que,

1 m+1

— o~ : ; i 2 mt
Fri() = @)™ = | [etar) = (e (BEED) T gy
w/2
0
Como | p1(w) [ 1y {¢1(x — k)},; s un sistema ortogonal en Ly(R) se tiene que
> | Grri(w +2mn) P<Y | Bi(w + 2mn) < 1L (3.24)
nez nez
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Por otra parte,

i ; — sin(w/2 2m+2 2 2m+2
Z | G (w +2mn) °> Inf | grp(w) P= (M) _ (_) '

el we[—m,7] w/2 s
(3.25)
Por lo tanto de Ecs.(3.24) y (3.25),
2 2m—+2
(—) < | @i (w + 2mn) P< 1L (3.26)
T nez
Con lo cual queda demostrada la proposicion. O

De la proposicion anterior se puede ver que las traslaciones de las B-splines forman una
base de Riesz de Ly(R) y ademds que las funciones B-splines de orden m + 1 cumplen
la relacién de dos escalas, entonces llamando

Vo = gen{om(z —k),k € Z} vy Vi=gen{pmiink €L} jEZ,  (3.27)

con Yi1k(r) = 2920,,41(27 2 — k), para cada m la coleccién de subespacios Vit
forman un AMR en Ly(R).

Observacién 3.4. Las funciones splines de orden m + 1 se aproximan a una funcion
Gaussiana cuando m crece (ver Fig. (3.1)), en particular la spline de orden 4 es una
buena aprorimacion polinomica de la funcion Gaussiana, razon por la cual es la mds
utilizada.
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Capitulo 4

Problema de valores de contorno

Las ecuaciones diferenciales modelan problemas provenientes del campo de la ciencia
y de la ingenieria, tales como problemas de la mecanica de fluidos, deformacion de
los cuerpos sélidos y campos electromagnéticos. A través de tratamientos numéricos
del tipo Wavelet-Galerkin es posible obtener soluciones aproximadas para este tipo de
problemas. Estos esquemas proponen una discretizacion de las ecuaciones involucradas,
utilizando el método de Galerkin y permiten expresar la soluciéon del problema como
una combinacién lineal de las funciones de una base wavelet.

En este capitulo, se presenta la formulacion variacional de un problema de valores de
contorno general (PVC). Luego, se introduce el método Wavelet-Galerkin y se mues-
tran férmulas generales del error de aproximacién. Al final del capitulo se presenta el
problema de segundo orden en una dimension.

4.1. Formulacién variacional

Se considera el problema de valores de contorno (PVC):

Lu = [ en Q
{ u = 0 sobre 0N (4.1)

donde L es un operador diferencial lineal y acotado de orden 2 definido en H, € es
un dominio abierto y acotado, u : 2 — R es desconocida y f : £ — R una funcion
continua y suficientemente suave.

Observacion 4.1. Se plantean condiciones de contorno nulas como caso general ya
que si se tienen condiciones de contorno de Dirichlet no nulas, el problema puede
transformarse, con un cambio de variables adecuado, a un problema con condiciones
de Dirichlet homogéneas [38].

Bajo ciertas hipétesis de regularidad sobre ) y su frontera, existe una tnica funcion u
que satisface el problema en todo punto del dominio [39].

Si f € H, multiplicando la expresiéon Lu = f por una funciéon test v € V', donde V' es
un subespacio de H e integrando, se obtiene

(Lu,v) = (f,v), (4.2)
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con (-,-) el producto interno de H.

Sia:V xV — R dada por a(-,-) = (Lu,v) es una forma bilineal continua y coerciva
asociada al operador L y F' el funcional F(v) = (f,v), la formulacion variacional o
débil del problema Fc.(4.1) puede establecerse de la siguiente forma: sea V' espacio
dual de V,

dado F € V', hallar u € V tal que a(u,v) = F(v), YveV. (4.3)

La continuidad y la coercividad de la forma bilineal a implican la existencia de una
solucién tnica del problema Ec.(4.3). Este resultado se conoce como teorema de Lax-
Milgram [40].

4.1.1. Método Wavelet-Galerkin

El método clasico de Galerkin consiste en aproximar el espacio V' por subespacios de di-
mensién finita. Cuando estos subespacios son obtenidos de un Anélisis Multiresolucién
el método se conoce como Método Wavelet-Galerkin.

Sea {V;}, un AMR en V' con dim(V;) = N;. Cada subespacio V; es generado por una
base {qﬁjk}i\ll
Una vez definido el espacio V}, se plantea el problema de la Ec.(4.3) sobre V},

dado un subespacio V; CV y F € V', encontrar u; € V; tal que

a(uj,v;) = F(v;) Vo €V} (4.4)
Este problema normalmente se lo denomina problema discreto o aproximacion de Ga-
lerkin.
Utilizando el teorema de Lax-Milgram [40] se puede afirmar que el problema discreto
tiene solucién tnica u; € V.

La ventaja del método de Galerkin es que la solucién u; del problema discreto Ec.(4.4),
se puede encontrar explicitamente como una combinacion lineal de las funciones base

de V;

N
Uj = Z (093 ¢j,k7 (45)
k=1

con ay, k =1, ..., N; coeficientes desconocidos.
Tomando v; = ¢;,;, con 1 < i < N; y reemplazando Ec.(4.5) en la ecuacién Ec.(4.4),
se obtiene

N

<

a(Pji, djk)ow = F (dj:) 1 <1< Nj, (4.6)
=1
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o, en forma matricial

K7 o =b, (4.7)
siendo,

» K7 la matriz de dimensién N; x N; cuyos elementos son K, := a (¢, ¢jx);

= b el vector del término independiente de dimensién N;, con elementos b; :=
F(¢4);
» o= (o), el vector de coeficientes.

Asi, mediante el método de Galerkin se convierte la ecuacién variacional Ec.(4.4) en la
forma de un sistema lineal de ecuaciones algebraicas Ec.(4.6).
Debido a que la forma bilineal a(.,.) es coerciva, la matriz K7 es definida positiva [41].
En consecuencia K7 es no singular. Luego, el sistema tiene tinica solucién y a partir de
los coeficientes ay, se obtiene la solucién aproximada Ec.(4.5).

. . ’ . . .7 . o0 .7
Bajo hipétesis apropiadas, la sucesiéon de soluciones {u;} N,=1; converge a la solucién

=1
exacta del problema Ec.(4.3).

Parece natural pensar que para obtener una buena aproximacién, se debe aumentar
N;, pero con este procedimiento sucede que también se incrementara la dimensién de la
matriz K7, lo que a veces, incurre en un alto costo computacional. Una estrategia para
solucionar esto, es elegir el subespacio V; y la base {gbl, G2, ..., quN].} de manera tal,
que el diseno de algoritmos para resolver el sistema lineal, sea lo mas eficiente posible.
Por ello, interesa que:

» K7 sea una matriz rala o esparcida, es decir, con una alta proporcién de entradas
nulas.

» El nimero de condicién de K7 sea pequeio.

Una de las ventajas de utilizar el método Wavelet-Galerkin es que los subespacios V;
de AMR se modifican recursivamente ya que las funciones bases son generadas a partir
de dilataciones y traslaciones de una funcion generadora madre. Esto permite mejorar
la aproximacién u; haciendo céalculos simples.

4.1.2. Estimacion del error del Método de Galerkin

Resulta necesario conocer bajo qué condiciones el método de Galerkin resulta conver-
gente y qué caracteristicas de precision presenta la soluciéon aproximada.

El error e; := u — u; de la solucién para el problema discreto Ec.(4.4) presenta la
siguiente propiedad de ortogonalidad.

Lema 4.1. Sea u € V' la solucion exacta del problema Ec.(4.3) y u; la solucion del
problema Ec.(4.4). Entonces el error e; satisface

alej,v) =0 YveV, (4.8)
es decir,

a(u—uj,v) =0 VYvelV,. (4.9)

25



CAPITULO 4. PROBLEMA DE VALORES DE CONTORNO

En este sentido, la aproximacion de Galerkin es la funcion de V; mds cercana a u.

A continuacién se introduce el lema de Céa, el cual establece la relacion entre el error
de la aproximacion e; := u — u; y las propiedades de la interpolaciéon del subespacio

V;, usando las constantes C'y p, que surgen de la continuidad y la coercividad de la
forma bilineal.

Teorema 4.1. Lema de Céa [40]

Sea V' un espacio de Hilbert, a(.,.): V xV — R una forma bilineal acotada y coerciva.
Seaw € V la solucion del problema (4.3). Ademds, sea V; un subespacio de V yu; € V;.
Entonces

C
2 ’ 2
lu=wslly < = fnf flu=vlly. (4.10)

donde C' 1y p son las constantes de continuidad vy coercividad de la forma bilineal a.

Observaciéon 4.2. El lema de Céa afirma que el error de aproximacion e; depende de
la eleccion del subespacio de Galerkin V;, pero no depende de la seleccién de la base.

La convergencia del método de Galerkin es una simple consecuencia del lema de Céa
[41]. A partir del mismo lema, ademads, se pueden hallar cotas para el error ||u — ujH%,
a partir de evaluar localmente los errores de interpolacién [42],

e = wlly, < Ju = mully,, (4.11)

donde mu € Vj es el elemento del espacio V; que interpola a u en los nodos con un
polinomio de grado < r. Las desigualdades que resultan son:

lu—mull2, < OO+ fuly (4.12)

o —mulZ < OB Jufy (4.13)

siendo H® espacios de Sobolev con s > 0.
Las cotas del error dependen de la regularidad de la solucién exacta u. Siu € H™! se
dice que el orden del método es r.

Problema de segundo orden

Los problemas de segundo orden resultan de interés en el campo de la mecanica. Pueden
surgir como modelo, en particular, en el estudio de la vibracién de una barra elastica,
una cuerda eldstica o en la distribucion de temperatura en una barra.

Como un caso particular del problema Ec(4.1), se considera el siguiente problema de
valores de contorno en el intervalo I = [0, 1].

d d
Sea L el operador, Lu(z) = 0 (p(ﬂv)d—;b) + q(z) u(x),

Lu(z) = f(z), (4.14)
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u(0) = u(1) =0,
donde p(z), ¢(x) y f(x) son funciones continuas en I.

Sea V = H}(I), multiplicando por v a Ec.(4.14) y luego integrando por partes el primer
término, el problema presentado puede asociarse con uno variacional a(u,v) = (f,v)
como Ec.(4.3), en el que la forma bilineal es,

a(u,v) = /0 1 {—% (p(x)%) + q(z) u(:v)] o(x) dz

= (pu,v) + (qu,v) (4.15)

(f,v) = [ f(x)v(z)de, (4.16)

para uy v € H}(I).

A continuacién se prueba que af(.,.) es bilineal, continua y, bajo ciertas condiciones
sobre p(x) y q(z), también es coerciva.

Para verificar la continuidad de a(.,.), de la desigualdad triangular se tiene,

la(u,v)| < /0Ip(ﬂc)lIU’(%)IIU’(:B)Idﬂf+/O lq(2)] u(2)] |v(z)| d,

por ser p(z) y q(x) acotadas en I y por las desigualdades de Cauchy y de Poincaré !
se obtiene,

|a(u,v)] ||p(x)||L°°(I) ||U,||L2(1) ||U,||L2(I) + ||q(x)||L°°(I) ||U||L2(I) ||U||L2(1)
HP(I)HLoo(I) HU/HL?(I) HU/HL2(I) +C ||Q($)||Loo(1) HU/HL2(I) ||U/||L2(1)
C ||u/HL2(I) HU/HLQ(I)

Clull gy 1ol

(VAN VAN VAN VAN

donde C = [[p(@)| sy + C1 la(@) [ 1)
Para la coercividad,
1 1
a(u,u) = / p(z) (u)?dx +/ q(z)u’dr.
0 0

Sea q(z) > 0, como ¢(z) estd acotada en I, tomar p = mi}lq(l') > 0.
xre

'Si  C R™ es un abierto acotado entonces Iy > 0 : [[ul| 12y < 7 [[Vull p2(q), Yu € Hg()
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- Si pla)=cte (> 0),
a(u,u) = /0 (e + /0 ' g(@)elds

p /O (WYda + p /0 e

min {p, p} ( /0 () 4 /0 1 u2dx)

— 2
= pllul -

v

v

= Si p(x) no es constante, se supone p(x) > 0, como p(x) es acotada en I, p; =
miPp(x) > 0,
BAS

1 1
a(u,u) > pl/ (u')de+p/ u?dx
0 0

— min{p, p} (/Ol(u’)zdx—l—/ol u2dx)

2
=P ||u||H3 :

Por lo tanto, a(.,.) es una forma bilineal, continua y coerciva. Luego, por el teorema

de Lax-Milgram el problema Ec.(4.15) tiene una tnica solucién débil u € H}(I).
U
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Capitulo 5

Analisis Multirresolucion en un
intervalo

En problemas de valores de contorno se requiere que las soluciones buscadas cumplan
condiciones de borde sobre dominios acotados. Se necesita entonces una base wavelet
del espacio de funciones con dominio en un intervalo I (en el caso unidimensional).
Para formular dicha base se parte de un AMR en Ls(R) y luego se definen funciones
interiores, es decir, las funciones cuyos soportes estan contenidos en el intervalo, y
tratar por separado las funciones de borde, aquellas cuyos soportes no estan incluidos
en el intervalo pero tienen interseccion no vacia con el mismo. En algunos casos basta
con restringir las funciones de la base, pero en general es necesario construir funciones
especiales en los bordes del intervalo [0,1]. Durante el procedimiento, determinadas
propiedades importantes de las funciones de escala y wavelets deben preservarse, como
suavidad, buena localizacion y regularidad.

En este capitulo se muestra el desarrollo del Analisis de Multirresolucion en el intervalo
[0,1]. Primero se describen brevemente diferentes métodos que permiten adaptar la
estructura de analisis multirresolucién sobre R al intervalo. Luego se muestra una
construccién de bases de funciones de escala B-splines en un intervalo.

5.1. AMR en L0, 1]

En la revision bibliografica correspondiente se encuentran diversas estrategias para
adaptar un AMR de Ls(R) al intervalo ([14]-[24],[28],[36],[43]). A continuacién se des-
criben algunas de las mas importantes. Sin pérdida de generalidad se considera el
intervalo [0, 1].

1. Extension a cero. Dada f € Ly(R), el enfoque més simple es establecer f(z) =0
fuera del intervalo [0,1] y luego usar AMR en Lo(R). Sin embargo, para una
funcion general f, se introducen discontinuidades en los extremos del intervalo.

2. Periodizacion. Dada f € Ly(R) se define la periodizacion de f sobre [0, 1] por
+oo
1P (x) = Zf(:n +n). (5.1)
n=0
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Una base {¢; 1} ; ycz2 de L2(R) se transforma a una base de L[0, 1] si se periodiza
cada una de las funciones ¢, .

Las funciones periddicas resultantes son

+0o0
¢ (@) =22 " (Y w — k+m). (5.2)

m=0

Para j > 0y 0 < k < 27, se tienen 2/ diferentes funciones periddicas. Si el
soporte de ¢, estd contenido en [0, 1], luego @57 = ¢;. para x € [0, 1]. Asf la
restriccion solo modifica las funciones de borde cuyos soportes se superponen a
x = 0oz = 1. Excepto que las funciones ¢, ;, ya sean periddicas, esta construccién

introduce nuevamente una discontinuidad en los extremos del intervalo.

3. Restriccion. Se puede obtener una base de Ls|0, 1] al restringir las funciones de
escala ¢; al intervalo, que denotamos por ¢]Ik(x) = ¢, kX[0,1(x). Si bien esta base
hereda buenas propiedades de la base original, como la suavidad y la localizacion,
cuando se aplican en la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales, pueden
llevar a un mal condicionamiento de la matriz de rigidez.

Una estructura més eficiente resulta ser un AMR en L5|0, 1]. La estrategia usual para
definirlo es partir de un AMR en Ls(R) y luego utilizar tantas trasladadas como sea
posible de las funciones de escala interiores al intervalo y construir funciones de borde.
La construccién se realiza en un nivel minimo 7j,,;,, que se elige de tal manera que
las funciones de borde a la derecha y a la izquierda no se superpongan. De ese modo,
ambos extremos del intervalo se pueden tratar por separado.

La adaptacion a un intervalo implica algunos cambios en los conceptos de un Analisis
Multirresolucion en R definido en el Capitulo 3, ya no puede haber una sucesién infinita
de subespacios encajados. En cambio, se debe comenzar desde un subespacio inicial
V;Eiﬂ Para L,[0, 1] se adoptard la siguiente definicién ([14]-[16]).

Sea j > Jmin,

Vol eyl Levil v v el e

Jmin

tal que szjmm Vj[o’l] = L5[0,1]. Ademds para cada j > jnin, €l subespacio W}O’l] es

complemento ortogonal de Vj[o’” en V][E)rll ],

v = vl ew. (5.3)

Para tratar los extremos del intervalo [0,1] se deben introducir funciones de borde
especiales (funciones de escala y wavelets). El objetivo es construir bases de Riesz

. 0,1 0,1 . . . . .
para los espacios Vj[ ] y W][ ] que consisten de un conjunto de funciones interiores y
funciones de borde especialmente construidas.
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5.2. B-splines en 1,0, 1]

En la resolucién de los problemas de valores de contorno planteados en la Seccion
4.1, se buscan soluciones que satisfacen condiciones de Dirichlet nulas, por lo tanto se
necesitan bases en el espacio H{ [0, 1].

Sea {V;}, el AMR en Ly(R) definido en la Seccién 3.3 que se obtiene de las funciones
B-splines ¢, 1. Los subespacios generados por las restricciones al intervalo [0, 1] de las
funciones de la base de V}, forman un AMR en Ly[0, 1], pero no pertenecen a H;[0, 1],
por lo cual se debe modificar la construccion de las bases. Una herramienta apropiada
para la modificacion son las B-splines con nodos muiltiples disenadas por Chui y Quak
[15]. Una gran ventaja de este enfoque es que se adapta facilmente al caso del intervalo
[0,1] al introducir nodos equidistantes en el interior del intervalo y nodos multiples
(nodos que se repiten) en los extremos del intervalo.

Sea m+1 el orden de exactitud polindémica requerida en la base del espacio de funciones
de escala, entonces se tiene la siguiente definicién:

Definicién 5.1. Para j € N, sea t/ := una sucesion de nodos sobre

(t?ﬂ) —m<k<2i4+m

[0,1] con,
0 para k=-m,...,0,
: L .
t] = o7 Ppara k=1,..,2 —1, (5.4)
1 para k=27,..,2 +m.
m+1 2j;1 m+ 1
—_—— -~ ~ —_——
0 t t. Lyiq 1
® L L L L @ L @ *—
Lfm = Lferl = = LU !‘23 = L2j+1 = e = £2J+m
1< }c’ <2/
Notar que para k = —m, ..., —1, la sucesion de nodos contiene un nodo multiple en 0 y
para k =27 —m,...,22 — 1 un nodo miltiple en 1.
Se definen las funciones B-spline de orden m + 1 asociadas a ¥ como
Bi7m+1(x> = (t{c-i—m—i-l - t?g) f [t?m ey t?c—i-m—s-l]? (55)

donde f(t) = (t — x) = (max(t — x,0))™ y el simbolo f [ty, ..., tkyms1] es la (m+1)-
diferencia diwvidida de f en los nodos tg,...,tkimyi1, la cual se define recursivamente
como
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t g oeeny t - t )ty t )
f [trsr krma1] = f [t ktm] St tk 7# thtms
Tktm+1 — Tk

Itk oo thvmat] = (5.6)
f(m+1)(tk)
(m+1)!

$t Tp = Cpgmyt
con f[ti] = f(tx) y fY es la derivada de orden m + 1 de f.

El siguiente lema resume las propiedades importantes de las splines Bi’m 41 Y su de-
mostracién se puede encontrar en [44].

Lema 5.1. Sea Bi}mﬂ, k= —m,..,20 —1 definido previamente, entonces

i) sop Bi,erl = [tgc’t?cherJ'

i) Simetria: BY = Bg (x — k) para k =1,...,27 +m.

(m+1)+k,m+1($) i —km+1

iii) Sea j >0, para k =0,...,27 —m — 1 se tiene
B () = 2 es (P — K) = G (), (5.7)
donde @11 €s la funcion de escala B-spline definida en la Seccion 3.5.
i) Para k= —m,....29 —m — 1, vale que Bizﬂ@) = Bi7m+1(2 ).

Del lema (5.1) se deduce que las funciones Bi}m v
» son interiores si 0 < k<2 —m —1,

» son de borde si —m < k< —10 20 —m < k <2/ —1, que corresponden al borde
izquierdo y derecho, respectivamente.

Ejemplo 5.2.1. Sean las B-splines lineales (m = 1) y sea j = 2, la sucesion de nodos

es
0 para k=-1,0,

o)k
T 32 para k=1,2,3,

1 para k=4,5.

En la sucesion t? := (tz)_1<k<5 hay 3 nodos interiores, dos nodos multiples en 0 y otros
dos en 1. Los soportes de EE;Q, B, Bi,, B3, y B3, son [0,1], [0,1]. [1.2] v [5.1]
Y [%, 1], respectivamente.

En la Fig.(5.1) se muestran las funciones B§72, B%,z Y B%,z que corresponden a las
funciones interiores. En este caso, hay dos funciones de borde que son simétricas:
Bzm correspondiente al borde izquierdo y B§72 al borde derecho.
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—— interiores
---- de borde

2 2
B B,
1 "

3
13:71 ty=15=1

Fig 5.1: Funciones B-splines para m = 1y j = 2 para la secuencia de nodos
{07074_17%7%7171}'

5.3. AMR B-splines en L,|0, 1]

Se presenta un AMR en L[0, 1], donde los subespacios que lo forman son generados
por funciones de escala B-splines con nodos miltiples definidas en Ec.(5.5).

Teorema 5.1. La sucesion de subespacios {‘//\}[O’I]} , Jo € N donde ‘/}j[o’l] esta gene-

) ) J=jo
rado por {Qj/2Bi’m+1, k=—m,..,27 — 1} constituyen un AMR en Ls[0,1]. Ademds

dim V" = 27 - m. (5.8)

En la base de ‘7j[0,1] hay 2/ — m funciones interiores y 2m funciones de borde.

La demostracién del teorema puede encontrarse en ([44], [15]).

La Fig.(5.2) muestra una base de funciones de escala B-splines cibicas (m = 3) para j =

1234567
3, con secuencia de nodos t® = {0, 0,0,0, 3398388 1,1,1, 1}. En el Apéndice
A se muestra en detalle la obtencion de las funciones correspondientes a esta secuencia
de nodos.

5.3.1. Relacion de dos escalas

Para las funciones interiores 2//2 B conk =0,...,27 —(m+1), debido a la Ec.(5.7)

k,m+1>
del lema (5.1), se tiene que

2B} 11 (2) = P (@),

donde ¢, 11,51 son las funciones de escala B-spline de orden m+1 definidas en Ec.(3.27).
Como ¢, 11 satisface la relacién de dos escalas dada por Ec.(3.17),

m+1
mfm+1
me—i-l(x) = Z hy g0m+1<2$ — l), con h; =2 < I ), (59)
=0
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interiores
. - — — de borde

I
3 |
B7,4

|

I

1
[
I
|

Fig 5.2: Funciones de la base del subespacio B-spline ctibico \//\3[0’1]

se tiene que

2By 1 () Pmi1ik(T) = 2P0 0 (22 — k) (5.10)
m—+1
= 272 hygpa (27— (2k+1))
=0

1 m+1 .
) D 20k ()
=0

m+1

1 , .
VG > 2B L ()
=0
1 m+1 . )
= 5 S MEB (). (5.11)
=0

La tltima igualdad vale por condicién iv) del lema (5.1). Por lo tanto, la relacién de

dos escalas para las funciones interiores 27/ ZBim conk=0,.., 2/ — (m+1), es la
dada en Ec.(5.11).

Para obtener los coeficientes de la relacion de dos escalas de las funciones de borde se
tiene en cuenta el siguiente lema.

Lema 5.2. Paran=1,....2m y k =1, ..., m existen coeficientes TLnk € R, tal que

2m

n=1

Demostracion. Para demostrar el lema se consideran las funciones B-splines en el
intervalo [0,00), By .1 conk € ZN[—m,c0) definidas en la secuencia de nodos en los
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numeros enteros [}0]. Estas splines forman una base para el espacio de las funciones
splines de orden m+1 definidas con la secuencia de nodos {0, ...,0,1,2,3,...}. Ademds,
B ny1(22), k € Z N [=m,00) son una base para las splines de orden m + 1 asociada

1.3
a los nodos {0, ., 0, 5 1, 3 } Luego, B,g’mﬂ satisfacen la siguiente relacion de dos
escalas,
2m
B iyikmin () = > o B i1y inm 1 (22), k=1,...m, (5.13)
n=1

donde la suma finita se debe a que sop B°

(mi) k= max {0,k —m+1} k], Asi,

existen coeficientes Enk eR,n=1,...2myk=1,...m

Ahora, para j > 0 aplicando j veces la condicidn (iv) del lema (5.1), se tiene B () =

B pi1(22), con k= —m,...,27 — (m +1). Por lo tanto,
. 0 .
Bi(m+1)+k,m+1($) = B—(m+1)+k,m+1(2jx)
2m
- Z P Bg(m+1)+n,m+l<2J+1 )
n=1

+1
- Z h”kB] (m+1) +nm+l( )
2m

= Z P Bj—(m+1)+n,m+1<2x)

n=1

FEsto prueba, la existencia de la relacion de dos escalas Ec.(5.12) para las funciones
de borde del extremo izquierdo. Utilizando la propiedad de simetria de las splines, se
obtiene la relacion de dos escalas para las funciones de borde del extremo derecho.

O

Calculo de los coeficientes Enk

Los coeficientes %nk eR,n=1..2my k =1,...,m se pueden calcular utilizando

Ec.(5.13) y tomando x = = con [ =0, ...,2m — 1,

DO | =~

[
BY —(m+1)+k,m+1 ( ) Z hnkB (m+1)+n, m+1(l) (5-14)

se tiene un sistema de ecuaciones, matr1c1almente

l 2m—1,m om—1.2 ~ 2m,m
0 0 m—1,2m
|:B—(m+1)+k:,m+1 (5)} [B (m+1)+n,m+1 (l)]l=0n:1 [hnk] o (5-15)
I=0,k=1  ~ — ) n=1k=1
) a? ’ =B,
=D
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Debido a que B° Y ma1)thmi1» K € ZN[=m,00) son funciones positivas, B° 0)=1
y cuando [ > k B _m+1)+k7m+1(l) = 0, la matriz By es una matriz triangular superior

invertible. Por lo tanto

—m,m+1

~ 2m,m
[hn,k} — B;'B,. (5.16)

n=1,k=1

Asi, a partir del calculo de las matrices By y Bs se obtienen los coeficientes de la
relacion de dos escalas para las funciones de borde.

En los siguientes ejemplos se calculan los coeficientes ﬁn,k para el caso de las B-splines
lineales (m = 1) y para las B-splines cibicas (m = 3) que se utilizaran en la préxima
seccion.

Ejemplo 5.3.1. B-splines lineales (m =1). Sea k =1 y n = 2, las matrices By y By

| n=[ma (] = [5=0]-[1].

B = [Bana 1= | o) 20 | = Lo 1]

Por lo tanto,

Asi, para la funcién de borde B | , del ejemplo (5.2.1) se tiene la relacién de dos escalas
Ec.(5.12) para k =11y j =2,

2

831,2@) = Z 2+n2 (22)

n=1

= (1 B2,5(20) + oy B3,(22))

1
= 371,2(25’7) + 2 80,2(25’7)~

Ejemplo 5.3.2. B-splines cibicas (m =3). Sea k =1,2,3 yn=1,2,...,6, las corres-
pondientes matrices By y By son:

1 0 07
119 0%
8 32 9
1\1%3 0 zl,L 5
_ 0 - _
b= [34%’4 (2):|l:0k—1_ 0 % % 7
T 1
00 L
1
0 0 =
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B2 - [Bg4+k,4 <l>]l57:607k:1

Por lo tanto

- 6,3
n=1,k=1

S O O O v

o O O o o=

o O Sle ke vie O

o O O O RO

wi— wi= S8 s O O

o O O o o

o O o= wivn ol O

O o= W o= O O

o= whw ol O O O

(5.17)

Para k =1,2,3, la relacion de dos escalas Ec.(5.12) para las funciones de borde es,

6
Bj—4+k,4(x) = Z Pk Bi4+n,4(2x>‘

n=1

6

. 1.
= B3,(22) + B B, ,(2x).

, 3
= 312,4(237) + 1 B]—1,4(293)

En,z B{4+n,4(255)

En,?) B{4+n,4<2x)

SZ]{?:L 31354(13) = Zﬁn,lBZ4+n,4(2x)
n=1
' 6
Sik=2 B, = Y.
n=1
1
2
6
Sik=3, Bl = ).
n=1
_ 1
4
5.4.

L3
16

B(])'A(Qx).

AMR B-Splines Cubicos en L0, 1]

(5.18)

(5.19)

Para el caso especial de funciones B-splines ctibicas (m = 3) se disena un AMR en
L]0, 1]. Como fue mencionado antes las funciones de la base deben pertenecer al espacio
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H;[0,1]. Al examinar las funciones de la base que generan el espacio 17]-[0’1] se observa
J

3i_1.4 DO pertenecen a H;[0, 1].

que las funciones de borde B’ 34y B

Por lo tanto, llamando ¢y, () = B%, 4(2) y @s,(2) = B®, 4(2), se define el conjunto de
funciones de escala de borde como,

5 = { 91,052, i, Pj2i1} para j > 1 (5.21)
donde,
pia(z) = 212 gy, (2), pa(x) =2 ¢, (), (5.22)

¥j,2 (93) = 2/ S0b2(2j(1 - x)), 90]',21'+1(~’B) = 27/ SDbl(Qj(l - $)) (5-23)

El conjunto de funciones de escala interiores son traslaciones de la funcion ¢(x) =
@4(x) (funcién de escala B-spline cibica),

O = {pjp(x) =27 p(Px —k+3), k=3,4,..,2 —1}. (5.24)

Para j > 1, el conjunto de funciones
®; = ¢ U Y, (5.25)

generan el subespacio Vj[o’l] de B-splines cubicos. La dimensién de V}[O,l} es 29 + 1. En

la Fig.(5.3) se muestran las funciones de la base de V})[O’l].

interiores
— = = de horde

Pa.0 Pa1 ¥a.2 Pag P4

Fig 5.3: Funciones de la base del subespacio B-spline ctibico V},[O’l].

Observacién 5.1. La relacion de dos escalas para las funciones de borde, corresponden
a j =0 en las expresiones Ecs.(5.19) y (5.20)

38



CAPITULO 5. ANALISIS MULTIRRESOLUCION EN UN INTERVALO

op, () = 5 + 1 + 6 (5.26)
oen(22)  11e(2z) 02z —1)  p(2r —2)
Prale) = T e e (5.27)

A partir de la estructura AMR B-splines cubicos ([46]), en el préximo capitulo se
definen los subespacios WJ[O’” asociados a este AMR.
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Capitulo 6

Diseno de una base spline wavelet
sobre el intervalo

En este capitulo se desarrolla un método para obtener una base spline wavelet para
los subespacios W}O’” asociados a la estructura AMR B-splines ciibicos definido en el
capitulo anterior. Primero se construye una wavelet madre que satisface condiciones
especificas de ortogonalidad.

Para obtener una base wavelet para los subespacios W}O’l] se definen wavelets interiores
que son traslaciones y dilaciones de la wavelet madre obtenida. Para las funciones de
borde primero se presenta una construccién realizada por Cernd y col. [24] y luego se
expone una construccion, donde se imponen condiciones de ortogonalidad.

Las bases spline wavelet definidas poseen muy buenas propiedades. Una de las propie-
dades mas importantes es que el nimero de condicién de la matriz de rigidez que surge
al utilizar el esquema Wavelet-Galerkin en la discretizacion de ecuaciones diferenciales,
permanece uniformemente acotado en las sucesivas aproximaciones.

6.1. Motivacion

Diversas construcciones de bases spline wavelet se han utilizado en la resolucion de
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, Vampa y col. [23] desarrollaron un procedimien-
to para aproximar la solucién con bases B-splines adaptadas al intervalo [0, 1] mediante
el planteo de un sistema algebraico con ecuaciones variacionales y de colocacion. Estos
autores disenaron un algoritmo adaptativo que permite reducir el costo computacio-
nal y obtuvieron buenos resultados de convergencia, aunque el nimero de condicién
no esta uniformemente acotado. Construcciones méas recientes de bases spline wavelet
biortogonales realizadas por Cernd ¥ col. [24] y Primbs [46] logran mejorar el condicio-
namiento, pero los algoritmos de aplicacion son de elevada complejidad computacional
yva que las funciones de la base dual no poseen expresion explicita o tienen soporte de
gran longitud.

Una de las primeras construcciones de bases con derivada ortogonal se puede ver en el
trabajo de Jia y col. [22], donde se proponen bases multiwavelets de Hermite adaptadas
al intervalo [0, 1]. Este requisito de ortogonalidad resulta conveniente para la obten-
cién de soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales, ya que en las formulaciones
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variacionales de tales ecuaciones, aparecen productos internos entre las funciones base
y sus derivadas. Por ejemplo, en el problema de segundo orden planteado en Ec.(4.14)

Lulw) =~ (M0 2) +a) o) = fla) a1, ()
u(0) = u(l) =0,

p(z), g(x) y f(x) son funciones continuas en [0, 1] , p(x) > 0y g(x) > 0 para x € [0, 1].

Utilizando el método Wavelet-Galerkin presentado en el Capitulo 4, en el marco de un
AMR, es posible obtener soluciones del problema variacional asociado Ec.(4.15) en un
subespacio V; de dimensiéon N;. Sustituyendo en la forma débil discreta

a(uy, v;) = (puj, v5) + (qus, vj) = (frv;)  uj,0; €V, (6.2)

y tomando el conjunto {(,0j,1, D)2y s <pj,Nj} como una base de Vj, se resuelve un sistema
algebraico

K7 a=0b, (6.3)

con K7 = a(pjn pix), 1 <nk < Ny, b= (f, ;) v « el vector de incégnitas.
Llamando D’ a la matriz que corresponde a la discretizacion del primer término de la
forma bilineal a(u;,v;) en Ec(62) con Dy ;= <90;,m 90;k> y G a la matriz Grammiana
definida en Ec.(2.3) con Gy, = (pjn, @jx), que corresponde al segundo término y
teniendo en cuenta que ¢, (x) = 27 ¢'(27x — k), se tiene que

Ki =22 pDl 4+ qG’ (6.4)

donde p y ¢ son valores de las funciones p(x) y ¢(z) evaluados en un z* elegido ade-
cuadamente.

Debido al producto de las derivadas por los factores de escala, aunque g # 0, el niimero
de condicién de K7 estd dominado por la matriz D’.

Si se cuenta con una base wavelet que satisface condiciones de ortogonalidad sobre su
derivada, esto es,

(W'(2), ¢ (x—k)) =0, VkeZ (6.5)

<¢,<2j1 xr — k1)7¢,(2j2 xr — k?g)> =0, Vki,ky €7Z, 51, 72 € Ny, (66)

con p € Vj, y i € W, se tiene una matriz de rigidez K’ més o menos rala (dependiendo
del soporte de las funciones de la base) con buen condicionamiento.

En este trabajo de tesis, se combinan enfoques presentados por Jia y col. [22] y Cernd
y col. [24] para construir una base spline wavelet con tales caracteristicas.
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6.2. Construccion de una wavelet madre

A partir de la estructura AMR sobre R de los espacios B-splines cubicos definidos
en Ec.(3.27), se propone la construcciéon de una spline wavelet con alguna condicién
especial.

La estructura de subespacios anidados del AMR implica que el subespacio wavelet W
esta contenido en el subespacio de aproximacién Vi, ya que V; = Vo Wy. Por lo tanto,
una wavelet ¥ (z) se puede expresar como una combinacion lineal de funciones de escala
pertenecientes al subespacio V7,

x) = de ©(2x — k), z€R, (6.7)

keZ

donde ¢ es la funcién de escala B-spline cibica.

La expresion de la spline wavelet se obtiene calculando los coeficientes dy de la ecuacion
de dos escalas Ec.(6.7). Para calcular estos coeficientes, se impone la condicién de
ortogonalidad de las derivadas sobre la funcién de escala y wavelet,

(W'(z), ¢ (x=1)) =0, VIEZL. (6.8)

Entonces, para [ € Z, el producto interno adopta la siguiente forma:

W) ¢ =) = 2 <Z [y (20 — )] ¢/ — z>>
= 2) (@ (20— K)o - ). (69)

©(x) tiene soporte [0, 4], por lo que p(z—I) tiene soporte [, 4+1]. Por otro lado, ¢(2z—k)
. kE 44k L . :

tiene soporte > 5| Existe interseccion entre los soportes si 2l —4 < k < 2 + 8,

por lo cual la sumatoria anterior es finita:

214+7

(W (@), (@ —1)= 2 Y d (2 —k),¢(x—-1). (6.10)

k=20-3

Por otra parte, p(z) satisface la ecuacién de refinamiento dada por,

= hy (22 —n), (6.11)

donde h,, son las componentes del vector h = [%, %, %, %, %], que se obtienen utilizando

Ec.(5.9) para m = 3. Teniendo en cuenta esta expresion y propiedades de las B-splines,
el producto interno de las derivadas puede escribirse de la siguiente manera:
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('(2x — k), ¢ (x = 1)) :—ZZh Oa(44+20+n—k). (6.12)

Por lo tanto, para cada [ € Z, la Ec.(6.8) adopta la forma:

214+7

(W(@), ¢z =D))= —4 Y d (Zh o 4+2l+n—k)):0 (6.13)

k=21—3
donde ¢§(4+2l+n—k) representa la derivada segunda de la spline de orden 7 evaluada
enz=4+2l+n—kylos h, estan dados por relacion de 2 escalas Ec.(6.11).

Para cada k de Ec.(6.13), se resuelve la suma en n evaluando ¢} en los valores corres-
pondientes y multiplicando por h,,. Para cada [ € Z, se tiene

1 7 39 8 59 13
"(2), ¢ (2 — 1 — ot — 22 doyp_1 — — doy + - d =24
('), (x—1))= ~o20%2-3 ~ gg a2~ g B — gy du T 5y a1 T gl +
59 8 39 7 1
+ 120 doj+3 — 'H dapyg — 20 dajs — 50 doit6 — 210 doyy7 = 0.

Se considera para cada | € Z, que la ecuacion definida anteriormente es una ecuacién
lineal en diferencias. Con lo cual, para hallar d, con k = {2l — 3,21 — 2,...,2[ + T},
se utiliza la transformada Z. Para z € C — {0}, sean

z) = Zd2l+1 2y ¢(z) = Zd2l 22, (6.14)

leZ leZ

La condicién de ortogonalidad Ec.(6.8) se puede reescribir matricialmente,

P(2)(q1(2) , @2(2)" =0, VzeC—{0} (6.15)

donde

1 ; 39 ﬁz 59 @Z_ 1
240 80° T 120 120”80 240

60 15 10 15 60

La Ec.(6.15) se resuelve utilizando comandos especificos y lenguaje simbélicoen MATLAB
y una soluciéon es

ai(z) | | —282° — 18423 — 282!
S| 28411921 + 11922 + 1
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De ¢1(2) y q2(2) se obtienen los coeficientes dy, y se reemplazan en Ec.(6.7). Asi la
expresion para la wavelet 1 es:

Y(a) =) dip2r—k), z€ER. (6.16)

con [do, dy, ..., dg] = [1,—28,119, —184, 119, —28, 1].

-100 L 1 L L | L L 1 L

Fig 6.1: Wavelet madre .

Y(z) tienen soporte en [0, 5], es simétrica (Fig. (6.1)) y satisface las condicién de orto-
gonalidad Ec.(6.8).

6.3. Bases spline wavelet con derivada ortogonal so-
bre el intervalo

Teniendo en cuenta que la coleccion de los subespacios B-splines ctibicos {Vj[o’l]}
J

definidos en la Seccién 5.4 forman un AMR en L,[0,1] [46], para cada j existe un
subespacio wavelet VVJ[O’H que satisface,

Vj[%ll] _ Vj[o’” @ W}O’”. (6.17)

. ., . 0,1 ; ., . .
Como la dimensién de cada subespacio Vj[ +1] es 2711 + 1, de la relacién anterior se tiene
que

dim (V%) = dim (v;*" & W) = aim (V,*V) + dim (W) = 271 4 1. (6.18)

]

De aqui se deduce que la dimensién de I/Vj[o’1 es 2/, para j > 1.

Se busca, entonces, una base wavelet para W][O’l], donde las funciones componentes
satisfagan la condicion de ortogonalidad de las derivadas.
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Debido a que el soporte de wavelet madre 1 es [0, 5], se tiene que sélo 2/ — 4 funciones
Vjx(z) = 27/%9)(27 2 — k) tienen soporte totalmente contenido en [0, 1]. Para completar
la base, como las trasladadas de ¢ son linealmente independientes, es necesario definir
definir 4 wavelets més para formar una base de VVJ[O’I].

6.3.1. Wavelets de borde

En el trabajo de Cernd vy col. [24] se proponen dos wavelets 1, , Uy, € Wéo’l], como
combinacion lineal de traslaciones y dilataciones adecuadas de ¢, @5, y ¢p, definidas
como funciones de borde en la Seccién 5.4,

4

Un (@) = §'on(22) + e (22) + ) G2z — k+2) (6.19)
k=2
Vo, () = 2oy, (22) + 20, (22) + Zc 2x —k+2) (6.20)

donde

939 —393 6233
bl bl bl J— _
[007017-"704} - |:70 20 75607_ 71}7

1444 1048 —1340 545 —G6839
b ] = 7,-3 .
0" €0 5 {9w’wn’2w 487 655 ]

Por su definicién, el soporte de ¢y, es [0, 3] y el soporte de v, es [0,4]. Ambas wavelets
tienen dos momentos nulos y ademds cumplen la condicién de ortogonalidad Ec.(6.8).

A partir de estas funciones, para cada escala j > 1 se definen,

Uale) = @) () = T (),
i) = b (2), i2(T b (272
! (KGN (I ! [KC (.
Baale) = U@ -0, () = o (21— )
3 i_1lx e b2 — T 5 i, J b1 — T I
7 194, | 7 I3, |
(|l - || denota la norma en Ls[0,1]), el conjunto de wavelets de borde
\IjbOTd { % 171% 271/}] 27— 17% 27 } (621)
y el conjunto de wavelets interiores como,
2-i/2 , .
Wit = Ly (x) = o O —k+3), k=3,4,..,2 —2%. (6.22)
7,k

0,1]

Para cada j > 1, el subespacio VV][ = gen V¥, donde,
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U = vty whrd, (6.23)

En la Fig.(6.2) se muestran las funciones interiores de la base de W:,[O’”.

0.02 [~

0 0.1

Fig 6.2: Wavelets interiores de la base de W?Eo’l].
De Ec.(6.17) se sabe que Vj[i’ll] es suma directa de ‘/}[0,1] y Wj[o’l} para j > jo,
vl — vl g Wl g wlll e wPl paraj, > 3. (6.24)

Considerando los conjuntos de indices,

Zj={ke€eZ1<k<2+1}, J={keZ1<k<2}, (6.25)

se reescriben las bases dadas en Ec.(5.25) y Ec.(6.23) para los espacios Vj[o’l] y VVJ[O’”
respectivamente, como

Pik

De esta manera se puede definir una base que tiene como wavelets de borde a las
wavelets de Cerna y col.

Definicién 6.1. Dado j0 > 3 y J > jo, a partir de la descomposicion dada en
Ec.(6.24), una base wavelet para los subespacios Vﬁ’i] es,

J
v =0 (6.27)

J=jo
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6.3.2. Diseno de nuevas wavelets de borde

En base a la experimentacién numérica realizada, con el objetivo de mejorar la conver-
gencia se decidié proponer una construccion alternativa para las wavelets de borde. En
este caso, se requiere que las wavelets satisfagan la condicién de ortogonalidad Ec.(6.8).

Se definen w,l,‘i, wég S ‘/1[0,1], con soporte en [0, 3] y [0,4] , respectivamente, las expresio-
nes de las funciones son:

4

Vi (x) = aopn, (22) + arpp, (22) + Z app(2x — k + 2), (6.28)
k=2
6
vi(r) = Gop, (22) + @10, (22) + > drp(2x —k +2). (6.29)
k=2

Se imponen dos condiciones para obtener los coeficientes de %ﬁ y 1/}11,‘;:

1. it y 4i¢ satisfacen la condicién de admisibilidad Ec.(3.4) entonces,

/w YAz =0 y /w (6.30)

2. wéf y wé‘; satisfacen la condicién de ortogonalidad de las derivadas Ec.(6.8),

<W“() @—U>=Q vieZ. (6.31)

<W“() @—U>:Q Vi€ Z. (6.32)

Los coeficientes a, y ay, se obtienen de manera andloga que los coeficientes d de la
wavelet madre. Asi,

—286 117 —1691 -1
[a0>a1; ...,a4] = {4—9, E’ W’ ’2_8} (633)
o o~ ~ 3999 —2236 5837 397 —1
[a(bal’---uaﬁ] - |: 121 ) 49 ) 205 717%7172_8] . (634>

Proposicién 6.1. Las wavelets %l,f Y wll,g definidas anteriormente satisfacen la condi-
cion de ortogonalidad Ec.(6.8) y tienen dos momentos nulos.

Demostracion. La condicién de ortogonalidad se cumple por la construccion. Para de-
mostrar que @Z)éﬁ y wé‘; tienen 2 momentos nulos se debe probar que

/ 2 S (x) de =0 Yy / o' i (z) de =0, coni=0,1. (6.35)
R R

48



CAPITULO 6. DISENO DE UNA BASE SPLINE WAVELET SOBRE EL
INTERVALO

Si i = 0, se trata de la condicién dada por Ec.(6.30) que se cumple para cada una de
las wavelets por construccién.

Sii=1,

3 3
/x@béﬁ(x) der = ao/ a:gpbl(Qx)d:B—l—al/ T @y, (27) d:B—l—Zak/ rpx —k+2)dx
R 0 0

k=2

Gt a s tass tas tasl
T Mg Mg Mgy
= 0,
y la tltima igualdad vale tomando los coeficientes ay de Ec.(6.33). De manera similar

se demuestra que / i (z) do = 0.
R

]
Utilizando estas wavelets de borde, el nuevo conjunto de wavelets de borde es
le __
\Il i { wj,la 7~/Jj,27 Q/}j,Qj—la ¢j,2]‘ } ) (636)
Uale) = @), dialn) = e d(2)
5,1\ c Tx), 5.2(T - Jx),
1o, H [ ||
9-3/2 l 9-3/2 oo
Vj2i-1(T) e U (2 (L —2)), () e Y (27(1 — ),
| g, | |, |
Para cada j > 1, el subespacio wavelet fV[7j[O’1] = gen \le con,
U, = Uyl = (¢, k € T} (6.37)

Definicién 6.2. Dado j0 > 3 y J > jo, a partir de la descomposicion dada en

FEc.(6.2]), una base spline wavelet con derivada ortogonal para los subes-

> [071]
pacios Vi | es,

J
U 917927- '792J+1+1}7 (6-38)

donde
" g = Qjos, paral=1,2,..,27° +1
" gy =V, paral=1,2,..,27 j=jo..,J

Debido a que L0, 1] es suma directa de V[O 1 W[O 1 VV][(? +1]17 .-+, y cOmo consecuencia

de la definicién anterior, la unién de las bases de estos subespacios forman una base
wavelet con derivada ortogonal para Ls[0, 1],

V=3, U], (6.39)

Jj=jo
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0.08 T T T T
0.06 - i
0.04
0.02 -

0
0.02 - \/ \/ B
0.04 |-
0.06 - -

I 1 I
0.1 0.2 03 .

0 (\/\ /\A
-0.02
-0.04
-0.06
1 1 1 L 1 1 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.9 1

0.5 0.6 0.7 0.8

(b) Wavelets de borde de la base de Wgo’l]: w,l)i (azul), Zl)‘; (rojo).

Fig 6.3: Wavelets de borde.

Observacion 6.1. Si bien las wavelets de borde definidas por Cérnd y col. y las di-
senadas en esta tesis cumplen las mismas propiedades, puede observarse en la Fig.(6.3),
que las grdficas de iﬂzlﬁ Y wll,g estan mas concentradas cerca de los bordes x =0 y x = 1.
Esta caracteristica resultara muy ventajosa a la hora de utilizar las bases en la resolu-
cion de ecuactones diferenciales.

6.3.3. Propiedades de las bases spline wavelet con derivada
ortogonal

Aqui se describen las propiedades mas importantes de las bases spline wavelet definidas
en Ec.(6.38). Primero se demuestra que las derivadas de las funciones de escala y
wavelets son ortogonales, al igual que las derivadas de las wavelets entre diferentes
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escalas. Luego, en el teorema (6.1), se demuestra que el conjunto de derivadas de las

funciones de la base ¥; definida en Ec.(6.37) constituyen una sucesién de Riesz en
L,[0,1].

Proposicién 6.2. Si ¢, ;. € Vj[(?’l], Yk € ’ij[o,1} con j > jo, Se tiene que:

<¢;‘,ka<ﬂ;0,k> = 0, (6.40)
W}l,m%%,ﬁ = 0, J1 7 Jo- (6.41)
Demostracion.
» Cuando j = jo, la Ec.(6.40) es la condicion de ortogonalidad requeridas en

FEes.(6.8), (6.31) y (6.32).

= Sij > jo, se puede escribir j = jo+n conn € N,

(Pliogers Yie) = /(,0’(2ij — k)Y (20" — k) dx (6.42)
R

_ g /R S (2 — k) du, (6.43)

donde ks = ko —2"ky, conky = 3,...,27 =1 yky = 3,...,27 —2. Como p(u) € VO[O’”
2m 41

Y VO[O’H C ... ¢ VI luego o(u) = Z 1 pni(u), derivando y reemplazando en
=1

Ec.(6.43) se tiene,

2741
= 2700 / (2" Z a ¢ (2" — l)> P'(2"u — k3)du  (6.44)
R =1
2141
= 2 o < O (2" — ) (2"u — k3) du)
>
) (6.45)

debido a la la condicion de ortogonalidad Ecs.(6.8).

Para demostrar Ec.(6.41) se tiene en cuenta que 1, € W}?’” Y 2/1].27,; € Wj[g’l], sin
pérdida de generalidad se supone jo > ji.
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Como v, k() = i dnp (222 — k) —n),
n=0

6
(W) = <2ﬁ+l > da! (24 — (2k+n)) ,¢;2,g<x>>
_ 291“Zd< (21 (2k+n)),¢}2,%(a:)>

= 2]1+1 Zdn <¢;1+172k+n’¢;2’k>
n=0
. (6.46)

pues si jo = j1 + 1 por Ec.(6.40) el producto interno <g0j1+1 2k+n7w]2 k> =0. 50 jp >
j1+ 1 por lo demostrado en Ec.(6.42) el producto interno anterior también vale 0.

De manera andloga se muestra que Ec.(6.41) es vdlida para las wavelets de borde.

H

Definicién 6.3. Una sucesion {fi},, en Ls[0,1] es una sucesion de Riesz, si
existen constantes positivas A y B tales que

2

A e < | e fi <BY ol (6.47)
k=1 k=1 L2[0,1] =1
para toda sucesion de escalares {cx}r, € lo(N).
Teorema 6.1. La sucesion {w;k 7=3,4,.... k=1,.., 2j} es una sucesion de Riesz

uniforme en Ls[0, 1].

Demostracion. Se debe que probar que {w;k j=3,4,...,. k=1, ...,Zj} satisface la
Ec.(6.47), es decir que existen constantes positivas A y B tal que

. _ 9
oo 2 co 2
AY N sl < DD bt <B

7=3 k=1 7=3 k=1 La[0,1]

Il
w
i

1b; 1] (6.48)

i 1

. -, o0
para cualquier sucesion de escalares {bj},_, .

Por la condicion de ortogonalidad de las derivadas dada en Ec.(6./1) vale que,

2 . 2
2J

oo 2 00
Z Z bkl = Z Z bj e : (6.49)
j=3 k=1 La[0.1] j=3 || k=1 L[0.1]

Basta probar, para j dado, que existen constantes positivas A y B que no dependen de
7 tal que

27 27
AZlbak\z > biwty < B |bixl
k=1 Lo[0,1] k=1
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Aplicando el Corolario (2.1) a la sucesion {@/J;k ck=1,.., Qj} para j fijo, se tiene que
las constantes de Riesz de la sucesion son

| Amin (D7), B = /| Amaz(D7)], (6.50)

donde DV = (< o ;7l>)1§k,l§217 Amin (D7) y Ausx(D?) denotan el minimo y el mdzimo
autovalor de D7, que pueden estimarse utilizando los circulos de Gerschgorin [/9] que
se enuncian en el siguiente lema.

Lema 6.1. Sea M = (m;;)i<ii<n € R™™, se definen r; = > |a;| y los discos de
il
Gerschgorin D; = {z € C, |z —my;;| <r;}, entonces cada autovalor N, de M se en-
n

cuentra en la union de los n discos de Gerschgorin, esto es A\, € UDZ' para todo
i=1

k=1,2...,n

Volviendo a la demostracion, D’ es una matriz banda, diagonal dominante y teniendo

en cuenta la normalizacion de las funciones de la base tiene los siguientes elementos,

( 1 k=1
618
2 =1
2519 L)
. 261
(D), =3 “aom | FTlI=2
88
—— |k=1]=3
28899 | |
7
— k—1l|=4
\ 143505 | |
Utilizando el teorema de Gerschgorin se tiene
, j 1
M > min <|D,J§k| - > > 5 (6.51)
N < m§ J 0
Tar < max | | Dy |+ | < 5 (6.52)
1=1 l;ék
) ) 1 : 9
donde Dy ; son las entradas de D’. Con lo cual, o> =Y YN < 5
Como para cualquier j, D; tiene la misma forma, las cotas para /\mm y N halladas

anteriormente, pueden elegzrse para todo j, entonces

:ﬁszﬁ. (6.53)
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Asi, existen constantes positivas A y B independientes de j tal que

. 2 .
27 27

2 <> by, < B> |bl” (6.54)
k=1 k=1

L2[0,1]

27
A b
k=1

Aplicando estas desigualdades en Ec.(6.49), se tiene que existen constantes positivas
A y B tal que

o 27 o 2 2 oo 27
2D ) BIOTEES ) B) BINTAH IS 9 SIUE
j=3 k=1 j=3 k=1 Jj=3 k=1

Lo[0,1]

Con lo cual el teorema queda demostrado.

6.3.4. Condicionamiento de la matriz de rigidez

Uno de los resultados mas importantes de esta tesis es que el niimero de condicién de
la matriz de rigidez que se obtiene al utilizar las bases construidas en la resolucion
numérica del problema Ec.(6.1), estd uniformemente acotado.
Al inicio de este capitulo se presenté un problema de segundo orden, cuya forma bilineal
es

a(u,v) = (pu',v") + (qu,v) (6.55)

con p(x),q(x) funciones continuas en [0, 1] y p(z) > 0y g(x) > 0 para z € [0, 1].

Si se utiliza la base \Tijo del subespacio V}%] definida en Ec.(6.38), en el método Wavelet-
Galerkin, la matriz de rigidez asociada

Kj:=a (gia gl>1§i7152J+1+1 ) (656)

es una matriz banda, simétrica y definida positiva.

Teorema 6.2. El niumero de condicion de la matriz de rigidez K ; estd uniformemente
acotado.

Demostracion. Debido a que K; es una matriz simétrica y definida positiva el niume-
ro de condicion en norma 2 estda dado por

)\méx
cond(Ky) = — (6.57)

donde Anax Y Amin denotan el mdzrimo y minimo autovalor de la matriz K ;.

Para demostrar que cond(K ;) estd acotado hay que encontrar cotas para Amax Y Amin,
independientes de j.
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2J+1+1
. o NJ .
Por un lado, se sabe que st u = E Bigi, con g € W5y B es un vector de coeficientes,

=1
se satisface la siguiente desigualdad,

'K
Amin < Bt—"ﬁ < Amix (6.58)
pp
cON Apm = min CRiS Y Amax = méuxM
min 6#0 /Bt/B max 5¢0 6t/8 N
Como a(u,u) = BK 3, probando que
c(8'8) < alu,u) < C (5'5) (6.59)
para toda u, se encuentran cotas pare Amim Y Amax-
27041 J 2 _
Tomando u € V}%], u = Z Cjok Pjok T Zij,k Vik, con Yk, Vik € \11370 se
k=1 J=Jjo k=1
tiene,
2
a(u,u) > (pu', ') > p ') = p |17 00 - (6.60)
donde 1 = H%Hi)p( x) > 0.
27041 J 27
HU/||L2[0,1] - Z Cjo,k 80;'0,/@ + Z Z bjik ;‘,k J (6.61)
k=1 j=jo k=1

L2[0,1]

por teorema (6.1) el conjunto de derivadas de pj,  y ;i €s una sucesion de Riesz, con
lo cual existe una constante positiva Cy independiente de j tal que

Yo i1 1/2
[ = Z [ Z Z il ] (6.62)
j=jo k=1
Ast, de Ecs.(6.60) y (6.62), existe Cy = nC? que cumple
a(u,u) > Cy(B'B). (6.63)

Para obtener la desigualdad de la derecha de Ec.(6.59), observar que siv = In[(l)Ii {p(z),q(z)},
€

2 2
alu,w) < v (11010 + il o) - (6.64)
Por teorema (0.1), existe una constante positiva Cs independiente de j tal que

1/2
20041 /

/]| 0.1 < Cs Z |c]okr2+ZZ|bjk| - (6.65)

Jj=jo k=1
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Ademds,
270+1 J 27
||U||L2[0,1} < Z Cjo,kPjo,k + Z ij,k Vijo
k=1 Lofo]  ITI0[[R=1 L»[0,1]

Debido a que ||¢j x| 1101 = O(277) cuando j — o0 y jox, k € I;, forman una base de
Riesz existe una constante positiva Cy, entonces

. 1/2 , 1/2
20 11 241
lull yiony S Ca [ | D leioal |+ D27 | D ol : (6.66)
b=l = K1

El término de la derecha de la desigualdad anterior, puede reescribirse como el modulo

. . 20041 1/2 270 12
del producto interno entre (1,279 2700t ) y > lcjonl? DT b :
k=1 k=1

4 1/2
2J0+1
(};1 | bk |2> ;- |, aplicando la desigualdad de Schwarz, se tiene que existe una

constante positiva Cy independiente de j tal que

290 +1 27
2
el Zao < Cs | D leunl+ DD Ibiul® | - (6.67)
k=1 J>jo k=1

Por lo tanto, tomando Cg = v(Cs3 + C5) vale
a(u,u) < Cs(S'B). (6.68)
: Ce . :
De las Ecs.(6.63) y (6.68), se obtiene que cond(K ;) < ok independiente de la escala
J. i
U
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Capitulo 7

Resultados Numéricos

En este capitulo se presentan los resultados numéricos obtenidos mediante la imple-
mentacion del método Wavelet-Galerkin descripto en el Capitulo 4, utilizando las bases
formadas por las funciones de escala B-splines y wavelets construidas en el Capitulo 6.
Se disena un algoritmo eficiente para hallar soluciones aproximadas de los problemas
planteados. Para esto, se describen las ventajas de la matriz de rigidez y se analizan
los errores de las aproximaciones.

Se presentan problemas de valores de contorno de segundo orden cuyas soluciones
analiticas son conocidas y se emplean para calcular los errores relativos y verificar
orden de convergencia.

En el primer ejemplo, cuya solucién tiene un gradiente alto en un valor de su dominio,
se verifican los resultados tedricos sobre el condicionamiento y el orden de convergencia.
En los ejemplos 2 y 3 se comparan velocidades de convergencia. En primer lugar,
utilizando bases con diferentes wavelets de borde y posteriormente se implementa el
método de Vampa y col. [17].

En el ultimo ejemplo se muestran las buenas propiedades de la matriz de rigidez.

7.1. Aplicacion de las bases B-spline wavelet

Para obtener soluciones aproximadas del problema de segundo orden con condiciones
de Dirichlet homogéneas planteado en Ec.(6.1),

Lul) =~ (b)) @) ue) = fl0) wEOD o

da
u(0) =u(l) = 0,

se utiliza el método de Wavelet-Galerkin, tomando como subespacios de aproximacion
0,1 : y . . o
a VJ[ +1] definidos en la Seccién 6.3. Una solucién aproximada puede escribirse como

274141

Ujr1 = Z a; gi, (7-2)
i=1

donde g; pertenecen a la base spline wavelet de Vﬁ? definida en Ec.(6.38).
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CAPITULO 7. RESULTADOS NUMERICOS

Sin pérdida de generalidad, se consideran p(x) y g(x) constantes en Ec.(7.1) . Sustitu-
yendo w1 en la forma débil discreta Ec.(6.2), se tiene el problema en forma matricial
Ec.(6.3),

Kya=1b, (7.3)

siendo b = (f, gi)1<;<9s11,, €l vector del término independiente, o = (0);;<9s11,, €l
vector de 2771 4- 1 incégnitas v K; la matriz de rigidez dada por

K;:=p (g, gl/>1§i,l§2J+1+1 +q (gi, gl)lgi,l§2J+1+1 : (7.4)

La matriz K, de dimensién N; = (27! 4 1), es rala, diagonal por bloques y cada
bloque es una matriz banda (Fig. 7.1), debido a la semiortogonalidad de las funciones
de escala Ec.(3.18) y la ortogonalidad de las derivadas.

Observaciéon 7.1. Es importante destacar, que a un nivel de aproximacion jy inicial
y J > jo, el primer bloque de K tiene dimensién 27° + 1 y cada bloque que se agrega
tiene dimension 27, con j = jo, jo + 1...,J con lo cual para avanzar a la escala jo + 1,
solo es necesario resolver el subsistema de dimension 27.

I N
7. * 8 o A scssa
(XXX
2 e o 8 o @ H sesssae
5 sssoces
& o 8 5 & @ sssssss
| (e ‘
sove
e 8 o o 8 o @ 10 00000
of eeeeen i,
® o o o & @ sssccecsse
sssesssa
8 " 8 9 v @ 15 eeoevee
ssceece
® 0o e @ L svsove
10 s o o & o .::::l
20 sesecae
LA esvesuve
sssssesss
12 tes e veevwveve
s 6 8 5 6 8 s & sesccccns
251 [ FEEERE Y]
14 " ® " ® ® u ® @ sessssesss
(E TR RN LN Y]
¢ @ & o 8 o o ses0s088s
16 R 20! S
poooc “tecess
18 = : : u ) ) ) ) eseee
0 s 10 15 o 5 10 15 20 25 30
K, K,

Fig 7.1: Estructura de la matriz K.

Debido a que las bases provienen de una estructura AMR, la solucién u ;. de Ec.(7.2),
puede reescribirse como

274141
Ujp1 = Z Q; g; (7.5)
i=1
20041 J 27
= ) i Pia+ YD v (7.6)
=1 Jj=jo I=1

. . . ., : 0,1
La primera sumatoria refiere a la aproximacion en el subespacio VJ[O ) y la segunda

]

corresponde a los subespacios VV]—[O’1 s J=7J0,Jo+1,....J.
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CAPITULO 7. RESULTADOS NUMERICOS

7.2. Estimacion del error

Al aplicar el lema de Céa Ec.(4.10), utilizando los subespacios de B-splines ciibicos

0,1 . L
‘/;E) ], se pueden obtener las cotas para los errores de aproximacién. Schoenberg [51]
demostré que cuando se interpola una funcién v € C*, en una red uniforme de nodos

de paso h, con la funcion spline cibica Sy, el error de interpolacién puede acotarse con
2 4
lu = Sl < CLb™ | - (7.7)
Si h = 277, la cota para el error de aproximacién utilizando splines es

||U—U,J”§/2 S CQ 2_4j. (78)

Para medir los errores de las aproximaciones en los ejemplos que se veran mas adelante,

, N1/2
se utiliza la seminorma en Lo, ||v||z, = (Zio v (k/27) |2> . Sea u la solucién exacta

y uy la solucién numérica con una escala de nivel J.

o [|u — UJ+1||L2

= El error relativo de la aproximacién se calcula e(J) := Tl para J > 0.
ullp,

= El error relativo interior denotado por ey (J), donde se calcula el error relativo
en un intervalo I’ = (0 + 6,1 — §) con 6 > 0.

Para verificar el orden de convergencia R se tiene en cuenta que

e(J) < Cy 2798,

de donde _e) = 2% con lo cual
e(J+1)

R =logy(e(J)) — logy(e(J + 1)). (7.9)

7.3. Algoritmo de aproximacién a la solucion
A partir de la estructura de la matriz K ; y del andlisis del error se obtiene el siguiente
algoritmo.
Se elige una escala inicial j, > 3.
» Paso 1: Se resuelve el sistema algebraico Ec.(7.3) que se obtiene del primer
bloque de la matriz K; y se hallan los coeficientes o,; correspondientes a las

27041
funciones de escala. Se tiene uj, = > o1 Pio.-
=1
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» Paso 2: J = jy. Se hallan los coeficientes asociados a las wavelets resolviendo
el sistema algebraico Ec.(7.3) proporcionado por el siguiente bloque de la matriz

KJ;

2J
Ujp1 = Uj, + E agy .
=1

» Paso 3: Dada una tolerancia € se aplica un criterio de finalizacion: si e(J) < e,

PARAR se tiene una buena aprozimacion, SI NO ir al paso siguiente.

» Paso 4:J=J+1y se vuelve a Paso 2.

7.4. Ejemplos

Ejemplo 1. En primer lugar se considera el problema Ec.(7.1) conp=1yq=0,

Lu(z) = —u"(z) = f(z),

4 ) 610036 ) 2 50
con f(r) =2+ <e50—1) (100 50T — 50 (1+650_1)6 $>

La solucion ezxacta

u(z) = (6504_ 1) (€% — 1) (1 - e;: _11) ta(l—a),

tiene gradiente alto cerca de x =1 y luego es suave en el resto del dominio.

La matriz asociada a este problema es

YA
Ky:= <giagl>1§i,l§2“’1+l'

J e(J)k er(J)e

8  1.621e-06 4.841e-09
9  9.482¢-08 2.873e-10
10 1.076e-08 1.923e-11
11 1.024e-08 1.239e-12
12 1.020e-08 3.396e-13

Tabla 7.1: Resultados del Ejemplo 1.

(7.10)

Por el teorema (6.2), el nimero de condicién con respecto a la norma 2, cond(K ;) =

max

)\min

K ; es aproximadamente 219.
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= = Solucién aproximada n n
Solucion exacta 105} n |

09r

0.8

0.75

— — —Solucion aproximada
Solucién exacta

0.8

0.6

04+ H 0.85[

0.2 H

(b) J =6

Fig 7.2: Solucién exacta y aproximada uy para J =4y J = 6 del Ejemplo 1.

En la Tabla (7.1) se muestran los errores relativos e(J)! y ep(J)! para distintas
escalas J. Se verifica el orden de convergencia tedrico para el error relativo interior,

6[/(J) = 0(2_4J>.

Lo que significa que para que el error relativo sea inferior a 1.e-04 alcanza con la escala
J = 3. En la Fig. (7.2) se muestran las aproximaciones para las escalas J =4y J = 6.

Ejemplo 2. Se considera un problema similar al del Ejemplo 1 con

f(x) = (707)? sin(70 7 x) — w2 cos (7‘(':17 + g)

m
La solucion exacta de esta ecuacion diferencial es u(x) = sin(70 7 x) — cos (ﬂx + 5)
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J Ny e(J)le e(J)¢ ep ()¢ ep(J))¢

5 65 6.140e-01 6.140e-01 5.864e-01 5.535e-01
6 129 1.434e-02 1.632e-02 1.223e-02 1.287e-02
7 257 4.703e-04 8.234e-03 3.995e¢-04 5.146e-04
8§ 913 3.975e-05 8.224e-03 1.979¢-05 3.021e-04
9 1025 3.208e-05 8.224e-03 1.183e-06 3.014e-04
10 2049 3.202e-05 8.224e-03 2.997e-07 3.013e-04

Tabla 7.2: Resultados del Ejemplo 2.

En la Tabla (7.2) se muestran los errores relativos utilizando la base de Cerné y col.
[24] denotado con e(J)¢ y ep(J)C, y los errores relativos utilizando la base disenada
en esta tesis, denotado por e(J)" y ey (J)'. Se observa que las bases \Tfi permiten una
convergencia més rapida a la solucion exacta. En la Fig. (7.3) se muestra la convergencia
de las aproximaciones para distintas escalas.

(a) Solucién aproximada para J = 3. (b) Solucién aproximada para J = 5.

(¢) Solucién aproximada para J = 8. (d) Solucién exacta

Fig 7.3: Solucion exacta y aproximadas del Ejemplo 2 para uy, J = 3,5, 8.

Ejemplo 3.
Lu(x) = —u"(z) = f(x), (7.11)
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con f(z) = (53.77)% sen(53.77m x) 4+ (2.37)*sen(2.3 7 x) cuya solucion exacta es
u(x) =sen(b3.7mx) + sen(2.3 7 x).

En este problema se realiza una comparacion respecto de los resultados obtenidos por
el método propuesto por Vampa y col.[17] y las bases de Cérnd y col.[2/].

En la Tabla (7.3) los valores de la primer columna e(J)" fueron obtenidos por el méto-
do Hibrido propuesto por Vampa y col.[17], mientras que los valores de la segunda y
tercera columna corresponden a los resultados obtenidos utilizando la base spline wave-
let con derivada ortogonal Ec.(6.38), las columnas restantes corresponden a las bases de
Cerné vy col.[24]. Se observa que la convergencia hacia la solucién exacta es levemente
mas rapida utilizando la base spline wavelet con derivada ortogonal \leo construida en
esta tesis. La gran diferencia se observa en la Tabla (7.4) donde el condicionamiento
de la matriz K hib (matriz que se obtiene aplicando el método de Vampa y col.[17])
aumenta a medida que la escala aumenta, mientras que aplicando las otras bases, el
condicionamiento se mantiene acotado.

J e(J)hib e(J)k ep(J)k e(J)¢ er(J)¢

6 | 6.102e-01 | 3.638¢-03 3.572¢-03 | 5.789¢-03 3.507e-03
7 || 7.295e-02 | 1.482e-04 1.451e-04 | 4.408e-03 1.421e-04
8 || 4.682¢-03 | 9.148¢e-06 7.832¢-06 | 4.406e-03 7.877e-06

9 | 2.886e-04 | 4.189¢-06 4.690e-07 | 4.406e-03 6.720e-07
10 || 1.739e-05 | 4.167e-06 7.460e-08 | 4.406e-03  4.044e-07

Tabla 7.3: Errores relativos para distintas escalas del Ejemplo 3.

J  cond ([? f,”b> cond <I?ff> cond (I??)
6 7.46e+04 5.54e+02 4.56e+02
7 4.17e+05 5.54e+02 4.56e+02
8 2.34e+06 5.54e+02 4.56e+02
9 1.32e+07 5.54e+02 4.56e+02
10 7.47e+07 5.54e+02 4.56e+02

Tabla 7.4: Condicionamiento de la matriz del sistema del Ejemplo 3.

Ejemplo 4. Se considera, por dltimo, un problema conp=1yq=1 en Ec.(7.1),
Lu=—u"(z) +ulx) = f(2),
u(0) =1 wu(l) =0,

donde f(r) = ((53.7%)2 +1) sen(53.77 :L')+((2.37T)2 + 1) sen(2.37 ) con solucidn exac-
ta
u(x) =sen(b3.7mx) + sen(2.3 1 x).
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J Ny e(J)t er ()t cond(Kjy)
8 513 8.122e-06 7.832e-06 503
9 1025 4.947e-07  4.669e-07 503
10 2049 5.273e-08  3.009¢e-08 503
11 4097 4.224e-08 5.421e-09 503

Tabla 7.5: Resultados del Ejemplo 4.

La matriz correspondiente a este problema es K; = D; + G, donde

VA
D, = <giagl>1§i,l§2J+1+17

GJ = <gza gl>1§i’l§2J+1+1 .

La Tabla (7.5) confirma el resultado teérico dado en el teorema (6.2), donde el niimero
de condicién de K; estd uniformemente acotado. Ademéds se observan muy buenos

resultados de convergencia.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo de tesis se propone una metodologia para el diseno de bases spline
wavelet satisfaciendo condiciones especificas de ortogonolidad, para su aplicacién en la
resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Para la construccion de estas bases wavelet, se estudia la estructura de un Analisis
Multirresolucion en la recta y su adaptaciéon al intervalo. Se analizan en particular las
funciones B-splines y sus ventajas numéricas. A partir de nodos multiples, se describe
un AMR B-splines en el intervalo [0, 1].

Utilizando las funciones de escala B-splines ctibicas, se obtiene una base spline wavelet
con derivada ortogonal en el intervalo formada por wavelets interiores que son trasla-
ciones y dilaciones de una wavelet madre; y se disenan wavelets de borde que combinan
suavidad con soporte pequeno.

Debido a las buenas propiedades de estas bases, como el analisis multirresolucién,
soporte compacto y ortogonalidad, la resolucién numérica de problemas de valores de
contorno de segundo orden, mediante el método Wavelet-Galerkin, es facil y eficiente.
En este sentido, la técnica expuesta en esta tesis, mejora notablemente la complejidad
computacional, ya que la matriz involucrada en el sistema lineal a resolver, tiene muy
buenas propiedades:

= es rala, diagonal por bloques y cada bloque es una matriz banda, con lo cual cada
bloque puede tratarse por separado;

= el numero de condicién se mantiene acotado al aumentar la escala.

Estas caracteristicas permiten disenar un algoritmo iterativo de aproximacion a la
solucion exacta, pasando de una escala J a una escala J+ 1 con el menor costo compu-
tacional.

Se resolvieron problemas de segundo orden, algunos de los cuales tienen soluciones exac-
tas muy oscilantes, sin embargo se obtuvieron muy buenos resultados de convergencia
a la solucién. Ademas se realizaron comparaciones respecto a los resultados reportados
por otros autores.

En resumen, el método para la confeccion de bases propuesto en esta tesis permite
disenar bases con propiedades de suavidad, soporte compacto y ortogonalidad. Apro-
vechando estas caracteristicas junto con las ventajas del Andlisis Multirresolucién, se
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define un algoritmo de facil implementacion y bajo costo computacional que logra
obtener resultados de elevada precision.

Para dar continuidad al trabajo que ha sido presentado en esta tesis, algunas de las
posibles lineas de investigacién futuras son:

= Implementar las bases spline wavelet con derivada ortogonal para resolver ecua-
ciones diferenciales no lineales y en dos dimensiones.

» Estudiar y analizar el diseno de otras familias de wavelets con diferentes condi-
ciones.

Esperamos abordar algunos de estos problemas en trabajos futuros.
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Apéndice A

Funciones de escala B-splines
cubicas

Se presenta en este Apéndice el desarrollo de los cédlculos para la obtencién de las
funciones B-splines ctibicas de la base de V3 utilizando nodos multiples.

Siguiendo las definiciones de la Seccién 5.2 para m = 3 (m + 1 orden de la spline) y
J =3, la sucesion de nodos asociada es

0 para k=-3,..,0,
k

= 2 para k=1,...,25—-1, . (A1)
1 para k=23 ..2%4+3.

Las funciones B-splines de la base del subespacio V3 son
3274(30) = (thoa — te) f [t .o thya), para k= -3 -2,..2—1, (A.2)
donde
- f(t) = (t — 2)% = (méx(t — z,0))>.
- fltk, .- tira] es la diferencia dividida de orden 4 de f en los nodos tg, ..., tx14, la

cual se define recursivamente como f [t;] = f(tx) ¥y

oty oo topa] = f [try oot
S lbet1s s tera] = f [te, -5 ] si ty # iy
thya — t

fltes oo tira] = (A.3)

Sl T = tgqa

con f® es la derivada de orden 4 de f.

= Sik=-3
Bi374($) = (tl — t_g) f [t_g, ceey tl] (A4)

1
tiene asocidada la sucesion de nodos t_ 3 =1t o=t 1 =1t =0 y t; = 3
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El soporte de B4, es [0, 3]

Primero se obtiene la tabla de diferencias divididas f [t_3, ..., 1] (ver Tabla (A.1)), luego
se reemplaza lo obtenido en Ec.(A.4) y se tiene

3 B (1—8z)% si zelo,
Boyaln) = { 0 si x¢ (0,

—
oo %!

) (A.5)

» Si k= —2, la sucesién de nodos que se tiene en cuenta para definir B> 94 €8
t t to=0,1 = ! ty = 2
27T =Y h =g y 273

El soporte de B2, , es [0, 2].

B2, 4 (x) == (ta —t_3) flt—a, ... ta]. (A.6)

Haciendo la tabla de diferencias divididas de f [t_a, ..., 5] (ver Tabla (A.2)), se obtiene
que

‘ 12-82)° —2(1—82)° si z€l0,}]
BZy,(z) = (2 — 8z)° . Lo (A.7)
—4 S1 I & (g, g]
» Sik=-1,
35174(1’) = (tg — t*l) f [t,l, vy tg] (AS)
y la sucesién de nodos asociada es
t—t—Ot—l t—2 t—3
-1 =N T e 173 y 37 %
De los valores obtenidos en la Tabla (A.3) de diferencias divididas de f [t_1, ..., t3],
se tiene
1(3—8x)°-3(2-8x)0+2(1—-82)° si z€(0,3]
B, (2) = 1(3—82)" - 3(2 - 8z)° si ve (L2 . (A9)
%(3—830)3 si we (3,2

De manera similar se obtienen las restantes funciones de la base de V3.

En las tablas (A.1), (A.2) y (A.3) se encuentran las diferencias divididas hasta orden 4.
La primer columna de tabla contiene los nodos, en la segunda columna se encuentran
las diferencias divididas de orden 1, en la tercera las de orden 2, en la cuarta las de
orden 3 y en la ultima columna se encuentran las diferencias divididas de orden 4.
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FUNCIONES DE ESCALA B-SPLINES CUBICAS

’

APENDICE A.
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0=[1"2 78 9]f 0=["2%9f 0o=["4f]0o="71
0=[2¢9f 0o=0F1/]0=1
0=/ 0="%1
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APENDICE A.
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FUNCIONES DE ESCALA B-SPLINES CUBICAS

’

APENDICE A.
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Notacion

(.,.) producto interior en H.

||.|| norma en H.

||.||, norma en Ls.

a(.,.) forma bilineal.

ar, coeficientes de ;.

ay, coeficientes de 9}

A constante de Riesz.

Ay condicién de admisibilidad de .

b es el vector del término independiente.

B constante de Riesz.

B; matriz para obtener los coeficientes INznvk.
B> matriz para obtener los coeficientes fznk

By ,.+1 B-spline de orden m + 1 asociada una sucesién de nodos en los niimeros
enteros.

B B-spline de orden m + 1 asociada una sucesién de nodos.

J
k,m+1
C™(R) m € N, espacio de funciones m-veces continuamente diferenciable.
{ck}32, sucesién de escalares.

cond(.) nimero de condicién de una matriz.

C constante de continuidad de la forma bilineal a.

DJ matriz de derivadas.

{dy} coeficientes de la wavelet madre.

D operador dilatacion diadico.

{ex} base ortonormal.
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en, = u — uy, error de la solucién para el problema discreto.
e(J) error relativo de una aproximacion.

er(J) error relativo interior de una aproximacion.

f término independiente del problema diferencial.

{fr} sucesién de funciones.

F" funcional correspondiente a la formulacion variacional.
f(w) transformada de Fourier de f.

gi coeficientes del filtro de la wavelet.

{g;} funciones de la base \leo

G operador de la matriz Grammiana.

G’ matriz Grammiana en la escala j.

h; coeficientes del filtro de la funcién de escala.

/~1k coeficientes del filtro de la funcién de escala de borde.

H espacio de Hilbert.

H; () subespacio de funciones de H'(2) que se anulan en la frontera de 2.
K’ matriz de rigidez.

K ; matriz de rigidez.

K s matriz de rigidez.

L operador diferencial.

t] sucesién de nodos sobre [0, 1].

flto, .., tn] diferencias divididas de f.

T : H — H operador acotado y biyectivo.

T operador traslacion.

u solucion del problema variacional.

uy, solucién del problema variacional discreto.

uy solucién del problema variacional discreto.

V' subespacio de H donde se plantea el problema variacional.

V" espacio dual de V.
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V; subespacios cerrados de Ly(R) que constituyen un AMR.

‘7;.[0’1} subespacios cerrados de B-splines de orden m+1 de L0, 1] que constituyen

un AMR.

Vj[o’” subespacios cerrados de B-splines cibicos de Ly[0, 1] que constituyen un
AMR.

Vi

. subespacios de dimensién finita.

W, complemento ortogonal de Vj en Vj 1, Vi1 =V, © Wj.
W}O’l] complemento ortogonal de Vj[o’l] en Vj[?r’ll], Vj[_OF’ll] = Vj[O,l} @ W}O’l].
a el vector de coeficientes.
¢(x) funcién de escala en un andlisis de multirresolucion.
¢, x(x) funciones generadas componiendo traslaciones y dilataciones de ¢(z).
®; base B-spline ctbica.
@;-”t conjunto de B-spline ciibicas interiores.
@?‘”"d conjunto de B-spline cuibicas de borde.
©m+1,5,6 funcién de escala B-spline de orden m + 1, escala j.
Ym+1 funcion B-spline de orden m + 1.
©p, funcién de escala de borde B-spline cubica.
©p, funcién de escala de borde B-spline cibica.
p constante de coercividad de la forma bilineal a.
mu el elemento del espacio Vi, que interpola a u en los nodos.
Y (x) wavelet madre.
¥; k() funciones generadas componiendo traslaciones y dilataciones de ().
Yy, wavelet de borde.
Yy, wavelet de borde.
i wavelet de borde nueva.
p, wavelet de borde nueva.

U, base wavelet.

\T/j base wavelet con derivada ortogonal.
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\Ifé-”t conjunto de wavelets interiores.
Whrd conjunto de wavelets de borde.

\Iféc conjunto de wavelets de borde.
U/ base spline wavelet e VJ[%].
{173]0 base spline wavelet con derivada ortogonal de V}%]-

O(w) == Yoy [D(w + 2k7)[%,

) dominio de definicién del operador L.
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