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Resumen

La extensión del concepto de entrelazamiento a sistemas de componentes indis-
tinguibles, y en particular a sistemas fermiónicos es un problema fundamental que
ha recientemente suscitado gran interés. En este trabajo se desarrolla y examina en
profundidad esta extensión, considerando además su rol en información cuántica y
en la caracterización de correlaciones en sistemas fuertemente interactuantes.

En primer lugar se considera el denominado entrelazamiento de un cuerpo, que es
una medida de correlaciones fermiónicas basada en la matriz densidad de un cuerpo
(SPDM) y que cuantifica la desviación de un estado puro fermiónico de un deter-
minante de Slater. Se analiza su comportamiento en el estado fundamental de un
sistema superconductor y de otros sistemas fuertemente interactuantes, mostrándose
su correlación con el parámetro de orden correspondiente y saturación en el régimen
de acoplamiento fuerte. Se examina también el entrelazamiento de estados reducidos
del sistema por medio de la concurrencia fermiónica, mostrando que caracteriza la
transición de fase.

En segundo lugar se analizan aspectos formales del entrelazamiento de un cuerpo.
Se demuestra que el mismo puede ser considerado formalmente como un recurso
cuántico. La teoría de recursos asociada tiene al conjunto de determinantes de Slater
como estados libres, y un conjunto de operaciones, que incluyen transformaciones
unitarias de un cuerpo y medidas de ocupación de un modo, como operaciones libres.
Se introduce también una formulación general bipartita del entrelazamiento de un
cuerpo, basada en una descomposición tipo Schmidt 1− (N − 1) de un estado puro
de N fermiones, en la que la SPDM emerge naturalmente.

Finalmente se generaliza esta formulación bipartita, separando los estados de
M < N y (N − M) fermiones. Esta descomposición se encuentra directamente
vinculada con las matrices densidad deM y (N−M) cuerpos, que son isoespectrales.
De aquí emerge naturalmente el concepto de entrelazamiento de M cuerpos, que
generaliza el entrelazamiento de un cuerpo y provee una caracterización general de
las correlaciones. Se demuestran también propiedades operacionales del mismo. Se
presentan asimismo evaluaciones analíticas de los espectros de las matrices de M
cuerpos en sistemas fuertemente correlacionados.

Los resultados obtenidos en la presente Tesis dieron origen a los trabajos [1-4]
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Introducción

El entrelazamiento cuántico es una de las características fundamentales de la me-
cánica cuántica [5]. Esto se debe, por un lado, a que refiere a un tipo de correlaciones
entre observables que no poseen un análogo clásico, y que superan cotas satisfechas
por todo sistema clásico. Por otro lado, se trata de una cantidad esencial en el área
de la información cuántica [6-8], donde constituye un recurso en la implementación
de protocolos cuánticos como teleportación [9] y algoritmos basados en estados puros
que no pueden ser eficientemente simulados clásicamente [10]. El concepto de entre-
lazamiento ha proporcionado asimismo una nueva perspectiva para el análisis de
correlaciones y transiciones de fase en sistemas de muchos cuerpos [11-14], así como
para la propia fundamentación de la mecánica estadística [15], aportando también
enfoques originales en otros problemas tales como la entropía de agujeros negros
[16], la emergencia del tiempo [17], etc.

No obstante, el concepto estándar de entrelazamiento está definido para siste-
mas de componentes distinguibles, en los cuales el espacio de Hilbert del sistema
completo tiene una estructura del tipo producto tensorial entre los espacios de los
subsistemas. En el caso de sistemas de componentes indistinguibles, y en particular
en sistemas fermiónicos, la noción de entrelazamiento es menos clara, dado el ca-
rácter necesariamente simétrico (bosones) o antisimétrico (fermiones) del estado y
la consiguiente dificultad para distinguir subsistemas. La extensión del concepto de
entrelazamiento a sistemas de componentes indistinguibles y en particular a siste-
mas fermiónicos es pues un problema fundamental, que ha seguido en los últimos dos
lineas principales: Entrelazamiento de modos [18-21] y entrelazamiento de partículas
(ó más allá de la simetrización) [22-33]. En el primer caso, las partes tienen acceso
a distintos modos de una dada base del espacio de estados de una partícula, y el
consiguiente entrelazamiento depende de la base elegida. En el segundo, por otro
lado, se analizan las correlaciones entre las partículas más allá de la antisimetriza-
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Capítulo 1. Introducción

ción, siendo el entrelazamiento independiente de la base y no nulo solo en estados
que no son determinantes de Slater (DS), es decir, que no son estados de partícula
independiente. Existen también enfoques adicionales, principalmente concentrados
en posibles extensiones basadas en correlaciones entre observables [21, 34-37].

Recientemente se ha desarrollado un formalismo para el tratamiento del entrela-
zamiento en sistemas fermiónicos, basado en la matriz densidad de un cuerpo, que
unifica ambas líneas al vincular el entrelazamiento de partículas con el mínimo en-
trelazamiento de modos [31, 38]. Asimismo, se ha generalizado el concepto a estados
donde el número de fermiones no es necesariamente fijo (aunque sí es fija la pari-
dad del número de fermiones), tal como ocurre cuando se consideran excitaciones
partícula-agujero sobre un mar de Fermi o en general estados y vacíos de cuasipartí-
culas definidos mediante una transformación de Bogoliubov [31]. De esta forma se ha
logrado extender el concepto de concurrencia fermiónica, originalmente introducido
para sistemas de dos fermiones [22, 23, 25] a estados puros más generales, e incluso
obtener una expresión analítica exacta para estados mezcla generales en espacios
reducidos [31].

Por otro lado, en los últimos tiempos han ganado notoriedad las teorías cuánticas
de recursos (QRT) [39, 40]. Estas describen procesos de información cuántica bajo
un conjunto restringido de operaciones. La teoría estándar de entrelazamiento entre
componentes distinguibles es, de hecho, una de estas teorías, de la misma forma que
sistemas de referencia cuánticos y asimetrías [41], termodinámica cuántica [42, 43],
coherencia [44, 45], no-localidad [46] y no-Gaussianidad [47]. Siguiendo entonces los
pasos de la teoría para componentes distinguibles, resulta interesante pensar una
formalización del entrelazamiento fermiónico en el marco de una teoría de recursos
acorde.

En esta Tesis, tras una revisión de los conceptos fundamentales en los capítulos
2,3,4, se abordarán tres problemas vinculados al estudio de las correlaciones en
sistemas fermiónicos.

1. En primer lugar, se estudiará el comportamiento de las correlaciones cuánticas
en los estados fundamentales de sistemas fermiónicos fuertemente interactuan-
tes, tales como superconductores finitos [48-51] (Cap. 5) y sistemas multiple-
mente conectados, como modelos de Lipkin [52-54] (Cap. 6), mediante distintas
medidas de entrelazamiento fermiónico. En ambos casos se observa una correla-
ción clara entre entropías bipartitas de modos y el denominado entrelazamiento
de un cuerpo, que satura en el límite de apareamiento fuerte y es pequeño en

2



Capítulo 1. Introducción

la fase normal. Dicha correlación relaciona un recurso cuántico distinguible,
que suele ser difícil de medir, con una cantidad puramente fermiónica que es
en principio sencilla de obtener. Se ve además que el entrelazamiento de un
cuerpo se correlaciona fuertemente con el parámetro de orden relevante (o de
ruptura de simetría en aproximaciones de campo medio) tales como el gap en
sistemas superconductores. Se observa también que el entrelazamiento de sub-
sistemas localizados en torno a la superficie de Fermi, cuantificado mediante
la concurrencia fermiónica, exhibe un comportamiento distinto, mostrando un
pico prominente en la transición de fase correspondiente.

2. En segundo lugar, en el Cap. 7, se mostrará que el entrelazamiento de un cuerpo
puede ser considerado un recurso cuántico. Para ello se define una teoría de
recursos en la cual se toman como estados libres los DS y sus combinaciones
convexas y se busca hallar el conjunto de operaciones libres consistentes. Estas
operaciones se definen como aquellas que disminuyen el grado de mezcla, en el
sentido riguroso de mayorización, de la matriz densidad de un cuerpo asociada
a estados puros, y que implican una disminución de la correspondiente entropía.
Se demuestra en forma rigurosa que dentro de estas operaciones libres es posible
incluir las operaciones características de “Fermionic linear optics” [55-57], es
decir transformaciones unitarias de un cuerpo y medidas de ocupación de un
nivel o modo, lo que constituye uno de los resultados centrales de esta tesis. Se
propone luego agregar operaciones no libres, como operadores de carga, para
obtener así computación fermiónica universal.

3. Por último, en el Cap. 8, se extiende el formalismo anterior, basado en la
densidad de un cuerpo, a matrices densidad generales de M cuerpos. Se intro-
duce una representación general bipartita y una descomposición de Schmidt
correspondiente para un estado puro arbitrario de N fermiones indistingui-
bles, basada en estados de M < N y (N -M) fermiones. Esta representación
se conecta con las matrices densidad reducidas de M - y (N -M) cuerpos, que
tienen el mismo espectro. De aquí emerge el concepto de entrelazamiento de
M cuerpos, que generaliza el concepto de entrelazamiento de un cuerpo. Esto
constituye otro resultado fundamental de esta tesis. Además, se demuestran
relaciones de mayorización rigurosas que son satisfechas por las matrices den-
sidad de M -cuerpos normalizadas, implicando la existencia de una clase de
operaciones que no aumentan en promedio el entrelazamiento de M cuerpos
y que tienen estas matrices densidad como estados post-medida. Finalmente

3



Capítulo 1. Introducción

se llevarán a cabo análisis detallados de los espectros de las matrices de M -
cuerpos en sistemas fermiónicos fuertemente correlacionados. Es posible ver
que dichos espectros indican la presencia de comportamientos tipo bosónicos y
permiten en ciertos casos realizar aproximaciones fieles de los estados mediante
el uso de unos pocos operadores.

Adicionalmente, en el capítulo 9, se presentar el funcionamiento de la librería de
código abierto Fermionic.jl desarrollada en el contexto de la presente tesis doctoral,
en el lenguaje Julia. También se comenta brevemente sobre la librería Bosonic.jl,
que se encuentra en desarrollo.

Finalmente, en el Cap. 10, se resumen los resultados principales de la presente
Tesis, junto con posibles perspectivas de trabajos futuros.

Publicaciones

Las investigaciones descritas en esta tesis dieron lugar a las publicaciones cientí-
ficas [1-4] indicadas a continuación.

1. Fermionic entanglement in superconducting systems ,
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M. Di Tullio, R. Rossignoli, M. Cerezo, N. Gigena; Phys. Rev. A 100, 062104
(2019)

3. One-body entanglement as a quantum resource in fermionic systems ,
N. Gigena, M. Di Tullio, R. Rossignoli; Phys. Rev. A 102, 042410 (2020)

4. Many-body entanglement in fermion systems ,
N. Gigena, M. Di Tullio, R. Rossignoli; Phys. Rev. A 103, 052424 (2021)

También ha dado lugar a la siguiente librería de código abierto.

Fermionic.jl
https://github.com/Marco-Di-Tullio/Fermionic.jl
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Conceptos básicos

2.1. Sistemas compuestos distinguibles y entrelaza-

miento

Un sistema compuesto consiste, en el marco de la teoría cuántica, de una colec-
ción de objetos cuánticos. Se busca generalmente una descripción de los estados de
estos sistemas en términos de aquellos que describen sus componentes. Para ello se
considera en primer lugar un sistema formado por dos partes A y B, cuyos estados
pertenecen a respectivos espacios de Hilbert HA y HB, con dimensiones DA y DB.
Resulta de interés estudiar primero el caso en el cual las partes fueron preparadas
de manera independiente, y en el que se pueden realizar observaciones por separado.
Como el número máximo de resultados distintos que es posible obtener al medir
cada parte (con una medida proyectiva) equivale a la dimensión de su espacio de
Hilbert, el espacio del conjunto debe tener dimensión DA × DB. En cada subsis-
tema se tiene una base asociada a su respectivo conjunto completo de operadores
que conmutan (CCOC), BA = {|φj〉 , j = 1, .., DA} y BB = {|χk〉 , k = 1, .., DB}.
Cada vector corresponde a un estado puro, es decir un estado de máxima informa-
ción (existe un experimento que lo predice con certeza). Por cada par de vectores
{|φj〉A , |χk〉B} debe existir un vector en una base ortogonal y completa del espacio
conjunto. Estos vectores son de la forma |φj〉A⊗|χk〉B ≡ |φjχk〉 y conforman una ba-
se ortonormal para el espacio producto tensorial HA⊗HB. Luego, dadas bases BA y
BB de cada subsistema, es posible construir una base producto del sistema completo
BA⊗BB = {|φj〉A⊗|χk〉B}. Esto muestra nuevamente que dim(HA⊗HB) = DADB.

El estado conjunto más general será una combinación lineal de los vectores de
esta base. Estos estados no son necesariamente producto. Aquellos estados que no
lo son se denominan estados entrelazados [5].
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Si se toma, por ejemplo, un sistema de dos partículas, cada una con dos estados
accesibles |0〉 y |1〉, el estado |ψ〉 = 1√

2
(|00〉+|11〉) es un vector en el espacio producto.

Puede verse que este estado no es un estado producto. Para mostrar esto, se considera
un estado producto general, que toma la siguiente forma

|ψ〉Prod = (α1 |0〉+ β1 |1〉)⊗ (α2 |0〉+ β2 |1〉)

= α1α2 |00〉+ α1β2 |01〉+ β1α2 |10〉+ β1β2 |11〉

No hay elección posible de los parámetros α y β que haga que este estado sea igual
al buscado. Luego no es posible escribir |ψ〉 como un estado producto. Esto significa
que no hay experimento sobre las partes con resultado predecible con certeza, pero
si lo hay sobre el par. En este caso se dice que las partículas están entrelazadas.

Este argumento puede generalizarse en forma inmediata: Un estado puro general
en HAB puede expandirse en una base producto como |ψ〉 =

∑
jk Cjk |φj〉 ⊗ |χk〉. El

caso de un estado producto corresponde a Cjk = CA
j C

B
k ∀ j, k, es decir C = CA(CB)T ,

de forma que |ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉, con |ψA〉 =
∑

j C
A
j |φj〉, |ψB〉 =

∑
k C

B
k |χk〉.

Del párrafo anterior puede verse que, mientras un estado puro general normali-
zado queda determinado por DADB − 1 parámetros complejos (descartando la fase
global), un estado producto general queda determinado por DA+DB−2 parámetros
complejos. Los estados producto forman pues un subconjunto (que no es subespacio)
de HA ⊗ HB. Pensándolo en términos de observables, para un sistema con espacio
de Hilbert de dimensión N se tienen N2− 1 observables linealmente independientes
(más el observable trivial identidad) porque una matriz hermítica de N × N tiene
N2 parámetros reales. Cualquier otro observable es combinación lineal de los ante-
riores. Si se combinan sistemas con dimensiones M y N respectivamente, se tienen
M2N2 − 1 observables no triviales linealmente independientes. Esto es mucho más
numeroso que la suma de los observables de cada sistema por separado,M2 +N2−2.
Luego un sistema compuesto tiene más información que la suma de sus partes. Esta
información adicional reside en las correlaciones cuánticas y no tiene un análogo
clásico [58].

2.1.1. Descomposición de Schmidt

Como se ha mencionado, combinando linealmente los elementos de la base pro-
ducto es posible escribir cualquier estado como

|ψ〉 =

DA∑
j

DB∑
k

Cjk |φj〉 |χk〉
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Esta descomposición tiene en principio DA × DB términos. La descomposición de
Schimdt consiste en elegir las bases de cada subespacio de forma tal que |ψ〉 se
escriba como la suma de a lo sumo min(DA, DB) elementos.

Teorema 2.1.1. (Descomposición de Schmidt) Dado |ψ〉 estado puro del siste-
ma compuesto AB, luego existen estados ortonormales |φ̃m〉 para A y |χ̃m〉 para B
tales que

|ψ〉 =

nS∑
m=1

λm |φ̃m〉 |χ̃m〉 (2.1)

con λm números reales positivos que satisfacen
∑

m λ
2
m = 1 y son denominados

coeficientes de Schmidt

Demostración. La descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz que con-
tiene los coeficiente Cjk es: C = UΛV , con U y V matrices unitarias con dimensión
DA × DA y DB × DB respectivamente y Λ de dimensión DA × DB con un bloque
diagonal con min(DA, DB) elementos λ reales y mayores o iguales a cero (todos sus
otros elementos son nulos). Luego se puede escribir Cjk =

∑
m UjmλmVmk y entonces

|ψ〉 =
∑
m

λm(
∑
j

Ujm |φj〉)(
∑
k

Vmk |χk〉) =
∑
m

λm |φ̃m〉 |χ̃m〉

Se puede ver fácilmente que los vectores |φ̃m〉 son ortonormales, ya que son combi-
naciones unitarias de elementos de una base ortonormal. Lo mismo aplica para |χ̃m〉.
Por la condición de normalización de |ψ〉 se tiene que

∑
m λ

2
m = 1.

El número de términos nS es llamado número de Schmidt, y es el rango de la
matriz C. Se tiene 1 ≤ nS ≤ min(DA, DB), con nS = 1 solo en caso de tener un
estado producto. Los estados reducidos de A y B pueden describirse mediante las
matrices densidad reducidas

ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|) =

nS∑
m=1

λ2
m|φ̃m〉〈φ̃m| , ρB = TrA(|ψ〉〈ψ|) =

nS∑
m=1

λ2
m|χ̃m〉〈χ̃m| (2.2)

las cuales tienen claramente los mismos autovalores no nulos, que son los cuadrados
de los valores singulares λm. Sus autovectores son los estados locales de la descom-
posición de Schmidt. De esta forma, si OA y OB son observables locales,

〈ψ|OA ⊗ 1B|ψ〉 = Tr ρAOA , 〈ψ|1A ⊗OB|ψ〉 = Tr ρBOB
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2.1.2. Entrelazamiento en estados mixtos

Se dice que un estado mixto ρAB es separable si existen pk ≥ 0 y ρkA y ρkB estados
mixtos de los subsistemas tales que

ρAB =
∑
k

pkρ
k
A ⊗ ρkB (2.3)

con
∑

k pk = 1. En cualquier otro caso se dice que ρAB es un estado entrelazado.
Esto es así porque un estado del tipo (2.3) puede ser preparado con operaciones
locales y comunicación clásica (LOCC, ver sección 2.3.2). Más adelante se verá que
esta es de hecho la definición formal del entrelazamiento.

2.2. Entropía en teoría de la información cuántica

2.2.1. Entropía de Von Neumann

Cualquier distribución de probabilidades trae asociada un grado de incertidum-
bre. Al realizaron una medición, uno solo de los posibles resultados emerge como el
final y se pasa a tener certeza. Puede hacerse una medida cuantitativa de cuanta
información, en promedio, se obtiene al medir. Dadas p1, p2, ..., pn las probabilidades
de los posibles resultados antes de medir, si se aplica la misma medición a N siste-
mas idénticamente preparados, con N suficientemente grande, se espera Nj ≡ Npj

veces el resultado j. La cantidad de formas distintas de ordenar los N resultados es
N !

N1!N2!...Nn!
. Cuando N →∞ se puede usar Stirling, resultando

ln
N !

N1!N2!...Nn!
' N lnN −N −

∑
j

(Nj lnNj −Nj) = −N
∑
j

pj ln pj

Se define así la entropía de Shannon:

H(p1, p2, ..., pn) ≡ −
n∑
k=1

pk ln(pk) (2.4)

con pk ln(pk) = 0 si pk = 0 (ĺımx→0 x lnx = 0).
La entropía de Shannon describe la falta de información asociada con una dis-

tribución de probabilidad clásica. Los estados cuánticos en cambio se representan
mediante matrices densidad. Para poder usar esta descripción, se generaliza la en-
tropía mediante la entropía de Von Neumann. Dado un sistema con matriz densidad
ρ se la define como

S(ρ) ≡ −Tr(ρ log ρ) (2.5)
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La traza no depende de la base en que se represente ρ. Para calcular S(ρ) conviene
diagonalizar la matriz, es decir escribirla en la base de autovectores,

ρ =
∑
k

λk |k〉 〈k|

La entropía de Von Neumann queda simplemente expresada como

S(ρ) = −
∑
k

λk log λk (2.6)

Se toma 0 log 0 ≡ limx→0+xlogx = 0.

Algunas propiedades de la entropía de Von Neumann son:

S(ρ) es invariante frente a transformaciones unitarias de ρ, es decir S(ρ) =

S(UρU †) con U transformación unitaria1 (U †U = 1).

S(ρ) = 0 sii el estado es puro, ya que en este caso ρ posee un autovalor igual a
1 y el resto iguales a cero. Luego la entropía de Von Neumann resulta ser una
forma eficiente de medir el apartamiento respecto de un estado puro.

S(ρ) es máxima e igual a logN para estados máximamente mixtos (ρ = 1/N),
con N la dimensión del espacio de Hilbert.

S(ρ) es cóncava: dada una colección de números positivos pi tales que
∑

i pi = 1

se tiene

S(
k∑
i=1

piρi) ≥
k∑
i=1

piS(ρi)

La entropía es una medida del grado de incertidumbre que se tiene sobre el
sistema. En mecánica estadística clásica, este grado de desconocimiento está asociado
a la cantidad de microestados compatibles con un valor dado de un conjunto de
magnitudes macroscópicas. En mecánica cuántica, el número de microestados puede
interpretarse como el número de estados puros ortogonales en los que se puede
encontrar al sistema.

1Esto incluye al operador evolución temporal e−iHt/~. La entropía de Von Neumann de un
sistema aislado se preserva en el tiempo.
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2.2.2. Entropía conjunta, condicional, relativa e información

mutua en mecánica cuántica

Caso clásico

Recordemos primero la definición de estas cantidades para el caso clásico. Dadas
dos variables aleatoriasX e Y la probabilidad conjunta es p(x, y) = p(X = x, Y = y),
es decir, es la probabilidad de que X tome el valor x y simultáneamente, Y el valor
y. La entropía conjunta de X e Y se define entonces como

H(X, Y ) ≡ −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y) (2.7)

Esta cantidad mide el grado de incertidumbre sobre el par de variables (X, Y ).
Si se conoce el valor de Y , se adquieren H(Y ) bits de información sobre el siste-

ma, donde H(Y ) = −
∑

y pY (y) log pY (y) es la entropía de la distribución marginal
pY (y) =

∑
x p(x, y). El grado de incertidumbre remanente sobre el par (X, Y ), es la

entropía condicional de X dado Y , que se define como

H(X|Y ) ≡
∑
y

pY (y)H(X|Y = y) = H(X, Y )−H(Y ) (2.8)

donde H(X|Y = y) = −
∑

x p(x/y) log p(x/y), con p(x/y) = p(x, y)/pY (y) la pro-
babilidad condicional de que X tome el valor x dado que Y tomó el valor y. La
entropía condicional mide el nivel de incertidumbre promedio sobre el valor de X
dado que se conoce el valor de Y . Se tiene que H(X|Y ) ≥ 0, con H(X|Y ) = 0 si el
valor de Y determina completamente el valor de X, y H(X|Y ) = H(Y ) sii X e Y
son variables aleatorias independientes.

Por otro lado, la información mutua de X e Y mide que tanta información X e
Y tienen en común. Si se suma H(X) a H(Y ), la información que tienen en común
queda contada dos veces, mientras que la información que no es compartida queda
contada una única vez. Se define entonces la información mutua de X e Y como

H(X : Y ) ≡ H(X) +H(Y )−H(X, Y ) (2.9)

O alternativamente

H(X : Y ) ≡ H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) (2.10)

Esta cantidad cuantifica entonces la información que puede obtenerse sobre una va-
riable viendo la otra. Se tiene H(X : Y ) = 0 siiX e Y son variables independientes.
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Por último, la entropía relativa es una medida de distancia entre distribuciones
de probabilidad p(x) y q(x) sobre el mismo índice x. Se define como

H(p||q) ≡
∑
x

p(x) log
p(x)

q(x)
≡ −H(X)−

∑
x

p(x) log q(x) (2.11)

con −0 log 0 ≡ 0 y −p(x) log 0 ≡ +∞ si p(x) > 0. Esta cantidad se anula solo si
p(x) = q(x) para todo x.

Caso Cuántico

Dado un sistema cuántico bipartito A, B, en un estado descripto por un operador
densidad ρAB, la entropía conjunta es la entropía de Von Neumann asociada a ρAB:

S(A,B) = −Tr(ρAB log ρAB) (2.12)

Esta entropía se anula sii ρAB es un estado puro. Las entropías marginales son
S(A) = −Tr ρA log ρA, S(B) = −Tr ρB log ρB.

La entropía condicional S(A|B) se define en principio como [59]

S(A|B) = S(A,B)− S(B) = S(ρAB)− S(ρB) (2.13)

No obstante, una diferencia sustancial con el caso clásico es que en mecánica cuán-
tica, esta S(A|B) puede ser negativa2. El ejemplo típico es del un estado puro en-
trelazado, ya que en estos S(A,B) = 0, por ser ρAB puro, pero S(A) = S(B) > 0,
por ser ρA y ρB estados mixtos con autovalores no nulos idénticos (Ec. (2.2)). Por
lo tanto, se tiene en este caso S(A|B) = S(B|A) = −S(A) = −S(B) < 0.

Puede demostrarse que S(A|B) ≥ 0 en todo estado mixto separable [60, 61],
por lo que S(A|B) < 0 implica que ρAB es entrelazado No obstante, existen estados
mixtos entrelazados para los que S(A|B) ≥ 0. Una definición alternativa para la
entropía condicional, que resulta no negativa, se introdujo en relación con la discordia
cuántica, que será discutida en 2.3.6.

La información mutua cuántica se define como

I(A : B) ≡ S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB) (2.14)

A diferencia de la entropía condicional, esta cantidad sigue siendo no negativa en
mecánica cuántica, anulándose sii ρAB = ρA ⊗ ρB.

2En este caso, la entropía condicional se conoce como información coherente y tiene aplicaciones
importantes en teoría de la información cuántica

11



Capítulo 2. Conceptos básicos

La demostración puede basarse también en la positividad de la entropía relativa
cuántica, definida como [59, 62]

S(ρ||σ) = Tr ρ log ρ− Tr ρ log σ (2.15)

Puede demostrarse, al igual que en el caso clásico, que esta cantidad cumple S(ρ||σ) ≥
0, con S(ρ||σ) = 0 sii ρ = σ. La demostración es similar a la del caso clásico, uti-
lizándose además la concavidad del logaritmo en la evaluación del segundo término
en (2.15) [6].

Como en el caso clásico, la información mutua cuántica (2.14) puede escribirse
también como

I(A : B) = S(ρAB||ρA ⊗ ρB) (2.16)

y por ende es siempre no negativa, anulándose sii ρAB = ρA ⊗ ρB. I(A : B) es pues
una medida de la correlación total entre A y B.

Quedan así generalizadas estas cantidades clásicas para sistemas cuánticos:

Clásico Cuántico

H(A) S(ρA)

H(B) S(ρB)

H(A,B) S(ρAB)

H(A|B) ≡ H(A,B)−H(B) S(A|B) ≡ S(ρAB)− S(ρB)

H(A||B) S(A||B)

I(A : B) ≡ H(A) +H(B)−H(AB) I(A : B) ≡ S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB)

2.3. Medidas de correlaciones cuánticas

2.3.1. Entrelazamiento de estados puros

El entrelazamiento entre dos partes A y B, o entrelazamiento bipartito, se define
para un estado |ψAB〉 ∈ HAB = HA ⊗ HB. Si bien S(ρAB) = 0 por ser ρAB =

|ψAB〉 〈ψAB| un estado puro, los estados reducidos ρA = TrB ρAB y ρB = TrA ρAB

son en general mixtos y con idénticos autovalores. La entropía de entrelazamiento
del estado se define como la entropía de Von Neumann (2.5) de cualquiera de los
subsistemas [63]:

E(A,B) = S(ρA) = S(ρB) = −
nS∑
m=1

λ2
m log λ2

m (2.17)
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Por lo tanto, E(A,B) ≥ 0, con E(A,B) = 0 sii nS = 1, es decir, sii el estado es
separable. No importa cuál de las dos subsistemas se elija, ya que las dos entropías
son siempre idénticas en un estado puro. Esta definición se basa en la estructura de
producto tensorial del espacio de Hilbert.

Para un estado puro se tiene además S(A|B) = S(B|A) = −S(ρA) = −E(A,B)

(ya que S(ρAB) = 0), es decir la entropía condicional es negativa e igual a menos la
entropía de entrelazamiento, mientras que I(A : B) = S(ρA) + S(ρB) = 2E(A,B),
es decir, la información mutua es el doble de dicha entropía. Por otro lado, en
todo sistema clásico, I(A : B) = S(A) − S(A|B) ≤ S(A) y I(A : B) ≤ S(B),
alcanzando dichos límites cuando el sistema es (clásicamente) máximamente corre-
lacionado, es decir, cuando B queda fijo conociendo el valor de A y viceversa, tal
que S(A|B) = S(B|A) = 0 y S(A) = S(B) = S(A,B). Esto implica que un estado
cuántico entrelazado viola estas desigualdades clásicas, dando como resultado una
información mutua mayor que aquella posible en cualquier sistema clásico (de la
misma dimensión).

2.3.2. LOCC

La teoría de recursos de operaciones locales y comunicación clásica (LOCC) se
basa en un conjunto de operaciones que se aplican sobre estados bipartitos asociados
a sistemas espacialmente separados. Se considerará un sistema bipartito A (Alice),
B (Bob). Si un cierto estado puede transformarse en otro usando LOCC, entonces la
transformación puede hacerse mediante un protocolo que involucra solo los siguientes
pasos [6]:

1. Alice realiza una medición caracterizada por operadores Mm y una operación
unitaria Ui.

2. Alice envía el resultado m a Bob.

3. Bob realiza una operación unitaria Uj sobre su sistema.

En general, se define como estado entrelazado a todos aquellos que

no pueden generarse mediante LOCC, partiendo de un estado producto.

Al complemento de estos estados se los llama separables.

Al aplicar una LOCC sobre un estado inicial separable, se llega siempre a otro
estado separable, de la forma ρAB =

∑
k pkρ

k
A ⊗ ρkB, con pk ≥ 0 ∀ k.
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En general, puede demostrarse que un estado puro bipartito |ψ〉 puede trans-
formarse en otro estado puro |φ〉 usando LOCC sii λ2

ψ ≺ λ2
φ, con λ el conjunto de

coeficientes de Schmidt3 [6]. Luego basta comparar los coeficientes de Schmidt de
ambos estados para saber si es posible pasar de uno a otro mediante LOCC. En
particular, esta condición implica Eψ(A,B) ≥ Eφ(A,B), de forma que el entrelaza-
miento final no puede superar al inicial. Las operaciones LOCC no pueden generar
entrelazamiento.

Ejemplo 2.3.1. El siguiente ejemplo ilustra la aplicación un protocolo basado en
operaciones locales y comunicación clásica. Se tienen dos observadores, Alice y Bob,
que tienen un canal de comunicación clásica (un teléfono ó internet por ejemplo). Se
les da a Alice y Bob un par de qubits en el estado máximamente entrelazado (|00〉+
|11〉)/

√
2. Alice realiza una medida (ver Sección 2.3.3) basada en los operadores

(escritos en la base estándar)

M1 =

(
cos θ 0

0 sin θ

)
; M2 =

(
sin θ 0

0 cos θ

)

Los dos posibles estados resultantes son cos θ |00〉+sin θ |11〉 (1) ó sin θ |00〉+cos θ |11〉
(2). Si obtiene el segundo caso, Alice aplica una compuerta NOT (operación unitaria
que cambia 0 por 1 y viceversa), pasando así a sin θ |10〉 + cos θ |01〉. Luego envía
el resultado de la medida a Bob. Si le llega el resultado 1 no hace nada, pero si en
cambio le llega el 2 aplica otro NOT sobre su qubit. Luego el estado final es siempre
cos θ |00〉 + sin θ |11〉. Se pasó del estado (|00〉 + |11〉)/

√
2 al cos θ |00〉 + sin θ |11〉,

usando operaciones locales y comunicación clásica. Un estado máximamente entre-
lazado se lleva de esta forma a un estado con menor entrelazamiento.

Las LOCC toman importancia también a la hora de destilar o diluir entrelaza-
miento a partir de una cantidad considerable de copias de un estado |ψ〉. Destilar
consiste en obtener tantos estados de Bell (|00〉 + |11〉)/

√
2, como sea posible, par-

tiendo de los estados |ψ〉. Diluir es el proceso inverso, es decir convertir copias del
estado de Bell4 (|00〉 + |11〉)/

√
2 en tantas copias de |ψ〉 como sea posible. Ambos

mecanismos se llevan a cabo mediante operaciones LOCC.

3Esta relación se conoce como mayorización [64]. Equivale a pedir que las sumas parciales
satisfagan

∑i
j=1 λ

2
ψ;j ≤

∑i
j=1 λ

2
φ;j ∀ i, donde los autovalores λ2i están escritos en orden descendente.

4Los estados de Bell constituyen una base de estados máximamente entrelazados de dos qubits.
Estos son {|Φ±〉 ≡ 1√

2
(|00〉 ± |11〉), |Ψ±〉 ≡ 1√

2
(|01〉 ± |10〉)} .
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2.3.3. Características generales de una medida de entrelaza-

miento

Formalmente, una medida de entrelazamiento para sistemas distinguibles debe
ser una función real del estado que no puede aumentar bajo LOCC y que se anule
para el caso de estados separables. Las propiedades que uno espera tener para una
medida natural de entrelazamiento E en el caso de estados puros son las siguientes:
[65]

Debe ser aditiva para sistemas independientes.

Debe ser conservada bajo operaciones locales unitarias U = UA ⊗ UB.

No puede aumentar bajo operaciones locales no unitarias.

Puede concentrarse o diluirse mediante LOCC con eficiencia asintótica. Dados
n sistemas idénticos, puede hacerse con probabilidad que tiende a 1 cuando n
tiende a infinito.

La entropía de entrelazamiento definida en (2.17) cumple con estos requisitos.

Para estados no puros, el problema de determinar una medida de entrelazamiento
consistente es más complejo. Es importante remarcar la diferencia entre entrelaza-
miento y correlaciones para estados mixtos. Un estado mixto separable, es decir de la
forma (2.3), no es necesariamente un estado producto, por lo puede contener corre-
laciones. No obstante, las mismas pueden ser generadas por LOCC. Como ejemplo,
el estado

ρ1 =
1

2
(|00〉 〈00|+ |11〉 〈11|)

no está entrelazado de acuerdo a la definición (2.3), pero exhibe correlación clásica
máxima, ya que una medición en la base {|0〉, |1〉} sobre la primer partícula deter-
mina el resultado de la segunda. Es posible generar ρ1 de forma clásica siguiendo un
simple protocolo: Charlie toma un bit 0 ó 1 de forma aleatoria de una distribución
uniforme, lo duplica y le da un bit a Alice y otro a Bob. El estado resultante es ρ1,
y es pues un estado clásicamente correlacionado, diagonal en una base producto.

Por otro lado puede considerarse el estado puro

ρ2 =
1

2
(|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|)
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De la misma forma que con ρ1, medir sobre una parte en la base {|0〉 , |1〉} determina
completamente la otra. Sin embargo, al medir en la base {|+〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉), |−〉 =

1√
2
(|0〉 − |1〉)} en uno de los lados (por ejemplo, Bob), se observan diferencias.

Si se realiza la medición en el estado ρ1, el estado reducido de Alice es ahora
ρ1A = 1

2
(|0〉 〈0| + |1〉 〈1|) para ambos resultados, que es máximamente mezclado.

Pero si se realiza en el estado ρ2, se obtiene ρ2A = |±〉 〈±|, por lo que Alice obtiene
siempre el mismo estado que Bob. El estado entrelazado tiene correlaciones perfec-
tas al ser medido en bases diferentes. Esto no es posible en estados clásicamente
correlacionados, diagonales en una base producto.

2.3.4. Entrelazamiento de formación

Se define el entrelazamiento de formación Ef (A,B) de un estado mixto ρAB

como el mínimo entrelazamiento promedio de cualquier ensamble de estados puros
que compongan ρAB [66]. Dada una matriz densidad ρAB, se consideran todas las
posibles descomposiciones de ρAB como combinación convexa de estados puros (no
necesariamente ortogonales):

ρAB =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi|

donde pi ≥ 0,
∑

i pi = 1. Luego se determina el mínimo entrelazamiento promedio
entre todas las descomposiciones anteriores:

Ef (A,B) = mı́n∑
i pi|ψi〉〈ψi|=ρAB

∑
i

piE(|ψi〉) (2.18)

Puede probarse [66] que esta definición es efectivamente no-creciente bajo LOCC.
Cuantifica además el mínimo recurso cuántico necesario para formar un estado entre-
lazado. Puede pensarse como la cantidad de estados de Bell necesarios para formar
copias de ρAB mediante una secuencia de LOCC. El entrelazamiento de formación
es no aditivo.

Este tipo de extensiones de cantidades definidas para estados puros a estados
mixtos se conoce como extensión de techo convexo (convex roof extension). En par-
ticular, (2.18) resulta, en general, difícil de calcular analíticamente, salvo en casos
especiales o en sistemas de dos qubits (ver sección 2.3.5). Es por eso que se desa-
rrollaron también otras medidas y criterios de entrelazamiento para estados mixtos,
menos rigurosos pero más sencillos de calcular, como el criterio PPT (positive partial

16



Capítulo 2. Conceptos básicos

transpose)5 [67] y la negatividad6 [68, 69].

2.3.5. Concurrencia

Si bien es difícil en general calcular analíticamente el entrelazamiento de forma-
ción, existen casos donde sí es posible. Por ejemplo, el caso de un estado arbitrario
de dos qubits [70]: Para estados puros |ψ〉 de tal sistema se define en primer lugar
la concurrencia como

C(|ψ〉) = | 〈ψ|ψ̃〉 |, |ψ̃〉 = σy ⊗ σy |ψ∗〉 , σy =

(
0 −i
i 0

)
,

con |ψ∗〉 el estado complejo conjugado expandido en la base estándar {|00〉, |01〉, |10〉,
|11〉} y σy la matriz de Pauli. |ψ̃〉 corresponde a aplicar un spin flip sobre |ψ〉. Por
ejemplo, al estado singlete |ψ〉 = 1√

2
(|01〉−|10〉) la operación anterior lo deja idéntico

(a menos de una fase), con lo cual | 〈ψ|ψ̃〉 | = 1, es decir, C = 1. Por otra parte, el
estado no entrelazado |ψ〉 = |01〉 se flipea a su estado ortogonal |ψ̃〉 = |10〉, con lo
cual la concurrencia se anula.

Para estados puros C resulta ser igual a
√

2(1− Trρ2
A), es decir, a la raíz de una

entropía cuadrática del estado reducido ρA = TrB |ψ〉〈ψ|, tomando valores entre 0 y
1. Es pues una medida de entrelazamiento. La entropía de entrelazamiento de von
Neumann (2.17) para un estado puro de dos qubits puede así expresarse en términos
de C como [70]

E(A,B) = −
∑
ν=±

pν log pν , p± =
1±
√

1− C2

2
(2.19)

siendo una función monótona creciente y convexa de C. Ambas cantidades toman
valores entre 0 y 1.

Para un estado mixto general ρ de dos qubits, se tiene, en la base estándar,

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ∗(σy ⊗ σy) (2.20)

5Es una condición necesaria (pero no suficiente) de separabilidad de un estado ρAB . Dado un
estado ρ =

∑
ijkl p

ij
kl |i〉 〈j| ⊗ |k〉 〈l|, este indicador se basa en la presencia de al menos un autovalor

negativo en la matriz transpuesta parcial ρTB

AB ≡ (I ⊗ T )(ρAB) =
∑
ijkl p

ij
kl |i〉 〈j| ⊗ |l〉 〈k|

6La negatividad se define como menos la suma de los autovalores negativos de la traspuesta
parcial y es un indicador de entrelazamiento de estados mixtos, computable en estados y sistemas
generales.
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y la concurrencia (definida via convex roof extension de la expresión para estados
puros), puede obtenerse analíticamente como [71]

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} (2.21)

donde λi son los autovalores en orden decreciente de la matriz hermítica R =√√
ρρ̃
√
ρ. Esto es análogo a tomar la raíz cuadrada de los autovalores de la matriz

no hermítica ρρ̃. Puede verse que para estados puros |ψ〉, el único autovalor no nulo
de R coincide con C(|ψ〉). El entrelazamiento de formación (2.18) se obtiene luego
a partir de (2.21) por medio de la misma fórmula (2.19).

2.3.6. Discordia

Al querer generalizar la entropía condicional al caso cuántico surge una ambi-
güedad. En el caso clásico las dos expresiones de (2.8) son idénticas pero esto no
sucede en el caso cuántico. Más aun, la primera no está unívocamente definida en el
caso cuántico, ya que depende de la medida local elegida. Esta entropía condicional
cuántica dependiente de la medida (en A) fue introducida en [72] y puede definirse
como

S(B|{PA
j }) =

∑
j

pjS(ρB/j) (2.22)

donde pj = Tr ρABP
A
j es la probabilidad de obtener el resultado j en A, PA

j =

Pj ⊗ IB denota los proyectores (o en general operadores MA †
j MA

j ) que determinan
la medida local en A y ρB/j = p−1

j TrA ρABP
A
j el estado reducido de B luego del

resultado j en A.

De esta forma, además de la información mutua (2.14), es decir

I(ρAB) ≡ S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB) (2.23)

puede definirse una información mutua dependiente de la medida local utilizando
(2.22) en la expresión (2.10), es decir,

J(ρAB|{PA
j }) ≡ S(ρB)− S(B|{PA

j }) (2.24)

Estas dos expresiones no son equivalentes en el caso cuántico, ya que J involucra
ahora una medición que cambia el estado final del sistema. Al realizar una medida
proyectiva sobre uno de los subsistemas se pasa a tener un estado “clásico”. Para ex-
traer toda correlación del tipo “clásica” se minimiza entonces la entropía condicional
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sobre todas las posibles medidas locales, lo que equivale a maximizar J sobre dichas
medidas.

Se define entonces la discordia DA(ρAB) como la diferencia entre las cantidades
(2.23) y (2.24) maximizada [72]:

DA(ρAB) = I(ρAB)−máx
{PAj }

J(ρAB|{PA
j }) = mı́n

{PAj }
S(B|{PA

j })− [S(ρAB)− S(ρA)]

(2.25)
Se tiene que DA y DB pueden en general ser diferentes (no es simétrica). Se cumple
que DA ≥ 0, con DA = 0 sii ρAB es un estado clásicamente correlacionado desde
A, es decir de la forma ρAB =

∑
j pj|j〉〈j|A ⊗ ρB/j, tal que permanece invariante

ante una medida local en A en la base {|j〉〈j|A}. Para estados puros se reduce a la
entropía de entrelazamiento (2.17).

Por lo tanto, DA y DB se anulan en estados productos ρA⊗ρB y también en todo
estado diagonal en una base producto, pero no se anulan en la mayoría de estados
separables. Esto implica que la separabilidad no implica ausencia de correlaciones
de tipo “cuántico”, en el sentido que conducen a una diferencia no nula entre las
dos extensiones cuánticas de la entropía condicional, y que implican que el estado
no permanece invariante frente a ninguna medida local. Estados con discordia no
nula son más resistentes a ambientes disipativos, con lo cual resultan en principio
de interés para ciertas aplicaciones [73]. Es en general muy difícil calcular en forma
analítica la discordia a causa de la minimización involucrada. Solo en ciertos casos
simples o en ciertos límites [74] se logra obtener expresiones cerradas.
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Formalismo Fermiónico

El concepto de entrelazamiento está claramente definido para sistemas de com-
ponentes distinguibles, en los cuales el espacio de Hilbert del sistema completo es el
producto tensorial de los espacios de los subsistemas. Para sistemas de componen-
te indistinguibles, la noción de entrelazamiento es menos clara, dada la dificultad
inherente para distinguir subsistemas. Vale aclarar que no existen las partículas dis-
tinguibles como tales. Lo que realmente es distinguible son los posibles modos de
un sistema. Las partículas son una ocupación igual a 1 que se distribuye entre estos
posibles modos. Es correcto tratar las partículas como sistemas completamente dis-
tinguibles cuando se encuentran acotadas a subconjuntos de modos ortogonales. Por
ejemplo, si se tiene una partícula acotada a un conjunto de modos S y otra acotada
a un conjunto S̄ ortogonal a S, entonces es correcto tratar a los fermiones como
sistemas distinguibles, ya que la restricción en las ocupaciones hace que la distingui-
bilidad de los modos sea heredada por las partículas. Esto es lo que ocurre cuando
las partículas se encuentran en estados con números cuánticos que las diferencian, ó
existen barreras de potencial considerables entre las partículas.

En este trabajo, el foco va a estar sobre los sistemas fermiónicos. En primer lugar
se va a repasar el formalismo usual para describir estos sistemas.

3.1. Operadores de creación y aniquilación para fer-

miones

Los operadores de creación y aniquilación fermiónicos se denotarán en general
como c†ν y cν , con ν = 1, . . . , d y d la dimensión del espacio de Hilbert H de estados
de un fermión. Los operadores cumplen las reglas de anticonmutación:

{c†ν , c†µ} = {cν , cµ} = 0 (3.1)

{cν , c†µ} = δνµ (3.2)
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Esto define un álgebra que refleja antisimetrización ante el intercambio de partí-
culas (ver Apéndice A). Definiendo el vacío |0〉 de los operadores cν , tal que cν |0〉 = 0

∀ ν, los estados de un fermión c†ν |0〉 creados por los operadores c†ν son por (3.2) ob-
viamente ortogonales: 〈0| cνc†µ |0〉 = δνµ. El estado |φ〉 = c†1 . . . c

†
N |0〉 representa un

determinante de Slater (DS) de N fermiones, es decir un estado de partícula inde-
pendiente. Todo estado |ψ〉 de N fermiones puede escribirse como combinación lineal
de DS de N fermiones:

|ψ〉 =
∑

n1,...,nd

Cn1...nd(c
†
1)n1 ...(c†d)

nd |0〉 (3.3)

donde ni = 0, 1, con
∑

i ni = N , denota la ocupación del estado de un fermión i.
La condición 〈ψ|ψ〉 = 1 implica

∑
n1,...,nd

|Cn1...nd |2 = 1. Tal combinación lineal no es
necesariamente un DS.

3.2. Representación de operadores

Ya se mostró como expresar cualquier estado de muchas partículas partiendo del
vacío en función de los operadores de creación y destrucción. Para operadores puede
hacerse algo similar.

Los operadores de un cuerpo son de la forma [75]

F̂ =
∑
ν,ν′

fνν′c
†
νcν′ (3.4)

cumpliéndose que 〈ν|F̂ |ν ′〉 = 〈0|cνF̂ c†ν′ |0〉 = fνν′ . Por ejemplo, el operador número
de fermiones, N̂ =

∑
ν c
†
νcν , es un operador de un cuerpo. Si F̂ es hermítico, F̂ † = F̂

entonces la matriz F de elementos fνν′ es hermítica: fνν′ = f ∗ν′ν .

Los operadores de dos cuerpos representan una interacción de dos partículas y
pueden escribirse en la forma

V̂ =
1

4

∑
µ,ν,µ′,ν′

vµνµ′ν′c
†
µc
†
νcν′cµ′

donde v es el elemento de matriz antisimetrizado, tal que vµνµ′ν′ = −vνµµ′ν′ =

−vµνν′µ′ . Se cumple así que 〈µν| V̂ |µ′ν ′〉 = 〈0| cνcµV̂ c†µ′c
†
ν′ |0〉 = vµνµ′ν′ .

Los operadores anteriores conservan el número de fermiones, es decir, satisfacen
[F̂ , N̂ ] = 0, [V̂ , N̂ ] = 0. Se pueden considerar también operadores que no conservan
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el número de fermiones, tal como el operador

Ô =
∑
ν,ν′

fνν′c
†
νcν′ +

1

2
(gνν′c

†
νc
†
ν′ + hνν′cνcν′) (3.5)

que es la forma bilineal más general en los operadores c, c†, con g y h matrices
antisimétricas. Se cumple 〈νν ′|Ô|0〉 = gνν′ , 〈0|Ô|ν ′ν〉 = hνν′ . Estos operadores se
conocen también como operadores de un cuerpo generalizados. Si Ô es hermítico,
fνν′ = f ∗ν′ν y hνν′ = −g∗νν′ .

Resulta conveniente escribir el operador F̂ en su forma matricial

F̂ = c†Fc (3.6)

donde c† = (c†1, . . . , c
†
d) (vector fila) y c = (c1, . . . , cd)

T (vector columna).

De forma similar, puede escribirse el operador (3.5) en la forma matricial exten-
dida

Ô =
1

2

(
c† c

)
O

(
c

c†

)
+

1

2
TrF (3.7)

O =

(
F G

H −F T

)
(3.8)

Así, Ô resulta hermítico sii la matriz extendida O es hermítica, es decir, F † = F y
H = G† = −G∗.

3.3. Transformaciones unitarias y de Bogoliubov pa-

ra Fermiones

Son transformaciones lineales de los operadores de creación y aniquilación, que
preservan las relaciones de anticonmutación. Suelen usarse para diagonalizar Ha-
miltonianos de un cuerpo (3.4) o de un cuerpo generalizados (3.5), y sirven para
entender fenómenos físicos muy diversos, desde pairing hasta radiación de Hawking
[76]. Estas transformaciones se denominan también canónicas.

Transformaciones unitarias

Se va considerar primero el caso de transformaciones unitarias aµ =
∑

ν Uµνcν ,
es decir,

a = Uc (3.9)
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donde U es una matriz unitaria de d × d. De esta forma, se verifican las relaciones
de anticonmutación para los operadores aν , a†ν :

{aµ, a†ν} =
∑
µ′,ν′

Uµµ′U
∗
νν′{cµ′ , c

†
ν′} = (UU †)µν = δµν

La transformación (3.9) puede escribirse también como

a = e−iK̂ c eiK̂ (3.10)

donde K̂ = c†Kc es un operador hermítico de un cuerpo de la forma (3.4) tal que
exp[iK] = U . Aquí se usa la conocida propiedad

eO Ae−O = A+ [O,A] +
1

2!
[O, [O,A]] +

1

3!
[O, [O, [O,A]]] + . . . (3.11)

Mediante una transformación de este tipo, se puede diagonalizar (3.4) para F̂
hermítico: basta elegir U † como la matriz que diagonaliza F , es decir UFU † = D,
con D diagonal, Dµµ′ = λµδµµ′ , tal que

F̂ = a†UFU †a = a†Da =
∑
µ

λµa
†
µaµ

Nótese que el vacío de los operadores a es el mismo que el de los c.
A esta subclase de transformaciones canónicas fermiónicas que conmutan con

el operador número de partículas N̂ se las denota también como transformaciones
pasivas [27].

Transformaciones de Bogoliubov

Las transformaciones unitarias anteriores pueden generalizarse considerando una
transformación lineal que mezcle los operadores c y c†:

aµ =
∑
ν

Uµνcν + Vµνc
†
ν , a†µ =

∑
ν

U∗µνc
†
ν + V ∗µνcν (3.12)

Puede pensarse a modo de ejemplo en la transformación partícula-hueco:

cν → c†ν , c†ν → cν

Esta transformación deja invariantes las relaciones de anticonmutación y luego es
equivalente hablar en términos de partículas o de huecos como verdaderos fermiones.

Se puede reescribir (3.12) de forma matricial como
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(
a

a†

)
=

(
U V

V ∗ U∗

)(
c

c†

)
=W

(
c

c†

)
(3.13)

con W la matriz

W =

(
U V

V ∗ U∗

)
(3.14)

Para que los nuevos operadores aµ, a†µ cumplan las relaciones de anticonmutación,

{aµ, a†ν} = δµν , {aµ, aν} = {a†µ, a†ν} = 0

la matriz W tiene que ser unitaria:

W†W =WW† = 1

Esto implica

U †U + V TV ∗ = 1, UU † + V V † = 1,

U †V + V TU∗ = 0, UV T + V UT = 0
(3.15)

Lo que permite invertir la relación (3.12) para obtener

cν =
∑
µ

U∗µνaµ + Vµνa
†
µ , c†ν =

∑
µ

Uµνa
†
µ + V ∗µνaµ

Mediante esta transformación, es siempre posible diagonalizar un operador de un
cuerpo generalizado (3.5) hermítico: basta con elegirW† como la matriz unitaria que

diagonaliza O, o seaWOW† = D, con D =

(
D 0

0 −D

)
y D una matriz diagonal de

elementos diagonales λµ. De esta forma, puede escribirse Ô como

Ô =
1

2

(
a† a

)
D

(
a

a†

)
+

1

2
Tr F =

∑
µ

λµa
†
µaµ +

1

2

∑
µ

(Fµµ − λµ) (3.16)

Los nuevos operadores a,a† se denominan operadores de destrucción y aniqui-
lación de cuasipartículas, y si Ô representa un Hamiltoniano los λk son las energías
de cuasipartícula.

Las matrices O de la forma (3.8) hermíticas (H = −G∗, F = F †) pueden ser
siempre diagonalizadas por una matriz unitaria de la forma (3.14), teniendo siem-
pre autovalores que aparecen en pares de signos opuestos, tal que un operador (3.5)
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hermítico puede ser siempre llevado a la forma diagonal (3.16) mediante una trans-
formación de Bogoliubov.

La transformación (3.12) puede escribirse también en la forma (3.10)(
a

a†

)
= e−iÔ

(
c

c†

)
eiÔ (3.17)

donde ahora Ô es un operador hermítico cuadrático de la forma (3.5).

Se muestra en el Apéndice A.3 que toda transformación de Bogoliubov puede
descomponerse en una transformación unitaria, una de BCS, que es una transforma-
ción de Bogoliubov que involucra solamente bloques (3.14) de 2×2, y finalmente otra
unitaria. Esto muestra que el uso de este tipo de transformaciones está usualmente
vinculado al tratamiento de interacciones de apareamiento (ver 3.7).

A esta subclase de transformaciones canónicas que no conmutan con el operador
número de partículas se las conoce también como activas [27].

3.4. Vacíos de Bogoliubov

A diferencia de las transformaciones unitarias, las transformaciones de Bogoliu-
bov sí modifican el vacío: el de los operadores de cuasipartícula a es distinto al de
los c. Si no es ortogonal a |0〉, el nuevo vacío puede escribirse como

|0′〉 = N exp
[
−Ô
]
|0〉

Para ser un vacío debe cumplir que aµ |0′〉 = 0 = e−ÔeÔ aµ e
−Ô |0〉 ∀µ. Usando (3.11)

y tomando el operador Ô de la siguiente forma [77]

Ô =
1

2

∑
i,j

Tijc
†
ic
†
j

con T una matriz antisimétrica, sobrevive sólo el primer conmutador en (3.11). Al
pedirle que sea cero, si detU 6= 0, se llega a

T = U−1V

El nuevo vacío queda escrito entonces como [75]

|0′〉 = N exp

[
−1

2

∑
i,j

Tijc
†
ic
†
j

]
|0〉 (3.18)
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con |N | = | 〈0|0′〉 | = |detU |1/2 la normalización. Puede verificarse, aplicando aµ a
este estado, que aµ|0′〉 = 0. Vacíos |0′〉 ortogonales a |0〉 se obtienen aplicando uno
o más operadores de creación c†i al vacío anterior [75].

El nuevo vacío puede también obtenerse por medio de una transformación uni-
taria

|0′〉 = exp
[
−iÔ

]
|0〉 (3.19)

donde Ô es un operador hermítico de la forma (3.5)–(3.7). Puede elegirse además
F = 0 en (3.8) [75].

3.5. Transformaciones unitarias de un cuerpo

Una operador unitario de un cuerpo es un operador unitario de la forma

U = exp
[
−iK̂

]
, K̂ = c†Kc, (3.20)

con K̂ un operador de un cuerpo hermítico (K† = K). Se ha visto ya en (3.10) que
estos operadores unitarios transforman operadores fermiónicos c en otros operadores
fermiónicos a preservando las relaciones de anticonmutación.

Una propiedad importante de estos operadores es que si |ψ〉 es un DS, entonces

|ψ′〉 = U |ψ〉

es también un DS. Esto es consecuencia de (3.10). Aplicar U a |ψ〉 = c†1 . . . c
†
m|0〉,

transformará los operadores fermiónicos c† en nuevos operadores fermiónicos a†,
obteniéndose entonces el DS a†1 . . . a†m|0〉. El vacío no cambia, ya que U |0〉 = |0〉.

El producto de operadores unitarios de un cuerpo es otro operador unitario de un
cuerpo: e−iK̂1e−iK̂2 = e−iK̂12 , con K̂12 = c†K12c un operador de un cuerpo definido
por e−iK12 = e−iK1e−iK2 .

De la misma forma, puede probarse de (3.17) que un operador unitario de un
cuerpo generalizado

U = exp
[
−iÔ

]
(3.21)

con Ô un operador hermítico de la forma (3.5) o (3.7), transformará vacíos de cua-
sipartículas en vacíos de cuasipartículas (y lo mismo con DS de cuasipartículas).
El producto de estos operadores unitarios es otro operador unitario generalizado de
un cuerpo: e−iÔ1e−iÔ2 = e−iÔ12 , con Ô12 determinado por la matriz extendida O12
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definida por e−iO12 = e−iO1e−iO2 .

A los DS o vacíos de cuasiparticula se los denomina estados fermiónicos gaussia-
nos (puros). Los estados fermiónicos gaussianos mixtos son de la forma

ρ = Z−1 exp
[
−βĤ

]
(3.22)

con β > 0, Z la función de partición asociada (tal que Tr ρ = 1) y Ĥ un operador
hermítico de un cuerpo, ya sea de la forma (3.4) o en general (3.5). Corresponden
a estados térmicos de sistemas descriptos por Hamiltonianos de un cuerpo o de un
cuerpo generalizados, que son diagonales en una base ortogonal de DS´s (estándar o
de cuasipartícula). Debido a (3.10) y (3.17), estos operadores permanecen también
gaussianos ante transformaciones unitarias de un cuerpo generales. Para β → ∞
tienden a un estado gaussiano puro (el estado fundamental de Ĥ).

3.6. Matrices densidad de un cuerpo

Dado un estado fermiónico arbitrario |ψ〉 (o en general un estado fermiónico
mixto ρ) y un conjunto de operadores fermiónicos c, se define la matriz densidad de
un cuerpo ρsp (SPDM: single particle density matrix) [75], de elementos

ρsp
ij = 〈c†jci〉 (3.23)

donde el valor medio es tomado respecto de |ψ〉 (o en general ρ). Puede escribirse
como

ρsp = 1− 〈cc†〉 (3.24)

Esta matriz es hermítica y puede diagonalizarse por medio de una transformación
unitaria (3.9), tal que si a = Uc y UρspU † es diagonal, se tiene

〈a†jai〉 = (UρspU †)ij = fiδij

con fi = 〈a†iai〉 ∈ [0, 1] los autovalores de ρsp. Nótese que si N̂ =
∑

i c
†
ici es el

operador número, se tiene 〈N̂〉 = Tr ρsp =
∑

i fi.
Si los valores medios se toman respecto de un estado |ψ〉 que es un DS, por

ejemplo |ψ〉 = (
∏

i(a
†
i )
ni) |0〉, con ni = 0, 1 y

∑
i ni = N (el número de fermiones)

los operadores ai diagonalizan ρsp, con fi = ni, es decir, 0 o 1. Por lo tanto en este
caso (ρsp)2 = ρsp. La inversa es también obviamente válida: si (ρsp)2 = ρsp, sus au-
tovalores deben ser 1 o 0, y por lo tanto ρ debe ser un estado puro |ψ〉〈ψ|, con |ψ〉
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un DS construido con operadores ai que diagonalizan ρsp.

Si |ψ〉 no tiene un número fijo de fermiones, (pero si una paridad de número
definida P̂ = eiπN̂ = ±1, tal como en el caso de un vacío de cuasipartículas), se
puede definir la matriz densidad de un cuerpo extendida

ρqsp = 1−

〈(
c

c†

)(
c† c

)〉
=

(
ρsp κ

−κ̄ 1− ρsp ∗

)
(3.25)

donde κij = 〈cjci〉, −k∗ij = 〈c†jc
†
i〉 y 1 − ρsp ∗

ij = 〈cjc†i〉. La matriz κ (de d × d) es
antisimétrica y se anula para todo estado |ψ〉 con un número fijo de fermiones. Esta
matriz extendida se puede definir también para estados mixtos ρ que conmutan con
la paridad P̂ , tal que sus autoestados tienen todos paridad de número definida.

La matriz densidad (3.25) puede diagonalizarse mediante una transformación de
Bogoliubov (3.13), tal que

1−

〈(
a

a†

)(
a† a

)〉
= WρqspW † =

(
f 0

0 1− f

)
(3.26)

con fi ∈ [0, 1], 1− fi, los autovalores de ρqsp, lo que implica

〈a†iaj〉 = δijfi , 〈aiaj〉 = 0

Los autovalores de (3.25) aparecen siempre en d pares (fi, 1− fi).
Al igual que en el caso anterior, puede verse que si |ψ〉 es un vacío de Bogoliubov,

fi = 0 ∀ i y entonces (ρqsp)2 = ρqsp. Lo mismo ocurre si |ψ〉 es un DS de cuasipar-
tículas (no obstante, todo DS, estándar o de cuasipartículas, puede escribirse como
un vacío de cuasipartículas mediante una transformación partícula-hueco, por lo que
este caso está ya incluido en el anterior). Y si una matriz de la forma (3.25) cumple
que (ρqsp)2 = ρqsp, entonces sus autovalores fi, 1− fi son 1 o 0, lo que implica (eli-
giendo fi = 0 ∀ i) que el estado |ψ〉 es un vacío de los operadores de cuasipartícula
ai que diagonalizan ρqsp (si 〈a†iai〉 = 1, entonces 〈a′†ia′i〉 = 0 para a′i = a†i , por lo que
en este caso siempre puede elegirse fi = 0 ∀ i).

Por lo tanto, un estado fermiónico es un vacío de cuasipartículas sii (ρqsp)2 = ρqsp,
y es directamente un DS sii (ρsp)2 = ρsp.
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3.7. Aproximación BCS

La aproximación de BCS constituye el primer modelo microscópico de super-
conductividad. A temperaturas suficientemente bajas, los electrones cercanos a la
superficie de Fermi se vuelven inestables ante la formación de ligaduras con otros
electrones, que se hace efectiva ante la presencia de un potencial atractivo y se
conocen como pares de Cooper. En superconductores esta atracción se debe a la
interacción entre los electrones y la red.

La aproximación BCS es capaz de dar una buena descripción del estado cuántico
de muchos cuerpos del sistema de electrones dentro del metal. En este estado los
electrones no se mueven libremente, sino que están ligados en pares de Cooper. La
idea de BCS es proponer un ansatz para el estado fundamental, con parámetros
determinados variacionalmente. Para estados de paridad de número par se tiene [75,
78]

|BCS〉 =
∏
k>0

(uk + vkc
†
kc
†
k̄
) |0〉 (3.27)

donde uk y vk son parámetros variacionales y |0〉 es el vacío de los operadores ck,
ck̄. Por cada estado k > 0 existe un conjugado k̄ < 0. Luego |vk|2 y |uk|2 son las
probabilidades de que un par (k, k̄) esté o no ocupado. Se tiene

|uk|2 + |vk|2 = 1 (3.28)

Como la función de onda de BCS tiene libertad en la elección de la fase global, siem-
pre es posible elegir coeficientes uk reales y positivos. La fase de vk se determina en
principio minimizando el valor de expectación de la energía, pero se puede mostrar
con algunas asunciones razonables para las interacciones, que los valores óptimos de
vk son también reales y positivos.

El estado propuesto no conserva el número de partículas pero si la paridad de
número P̂ = eiπN̂ . Puede reescribirse (3.27) de manera más explícita como

|BCS〉 ∝ |0〉+
∑
k>0

vk
uk
c†kc
†
k̄
|0〉+

1

2

∑
k,k′>0

vkvk′

ukuk′
c†kc
†
k̄
c†k′c

†
k̄′
|0〉+ . . . (3.29)

Comparando con (3.18), se ve que (3.29) es un vacío de cuasipartículas, es decir,

|BCS〉 = (
∏
k

uk) exp

[∑
k>0

vk
uk
c†kc
†
k̄

]
|0〉 (3.30)
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siendo los operadores de cuasipartículas definidos por

ak = ukck − vkc†k̄ , ak̄ = ukck̄ + vkc
†
k (3.31)

Es fácil verificar que ak|BCS〉 = ak̄|BCS〉 = 0 ∀ k.
El estado (3.27) no es autoestado del operador número N̂ =

∑
k c
†
kck. El valor

medio es

〈BCS|N̂ |BCS〉 = 2
∑
k>0

|vk|2 (3.32)

En la aproximación de BCS este valor medio deberá coincidir con el número real de
fermiones N .

Dado un Hamiltoniano de muchos cuerpos del tipo

H =
∑
k≶0

εkc
†
kck +

1

4

∑
k1k2k3k4≶0

vk1k2k3k4c
†
k1
c†k2
ck4ck3 (3.33)

su valor medio en el estado de BCS es, utilizando el teorema de Wick (ver Apéndice
A.4), válido para DS o en general vacíos de cuasipartícula o estados gaussianos,

〈BCS|H|BCS〉 =
∑
k≶0

(εk〈c†kck〉+
1

2

∑
k′≶0

vkk′kk′〈c†kck〉〈c
†
k′ck′〉)+

∑
k,k′>0

vkk̄k′k̄′〈c
†
kc
†
k̄
〉〈ck̄′ck′〉

donde 〈c†kck〉 = |vk|2, 〈ck̄ck〉 = 〈c†kc
†
k̄
〉∗ = ukvk.

Los parámetros están restringidos por la condición de que el valor medio de
partículas sea N . Para conseguir esto se agrega un multiplicador de Lagrange λ al
Hamiltoniano, tal que se minimiza el valor medio del operador

H ′ = H − λN̂

Este multiplicador resulta ser el potencial químico, ó energía de Fermi, ya que re-
presenta el cambio de la energía E = 〈BCS|H|BCS〉 ante el cambio de número de
partículas1

λ =
dE

dN

De la variación δ 〈BCS|H ′|BCS〉 = 0, pueden obtenerse los parámetros uk, vk. Se
obtiene así la ecuación

(
∂

∂vk
+
∂uk
∂vk

∂

∂uk
) 〈BCS|H ′|BCS〉 = 0

1El potencial químico se define como µ ≡ ∂E
∂N
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que conduce, asumiendo vk real, a

2ε̃kukvk + ∆k(v
2
k − u2

k) = 0, k > 0 (3.34)

donde

ε̃k =
1

2
(εk + εk̄ +

∑
k′≶0

(v̄kk′kk′ + v̄k̄k′k̄k′)v
2
k′)− λ

y el gap ∆k es

∆k = −
∑
k′>0

v̄kk̄k′k̄′uk′vk′ (3.35)

Fijando ε̃k y ∆k, y usando (3.28) y (3.34), se despejan los coeficientes

v2
k =

1

2
(1− ε̃k√

ε̃2k + ∆2
k

)

u2
k =

1

2
(1 +

ε̃k√
ε̃2k + ∆2

k

)

Reemplazando esto en el gap, se obtiene la ecuación del gap

∆k = −1

2

∑
k′>0

v̄kk̄k′k̄′
∆k′√
ε̃2k + ∆2

k

(3.36)

que es una ecuación de autorecurrencia. Tiene una solución trivial nula y en general
otra no trivial que puede obtenerse de forma numérica o recursiva. En cierto límites
puede resolverse de forma analítica.

El estado de BCS resulta así el estado fundamental exacto del Hamiltoniano de
un cuerpo generalizado autoconsistente

h′BCS =
∑
k≶0

∂〈H ′〉
∂〈c†kck〉

c†kck +
∑
k>0

[
∂〈H ′〉
∂〈c†kc

†
k̄
〉
c†kc
†
k̄

+
∂〈H ′〉
∂〈ck̄ck〉

ck̄ck

]
(3.37)

Esta aproximación resulta muy adecuada para interacciones de apareamiento, en
las que los términos vkk̄k′k̄′ de la interacción son los más importantes. En el caso
general, puede utilizarse la aproximación de Hartree-Fock-Bogoliubov [75], en la que
|BCS〉 se reemplaza por un vacío general de cuasipartículas, que es determinado
variacionalmente y que es el estado fundamental de un Hamiltoniano generalizado
de un cuerpo autoconsistente h′HFB.
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Si bien el entrelazamiento ha sido extensamente estudiado para sistemas de com-
ponentes distinguibles, el estudio riguroso de las correlaciones entre fermiones ha
tomado importancia solo en los últimos años y es un tema activo, que ha generado
cierto debate.

La diferencia fundamental reside en que los sistemas de partículas indistingui-
bles podrían tener en principio correlaciones por el solo hecho de tener simetrizada
(o antisimetrizada en el caso fermiónico) la función de onda. Sin embargo, y si bien
existen controversias, estas correlaciones por si solas no serían en principio accesibles
como recurso. El desafío consiste entonces en diferenciar y cuantificar las correlacio-
nes más allá de la simetrización o antisimetrización básica y sus consecuencias. Se
describen a continuación los dos abordajes principales al entrelazamiento fermiónico,
que, como se verá posteriormente, están relacionados.

4.1. Entrelazamiento de modos y partículas

En el estudio del entrelazamiento para sistemas de partículas indistinguibles se
han considerado dos enfoques cualitativamente distintos: Entrelazamiento de Modos
y Entrelazamiento de Partículas.

4.1.1. Entrelazamiento de modos

Este tipo de entrelazamiento se conoce como entrelazamiento de modos [18-21],
ya que lo que se entrelaza no son partículas sino la ocupación de ciertos estados.
Depende de la base y no es invariante respecto a transformaciones unitarias generales
en el espacio de una partícula (SP: single particle), sino solo frente a transformaciones
que involucran únicamente a los modos accesibles a una de las partes. A nivel formal,
es similar al caso distinguible. A modo de ejemplo elemental, se puede pensar en el
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estado de un solo fermión, con dos modos (estados de SP) accesibles,

|ψ〉 =
1√
2

(c†1 + c†2) |0〉 = c†+ |0〉

donde c†i , i = 1, 2, crean fermiones en los estados (ortogonales) de una partícula, y
c†± = 1√

2
(c†1 ± c

†
2) crean fermiones en los estados (ortogonales) |±〉 = (|1〉 ± |2〉)/

√
2.

Ambos conjuntos de operadores satisfacen las relaciones de anticonmutación fer-
miónicas, estando vinculados por una transformación unitaria. Este estado, que es
obviamente un DS elemental de SP, puede ser considerado entrelazado en una con-
figuración donde Alice tiene acceso solo a la ocupación del estado |0〉 y Bob a la
del estado |1〉. Por otro lado, es obviamente no entrelazado si A solo puede medir la
ocupación del estado |+〉 y B la del estado |−〉. Se ha examinado recientemente la
posibilidad de detectar violaciones a las desigualdades de Bell basadas en este tipo
de entrelazamiento (véase por ej. [79]).

4.1.2. Entrelazamiento de partículas

En el entrelazamiento de partículas [22-31], se consideran entrelazados los estados
que tienen correlaciones más allá de la antisimetría del espacio, es decir que no
son determinantes de Slater (DS). De esta forma, operaciones unitarias basadas en
operadores de un cuerpo (Sec. 3.5) no pueden generar entrelazamiento. Se define el
rango de Slater de un estado fermiónico como la cantidad mínima de determinantes
de Slater necesarios para describirlo como combinación lineal (véase (3.3)). Cualquier
sistema con rango de Slater mayor a 1 está entrelazado de acuerdo a esta definición.
Si se considera, por ejemplo, un estado de dos partículas de la forma

|ψ〉 = (αc†1c
†
2 + βc†3c

†
4) |0〉 (4.1)

puede mostrarse (ver Sec. 4.4) que para αβ 6= 0 no existe ninguna transformación
unitaria de los operadores c tal que este estado pueda escribirse como un DS. Es
importante, para calcular sin ambigüedades el rango de Slater, hacer una minimi-
zación de esta cantidad sobre todas las bases del espacio de una partícula. Para
sistemas mixtos, se muestra que un estado no está entrelazado si puede ser escrito
como combinación convexa de determinantes de Slater.

Se describirá a continuación el formalismo utilizado en este trabajo [31], que
relaciona el enfoque de modos con el de partículas.
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4.2. Formalismo

Se van a considerar primero estados puros generales |ψ〉 de sistemas fermiónicos.
Se incluyen estados que no tienen necesariamente un número fijo de fermiones, aun-
que sí una paridad de número definida (de acuerdo a la regla de superselección de
paridad [20]), tal que

P |ψ〉 = ± |ψ〉 , P = exp
(
iπN̂

)
con N =

∑
j c
†
jcj el operador número (esto implica que 〈O〉 = 0 para cualquier ope-

rador O que sea producto de un cantidad impar de operadores fermiónicos cj, c†j). De
esta forma, se pueden tratar estados típicos de sistemas fermiónicos interactuantes,
tales como vacíos de cuasipartículas y combinaciones lineales de un vacío efectivo
con excitaciones de pares partícula-hueco, dos partículas-dos huecos, etc., que po-
seen paridad de número fija, independientemente de la representación del estado.
Se desea entonces tener medidas de correlaciones que sean invariantes frente a la
transformación elemental de Bogoliubov partícula-hueco,

cj → c†j , c†j → cj

ya que las relaciones de conmutación quedan iguales. Esto implica una arbitrariedad
en considerar las partículas como fermiones o como huecos. Cualquier medida de
correlación propuesta debe conservar esta simetría.

4.2.1. Entropía de entrelazamiento de un nivel

Se considerará aquí un espacio de Hilbert de una partícula HSP de dimensión n,
y una base de estados de SP definidos por operadores fermiónicos c = (c1, . . . , cn).
El espacio H puede dividirse en dos regiones: La región A para el modo único (o
“nivel”) j, y B para el espacio ortogonal remanente. Se define un conjunto ortogonal
de proyectores Pj = c†jcj, Pj̄ = cjc

†
j, j = 1, . . . , n, que satisfacen PjPj̄ = 0 y

Pj+Pj̄ = 1, de acuerdo a las relaciones de anticonmutación. Por lo tanto, definen una
medida proyectiva estándar sobre el nivel j. Luego se puede descomponer cualquier
estado |ψ〉 usando estos operadores de la siguiente forma [31]:

|ψ〉 = c†jcj |ψ〉+ cjc
†
j |ψ〉

El primer término selecciona la componente de |ψ〉 con el estado j ocupado y el
segundo la componente con j desocupado. Si pj (pj̄) es la probabilidad de hallar el
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nivel j ocupado (vacío) en el estado |ψ〉,

pj = 〈ψ| c†jcj |ψ〉 , pj̄ = 〈ψ| cjc†j |ψ〉 = 1− pj

se puede reescribir el estado |ψ〉 como

|ψ〉 =
√
pj |ψj〉+

√
pj̄ |ψj̄〉

donde |ψj〉 = 1√
pj
Pj|ψ〉, |ψj̄〉 = 1√

pj̄
Pj̄ |ψ〉.

Si OA es un operador que depende solo de cj y c†j, y OB uno que depende solo
de operadores fermiónicos de los niveles k 6= j, entonces

〈ψ|OA(B) |ψ〉 = pj 〈ψj|OA(B) |ψj〉+ pj̄ 〈ψj̄|OA(B) |ψj̄〉 = TrA(B) ρA(B)OA(B)

con ρA = pjc
†
j |0〉 〈0| cj + pj̄ |0〉 〈0| y ρB = pjcj |ψj〉 〈ψj| c†j + pj̄ |ψj̄〉 〈ψj̄|. Luego el

entrelazamiento (de modo) bipartito entre A y B puede calcularse con las definiciones
usuales

S(ρA) = S(ρB) = −pj log2 pj − (1− pj) log2(1− pj) ≡ h(pj) (4.2)

con h(p) = −p log2 p − (1 − p) log2(1 − p) y S(ρ) = −Tr ρ log2 ρ la entropía de
Von Neumann. Esta entropía es invariante ante transformaciones partícula-hueco.
Se anula sii |ψ〉 es separable respecto al nivel j, es decir sii el nivel j está ocupado
(pj = 1) o vacío (pj = 0). Y es máxima y vale 1 cuando pj = 1

2
.

4.2.2. Entrelazamiento de un cuerpo

Para considerar todos los niveles, se define la suma

Sc =
∑
j

h(pj)

Esta cantidad se anula sii cada nivel j de la base está ocupado o vacío en |ψ〉, de
forma tal que |ψ〉 es un DS en esta base: |ψ〉 = c†j1 ...c

†
jm
|0〉 para alguna elección

de estados {j1, ..., jm}. Elegir la base es análogo a elegir los operadores de creación
c = (c1, ..., cn). Esta entropía depende pues de la base (es entrelazamiento de modos).
Para quitar esta dependencia, y con el objetivo de obtener un resultado válido como
entrelazamiento entre partículas, se procede a minimizar sobre todas las posibles
bases de SP del espacio de Hilbert:

Ssp = mı́n
c′

Sc′ (4.3)
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con Sc′ =
∑

j h(p′j), p′j = 〈ψ| c
′†
j c
′
j |ψ〉, c′ = (c′1, ..., c

′
n)T = Uc y U una matriz

unitaria de n × n. Esta entropía se anula sii el estado es un DS en alguna base de
H: |ψ〉 = c

′†
k1
...c

′†
km
|0〉.

Se puede mostrar que el mínimo (4.3) se obtiene para aquellos operadores c′

que diagonalizan la SPDM ρsp = 1 − 〈ψ| cc† |ψ〉 definida en (3.24), es decir, para
operadores c′ tales que 〈c

′†
k c
′
l〉 = (UρspU †)lk = p′kδkl, con p′k los autovalores de ρsp.

Demostración. Se tiene pj = ρspjj =
∑

k |U2
jk|p′k. Como la función h(p) es cóncava y

U unitaria, ∑
j

h(pj) ≥
∑
j,k

|Ujk|2h(p′k) =
∑
k

h(p′k)

La igualdad se cumple sii los pj ya son los autovalores p′k de ρsp.

Luego el valor mínimo de (4.3) puede expresarse como

Ssp(|ψ〉) =
∑
k

h(p′k) = Tr(h(ρsp)) (4.4)

De nuevo, se anula sii los autovalores son 0 ó 1, es decir sii (ρsp)2 = ρsp, o sea, sii
|ψ〉 es un DS.

Esta definición de entropía es invariante frente a cualquier transformación unita-
ria de un cuerpo |ψ〉 → exp(−iF ) |ψ〉, con F operador hermítico de un cuerpo de la
forma (3.4), F =

∑
i,j fijc

†
icj, ya que conduce a una transformación unitaria de ρsp

que no cambia los autovalores. En particular si |ψ〉 es un DS, exp(−iF ) |ψ〉 es otro
DS (Sec. 3.5).

4.2.3. Generalización a cuasipartículas

Si el estado |ψ〉 no posee un número fijo de fermiones, es posible extender la
minimización a todas las bases de cuasipartículas.

Sqsp(|ψ〉) = mı́n
a
Sa (4.5)

con Sa =
∑

ν h(〈a†νaν〉) y a el conjunto de operadores fermiónicos aν relaciona-
dos linealmente con los operadores originales c y c† mediante transformaciones de
Bogoliubov (3.13).

En este caso el mínimo (4.5) se obtiene para aquellos operadores a que diagona-
lizan la matriz densidad de un cuerpo extendida de 2n× 2n (3.25), es decir,
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ρqsp =

(
ρsp κ

−κ∗ 1− ρ∗ sp

)
(4.6)

con κij = 〈cjci〉. Para estos operadores, se tiene

〈a†kal〉 = δklfk , 〈akal〉 = 0

con fk, 1− fk los autovalores de ρqsp. Luego el mínimo (4.5) puede escribirse como

Sqsp(|ψ〉) = −
∑
k

fk log2 fk + (1− fk) log2(1− fk) = −Tr ρqsp log2 ρ
qsp (4.7)

donde Tr denota aquí la traza en el espacio extendido.

Demostración. Si {qj} y {λk} denotan, respectivamente, el conjunto de elementos
diagonales y autovalores de ρqsp, se tiene qj =

∑
i |W 2

jk|λk. Por concavidad de la en-
tropía de Von Neumann, se tiene Sc =

∑
j f(qj) ≥

∑
j,k |Wjk|2 f(λk) =

∑
k f(λk) =

Sqsp, donde f(x) = −x log2 x.

La entropía (4.7) se anula sii |ψ〉 es un DS de partículas o también cuasipartículas,
es decir, sii es un vacío de cuasipartículas (ver Sec. 4.4). Si |ψ〉 posee un número fijo de
fermiones (N̂ |ψ〉 = N |ψ〉) entonces coincide con (4.4). Además, la misma permanece
invariante frente a transformaciones generalizadas de un cuerpo |ψ〉 → exp(−iO) |ψ〉,
con O un operador hermítico de la (3.5), O =

∑
i,j fijc

†
icj+

1
2
(gijc

†
ic
†
j+hijcicj), ya que

esto conduce a una transformación unitaria de ρqsp que no cambia los autovalores.
En particular si |ψ〉 es un vacío de quasipartículas, exp(−iO) |ψ〉 es otro vacío.

Se cumplen las siguientes desigualdades

Sc ≥ Ssp ≥ Sqsp (4.8)

La igualdad en la última relación vale sii κ = 0, y en la primera sii los operadores c
diagonalizan ρsp. Estas desigualdades son en realidad también válidas para entropías
más generales, como por ejemplo la entropía cuadrática S2, que se define como

S2(|ψ〉) = 2 Tr[ρqsp(1− ρqsp)] = 4 Tr
[
ρsp(1− ρsp)− κ†κ

]
= 4

∑
k

fk(1− fk) (4.9)

El factor 2 se toma para que el valor máximo para un nivel sea 1. La cantidad
S2(ρqsp) puede evaluarse tomando solo la traza, sin necesidad de conocer los auto-
valores. Al igual que Sqsp, es no negativa y se anula sii |ψ〉 es un DS o vacío de
cuasipartículas.
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4.2.4. Mínima entropía relativa

La entropía (4.4) tiene una interpretación adicional como se mostró en [1]. Esta
puede verse como la entropía, en el ensamble gran canónico, del operador densidad

ρ′ = exp
[
−λ0 − c†Λc

]
= exp

[
−λ0 −

∑
i

λia
†
iai

]
(4.10)

con eλ0 = Tr
[
exp
[
−c†Λc

]]
=
∏

i(1 + e−λi), c†Λc =
∑

i,j Λijc
†
icj y λi los autovalores

de Λ. Este operador reproduce toda la matriz densidad de un cuerpo completa
determinada por |ψ〉, esto es

Tr
[
ρ′(1− cc†)

]
= ρsp

tal que Tr
[
ρ′c†jci

]
= 〈ψ|c†jci|ψ〉 y luego Tr

[
ρ′a†jai

]
= fiδij. Esta condición implica

fi = [1 + eλi ]−1, es decir

ρsp = [1 + exp(Λ)]−1

por lo que Λ = log[(ρsp)−1 − 1]. Luego (4.4) es la entropía de von Neumann de ρ′:

S(ρ′) = −Tr ρ′ log2 ρ
′ = Trh(ρsp)

A su vez, esta cantidad es también la entropía relativa entre el estado puro
ρ = |ψ〉 〈ψ| y ρ′, ya que S(ρ) = 0:

S(ρ||ρ′) = −Tr ρ(log2 ρ
′ − log2 ρ)

= −Tr ρ′(log2 ρ
′) = Trh(ρsp) (4.11)

Se puede también demostrar [1], que es también la mínima entropía relativa en
el ensamble GC entre ρ y cualquier operador exponente de operadores de un cuerpo:

mı́n
ρ′=exp[−λ0−c†Λc]

S(ρ||ρ′) = Trh(ρsp) (4.12)

y entonces (4.4) es también una medida de la distancia mínima entre ρ y cualquier
operador de la forma (4.10).

Demostración. Para mostrar esto, se recuerda primero que dados dos operadores
densidad ρ, ρ′, la entropía relativa se escribe como [59, 80]

S(ρ||ρ′) = −Tr[ρ log2ρ
′]− S(ρ) (4.13)
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donde S(ρ) = −Tr [ρ log2ρ] es la entropía de von Neumann. Satisface S(ρ||ρ′) ≥ 0,
con S(ρ||ρ′) = 0 sii ρ = ρ′ [59], como se vió en (2.15). Se considera ahora ρ′ de la
forma

ρ′ = Z−1exp[−
m∑
ν=1

λνOν ] (4.14)

donde Z = Tr exp[−
∑m

ν=1 λνOν ]] y {Oν , ν = 1, ...,m} es un conjunto arbitrario de
m operadores lineales independientes (hermíticos o que contienen simultáneamente
a Oν y O†ν). Este tipo de ρ′ maximiza la entropía S(ρ′) sujeta al constraint de valores
de expectación fijos 〈Oν〉, ν = 1, ...,m. Es fácil mostrar [1] qué, para ρ fijo,

Min
{λν}

S(ρ||ρ′) = S(ρ′)− S(ρ) (4.15)

con el mínimo alcanzado para aquellos λν que satisfacen

Tr[ρ′Oν ] = Tr[ρOν ], ν = 1, ...,m (4.16)

i.e., para aquel ρ′ que reproduce los valores de expectación determinados por ρ de
todos los operadores Oν del conjunto elegido∗.

Luego sigue que S(ρ′) ≥ S(ρ), con S(ρ′) = S(ρ) sii ρ′ = ρ. La entropía relativa
mínima es entonces una medida de la información contenida en ρ que no puede
contenerse en ningún operador de la forma (4.14). Si ρ es puro y los operadores Oν

comprenden el conjunto entero de operadores de un cuerpo c†icj, (4.15) lleva a (4.12)
si las trazas se toman en el ensamble Grand Canónico.

∗ Tomando 〈Oν〉ρ ≡ Tr[ρOν ], se obtiene, de Ecs. (4.13)-(4.14),

S(ρ||ρ′) =
1

ln2
(
k∑
ν=1

λν〈Oν〉ρ + lnZ)− S(ρ) (4.17)

Como ∂lnZ
∂λν

= −〈Oν〉ρ′ , las ecuaciones ∂
∂λν

S(ρ||ρ′) = 0 llevan a

〈Oν〉ρ′ = 〈Oν〉ρ, ν = 1, ...m (4.18)

en cuyo caso la Ec. (4.17) se reduce a (4.15).

Extensión a cuasipartículas

Por otro lado, la entropía (4.7) es también la mínima entropía relativa entre ρ =

|ψ〉〈ψ| y cualquier operador que es resulta de exponenciar un operador generalizado
de un cuerpo, es decir,
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mı́n
ρ′

S(ρ||ρ′) = −Tr ρqsp log2 ρ
qsp, (4.19)

con

ρ′ = exp

[
−λ0 −

(
c† c

)
L

(
c

c†

)]

= exp

[
−λ0 − c†Λc−

1

2
(c†Γc†T + cTΓ∗c)

]
(4.20)

El mínimo se alcanza para el operador ρ′ que reproduce la matriz completa ρqsp, es
decir L = log[(ρqsp)−1 − 1] tal que

ρqsp = [1 + exp(L)]−1, L =

(
Λ Γ

−Γ∗ 1− Λ∗

)
El mínimo es justamente la entropía S(ρ′) del ρ′ minimizante.

Demostración. La demostración es análoga a la que se tenía para sistemas con nú-
mero de partículas fijo, incluyendo ahora entre los Oν también a los operadores cicj
y c†ic

†
j, (4.15). Esto lleva a demostrar la Ec. (4.19) (nuevamente en el ensamble gran

canónico).

4.2.5. Estados mixtos

Se considerarán ahora estados mixtos de fermiones que conmutan con la paridad
de número, es decir,

ρ =
∑
i

qi |ψi〉 〈ψi| (4.21)

con qi ≥ 0,
∑

i qi = 1 y P |ψi〉 = ± |ψi〉, tal que [ρ, P ] = 0. Se define entrelazamiento
nulo si el estado puede escribirse como combinación convexa de vacíos (o DS) de cua-
sipartículas. Se tiene una medida similar al entrelazamiento de formación, mediante
una extensión de la cantidad Sqsp,

Eqsp(ρ) = mı́n
{
∑
i q
′
i|ψ′i〉〈ψ′i|=ρ}

∑
i

q′iS
qsp(|ψ′i〉) (4.22)

donde la minimización es sobre todas las descomposiciones de ρ como combinación
convexa de estados puros de paridad definida. Se anula sii ρ es una combinación
convexa de DS (de partículas o cuasipartículas). Si [ρ,N ] = 0, Eqsp(ρ) = Esp(ρ),
donde la última cantidad se define en forma análoga, minimizando sobre todas las

41



Capítulo 4. Entrelazamiento Fermiónico

descomposiciones de ρ como combinación convexa de estados puros con un número
fijo de partículas. Esta cantidad se anulará sii ρ es una combinación convexa de DS
estándar.

La cantidad (4.22) puede usarse, por ejemplo, para examinar sistemas interac-
tuantes de fermiones a temperatura finita. A altas temperaturas los estados térmicos
son esencialmente combinaciones convexas de estados gaussianos, es decir combina-
ciones convexas de operadores densidad diagonalizables cada uno en en bases de
DS [81, 82], y por lo tanto son separables. Existe pues una temperatura límite por
encima de la cual Eqsp(ρ) se anula.

El entrelazamiento de formación puede también utilizarse para examinar el en-
trelazamiento asociado a subespacios del espacio de SP, que quedarán descriptos en
general por estados mixtos, tal como se discute en (4.3).

Es posible derivar una expresión analítica de (4.22) para el caso particular de
estados de dos fermiones en 4 niveles [22], que fue extendida en [31] a estados ge-
nerales en 4 niveles (es decir, en un espacio HSP de dimensión 4), con número de
fermiones no necesariamente fijo. Esto se consigue de forma análoga al caso de 2
espines distinguibles por medio de la concurrencia (ver Sec. 2.3.5):

Eqsp(ρ) = 4h(
1 +
√

1− C2

2
) (4.23)

donde C se obtiene como

C(ρ) = máx[d1 −
r∑

k=2

dk, 0] (4.24)

con dk los autovalores de la matriz

R =
√
ρ1/2Tρ∗Tρ1/2 (4.25)

Aquí ρ∗ es la conjugada de ρ en la base asociada al operador de dualización T [31]
tal que C(|ψ〉〈ψ|) = |〈ψ̃|ψ〉|, con |ψ̃〉 = T |ψ〉∗. Este puede representarse en dicha
base en la forma real

T =

(
0 14

14 0

)
(4.26)
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4.3. Entrelazamiento bipartito

4.3.1. Estados puros

Se examinará aquí el entrelazamiento bipartito de modos asociado a una parti-
ción del espacio de SP y su relación con el entrelazamiento de un cuerpo. Se puede
descomponer el espacio de Hilbert H de SP en dos partes, tal que H = HA ⊕ HB,
con dimensiones dA y dB. Este será desde luego un entrelazamiento de modos y por
ende distinguible ya que corresponde a una bipartición entre grupos de modos, que
son naturalmente distinguibles. Luego un estado general |ψ〉 puede expandirse en
DS de cada parte, |ψ〉 =

∑
µν Cµν |µν〉, con |µν〉 = (

∏
i∈A(c†i )

nµi )(
∏

j∈B(c†j)
nνj ) |0〉 y

nνi = 0, 1 la ocupación del estado i en el DS ν. La suma está por su puesto restringida
a estados |µν〉 con la misma paridad de número P que |ψ〉. Se pueden definir las ma-
trices densidad reducidas ρA =

∑
µ,µ′(CC

†)µµ′ |µ〉 〈µ′| y ρB =
∑

ν,ν′(C
TC∗)νν′ |ν〉 〈ν ′|,

las cuales determinan los valores medios de cualquier operador OA(B) construi-
do con operadores ci, c†i ∈ HA(B). La correspondiente entropía de Von Neumann
S(ρA) = −Tr ρA log ρA = S(ρB) caracteriza el entrelazamiento bipartito asociado a
esta partición.

Por ejemplo, si la partición HA involucra un solo estado de SP i, se tiene que
ρA ≡ ρi queda determinada por la ocupación del estado. En la base {c†i |0〉 , |0〉} se
tiene

ρi =

(
〈c†ici〉 0

0 〈cic†i〉

)
(4.27)

con 〈cic†i〉 = 1−〈c†ici〉. Por la conservación de paridad, 〈ci〉 = 0. La entropía S(ρi) =

h(〈c†ici〉) representa la entropía de entrelazamiento de ese modo con los restantes
definida en (4.2). Si Ssp(|ψ〉) = 0 existe una elección de operadores fermiónicos c tal
que S(ρi) = 0 ∀ i y viceversa. La extensión a cuasipartículas es directa.

Si en cambio HA involucra dos estados o “niveles” i 6= j, entonces

ρij =


〈c†icic

†
jcj〉 0 0 〈cjci〉

0 〈c†icicjc
†
j〉 〈c†jci〉 0

0 〈c†icj〉 〈cic†ic
†
jcj〉 0

〈c†ic
†
j〉 0 0 〈cic†icjc

†
j〉

 (4.28)

en la base {c†ic
†
j |0〉 , c

†
i |0〉 , c

†
j |0〉 , |0〉}, que cumple Tr ρi = 1. De nuevo, la entropía
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S(ρij) es la entropía de entrelazamiento del par de modos con todos los restantes.
En la base de operadores que diagonalizan ρqsp, se diagonaliza también ρij. Luego
Sqsp(|ψ〉) = 0 implica que existe una elección de operadores c tal que S(ρij) = 0 ∀
i 6= j.

En un sistema de 4 niveles, puede mostrarse [83] que si Sqsp(|ψ〉) > 0, entonces
existe entrelazamiento bipartito de modos en cualquier partición de H, ya sea 1 −
3 (un nivel con resto) o 2 − 2 (dos niveles con el resto). Más aun, se cumple la
desigualdad

S(ρA) = S(ρB) ≥ 1

4
S(ρqsp) (4.29)

de modo que la entropía de entrelazamiento fermiónico definida provee una cota
inferior al entrelazamiento bipartito asociado a cualquier partición de HSP.

4.3.2. Entrelazamiento de subespacios

Dado el estado reducido ρA, generalmente mixto, asociado al subespacio HA ⊂
H, si conmuta con el operador número de fermiones NA, se define la entropía de
formación de un cuerpo como en 4.2.5,

E(ρA) = mı́n∑
α qα|ΨAα 〉〈ΨAα |=ρA

qαS(|ΨA
α 〉)

donde se minimiza sobre todas las representaciones de ρA como combinación convexa
de estados puros con número de fermiones fijo.

De forma análoga, si |ψ〉 posee paridad de número definida se define el entrela-
zamiento generalizado de formación de un cuerpo como

Eqsp(ρA) = mı́n∑
α qα|ΨAα 〉〈ΨAα |=ρA

qαS
qsp(|ΨA

α 〉)

con la minimización hecha ahora sobre todas las representaciones de ρA como com-
binación convexa de estados puros con paridad definida.

Para un nivel único i se tiene obviamente que E(ρi) = Eqsp(ρi) = 0 para cualquier
|ψ〉. De forma análoga para dos niveles, Eqsp(ρij) = 0, ya que cualquier estado
con paridad definida en un espacio de dos niveles puede verse como un vacío de
Bogoliubov, tal como se muestra en la Sec. 4.4. Lo mismo sucede para el sistema de
tres niveles. El primer caso no trivial es el de cuatro niveles. Se tiene, usando (4.23)

Eqsp(ρijkl) = −4
∑
ν=±

fν log fν , f± =
1±

√
1− C2(ρijkl)

2
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con C(ρ) la concurrencia ya definida en (4.24) y ρijkl La matriz reducida de cuatro
niveles de 16× 16.

A partir de estas definiciones, se puede demostrar el siguiente lema.

Lemma 4.3.1. Dado un estado general fermiónico de cuatro niveles ρijkl con paridad
de número definida y tal que C(ρijkl) > 0, cualquier bipartición de Hijkl (como podría
ser (ij − kl) o (i− jkl)) está entrelazada.

Demostración. Si para una bipartición A,B el estado ρijkl fuese separable, podría es-
cribirse como combinación convexa de estados puros productos |µA〉 〈µA|⊗ |νB〉 〈νB|
con |µA〉 , |νB〉 de paridad (de número) definida. Pero como son estados puros con
paridad definida en dim ≤ 3, necesariamente son vacíos de cuasipartículas o de-
terminantes de Slater (ver 4.4) y luego C(ρijkl) = 0. Si se tiene C(ρijkl) > 0, la
bipartición debe estar entonces entrelazada para cualquier elección de partículas o
cuasipartículas.

4.4. Sistemas de dimensión d ≤ 3

No todos los sistemas fermiónicos pueden exhibir entrelazamiento de partícula.
Se va a probar que el sistema más pequeño en el cual es posible tener estados puros
de paridad de número definida que no sean DS o vacíos de cuasipartículas es el que
tiene un espacio HSP de dimensión 4. Es decir, el estado debe vivir en un espacio
con al menos 4 estados de SP ortogonales. Para dimensiones menores, todo estado
puede escribirse como un DS o vacío. Luego el sistema de cuatro niveles es el más
básico para estudiar entrelazamiento fermiónico, de la misma forma que el sistema
de dos qubits lo es para el entrelazamiento de partículas distinguibles.

Sistema de 1 Nivel

Un sistema de un solo nivel tiene dos estados posibles: vacío u ocupado .
Si se conserva paridad de número, se tiene necesariamente un número de partículas
fijo. Luego se tiene un estado u otro de forma excluyente, y se verifica trivialmente
que es un vacío o DS.

Sistema de 2 Niveles

Dados dos niveles con paridad definida, se tienen los siguientes casos.
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Para el caso impar se tienen los estados

|ψ1〉 = c†1 |0〉 ,

|ψ2〉 = c†2 |0〉 ,

El estado impar más general se escribe como |ψ〉 = (αc†1 + βc†2) |0〉 = α +

β . Mediante una transformación unitaria se puede elegir a†1 = αc†1 + βc†2.
Luego |ψ〉 = a†1 |0〉, que es un DS elemental.

El caso par tiene también dos estados

|ψ1〉 = |0〉 ,

|ψ2〉 = c†1c
†
2 |0〉 ,

El estado más general es de nuevo una combinación: |ψ〉 = (α + βc†1c
†
2) |0〉 =

α + β . Se puede hacer en primer lugar una transformación partícula-
hueco en el modo 2: Se pasa a tener |ψ〉 = (αc2c

†
2+βc†1c

†
2) |0〉 = (αc2+βc†1) |0′〉 =

(αc′†2 + βc†1) |0′〉 = α + β con |0′〉 = c†2 |0〉 y c′
†
2 = c2. Luego se toma

a†1 = αc′†2 + βc†1 y se llega al estado |ψ〉 = a†1 |0〉 que corresponde a un DS
en esta nueva base y a un vacío de cuasipartícula respecto de los operadores
originales.

Sistema de 3 Niveles

Nuevamente se van a estudiar por separado las paridades:

Los estados impares son cuatro:

|ψ1〉 = c†1 |0〉 ,

|ψ2〉 = c†2 |0〉 ,

|ψ3〉 = c†3 |0〉 ,

|ψ4〉 = c†1c
†
2c
†
3 |0〉 ,

El estado más general es |ψ〉 = (α1c
†
1 +α2c

†
2 +α3c

†
3 +βc†1c

†
2c
†
3) |0〉. Se diagonaliza

primero el sector de SP hasta tener el estado |ψ〉 = (α′1c
′†
1 + βc′†1c

′†
2c
′†
3) |0〉, con

c′†1c
′†
2c
′†
3 |0〉 = εijkU1′iU2′jU3′kc

†
1c
†
2c
†
3 |0〉. Las transformaciones U solo agregan

fases relativas. A continuación se hace una transformación partícula-hueco en
el segundo nivel: c′2 → a′†2, c′†2 → a′2 y luego |ψ〉 = (α′1c

′†
1a
′†
2 + β′c′†1c

′†
3) |0′〉 =

α′1 + β′ . Ahora resta diagonalizar los niveles 2 y 3: a†2 = (α′1a
′†
2 +

βc′†3). Se llega entonces al estado final |ψ〉 = c′†1a
†
2 |0′〉 que es un DS.
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Se tienen también 4 estados de paridad par

|ψ0〉 = |0〉 ,

|ψ1〉 = c†1c
†
2 |0〉 ,

|ψ2〉 = c†1c
†
3 |0〉 ,

|ψ3〉 = c†2c
†
3 |0〉 ,

El estado más general es una combinación lineal de estos: |ψ〉 = (α0 +α1c
†
1c
†
2 +

α2c
†
1c
†
3+α3c

†
2c
†
3) |0〉. Haciendo una transformación partícula hueco en cualquiera

de los modos, se recupera el sistema impar anterior. Luego se transforma hasta
llegar al DS.

Sistema de 4 Niveles

Para 4 niveles se tiene que no es siempre posible hacer transformaciones de
Bogoliubov para reescribir el estado como un DS. El caso más claro es el del estado
con cantidad par de partículas

|ψ〉 = (αc†1c
†
2 + βc†3c

†
4) |0〉 = α + β

No es posible escribir este estado como DS o vacío de Bogoliubov con αβ 6= 0.
Esto puede verse pensando en la matriz densidad de un cuerpo asociada, que tendrá
autovalores |α|2 y |β|2 doblemente degenerados, y por lo tanto ρ2 6= ρ. Luego el
sistema más básico donde aparece entrelazamiento fermiónico es el de 4 niveles, que
ya fue discutido en la Sec. 4.2.5.
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Sistema superconductor

Como primera aplicación de las medidas vistas en el capítulo anterior, se ana-
liza en este capitulo el entrelazamiento fermiónico en el estado fundamental exacto
de un sistema superconductor. Estudios previos del entrelazamiento en tales siste-
mas se han enfocan principalmente en las propiedades formales de las correlaciones
apareamiento (ó pairing) [27] o en el estado específico de Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS) [84-87]. Se muestra aquí que la entropía de entrelazamiento de un cuerpo es
un indicador directo de correlaciones de apareamiento, reflejando esencialmente el
comportamiento del gap de BCS y saturando en el régimen de acoplamiento fuerte.
La misma se correlaciona fuertemente con el entrelazamiento bipartito entre los Ω

estados k y sus pares invertidos temporalmente k̄, llegando a ser directamente pro-
porcional a nivel de BCS. Por otro lado, el entrelazamiento fermiónico asociado a
cuatro modos kk̄k′k̄′, exhibe un comportamiento distinto y llamativo. Esta cantidad
se estudia mediante la concurrencia del estado mixto reducido [31] sin número de
partículas fijo (pero paridad definida), presenta un pico en los acoplamientos cerca-
nos a la transición de fase superconductora para los niveles k, k′ cerca del nivel de
Fermi y se hace pequeña (pero no nula) en la región de acoplamiento fuerte. En esta
última zona, el estado reducido presenta correlaciones clásicas del tipo discord [72,
73, 88], con información mutua y discord cuántico finito. Se discuten también estas
cantidades en la aproximación de BCS, que provee una correcta estimación de las
primeras medidas en la fase superconductora, pero no logra capturar la correlación
fermiónica de cuatro modos (trivialmente cero). Para recuperar esto último, es ne-
cesario considerar al menos un tratamiento de BCS proyectado. Los resultados de
este capítulo dieron lugar al trabajo [1].

49



Capítulo 5. Sistema superconductor

Figura 5.1: Esquema del sistema superconductor estudiado en el presente capítulo.
Ω niveles de energía doblemente degenerados k y k̄ con energía εk. Se toma el caso
semilleno N = Ω.

5.1. Descripción del sistema

Se van a considerar sistemas fermiónicos en un espacio de un partícula de di-
mensión 2Ω, que comprenden Ω estados k y Ω estados k̄ (estados de momento con
inversión temporal). El Hamiltoniano de apareamiento es de la forma

H =
∑
k

εk(c
†
kck + c†

k̄
ck̄)−

∑
k,k′

Gkk′c
†
k′c
†
k̄′
ck̄ck (5.1)

donde εk son las energías de una partícula, y son las mismas para los estados k y
k̄. La interacción mueve pares de fermiones de k, k̄ a k′, k̄′. Se considerará por sim-
plicidad un espectro equiespaciado, es decir εk+1 − εk = ε ∀k, y un acoplamiento
constante Gkk′ = G ≥ 0 ∀k, k′. El número de fermiones va a ser N = Ω, con Ω par.
Un esquema puede verse en la Fig. 5.1. Modelos de este tipo han sido considerados,
por ejemplo, en la descripción de sistemas superconductores de escala nanométrica
[48-51].

Debido a la forma de este acoplamiento, el estado fundamental (GS: ground
state) exacto de (5.1) es una combinación lineal de DS con pares (k, k̄) totalmente
ocupados o totalmente vacíos, ya que tanto k como k̄ tienen la misma energía. Puede,
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Figura 5.2: Entropía de un cuerpo Ssp del GS exacto del Hamiltoniano (5.1) como
función de la constante de acoplamiento G/ε, para 2Ω = 32 niveles y N = Ω. Tiende
a 1 cuando G/ε→∞.

por tanto, escribirse en la forma

|ψ〉 =
∑
ν

αν [
∏
k

(c†kc
†
k̄
)n
ν
k ] |0〉 (5.2)

con
∑

ν |αν |2 = 1, nνk = 0, 1 y tal que
∑

k n
ν
k = N/2. La cantidad de términos es la

cantidad de formas de colocar los N/2 pares en Ω estados, es decir ν = 1, ...,
(

Ω
N/2

)
.

5.2. Resultados exactos

5.2.1. Entropía de un cuerpo

Se comienza evaluando la entropía de entrelazamiento de un cuerpo (4.4). To-
mando valores medios a partir del estado (5.2), es fácil mostrar que la matriz κ = 0

y la matriz densidad de un cuerpo es diagonal en la base no perturbada,

〈c†kck̄′〉 = 〈c†
k̄
ck′〉 = 0 ∀k, k′

〈c†kck′〉 = 〈c†
k̄
ck̄′〉 = δkk′fk

donde fk =
∑

ν |αν |2nνk y 2
∑

k fk = N . La entropía de un cuerpo (4.4) es entonces

Ssp = 2
∑
k

h(fk) (5.3)
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con h(fk) = −fk log2 fk − (1 − fk) log2(1 − fk) la entropía de la matriz de un nivel
ρk

ρk = ρk̄ =

[
fk 0

0 1− fk

]
(5.4)

Como el GS exacto |ψ〉 tiene N fijo, Ssp(|ψ〉) = Sqsp(|ψ〉). Se tiene también que h(fk)

es función creciente con la fluctuación de número de ocupación

〈n2
k〉 − 〈nk〉2 = fk(1− fk) =

1

4
S2(ρk) (5.5)

donde S2(ρ) = 2Tr[ρ(I − ρ)] es la entropía cuadrática (también llamada lineal). La
Ec. (5.5) es también una medida de entrelazamiento de un modo. Esta relación entre
entrelazamiento y fluctuaciones fue discutida en más detalle en [89] .

Puede graficarse la entropía (5.3) en función de la constante de acoplamiento.
En la Fig. 5.2 se grafica el resultado para 2Ω = 32 niveles, obtenido a partir del
estado GS exacto, derivado de la diagonalización exacta de H. Esta entropía, que
mide la desviación del GS exacto respecto de un DS, es en este caso un indicador de
las correlaciones de apareamiento, siendo no nula y monótonamente creciente para
todo G > 0. Se verá más adelante que su comportamiento es semejante al del gap
de BCS ∆/G. Vale remarcar que un estado correlacionado no exhibe necesariamente
apareamiento, pero un estado con apareamiento debe estar correlacionado. El apa-
reamiento es entonces un tipo particular de correlación que se detecta solamente
con propiedades de una y dos partículas, y que es independiente de la base [27]. Los
sistemas superconductores tienen efectivamente correlaciones de este tipo.

Resulta interesante graficar el comportamiento de la entropía h(fk) de cada mo-
do individualmente. Esta cantidad aumenta más (menos) rápidamente para niveles
cerca (lejos) del nivel de Fermi. Esto puede verse en la Fig. 5.3. Las correlaciones
de apareamiento suavizan la superficie de Fermi, llevando las ocupaciones promedio
finitas a 0 < fk < 1/2 para niveles de SP sobre el nivel de Fermi (que aumentan
con G), y a 1/2 < fk < 1 para niveles por debajo del nivel de Fermi (que decrecen
con G). Cada término h(fk) de la suma (5.3) aumenta junto con G. En un sistema
finito los efectos de apareamiento en el GS exacto se hacen visibles también en la
región de bajo acoplamiento 0 < G < Gc, donde los resultados de BCS se desvanecen.

Como se ve en la Fig. 5.3, el aumento de las entropías de un modo h(fk) con
G será inicialmente más rápido para niveles cercanos al nivel de Fermi, ya que sus
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Figura 5.3: La entropía de entrelazamiento Sk = S(ρk) = h(fk) para niveles más
cercanos al nivel de Fermi (k = Ω/2)(a) y más distantes al nivel de Fermi (k = 1)(b).

ocupaciones se verán más fuertemente afectadas por el acoplamiento. La fluctuación
del número de ocupación fk(1−fk) aumenta también rápidamente para estos niveles,
llevando a valores más grandes de h(fk). El valor no nulo de Ssp(|ψ〉) para 0 <

G < Gc se debe precisamente a estas contribuciones no despreciables de h(fk) de los
niveles cercanos a la superficie de Fermi. Sin embargo, paraG suficientemente grande,
todos los niveles alcanzados por el acoplamiento son afectados significativamente y
contribuyen a Ssp(|ψ〉).

Se pueden obtener algunos resultados analíticos en el límite de apareamiento
fuerte, es decir en el límite de G/Ωε→∞. En este régimen todos los niveles pasan
a tener la misma probabilidad de poblarse. Para N = Ω se obtiene entonces

αν −−−−−→
G/E→∞

1√(
Ω

Ω/2

) (5.6)

lo que conduce a fk → 1
2
y h(fk) → 1 ∀k. Luego se tiene que Ssp → 2Ω, que es el

valor máximo posible.

5.2.2. Entropía de entrelazamiento k − k̄

Se considera a continuación el entrelazamiento bipartito al dividir el espacio de
Hilbert entre los Ω estados con momento k y los Ω con momento k̄. Se tiene entonces
H = HΩ

⊕
HΩ̄. Para esta partición, resulta que (5.2) ya es la descomposición de

53



Capítulo 5. Sistema superconductor

E�2W

E �Em-
W-W

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

G�Ε

E
�E

m

Figura 5.4: La entropía de entrelazamiento de un cuerpo (linea sólida) junto a la
entropía bipartita del entrelazamiento entre todos los modos k y k̄ de (5.7) escaleada
por su máximo valor Em. En BCS estas cantidades van a coincidir.

Schmidt de |ψ〉. El entrelazamiento asociado es

EΩ,Ω̄(|ψ〉) = −
∑
ν

|αν |2 log2 |αν |2 (5.7)

Este entrelazamiento resulta ser una función creciente de G/ε, que satura en su
valor máximo en el límite de G/ε→∞, y que exhibe un comportamiento muy simi-
lar al de Ssp, tal como se observa en la Fig. 5.4. Se obtiene Em ≡ Emax

Ω,Ω̄
= log2

(
Ω

Ω/2

)
para N = Ω, con Em ' Ω para Ω grande. Esta relación se hará exacta para el caso
de la aproximación de BCS, como se verá en la Sec. 5.3.1.

5.2.3. Entrelazamiento de estados reducidos

Se considerarán ahora estados reducidos de un conjunto de niveles, los cuales
serán en general estados mixtos debido al entrelazamiento de |ψ〉.

En primer lugar se estudiará el estado reducido que emerge de considerar un par
de modos (k, k̄). De la matriz (4.28), se anulan los términos del bloque del medio, ya
que en el GS no hay pares rotos: 〈c†kckck̄c

†
k̄
〉 = 0 = 〈c†

k̄
ck〉 = 〈ckck̄〉. Sobreviven, por

tanto, solo los términos que involucran a los estados |0〉 y c†kc
†
k̄
|0〉, es decir el bloque
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exterior de (4.28). Como 〈c†kc
†
k̄
ck̄ck〉 = fk, el bloque que sobrevive va a ser idéntico a

(5.4). Entonces ∀k se tiene

S(ρkk̄) = S(ρk) = S(ρk̄) = h(fk) (5.8)

Esta entropía representa la del entrelazamiento de los dos modos con el resto de los
modos.

Por otro lado, no hay entrelazamiento entre estos dos modos, Esp(ρkk̄) = 0, ya
que la matriz ρkk̄ es diagonal en la base {c†kc

†
k̄
|0〉 , |0〉}, es decir se trata de una

combinación convexa de determinantes de Slater, en concordancia con lo discutido
anteriormente para dimensión 2. Por esta misma razón, se tiene Eqsp(ρkk̄) = 0.

Puede calcularse también la información mutua

Ikk̄ = S(ρk) + S(ρk̄)− S(ρkk̄) = h(fk) (5.9)

Esta cantidad es no nula, lo que indica que si bien no existe entrelazamiento, sí se
tiene una correlación clásica entre los modos k y k̄.

El caso de cuatro niveles, como ya se ha demostrado, es el de más baja dimensio-
nalidad en el cual aparecen correlaciones cuánticas no triviales. La matriz densidad
reducida de 4 niveles (k, k̄, k′, k̄′), k 6= k′ es de 16 × 16, pero se anulan todos los
estados con pares rotos. Se reduce entonces a una matriz efectiva de 4 × 4 ρr

kk̄k′k̄′
,

que escrita en la base {c†kc
†
k̄
c†k′c

†
k̄′
|0〉 , c†kc

†
k̄
|0〉 , c†k′c

†
k̄′
|0〉 , |0〉} es

ρrkk̄k′k̄′ =


〈nkk̄nk′k̄′〉 0 0 0

0 〈nkk̄ñk′,k̄′〉 〈c
†
kc
†
k̄
ck̄′ck′〉 0

0 〈c†k′c
†
k̄′
ck̄ck〉 〈ñkk̄nk′,k̄′〉 0

0 0 0 〈ñkk̄ñk′k̄′〉

 (5.10)

con nkk̄ = c†kckc
†
k̄
ck̄, ñkk̄ = ckc

†
kck̄c

†
k̄
, que son no nulos sii el par (k, k̄) está totalmen-

te ocupado o totalmente vacío respectivamente. Al haber términos no diagonales,
aparecen en principio correlaciones cuánticas. Se puede calcular entonces la concu-
rrencia fermiónica definida por (4.24), que cuantifica la desviación del estado (5.10)
respecto de una combinación convexa de DSs. y que permite obtener el correspon-
diente entrelazamiento de formación E(ρkk̄k′k̄′) = Eqsp(ρkk̄k′k̄′) por medio de (4.23).
Para esta matriz densidad se tiene

Ckk′ = 2 máx[| 〈c†kc
†
k̄
ck̄′ck′〉 | −

√
〈nkk̄nk′k̄′〉 〈ñkk̄ñk′k̄′〉, 0] (5.11)
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Figura 5.5: Entrelazamiento de formación Ekk′ determinada por la concurrencia fer-
miónica entre los modos kk̄ y k′k̄′ para pares más cercanos (k = Ω/2, k′ = k+ 1) (a)
y más distantes (k = 1, k′ = Ω) (b) al nivel de Fermi, y para pares vecinos al más
cercano (k = Ω/2− 1, k′ = Ω/2 + 2) (c). Esta cantidad se anula en la aproximación
BCS. El pico en (a) está centrado en la transición superconductora de BCS

Esta es también la concurrencia bipartita entre los modos kk̄ y k′k̄′. Puede pen-
sarse cada par k, k̄ de forma análoga a un qubit (totalmente ocupado o vacío en el
GS), formando ambos pares un sistema de dos qubits. El entrelazamiento de forma-
ción asociado es Ekk′ = Eqsp(ρkk̄k′k̄′)/4, (ya que para un estado puro en un espacio de
cuatro niveles, Eqsp(ρ) = 4h(f)). Además, usando el teorema de Wick (ver Apéndice
A.4), se verá que Ckk′ se anula idénticamente en la aproximación BCS, con lo cual
estas correlaciones resultan ser demasiado sutiles para este tipo de aproximaciones.
En la Fig. 5.5 puede verse el comportamiento de Ekk′ en función del acoplamiento.

Esta cantidad presenta un pico muy marcado en la transición de fase supercon-
ductora de BCS (G ' Gc) para los niveles más cercanos al nivel de Fermi. El pico
aparece también en la concurrencia, ya que Ekk′ es función creciente de Ckk′ .

Este pico surge porque el término de apareamiento 〈c†kc
†
k̄
ck′ck̄′〉 se incrementa más

rápido en esa zona que el producto de las probabilidades de encontrar ambos niveles
llenos o vacíos. En el régimen superconductor fuerte este último producto también
aumenta y ambos términos en la diferencia (5.11) son comparables, disminuyendo
entonces el valor de Ckk′ . En la zona crítica existe pues un entrelazamiento local más
significativo que en el régimen G � Gc, lo que refleja un GS exacto más complejo
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Figura 5.6: Valor del pico de entrelazamiento para los niveles más cercanos a la
energía de Fermi en función de la cantidad de niveles considerados. Se tiene en el
ajuste a = 0,26, b = 1,61 y c = 1,67 con r2 = 0,999973. En el límite tiende a un
valor finito distinto de cero.

que en la zona superconductora. Esta concurrencia representa así un indicador de
complejidad de este estado (ver sección siguiente). A medida que se toman niveles
más lejanos, la concurrencia del pico decae de forma simétrica.

Puede también analizarse la dependencia del pico más alto (correspondiente a
los pares más cercanos al nivel de Fermi) con la cantidad de niveles disponibles. Es-
ta dependencia resulta ser de la forma a+ b

Ωc
, con c ' 5

3
. El ajuste se ve en la Fig. 5.6.

De igual manera que en (5.6), en el límite G/(Ωε) → ∞, la matriz ρkk̄k′k̄′ va
a ser independiente de k, k′. En este límite puede despreciarse la energía de cada
nivel, con lo cual todos los estados se pueblan con igual probabilidad. Esto reduce el
problema de determinar sus elementos a un ejercicio de combinatorias. Esta matriz
toma entonces la forma

ρrkk̄k′k̄′ =


q 0 0 0

0 α α 0

0 α α 0

0 0 0 q

 (5.12)

Para N = Ω/2 se tiene que la probabilidad q de tener los dos pares llenos o vacíos
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va a ser

q = 〈nkk̄nk′k̄′〉 = 〈ñkk̄ñk′k̄′〉 =

(
Ω−2
Ω/2

)(
Ω

Ω/2

) =
Ω− 2

4(Ω− 1)
(5.13)

Por otro lado, los elementos del bloque interno son también iguales entre sí.

α = 〈nkk̄ñk′,k̄′〉 = 〈ñkk̄nk′,k̄′〉 = 〈c†kc
†
k̄
ck̄′ck′〉 =

(
Ω−2

Ω/2−1

)(
Ω

Ω/2

) =
Ω

4(Ω− 1)
(5.14)

Los autovalores en este límite son {2α, q, q, 0}, cumpliéndose que la traza es igual
a 1. Reemplazando en (5.11) se llega a

Ckk′ =
1

Ω− 1
(5.15)

Este valor coincide con el límite obtenido de forma numérica. El consiguiente entre-
lazamiento de formación tiende, para G/ε→∞, a Ekk′ ' 1

2
Ω−2 log2(2Ω

√
e). Vale la

pena notar que en el límite de Ω tendiendo a infinito, la matriz anterior se reduce a

ρrhk̄k′k̄′ =


1
4

0 0 0

0 1
4

1
4

0

0 1
4

1
4

0

0 0 0 1
4

 (5.16)

con autovalores {1
2
, 1

4
, 1

4
, 0} y concurrencia cero.

Entonces, se concluye que el entrelazamiento entre pares kk̄ y k′k̄′ es apreciable
solo para k, k′ cercanos al nivel de Fermi y en la región de transición, pero no en
el régimen de superconductividad fuerte. En esta última región, las correlaciones
pueden medirse con la información mutua

Ikk′ ≡ S(ρkk̄) + S(ρk′k̄′)− S(ρkk̄k′k̄′) = h(fk) + h(fk′)− S(ρrkk̄k′k̄′) (5.17)

y la discordia cuántica Dkk′ . Para calcular esta última se utiliza un paralelismo entre
este problema y el sistema de dos qubits. Esto se detalla en el Apéndice B.1. Estas
cantidades se ven graficadas en la Fig. 5.7.
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Figura 5.7: La información mutua y la discordia entre modos kk̄ y k′k̄′ para pares
más cercanos (a) y más lejanos (b) al nivel de Fermi en el sistema superconductor.
Ambas cantidades son apreciables en la fase superconductora. La aproximación BCS
da resultados no nulos para G > Gc.

En el límite G/ε → ∞ se tiene S(ρr
kk̄k′k̄′

) ' 1
2
(3 − Ω−1) para Ω grande. Esto

implica Ikk′ ' 1
2
(1 + Ω−1).

Tanto Ikk′ como Dkk′ presentan un pico moderado en la región de transición para
pares cercanos al nivel de Fermi, pero a diferencia de las otras cantidades continúan
siendo apreciables para valores G > Gc. El hecho de que la discordia no se anule
indica que si bien no hay concurrencia, las correlaciones en este régimen no son
puramente clásicas. En el caso de Ω = 2, se tiene que Ekk′ = Dkk′ = Skk̄ =

Ikk′
2

=
Ssp

2
= Eqsp

4
.

59



Capítulo 5. Sistema superconductor

5.3. Descripción aproximada

5.3.1. Aproximación de BCS

Como se ha discutido en 3.7, la aproximación de BCS se basa en un estado de la
forma

|BCS〉 =
∏
k>0

(uk + vkc
†
kc
†
k̄
) |0〉

que es un vacío de cuasipartículas. La minimización de 〈BCS|H|BCS〉 conduce a que
|BCS〉 deba ser el GS del Hamiltoniano autoconsistente efectivo

hBCS =
∑
k>0

hk

donde, definiendo H ′ = H − µN , con µ el potencial químico,

hk =
∂ 〈H ′〉
∂ 〈c†kck〉︸ ︷︷ ︸

ek

c†kck +
∂ 〈H ′〉
∂ 〈c†

k̄
ck̄〉︸ ︷︷ ︸

ek

c†
k̄
ck̄ + (

∂ 〈H ′〉
∂ 〈ck̄ck〉︸ ︷︷ ︸
−∆

ck̄ck + h.c.)

= ek(c
†
kck + c†

k̄
ck̄)−∆(c†kc

†
k̄

+ ck̄ck)

=
1

2

[
(c†k, ck̄)

(
ek −∆

−∆ −ek

)(
ck
c†
k̄

)
+ (c†

k̄
, ck)

(
ek ∆

∆ −ek

)(
ck̄
c†k

)]
+ ek (5.18)

con los valores medios tomados respecto del estado |BCS〉. Aquí ∆ es el gap de BCS,

∆ = G
∑
k

〈c†kc
†
k̄
〉 (5.19)

Se despreciarán efectos menores en ek derivados de los términos con k = k′ en
la interacción, tal que en lo sucesivo ek = εk − µ (en el GS exacto, los términos con
k = k′ en la interacción solo añaden una constante −ΩG en la energía).

El Hamiltoniano efectivo (5.18) puede diagonalizarse mediante la transformación
de Bogoliubov

ak = ukck − vkc†k̄ , ak̄ = vkc
†
k + ukck̄ (5.20)

obteniéndose
hk = λk(a

†
kak + a†

k̄
ak̄) + (ek − λk)

con
λk =

√
e2
k + ∆2 (5.21)

las energías de cuasipartícula.

60



Capítulo 5. Sistema superconductor

Los nuevos operadores ak, a†k, ak̄, a
†
k̄
conservan las reglas de anticonmutación

fermiónicas sii |u2
k|+ |v2

k| = 1. Estos coeficientes están dados por

uk =

√
λk + ek

2λk
, vk =

√
λk − ek

2λk
(5.22)

Mediante BCS, es posible entonces aproximar el presente sistema por cuasipar-
tículas no interactuantes. Como λk > 0, el GS de h, es decir, el estado de BCS, es
el vacío de estos nuevos operadores ak: se tiene ak |BCS〉 = ak̄ |BCS〉 = 0. El precio
a pagar por esta aproximación es que se pierde la conservación del número de par-
tículas.

De (5.22) se obtiene 〈c†kc
†
k̄
〉 = ukvk = ∆/(2λk), con lo cual es posible deducir la

siguiente relación
∆ = G

∑
k

ukvk = G
∑
k

∆

2λk
(5.23)

Esta es una fórmula de autorecurrencia con dos soluciones. Una es ∆ = 0, que es la
trivial, y la otra corresponde a ∆ 6= 0. En el segundo caso se tiene

1 = G
∑
k

1

2λk
= G

∑
k

1

2
√
e2
k + ∆2

(5.24)

Puede calcularse el valor de G crítico, para el cual se anula ∆. Ese valor es

Gc =
1∑
k

1
2|ek|
' ε

ln(Ω/2) + γ
(5.25)

donde la última expresión vale para el caso de niveles equiespaciados con ε =

ek+1 − ek, y N = Ω, donde µ =
∑

k ek/2 y γ = −Γ′(1/2)/Γ(1/2) ≈ 1,96.

El apareamiento se vincula con la siguiente cantidad que se hace grande en
sistemas superconductores: 〈V 〉 = G

∑
k,k′ 〈c

†
kc
†
k̄
ck̄′ck′〉. Usando el teorema de Wick,

se tiene respecto del estado de BCS, que

〈V 〉 = G
∑
k,k′

〈c†kc
†
k̄
〉 〈ck̄′ck′〉+ 〈c†kck′〉 〈c

†
k̄
ck̄′〉 ' G

∑
k,k′

〈c†kc
†
k̄
〉 〈ck̄′ck′〉 =

∆2

G

Entonces ∆ es justamente un indicador de correlaciones de apareamiento entre los
fermiones del sistema. Puede verse en la Fig. 5.8 que el entrelazamiento de un cuer-
po (5.3) se comporta de forma análoga al gap escaleado de BCS ∆/g. Esto implica
que las correlaciones detectadas son efectivamente del tipo esperado.
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Figura 5.8: Entropía de un cuerpo Ssp del GS del Hamiltoniano (5.1) como función
de la constante de acoplamiento G/ε, para 2Ω = 32 niveles y N = Ω. Se muestran el
resultado exacto, el de BCS y el gap escaleado de BCS: ∆/g, con g = GΩ/2. Todas
las cantidades tienden a 1 cuando G/ε→∞.

Se tiene aquí que la matriz ρspBCS = 〈BCS|1− cc†|BCS〉 es diagonal en la base sin
perturbar:

〈c†kck′〉 = δkk′fk (5.26)

con

fk = 〈c†kck〉 = 〈c†
k̄
ck̄〉 = v2

k =
1

2
(1− ek

λk
) (5.27)

La interpretación física de ∆ en el GS puede entonces verse mediante la ocupación
promedio de cada nivel fk, que para G < Gc (∆ = 0) es una función escalón con el
valor crítico en el nivel de Fermi, deformándose suavemente a medida que aumenta
∆ para G > Gc.

Como el estado de BCS es un vacío de cuasipartículas, Eqsp(|BCS〉) = 0 ∀ G. Sin
embargo puede calcularse el entrelazamiento de un cuerpo1

E(|BCS〉) ≡ Ssp(|BCS〉) = Trh(ρsp
BCS) = 2

∑
k

h(fk) (5.28)

1Formalmente está definida para sistemas con número de partículas fijo, sin embargo es posible
calcularla incluso en este caso.
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Figura 5.9: La entropía de entrelazamiento Sk = S(ρk) = h(fk) del modo k de SP
con el resto del sistema, para el nivel de Fermi (k = Ω/2) (a) y el más distante al
nivel de Fermi (k = 1) (b), tanto en la solución exacta como en la aproximación
BCS.

Esta cantidad se anula para G < Gc, pero es finita en la fase superconductora
G > Gc, donde brinda una muy buena aproximación al valor exacto de Ssp (que en
el caso exacto coincide con Eqsp). Esto puede verse en la Fig. 5.8.

En el límite de interacciones fuertes, se tiene

1 =
ΩG

2∆
,→ ∆ =

ΩG

2

De aquí se obtiene
v2
k '

1

2
(1− ek/∆) (5.29)

y consecuentemente

E(|BCS〉) ' 2Ω(1−
∑

k e
2
k

2Ω∆2 ln 2
) (5.30)

que satura en el límite.
El estado (5.27) resulta ser también una buena aproximación para la entropía de

cada modo con el resto. Esto puede verse en la Fig. 5.9.

Al estudiar la entropía (5.7) de la bipartición entre los Ω modos k y los Ω modos
k̄, se tiene en la aproximación BCS el resultado destacable que esta cantidad resulta
ser la mitad de la entropía de un cuerpo (5.28). Esto se debe a que el estado de BCS
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es de la misma forma que (5.2) con αν =
∏

k v
nνk
k u

1−nνk
k , con los nνk independientes

(a diferencia del estado exacto). Luego el entrelazamiento entre modos con k y k̄ se
reduce a la entropía de un producto de Ω operadores densidad independientes con
autovalores v2

k = fk y u2
k = 1− fk. Entonces

EΩ−Ω̄(|BCS〉) =
∑
k

h(fk) =
1

2
E(|BCS〉) (5.31)

Este resultado es muy notable, ya que conecta de forma exacta una cantidad como
la entropía de un cuerpo, que resulta de considerar observables de un cuerpo, con la
entropía distinguible de la bipartición, que es difícil de obtener pero sumamente útil
en protocolos de información cuántica.

Para calcular el entrelazamiento entre los modos kk′, se puede usar el teorema
de Wick para calcular valores medios generales, como por ejemplo

〈c†kckc
†
k′ck′〉 = 〈c†kck〉 〈c

†
k′ck′〉+ 〈c†kck′〉 〈ckc

†
k′〉 − 〈c

†
kc
†
k′〉 〈ckck′〉

con 〈c†kc
†
k′〉 = 〈ckck′〉 = δk′k̄ukvk y 〈c†kck′〉 = δkk′fk. Pueden encontrarse así

los términos de la matriz densidad reducida (5.10) en la aproximación BCS,como
〈nkk̄nk′k̄′〉 = 〈nkk̄〉〈nk′k̄′〉, 〈nkk̄ñk′k̄′〉 = 〈nkk̄〉〈ñk′k̄′〉 y 〈ñkk̄ñk′k̄′〉 = 〈nkk̄〉〈nk′k̄′〉, con
〈nkk̄〉 = v2

k = fk, 〈ñkk̄〉 = u2
k = 1− fk ≡ f̃k y 〈c†kc

†
k̄
ck̄′ck′〉 = ukvkuk′vk′ :

ρBCSkk′ =


v2
kv

2
k′ 0 0 0

0 v2
ku

2
k′ vkukvk′uk′ 0

0 vkukvk′uk′ u2
kv

2
k′ 0

0 0 0 u2
ku

2
k′

 =


fkfk′ 0 0 0

0 fkf̃k′
√
fkf̃kfk′ f̃k′ 0

0

√
fkf̃kfk′ f̃k′ f̃kfk′ 0

0 0 0 f̃kf̃k′


(5.32)

Esta matriz tiene solo 3 autovalores no nulos: v2
kv

2
k′(f̂kf̂k′), u

2
ku

2
k′(fkfk′) y v2

kv
2
k′ +

u2
ku

2
k′(fkf̂k′+ f̂fk′). Con esto se tiene que Ckk′ = 0 ∀ ∆ y k 6= k′ y por ende también

se anula Ekk′ . Es decir, el entrelazamiento de estos 4 modos no puede describirse en
la aproximación BCS. Esto se debe a que el estado reducido puede escribirse como
un estado fermiónico Gaussiano.

Sin embargo, BCS brinda buenos resultados en la fase superconductora G > Gc

para la información mutua y la discordia, como puede verse en la Fig. 5.10. Mas
aun, para G/(Ωε) → ∞, u2

k = v2
k → 1

2
∀ k, con lo cual se recupera el límite (5.16).

Por lo tanto, BCS predice los límites exactos para Ω grande de estas cantidades:
Ikk′ = 1

2
, S(ρkk′) = 3

2
y Dkk′ = 3

2
− 3 log2 3

4
.
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Figura 5.10: La información mutua (5.17) (arriba) y la discordia cuántica (abajo)
entre los modos kk̄ y k′k̄′ para pares más cercanos (a) y más lejanos (b) al nivel de
Fermi, calculado de manera exacta y con BCS. Se tiene una contribución significativa
de estas cantidades para G > Gc.

5.3.2. BCS Proyectado

Puede usarse el estado de BCS proyectado a un número fijo (par) de partículas:

PN |BCS〉 ∝
∑
ν

(
∏
k

v
nνk
k u

1−nνk
k (c†kc

†
k̄
)n
ν
k) |0〉

donde PN = 1
2π

∫ 2π

0
e−iφ(N̂−N)dφ es el proyector a un número de partículas fijo N

(en el presente caso N = Ω). Es un estado de la misma forma que el estado exacto
(5.2) pero con coeficientes αν determinados por ∆.

Si se proyecta de forma previa a realizar las variación, se puede describir también
el sector G < Gc, donde las estimaciones de BCS estándar se anulaban para todas
las medidas de correlación. Una forma de estudiar esto es tomando los coeficientes
uk y vk de BCS estándar, y dejar a ∆ como parámetro variacional, a determinar por
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la minimización del valor medio de la energía proyectada 〈H〉N = 〈BCS|PNH|BCS〉
〈BCS|PN |BCS〉 . El

∆ efectivo es positivo ∀ G > 0 y aumenta con G.

Con este método se predice de forma bastante adecuada la concurrencia Ckk′ y la
entropía de entrelazamiento Ekk′ del estado reducido ρkk̄k′k̄′ , incluyendo el pico para
pares kk̄, k′k̄′ cercanos al nivel de Fermi. Esto puede verse en el panel superior de
la Fig. 5.11. Se reproducen además de forma muy precisa todas las otras cantidades
mostradas en las Figs. 5.8, 5.9, 5.10, incluyendo el intervalo 0 < G < Gc, donde los
resultados de BCS estándar son nulos. Si se calcula la diferencia entre la entropía
de un cuerpo exacta y de BCS proyectado, se tiene que esta es máxima también en
la zona de transición, como se ve en el panel inferior de la Fig. 5.11, corroborando
que esta es la zona de mayor complejidad del estado exacto.
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Figura 5.11: Panel superior: Entrelazamiento de formación Ekk′ entre modos kk̄ y
k′k̄′ para pares más cercanos al nivel de Fermi de acuerdo los resultados exactos y
los proyectados de BCS a N fijo. Panel inferior: La entropía de entrelazamiento de
un cuerpo correspondiente. El resultado de BCS proyectado es muy similar al exacto
para todos los valores de G, aunque la diferencia ∆E

2Ω
= (EBCSP−Eexacta)

2Ω
ilustrada en

el inset es máxima en la región de transición.
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Modelo de Lipkin

Análogamente a lo realizado en el capítulo anterior, se examina aquí en detalle el
entrelazamiento fermiónico en el estado fundamental del modelo de Lipkin fermióni-
co y su relación con el entrelazamiento bipartito. Se muestra primero que la entropía
de entrelazamiento fermiónica de un cuerpo, que cuantifica la mínima distancia a
un estado fermiónico Gaussiano, se comporta de forma similar al parámetro de or-
den de campo medio y es esencialmente proporcional al entrelazamiento bipartito
total entre los modos superiores e inferiores, cantidad que tiene sentido solo en la
realización fermiónica del modelo. En segundo lugar, se analiza el entrelazamien-
to del estado reducido de cuatro modos (2 pares arriba-abajo), mostrando que su
concurrencia fermiónica tiene un pico claro en la transición de fase y se comporta
de forma diferente al entrelazamiento arriba-abajo correspondiente. Finalmente se
muestra que las primeras medidas y el entrelazamiento reducido arriba-abajo pue-
den ser correctamente descriptas mediante una formulación de campo medio con
simetrías restauradas, mientras que la concurrencia requiere al menos considerar co-
rrelaciones del tipo RPA para poder predecirse correctamente. Se discute también
la separabilidad fermiónica. Los resultados de este capítulo dieron lugar al trabajo
[2].

6.1. Descripción del sistema

El modelo original de Lipkin [52-54] describe un sistema de fermiones en 2Ω es-
tados de una partícula |p±〉, p = 1, . . . ,Ω, con energías εp± = ±ε/2, completamente
conectados mediante acoplamientos uniformes de dos cuerpos. El Hamiltoniano es

H = 1
2
ε
∑
p

(c†p+cp+ − c
†
p−cp−)−W

∑
p,q

c†p+c
†
q−cq+cp−

−1
2
V
∑
p,q

(c†p+c
†
q+cq−cp− + c†p−c

†
q−cq+cp+) , (6.1)
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Figura 6.1: Esquema del sistema de Lipkin fermiónico estudiado en el presente capí-
tulo. Se 2Ω estados de una partícula |p±〉, p = 1, . . . ,Ω, con energías εp± = ±ε/2. Se
toma nuevamente el caso semilleno N = Ω. Este sistema tiene simetría de traslación
en p.

donde los acoplamientos V crean (y destruyen) pares partícula-hueco sobre el GS
sin perturbar,

|Ψ0〉 = (
∏
p

c†p−)|0〉 , (6.2)

mientras que los acoplamientos W representan términos de “hopping” entre pares.
Un esquema del presente modelo puede apreciarse en la Fig. 6.1.

Como es bien sabido [52-54, 90], este Hamiltoniano, que representa un mode-
lo esquemático simplificado de un sistema con una excitación colectiva, puede ser
mapeado a un sistema de espines definiendo los siguientes operadores

S± = Sx±iSy =
∑
p

c†p±cp∓ ,

Sz =
1

2

∑
p

(
c†p+cp+ − c

†
p−cp−

)
,

(6.3)

que satisfacen de forma exacta las relaciones de conmutación de SU(2):

[S+, S−] = 2Sz, [Sz, S±] = ±S± . (6.4)

El Hamiltoniano (6.1) puede entonces ser reescrito como

H = εSz − W
2

(S+S− + S−S+ −N)− V
2

(S2
+ + S2

−) (6.5)

= εSz − Vx
(
S2
x + χS2

y

)
+ Vx

1+χ
4
N , (6.6)

donde Vx = W + V , χ = W−V
W+V

y N =
∑

p,µ=± c
†
pµcpµ es el operador número. Se va a

considerar el caso semi-lleno de N = Ω fermiones, donde el spin total S puede tomar
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valores de 0 a Ω/2. Se fija, sin pérdida de generalidad, |χ| ≤ 1 (es decir |Vy| ≤ |Vx|),
y se considera el caso atractivo Vx ≥ 0. Estas dos condiciones implican W ≥ 0,
V ≥ 0. Es conveniente escalear el acoplamiento como

Vx = vx/(Ω− 1) , (6.7)

de forma tal que 〈H〉/Ω se mantenga finito e independiente de Ω para vx, χ fijos y
Ω grande. En la aproximación de campo medio (ver Sec. 6.3) la transición del GS a
la fase con ruptura de simetría tiene lugar exactamente en vx = ε ∀ Ω.

El Hamiltoniano H conmuta obviamente con el spin total S2 = S2
x +S2

y +S2
z . En

el caso atractivo, la energía mínima se alcanza para spin total máximo S = Ω/2, es
decir, para el multiplete completamente simétrico. El GS exacto |Ψ〉 puede obtenerse
diagonalizando el Hamiltoniano de spin equivalente (6.6) dentro del subespacio S =

Ω/2, de dimensión Ω+1, que contiene al GS sin perturbar (6.2) y donde hay siempre
un solo fermión por sitio p (notar que [H,np] = 0, con np =

∑
µ=± c

†
pµcpµ el número

de fermiones en el sitio p). El GS va a tener entonces la forma

|Ψ〉 =
Ω∑

K=0

CK |K〉 , (6.8)

donde K denota el número de fermiones en el nivel superior y |K〉 ≡ |S = Ω/2, Sz =

K − Ω/2〉 ∝ SK+ |Ψ0〉 son los autoestados de Sz para spin total máximo S = Ω/2.
Todos los coeficientes CK serán reales y del mismo signo si V > 0.

Además, H conmuta también con la paridad de Sz:

[H,Pz] = 0 , Pz = exp[iπ(Sz + Ω/2)] . (6.9)

Para N = Ω, Pz es equivalente a la paridad del número de fermiones en el nivel
superior: Pz = exp

[
iπ
∑

p c
†
p+cp+

]
. Esto implica que para cualquier GS no degenera-

do, la suma (6.8) será sobre valores pares o impares de K, de acuerdo a la paridad
del GS Pz = ±1. Esta simetría tendrá una influencia profunda en las medidas de
entrelazamiento fermiónico.

En el caso isotrópico χ = 1 (V = 0), el Hamiltoniano (6.6) conmuta también
con Sz, con lo cual la suma en (6.8) se reduce a un solo término. En este caso las
autoenergías exactas para N = Ω y χ = 1 se convierten, usando la Ec. (6.6), en

ESK = ε(K − Ω
2
)− Vx[S(S + 1)− (K − Ω

2
)2 − Ω

2
] , (6.10)

con S ≤ Ω/2 y Ω
2
− S ≤ K ≤ Ω

2
+ S. Se verifica entonces que para Vx > 0, el GS se

obtiene del máximo spin S, con K comenzando de 0 para Vx = 0 y llegando a [Ω/2]
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para Vx grande. Luego, el GS para χ = 1 atraviesa [Ω/2] transiciones K → K + 1 a
medida que Vx aumenta desde 0, en los acoplamientos

V K
x =

ε

Ω− 1− 2K
, K = 0, . . . , [Ω

2
]− 1 , (6.11)

con v0
x = V 0

x /(Ω − 1) = ε coincidente con el valor crítico de campo medio. Para
χ ∈ (0, 1) (0 < V < W ) y Ω finito, estas transiciones se convertirán en [Ω/2]

transiciones de paridad Pz. Por otro lado, si χ ∈ [−1, 0] (V ≥ W ), el GS exacto
tendrá paridad Pz = +1 ∀Vx > 0, a causa del rol predominante del acoplamiento V .

6.2. Resultados exactos

6.2.1. Entropía de un cuerpo

Se comienza evaluando la entropía de entrelazamiento de un cuerpo (4.4). Debido
a la conservación de número fermiónico en cada sitio np, los elementos de la matriz
densidad de un cuerpo ρsp en un estado de la forma (6.8) satisfacen 〈c†pµcqν〉 =

δpq〈c†pµcpν〉. Debido a la invarianza traslacional sobre los estados p, forman Ω bloques
idénticos

ρsp
p =

(
〈c†p+cp+〉 〈c

†
p−cp+〉

〈c†p+cp−〉 〈c
†
p−cp−〉

)
=

(
f+ 0

0 f−

)
, (6.12)

donde 〈c†p±cp∓〉 = 〈S±〉/Ω = 0 debido a la conservación de Pz y f± =
(

1
2
± 〈Sz〉/Ω

)
,

es decir f+ = 〈K〉/Ω = 1 − f− con 〈K〉 =
∑

K C
2
KK. La entropía de un cuerpo

Ssp(|Ψ〉) se convierte entonces en

Ssp(|Ψ〉) = Ω[h(f+) + h(f−)] = −2Ω(f+ log2 f+ + f− log2 f−) . (6.13)

Queda pues determinada solo por 〈Sz〉, anulándose solo si |〈Sz〉| = Ω/2. Esto muestra
que cualquier estado (6.8) con paridad definida Pz no es un DS a menos que CK = δK0

o δKΩ. Esto incluye en particular estados |K〉 (GS para χ = 1), donde f+ = K/Ω ≡ k

y

SspK ≡ Ssp(|K〉) = −2Ω[k log2 k + (1− k) log2(1− k)] , (6.14)

es positiva para 1 ≤ K ≤ Ω−1, reflejando el hecho de que son excitaciones colectivas
generadas por S+ y por tanto no son DSs. La Ec. (6.13) es simplemente 2Ω veces
la entropía de entrelazamiento del spin individual (es decir el entrelazamiento del
spin i con el resto del sistema) en la representación de spin, donde el bloque (6.12)
representa la matriz densidad reducida de cada spin.
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Figura 6.2: La entropía intensiva de un cuerpo Ssp/(2Ω), con E ≡ Ssp en el gráfico,
obtenida de la Ec. (6.13), junto con la entropía de entrelazamiento arriba-abajo
E+−/Ω y la concurrencia fermiónica escaleada ΩC/2, en el GS del Hamiltoniano
(6.1)–(6.6) como función de los acoplamientos relativos vx/ε, para tres anisotropías
χ diferentes y Ω = 50 fermiones.
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El comportamiento de la entropía de un cuerpo (6.13) como función de vx/ε se
muestra en la Fig. 6.2 para Ω = 50 y diferentes anisotropías χ, junto con otras
medidas de entrelazamiento discutidas debajo. Se hace significativa para vx > ε,
es decir en el régimen de acoplamiento fuerte donde el GS de campo medio exhibe
ruptura de simetría de paridad de Sz (ver Sec. 6.3), aumentando monótonamente con
el acoplamiento vx/ε y saturando para vx/ε→∞. Además, es casi independiente de
χ, excepto por las transiciones visibles en el caso χ = 1, que reflejan las transiciones
de Sz del tipo K → K + 1 (los escalones debido a las transiciones de paridad Pz

en χ = 0,5 son demasiado pequeños en la escala mostrada y no son apreciables). La
descripción analítica de E para Ω grande se describe en la Sec. 6.3.

6.2.2. Entropía de entrelazamiento arriba-abajo

La versión fermiónica del modelo permite considerar una bipartición donde Alice
tiene acceso a los Ω niveles inferiores y Bob a los Ω superiores, lo cual no tiene
analogía física en el modelo de spines. Esta partición cobra sentido solo en el caso
fermiónico, y el entrelazamiento resultante puede considerarse un recurso físico (es
un entrelazamiento bipartito de modos). Es importante remarcar también que debido
a la paridad Pz definida del GS, cada lado va a contener estados fermiónicos con
paridad de número definida (PN± = Pz (±Pz) para Ω par (impar)), implicando que
combinaciones lineales arbitrarias de los estados locales involucrados no romperán
la regla de superselección de paridad [20, 91].

Para calcular este entrelazamiento de forma exacta, conviene notar en primer
lugar que cada estado |K〉 puede escribirse explícitamente como una suma de

(
Ω
K

)
DSs ortogonales con igual peso, cada uno con K fermiones arriba y Ω−K fermiones
abajo en distintos sitios,

|K〉 =
1√(

Ω
K

)∑
α

(∏
p

(c†p+cp−)npα

)
|Ψ0〉 , (6.15)

donde npα = 0, 1,
∑

p npα = K y α = 1, . . . ,
(

Ω
K

)
. Como todos los términos en la

suma previa involucran estados ortogonales diferentes en cada lado, la Ec. (6.15)
constituye la descomposición de Schmidt [6] para la partición arriba-abajo. Luego,
la entropía de entrelazamiento arriba-abajo de los estados |K〉 es

E+−
K = log2

(
Ω

K

)
. (6.16)
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Usando la Ec. (6.15), la entropía de entrelazamiento arriba abajo determinada
por el GS exacto (6.8) es entonces

E+− =
∑
K

C2
K [log2

(
Ω
K

)
− log2C

2
K ] , (6.17)

donde la primera suma en (6.17) representa el entrelazamiento promedio que emerge
de los estados |K〉 y la segunda emerge de la distribución sobre estos estados. Mien-
tras que E+− no requiere en principio un GS correlacionado (puede ser distinto de
cero en un DS, ver Sec. 6.3, aunque en este caso no habrá paridad local definida),
es aquí esencialmente la mitad de la entropía de un cuerpo (6.13) para Ω suficiente-
mente grande: en los estados |K〉, una expansión de (6.16) para Ω y K grandes, con
k = K/Ω finito, conduce a

E+−
K ≈ −Ω[k log2 k + (1− k) log2(1− k)]− log2

√
2πΩk(1− k)

= SspK /2 +O(log2 Ω) . (6.18)

Una relación similar E± ≈ Ssp/2 es válida para Ω grande en un GS de paridad
definida (6.8) (ver Sec. 6.3). Este resultado indica una marcada correlación entre el
entrelazamiento fermiónico medido por Ssp(|Ψ〉) y el entrelazamiento bipartito de
modos arriba-abajo en el GS exacto de paridad definida. Esto permite obtener una
estimación de este último, que puede ser considerado un recurso cuántico, a través
de un promedio de un cuerpo fácilmente accesible (〈Sz〉). Este resultado es análogo
al del sistema superconductor. En la Fig. 6.2 se muestra también el comportamiento
de E+− en función de vx/ε.

6.2.3. Entrelazamiento de estados reducidos

Se examinará a continuación el entrelazamiento arriba-abajo de los estados re-
ducidos ρpq de cuatro estados p±, q±, p 6= q, que son estados mixtos para Ω > 2.
En primer lugar, como np = 1, puede notarse que el estado reducido ρp de un solo
par de modos p± (representado en principio por una matriz de 4 × 4 en la ba-
se {|0〉, c†p+|0〉, c

†
p−|0〉, c

†
p+c
†
p−|0〉) contiene aquí solo un bloque diagonal ρp de 2 × 2

idéntico con la Ec. (6.12) en la base restringida {c†p+|0〉, c
†
p−|0〉}:

ρp =

(
〈c†p+cp+cp−c

†
p−〉 〈c†p−cp+〉

〈c†p+cp−〉 〈cp+c†p+c
†
p−cp−〉

)
=

(
f+ 0

0 f−

)
. (6.19)

Este estado no tiene obviamente entrelazamiento fermiónico, en el sentido de que
es solo una mezcla estadística de estados de un fermión: ρp =

∑
ν=± fνc

†
pν |0〉〈0|cpν .
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Además, tampoco tiene entrelazamiento arriba-abajo, ya que la conservación de Pz
implica 〈c†p±cp∓〉 = 0, impidiendo coherencia entre los dos estados de un fermión (es
decir, términos ∝ c†p+|0〉〈0|cp−). Luego, si Alice y Bob tienen acceso solo a un modo
p (p− para Alice, p+ para Bob) el estado conjunto ρp contiene solo correlaciones
clásicas (es equivalente al estado mezcla de dos qubits f−|01〉〈01| + f+|10〉〈10|, con
|01〉 = c†p−|0〉, |10〉 = c†p+|0〉).

La situación cambia cuando Alice y Bob o tienen acceso a dos estados diferentes
p 6= q (p−, q− para Alice, p+, q+ para Bob). Como el número np de fermiones por
sitio p es 1, la base en la cual se escribe ρpq (en principio una matriz de 16×16) involu-
cra únicamente los cuatro estados de dos fermiones {c†p+c

†
q+|0〉, c

†
p+c
†
q−|0〉, c

†
p−c
†
q+|0〉,

c†p−c
†
q−|0〉} (ver Fig. 6.3). En esta base restringida, se tiene

ρpq =



〈np+nq+〉 0 0 〈sp−sq−〉
0 〈np+nq−〉 〈sp−sq+〉 0

0 〈sp+sq−〉 〈np−nq+〉 0

〈sp+sq+〉 0 0 〈np−nq−〉


(6.20)

donde np± = c†p±cp± y sp± = c†p±cp∓. En el GS (6.8), sus elementos son independientes
de p, q y pueden ser exactamente evaluados en términos de promedios globales:

〈sp±sq±〉 =
〈S2
±〉

Ω(Ω− 1)
, (6.21)

〈sp±sq∓〉 =
Ω2/4− 〈S2

z 〉
Ω(Ω− 1)

= 〈np±nq∓〉 , (6.22)

〈np±nq±〉 =

(
1

4
± 〈Sz〉

Ω
+
〈S2

z 〉 − Ω/4

Ω(Ω− 1)

)
. (6.23)

Como se ha hecho en el capítulo anterior, el entrelazamiento fermiónico de estados
mixtos, que indica la desviación del estado respecto de una mezcla estadística de DSs,
puede ser medida a través de la concurrencia fermiónica (4.24), que toma la forma
aquí de

C = 2 Max[|〈sp+sq+〉| − 〈np+np−〉,

|〈sp+sq−〉| −
√
〈np+nq+〉〈np−nq−〉, 0] . (6.24)

Esta concurrencia resulta equivalente a la del sistema de dos qubits, coincidiendo
con la de un par de espines en el sistema de spin [92-94] (es decir, con aquella que
mide el entrelazamiento bipartito entre los estados p± y q±). Puede ser considerado
como “paralelo” (“antiparalelo”) si el primer (segundo) término en (6.24) es positivo,
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-
+

p q p q
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+

Figura 6.3: Las ocupaciones posibles de estados con cuatro modos p±, q± en el
GS del Hamiltoniano (6.1). El estado reducido (6.20) contiene coherencias entre los
dos estados de arriba y, separadamente, los dos estados de abajo, que llevan a una
concurrencia fermiónica no nula y a entrelazamiento arriba-abajo.

y escalea como Ω−1 [92, 94]. Como puede verse en la Fig. 6.2, el comportamiento de
la concurrencia difiere significativamente del mostrado por las medidas de entrelaza-
miento previas. Al igual que en el sistema superconductor, esta tiene aquí también
un pico en vx ≈ ε, es decir al iniciarse la fase con ruptura de simetría de campo
medio, y se ve fuertemente afectada por la anisotropía.

Para χ = 1, los GS exactos son estados |K〉 y la concurrencia es solo del tipo
antiparalelo, ya que 〈S2

±〉 = 0. Utilizando (6.24), viene dada como función de K por

CK =
2

Ω

1

1 +
√

1− Ω−1
K(Ω−K)

, 1 ≤ K ≤ Ω− 1 . (6.25)

anulándose para K = 0 y K = Ω, y verificando CK = CΩ−K . Tiene un pico definido
en K = 1 (y en K = Ω− 1), con C1 = 2/Ω (el máximo valor posible en este modelo
[94]), cayendo significativamente para K = 2 (C2/C1 ≈ 2 −

√
2 ≈ 0,586 para Ω

grande) y alcanzando un mínimo en K = Ω/2 (CΩ/2 = 1
Ω−1

). Una comparación
explícita entre la concurrencia CK y las entropías de entrelazamiento SspK y E+−

K

puede verse en la Fig. 6.4.
La concurrencia tiene también un pico en vx ≈ ε para otras anisotropías. Estos

picos aumentan su ancho cuando χ decrece, como puede verse en la Fig. 6.2. Además,
para χ ∈ (0, 1) (panel central) se anula en el punto de separabilidad

vx = ε/
√
χ , (6.26)

(ver Apéndice B.2) donde el GS cambia de antiparalelo a paralelo [95, 96] y existe
un GS exacto separable. Este punto corresponde a la primera transición de paridad
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Figura 6.4: Medidas de entrelazamiento fermiónico en los estados |K〉 para Ω =

50 fermiones (|K〉 = |S = Ω
2
,M = K − Ω

2
〉). Aquí E ≡ Ssp es la entropía de

entrelazamiento de un cuerpo (6.14), E+− la entropía de entrelazamiento arriba-
abajo (6.16) y C la concurrencia (6.25).

Pz del GS, y en el mismo el GS es doblemente degenerado, siendo el subespacio
fundamental generado por dos DSs no ortogonales de paridad opuesta (ver Sec. 6.3).
Para χ < 0, desaparece el punto de separabilidad del GS y C es positivo y paralelo
∀ vx > 0.

La concurrencia fermiónica no nula del estado reducido ρpq asegura la presencia
de entrelazamiento bipartito no nulo para cualquier bipartición del espacio de SP
4-dimensional [1]. En particular, ρpq presenta entrelazamiento de modos arriba-abajo
no nulo, que puede ser cuantificado a través de la negatividad pertinente [68, 69, 97].
Esta partición involucra cuatro estados distintos a cada lado: |0〉, c†p−c

†
q−|0〉, c

†
p−|0〉

y c†q−|0〉 para Alice y estados similares en los modos de arriba para Bob (Fig. 6.3),
lo que equivale a un sistema de dos qudits con d = 4. La simetría de Pz implica que
solo estados con la misma paridad local de número fermiónico están conectados en
ρpq, implicando que la transposición parcial no va a mezclar estados con diferente
paridad de número, siendo entonces posible aplicar las fórmulas estándar [97]. La
negatividad resultante es simplemente la suma de los dos autovalores negativos de
la matriz parcialmente transpuesta, con un signo menos:

N+− = |〈sp+sq+〉|+ |〈sp+sq−〉| . (6.27)

Como puede verse en la Fig. 6.5 (panel inferior), el comportamiento de esta can-
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tidad recuerda el de las entropías globales Ssp y E+−, aumentando monótonamente
con vx/ε. Si bien es débilmente dependiente de χ para χ < 1, se reduce a la mitad
para χ→ 1 : Para el estado |K〉, el primer término de (6.27) se anula y la Ec. (6.22)
lleva a (k = K/Ω)

N+−
K =

Ω

Ω− 1
k(1− k) , (6.28)

tendiendo a 1
4

Ω
Ω−1

para vx/ε → ∞. Sin embargo, para χ < 1, ambos términos
de (6.27) contribuyen y la negatividad correspondiente como función de vx/ε es
esencialmente el doble de la obtenida para χ = 1, como se ve en la Fig. 6.5 (ver Sec.
6.3).

En el caso trivial de Ω = 2, ρpq es puro (ρpq = |Ψ〉〈Ψ|) y todas las cantidades
previas se hacen equivalentes: C = 2N+− = 2

√
f+(1− f+), y E = 4E+− = 4h(f+),

con f+ = |β|2 para un GS con Pz = +1

|Ψ+〉 = α|K = 0〉+ β|K = 2〉 = (αc†p−c
†
q− + βc†p+c

†
q+)|0〉

(|α|2 + |β|2 = 1), y f+ = 1/2 para un GS con Pz = −1,

|Ψ−〉 = |K = 1〉 =
1√
2

(c†p+c
†
q− + c†p−c

†
q+)|0〉

donde todas las cantidades previas son máximas.

6.3. Descripción aproximada

A continuación, se evalúan las cantidades previas mediante métodos aproxima-
dos, con el objetivo de identificar los orígenes de los resultados exactos y obtener
descripciones analíticas exactas en el límite termodinámico Ω→∞.

6.3.1. Aproximación de campo medio

La primera aproximación básica para describir el presente sistema es la de campo
medio (Mean Field: MF) o Hartree-Fock (HF), en la que el GS se aproxima por un
DS. En este caso este es de la forma

|Ψmf〉 = e−iθn·S|Ψ0〉 =
∏
p

c′
†
p−|0〉 , (6.29)

con S = (Sx, Sy, Sz), c′†p± = e−iθn·Sc†p±e
iθn·S los operadores fermiónicos rotados y n

un vector de norma 1. Tanto θ como n son obtenidos a partir de la minimización de
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Figura 6.5: Panel superior: comparación entre la entropía de entrelazamiento de un
cuerpo exacta E ≡ Ssp y el valor obtenido con la aproximación de campo medio
mediante proyección de paridad de Sz (PMF), Ec. (6.35), para χ = 0,5 y Ω = 50

fermiones. Se grafica también el parámetro de orden de campo medio ∆ = 2|〈sx〉|mf =

sin θ. En el panel interno se grafica el resultado exacto para distintos valores de χ,
mostrando la débil dependencia con la anisotropía. Panel inferior: La negatividad
arriba-abajo exacta en el estado reducido ρpq, Ec. (6.27), para χ = 0,5 y χ = 1 (Ec.
6.28), junto con los resultados de campo medio obtenidos mediante proyección de
paridad Pz (χ = 0,5) y Sz (χ = 1), es decir las Ecs. (6.39)– (6.40), que coinciden
prácticamente con las exactas.
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la energía media, que por medio del teorema de Wick puede expresarse como

〈Ψmf |H|Ψmf〉 = Ω[ε〈sz〉 − vx(〈sx〉2 + χ〈sy〉2)] , (6.30)

donde sµ = Sµ/Ω. Para |χ| < 1 y vx > 0, el mínimo va a ser obtenido para 〈s〉 en el
plano x, z (es decir n.S = Sy), lo que conduce a 〈s〉 = −1

2
(sin θ, 0, cos θ) y

c′
†
p± = cos θ

2
c†p± ± sin θ

2
c†p∓ . (6.31)

El ángulo θ que minimiza (6.30) es tal que

cos θ =

{
1 , 0 ≤ vx ≤ ε

ε/vx , vx > ε
. (6.32)

Por lo tanto, se obtiene la fase normal θ = 0 para acoplamiento débil 0 ≤ vx ≤ ε,
y la fase con ruptura de paridad de Sz para acoplamiento fuerte vx > ε, en la que
|θ| ∈ (0, π/2) (y por tanto ∆ ≡ 2|〈sx〉| = sin θ > 0) . En este último caso, el signo de
θ es arbitrario, lo que conduce a una degeneración doble del GS de MF (para χ = 1,
esta degeneración se hace continua, ya que la orientación de 〈s〉 en el plano xy se
hace arbitraria). Notar que θ es independiente de χ (para |χ| ≤ 1).

En cualquier DS se anulan tanto la concurrencia como la entropía de entrela-
zamiento de un cuerpo fermiónica. En particular, la matriz densidad de un cuerpo
ρsp

mf(θ) determinada por (6.29) consiste en Ω bloques idénticos

ρsp
p (θ) =

(
〈c†p+cp+〉 〈c

†
p−cp+〉

〈c†p+cp−〉 〈c
†
p−cp−〉

)
=

1

2

(
1− cos θ sin θ

sin θ 1 + cos θ

)
, (6.33)

cuyos autovalores son obviamente 1 y 0 (y es diagonalizada por los operadores c′†p±).
Sin embargo, es posible extraer una entropía de entrelazamiento de un cuerpo

efectiva de MF, considerando solo los términos diagonales en (6.33), ya que los
términos fuera de la diagonal exactos se anulan debido a la simetría de paridad
de Sz. Esto puede justificarse a través de una restauración de simetría, es decir de
paridad de Sz (ver siguiente subsección), lo que conduce en primera aproximación
a la matriz densidad de un cuerpo (ρsp

mf(θ) + ρsp
mf(−θ))/2, compuesta por bloques

diagonales:
1

2
(ρsp
p (θ) + ρsp

p (−θ)) =
1

2

(
1− cos θ 0

0 1 + cos θ

)
. (6.34)

La entropía de entrelazamiento de un cuerpo resultante se convierte en

Sspmf = −2Ω
∑
ν=±

1 + ν cos θ

2
log2

1 + ν cos θ

2
, (6.35)
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con cos θ dado por (6.32), siendo > 0 para θ ∈ (0, π) (vx > ε), saturando para
vx/ε→∞ (θ → π/2, Ssp → 2Ω).

Como puede verse en el panel superior de la Fig. 6.5, las Ecs. (6.32)–(6.35) dan
una estimación excelente de la entropía de un cuerpo exacta E ≡ Ssp ∀ vx > ε si
Ω es no muy pequeño, haciéndose exacta para Ω → ∞. Como se ha mencionado
previamente y se muestra en el panel interno, la Ssp exacta exhibe solo una débil
dependencia con la anisotropía χ. Para χ → 1 y Ω grande, la Ec. (6.11) exacta
implica 〈sz〉 ≈ K/Ω− 1

2
= −1

2
ε/vx más términos O(Ω−1), que es el resultado de MF

〈sz〉 = −1
2

cos θ, con la Ec. (6.14) tornándose idéntica a (6.35) (k = 1
2
(1 − ε/vx)).

Luego, MF es capaz de brindar, mediante una simple proyección a buena paridad
de Sz (extracción de términos diagonales) el resultado exacto de la entropía de un
cuerpo E/(2Ω) para Ω grande.

Además, la entropía de entrelazamiento arriba-abajo determinada por el esta-
do de MF (6.29) es no nula: Este estado puede escribirse en la forma (6.8) con
coeficientes

CK(θ) =

√(
Ω

K

)
cosΩ−K θ

2
sinK θ

2
, (6.36)

para n · S = Sy. La Ec. (6.17) conduce a

E+−
± = −Ω

∑
ν=±

1 + ν cos θ

2
log2

1 + ν cos θ

2
= Ssp

mf/2 (6.37)

que coincide con la tendencia exacta para Ω grande y provee una buena aproximación
en este límite. El resultado (6.37) es también obvio, ya que las ocupaciones arriba o
abajo en cada sitio p del estado de MF (6.29) son independientes de los otros sitios.
Luego, el resultado de MF (6.37) es el de Ω sistemas independientes de 2 qubits
en un estado puro entrelazado c′†p−|0〉 = cos θ

2
|01〉 + sin θ

2
|10〉, donde |01〉 ≡ c†p−|0〉,

|10〉 ≡ c†p+|0〉, que es el estado reducido del sitio p a nivel de MF.

Vale la pena notar, sin embargo, que el entrelazamiento arriba-abajo de un solo
sitio p es un efecto de MF emergente de la ruptura de paridad de Sz. Como se ha
visto en (6.19), el estado reducido de un sitio p derivado del GS exacto es mixto y
correlacionado solo clásicamente, en lugar de puro y entrelazado. Luego, en contraste
con MF, en el GS exacto E+− emerge de las correlaciones de dos cuerpos y no es
estrictamente extensivo (ver también la Ec. (6.46) en la próxima sección).

Por otro lado, la concurrencia fermiónica de cuatro modos (6.24) está más allá
de MF. Sin la proyección de paridad Sz, el estado (6.29) conduce al estado reducido
puro ρpq(θ) = |ψpq(θ)〉〈ψpq(θ)| con |ψpq(θ)〉 = c′†p−c

′†
q−|0〉 un DS, implicando C = 0.
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Pero incluso después de una proyección de paridad básica, que conduce a

ρpq = 1
2
(ρpq(θ) + ρpq(−θ))

=
1

4



(1− cos θ)2 0 0 sin2 θ

0 sin2 θ sin2 θ 0

0 sin2 θ sin2 θ 0

sin2 θ 0 0 (1 + cos θ)2


, (6.38)

se sigue teniendo C = 0 ∀ θ (de acuerdo a la Ec. (6.24)), ya que el estado es una
combinación convexa de DS’s ρpq(θ).

Sin embargo, la Ec. (6.38) conduce a una estimación correcta de la negatividad
arriba-abajo (6.27) para χ < 1,

N+−
mf =

1

2
sin2 θ (χ < 1) , (6.39)

la cual proporciona una excelente descripción del resultado exacto para Ω grande,
como puede verse en el panel inferior de la Fig. 6.5. Notar que (6.39) es más pequeño
que el resultado derivado directamente de MF sin proyectar (o sea de ρpq(θ) =

|ψpq(θ)〉〈ψpq(θ)|), que conduce a N+−
mf (θ) = | sin θ|(1 + 1

2
| sin θ|), ya que esta última

incluye términos que conectan estados con diferente paridad Pz (términos que son
borrados en una proyección básica).

La Ec. (6.39) falla solo en el límite isotrópico χ→ 1, donde es necesario considerar
la proyección a buen Sz. El efecto principal de esta proyección es el de cancelar el
término 〈sp+sq+〉 = 1

4
sin2 θ en (6.38), dejando esencialmente inalterado 〈sp+sq−〉.

Esto lleva a obtener la mitad de lo obtenido en (6.39):

N+−
mf =

1

4
sin2 θ (χ = 1) , (6.40)

que está en concordancia con el resultado exacto, como puede verse en la Fig. 6.5.
De hecho, para Ω grande, la Ec. (6.11) implica k = 1

2
(1− vx/ε) y el resultado exacto

(6.28) se hace idéntico a la Ec. (6.40).

Finalmente, para χ ∈ (0, 1), los dos estados (GS) de MF |Ψmf(±θ)〉 se hacen GS
exactos para cualquier Ω finito en los puntos de separabilidad (6.26) (ver Apéndice
B.2). Sin embargo, el límite exacto de la entropía de un cuerpo en este punto sigue
dado por la Ec. (6.35) para Ω grande, y es por tanto no nulo, ya que los límites
laterales del GS exacto tienen Pz definido (ver próxima sección).
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6.3.2. Campo medio proyectado a Sz

Un extracción más rigurosa del entrelazamiento fermiónico en campo medio pue-
de conseguirse mediante estados con paridad Pz exactamente restaurada:

|Ψ±〉 =
|Ψmf(θ)〉 ± |Ψmf(−θ)〉√

2(1± cosΩ θ)
, (6.41)

donde |Ψmf(θ)〉 denota el estado (6.29) (para n ·S = Sy) y |Ψmf(−θ)〉 = Pz|Ψmf(θ)〉.
Nótese que aquí se está proyectando a buena paridad después de realizar la minimi-
zación en θ. Si se desprecia el overlap 〈Ψmf(−θ)|Ψmf(θ)〉 = cosΩ θ y otros términos
de orden similar (que se hacen muy pequeños para Ω y θ no demasiado pequeños),
la matriz densidad de un cuerpo ρsp y el estado reducido ρpq de los estados (6.41)
están dados precisamente por las Ecs. (6.34) y (6.38).

Sin embargo, es también posible derivar las expresiones exactas proyectadas. Las
contracciones derivadas de los estados (6.41) son 〈c†pµcqν〉± = δpqδµνf

±
µ para µ, ν = ±,

donde f±ν son las ocupaciones promedio proyectadas

f±ν =
1− ν cos θ

2

(
1∓ ν cosΩ−1 θ

1± cosΩ θ

)
, (6.42)

que satisfacen f±+ + f±− = 1. Luego estos estados conducen a una matriz densidad de
un cuerpo con Ω bloques idénticos en la diagonal

ρ±p =

(
f±+ 0

0 f±−

)
. (6.43)

Como la diferencia entre f±ν y las ocupaciones promedio sin proyectar 1−ν cos θ
2

de
la Ec. (6.34) es O(cosΩ−1 θ), la entropía de un cuerpo exacta determinada por los
estados (6.41),

E± = −2Ω(f±+ log2 f
±
+ + f±− log2 f

±
− ) , (6.44)

es muy cercana al resultado de MF diagonal (6.35) si Ω y θ no son demasiado
pequeños.

El entrelazamiento arriba-abajo determinado por los estados (6.41) puede ser
también evaluado exactamente: los coeficientes correspondientes normalizados en la
expansión (6.8) son simplemente

C±K(θ) =

√
1±(−1)K

1±cosΩ θ
CK(θ) , (6.45)

con CK(θ) los coeficientes de MF (6.36), y conducen a

E+−
± = −Ω

(∑
ν=±

f±ν log2
1+ν cos θ

2

)
− log2

2
1±cosΩ θ

. (6.46)
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Incluso si se ignoran términos de orden O(cosΩ θ), se obtiene una reducción ≈
− log2 2 = −1 respecto a (6.37) debido a la proyección a buena paridad de Sz,
que implica una dispersión sobre la mitad del número total de estados. Esta reduc-
ción explica la pequeña diferencia entre la mitad de la entropía de un cuerpo exacta
y la aproximada que se observa en la Fig. 6.2 para χ < 1. En particular, el entre-
lazamiento arriba-abajo es máximo para θ = π/2 (vx/ε → ∞), en cuyo caso (6.46)
implica E+−

± = Ω − 1, mientras que (6.37) lleva a E+− = Ω. Una interpretación
alternativa de esta reducción es que, mientras en MF no proyectado Alice (niveles
inferiores) y Bob (niveles superiores) comparten en este caso Ω pares de qubits má-
ximamente entrelazados, en el estado proyectado el último par no es independiente
ya que queda determinado por la restricción de paridad definida, reduciéndose el
E+− en una unidad. Por otro lado, se requiere de la proyección completa a Sz para
obtener resultados precisos para χ = 1, lo que conduciría a los resultados exactos de
la Ec. (6.16).

El estado reducido de cuatro modos ρpq derivado del estado (6.41) tiene la forma
(6.20) con elementos (ν = ±)

〈spνsqν〉± =
sin2 θ

4

(
1± cosΩ−2 θ

1± cosΩ θ

)
〈spνsq−ν〉± =

sin2 θ

4

(
1∓ cosΩ−2 θ

1± cosΩ θ

)
= 〈npνnq−ν〉± (6.47)

〈npνnqν〉± =
1

2
− 〈spνsq−ν〉± ∓

cos θ

2

(
1± cosΩ−2 θ

1± cosΩ θ

)
.

A diferencia de (6.38), este estado lleva por medio de las expresiones anteriores a
una concurrencia fermiónica pequeña pero no nula

C±(θ) = sin2 θ
cosΩ−2 θ

1± cosΩ θ
, (6.48)

que es paralela (antiparalela) para paridad de Sz positiva (negativa). Sin embargo es
muy pequeña a menos que Ω y θ sean lo suficientemente pequeños. En un tratamiento
proyectado después de variar (estado (6.41)), θ = 0 para vx < ε y (6.48) implica
una concurrencia apreciable solo en un intervalo pequeño después de la transición
de fase en vx = ε, donde θ sigue siendo pequeño pero distinto de cero.

Para vx < ε, es posible mejorar los resultados previos proyectando antes de la
variación, es decir, determinando θ (y Pz) a través de la minimización de 〈Ψ±|H|Ψ±〉
con |Ψ±〉 el estado ya proyectado. En este caso θ será distinto de cero ∀ vx > 0 y (6.48)
conducirá a valores de concurrencia apreciables en la región normal (0 < vx . ε),
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Figura 6.6: Comparación entre los resultados exactos para la concurrencia fermiónica
para χ = 0 y χ = 0,5 con Ω = 50, y los obtenidos con aproximación MF proyectado
a buena paridad de Sz, antes de la variación (PMFV).

donde θ se mantiene pequeño. Como puede verse en la Fig. 6.6, los resultados obte-
nidos son precisos para vx/ε� 1, aunque para vx > ε, θ aumenta y la concurrencia
(6.48) se hace pequeña para Ω apreciable, ya que ρpq se convierte esencialmente en
una mezcla convexa de DSs.

Por otro lado, la negatividad arriba-abajo determinada por los elementos (6.47),

N+−
± =

sin2 θ

2(1± cosΩ θ)
, (6.49)

muy cercana a los resultados previos (6.39) derivados de (6.38) para Ω y θ aprecia-
bles, proporcionando así una descripción correcta para χ < 1.

Como comentario final, puede verse que los estados proyectados (6.41) coinciden
con los límites laterales exactos del GS en los puntos de separabilidad (6.26) ∀
Ω. Como se ha visto, estos estados conducen a entropía de un cuerpo Ssp finita (y
también entropía arriba-abajo E+− y negatividad N+− finitas), que no se anula para
Ω grande, en contraste con la concurrencia fermiónica asociada (6.48). Entonces,
para Ω no muy pequeño, este punto será detectable solo por la concurrencia, como
se verifica en la Fig. 6.2 (ver también Apéndice B.2).
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6.3.3. Campo medio más RPA

Para obtener una buena descripción analítica de la concurrencia para Ω grande,
es necesario utilizar al menos una aproximación de orden superior a campo medio
tal como RPA (Random-Phase Approximation) [90], equivalente a una bosonización
de primer orden de Holstein-Primakoff del Hamiltoniano alrededor de la solución
de MF (ver [90] y también [92, 93, 98] y [94, 99]). Puede ser implementado con un
simple mapeo aproximado de operadores colectivos de spin a operadores bosónicos.
Para 0 < vx < ε (y |χ| < 1) este mapeo es de la forma

S+ →
√

Ω b†, S− →
√

Ω b, Sz → b†b− Ω/2 ,

donde se impone la condición bosónica [b, b†] = 1. Es válido cuando 〈Sz〉 es cercano a
−Ω/2, es decir en la fase normal de MF vx < ε, donde el vacío |0〉 de b se corresponde
con el GS sin perturbar |Ψ0〉. Esto lleva a un Hamiltoniano bosónico cuadrático
aproximado:

H − E0 → Hb = (ε− w)b†b− v

2
(b†

2
+ b2)

= λb′
†
b′ − ε− w − λ

2
, (6.50)

donde E0 = 〈Ψ0|H|Ψ0〉, w = WΩ, v = V Ω, y b′ = αb− βb† es el operador bosónico
normal final, con (αβ) =

√
ε−w±λ

2λ
([b′, b′†] = α2 − β2 = 1) y

λ =
√

(ε− w)2 − v2 =
√

(ε− vx)(ε− vy) , (6.51)

su energía, donde vy = χvx. El GS |Ψ〉 es aproximado por el vacío |0′〉 = α exp
[
β
2α
b†

2
]
|0〉

de b′, que conduce a su vez a 〈b2〉 = αβ = v
2λ
, 〈b†b〉 = β2 y por ende a 〈S+〉2 ≈ Ωv

2λ
,

〈Sz〉 ≈ ε−w−λ
2λ
− Ω/2. Con estos valores, es posible estimar la concurrencia a través

de la Ec. (6.24), que para Ω grande lleva a la expresión asintótica

C ≈ 1− λ/(ε− vy)
Ω− 1

, 0 < vx < ε . (6.52)

Este valor se corresponde con una concurrencia de tipo paralelo (fase normal) [93,
94].

Para vx > ε, la bosonización debe hacerse alrededor del estado de MF con ruptura
de paridad |Ψmf〉 de la Ec. (6.29), que va a corresponder al vacío bosónico inicial, y
aplicado a los operadores rotados S ′±, S ′z. Esto implica

H − E ′0 → Hb = (ε′ − w′)b†b− v′

2
(b†

2
+ b2)

= λ′b′
†
b′ − ε′ − w′ − λ′

2
, (6.53)
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donde E ′0 = 〈Ψmf |H|Ψmf〉, cos θ = ε/vx, ε′ = ε cos θ, w′ = (vx(3 cos2 θ − 2) + vy)/2,
v′ = (vx cos2 θ − vy)/2 y

λ′ = | sin θ|
√
vx(vx − vy) . (6.54)

La expresión final para la concurrencia asintótica es

C ≈

{
1−λ′/(vx−vy)

Ω−1
, ε < vx < ε/

√
χ

1−(vx−vy)/λ′

Ω−1
, vx > ε/

√
χ

(6.55)

donde la fórmula superior (inferior) se corresponde con la concurrencia paralela
(antiparalela), con la transición entre ambas ocurriendo justamente en el punto de
separabilidad (6.26) [94, 96]. En este punto v′ = 0 y λ′ = vx − vy, implicando una
concurrencia de RPA nula, en concordancia con el resultado exacto para Ω grande.
Además, en este mismo punto ε′ − w′ = λ′ y b′ = b, dejando el vacío bosónico sin
alterar, es decir, es el GS de MF. Por ende, la separabilidad es detectada directa y
exactamente en RPA. Para −vx < vy < 0 (es decir −1 < χ < 0), la concurrencia
es paralela y se tiene solo la ecuación superior de (6.55) (∀ vx > ε). Las expresiones
(6.52)–(6.55) logran dar una excelente descripción de la concurrencia fermiónica para
todo −1 ≤ χ < 1 y tanto para vx < ε como para vx > ε en el caso de Ω apreciable,
como se verifica en Fig. 6.7.

Es posible mejorar aún más estos resultados para sistemas finitos considerando
el estado fermiónico correspondiente al vacío bosónico |0′〉. Para vx < ε, tal estado
tiene la forma

|ΨRPA〉 ∝ exp
[
γS2

+

]
|Ψ0〉 , (6.56)

donde S+ =
∑

p c
†
p+cp−. El parámetro γ puede obtenerse de RPA (γ = β

2Ωα
) o ser

obtenido variacionalmente. Puede mostrarse explícitamente que (6.56) tiene paridad
de Sz definida y no es un DS, es decir que tiene correlaciones fermiónicas.

Para vx > ε se pueden reemplazar |Ψ0〉 → |Ψ(θ)〉 y S+ → S ′+ en (6.56), con
|Ψ(θ〉) el estado de MF (6.29), llevando a un estado |ΨRPA(θ)〉. Además, en este caso
se puede considerar la restauración de paridad Sz, que lleva a un estado de RPA
proyectado

|Ψ±RPA〉 ∝ |ΨRPA(θ)〉 ± |ΨRPA(−θ)〉 . (6.57)

Los resultados obtenidos de esta forma son muy precisos para todo vx y tamaño,
como se verifica en la Fig. 6.7, y se acercan a los valores (6.55) para Ω grande. Para
χ = 1, se debe usar la proyección a buen Sz, que en este modelo conducirá a los GS
exactos |K〉.
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Figura 6.7: Comparación entre los resultados exactos y aproximados de RPA para la
concurrencia fermiónica en dos anisotropías diferentes y Ω = 50 fermiones. Se mues-
tran resultados para las dos expresiones analíticas (6.52), (6.55) (ARPA), validas
para Ω grande, y los resultados de Ω finito derivados de los estados (6.56)–(6.57)
(PRPA).
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Entrelazamiento de un cuerpo como

recurso cuántico

Las teorías de recurso cuánticas (QRT) [39, 40] describen procesos de informa-
ción cuántica bajo un conjunto restringido de operaciones. La teoría estándar de
entrelazamiento en sistemas distinguibles es una de ellas, asi como la termodiná-
mica cuántica [42, 43], coherencia [44, 45], no-localidad [46] y no-Gaussianidad [47]
entre otras.

En la teoría de entrelazamiento estándar se considera un sistema cuántico multi-
partito compartido por partes distantes. Cada parte puede hacer operaciones locales
(en su propio subsistema) y pueden comunicarse entre sí mediante canales clásicos
[100]. Con estas restricciones surge naturalmente el conjunto de operaciones loca-
les y comunicación clásica (LOCC) como el conjunto de operaciones libres de la
teoría, de donde se deduce que los estados libres son el conjunto de estados sepa-
rables. En el caso fermiónico, ignorar las correlaciones de antisimetrización define a
los Determinantes de Slater (DSs) y sus combinaciones convexas como el conjunto
de estados libres S, y se busca el conjunto de operaciones libres O consistentes con
este conjunto.

Con este objetivo, se define en primer lugar una relación de orden parcial en el
espacio de Fock F del sistema, basado en que tan mezclada se encuentra la matriz
densidad de un cuerpo ρ(1), que determina cuando un estado fermiónico puro puede
ser considerado más entrelazado que otro. Este entrelazamiento de un cuerpo puede
pensarse en forma bipartita, separando entre la matriz de un cuerpo y la de N − 1

cuerpos, que son isoespectrales para estados puros con N fijo. Luego se define una
clase de operaciones consistentes con S y el orden parcial, a través de relaciones de
mayorización que deben ser cumplidas por las SPDMs inicial y final, lo que asegura
que el entrelazamiento de un cuerpo no crece al aplicar estas operaciones. Se muestra
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también que las operaciones de óptica lineal fermiónica (FLO) [55-57], que incluyen
transformaciones unitarias de un cuerpo y medidas de ocupación en el espacio de
una partícula, están contenidas dentro de estas operaciones. El entrelazamiento de
un cuerpo cumple entonces el rol de un recurso en una teoría donde S es el conjunto
convexo de determinantes de Slater y O el de las operaciones FLO. Se discuten
también posibles extensiones del conjunto de operaciones libres y la conexión de
este recurso con modelos de computación cuántica. Los resultados de este capítulo
originaron el trabajo [3].

7.1. Formalismo

7.1.1. Mayorización en el espacio SP

Se considera nuevamente un espacio de una partícula (SP) H de dimensión finita
n y un conjunto de operadores de creación y destrucción fermiónica c†k, ck asociados
con una base ortogonal de H y que satisfacen las relaciones de anticonmutación
{ck, c†k′} = δkk′ , {ck, ck′} = {c†k, c

†
k′} = 0.

El grado de mezcla de un estado puede caracterizarse de manera rigurosa me-
diante relaciones de mayorización [64, 101-103]. Para estados |Ψ〉, |Φ〉 con el mismo
número fermiónico N = Tr ρ

(1)
Ψ = Tr ρ

(1)
Φ , se dice que |Ψ〉 es no menos entrelazado

en un cuerpo que |Φ〉 si ρ(1)
Ψ es más (o igualmente) mezclado que ρ(1)

Φ , es decir si sus
autovalores λ = (λ1, . . . , λn), ordenados en orden decreciente, satisfacen la relación
de mayorización

λ(ρ
(1)
Ψ ) ≺ λ(ρ

(1)
Φ ) , (7.1)

es decir
m∑
ν=1

λν(ρ
(1)
Ψ ) ≤

m∑
ν=1

λν(ρ
(1)
Φ ) (7.2)

para m = 1, . . . , n − 1, e identidad para m = n. Luego los DSs son los estados con
menos entrelazamiento de un cuerpo, ya que su matriz de un cuerpo mayoriza cual-
quier otra ρ(1) con la misma traza. La relación (7.1) es análoga a la impuesta por las
operaciones LOCC en estados reducidos de sistemas con componentes distinguibles,
que en el caso bipartito conducen al famoso teorema de Nielsen: |ΨAB〉 puede con-
vertirse mediante LOCC a |ΦAB〉 (y por ende es menos entrelazado que |ΨAB〉) sii
su estado reducido satisface λ(ρ

A(B)
Ψ ) ≺ λ(ρ

A(B)
Φ ) [102, 104]. Medidas locales reducen

la ignorancia acerca del estado del subsistema medido, disminuyendo la mezcla de
estados reducidos y por ende el entrelazamiento bipartito. Análogamente, se va a
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mostrar que el entrelazamiento de un cuerpo decrece bajo operaciones que reducen
la ignorancia acerca de la matriz de un cuerpo.

7.1.2. Descomposición de Schmidt asociada

El entrelazamiento de un cuerpo admite también una formulación análoga a la
bipartita del caso distinguible: un estado puro |Ψ〉 de N fermiones (

∑
k c
†
kck|Ψ〉 =

N |Ψ〉) puede expandirse como

|Ψ〉 =
1

N

∑
k,l

Λklc
†
kC
†
l |0〉 (7.3)

donde C†l = c†l1 . . . c
†
lN−1

, l = 1, . . . , ( n
N−1), son operadores que crean N − 1 fer-

miones en estados específicos de una partícula etiquetados por l, y que satisfacen
〈0|ClC†l′ |0〉 = δll′ , mientras que los coeficientes Λkl forman una matriz Λ de n× ( n

N−1)

que satisface TrΛΛ† = N . Luego, cada término en (7.3) es un DS repetido N veces,
de forma tal que

ck|Ψ〉 =
∑
l

ΛklC
†
l |0〉 (7.4)

es el estado no normalizado del resto de los fermiones cuando el estado de una
partícula k está ocupado, mientras que

Cl|Ψ〉 = (−1)N−1
∑
k

Λklc
†
k|0〉 (7.5)

es el de los fermiones faltantes cuando el estado de N − 1 partículas l está ocupado.
De esta manera, 〈Ψ|Ψ〉 = 1

N
Tr ΛΛ† = 1. Además, las Ecs. (7.4)–(7.5) permiten

expresar los elementos de ρ(1) y de ρ(N−1) en términos de Λ como

ρ
(1)
kk′ = 〈Ψ|c†k′ck|Ψ〉 = (ΛΛ†)kk′ , (7.6)

ρ
(N−1)
ll′ = 〈Ψ|C†l′Cl|Ψ〉 = (ΛTΛ∗)ll′ . (7.7)

Las ecuaciones (7.6)–(7.7) son análogas a las de estados reducidos ρA(B) en sistemas
puros bipartitos distinguibles |ΨAB〉 =

∑
i,j Cij|iA, jB〉, donde ρAii′ = 〈|i′A〉〈iA|〉 =

(CC†)ii′ , ρBjj′ = 〈|j′B〉〈jB|〉 = (CTC∗)jj′ [6]. La única diferencia es ahora que Tr ρA(B) =

TrCC† = 1 mientras que Tr ρ(1) = Tr ρ(N−1) = N .
Luego las ecuaciones (7.6)–(7.7) implican que tanto ρ(1) como ρ(N−1) tienen

los mismos autovalores no nulos λν , que son las raíces de los valores singulares
de Λ. Además, mediante la descomposición en valores singulares Λ = UDV †, con
Dνν′ =

√
λνδνν′ y U, V matrices unitarias (de n×n y ( n

N−1)×( n
N−1) respectivamente),
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se puede obtener a partir de (7.3) la descomposición de Schmidt 1–(N−1) del estado
de N fermiones:

|Ψ〉 =
1

N

∑
ν

√
λνc

†
νC
†
ν |0〉 , (7.8)

donde
c†ν =

∑
k

Ukνc
†
k , C†ν =

∑
l

V ∗lνC
†
l (7.9)

son los operadores de creación y destrucción “naturales” para 1 y N − 1 fermiones,
que satisfacen

〈0|cνc†ν′|0〉 = δνν′ = 〈0|CνC†ν′|0〉 . (7.10)

〈Ψ|c†νcν′ |Ψ〉 = λνδνν′ = 〈Ψ|C†νCν′|Ψ〉 . (7.11)

Luego,
cν |Ψ〉 =

√
λνC

†
ν |0〉 , Cν |Ψ〉 = (−1)N−1

√
λνc

†
ν |0〉 , (7.12)

es decir que los estados ortogonales naturales de N − 1 fermiones C†ν |0〉 son aquellos
de los fermiones restantes cuando el orbital natural de una partícula ν está ocupado,
mientras que c†ν |Ψ〉 son los estados ortogonales de los fermiones restantes cuando el
estado natural de N − 1 fermiones C†ν |0〉 (que no es más un DS) está ocupado. Con-
secuentemente, en un estado de N fermiones, el entrelazamiento de un cuerpo es en
realidad un entrelazamiento entre 1–(N−1) cuerpos, asociados con las correlaciones
entre observables de 1–(N − 1) cuerpos.

En el caso de un DS |Ψ〉 = (
∏N

ν=1 c
†
ν)|0〉, λν = 1 (0) para ν ≤ N (> N), con

C†ν ∝
∏N

ν′ 6=ν c
†
ν′ tal que c

†
νC
†
ν |0〉 = |Ψ〉 para ν ≤ N . Por otro lado, para N = 2, la Ec.

(7.8) se convierte en en una descomposición de Slater de un estado de dos fermiones
[22-24],

|Ψ〉 =
∑
ν

√
λνc

†
νc
†
ν̄ |0〉 =

1

2

∑
ν

√
λν(cνC

†
ν + cν̄C

†
ν̄)|0〉 (7.13)

donde C†ν = c†ν̄ , C
†
ν̄ = −c†ν . En este caso el entrelazamiento de un cuerpo está

directamente relacionado con el de los conjuntos normales de modos ν y ν̄, que
contienen solamente un fermión cada uno (ver Sec. 7.3).

7.1.3. Entropías de entrelazamiento de un cuerpo

Una entropía general de entrelazamiento de un cuerpo E(|Ψ〉) ≡ E(1)(|Ψ〉) =

Ssp(|Ψ〉) se define como

E(|Ψ〉) = S(ρ
(1)
Ψ ) = S(ρ

(N−1)
Ψ ) , (7.14)
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donde S(ρ(1)) es una función cóncava de Schur [64, 103] de ρ(1). Estas entropías van
a satisfacer

E(|Ψ〉) ≥ E(|Φ〉) , (7.15)

cuando se cumpla la relación de mayorización de Ec. (7.1). Por ejemplo, entropías
basadas en la traza

S(ρ(1)) = Trf(ρ(1)) =
∑
ν

f(λν) (7.16)

donde f : [0, 1] → R es cóncava y satisface f(0) = f(1) = 0 [105], van a satisfacer
(7.15) con E(|Ψ〉) ≥ 0 ∀ |Ψ〉 y E(|Ψ〉) = 0 sii |Ψ〉 es un DS. Un E(|Ψ〉) de este
tipo será una medida monótona del entrelazamiento de un cuerpo. Ejemplos de esto
son la entropía de Von Neumann ρ(1), S(ρ(1)) = −

∑
ν λν log2 λν , una cantidad de

interés en varios campos [106-110], y la entropía de un cuerpo que fue analizada
extensamente en capítulos anteriores [1, 31]. Es importante notar que la matriz
densidad de un cuerpo, y por ende cualquier medida (7.14), es en principio accesible
experimentalmente. Se han reportado recientemente medidas de estas matrices en
optical lattices [111].

Todas las medidas (7.14) pueden extenderse a a estados fermiónicos mixtos

ρ =
∑
α

pα|Ψα〉〈Ψα| (7.17)

a través de sus extensiones convexas por convex roof E(ρ) = Min
∑

ν pνE(|Ψν〉),
donde el mínimo es sobre todas las posibles representaciones {pα ≥ 0, |Ψα〉} de ρ
[31]. Tal E(ρ) representa un entrelazamiento de un cuerpo de formación, anúlandose
sii ρ es una mezcla convexa de DSs.

7.2. Operaciones no generadoras de entrelazamien-

to de un cuerpo (ONG)

7.2.1. Definiciones y propiedades básicas

Se define a continuación una clase de operaciones que no genera entrelazamiento
de un cuerpo, es decir que no aumenta, en promedio, el grado de mezcla de la matriz
de un cuerpo.

Definición 1. Sea ε(ρ) =
∑

j KjρK
†
j una operación cuántica en un estado

fermiónico ρ, con {Kj,
∑

j K
†
jKj = 1} un conjunto de operadores de Kraus que
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conservan el número de partículas. Sean ρ(1) y ρ(1)
j las matrices de un cuerpo de-

terminadas por ρ y ρj = KjρK†j/pj con {Kj,
∑

j K
†
jKj = 1}, con pj = Tr[ρK†jKj].

Se dice que ε es no generadora de entrelazamiento de un cuerpo (One-body non ge-
nerating: ONG) si admite un conjunto de operadores de Kraus {Kj} tales que ∀ ρ
satisfacen la relación

λ(ρ(1)) ≺
∑
j

pj λ(ρ
(1)
j ) , (7.18)

donde los autovalores λ(ρ
(1)
j ) están ordenados en orden decreciente.

Esta relación de mayorización es análoga a la que satisfacen los estados reducidos
locales bajo operaciones locales en la teoría estándar de entrelazamiento [102], e
implica

S(ρ(1)) ≥ S(
∑
j

pjλ(ρ
(1)
j )) ≥

∑
j

pjS(ρ
(1)
j ) , (7.19)

para cualquier entropía cóncava S(ρ(1)), como aquellas de la Ec. (7.16). Para estados
puros ρ = |Ψ〉〈Ψ|, ρj = |Φj〉〈Φj| es también puro ∀j, con |Φj〉 ∝ Kj|Ψ〉, y las Ecs.
(7.14), (7.19) implican

E(|Ψ〉) ≥
∑
j

pjE(|Φj〉) ≥ E(ε(|Ψ〉〈Ψ|)) , (7.20)

mostrando que cualquier entropía monótona de un cuerpo (7.14) no aumenta, en pro-
medio, luego de aplicar operaciones ONG. En particular, si |Ψ〉 es un DS, E(|Ψ〉) = 0

y la Ec. (7.20) implica que todos los estados |Φj〉 ∝ Kj|Ψ〉 deben ser DSs o cero, es
decir todos los operadores de Kraus que cumplen (7.18) deben mapear estados libres
en estados libres. Para el entrelazamiento de formación de un cuerpo de un estado
mixto general ρ, la Ec. (7.20) implica

E(ρ) ≥ E(ε(ρ)) (7.21)

ya que, usando la representación minimizante,

E(ρ) =
∑
α

pαE(|Ψα〉) ≥
∑
α,j

pαpαjE(|Φαj〉) ≥ E(ε(ρ)) (7.22)

También se desprende de (7.18) que el conjunto de ONG es convexo y cerrado bajo
composición, es decir, λ(ρ(1)) ≺

∑
i,j pijλ(ρ

(1)
ij ) para Kij = KbiKaj y ε(ρ) = εb[εa(ρ)].

Esta propiedad asegura que las operaciones ONG pueden ser aplicadas cualquier
número de veces en cualquier orden.

Proposición 1. La conversión de un estado puro |Ψ〉 ∈ F en otro estado puro |Φ〉 ∈
F mediante operaciones ONG es posible sii se satisface la relación de mayorización
(7.1) para las matrices de un cuerpo correspondientes.
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Demostración. La conversión de estados consistirá en una secuencia de operaciones
ONG, que puede resumirse en una única ONG debido a que el conjunto es cerrado
bajo composición. Sea {Kj} un conjunto asociado de operaciones de Kraus que
satisfacen (7.18). Luego de aplicar esta operación, se tiene Kj|Ψ〉 =

√
pj|Φ〉 ∀j, con

pj = 〈Ψ|K†jKj|Ψ〉, implicando ρ(1)
j = ρ

(1)
Φ ∀j y por ende se tiene la Ec. (7.1) cuando

se cumple (7.18).

Entonces los estados máximamente entrelazados en un cuerpo son aquellos esta-
dos puros cuya matriz de un cuerpo mayoriza a las de cualquier otro estado. A causa
de (7.15), estos estados van a maximizar también E(|Ψ〉) para cualquier elección de
S. Para número fijo de fermiones N ≥ 2 y dimensión de SP n = mN , son estados
que conducen a

ρ(1) = 1n/m , (7.23)

para los cuales cualquier elección de base es natural. Para m entero, dicho estado
emerge, por ejemplo, de estados tipo GHZ:

|Ψ〉 =
1√
m

m−1∑
l=0

c†Nl+1 . . . c
†
Nl+N |0〉 =

1

N
√
m

n∑
ν=1

c†νC
†
ν |0〉 , (7.24)

que conduce a 〈c†νcν′〉 = δνν′/m.

7.2.2. Óptica lineal fermiónica como ONG

Se muestra ahora que operaciones FLO con conservación de número de partí-
culas [55-57], que incluyen transformaciones unitarias de un cuerpo y medidas de
ocupación de un modo de una partícula, están incluidas en el conjunto de ONG. En
primer lugar, cualquier transformación unitaria de un cuerpo que conserve número
de partículas

U = exp

[
−i
∑
k,k′

Hk′kc
†
k′ck

]
, (7.25)

con UU † = 1 (H† = H) es obviamente ONG, ya que Uc†kU † =
∑

k′ Uk′kc
†
k′ , con

U = e−iH , va a mapear la matriz de un cuerpo como ρ(1) → U †ρ(1)U , dejando sus
autovalores idénticos (y transformando por tanto DSs en DSs). Puede implementar-
se mediante una composición de unitarias de phaseshifting y beamsplitters [55-57]
Up(φ) = e−iϕ c

†
kck , Ub(θ) = e−iθ (c†kck′+c

†
k′ck), que son los elementos unitarios básicos del

conjunto de operaciones FLO.
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Figura 7.1: Medida de ocupación de un modo fermiónico k. Reduce (o no aumenta),
en promedio, el grado de mezcla de la matriz de un cuerpo ρ(1) (con λ el espectro)
y por tanto el entrelazamiento de un cuerpo.

Las operaciones FLO incluyen también medidas de ocupación de modos de una
partícula, descriptos por proyectores

Pk = c†kck , Pk̄ = ckc
†
k , (7.26)

que satisfacen Pk + Pk̄ = 1, y que fueron ya utilizados en 4.2.1 en la definición
de la entropía de un cuerpo. Se muestra ahora explícitamente el siguiente resultado
fundamental.

Teorema 7.2.1. La medida de ocupación de un estado de una partícula |k〉 = c†k|0〉 ∈
H, descripta por los operadores (7.26), es una operación ONG.

Demostración. Se considera un estado fermiónico puro general |Ψ〉 con matriz den-
sidad de un cuerpo ρ(1). Sean ρ(1)

k ρ
(1)

k̄
las matrices de un cuerpo luego de hallar el

modo |k〉 ocupado o vacío respectivamente, determinado por los estados

|Ψk〉 = Pk|Ψ〉/
√
pk , |Ψk̄〉 = Pk̄|Ψ〉/

√
pk̄ , (7.27)

con pk = 〈Ψ|Pk|Ψ〉 = 1 − pk̄ la probabilidad de que el modo k esté ocupado y pk̄.
Luego

|Ψ〉 =
√
pk|Ψk〉+

√
pk̄|Ψk̄〉 . (7.28)

Se probará ahora la relación (7.18), es decir

λ(ρ(1)) ≺ pkλ(ρ
(1)
k ) + pk̄λ(ρ

(1)

k̄
) . (7.29)

Si el estado medido |k〉 es un orbital natural tal que 〈c†kck′〉 = pkδkk′ con pk = λk un
autovalor de ρ(1), la Ec. (7.29) es directa: En este caso (7.28) conduce a

ρ(1) = pkρ
(1)
k + pk̄ρ

(1)

k̄
, (7.30)
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ya que 〈Ψk|c†k′′ck′ |Ψk̄〉 = δk′′k(1−δk′k)〈c†kck′〉 = 0 ∀ k′, k′′. La Ec. (7.30) implica (7.29)
pues λ(A + B) ≺ λ(A) + λ(B) para cualquiera de las dos matrices hermíticas A y
B de n × n [102]. Este caso incluye el caso trivial de pk = 1 ó 0, donde |Ψ〉 = |Ψk〉
ó |Ψk̄〉 (en lo siguiente se considera pk ∈ (0, 1)).

En otro caso, deja de valer la Ec. (7.30). Sin embargo, como 〈Ψk|c†k′′ck′|Ψk̄〉 = 0

para dos estados cualquiera de una partícula |k′〉, |k′′〉 ortogonales a |k〉, la Ec.
(7.28) implica, para cualquier subespacio de una partícula S⊥ ⊂ H ortogonal al
estado medido |k〉,

ρ
(1)
S⊥ = pkρ

(1)
kS⊥ + pk̄ρ

(1)

k̄S⊥
, (7.31)

donde ρ(1)
S⊥ = PS⊥ρ

(1)PS⊥ y ρ(1)

k(k̄)S⊥
son las restricciones de ρ(1) y ρ(1)

k(k̄)
a S⊥, y PS⊥

es el proyector asociado. Este resultado es esperable, ya que la medida es externa a
S⊥ (si [Kj, O] = 0 ∀ j ⇒ Tr [ρO] = Tr

∑
j KjρK

†
jO =

∑
j pjTr[ρjO]; para Kj = Pk(k̄)

y O = c†k′′ck′ con k
′, k′′ ortogonal a k, este resultado implica la Ec. (7.31)). Y para

cualquier S ⊂ H que contiene al estado |k〉, se tiene, como 〈Ψk|c†k′ck′ |Ψk̄〉 = 0 para
k′ = k ó k′ ortogonal a k,

Tr ρ
(1)
S = Tr [pkρ

(1)
kS + pk̄ρ

(1)

k̄S ] . (7.32)

Se puede probar ahora la desigualdad m−ésima en (7.29),

m∑
ν=1

λν(ρ
(1)) ≤

m∑
ν=1

(
pkλν(ρ

(1)
k ) + pk̄λν(ρ

(1)

k̄
)
)
. (7.33)

Sea Sm ⊂ H el subespacio formado por los primeros m autoestados de ρ(1), tal
que λν(ρ

(1)
Sm) = λν(ρ

(1)) para ν ≤ m y por ende Tr ρ
(1)
Sm =

∑m
ν=1 λν(ρ

(1)). Si Sm es
ortogonal a |k〉 o lo contiene completamente, las Ecs. (7.31) ó (7.32) valen para
S = Sm, implicando (7.33) ya que Tr ρ

(1)

k(k̄)Sm
≤
∑m

ν=1 λν(ρ
(1)

k(k̄)
) por el principio del

máximo de Ky Fan1 [102].

En caso contrario, se agrega a Sm la componente |k⊥〉 de |k〉 ortogonal a Sm,
obteniéndose así un subespacio m + 1 dimensional S ′m donde sigue valiendo la Ec.
(7.32) y λν(ρ

(1)
S′m) = λν(ρ

(1)) para ν ≤ m. Se prueba en el Apéndice C.1 que los
autovalores restantes más pequeños satisfacen

λm+1(ρ
(1)
S′m) ≥ pkλm+1(ρ

(1)
kS′m) + pk̄λm+1(ρ

(1)

k̄S′m
) . (7.34)

1Ky Fan: los m autovalores más grandes λν de una matriz hermítica O satisfacen
∑m
ν=1 λν ≥

TrP ′mO =
∑m
ν=1 λ

′
ν para cualquier proyector ortogonal P ′m de rango m, con λ′ν los autovalores

ordenados de P ′mOP ′m
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Luego
∑m

ν=1 λν(ρ
(1)) ≤

∑m
ν=1 pkλν(ρ

(1)
kS′m) + pk̄λν(ρ

(1)

k̄S′m
) debido a la conservación

de la traza (7.32) para S = S ′m, que implica la Ec. (7.33) debido a la desigualdad de
Ky Fan. Esto completa la prueba para estados puros. En el Apéndice C.2 se muestra
explícitamente que estas medidas mapean DSs en DSs, como se implica en la Ec.
(7.29).

La demostración anterior muestra la relación general

λ(ρ
(1)
S ) ≺ pkλ(ρ

(1)
kS ) + pk̄λ(ρ

(1)

k̄S ) , (7.35)

válida para las restricciones de ρ(1) a cualquier subespacio S ⊂ H, que conten-
ga o sea ortogonal al estado medido |k〉 ([PS , |k〉〈k|] = 0). El estado ρ

(1)
S va a

quedar determinado por el estado mixto reducido ρS = TrS⊥ |Ψ〉〈Ψ| que satisface
〈Ψ|OS |Ψ〉 = Tr ρS OS para cualquier operador OS que involucre solo operadores
de creación y destrucción de estados de una partícula S (ver Apéndice C.1). La Ec.
(7.35) muestra que (7.29) vale para estados fermiónicos mixtos generales ρ (asumien-
do conmutación con el operador de número fermiónico N̂ = c†kck o con el operador
de paridad eiπN̂), ya que pueden ser purificados y vistos como estados reducidos ρS
de un estado fermiónico puro |Ψ〉 en un espacio aumentado (Ec. (C.5) en Apéndice
C.1).

7.2.3. Medidas ONG y operadores más generales

Componiendo medidas (7.26) se pueden obtener medidas más complejas que
satisfacen también (7.18). En particular, una medida en una base de DSs, que es
obviamente ONG, resulta de la composición de todas las medidas {Pk, Pk̄} en una
base de SP dada. Puede considerarse también la extensión de operaciones libres más
allá de las medidas FLO estándar consideradas. La demostración del teorema 7.2.1
puede extenderse a medidas de un modo más generales:

Corolario 1. Una medida general de un modo de una partícula k descripta por los
operadores

Mk = αPk + β Pk̄ , Mk̄ = γ Pk + δPk̄ , (7.36)

dondeM†
kMk+M†

k̄
Mk̄ = 1 (|α|2 + |γ|2 = |β|2 + |δ|2 = 1), es también una operación

ONG.

La demostración está dada en el Apéndice C.1 e implica que la Ec. (7.29) se
satisface para ρ(1)

k(k̄)
la matriz de un cuerpo obtenida de |Ψ′

k(k̄)
〉 ∝ Mk(k̄)|Ψ〉 y pk →
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p′k = 〈Ψ|M†
kMk|Ψ〉 = 1−p′

k̄
. Este resultado implica que cualquier par de operadores

de KrausMk yMk̄ para la medida de ocupación

ε(ρ) = PkρPk + Pk̄ρPk̄ =MkρM†
k +Mk̄ρM

†
k̄

(7.37)

será también una operación ONG, ya que son casos particulares de (7.36) (αβ∗ +

γδ∗ = 0, es decir (α βγ δ ) unitario).

Es posible también considerar operaciones que no conservan el número fermiónico
N pero que generan estados con número definido de partículas al aplicarse sobre tales
estados. En este caso es necesario extender la noción de orden parcial (7.1) a estados
con distinto número de partículas. La Ec. (7.1) implica una relación de mayorización
similar (ver Apéndice C.3)

λ(D
(1)
Ψ ) ≺ λ(D

(1)
Φ ) (7.38)

para los autovalores ordenados de la matriz de un cuerpo extendida de 2n× 2n,

D(1) = ρ(1) ⊕ (1− ρ(1)T ) =

(
ρ(1) 0

0 1− ρ(1)T

)
, (7.39)

con espectro (λ(ρ(1)), 1−λ(ρ(1))) y elementos 〈c†k′ck〉, 〈ck′c
†
k〉, cuya traza TrD(1) = n

está fijada por la dimensión del espacio de una partícula y es independiente de N .

Para estados generales, se dice que |Ψ〉 es no menos entrelazado que |Φ〉 si se
cumple la Ec. (7.38). Vale la pena notar que todos los DSs conducen al mismo
espectro de autovalores ordenados λ(D(1)), independientemente de N , siendo todos
ellos los estados con menor entrelazamiento, con (D(1))2 = D(1) sii |Ψ〉 es un DS. De
manera similar, la Ec. (7.18) implica, para operaciones ONG, que conservan número
de partículas

λ(D(1)) ≺
∑
j

pjλ(D
(1)
j ) (7.40)

para las matrices extendidas. Se dice entonces que una operación que no conserva
número fermiónico es ONG si admite un conjunto de operadores de Kraus Kj tal que
se satisface (7.40). La Prop. 1 sigue siendo válida para operaciones ONG generales
remplazando (7.1) por (7.38). Todas las propiedades anteriores satisfechas por las
entropías (7.14) se extienden a las entropías

E(|Ψ〉) = S(D(1)) , (7.41)

con Trf(D(1)) = Trf(ρ(1)) + Trf(1 − ρ(1)). En particular, la entropía de un cuerpo
se convierte en la entropía de Von Neumann para D(1). Estados con entrelazamiento
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de un cuerpo máximo son ahora aquellos que conducen a

D(1) = 12n/2 , (7.42)

que van a maximizar todas las entropías (7.41). A modo de ejemplo basta considerar
los estados GHZ mencionados previamente (7.24) en el caso medio-lleno (m = 2,
N = n/2 ≥ 1).

El Teorema 1 implica entonces el siguiente resultado para la medida básica con
operadores ck, c†k:

Corolario 2. Una medida en un único modo k de una partícula descripto por los
operadores ck y c†k, que satisface c†kck + ckc

†
k = 1, es una operación ONG:

λ(D(1)) ≺ pkλ(D
(1)
k ) + pk̄λ(D

(1)

k̄
) . (7.43)

Aquí pk = 〈c†kck〉 = 1−pk̄, y D(1), D(1)

k(k̄)
son las matrices de un cuerpo extendidas

determinadas por ρ, ρk = ckρc
†
k/pk y ρk̄ = c†kρck/pk̄. Como estas densidades extendi-

das D(1)

k(k̄)
tienen claramente el mismo espectro que aquellas obtenidas de PkρPk/pk

y Pk̄ρPk̄/pk̄, la Ec. (7.43) sigue directamente del Teorema 7.2.1 y de la Ec. (C.21).
Por otro lado, la medida básica de ocupación (7.26) previa es solo una composición
de esta medida consigo misma (ver Apéndice C.3). Esta extensión habilita consi-
derar entonces la operación de agregar ancillas libres (DSs de N arbitrario) como
operaciones libres, ya que la misma no va a alterar el espectro de la matriz de un
cuerpo extendida D(1) en el espacio completo de SP.

Vale la pena remarcar, sin embargo, que operaciones FLO “activas” generales,
es decir operaciones FLO que no conservan el número de partículas (transformacio-
nes de Bogoliubov por ejemplo) pueden aumentar el entrelazamiento de un cuerpo
determinado por ρ(1). No se discutirán estas operaciones aquí, se puede mencionar
que, si se consideran libres, se debería considerar el entrelazamiento de un cuerpo
generalizado determinado por la matriz densidad completa de cuasipartículas D(1)

(ver 3.25), que contiene las contracciones de los pares de creación y destrucción. Este
entrelazamiento es invariante frente a transformaciones de Bogoliubov y se hace nulo
sii |Ψ〉 es un vacío (o DS) de cuasipartículas (ver Apéndice C.3).

7.3. Entrelazamiento de un cuerpo como recurso

La identificación de operaciones FLO que conservan el número de partículas como
ONG, implica que DSs se mapean a DSs, como se muestra en el Apéndice C.2. Esta
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es la explicación a porqué modelos de computación cuántica de estados puros con
FLO pueden ser simulados de forma clásica eficientemente [112]. Esto se consigue
tomando elementos de matrices de unitarias libres y deduciendo las probabilidades
de los posibles resultados de las medidas a partir de los overlaps 〈Ψ|Φ〉 entre DSs, que
pueden a su vez ser computadas en tiempos polinomiales a través de un determinante
[55].

Por el contrario, la medida simultaneas de ocupación de dos modos de SP k y k′,
descriptas por operadores {M0 = Pk̄Pk̄′ ,M1 = Pk̄Pk′ +PkPk̄′ ,M2 = PkPk′}, no es
libre, ya queM1 puede mapear un DS a un estado con número de Slater 2 [112], es
decir a un estado con entrelazamiento de un cuerpo. Una medida similar con m po-
sibles resultados puede devolver un estado con número de Slater exponencialmente
grande (2m) [112], cuyos valores de expectación serían difíciles de evaluar clásica-
mente. En [113] esta operación se identifica con una medida de detección de carga en
un sistema de electrones libres, mostrando que es posible construir una compuerta
CNOT con beamsplitters, rotaciones de spin y detección de carga. El conjunto ex-
tendido de FLO + detección de carga habilita entonces computación cuántica. Si el
poder computacional de este modelo se conecta con un recurso cuántico, lo estados
y operaciones libres serían S y O respectivamente, y los resultados aquí derivados
implican que el entrelazamiento de un cuerpo sería un recurso asociado.

El entrelazamiento de un cuerpo puede también considerarse un recurso para el
entrelazamiento de modos. En particular, el entrelazamiento de modos con número
definido de partículas N o paridad definida eiπN de cada lado requiere entrelazamien-
to de un cuerpo [3]. Un primer ejemplo puede verse en la forma normal (7.13) para un
estado general de dos fermiones [22-24], donde el entrelazamiento entre los modos k
(A) y k̄ (B), que contienen un fermión cada uno, se conecta directamente con el entre-
lazamiento de un cuerpo: La entropía de entrelazamiento E(A,B) = S(ρA) = S(ρB)

de esta partición es simplemente

E(A,B) =
∑
ν

f(λν) = 1
2
E(|Ψ〉) (7.44)

para cualquier entropía S(ρ) = Tr f(ρ), donde E(|Ψ〉) = S(ρ(1)) es el entrelazamiento
de un cuerpo correspondiente a (7.14) (como 〈c†νcν′〉 = 〈c†ν̄cν̄′〉 = λνδνν′ , 〈c†νcν̄′〉 =

0). En particular, cualquier estado entrelazado en un cuerpo de dos fermiones en
un espacio de SP de dimensión 4 puede verse como un estado entrelazado de dos
qubits distinguibles, permitiendo entonces la realización de tareas como teleportación
cuántica [83]. En este caso, el entrelazamiento de un cuerpo indica una cota inferior
para cualquier entrelazamiento bipartito de modos [83].
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Para un estado general fermiónico |Ψ〉 (con número o paridad de número de
partículas fija) se muestra ahora que el entrelazamiento de un cuerpo es siempre
necesario para tener entrelazamiento bipartito de modos E(A,B) > 0 con número
o paridad de número de partículas definida de cada lado A,B:

En este caso, y asumiendo que el lado A (B) se corresponde con un subespacio
HA (HB) del espacio de SP H = HA ⊕HB, la matriz de un cuerpo toma la forma
diagonal en bloques ρ(1) = ρA ⊕ ρB, es decir,

ρ(1) =

(
ρ

(1)
A 0

0 ρ
(1)
B

)
(7.45)

ya que para kA ∈ HA, kB ∈ HB, c†kAckB conecta estados con paridad diferente
de cada lado y por tanto 〈c†kAckB〉 = 0 en este estado. Luego, si |Ψ〉 es un DS,
(ρ(1))2 = ρ(1), implicando (ρ

(1)
A(B))

2 = ρ
(1)
A(B), es decir, el estado de cada lado debe ser

un DS y no hay directamente entrelazamiento A−B. Por ejemplo, un estado de un
fermión 1√

2
(c†kA + c†kB)|0〉 implica entrelazamiento entre A y B, pero involucrando 0

y 1 fermión de cada lado, es decir no hay paridad local definida. Por el contrario,
|Ψ〉 = 1√

2
(c†kAc

†
kB

+ c†k′A
c†k′B

)|0〉 conduce a entrelazamiento entre A y B con número
fermiónico fijo (y por tanto paridad) de cada lado, pero no es un DS ya que tiene
entrelazamiento de un cuerpo distinto de cero.

Expandiendo el estado en base de DS como |Ψ〉 =
∑

µ,ν CµνA
†
µB
†
ν |0〉, donde

A†µ =
∏

k(c
†
kA

)nkµ , B†ν =
∏

k(c
†
kB

)nkν involucra operadores de creación solo en HA y
HB respectivamente (con nkµ(ν) = 0, 1 y µ, ν etiquetando todos los posibles conjuntos
de números de ocupación, tales que 〈0|AµA†µ′|0〉 = δµµ′ , 〈0|BνB

†
ν′|0〉 = δνν′), se

obtienen estados con paridad definida de cada lado, correspondientes a (−1)
∑
k nkµ

y (−1)
∑
k nkν fijos para todo µ, ν con Cµν 6= 0. La matriz densidad reducida del

lado A es ρA =
∑

µµ′(CC
†)µµ′A

†
µ|0〉〈0|Aµ′ (y similarmente para ρB; ver Apéndice

C.1), y hay entrelazamiento entre A y B cuando ρA tiene rango ≥ 2, es decir que
el rango(C) ≥ 2. En tal caso, argumentos anteriores muestran que |Ψ〉 no puede ser
un DS si el número de fermiones o la paridad está fija de un lado.

A causa de la regla de superselección de paridad [20, 114], se requiere paridad
fija de cada lado para poder considerar combinaciones lineales arbitrarias de estados
locales, y por ende tener entrelazamiento completamente equivalente al caso distin-
guible. La condición de número fijo de partículas de cada lado puede ser también
requerida si se consideran otras reglas de superselección, como por ejemplo carga
fija.

Finalmente, se destaca que el entrelazamiento de un cuerpo puede vincularse
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también con el entrelazamiento multipartito en sistemas de constituyentes distin-
guibles. Se considera un sistema de N -partes con espacio de Hilbert L =

⊗N
i=1 Li,

donde Li es el espacio de Hilbert del i-ésimo constituyente. Se considera tambien un
sistema de N fermiones con espacio de SP H =

⊕N
i=1Hi, tal que dimHi = dimLi.

Esto habilita la definición de un isomorfismo Θi : Li → Hi entre estos dos espacios:
Cualquier estado puro separable en L, |S〉L =

⊗N
i=1 |φi〉, con |φi〉 ∈ Li, puede ser

mapeado a un DS

|Ψ〉 = [
N∏
i=1

c†i,φ]|0〉,= Θ(|S〉L), (7.46)

donde c†i,φ crea un fermión en el estado Θi(|φi〉) ∈ Hi.
El mapa Θ : L → F es un isomorfismo entre L y el subespacio de F determinado

por el estado fermiónico con número de ocupación Ni = 1 en Hi ⊂ H, es decir
nuevamente número fijo de fermiones en cada parte. Luego, cualquier estado puro
|Φ〉L del sistema multipartito es mapeado a un estado |Ψ〉 = Θ(|Φ〉L) en F . Es fácil
verificar que en este caso la matriz de un cuerpo ρ(1) determinada por |Ψ〉 se bloquea
como

ρ(1) =
⊕
i

ρi, (7.47)

donde los elementos de la matriz ρi son aquellos del estado reducido del subsistema i
asociado a |Φ〉L. Luego monótonos de de entrelazamiento de un cuerpo se convierten
en E(|Ψ〉) = Tr f(ρ(1)) =

∑
i Tr f(ρi), siendo equivalentes a la versión multipartita

de la entropía de entrelazamiento lineal [34, 115-117] y constituyendo así monótonos
para el entrelazamiento multipartito de la representación de producto tensorial.

Esta conexión entre el entrelazamiento de un cuerpo y el entrelazamiento mul-
tipartito no es una sorpresa si se recuerda que operaciones locales en un sistema
multipartito no aumentan, en promedio, la mezcla de autovalores locales. La rela-
ción (7.47) implica entonces que estas operaciones no pueden aumentar el grado de
mezcla de la matriz de un cuerpo asociada a la representación fermiónica, en concor-
dancia con la Ec. (7.1). Y cualquier unitaria local en la representación de producto
tensorial puede ser implementada como una unitaria de un cuerpo en el sistema fer-
miónico, mientras que medidas locales proyectivas pueden realizarse como medidas
de ocupación, ambas operaciones FLO que son ONG.

El overlap entre el entrelazamiento de un cuerpo y el multipartito, refuerza la idea
de que la primera pueda ser el recurso detrás del poder computacional del modelo
descripto en [113], ya que consiste en un mapeo de qubits a fermiones análogo al
mapa Θ definido anteriormente.
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Entrelazamiento de M cuerpos

En el presente capítulo se desarrolla la generalización de la formulación bipartita
introducida en el capítulo anterior para el entrelazamiento de un cuerpo. Se consi-
deran operadores en el espacio fermiónico de Fock que crean estados generales de
M -fermiones y que serán usados para mostrar que un estado general de N fermiones
puede siempre ser escrito como forma bipartita de M < N y N − M fermiones.
Esta representación bipartita se conecta con las definiciones de las matrices densi-
dad (MDs) reducidas de M y N −M cuerpos [118-120] de forma similar a lo que
se observa para estados bipartitos de componentes distinguibles. La descomposición
símil-Schmidt del tipo (M,N −M) resultante determina la forma diagonal de estas
MDs, implicando que comparten los mismos autovalores no nulos.

Extendiendo la analogía, se propone vincular las correlaciones entre los observa-
bles de M y N −M -cuerpos, que se define como entrelazamiento de M-cuerpos, con
el grado de mezcla de la MD de M -cuerpos, medido a través de las relaciones de
mayorización de sus autovalores. Se introduce una familia de medidas entrópicas de
estas correlaciones y se muestra que existe una clase de operaciones que no aumentan
en promedio este grado de mezcla en ningún estado de N fermiones. Finalmente, se
demuestra la existencia de una familia de mapas cuánticos que convierten estados
de N fermiones en estados bipartitos de M y N −M fermiones efectivamente dis-
tinguibles. Las conversiones realizadas con estos mapas son tales que la entropía de
entrelazamiento del estado bipartito final está acotado superiormente por la entro-
pía de M cuerpos, asignándole a esta cantidad un claro significado operacional. Se
presentan también evaluaciones analíticas y numéricas del espectro de las matrices
densidad deM cuerpos para ciertos estados fermiónicos fuertemente correlacionados.
Los resultados de este capítulo han originado el trabajo [4].
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8.1. Formalismo

8.1.1. Estados de N fermiones

Se define el operador de creación de M -fermiones

C(M)†
α = c†i1 . . . c

†
iM
, (8.1)

donde las etiquetas i1 < i2 < . . . < iM y α = (i1, . . . , iM) determinan todos los(
D
M

)
= D!

M !(D−M)!
conjuntos distintos de estados de M partículas ordenados de forma

creciente. Estos operadores satisfacen

〈0|C(M)
α C

(M ′)†
α′ |0〉 = δMM ′δαα′ , (8.2)∑

α

C(M)†
α C(M)

α =

(
N̂

M

)
, (8.3)

donde N̂ =
∑

i c
†
ici es el operador número de fermiones y

(
N̂
M

)
es el operador que toma

el valor
(
N
M

)
en un estado de N fermiones (

(
N̂
M

)
|Ψ〉 =

(
N
M

)
|Ψ〉 para N̂ |Ψ〉 = N |Ψ〉, con(

N̂
1

)
= N̂ ,

(
N̂
2

)
= N̂2−N̂

2
, etc.). La Ec. (8.3) es una generalización del operador número,

representando el número de “compuestos de M -fermiones”. Los estados CM†
α |0〉 son

DSs y forman, para todo α y 0 ≤M ≤ D, una base ortonormal del espacio de Fock
2D-dimensional asociado a H.

Un estado puro normalizado |Ψ〉 de N fermiones (N̂ |Ψ〉 = N |Ψ〉) puede expan-
dirse en esta base como

|Ψ〉 =
1

N !

∑
i1,...,iN

Γi1...iN c
†
i1
. . . c†iN |0〉 (8.4)

=
∑
α

Γ(N)
α C(N)†

α |0〉 , (8.5)

donde Γi1...iN son los elementos de un tensor totalmente antisimétrico y Γ
(N)
α =

〈0|C(N)
α |Ψ〉 = Γi1...iN (para α = (i1, . . . , in), i1 < i2 < . . . < iN), con

∑
α

|Γ(N)
α |2 =

1

N !

∑
i1,...,iN

|Γi1...iN |2 = 1 . (8.6)

Luego, |Γ(N)
α |2 = 〈Ψ|C(N)†

α C
(N)
α |Ψ〉 es la probabilidad de encontrar los N estados de

SP α ocupados en |Ψ〉.
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8.1.2. La representación (M,N −M) y la MD de M cuerpos

Para 0 ≤M ≤ N puede reescribirse el estado (8.4) como

|Ψ〉 =
(
N
M

)−1∑
α,β

Γ
(M)
αβ C

(M)†
α C

(N−M)†
β |0〉 , (8.7)

donde Γ
(M)
αβ ≡ Γ

(M,N−M)
αβ viene dado por

Γ
(M)
αβ = 〈0|C(N−M)

β C(M)
α |Ψ〉 = Γi1...iM j1...jN−M , (8.8)

para α = (i1, . . . , iM), β = (j1, . . . , jN−M), y la suma en (8.7) es sobre todos los
(
D
M

)
y los

(
D

N−M

)
conjuntos distintos de M y N −M estados de SP respectivamente, con

(8.6) implicando ∑
α,β

∣∣∣Γ(M)
αβ

∣∣∣2 =

(
N

M

)
. (8.9)

Se denotará la expresión (8.7) como la representación de (M,N−M)-cuerpos del
estado de N -fermiones (8.4). Es una expansión bipartita de |Ψ〉 en estados ortogona-
les de M - y (N −M)-fermiones, que conducen a una representación matricial Γ(M)

con dimensiones
(
D
M

)
×
(

D
N−M

)
del tensor original Γ de la Ec. (8.4). Naturalmente,

descomposiciones (M,N −M) y (N −M,M) son equivalentes, con

Γ(N−M) = (−1)M(N−M)(Γ(M))T , (8.10)

debido a la antisimetría de Γ (T denota la transpuesta). La Ec. (8.5) es la represen-
tación trivial (N, 0). De la antisimetría de Γ sigue que

C(M)
α |Ψ〉 =

∑
β

Γ
(M)
αβ C

(N−M)†
β |0〉 , (8.11)

que representa el estado (no normalizado) de los N −M fermiones restantes cuando
los M estados de SP etiquetados por α están ocupados en |Ψ〉. Las Ecs. (8.11)
y (8.2) implican que la matriz densidad de M-cuerpos [118, 120], cuyos elementos
están definidos como

ρ
(M)
αα′ := 〈Ψ|C(M)†

α′ C(M)
α |Ψ〉 , (8.12)

pueden expresarse en términos de Γ(M) como

ρ(M) = Γ(M)Γ(M)† , (8.13)

es decir ρ(M)
αα′ =

∑
β Γ

(M)
αβ Γ

(M) ∗
α′β , de la misma forma que la matriz densidad reducida

ρA = TrB|ΨAB〉〈ΨAB| se obtiene de un estado general |ΨAB〉 =
∑

i,j Gij|iA, jB〉 en
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un sistema de componentes distinguibles (ρAii′ = (GG†)ii′ para ρAii′ = 〈ΨAB||i′A〉〈iA|⊗
1B|ΨAB〉). En particular, ρ(M)

αα es la probabilidad de encontrar los M estados de SP
especificados por los α ocupados en |Ψ〉. La Ec. (8.13) devuelve una matriz positiva
semidefinida de dimensiones

(
D
M

)
×
(
D
M

)
que determina el valor medio de cualquier

operador de M -cuerpos Ô(M) =
∑
α,α′ O

(M)
αα′C

(M)†
α C

(M)
α′ a través de

〈Ψ|Ô(M)|Ψ〉 = Tr [ρ(M)O(M)] . (8.14)

Su traza viene dada por

Tr [ρ(M)] =

(
N

M

)
, (8.15)

como implican las Ecs. (8.3) ó (8.9). Se tiene también que

C
(N−M)
β |Ψ〉 =

∑
α

Γ
(N−M)
βα C(M)†

α |0〉 . (8.16)

Por tanto, usando (8.10), la MD compañera de (N − M)-cuerpos, con elementos
ρ

(N−M)
ββ′ = 〈Ψ|C(N−M)†

β′ C
(N−M)
β |Ψ〉, es

ρ(N−M) = Γ(N−M)Γ(N−M)† = (Γ(M))TΓ(M)∗ , (8.17)

que muestra que tiene los mismos autovalores no nulos (y por tanto la misma traza)
que la MD de M -cuerpos (8.13) [118, 120], como se discutirá con más detalle en la
Sec. 8.1.3.

En particular, para M = 1, C(1)†
α = c†i y se recupera de (8.7) la representación

(1, N − 1) [3]

|Ψ〉 =
1

N

∑
i,α

Γ
(1)
iα c
†
iC

(N−1)†
α |0〉 , (8.18)

donde la matriz Γ(1) deD×
(

D
N−1

)
elementos determina la MD de un-cuerpo ρsp ≡ ρ(1)

(SPDM por sus siglas en inglés) ρ(1)
ii′ = 〈Ψ|c†i′ci|Ψ〉 a través de

ρ(1) = Γ(1)Γ(1)† . (8.19)

Finalmente se remarca que la Ec. (8.7) es un caso particular de la representación
más general k-partita del estado (8.4),

|Ψ〉 = M1!...Mk!
N !

∑
α1,...,αk

ΓM1...Mk
α1...αk

C(M1)†
α1

. . . C(Mk)†
αk

|0〉 , (8.20)

donde ΓM1...Mk
α1...αk

= 〈0|C(Mk)
αk . . . C

(M1)
α1 |Ψ〉 = Γi1...iN para α1 ≡ (i1, . . . , iM1), . . . ,αk ≡

(iN−Mk+1, . . . , iN) y
∑k

j=1 Mj = N , con k ≤ N y sumas sobre todos los
(
D
Mj

)
conjun-

tos de Mj estados de SP. La expansión básica (8.4) corresponde a k = N y Mj = 1

para j = 1, . . . , N .
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8.1.3. La representación de Schmidt (M,N −M)

Se puede aplicar la descomposición en valores singulares a la matriz Γ(M),

Γ(M) = U (M)D(M)V (N−M)† , (8.21a)

D
(M)
νν′ =

√
λ

(M)
ν δνν′ , (8.21b)

donde U (M), V (N−M) son matrices unitarias de
(
D
M

)
×
(
D
M

)
y
(

D
N−M

)
×
(

D
N−M

)
y

D(M) ≡ D(M,N−M) una matriz diagonal de elementos no negativos de dimensión(
D
M

)
×
(

D
N−M

)
. Aquí λ(M)

ν denota el cuadrado de los valores singulares de Γ(M), es
decir los autovalores de Γ(M)Γ(M)† = ρ(M) o equivalentemente Γ(M)TΓ(M)∗ = ρ(N−M),
que tienen el mismo espectro (excepto por el número de autovalores no nulos). Luego
es posible reescribir la Ec. (8.7) en la forma diagonal simil-Schmidt

|Ψ〉 =
(
N
M

)−1
nM∑
ν=1

√
λ

(M)
ν A(M)†

ν B(N−M)†
ν |0〉 , (8.22)

donde nM es el rango de Γ(M) y

A(M)†
ν =

∑
α

U (M)
αν C

(M)†
α , (8.23)

B(N−M) †
ν =

∑
β

V
(N−M)∗
βν C

(N−M) †
β , (8.24)

son operadores “colectivos” que crean, respectivamente, M y N −M fermiones en
estados generales entrelazados (estados no-DSs para M ≥ 2). Sin embargo, como
están relacionados unitariamente al operador original C(M)†

α y C(N−M)†
β , satisfacen,

para 1 ≤M ≤ N − 1,

〈0|A(M)
ν A

(M)†
ν′ |0〉 = δνν′ = 〈0|B(N−M)

ν B
(N−M)†
ν′ |0〉, (8.25)∑

ν

A(M)†
ν A(M)

ν =

(
N̂

M

)
=
∑
ν

B(N−M)†
ν B(N−M)

ν , (8.26)

〈0|B(N−M)
ν′ A(M)

ν |Ψ〉 =

√
λ

(M)
ν δνν′ . (8.27)

Además, las Ecs. (8.11), (8.21) y (8.23) llevan a

A(M)
ν |Ψ〉 =

√
λ

(M)
ν B(N−M) †

ν |0〉 , (8.28)

de forma tal que B(N−M)†
ν |0〉 es el estado de los N−M fermions restantes cuandoM

fermiones son medidos en el estado “normal” ó “natural” A(M)†
ν |0〉. Las Ecs. (8.25)–

(8.28) también implican que los operadores normales A(M)
ν , B(N−M)

ν diagonalizan la
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MD de M - y (N −M)-cuerpos:

〈Ψ|A(M)†
ν′ A(M)

ν |Ψ〉 = (U (M)†ρ(M)U (M))νν′

= λ(M)
ν δνν′ (8.29)

= 〈Ψ|B(N−M) †
ν′ B(N−M)

ν |Ψ〉 .

Para M = 1 se recupera (8.23)–(8.24) la representación diagonal de la MD de
un cuerpo ρ(1) [3], con A(1)†

ν =
∑

i Uiνc
†
i = c†ν los operadores que crean un fermión en

los orbitales de SP correspondientes.

En el caso trivial M = N , ρ(N) tiene un solo autovalor no nulo λ(N)
1 = 1 asociado

con el operador A(N) †
1 =

∑
α Γ

(N)
α C

(N)†
α que crea el estado. Por otro lado, en un

DS de N fermiones, que puede siempre escribirse como |Ψ〉 = c†1 . . . c
†
N |0〉 mediante

una elección correcta de operadores c†i , ρ(M) tiene exactamente
(
N
M

)
autovalores no

nulos λ(M)
ν = 1, asociados con los

(
N
M

)
operadores A(M)†

ν = c†i1 . . . c
†
iM
, 1 ≤ i1 <

. . . < iM ≤ N , en la base de los N estados de un cuerpo ocupados, satisfaciendo
〈Ψ|A(M)†

ν A
(M)
ν′ |Ψ〉 = δνν′ . Por ejemplo, la descomposición (8.22) de un DS con N = 3

c†1c
†
2c
†
3|0〉 para M = 1 es simplemente |Ψ〉 = 1

3

∑3
i=1 c

†
iB

(2)†
i |0〉, con B

(2)†
1 = c†2c

†
3,

B
(2)†
2 = −c†1c

†
3, B

(2)†
3 = c†1c

†
2 y 〈c†icj〉 = δij = 〈B(2)†

i B
(2)
j 〉 para i, j ≤ 3. Similarmente

para un N general. Entonces, en un DS ρ(M) es idempotente: (ρ(M))2 = ρ(M) ∀M ≤
N .

Para un estado general puro de dos fermiones |Ψ2〉 = 1
2

∑
i<j Γijc

†
ic
†
j|0〉, con

Γij = −Γji, los valores singulares (no nulos) de Γ(1) = Γ para la descomposición
(1, 1) (M = 1), y por tanto los autovalores de ρ(1) = ΓΓ†, son siempre doblemente
degenerados [22], de forma tal que los operadores naturales pueden emparejarse
como A(1)†

ν = c†ν , A
(1)†
ν̄ = c†ν̄ para λ(1)

ν = λ
(1)
ν̄ , con B

(1)
ν = c†ν̄ , B

(1)
ν̄ = −c†ν y c†ν(ν̄) =∑

j Ujν(ν̄)c
†
j. Luego la Ec. (8.22) conduce a

|Ψ2〉 =
1

2

∑
ν

√
λ

(1)
ν (A(1)†

ν B(1)†
ν + A

(1)†
ν̄ B

(1)†
ν̄ )|0〉 (8.30a)

=
∑
ν

√
λ

(1)
ν c†νc

†
ν̄ |0〉 , (8.30b)

donde (8.30b) es la conocida descomposición de Slater de un estado de dos fermiones
[22, 24], con 〈c†νcν′〉 = 〈c†ν̄cν̄′〉 = λ

(1)
ν δνν′ , 〈c†νcν̄′〉 = 0 y

∑
ν λ

(1)
ν = 1. Para D = 4 (dos

fermiones en 4 niveles de SP), hay solo dos autovalores distintos λ(1)
ν , dados por

λ± = 1±
√

1−C2

2
, con C = 2|Γ12Γ34 − Γ13Γ24 + Γ14Γ23| = 2

√
λ+λ− la concurrencia

fermiónica [22, 24, 31], y (8.30b) puede reescribirse como (
√
λ+c

†
1c
†
1̄

+
√
λ−c

†
2c
†
2̄
)|0〉.
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8.1.4. Los autovalores de la MD de M-cuerpos

Mientras que los autovalores λ(1)
ν = 〈Ψ|c†νcν |Ψ〉 de la MD ρ(1) viven siempre

en el intervalo [0, 1] (ya que c†ν son operadores fermiónicos estándar), para M ≥
2 los autovalores de ρ(M) pueden ser mayores a 1 cuando |Ψ〉 no es un DS, ya
que los operadores normales A(M)†

ν no serán, en general, un simple producto de M
operadores de creación fermiónica. Estos operadores pueden exhibir características
simil-bosónicas para M ≥ 2, o en general características del tipo bosón + fermión
para M ≥ 3 impar.

En primer lugar puede notarse que cualquier operador A(M)† =
∑
α γαC

(M)†
α

que crea M < N fermiones puede expandirse en operadores normales (8.23) como
A(M)† =

∑
ν γνA

(M)†
ν , con γν =

∑
α U

∗
ανγα. Luego, usando (8.29),

〈Ψ|A(M)†A(M)|Ψ〉 =
∑
ν

λ(M)
ν |γν |2 , (8.31)

con 〈0|A(M)A(M)†|0〉 =
∑

ν |γν |2. Entonces, para operadores normalizados que satis-
facen 〈0|A(M)A(M)†|0〉 = 1, el autovalor más grande λ(M)

max de ρ(M) acota cualquier
valor medio:

〈Ψ|A(M)†A(M)|Ψ〉 ≤ λ(M)
max . (8.32)

En un DS, λ(M)
max = 1 y 〈Ψ|A(M)†A(M)|Ψ〉 ≤ 1 ∀ M yA(M)† normalizado. Esta cota

puede romperse en estados fermiónicos generales.
A modo de ejemplo, se define, asumiendo dimensión de SP par D, el operador

de creación del par colectivo.

A† =
1√
D/2

D/2∑
i=1

c†2i−1c
†
2i , (8.33)

que satisface [A†, N̂ ] = −2A† y

[A,A†] = 1− 2
D
N̂ , (8.34)

implicando 〈0|AA†|0〉 = 1. Luego se consideran estados normalizados (0 ≤ k ≤ D/2)

|Ψ2k〉 =
(A†)k

k!
√

( 2
D

)k
(
D/2
k

) |0〉 =

∑
µC

(2k)†
µ√(

D/2
k

) |0〉 , (8.35)

que contienen k de estos pares, es decir N = 2k fermiones, y donde C
(2k)†
µ =∏

i(c
†
2i−1c

†
2i)

niµ con niµ = 0, 1,
∑

µ niµ = k y 1 ≤ µ ≤
(
D/2
k

)
. Satisfacen

A†|Ψ2k〉 =
√

(k + 1)(1− 2k/D)|Ψ2(k+1)〉 (8.36a)

A|Ψ2k〉 =
√
k(1− 2k−1

D
)|Ψ2(k−1)〉 . (8.36b)
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para estos estados, A† se comporta como un operador escalera perfecto y puede por
tanto considerarse un cobosón ideal de acuerdo a la definición de [121].

Como en |Ψ2k〉 todos los estados de SP tienen la misma probabilidad de estar
ocupados, y los fermiones se crean de a pares, es evidente que la MD de un cuerpo
ρ(1) tendrá un único autovalor degenerado λ

(1)
ν = N/D ≤ 1 (ver Apéndice D.1).

Luego será uniformemente mezclado, es decir, proporcional a la identidad y por
ende diagonal en cualquier base de SP:

ρ(1) =
2k

D
1 , (8.37)

El estado (8.35) lleva al máximo entrelazamiento de un cuerpo compatible con un
valor dado de N , y (8.37) muestra explícitamente que no hay DSs para 2k < D.

Por otro lado, de las Ecs. (8.36) se sigue que A†A|Ψ2k〉 = k(1 − 2k−1
D

)|Ψ2k〉,
implicando que la MD de dos cuerpos ρ(2) tiene un autovalor grande no degenerado
(ver Apéndice D.1)

λ(2)
max = 〈Ψ2k|A†A|Ψ2k〉 = k

(
1− 2

k − 1

D

)
≥ 1 , (8.38)

asociado con el operador normal A†, que satisface λ(2)
max > 1 para 2 ≤ k ≤ D

2
− 1

[λ(2)
max = 1 + (k − 1)(1− 2k

D
)].

Los restantes
(
D/2

2

)
− 1 autovalores de ρ(2) son todos pequeños e idénticos a (ver

Apéndice D.1)

λ
(2)
rest =

4k(k − 1)

D(D − 2)
≤ 1 , (8.39)

de forma que λ(2)
max + (

(
D
2

)
− 1)λ

(2)
rest =

(
N
2

)
(Ec. (8.15)). Como 〈Ψ|A†A|Ψ〉 ≤ 1 en

cualquier DS (Ec. (8.32)), (8.38) señala claramente que |Ψ2k〉 no es un DS.

El autovalor dominante (8.38) es máximo en el caso semi-lleno k = [D+2
4

], donde
λ

(2)
max ≈ D(1 + 2/D)2/8 aumenta linealmente con D para D grande, y puede ser

arbitrariamente grande. Para D � k, λ(2)
max ≈ k = N/2 es simplemente el número

de pares, mientras que λ(2)
min ≈ (2k/D)2 se hace muy pequeño. Como puede verse

de (8.34)–(8.35), para D →∞ con N fijo, A† se convierte en un bosón “verdadero”
([A,A†]→ 1), con |Ψ2k〉 → (A†)k√

k!
|0〉 un condensado de k-bosones.

Los autovalores de MD con M impar pueden también superar 1. Por ejemplo,
en un estado impar |Ψ2k+1〉 = c†D+1|Ψ2k〉, donde se ha agrandado el espacio de SP
con un estado adicional, el autovalor máximo de la MD de 3 cuerpos ρ(3) viene dado
por (8.38): 〈Ψ2k+1|c†D+1A

†AcD+1|Ψ2k+1〉 = λ
(2)
max ≥ 1. Se corresponde con el número

de pares multiplicado por el número de “fermiones singulares” (1). Los autovalores
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de ρ(3) en el estado par (8.35) pueden también determinarse de forma analítica (ver
Apéndice D.1). Su autovalor máximo,

λ
(3)
max =

2k(k−1)(1− 2
D

(k−1))

D−2
, (8.40)

Aunque más pequeño que (8.38), sigue satisfaciendo que λ(3)
max > 1 para 1+

√
D/2 <

k < D/2, llegando a ≈ 2D
27

en k ≈ D
3
para D � 1. La Fig. 8.1 muestra λ(M)

max vs. k
para M ≤ 4 en el estado (8.35).

De (8.36) sigue que (A†)mAm|Ψ2k〉 ∝ |Ψ2k〉 para m ≤ k. Luego, el autovalor
más grande de la MD de 2m-cuerpos en el estado (8.35) se asocia con el operador
normalizado A(2m)† = (A†)m

m!
√

( 2
D

)m(D/2m )
(ver también Apéndice D.1):

λ(2m)
max = 〈Ψ2k|

(A†)mAm

m!2( 2
D

)m
(
D/2
m

) |Ψ2k〉 =

(
k
m

)(
D/2−k+m

m

)(
D/2
m

) , (8.41)

que generaliza la Ec. (8.38) (caso m = 1). Luego, λ(2m)
max > 1 para m < k < D/2,

con λ(2m)
max ≈

(
k
m

)
si D � k. Similarmente, en el estado impar |Ψ2k+1〉 = c†D+1|Ψ2k〉,

λ
(2m+1)
max = λ

(2m)
max .

Los autovalores de ρ(M) pueden ser también menores a 1. Por ejemplo, en un
estado fermiónico simil-GHZ con N = D/2,

|ΨD/2〉 =
1√
2

(c†1 . . . c
†
D/2 + c†D/2+1 . . . c

†
D)|0〉 , (8.42)

todos los autovalores no nulos de ρ(M) son

λ(M)
ν = 1/2 , (8.43)

para 1 ≤M ≤ N−1, 2
(
N
M

)
degenerados. Este ejemplo muestra que distintos estados

de N fermiones que parecen idénticos a nivel de un cuerpo, como (8.35) y (8.42)
para N = D/2 (ρ(1) = 1

2
1), pueden diferir significativamente a niveles mayores de

M -cuerpos (λ(2)
1 = 1/2 en (8.42) mientras λ(2)

1 = D
8

(1 + 4
D

) > 1 en (8.35) para
k = D/4 y D ≥ 8).

8.2. Entrelazamiento de M-cuerpos

8.2.1. Grado de mezcla de la MD de M-cuerpos

La descomposición simil-Schmidt (8.22) de un estado puro de N -fermiones, y el
hecho de que los números positivos λ(M)

ν representan los autovalores no nulos de las

115



Capítulo 8. Entrelazamiento de M cuerpos

æ

æ

æ
æ
æ
æ æ

æ æ æ
æ
æ
æ

æ

æ

à à à à
à à à à

à à à à
à à à

ì ì
ì
ì
ì
ì
ì
ì
ì ì ì ì ì

ì

ì

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò
ò ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

æ æ

à à

ì ì

ò ò

ΡH1L

ΡH2L

ΡH3L

ΡH4L

æ

æ

æ
æ
æ
æ æ

æ æ æ
æ
æ
æ

æ

æ

2 4 6 8 10 12 14

0

2

4

6

8

k

Λ
m

a
x

Figura 8.1: Autovalor máximo λmax = λ
(M)
max de las MD de M -cuerpos ρ(M) para

M ≤ 4 en el estado (8.35), como función del número de pares k, para espacio de SP
de dimensión D = 30.

MDs de M y (N −M)-cuerpos, llevan naturalmente a la noción de entrelazamiento
de M -cuerpos, basada en la distribución de estos autovalores. Esta caracteriza la
correlación entre los observables de M y (N − M)-cuerpos en un estado de N -
fermiones. Más precisamente, dados dos estados puros |Ψ〉, |Φ〉 de N fermiones,
vamos a decir que |Ψ〉 es no menos (M,N−M) entrelazado, ó simplemente no menos
entrelazado en M-cuerpos que |Φ〉, si ρ(M)

Ψ es más mezclado que (ó tan mezclado
como) ρ(M)

Φ , es decir, si sus autovalores satisfacen una relación de mayorización

λ(ρ
(M)
Ψ ) ≺ λ(ρ

(M)
Φ ) , (8.44)

donde λ(ρ(M)) denota el espectro de ρ(M),ordenado en orden decreciente. Explícita-
mente, la Ec. (8.44) significa que todas las desigualdades [64, 103]

j∑
ν=1

λν(ρ
(M)
Ψ ) ≤

j∑
ν=1

λν(ρ
(M)
Φ ) , j = 1, . . . ,

(
D
M

)
− 1 , (8.45)

deben ser satisfechas por los autovalores ordenados λν de ρ(M)
Ψ y ρ(M)

Φ , con igualdad
para j =

(
D
M

)
, implicando que los autovalores de ρ(M)

Ψ están más homogéneamente
distribuidos que los de ρ(M)

Φ . Por supuesto, se puede usar de igual manera la MD com-
pañera ρ(N−M) en (8.44)–(8.45) ya que comparten los mismos autovalores no nulos.
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Para M = 1 se recupera el concepto de entrelazamiento de un cuerpo, determinado
por la MD de un cuerpo ρ(1) [3, 31].

La Ec. (8.44) es análoga a la satisfecha por los estados locales reducidos del
sistema en el caso de componentes distinguibles (donde la misma garantiza que
|Ψ〉 puede ser convertido en |Φ〉 mediante operaciones LOCC [6, 102, 104]). La
mayorización proporciona, sin embargo, un orden parcial, implicando que dos estados
pueden ser incomparables de acuerdo al criterio previo. Por ejemplo, en un DS de N -
fermiones, ρ(M) presenta solo

(
N
M

)
autovalores no nulos iguales a 1, mientras que en

el estado simil-GHZ (8.42), todos los 2
(
N
M

)
autovalores no nulos de ρ(M) son iguales

a 1/2 para M < N , implicando

λ(ρ
(M)
ΨD/2

) ≺ λ(ρ
(M)
SD ) (8.46)

para 1 ≤ M ≤ N − 1. Luego el estado (8.42) está más entrelazado que un DS a
cualquier nivel de M -cuerpos (1 ≤M ≤ N − 1).

Sin embargo, en el par condensado |Ψ2k〉 de Ec. (8.35) con 2 ≤ k ≤ D/2 − 1,
mientras que claramente λ(ρ

(1)
Ψ2k

) ≺ λ(ρ
(1)
SD) (Ec. (8.37)), no se cumplen ni λ(ρ

(2)
Ψ2k

) ≺
λ(ρ

(2)
SD) ni λ(ρ

(2)
SD) ≺ λ(ρ

(2)
Ψ2k

), ya que el autovalor más grande de ρ(2)
Ψ2k

es mayor a 1

mientras los restantes
(
D
2

)
− 1 autovalores son no nulos y menores a 1 (Ecs. (8.38)–

(8.39)), con
(
D
2

)
>
(
N
2

)
para D > N . Luego, los DSs no son más los estados con las

MDs de dos-cuerpos menos mezcladas. Lo mismo ocurre con la MD de tres-cuerpos
cuando su autovalor máximo en el estado (8.35) excede a 1 (Ec. (8.40)), en cuyo
caso λ(ρ

(3)
Ψ2k

) ⊀ λ(ρ
(3)
SD) y λ(ρ

(3)
SD) ⊀ λ(ρ

(3)
Ψ2k

).

8.2.2. Entropías de M-cuerpos

Asociado con la definición previa de (8.44), es posible considerar en primer lugar
las entropías de M -cuerpos

E
(M)
f (|Ψ〉) = Sf (ρ

(M)
Ψ ) = Sf (ρ

(N−M)
Ψ ) , (8.47a)

=
∑
ν

f [λν(ρ
(M)
Ψ )] , (8.47b)

donde Sf (ρ) = Trf(ρ) es una entropía en forma de traza [105, 122], con f : R≥0 →
R≥0 una función estrictamente cóncava no negativa con f(0) = 0. Estas entropías
satisfacen

E
(M)
f (|Ψ〉) ≥ E

(M)
f (|Φ〉) (8.48)

siempre que la Ec. (8.44) se cumpla [61, 64, 103].
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La Ec. (8.47) es particularmente adecuada para definir una entropía de entrelaza-
miento de un cuerpo [3, 31] ya que λ(1)

ν ∈ [0, 1] y pueden aplicarse medidas entrópicas
estándar. Para M ≥ 2 es posible aplicar medidas entrópicas simil-bosónicas, obteni-
das de f(λ) = −λ log λ+ (1 +λ) log(1 + λ) (tal que

∑
ν f(λν) representa la entropía

de von Neumann de bosones independientes en el ensamble gran canónico con nú-
mero de ocupación promedio λν [122]), que es un ejemplo de una función cóncava
creciente de λ que satisface f(0) = 0.

Una segunda posibilidad, fuertemente motivada por las relaciones de mayori-
zación derivadas en la próxima subsección, es considerar la entropía de las MDs
normalizadas

ρ(M)
n = ρ(M)/

(
N
M

)
, (8.49)

que tienen autovalores λ(M)
ν /

(
N
M

)
∈ [0, 1] y satisfacen Tr[ρ

(M)
n ] = 1. En este caso puede

usarse cualquier medida entrópica Sf (ρ) = Tr f(ρ) pensada para probabilidades
estándar y definir una entropía de M -cuerpos asociada como

E(M)
nf

(|Ψ〉) = Sf (ρ
(M)
nΨ ) = Sf (ρ

(N−M)
nΨ ) . (8.50)

En particular, la entropía de von Neumann S(ρ) = −Trρ log2 ρ lleva a S(ρ
(M)
n ) =

S(ρ(M))/
(
N
M

)
+log2

(
N
M

)
. Se pueden usar también otras funciones Schur-cóncavas [64]

de ρ(M)
n . Como a N fijo la Ec. (8.44) es totalmente equivalente a

λ(ρ
(M)
nΨ ) ≺ λ(ρ

(M)
nΦ ) , (8.51)

ya que todos los autovalores se reescalean por el mismo factor. Va a implicar tam-
bién que E(M)

nf (|Ψ〉) ≥ E
(M)
nf (|Φ〉). Además, cualquier par de estados fermiónicos

de N -fermiones incomparable con (8.44) seguirá siendo incomparable con (8.51), y
viceversa.

Por otro lado, la Ec. (8.51) puede también ser usada para comparar el grado de
mezcla de las MDs reducidas ρ(M)

n para estados con distinto N , ya que ρ(M)
n tiene

traza fija, implicando

λ(ρ
(M)
nΨ ) ≺ λ(ρ

(M)
nΦ )⇒ E(M)

nf
(|Ψ〉) ≥ E(M)

nf
(|Φ〉) . (8.52)

La inversa de la Ec. (8.52) no vale en general: solo si la desigualdad entrópica
E

(M)
nf (|Ψ〉) ≥ E

(M)
nf (|Φ〉) vale para toda función cóncava f (y no solo una elección

particular) puede afirmarse que λ(ρ
(M)
nΨ ) ≺ λ(ρ

(M)
nΦ ) [61]. Y esto implica λ(ρ

(M)
Ψ ) ≺

λ(ρ
(M)
Φ ) solo cuando ρ(M)

Ψ y ρ(M)
Φ tienen la misma traza, es decir cuando |Ψ〉 y |Φ〉

tienen el mismo número de fermiones. Para estados con distinto N la Ec. (8.44) debe
reemplazarse por (8.51).

118



Capítulo 8. Entrelazamiento de M cuerpos

8.2.3. Operaciones que no aumentan la entropía deM-cuerpos

Se determinan ahora operaciones básicas que no aumentan la entropía de M -
cuerpos (8.50). Se nota en primer lugar que las transformaciones unitarias de un
cuerpo

|Ψ〉 → U|Ψ〉 , U = exp

[
−i
∑
i,j

Hijc
†
icj

]
, (8.53)

donde H† = H, conduce a transformaciones unitarias de todas las MDs de M -
cuerpos, dejando entonces sus autovalores (y por ende el entrelazamiento de M -
cuerpos) sin cambiar: Como U †ciU =

∑
j Uijcj con U = exp[−iH], entonces ρ(1) →

Uρ(1)U † y ρ(M) → U (M)ρ(M)U (M)†, con U (M)
αα′ = εi1...imUα1α′i1

. . . Uαmα′im y ε el tensor
totalmente antisimétrico.

Tanto para estados puros |Ψ〉 como para estados mixtos

ρ =
∑
i

qi|Ψi〉〈Ψi| , (8.54)

con número de fermiones N definido (qi ≥ 0,
∑

i qi = 1 y N̂ |Ψi〉 = N |Ψi〉 ∀ i), se
tiene el siguiente teorema:

Teorema 8.2.1. La operación cuántica descrita por los operadores de Kraus

M(1)
j =

cj√
N
, j = 1, . . . , D (8.55)

que satisface
∑D

j=1M
(1)
j

†
M(1)

j = N̂/N = 1N dentro del subespacio de estados con
número definido de fermiones N , no aumenta, en promedio, el grado de mezcla de
las MDs de M-cuerpos normalizadas ρ(M)

n = ρ(M)/
(
N
M

)
para 1 ≤ M ≤ N − 1, e

implica la relación de mayorización

λ(ρ(M)
n ) ≺

∑
j

pjλ(ρ
(M)
jn ) , (8.56)

entre el espectro de las MDs de M-cuerpos normalizadas inicial y post-medidas.

En (8.56), ρ(M)
jn = ρ

(M)
j /

(
N−1
M

)
son las MDs normalizadas de M -cuerpos determi-

nadas por los estados post-seleccionados

ρj = p−1
j M

(1)
j ρM(1)

j

†
=

cjρc
†
j

〈c†jcj〉
, (8.57)
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mientras que pj es la probabilidad de obtener el resultado j:

pj = Tr [ρM(1)
j

†
M(1)

j ] = 〈c†jcj〉/N , (8.58)

con
∑D

j=1 pj = 1. Esta medida, con D resultados posibles, corresponde, por ejemplo,
a la detección de un fermión a través de su momento o energía de SP (etiquetado
por j), con ρj el estado correspondiente a los fermiones restantes. Notar que la Ec.
(8.56) implica

Sf (ρ
(M)
n ) ≥ Sf [

∑
j

pjλ(ρ
(M)
jn )] ≥

∑
j

pjSf (ρ
(M)
jn ) , (8.59)

para cualquier función Schur-cóncava de ρ(M)
n , incluyendo en particular las entropías

(8.50). Luego, el Teorema 8.2.1 implica que la entropía Sf (ρ
(M)
n ) de las MDs norma-

lizadas de M -cuerpos no aumentan, en promedio, luego de dichas operaciones. Para
estados puros esto significa que la entropía de M cuerpos (8.50) no aumentará en
promedio, y que disminuirá en general luego de dicha medida:

E(M)
nf

(|Ψ〉) ≥
∑
j

pjE
(M)
nf

(|Ψj〉) , (8.60)

donde |Ψj〉 = Mj|Ψ〉/
√
pj = cj|Ψ〉/

√
〈c†jcj〉 es el estado luego de medir j. Para

estados mixtos ρ con N definido, la Ec. (8.60) implica una desigualdad similar

E(M)
nf

(ρ) ≥
∑
j

pjE
(M)
nf

(ρj) , (8.61)

respecto a la extensión de convex-roof (8.50), el entrelazamiento de formación de
M -cuerpos E(M)

nf (ρ) = Min
∑

i qiE
(M)
nf (|Ψi〉), donde el mínimos sobre todas las re-

presentaciones (8.54) de ρ como mezclas convexas de estados puros con N definido.
La Ec. (8.61) sigue de (8.60) usando la representación de ρ que minimice E(M)

nf (ρ),
como E(M)

nf (ρ) =
∑

i qiE
(M)
nf (|Ψi〉) ≥

∑
i,j qipijE

(M)
nf (|Ψij〉) ≥

∑
j pjE

(M)
nf (ρj), donde

pj =
∑

i qipij y pij = 〈Ψi|c†jcj|Ψi〉/N .

Demostración de la Ec. (8.56): Sea ρ el estado de un sistema de N fermiones
sobre el cual se aplican las operaciones definidas por los operadores(8.55). Luego de
obtener el resultado j, los elementos de la MD de M -cuerpos ρ(M)

j determinados por
el estado (8.57) son, para M ≤ N − 1,

(ρ
(M)
j )αα′ = p−1

j TrM(1)
j ρM(1)†

j C
(M)†
α′ C(M)

α (8.62)

= p−1
j Tr ρC

(M)†
α′ M

(1)
j

†
M(1)

j C(M)
α , (8.63)
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donde la última linea vale porque los operadores C(M)
α yM(1)

j conmutan o anticon-
mutan. Luego

∑
j

pj(ρ
(M)
j )αα′ = Tr [ρC

(M)†
α′

N̂

N
C(M)
α ] =

N −M
N

ρ
(M)
αα′ , (8.64)

∀ α,α′, implicando
∑

j pjρ
(M)
j = N−M

N
ρ(M) y luego

ρ(M)/
(
N
M

)
=
∑
j

pj ρ
(M)
j /

(
N−1
M

)
, (8.65)

para las MDs normalizadas de M -cuerpos, i.e.,

ρ(M)
n =

∑
j

pjρ
(M)
jn . (8.66)

Esta ecuación implica la relación de mayorización (8.56) ya que

λ(
∑
i

Ai) ≺
∑
i

λ(Ai) (8.67)

para cualquier conjunto de matrices hermíticas Ai de la misma dimensión [64,
101-103].

En en capítulo anterior se mostró que el entrelazamiento de un cuerpo, es decir
lo que se cuantifica con el grado de mezcla de la MD de un cuerpo ρ(1), es también no
creciente bajo medidas de ocupación de un estado fijo de SP. Dicha medida, que tiene
solo dos resultados posibles (1 or 0), se describe por los operadores de proyección
que conservan número Pj = c†jcj , Pj̄ = cjc

†
j = 1 − Pj y lleva a la relación de

mayorización [3]

λ(ρ(1)) ≺ njλ(ρ
(1)
j ) + (1− nj)λ(ρ

(1)

j̄
) , (8.68)

entre el espectro inicial y post-seleccionado de la MD de un cuerpo, donde nj =

〈Ψ|c†jcj|Ψ〉 y ρ
(1)
j , ρ(1)

j̄
son las MD de un cuerpo determinadas por los estados post-

seleccionados |Ψj〉 = c†jcj|Ψ〉/
√
nj y |Ψj̄〉 = cjc

†
j|Ψ〉/

√
1− nj. Para un estado de N -

fermiones |Ψ〉 vale una relación idéntica para las MDs normalizadas ρ(1)
n = ρ(1)/N ,

ρ
(1)
jn = ρ

(1)
j /N .

Sin embargo, la Ec. (8.68) no se mantiene, en general, para ρ(M) con M ≥ 2,
implicando que el entrelazamiento de M -cuerpos no necesariamente decrece luego
de dicha medida. Un ejemplo analítico simple puede verse en el Apéndice D.2. Esen-
cialmente, la medida de ocupación de un estado de SP reduce el espacio disponible
de SP para “pares colectivos” en un estado como (8.35), lo que implica la presencia
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de un autovalor máximo más bajo λ(M)
1 en el estado post-medida y por ende viola-

ción de la desigualdad (8.68) por ρ(M) con M ≥ 2. Este resultado es esperable ya
que estas medidas no necesariamente aumenta nuestro conocimiento de la MD de
M -cuerpos para M ≥ 2.

8.2.4. Operadores densidad deM-cuerpos y relaciones de ma-

yorización generalizadas

A cada MD de M -cuerpos se le puede asociar un operador densidad (OD) de
M -cuerpos

ρ̂(M) =
∑
α,α′

ρ
(M)
αα′C

(M)†
α |0〉〈0|C(M)

α′ , (8.69)

que es el único estado mixto de M fermiones que satisface

Tr [ρ̂(M)C
(M)†
α′ C(M)

α ] = ρ
(M)
αα′ (8.70)

∀ α,α′, debido a la Ec. (8.2). La descomposición normal (8.22) provee la represen-
tación diagonal:

ρ̂(M) =
∑
ν

λ(M)
ν A(M)†

ν |0〉〈0|A(M)
ν . (8.71)

Ahora se considera nuevamente la medida (8.55) aplicada a un estado general mixto
ρ de N fermiones. Si el resultado es desconocido, el estado post-medido (sin post-
selección) ρ′ =

∑
j pjρj, es el estado de N − 1 fermiones

ρ′ =
∑
j

M(1)
j ρM(1)†

j =
1

N

∑
j

cj ρ c
†
j . (8.72)

Usando la Ec. (8.64) para M = N − 1 se obtiene

Tr [ρ′C
(N−1)†
α′ C(N−1)

α ] =
1

N
ρ

(N−1)
αα′ (8.73)

∀ α,α′, implicando ρ′ = ρ̂
(N−1)
n := ρ̂(N−1)/N , el OD normalizado de (N −1)-cuerpos

(Tr ρ̂
(N−1)
n = 1). En resumen,

ρ̂(N−1) =
∑
j

cjρc
†
j , (8.74)

El OD de (N − 1)-cuerpos es proporcional al estado post-medido (8.72), con la ope-
ración en (8.74) jugando el rol de traza parcial. Expresiones similares o equivalentes
a (8.74) se obtuvieron en otros contextos en en las refs. [118, 120, 123].
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Estos resultados, junto con las Ecs. (8.56)–(8.61), pueden extenderse a medidas
de L-cuerpos, en las que L fermiones son destruidos. Estas medidas pueden obtenerse
aplicando las medidas previas L veces, es decir, componiéndolas consigo mismas, y
son descritas por los operadores de Kraus

M(L)
β =

C
(L)
β√(
N
L

) =
cβ1 . . . cβL√(

N
L

) , (8.75)

que, debido a Ec. (8.3) satisfacen∑
β

M(L)†
β M(L)

β = 1

(NL)

∑
β

C
(L)†
β C

(L)
β = 1N (8.76)

dentro del subespacio de estados de N -fermiones. Luego,

Tr
∑
β

C
(L)
β ρC

(L)†
β C

(M)†
α′ C(M)

α =
(
N−M
L

)
ρ

(M)
αα′ (8.77)

∀ α,α′ para M ≤ N − L. Entonces, para L = N −M implica

ρ̂(M) =
∑
β

C
(N−M)
β ρC

(N−M)†
β (8.78)

= 1
(N−M)!

∑
j1,...,jN−M

cj1 . . . cjN−Mρ c
†
jN−M

. . . c†j1

=
(

N
N−M

)∑
β

M(N−M)
β ρM(N−M)†

β , (8.79)

que generaliza la Ec. (8.74). La suma en (8.79) es el estado post-medido (sin post-
selección) luego de aplicar las medidas de L = (N −M)-fermiones (8.75).

Para L ≤ N general, esta medida tiene
(
D
L

)
resultados distintos β, con probabi-

lidades

pβ = Tr ρM(L)†
β M(L)

β = ρ
(L)
ββ/
(
N
L

)
, (8.80)

que satisfacen
∑
β pβ = 1, y los estados post-seleccionados

ρβ = p−1
β M

(L)
β ρM(L)†

β = C
(M)
β ρC

(M)†
β /ρ

(L)
ββ , (8.81)

que generalizan las Ecs. (8.57)–(8.58). De las Ecs. (8.77) se obtiene, para las MDs
de M cuerpos condicionales de elementos (ρ

(M)
β )αα′ = Tr ρβ C

(M)†
α′ C

(M)
α ,

∑
β

pβρ
(M)
β =

(
N−M
L

)(
N
L

) ρ(M) , (8.82)
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para M ≤ N − L. La Ec. (8.82) es equivalente a∑
β

pβρ
(M)
β /

(
N−L
M

)
= ρ(M)/

(
N
M

)
, (8.83)

y luego a
ρ(M)
n =

∑
β

pβρ
(M)
βn , (8.84)

para las MDs de M -cuerpos normalizadas. La Ec. (8.84) implica la relación de ma-
yorización

λ(ρ(M)
n ) ≺

∑
β

pβλ(ρ
(M)
βn ) , (8.85)

entre las MDs inicial y post-medidas condicionales normalizadas de M -cuerpos, que
generaliza la Ec. (8.56) a la medida descrita por los operadores (8.75). Las entropías
asociadas satisfacen

Sf (ρ
(M)
n ) ≥

∑
β

pβSf (ρ
(M)
βn ) . (8.86)

Para estados puros esto implica que las entropías de entrelazamiento (8.50) no
aumentan, en promedio, luego de estas medidas. Lo mismo ocurre con el entrelaza-
miento de formación asociado para estados iniciales mixtos.

8.2.5. Mapeando a sistemas bipartitos

En la sección previa se propuso conectar el grado de mezcla tanto de ρ(M) como
de ρ(N−M), como MD reducida de un estado dado de N -fermiones, al grado de
correlación entre los observables de M y N −M -cuerpos en dicho estado. En esta
sección se va a mostrar que esta relación está operativamente justificada por la
existencia de una clase de mapas cuánticos que convierten estados de fermiones
indistinguibles en estados de fermiones efectivamente distinguibles, de forma tal que
el entrelazamiento en el estado final está acotado por la entropía (8.50) de la MD
normalizada de M -cuerpos del estado inicial.

Sea |Ψ〉 un estado de N -fermiones con soporte en un subespacio de SP H de
dimensión D ≥ N y sea HA un subespacio de SP de dimensión DA ≥ M ortogonal
a H, tal que {ciA , cj} = {c†iA , c

†
j} = {ciA , c

†
j} = 0 para iA (j) etiquetando estados

de SP en HA (H) (implicando 〈iA|j〉 = 〈0|ciAc
†
j|0〉 = 0 ∀ iA, j). Son, por supuesto,

subespacios de un espacio completo de SP HT tal que H⊕HA ⊂ HT .
Se consideran ahora mapas CPTP TM descritos por operadores de Kraus

T r = 1√
(NM)

∑
µ,α

T rµαC
(M)†
µ C(M)

α , (8.87)
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donde C(M)†
µ = (c†i1A

, . . . , c†iMA
) crea M fermiones en HA y C

(M)
α = (cjM , . . . , cj1)

destruye M fermiones en H, y T r es una matriz de
(
DA
M

)
×
(
D
M

)
. Asumiendo HA

inicialmente “vacío” y la condición
∑

r T
r†T r = 1, estos operadores van a satisfacer∑

r

T r†T r =
1(
N
M

) ∑
α,α′,r

(T r†T r)α′αC
(M)†
α′ C(M)

α = 1N (8.88)

por la Ec. (8.3), dentro del espacio de Fock FN(H) de estados de N fermiones en H.
Su acción en un estado de N -fermiones |Ψ〉 ∈ FN(H) es, usando las Ecs (8.7) y

(8.11),

T r|Ψ〉 = 1√
(NM)

∑
µ,α,β

T rµαΓ
(M)
αβ C

(M)†
µ C

(N−M)†
β |0〉

=
∑
µ,β

ΓrµβC
(M)†
µ C

(N−M)†
β |0〉 , (8.89)

donde Γr = T rΓ(M)/
(
N
M

) 1
2 . Se verifica que la probabilidad de obtener el resultado r,

pr = 〈Ψ|T r†T r|Ψ〉 = Tr(Γr†Γr) , (8.90)

satisface
∑

r pr = 1

(NM)
Tr(Γ(M)†Γ(M)) = 1 debido a la Ec. (8.15).

Los operadores (8.87) pueden por tanto ser considerados como operadores de
Kraus que describen mapas CPTP en el espacio de Fock de N -fermiones que llevan,
con probabilidad pr, el estado original |Ψ〉 al estado bipartito (M,N −M) |Φr

AB〉 =

(
√
pr)
−1T r|Ψ〉 que contiene N −M fermiones en H y M fermiones en el espacio de

SP ortogonal HA.
Luego de implementar el mapa y obtener el resultado r, se puede ver el estado

reducido de los modos fermiónicos en HA para el estado |Φr
AB〉 (que va a contenerM

fermiones), ρrA = TrB|Φr
AB〉〈Φr

AB|, tal que 〈Φr
AB|OA|Φr

AB〉 = Tr [ρrAOA] para cualquier
operador OA que conserve número y dependa solo de los operadores c†iA , ciA en HA.
Usando (8.89) se obtiene ρrA =

∑
µ,µ′(ρ

r
A)µµ′C

(M)†
µ |0〉〈0|C(M)

µ′ con

ρrA = ΓrΓr†/pr . (8.91)

Similarmente ρrB = ΓrTΓr∗/pr.
Como consecuencia directa de la expresión (8.91) se puede derivar el siguiente

resultado importante: Si λ(ρrA) y λ(ρ
(M)
n ) denotan nuevamente los vectores de auto-

valores (ordenados en forma decreciente) de ρrA y ρ(M)
n = ρ(M)/

(
N
M

)
respectivamente,

entonces vale la siguiente relación de mayorización:

λ(ρ(M)
n ) ≺

∑
r

prλ(ρrA), (8.92)
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donde el vector de menor dimensión se asume completado con ceros hasta igualar
dimensiones.

Demostración. De las Ecs. (8.91) y (8.13) se obtiene

prρ
r
A = 1

(NM)
T rΓ(M)Γ(M)†T r† = T rρ(M)

n T r† .

Es posible también escribir

ρ(M)
n =

∑
r

√
ρ

(M)
n T r†T r

√
ρ

(M)
n ,

que implica, usando nuevamente (8.67),

λ(ρ(M)
n ) ≺

∑
r

λ

(√
ρ

(M)
n T r†T r

√
ρ

(M)
n

)
=
∑
r

prλ(ρrA) (8.93)

ya que los autovalores no nulos de (

√
ρ

(M)
n T r†)(T r

√
ρ

(M)
n ) son los mismos que aquellos

de T r
√
ρ

(M)
n

√
ρ

(M)
n T r† = prρ

r
A.

En particular, la Ec. (8.92) implica que la entropía de entrelazamiento biparti-
to promedio entre A y B de los estados finales, definida por

∑
r prEf (|Φr

AB〉) con
Ef (|Φr

AB〉 = Sf (ρ
r
A) = Sf (ρ

r
B), no va a exceder nunca a la entropía de M-cuerpos

(8.50), que provee, por tanto, una cota superior al entrelazamiento bipartito gene-
rado:

E
(M)
fn

(|Ψ〉) = Sf (ρ
(M)
n ) ≥

∑
r

prSf (ρ
r
A) . (8.94)

Un segundo corolario inmediato de (8.92) es la condición para la conversión de
un estado puro de N -fermiones |Ψ〉 en un estado bipartito |ΦAB〉 de M y N −M
fermiones en espacios ortogonales de SP, i.e., con M fermiones ocupando estados de
SP en HA, y N−M en H, por medio de un mapa CPTP descrito por los operadores
(8.87): para que tal conversión sea posible, debe cumplirse la relación

λ(ρ(M)
n ) ≺ λ(ρA), (8.95)

donde ρA es el estado reducido de A en |ΦAB〉.

Demostración. Si el mapa lleva |Ψ〉 a |ΦAB〉 y es descrito por los operadores (8.87),
se tiene para todo r

T r|Ψ〉 =
√
pr|ΦAB〉, (8.96)

con pr dado por (8.90). Sigue que ρrA = ρA ∀ r, y por (8.92), sigue la Ec. (8.95).
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Se ha identificado entonces una clase de mapas cuánticos que pueden ser usados
para transformar un estado puro |Ψ〉 de N fermiones indistinguibles en otro esta-
do |ΦAB〉 que contiene un número definido de fermiones en dos subespacios de SP
ortogonales, tales que M fermiones pueden ser efectivamente “distinguidos” de los
restantes N−M debido a la ortogonalidad (por ejemplo,M fermiones confinados en
una región espacial separada de la de los restantes N −M fermiones, o en orbitales
ortogonales a los ocupados en |Ψ〉). La conversión es tal que el entrelazamiento entre
estos dos conjuntos de partículas en el estado objetivo está acotado superiormente,
en promedio, por la entropía de la MD normalizada de M -cuerpos. Esto provee un
claro significado operacional a la conexión sugerida entre el grado de mezcla de los
autovalores de esta matriz y el grado de correlaciones entre partículas indistinguibles
en |Ψ〉.

Como ejemplo trivial, se considera el siguiente estado de dos fermiones

|Ψ〉 = (αc†1c
†
2 + βc†3c

†
4)|0〉 . (8.97)

Como se menciona en la Sec. 8.1.3, cualquier estado de dos fermiones en un subespa-
cio de SP de dimensión 4 (es decir ocupando solo 4 niveles de SP) puede ser escrito
de esta forma [22, 23, 31]. Su MD de un cuerpo ρ(1) es diagonal en esta base, con
〈c†jci〉 = δijfi y fi = |α|2 para i = 1, 2, fi = |β2| para i = 3, 4 y fi = 0 en otro caso, tal
que sus autovalores no nulos son λ(ρ(1)) = (|α|2, |α|2, |β|2, |β|2), con |α|2 + |β|2 = 1.
Se considera ahora un mapa simple T = 1√

2

∑
i c
†
iA
ci, donde ci destruye un fermión

en H (i = 1, . . . , D) mientras que c†iA crea un fermión en HA, inicialmente vacío (y
de dimensión DA ≥ D). Luego T †T = 12 en F2(H) y

T |Ψ〉 =
1√
2

[α(c†1Ac
†
2 − c

†
2A
c†1) + β(c†3Ac

†
4 − c

†
4A
c†3)]|0〉 (8.98)

es un estado normalizado de dos fermiones, uno en HA y otro en H. Esto conduce
a estados reducidos ρA(B) con espectro λ(ρA(B)) = (|α|2, |α|2, |β|2, |β|2)/2 idéntico
al de ρ(1)/2, y por ende saturando las desigualdades de la relación de mayorización
(8.92). Incluso si β = 0, en cuyo caso |Ψ〉 es un DS, T |Ψ〉 no es más un DS y tiene
por tanto entrelazamiento de un cuerpo no nulo. Esto coincide con los resultados
previamente presentados, donde se ha mostrado que el entrelazamiento bipartito con
número de fermiones fijo o paridad fija de cada lado requiere entrelazamiento de un
cuerpo (ver Cap. 7).

En cambio, para T r = 1√
2
c†1Acr, r = 1, . . . D, todavía vale

∑
r T r†T r = 12 en

F2(H) pero T r|Ψ〉 es o bien 0 o bien proporcional al estado c†1Ac
†
j|0〉 con c

†
j|0〉 ∈ H,
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y no se general entrelazamiento directo A − B, lo que satisface trivialmente la Ec.
(8.92).

8.3. Entrelazamiento deM-cuerpos en sistemas fuer-

temente correlacionados

Como ya se ha demostrado en la Sec. 8.1.4, las MDs deM -cuerpos pueden tener,
en el caso general, autovalores mayores a 1. Un ejemplo es el caso particular (8.35).
En lo siguiente se verá que efectivamente estados con autovalores de la MD de 2-
cuerpos mayor a 1 emergen naturalmente en sistemas físicos relevantes.

8.3.1. Sistema superconductor

Se considerará el sistema superconductor ya tratado en el capítulo 5. Dicho sis-
tema consiste de un espacio de SP H con D = 2Ω modos compuestos por Ω estados
de SP ortogonales k y sus correspondientes Ω estados invertidos temporalmente k̄ y
descritos por el siguiente Hamiltoniano:

H =
∑
k

εk(c
†
kck + c†

k̄
ck̄)−

∑
k,k′

Gkk′c
†
k′c
†
k̄′
ck̄ck (8.99)

con εk la energía del nivel k y k̄. Se considera el caso semilleno, es decir con un
número fijo de fermiones N = Ω, con espectro equiespaciado εk+1 − εk = ε ∀k y
Gkk′ = G ≥ 0 ∀k, k′. El estado fundamental de este sistema era de la forma

|ψ〉 =
∑
ν

αν

[∏
k

(
c†kc
†
k̄

)nνk] |0〉 (8.100)

Mientras que en el Capítulo 5 el énfasis fue puesto en el comportamiento de la
MD de un cuerpo ρ(1), se estudia aquí la estructura de la MD de dos cuerpos ρ(2),
determinada por

ρ
(2)
αα′ = 〈ψ|C(2)†

α′ C
(2)
α |ψ〉 (8.101)

donde α ∈ {kk′, k̄k̄′, kk̄′, k̄k′} y k < k′.
En la Fig. 8.2 puede verse el espectro de autovalores de la MD de 2-cuerpos [124]

generada por el estado fundamental. Se observa la emergencia de un autovalor > 1

dominante al aumentar la constante de acoplamiento, que aumenta monótonamente
y satura en el límite G → ∞, justamente al valor (8.38), ya que en este límite el
estado fundamental converge al estado de pares (8.35). El resto de los autovalores
tienden a homogeneizarse lentamente, aproximándose al valor (8.39).
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Figura 8.2: Autovalores exactos de la MD de 2-cuerpos ρ(2) en el estado fundamental
del Hamiltoniano de superconductividad (5.1) en función del acoplamiento adimen-
sionalizado G/ε.

Expansión en el subespacio reducido

Debido a la forma de la interacción, el Hamiltoniano (8.99) satisface [H,N+] =

[H,N−] = 0, con N+ el número de partículas en los modos k (N+ =
∑

k c
†
kck) y

N− el número de partículas en los modos k̄ (N− =
∑

k c
†
k̄
ck̄). La MD completa de

2-cuerpos se bloquea entonces en submatrices compatibles con la conservación de
N±.

En particular, el bloque más interesante es ρ(2)

kk̄,k′k̄′
, que es una matriz de D/2×

D/2 proveniente de las contracciones 〈ψ|c†kc
†
k̄
ck̄′ck′ |ψ〉. Este bloque posee D/2 auto-

valores distintos y su traza es igual al número total de pares
∑

k c
†
kckc

†
k̄
ck̄ = N/2. En

la Fig. 8.3 se puede ver la comparación entre los autovalores de este bloque con los
de los otros bloques. Solo en ρ(2)

kk̄k′k̄′
se tiene la presencia de un autovalor dominante

mayor a 1.
Es posible entonces escribir para el estado fundamental una descomposición de

Schmidt (2, N − 2) que involucre solo los elementos de este bloque:

|ψ〉 =
1

(N/2)

D/2∑
ν=1

√
λ

(2)
ν A(2)†

ν A(N−2)†
ν |0〉 , (8.102)

donde la suma es sobre los autovalores de este bloque. Se puede también aproximar
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el estado conservando solo los primeros k términos:

|ψ〉 ' |k〉 = C
k∑
ν=1

√
λ

(2)
ν A(2)†

ν A(N−2)†
ν |0〉 , (8.103)

con C una constante de normalización.
Para medir que tan buena es la aproximación se usa el overlap con el estado

fundamental exacto 〈k|ψ〉. El resultado se grafica en la Fig. 8.4. Se ve que la apro-
ximación es muy buena ya para un número pequeño de términos, incluso para un
sólo término, excepto en la zona crítica G/ε ≈ 0, 4 donde 〈k|ψ〉 tiene un mínimo y
es necesario agregar más términos. El cambio en la complejidad de la aproximación
es un indicador de la presencia de transiciones de fase en este sistema.

Se pueden obtener explícitamente los operadores normales de creación de pares
A

(2)†
ν involucrados en la expansión (8.102), que emergen de la descomposición SVD de

la matriz de coeficientes como A(2)†
ν =

∑
k U

(2)
kν c

†
kc
†
k̄
. Para G suficientemente grande,

el operador correspondiente al autovalor λ(2)
ν máximo es esencialmente el del estado

(8.35),

A
(2)†
1 ≈ A(2)† :=

Ω∑
k=1

1√
Ω
C

(2)†
kk̄

(8.104)

que corresponde a una distribución uniforme, en coincidencia con el estado de la Eq.
(8.35).

8.3.2. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard es bien conocido en física de estado sólido [125-128].
Constituye un modelo sencillo para describir la transición entre las fases conductora
y aislante. A modo ilustrativo, se considera aquí brevemente el caso fermiónico con
2Ω estados de SP, que comprenden Ω estados ortogonales i y sus correspondientes
Ω estados invertidos temporalmente ī, descrito por el siguiente Hamiltoniano:

H =
∑
i

t(c†ici+1 + c†
ī
c ¯i+1 + h.c.) + Uninī − h(ni − nī) (8.105)

Aquí t es la amplitud de hopping, asociada con el movimiento de los electrones entre
distintos sitios de la red, h es un campo magnético externo y U es el acoplamiento
on-site, con ni = c†ici.

El caso repulsivo U > 0 no muestra comportamiento bosónico. Por el contrario,
en el caso atractivo U < 0, el estado fundamental conduce a una MD de 2-cuerpos
que posee un autovalor mayor a 1, como puede verse en la Fig. 8.5 para N = 12 y
h ' 0. Esto refleja la presencia de atracciones on-site.
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(a) Autovalores del bloque no diagonal kk̄, k′, k̄′
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(b) Autovalores de los bloques diagonales

Figura 8.3: Comparación entre los distintos subconjuntos de autovalores de ρ(2) en
el estado fundamental del Hamiltoniano de superconductividad (5.1) en función del
acoplamiento adimensionalizado G/ε.
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Figura 8.4: Overlap entre el estado fundamental exacto y el estado aproximado
(8.103). Cada curva corresponde a un valor distinto de k (número máximo de tér-
minos considerados en la expansión, k = 1, 2, 3). La linea punteada verde indica la
suma completa.

Expansión en el subespacio reducido

Este Hamiltoniano satisface también [H,N+] = [H,N−] = 0, con N+ =
∑

i c
†
ici,

N− =
∑

i c
†
ī
cī. El bloque relevante es ahora ρ(2)

ij̄,kl̄
, que es una matriz de (D

2
)2 × (D

2
)2

correspondiente a las contracciones 〈ψ|c†ic
†
j̄
cl̄ck|ψ〉. Nuevamente, este bloque no tiene

autovalores degenerados, y su traza es (N/2)2.
Es posible realizar una descomposición de Schmidt (2, N − 2) del estado funda-

mental, que involucre solo este bloque:

|ψ〉 =
1

N

(D/2)2∑
ν=1

√
λ

(2)
ν A(2)†

ν A(N−2)†
ν |0〉. (8.106)

Esta expansión puede ser aproximada hasta sus primeros k términos. Nuevamente,
puede mostrarse que el overlap es también muy bueno en este modelo, como se
aprecia en la Fig. 8.6.
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Figura 8.5: Autovalores exactos de la MD de 2-cuerpos ρ(2) en el estado fundamental
del Hamiltoniano de Hubbard (8.105) en función del acoplamiento adimensionalizado
U/t.
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Figura 8.6: Overlap entre el estado fundamental exacto y el estado aproximado
(8.106). Cada curva corresponde a un valor distinto de k, el número máximo de
términos considerados en la expansión (k = 1, 2, 3).
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Fermionic.jl: una librería para simula-

ciones fermiónicas

Se puede apreciar un rápido movimiento dentro de la comunidad de información
cuántica hacia formas más colaborativas de generación de conocimiento [129-134]. La
aparición de librerías de código abierto en los últimos años han empujado muchas
ideas y han establecido bases sólidas para el desarrollo futuro. Del uso de estas
herramientas emerge una ciencia más democrática y eficiente. Sin embargo, hay
todavía muchas áreas sin explorar que se beneficiarían de este tipo de desarrollos.
Dentro de estas puede incluirse la información cuántica con fermiones.

En el marco de las investigaciones doctorales, resultó de gran utilidad el desarro-
llo de herramientas propias para simular sistemas fermiónicos. Estas herramientas
son de utilidad no solo en el área de información cuántica, sino también en materia
condensada, nanomateriales y química cuántica. Si bien existen librerías fermióni-
cas, como OpenFermion [130], estas tienen un enfoque principalmente basado en
los orbitales. Fermionic.jl define operadores fermiónicos para dimensión finita como
matrices, y estados como vectores sobre los que operar, lo que es mucho más ade-
cuado para protocolos de información cuántica. Sin embargo, la mayor ventaja de
la librería es la capacidad para trabajar en sistemas con número de partículas fijo,
lo que reduce la dimensionalidad del problema de 2d a

(
d
N

)
, donde d es la dimensión

del espacio de SP y N el número fijo de partículas. Esto es único de esta librería y
permite alcanzar simulaciones en dimensiones mucho más altas.

La librería está escrita en Julia, que es un lenguaje de alto nivel con muy alta
velocidad, que está creciendo notablemente en el campo de computación científica
[134]. Se eligió Julia porque tiene un rendimiento 100 veces superior a Python en la
misma tarea, siendo además igual o más fácil de leer y escribir. Todas las librerías
de Python pueden importarse directamente en Julia a través de PyCall.
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9.1. Requisitos e instalación

Fermionic.jl es una librería de Julia que puede ser instalada en Mac, Windows
y Linux. Para correrla, es necesario tener Julia instalado. Eso puede hacerse en el
siguiente link

https://julialang.org/downloads/

Luego, los paquetes se instalan directamente desde la consola o desde una no-
tebook de Jupyter. Para instalar Fermionic desde la consola, se escribe en primer
lugar [ para acceder al modo “pkg". Luego, el comando

1 add Fermionic

instalará el paquete. Alternativamente, es posible instalarlo directo desde un
editor o un notebook de Jupyter con los siguientes comandos

1 import Pkg

2 Pkg.add("Fermionic")
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El código fuente de Fermionic.jl está hosteado en GitHub, y puede encontrarse
en la siguiente dirección

https://github.com/Marco-Di-Tullio/Fermionic.jl

El mismo está distribuido bajo Licencia MIT.

9.2. Capacidades

Esta sección tiene el objetivo de presentar las capacidades de la librería. El núcleo
de Fermionic.jl consiste en definir de forma eficiente operadores fermiónicos como
matrices esparsas. Estas matrices se escriben en la base ortogonal de determinantes
de Slater fermiónicos en la dimensión de input d. La dimensión de estas matrices
escalea como 2d, y es allí donde la velocidad de Julia tiene un rol clave. Además,
la capacidad de simular sistemas con número fijo de partículas N en el subespacio
correspondiente, permite alcanzar dimensiones mucho más altas que definiendo el
espacio de SP entero.

Con operadores y estados ya definidos, es posible construir herramientas más
avanzadas, como compuertas lógicas fermiónicas y medidas de correlación.

9.2.1. Operadores fermiónicos

Base completa

Los operadores fermiónicos ai, a†j se definen con las siguientes relaciones de
anticonmutación {ai, a†j} = δij, {ai, aj} = {a†i , a

†
j} = 0. En un determinante de

Slater, cada modo estará ocupado o desocupado. Todos los posibles estados en
dimensión d pueden generarse a partir de la base de posibles ocupaciones y for-
man una base para el espacio de Fock. Por ejemplo, si d = 3, la base será B =

{(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}, donde se defi-
nió un orden para los operadores de creación. Aquí, el estado (1, 1, 0) corresponde a
a†1a

†
2|0〉 = −a†2a

†
1|0〉, con |0〉 el estado de vacío. Los operadores de creación y destruc-

ción fermiónicos pueden escribirse como matrices en esta base. La librería trabaja
en su lugar con matrices esparsas, ya que es más eficiente en tiempo y memoria.

Para inicializar los operadores fermiónicos en dimensión d, se utiliza Op(d)

1 using Fermionic

2 op = Op(d);
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Estos operadores pertenecen al tipo ::Op . Una de las grandes ventajas de defi-
nir operadores como tipos, es la posibilidad de definir simultáneamente operadores
para distintas dimensiones. Esto puede ser útil en numerosas aplicaciones, como por
ejemplo comparar resultados de distintas dimensiones sin perder los operadores en
cada inicialización. Se puede acceder a cada operador fermiónico con los siguientes
comandos:

ai → a(Op,i)

a†i → ad(Op,i)

Luego los operadores fermiónicos pueden obtenerse multiplicando estos operado-
res fundamentales. Los operadores de un cuerpo se definen especialmente por su uso
intensivo

aiaj → aa(Op,i,j)

a†ic
†
j → adad(Op,i,j)

aia
†
j → aad(Op,i,j)

a†iaj → ada(Op,i)

Los mismos podían obtenerse también multiplicando simplemente los operadores
fermiónicos:

a†iaj → ada(Op,i,j) = ad(Op,i)*a(Op,j)

Los operadores pueden sumarse, multiplicarse o incluso exponenciarse. Por ejem-
plo una unitaria puede obtenerse de la siguiente forma

1 t=1/2

2 u = exp(Matrix(im*t*(ada(op,1,2)+ada(op,2,1))))

Con el comando basis(op) es posible visualizar la base total del espacio de
Fock.
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Subespacio con número fijo de partículas

En muchos casos, interesan los operadores fermiónicos en sistemas con conser-
vación de número de partículas. Este es el caso, por ejemplo, de los Hamiltonianos
tratados en esta tesis. Si se trabaja en dimensión d con n partículas, es posible
reducir el tamaño de las matrices de 2d × 2d a

(
d
n

)
×
(
d
n

)
.

En este tipo de sistemas, serán de interés principalmente aquellos operadores
que conserven el número de partículas. Estos se construyen a partir de multiplicar y
combinar operadores de un cuerpo a†iaj y aia

†
j. Se accede a estos operadores usando

los mismos comandos ada y aad del espacio completo de Fock, pero Julia diferencia
entre funciones en base al input mediante multipledispatch (otros idiomas diferencian
en base a unos pocos inputs, julia tiene todos en cuenta).

Se utilizan ada(d,n,i,j) y aad(d,n,i,j) para obtener los operadores con
dimensión d y n partículas correspondientes a modos i, j. Por ejemplo:

1 # d = dimensión

2 d = 4

3 # n = número de partículas

4 n = 2

5 # i el modo creado

6 i = 2

7 # j el modo destruido

8 j = 4

9 # este es el operador a_i^dagger a_j

10 ada(d,n,i,j)

11

12 Output: 6×6 SparseArrays.SparseMatrixCSC{Float64,Int64} with 2

stored entries:↪→

13 [3, 1] = -1.0

14 [6, 4] = 1.0

Este operador vive en la base reducida, que puede obtenerse con el comando
basis_m(d,n)

1 b, index = basis_m(d,n);

2 Matrix(b)
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3

4 Output: 6×4 Array{Float64,2}:

5 0.0 0.0 1.0 1.0

6 0.0 1.0 0.0 1.0

7 0.0 1.0 1.0 0.0

8 1.0 0.0 0.0 1.0

9 1.0 0.0 1.0 0.0

10 1.0 1.0 0.0 0.0

Si se piensa trabajar con algunos operadores de este tipo, es conveniente inicia-
lizarlos con la base ya predefinida. De esta forma se evita redefinir la base cada vez
que se corre el operador:

1 b, index = basis_m(d,n)

2 ada(b, index, i, j)

3

4 Output: 6×6 SparseArrays.SparseMatrixCSC{Float64,Int64} with 2

stored entries:↪→

5 [3, 1] = -1.0

6 [6, 4] = 1.0

Por último, y como se hizo con los operadores en la base completa, es posible
definir todos los operadores de un cuerpo en este espacio en simultaneo. Esto es
muy útil cuando se trabaja con muchos operadores de este tipo, como puede ser
un Hamiltoniano, que itera muchas veces sobre los mismos operadores (por ejem-
plo, operadores de dos cuerpos sumando sobre todos los modos). Para esto se usa
Op_fixed(d,n) :

1 opf = Op_fixed(d,n)

2 ada(opf,i,j)

3

4 Output: 6×6 SparseArrays.SparseMatrixCSC{Float64,Int64} with 2

stored entries:↪→

5 [3, 1] = -1.0

6 [6, 4] = 1.0
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Es posible definir operadores de creación a†i y destrucción ai que mueven entre
espacios de número fijo pasando de N a N + 1 o N − 1 respectivamente. Para esto
se definen ad(d,n,i) y a(d,n,i) . Estas serán matrices no cuadradas que mapean
entre los espacios. Estos operadores pueden aplicarse sobre estados.

1 s=[0, 0, 0, 0, 0, 1]

2 println("Se parte del estado de 2 fermiones en la base de

dimensión 4 ",s)↪→

3 b,_=basis_m(4,2)

4 println("Que corresponde a ", Array(b[6,:]))

5 println("Si se aplica el operador de creación en el cuarto modo

se obtiene ", ad(4,2,4)*s)↪→

6 b2,_=basis_m(4,3)

7 println("Que corresponde a ", Array(b2[3,:]))

8 println("Si se aplica el operador de creación en un modo

externo, se agrega una ancilla ", ad(4,2,5)*s)↪→

9 b3,_=basis_m(5,3)

10 println("Que corresponde a ", Array(b3[8,:]))

11

12 Output:

13 "Se parte del estado de 2 fermiones en la base de dimensión 4

[0, 0, 0, 0, 0, 1]"↪→

14 "Que corresponde a [1.0, 1.0, 0.0, 0.0]"

15 "Si se aplica el operador de creación en el cuarto modo se

obtiene [0.0, 0.0, 1.0, 0.0]"↪→

16 "Que corresponde a [1.0, 1.0, 0.0, 1.0]"

17 "Si se aplica el operador de creación en un modo externo, se

agrega una ancilla [0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0,

0.0, 0.0]"

↪→

↪→

18 "Que corresponde a [1.0, 1.0, 0.0, 0.0, 1.0]"

Se definen también métodos para realizar aplicaciones sucesivas.

En caso de querer pasar del espacio completo de Fock al espacio reducido con
número fijo puede aplicarse la función fixed(op,m) que toma dos argumentos: el
operador op que desea reducirse y m el número fijo de partículas en el espacio final.
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9.2.2. Estados

Base completa

Los estados son arrays escritos en la misma base que los operadores, con 2d

elementos. Pueden generarse a partir de arrays normales o sparse con el coman-
do State(s:::AbstractVector, o::Op) , que crea un elemento del tipo State ,
ganando así acceso a varias propiedades.

Por ejemplo, un estado aleatorio con n partículas en dimensión d puede crearse
como:

1 op = Op(d)

2 l = 2^d

3

4 ran_state = [0.0 for i in 1:l]

5

6 for i in 1:l

7 if sum(basis(op)[i,:]) == n

8 ran_state[i] = 2*rand(Float64,1)[1]-1

9 end

10 end

11

12 ran_state = ran_state/sqrt(ran_state'*ran_state)

13

14 ran_state = State(ran_state, op);

Naturalmente, los estados pueden crearse aplicando operadores de creación sobre
el vacío. El estado de vacío se inicializa con vacuum(Op) . El estado resultante es
sparse:

1 op = Op(d)

2 vac = vacuum(op)

3 state = (ad(op,1)*ad(op,2)+ad(op,3)*ad(op,4))*vac

4 state = state/sqrt(state'*state)

5 state = State(state, op);

Una vez inicializado un estado, se tiene acceso a varias propiedades. Algunas de
estas son:
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st(s::State) : devuelve el array usado para construir el estado s.

ope(s::State) : devuelve el elemento Op usado correspondiente al espacio
donde vive el estado.

n_avg(s::State) : devuelve el número medio de partículas en el estado s.

rhosp(s::State, prec=15) : devuelve la matriz densidad de un cuerpo, es
decir ρ tal que ρij = 〈ψ|a†jai|ψ〉, con |ψ〉 el estado.

rhoqsp(s::State, prec = 15) : devuelve la matriz densidad de cuasipartí-

culas, es decir ρqsp tal que ρqsp =

(
ρsp κ

κ̄ 1− ρsp

)
, con ρsp la matriz de un

cuerpo, κ tal que κij = 〈ψ|ajai|ψ〉 y κ̄ el hermítico conjugado de κ, con |ψ〉 el
estado fermiónico s.

rhom(s::State, m::Int64, prec = 15) : devuelve la matriz densidad dem−cuerpos
en la base original, es decir ρm tal que ρmij = 〈ψ|a†i1a

†
i2
...a†imaj1aj2 ...ajm |ψ〉, con

|ψ〉 el estado fermiónico s.

Hay muchas más funciones, algunas de las cuales serán introducidas más adelante.
La lista completa puede verse en https://bit.ly/2SAKJKX

Subespacio con número fijo de partículas

Análogamente a lo hecho para operadores los estados pueden también vivir en
el espacio reducido, ahorrando tiempo y memoria. Estados en el subespacio reducido
pueden inicializarse con State_fixed(s::AbstractVector, o::Op, n::Int64) , don-
de n es el número fijado de partículas. Estos estados tienen accesibles las mismas
funciones que State a excepción de aquellas relacionadas a número de partículas no
definido, como rhoqsp() , n_avg() y las correlaciones correspondientes. En lugar
de n_avg() , se tiene el comando nume(s::State_fixed) que devuelve el número
fijado de partículas.

Estados que viven en el espacio completo pueden llevarse al espacio reducido
de n partículas usando fixed_state(state, n::Int64) , donde state puede ser un
AbstractVector (en cuyo caso devuelve el vector reducido) ó un State (en cuyo
caso devuelve el State_fixed correspondiente).

También es posible realizar el proceso inverso, es decir pasar de la base restringida
a la base entera. Para eso se usa unfixed_state() , que convierte vectores reducidos
ó State_fixed en vectores completos ó State respectivamente.
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9.2.3. Estados mixtos

Hasta ahora, se trató solamente con estados puros. Sin embargo, los estados
más generales son mixtos. La matriz densidad de un cuerpo de estados mixtos se
obtiene combinando convexamente las matrices de un cuerpo de los estados puros
involucrados en la descomposición:

ρsp =
∑
i

piρ
sp
i (9.1)

Es posible construir directamente esta matriz con
rhosp_mixed(probs::Array{Float64,1}, st::Array{s,1}) , con s::State/State_fixed,
es decir st es un array de estados de alguno de estos tipos, cada uno con su probabi-
lidad correspondiente en el vector de misma longitud probs, tal que tr(probs) = 1.

9.2.4. Correlaciones

La capacidad de acceder a estados exactos es vital para el estudio de correla-
ciones. Estas cantidades suelen ser muy sensibles y por tanto difíciles de computar
mediante aproximaciones. Como se ha mencionado, esta librería cuenta con funcio-
nalidades especializadas al estudio de estas cantidades que se aplican sobre State

y State_fixed :

ssp(s) : con s::State/State_fixed, devuelve la entropia de un cuerpo S =

−
∑

i(λi log2(λi) + (1− λi) log2(1− λi))/N con λi los autovalores de la matriz
densidad de un cuerpo correspondiente al estado fermiónico s.

sqsp(s) : con s::State/State_fixed, devuelve la entropía de un cuerpo genera-
lizada S = −

∑
i(λi log2(λi)+(1−λi) log2(1−λi))/N con λi los autovalores de

la matriz de un cuerpo de cuasipartículas correspondiente al estado fermiónico
s.

trp(s::State, mod::ArrayInt64,1) : devuelve la matriz densidad ρ = |ψ〉〈ψ|
correspondiente al sistema restringido al subespacio de modos mod (que se in-
dica por ejemplo como [1, 4, 2, 6], identificando el subespacio de estos 4 modos).

Finalmente, es posible también comparar dos estados mediante relaciones de
mayorización. Para eso se introducen los siguientes comandos:
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majorization_sp(s1,s2) : con s1, s2 estados de cualquier tipo, devuelve 1 si
s1 mayoriza a s2, -1 si s2 mayoriza a s1 ó 0 si no hay relación de mayorización
(todo respecto a la matriz de un cuerpo).

majorization_qsp(s1,s2) : con s1, s2 estados de cualquier tipo, devuelve
1 si s1 qsp-mayoriza a s2, -1 si s2 qsp-mayoriza a s1 ó 0 si no hay relación de
mayorización (todo respecto a la matriz de un cuerpo de cuasipartículas).

Se espera agregar más funcionalidades de este tipo en versiones posteriores de
Fermionic.

9.2.5. Compuertas lógicas

En vistas de desarrollar modelos de computación cuántica fermiónica, puede
planterse una analogía del formalismo de compuertas utilizado para sistemas de qu-
bits efectivamente distinguibles. La definición de de compuertas lógicas fermiónicas
no es una tarea fácil, y fue tratada en detalle por Bravyi y Kitaev en el trabajo
[135]. Se busca imitar el comportamiento de las compuertas de spin, considerando
el mapeo de spines donde |0〉 se corresponde con un modo vacío y |1〉 con un modo
ocupado. Este mapeo debe hacerse con cautela, ya que aparecen algunas diferencias.
Por ejemplo, en la operación SWAP, se tiene un cambio en la fase debido a las reglas
de anticonmutación. Las compuertas incluidas son:

1. Pauli x-gate: sigma_x(o::Op,mode::Int64)

En sistemas distinguibles, esta compuerta actúa sobre un qubit mapeando el
estado |0〉 a |1〉 y el |1〉 al |0〉. Es por tanto equivalente a la compuerta clásica
NOT. Con fermiones, se mapeará este comportamiento para las ocupaciones
de los modos. Esta compuerta llevará el estado a†i |0〉 a |0〉 y viceversa.

σx(j)|1j〉 = |0j〉
σx(j)|0j〉 = |1j〉

Es importante remarcar que esta compuerta no conserva paridad de número
de fermiones.

2. Pauli y-gate: sigma_y(o::Op,mode::Int64)

Esta compuerta es muy similar a la x-gate, pero introduce fases adicionales.
Mapea |0〉 a i|1〉 y |1〉 a −i|0〉.

σy(j)|1j〉 = i|0j〉
σy(j)|0j〉 = −i|1j〉
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No se conserva la paridad en esta operación.

3. Pauli z-gate: sigma_z(o::Op,mode::Int64)

A diferencia de las dos compuertas anteriores, esta es diagonal. Mapea |0〉 a
|0〉 y |1〉 a −|1〉. Agrega un signo negativo al aplicarse sobre modos ocupados.

σz(j)|0j〉 = |0j〉
σz(j)|1j〉 = −|1j〉

En este caso la paridad sí se conserva.

4. Phase shift: phase(o::Op,mode::Int64,phase::Float64)

Esta operación es una generalización de la compuerta de Pauli z. Mide si un
modo j se encuentra o no ocupado, y si lo está le aplica la fase phase.

R(j, φ)|0〉 = |0〉
R(j, φ)|1〉 = eiφ|1〉

Cuando φ = π se recupera la Pauli z gate, y cuando φ = π/4 se tiene la T-gate.

Phase shift gate conserva paridad.

5. Hadamard: hadamard(o::Op,mode1::Int64,mode2::Int64)

En sistemas distinguibles, la compuerta Hadamard es una operación sobre un
qubit que mapea |0〉 a |0〉+|1〉√

2
y |1〉 a |0〉−|1〉√

2
. Básicamente, crea una superposición

entre los elementos.

Al trabajar con fermiones, surge una complejidad adicional. La regla de super-
selección de paridad impide mezclar estados fermiónicos con distinta paridad
de número. Por tanto un mapeo directo a ocupaciones no está permitido. El
mejor candidato para esta compuerta, requiere estados de dos modos tales que

|01〉 → |01〉+|10〉√
2

|10〉 → |01〉−|10〉√
2

Lo que se está realmente haciendo es transformando los operadores de la si-
guiente forma:

a†i →
a†i+a

†
j√

2

a†j →
a†i−a

†
j√

2

De este mapeo se pueden deducir también las siguientes transformaciones:

|00〉 → |00〉
|11〉 → |11〉
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que son equivalentes a la transformación identidad.

6. UCNOT: ucnot(o::Op,control::Int64,target::Int64)

Las compuertas controladas actúan sobre 2 o más entradas, donde una sirve
a modo de control para determinar si una operación se realiza o no sobre
las restantes, que se comportan como objetivos. La más común de estas es la
Controlled NOT, ya que es una de las operaciones fundamentales que permiten
computación cuántica universal. Esta operación cambia el estado objetivo si
y solo si el control está activado. Para sistemas distinguibles de qubits, si el
primer modo actúa de control y el segundo de objetivo, se tiene el siguiente
mapeo

|00〉 → |00〉
|01〉 → |01〉
|10〉 → |11〉
|11〉 → |10〉

Se tendrá el mismo mapeo para fermiones, pero ahora con ocupaciones, donde
0 representa el modo desocupado y 1 el modo ocupado. Esta operación se
escribe como UCNOT = |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ σx = exp[iπ

4
(1− σz)⊗ (1− σx)].

Es importante remarcar que esta operación no conserva la paridad de número
fermiónico en general. Una solución común a este problema consiste en aplicar
Ucnot a más de 1 objetivo, definiendo un subespacio de paridad fija. Por
ejemplo, si se tiene el siguiente estado

|ψ〉 = 1
2
(a†5 + a†6)(a†1a

†
3 + a†2a

†
4)|0〉

donde 5 y 6 son modos auxiliares (ancillas). Se puede aplicar una control ga-
te con el modo 5 de control, y los modos 1 y 2 como objetivos. Los modos
1 y 2 viven en un subespacio con ocupación 1. Cualquier aplicación de Uc-
not va a conservar la paridad. Al tener varios objetivos, la operación total se
descompone en el producto de operaciones individuales.

7. SWAP: swap(o::Op,mode1::Int64,mode2::Int64)

La compuerta SWAP intercambia la ocupación de dos modos fermiónicos.

Sij|0i0j〉 = |0i0j〉
Sij|0i1j〉 = |1i0j〉
Sij|1i0j〉 = |0i1j〉
Sij|1i1j〉 = −|1i1j〉
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Es diferente a la operación usual SWAP de qubits ya que se tiene un signo
negativo en el caso de doble ocupación. Esto se debe a las propiedades de
anticonmutación de los fermiones. Esta transformación puede obtenerse con la
siguiente operación fermiónica:

S = I − a†iai − a
†
jaj + a†iaj + a†jai = exp

(
iπ

2
(a†i − a

†
j)(ai − aj)

)
Esta operación preserva la paridad de número de fermiones.

8. Unitary:
Es posible realizar transformaciones generales de operadores fermiónicos con-
siderando la función exponencial. Esto es útil, por ejemplo, para evolucionar
temporalmente un estado con un Hamiltoniano dado.

Por el momento, Julia no soporta exponenciales de matrices sparse (puede
aproximarse manualmente haciendo el desarrollo de Taylor). Por eso, en el
siguiente ejemplo se convierte la matriz a dense

1 op = Op_fixed(d,n)

2 t=1/2

3 u = exp(Matrix(im*t*(ada(op,1,2)+ada(op,2,1))))

9.3. Ejemplos de uso

En esta sección se mostrará un ejemplo concreto de uso de la librería. Se mostrará
como obtener el estado fundamental de un sistema superconductor, como el descripto
en el Capitulo 5. Dicho sistema contaba con Ω fermiones en 2Ω modos, compuestos
por Ω niveles de energía, cada uno con degeneración doble k y k̄ (pensar en dos
columnas paralelas). Los distintos niveles interactúan con un término de pairing. El
Hamiltoniano completo tiene un término libre y otro de interacción:

H = H0 +HI (9.2)

=
∑
k

εk(c
†
kck + c†

k̄
ck̄)−

∑
k,k′

Gk,k′c
†
k′c
†
k̄′
ck̄ck (9.3)

El término libre H0 =
∑

k εk(c
†
kck + c†

k̄
ck̄) describe dos estados k y k̄ con la

misma energía. Se considera el caso de espectro equiespaciado, es decir εk = ε0 ∀k
(esto puede fácilmente cambiarse en el código). Por otro lado, se tiene el término de
interacción HI =

∑
k,k′ Gk,k′c

†
k′c
†
k̄′
ck̄ck. Este término se activa cuando tanto k como k̄
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se encuentran ocupados. Como es un término negativo, el estado fundamental tendrá
ocupaciones simultaneas de k con k̄.

Se tiene en este caso [H, N̂ ] = 0, con lo cual se puede trabajar directamente en
el subespacio de número fijo de partículas. El siguiente código encuentra el estado
fundamental de este sistema:

1 #importar las librerias necesarias

2 using Fermionic

3 using LinearAlgebra

4

5 #se selecciona la dimensión d y el número fijo de partículas n

6 d = 8

7 n = Int(d/2)

8

9 #inicialización de operadores

10 o = Op_fixed(d,n)

11

12 #el espectro de energías para el término libre

13 epsilon = [e0*(i-d/4-1/2) for i in 1:d/2]

14 epsilon = sort([epsilon; epsilon])

15

16 #el término libre

17 h0 = sum([epsilon[i]*(ada(o,i,i) + ada(o,i+1,i+1)) for i in

1:2:(Int(d)-1)])↪→

18

19 #el término de interacción

20 hi = sum([sum([if i==j spzeros(binomial(d,nume),

binomial(d,nume)) else -(ada(o,j,i+1)*ada(o,j+1,i)) end↪→

21 for i in 1:2:(Int(d)-1)]) for j in

1:2:(Int(d)-1)])↪→

22

23 #los valores de acoplamiento

24 e0 = 1.0

25 g = 5.0

26

27 #construcción del Hamiltoniano completo

28 h = e0*h0 - g*hi
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29

30 #se selecciona el autovector correspondiente al autovalor más

pequeño↪→

31 fundamental = eigvecs(Matrix(h))[:,1]

32

33 #opcional: inicializar el estado para estudiar más propiedades

34 fund = State_fixed(fundamental,o);

Con el estado exacto, pueden medirse distintas medidas de correlación, como las
ya presentadas previamente, u otras funciones definidas manualmente.

Una de las ventajas de Julia, es su facilidad para interactuar con librerías de
Python mediante la librería PyCall. A modo de ejemplo, se resuelve nuevamente el
sistema superconductor pero usando acoplamientos simbólicos. Se usa para esto la
librería Sympy:

1 using Fermionic

2 using SparseArrays

3 using PyCall

4

5 #se importa el paquete de sympy a través de PyCall

6 sympy = pyimport("sympy");

7

8 d = 4

9 n = Int(d/2)

10

11 e0 = 1.0

12

13 o = Op_fixed(d,n)

14

15 epsilon = [e0*(i-d/4-1/2) for i in 1:d/2]

16 epsilon = sort([epsilon; epsilon])

17 h0 = sum([epsilon[i]*(ada(o,i,i) + ada(o,i+1,i+1)) for i in

1:2:(Int(d)-1)])↪→

18 hi = sum([sum([if i==j spzeros(binomial(d,nume),

binomial(d,nume)) else -(ada(o,j,i+1)*ada(o,j+1,i)) end↪→

19 for i in 1:2:(Int(d)-1)]) for j in

1:2:(Int(d)-1)])↪→
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20

21 #se definen los símbolos

22 g = sympy.Symbol("g")

23 e = sympy.Symbol("e")

24

25 mh = e*sympy.Matrix(h0) - g*sympy.Matrix(hi)

26 (P, D) = mh.diagonalize()

27

28 # D es el Hamiltoniano diagonalizado con los autovalores sobre

su diagonal↪→

29 D

Que devuelve:

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − (e2 + g2)
0,5

0

0 0 0 0 0 (e2 + g2)
0,5


Esto coincide con los resultados conocidos.

En el siguiente vínculo se presenta más detalle y desarrollo, así como otros ejem-
plos de uso:

https://github.com/Marco-Di-Tullio/Fermionic.jl/tree/master/examples

9.4. Bosonic.jl

En el último tiempo, se ha comenzado a explorar, con un formalismo análogo
el caso bosónico. Con ese motivo, y partiendo del desarrollo previo de Fermionic.jl,
resultó natural crear una librería que funcione de forma análoga y permita contrastar
resultados analíticos numéricamente. Esta librería es un proyecto en desarrollo y
cuenta con menos funcionalidades disponibles que Fermionic.

La principal diferencia con el caso fermiónico es que la base de Fock tiene en
principio dimensión infinita. Es por ello que esta librería lidia solo con el caso con
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número fijo de partículas. Con esta restricción, la base aumenta de tamaño propor-
cionalmente a

(
d+N−1
N

)
donde d es la cantidad de modos disponibles y N la cantidad

fija de partículas.
Al igual que Fermionic, Bosonic.jl es una librería de Julia que puede ser instalada

en Mac, Windows y Linux. Para instalar la librería desde la consola, se escribe en
primer lugar [ para acceder al modo “pkg". Luego, el comando

1 add Bosonic

instalará el paquete. Es posible también realizar la instalación desde un notebook
de Jupyter con los siguientes comandos

1 import Pkg

2 Pkg.add("Bosonic")

El código fuente de Bosonic.jl está hosteado en GitHub, y puede encontrarse en
la siguiente dirección

https://github.com/Marco-Di-Tullio/Bosonic.jl

El mismo se encuentra también distribuido bajo Licencia MIT.
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Conclusiones

En la presente Tesis se han desarrollado y examinado nuevas medidas de entre-
lazamiento en sistemas fermiónicos.

En primer lugar, tras una revisión de los conceptos fundamentales, se reexaminó
el denominado entrelazamiento de un cuerpo, basado en la matriz densidad de un
cuerpo. A diferencia del entrelazamiento de modos, este entrelazamiento es indepen-
diente de la elección de base del espacio de una partícula, midiendo la desviación
del estado respecto de un determinante de Slater. De hecho, como se mostró en el
Capítulo 4 para estados puros, la correspondiente entropía de entrelazamiento repre-
senta la mínima entropía relativa (una medida entrópica de distancia) a un estado
fermiónico Gaussiano, anulándose pues sii el estado es un determinante de Slater o,
en su versión extendida, un vacío de cuasipartículas. En estados mixtos, el corres-
pondiente entrelazamiento de formación se anula solo para mezclas convexas de este
tipo de estados. Mediante la concurrencia fermiónica, el mismo puede evaluarse en
forma exacta en estados fermiónicos generales de cuatro modos.

Como primera aplicación, se investigó en el Capítulo 5 el comportamiento de
este entrelazamiento en el estado fundamental de un sistema superconductor. Se
mostró que la correspondiente entropía de entrelazamiento refleja la intensidad de
las correlaciones de apareamiento, aumentando monótonamente con la constante de
acoplamiento y saturando a su valor máximo en el régimen de acoplamiento fuerte. Al
considerar la bipartición global entre todos los modos k y los reversos temporales k,
la correspondiente entropía de entrelazamiento resultó ser justamente muy similar a
la entropía de un cuerpo (adecuadamente normalizada), siendo ambas directamente
proporcionales en la aproximación BCS. Por tanto resulta así posible aproximar un
recurso como la entropía de entrelazamiento bipartita entre modos distinguibles,
mediante una cantidad accesible por medidas de un cuerpo, tal como la entropía de
un cuerpo.

Se examinó luego el entrelazamiento fermiónico de estados reducidos de un con-
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junto de modos, los cuales son, desde ya, estados mixtos. El primer caso no trivial
es el estado reducido de 4 niveles (k, k̄, k′, k̄′), k 6= k′, donde el entrelazamiento de
formación asociado, calculado mediante la concurrencia fermiónica, exhibe un com-
portamiento distinto al de las entropías anteriores. Dicha medida presenta un pico
prominente en la transición de fase superconductora para los niveles más cercanos
al nivel de Fermi, haciéndose pequeña en el límite de acoplamiento fuerte.

Estas medidas fueron también calculadas para descripciones aproximadas del es-
tado fundamental del mismo sistema, tales como BCS y BCS proyectado a número
fijo de fermiones. Se observó una correlación estrecha entre el gap de BCS y el en-
trelazamiento de un cuerpo global, confirmando la relación de este último con las
correlaciones de apareamiento. La aproximación de BCS es capaz de proveer una
muy buena descripción, en la fase superconductora correspondiente a acoplamiento
G > Gc, de la entropía de un cuerpo, así como de la entropía asociada a la partición
entre todos los modos k y k̄, que resulta ser en este caso exactamente la mitad de
la anterior. Sin embargo, la aproximación normal de BCS no es capaz de describir
la concurrencia fermiónica del estado reducido de cuatro modos (que depende de
observables de dos cuerpos), dando un valor idénticamente nulo. Es necesario para
ello proyectar el estado de BCS a un número de partículas fijo. El estado resultante
(obtenido por variación luego de la proyección) es capaz de proporcionar una descrip-
ción correcta de la concurrencia fermiónica, reproduciendo el pico de la concurrencia
para niveles k, k′ próximos al nivel de Fermi. También es capaz de predecir correc-
tamente el valor pequeño pero no nulo (en sistemas finitos) de las otras medidas
de correlaciones en la zona normal G < Gc. Si bien las predicciones de esta última
aproximación son muy buenas para todo valor de G, la zona G ≈ Gc es aquella
donde se observa la mayor desviación, confirmando que el pico de la concurrencia se
da en la zona de mayor complejidad de la función de onda exacta.

Se analizaron también otras medidas de correlaciones en el estado reducido de
estos subsistemas, tales como la información mutua y la discordia cuántica. En
contraposición con la concurrencia, estas siguen siendo significativas en la zona su-
perconductora y también en el límite de acoplamiento fuerte.

Las mismas medidas fueron también examinadas, en el Capítulo 6, en el estado
fundamental exacto del modelo de multiplemente conectado de Lipkin fermiónico.
Aquí se encontró también que la entropía de un cuerpo se correlaciona fuertemente
con el parámetro de orden de campo medio asociado a la ruptura de simetría, y
aumenta monótonamente con la intensidad del acoplamiento, saturando en el límite
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de acoplamiento fuerte. Es también aproximadamente proporcional a la entropía de
entrelazamiento total bipartita entre los modos superiores e inferiores, una cantidad
que no tiene análogo físico en una realización pura de espines de este modelo. Am-
bas entropías escalean con la dimensión del sistema, son débilmente dependientes
de la anisotropía y pueden ser correcta y analíticamente descriptas por una aproxi-
mación de campo medio con paridad de número de ocupación de nivel restaurada.
Esta simetría tiene un rol importante en la proporcionalidad previa y asegura una
paridad de número de fermiones fija en el entrelazamiento entre modos superiores
e inferiores, permitiendo considerar el entrelazamiento total arriba-abajo como un
recurso cuántico.

Se analizó también el entrelazamiento fermiónico del estado reducido de cuatro
modos (dos pares arriba-abajo, primer caso no trivial) mediante la concurrencia fer-
miónica. A diferencia de las medidas globales previas, esta concurrencia presenta
un pico dominante en la transición de fase, al igual que en el sistema supercon-
ductor, cuyo ancho es dependiente de la anisotropía del acoplamiento. Mientras que
esta concurrencia puede ser directamente asociada con un entrelazamiento de modos
bipartito (es decir con un par de spin 1/2 efectivo p − q), difiere de un entrelaza-
miento arriba-abajo del par, ρpq, el cual puede ser medido mediante la negatividad
correspondiente. Esta última cantidad se comporta similarmente a medidas globales
previas. La aproximación de campo medio puede predecir correctamente esta negati-
vidad si se restaura la simetría rota de paridad de ocupación de nivel, pero no puede
predecir la concurrencia para acoplamientos fuertes incluso después de restauración
de simetría, a diferencia del caso superconductor anterior. Solo considerando corre-
laciones de RPA (del tipo bosones efectivos colectivos) sobre campo medio es posible
capturar el comportamiento y valor de la concurrencia correctamente, obteniéndose
así expresiones analíticas exactas en el límite termodinámico.

En el Capítulo 7, se volvieron a tratar los aspectos formales del entrelazamiento
de un cuerpo, demostrando que puede ser considerado como un recurso cuántico.
En primer lugar, se desarrolló una formulación bipartita general del entrelazamiento
de un cuerpo en estados puros, que se relaciona con correlaciones entre observables
de 1 y (N − 1)-cuerpos, y es formalmente análoga a la de sistemas de componentes
distinguibles. Esta formulación conduce a una descomposición tipo Schmidt del es-
tado, que contiene los autovalores de las matrices densidad de 1 y (N − 1) cuerpos
(las cuales son isoespectrales).

Se identificó a continuación la clase de operaciones que no generan entrelazamien-
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to de un cuerpo, a través de relaciones de mayorización que debe satisfacer la matriz
densidad correspondiente. Se demostró en el Teorema (7.2.1) que medidas de ocu-
pación de un modo (de una base arbitraria) satisfacen efectivamente esta relación,
implicando que estas disminuyen (o no aumentan), en promedio, el entrelazamiento
de un cuerpo, en forma análoga a lo que ocurre con las medidas locales en la teoría
usual LOCC de entrelazamiento entre componentes distinguibles. La teoría de recur-
so resultante tiene entonces a los determinantes de Slater como estados libres y a las
operaciones FLO (Fermionic Linear Optics) con conservación de número como ope-
raciones libres. En los corolarios (1) y (2) del teorema se extienden estos resultados
a medidas de ocupación más generales. Los resultados aquí obtenidos constituyen
la base para una teoría general de recursos asociada a las correlaciones cuánticas
más allá de la antisimetrización en sistemas fermiónicos. Se discutieron también co-
nexiones con el entrelazamiento de modos, mostrando que el entrelazamiento de un
cuerpo es necesario para tener entrelazamiento bipartito de modos con número fijo
de fermiones en cada parte (o también paridad de número fija).

En el Capítulo 8, se generalizó el formalismo anterior al caso de M cuerpos.
En primer lugar se introdujo una representación bipartita de estados arbitrarios
de N -fermiones, y una correspondiente descomposición de Schmidt, expresada en
términos de operadores generales de creación de M - y (N -M) fermiones. La misma
se encuentra directamente conectada con las matrices densidad reducidas de M

y (N -M)-cuerpos, que comparten los mismos autovalores no nulos, asemejandose
formalmente al caso estándar de componentes distinguibles. Se presentó también
el concepto de entrelazamiento de M -cuerpos, que emerge naturalmente de esta
representación, determinado por el grado de mezcla de las matrices densidad de M
o (N -M)-cuerpos, que generaliza el entrelazamiento de un cuerpo y caracteriza las
correlaciones entre los operadores de M - y (N -M)-cuerpos. Dicho entrelazamiento
es naturalmente independiente de la elección de base (no es un entrelazamiento de
modos) y de la elección de los operadores de creación de M -fermiones.

El conjunto completo de matrices densidad deM -cuerpos ρ(M) (1 ≤M ≤ N/2) y
en particular sus autovalores, provee una caracterización detallada de la estructura
de los estados correlacionados deN -fermiones. Se ha visto explícitamente que estados
correlacionados que se ven similares a nivel de un cuerpo pueden llevar a matrices
densidad de M -cuerpos muy distintas, como sucede con los estados (8.42) y (8.35).
En este último estado, se tiene la aparición de características tipo bosónicas como la
emergencia de autovalores mayores a 1 en las matrices densidad de M -cuerpos para
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M ≥ 2. Por otro lado, todos los determinantes de Slater llevan a matrices densidad
deM -cuerpos idempotentes (i.e. con autovalores 1 ó 0) ∀M . Los autovalores de ρ(M)

determinan el valor medio de los operadores de M -cuerpos y sus autovalores más
grandes dan una cota superior a todos los valores medios 〈A(M)†A(M)〉 (Ec. (8.32))
determinados por operadores “colectivos” A(M)† que crean estados normalizados de
M fermiones. El comportamiento de los autovalores de la matriz de M -cuerpos fue
estudiado en el estado fundamental de un sistema supeconductor y en un modelo
tipo Hubbard fermiónico atractivo. En ambos casos se observaron comportamientos
del tipo bosónicos, como se vió refljado por la presencia de autovalores de la matriz
densidad de 2 cuerpos mayores a 1. Fue posible, además, identificar una familia
de aproximaciones basadas en la descomposición de Schimdt (exacta) previamente
presentada y la presencia de simetrías, que logra dar una buena aproximación con
pocos términos.

Se investigaron asimismo las implicancias operacionales del entrelazamiento de
M -cuerpos. Al demostrar la relación de mayorización (8.56), se mostró que la en-
tropía de entrelazamiento asociada a la matriz densidad normalizada de M -cuerpos
(1 ≤ M ≤ (N − 1)) no aumentará (y decrecerá en general) bajo medidas de un
fermión determinadas por los operadores de Kraus (8.55). Este resultado puede ex-
tenderse a medidas generales de L-fermiones basadas en operadores (8.75) (Ecs.
(8.85)–(8.86)), que tienen matrices densidad reducidas de M -cuerpos como estados
post-medidos, Además, demostrando la relación de mayorización (8.92), se mostró
que dicha entropía deM -cuerpos provee también una cota superior al entrelazamien-
to bipartito promedio entre M y (N −M) fermiones efectivamente distinguibles ge-
nerados por el mapeo determinado por los operadores (7.32). Estos resultados sirven
de base para una teoría general de entrelazamiento de muchos cuerpos en sistemas
fermiónicos más allá de la antisimetrización.

Finalmente, en el Capítulo 9 se describió en detalle el funcionamiento de la
librería de código abierto Fermionic.jl, desarrollada y utilizada en el marco de la
presente tesis.

A partir de estos resultados se desprenden varias extensiones y aplicaciones que
se planea investigar a futuro. Entre ellas, el análisis y caracterización de sistemas
fermiónicos fuertemente correlacionados en base a las matrices densidad de M cuer-
pos y el correspondiente entrelazamiento, el desarrollo de protocolos de computación
cuántica basados en los recursos aquí presentados, la extensión del formalismo a sis-
temas bosónicos, y la extensión a cuasipartículas de la última parte del formalismo.
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Finalmente, cabe destacar que todas las partículas a nivel fundamental son indis-
tinguibles, por lo que el presente formalismo, es necesariamente la base para todo
tipo de teorías rigurosas de entrelazamiento, incluyendo las basadas en componentes
efectivamente distinguibles.
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Apéndice A: Fermiones

A.1. Primera Cuantización

Una primera aproximación al problema de la simetrización consiste en considerar
las partículas como objetos cuánticos, pero sus alrededores de forma clásica. Con-
siderando primero un sistema de dos partículas, una en el estado n1 y otra en el
estado n2, un primer Ansatz para la función de onda sería

|n1〉 |n2〉

Que pertenece claramente al espacio producto tensorial HA⊗HB. Sin embargo, esta
expresión permite la posibilidad de distinguir ambas partículas (la partícula 1 es
la que está en el estado n1 y la partícula 2 en el estado n2). Dos estados físicos
son equivalentes si difieren solo en una fase compleja. Luego se tienen los siguientes
estados posibles

|n1〉 |n2〉 ± |n2〉 |n1〉

Con esta función de onda no es posible identificar a las partículas, ya que es un
autoestado del operador correspondiente a intercambiar las partículas 1 y 2 (esto se
verá con más detalle a continuación). Tomar el signo positivo equivale a considerar
estados simétricos, y el signo negativo a estados antisimétricos. Si n1 = n2 el estado
antisimétrico se anula trivialmente. Esto significa que no se puede tener partículas
idénticas antisimétricas en el mismo estado. Este es el principio de exclusión de
Pauli.

Simetría de intercambio

Se define un operador lineal P , operador de intercambio, que actúa sobre el
producto tensorial de dos vectores de estados y los intercambia

P (|φ〉 |ψ〉) ≡ |ψ〉 |φ〉
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P es hermítico y unitario, se tiene P 2 = 1 y luego sus autovalores son +1 y −1. Se
tiene

P |S〉 = |S〉 , P |A〉 = − |A〉

Donde |S〉 es un estado simétrico y |A〉 uno antisimétrico. El operador P es tal que
[P,H] = 0 para los sistemas fermiónicos. Esto significa que el valor que toma P es
una cantidad conservada. Los vectores quedan confinados a un subespacio con P

definido del espacio total de Hilbert.

Pueden definirse operadores de simetrización S = 1
N !

∑
α Pα y antisimetrización

A = 1
N !

∑
α ε(α)Pα (con ε(α) = +1 si α par y ε(α) = −1 si α impar) proyectores

sobre el espacio simétrico y el antisimétrico respectivamente.

Para ver en que sentido la simetrización o antisimetrización cambian las propie-
dades del sistema, puede verse lo que ocurre con las probabilidades. Dado |ψ〉T =

1√
2
(|1 : χ1, 2 : χ2〉 + ε |1 : χ2, 2 : χ1〉), con ε = ±1, se quiere ver la probabilidad de

encontrar una partícula en x y otra en x′.

Prob(x, x′| |ψ〉T ) = | 1√
2

(〈x, x′|+ ε 〈x′, x| |) 1√
2

(|1 : χ1, 2 : χ2〉+ ε |1 : χ1, 2 : χ2〉)|2

= |1
2

(χ1(x)χ2(x′) + 2εχ2(x)χ1(x′) + ε2χ1(x)χ2(x′))|2

= |(χ1(x)χ2(x′) + εχ2(x)χ1(x′))|2

= |χ1(x)|2|χ2(x′)|2 + |χ1(x′)|2|χ2(x)|2 + 2εRe(χ1(x)χ∗1(x′)χ2(x′)χ∗2(x))

El último término es de interferencia y no aparece si partículas son distinguibles. Se
anula si x = x′.

Usando el teorema de spin estadístico puede mostrarse que las partículas con va-
lores de spin semientero (fermiones) son antisimétricas ante el operador P , y aquellas
con spin entero (bosones) son simétricas frente al mismo operador.

Primera cuantización consiste en tomar el producto de las funciones de onda
ortogonales de las partículas individuales (producto de Hartree). Para el caso de
dos fermiones con coordenadas x1 y x2 que sea antisimétrico ante el intercambio de
posiciones, es posible definir la siguiente combinación lineal normalizada:

Φ(x1, x2) =
1√
2

[χ1(x1)χ2(x2)− χ1(x2)χ2(x1)] =
1√
2

(
χ1(x1) χ2(x1)

χ1(x2) χ2(x2)

)
(A.1)

Para el caso general de N fermiones se tiene el determinante de Slater definido como
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Ψ(x1, x2, ..., xN) =
1√
N !

det



χ1(x1) χ2(x1) ... χN(x1)

χ1(x2) χ2(x2) ... χN(x2)

. . ... .

. . ... .

χ1(xN) χ2(xN) ... χN(xN)


(A.2)

Si el conjunto de χi es linealmente dependiente, el determinante se anula (principio
de exclusión de Pauli). Formalmente, se trata de un producto wedge.

Para bosones, puede hacerse el mismo tratamiento pero con permanentes en lugar
de determinantes. Es decir que la combinación lineal queda expresada siempre con
signo positivo.

A.2. Segunda Cuantización

En primera cuantización, la (anti)simetrización de las partículas se consigue re-
presentando la función de onda con combinaciones lineales de determinantes de
Slater o de permanentes de estados de una partícula. En segunda cuantización, la
(anti)simetrización se obtiene automáticamente de los operadores de creación y des-
trucción.

En el lenguaje de primera cuantización, el estado de varias partículas se describe
respondiendo ¿que partícula está en que estado? Pero estas preguntas no tienen
mucho significado físico, pues las partículas son idénticas y es imposible decir que
partícula está en que lugar. Los estados aparentemente distintos ψ1 ⊗ ψ2 y ψ2 ⊗ ψ1

son en realidad nombres redundantes del mismo estado cuántico de muchos cuerpos.
Luego las (anti)simetrizaciones se introducen para eliminar esta redundancia. En el
lenguaje de segunda cuantización en cambio, en vez de preguntar que partícula está
en que estado, se pregunta ¿cuantas partículas hay en cada estado? No se etiquetan
las partículas y luego no surgen las redundancias. El estado de muchas partículas se
representa con los números de ocupación

|[nα]〉 = |n1, n2, ..., nα, ...〉

Este estado tiene nα partículas en el estado |α〉. A los números de ocupación |[nα]〉
se los conoce como estados de Fock. Se tiene

∑
α nα = N . Para fermiones, nα puede

ser solo 0 ó 1, mientras que para bosones puede ser cualquier entero no negativo.
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Todos los estados de Fock forman un conjunto completo del espacio de Hilbert de
muchas partículas, o Espacio de Fock.

Definición A.2.0.1. El espacio de Fock es una construcción algebraica usada para
construir estados cuánticos con número variable de partículas idénticas a partir de un
mismo espacio de Hilbert H, cada uno con la simetría correspondiente. Se construye
con la suma directa de los espacios

Fv(H) =
∞⊕
n=0

SvH⊗n = C ⊕H ⊕ (Sv(H⊗H))⊕ (Sv(H⊗H⊗H))⊕ ... (A.3)

Con Sv el operador que simetriza o antisimetriza.

Cualquier estado genérico de muchos cuerpos puede ser expresado como combi-
nación lineal de estados de Fock. El espacio de Fock permite además variar el número
de partículas y definir un estado de vacío |0〉 con todos los números de ocupación
iguales a cero |0〉 = |..., 0α, ...〉. El estado de Fock con un solo valor de ocupación
distinto de cero |nα〉 = |..., 0, nα, 0, ...〉 se conoce como es estado de modo único.

En términos de primera cuantización, el vacío es la unidad del producto tenso-
rial: |0〉 = 1. El estado de una partícula se reduce a su función de onda |1α〉 = ψα

y para más partículas se tiene |2α〉 = ψα ⊗ ψα y |nα〉 = ψ⊗nα . Para estados de Fock
multimodos, se necesita simetrización: |11, 12〉 = 1√

2
(ψ1ψ2±ψ2ψ1), con signo positivo

para bosones y negativo para fermiones. Para agregar o quitar partículas se intro-
ducen los operadores de creación y aniquilación. Todos los estados de Fock pueden
obtenerse aplicando operadores de creación sobre el estado del vacío. Estos opera-
dores se construyen originalmente en el contexto del oscilador armónico cuántico y
se generalizan en teoría cuántica de campos. Son fundamentales en el sentido de que
cualquier operador puede expresarse a partir de estos. Las partículas que se crean
con estos operadores tienen la simetrización ya adecuada.

A.3. Descomposición de una Transformación de Bo-

goliubov

Estas transformaciones pueden pensarse en pasos. Usando el Teorema de Bloch
y Messiah [75], una matriz de la forma (3.14) puede siempre descomponerse como
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el producto de 3 matrices de la siguiente forma

W =

(
D 0

0 D∗

)(
U V

V U

)(
C 0

0 C∗

)
O análogamente

U = DUC V = D∗V C

con D y C son matrices unitarias, y U, V son matrices reales de la siguiente forma

U =



0 ... 0
. . .

0

u1 0

0 u1

. . .

un 0

0 un

1
. . .

0 ... 1



V =



1 ... 0
. . .

1

0 v1

−v1 0
. . .

0 vn

−vn 0

0
. . .

0 ... 0



(A.4)

Esto implica que la transformación (3.12) ocurre en tres partes:

1. Una transformación unitaria de los operadores c y c† entre ellos

d†k =
∑
l

Dlkc
†
l
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2. Una transformación especial de Bogoliubov, que distingue entre niveles apa-
reados (es decir los que tienen up > 0 y vp > 0)

α†p = upd
†
p − vpdp

α†p = upd
†
p + vpdp

con los bloqueados (es decir los que están ocupados vi = 1, ui = 0 ó desocupa-
dos vm = 0, um = 1)

α†i = di, α†m = d†m

αi = d†i , αm = dm

Se conectan por los bloques de 2×2 de las matrices (A.4). Las relaciones (3.15)
garantizan con los coeficientes de ocupación up y vp estén normalizados.

3. Una transformación unitaria de los α†k entre ellos

a†k =
∑
k′

Ck′kα
†
k′

A.4. Teorema de Wick

El teoréma de Wick [75] establece reglas que permiten reordenar un conjunto
de N operadores c, c†, que cumplen con la propiedad que el conmutador (en el caso
bosónico) o el anticonmutador (en el caso fermiónico) de dos operadores elegidos de
manera arbitraria de este conjunto es un número.

Se define en primer lugar el producto T-ordenado (producto ordenado temporal-
mente) de un producto de operadores a(t2), a(t3), a†(t1) . . . como el reordenamiento
de estos de forma tal que los argumentos temporales aumentan de derecha a izquier-
da. Las permutaciones impares poseen un signo negativo.

T{a(t1)a†(t3)a(t2)a†(t4)} = −a(t1)a(t2)a†(t3)a†(t4) t1 > t2 > t3 > t4

En un producto normalmente ordenado, los operadores se ordenan de manera
tal que los de creación a† están a la izquierda y los de destrucción a a la derecha.
Nuevamente, las permutaciones impares dan un signo negativo.

N{aνaµaρa†σ} ≡: aνaµaρa
†
σ := −a†σaνaµaρ

Finalmente se define la contracción ÛV de dos campos U y V , el valor medio de
su producto, como

ÛV ≡ T{UV } −N{UV }
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Con estas definiciones se tiene finalmente el teorema de Wick

T{UVW . . .XY Z} = N{UVW . . .XY Z}+N{ÛV W . . .XY Z}

+ . . .+N{UVW . . .XŶ Z}+N{ÛV W . . . X̂Y Z}

+ . . .+N{ÛV Ŵ . . . XŶ Z}+ . . . (A.5)

Luego el producto T-ordenado de operadores de campos es igual a su producto
normalmente ordenado sumado a los productos normalmente ordenados con una
contracción (de todas las formas posibles), sumado a los productos normalmente
ordenados con dos contracciones (de todas las formas posibles), etc. Se debe tener
cuidado al quitar una contracción del producto normalmente ordenado, ya que puede
haber un cambio de signo:

N{ÛV XY } = ÛV N{XY } , N{ÛV XY } = −ÛXN{V Y }

Cuando los operadores no tienen dependencia temporal, el orden temporal se
define como el orden dado en primer lugar. Al calcular valores de expectación de
estados determinantes de Slater, o estados que son exponenciales de operadores de
un cuerpo (exponenciales de c†c) o de un cuerpo generalizado (exponenciales de
operadores c†c, cc, c†c†), en la expresión (A.5) se anulan todos los términos que no
están totalmente contraídos. Luego se tiene, por ejemplo,

〈c†1c
†
2c3c4〉 = 〈c†1c

†
2〉 〈c3c4〉+ 〈c†1c4〉 〈c†2c3〉 − 〈c†1c3〉 〈c†2c4〉 (A.6)

y expresiones similares para operadores de n cuerpos. Es posible entonces expresar
los valores medios de operadores de dos o n cuerpos en estos estados en términos
de los elementos de la matriz densidad de un cuerpo extendida determinada por los
mismos.
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B.1. Estados reducidos de cuatro modos como esta-

dos de dos qubits y discordia cuántica

El GS (5.2) es una superposición de estados donde los pares de modos kk̄ están
totalmente ocupados o vacíos. Siguiendo la ref. [83], se puede pensar en estos pares
como qubits de paridad par y usar esta representación para estudiar el estado re-
ducido (5.10) de cuatro modos k, k̄, k′, k̄′, como un estado mixto de dos qubits. Del
Lemma 1 de [83] sigue que la concurrencia fermiónica (5.11) es la concurrencia de
Wooters [71] de estos dos qubits.

Además, se pueden introducir operadores fermiónicos análogos a las matrices de
Pauli de estos qubits, de forma tal que las operaciones locales pueden describirse
con las siguientes analogías:

σ̃xk = c†kc
†
k̄

+ ck̄ck (B.1)

σ̃yk = −i(c†kc
†
k̄
− ck̄ck) (B.2)

σ̃zk = c†kck + ck̄ck̄ − 1 (B.3)

Estos operadores satisfacen [σ̃µk , σ̃
ν
k′ ] = 2iδkk′εµνγσ̃

γ
k y (σ̃µk )2|ψ〉k = |ψ〉k para cual-

quier paridad del estado |ψ〉k de los pares kk̄. Cualquier estado mixto de dos qubits
puede escribirse, en función de estos operadores, como

ρkk′ = ρkρk′ +
1

4
Cµνσ

µ
kσ

ν
k′ (B.4)

ρk =
1

2
(1 + rkµσ

µ
k ) (B.5)

donde rkµ = 〈σµk 〉 y Cµν = 〈σµkσνk′〉 − 〈σ
µ
k 〉〈σνk′〉 es el tensor de correlación del estado.

Esta representación es conveniente para evaluar la discordia cuántica [74].
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La discordia cuántica D(A|B) de un estado ρAB de un sistema bipartito de
componentes distinguibles A,B puede definirse como la mínima diferencia entre dos
extensiones cuánticas de la entropía condicional [73, 136, 137] (véase (2.25)),

D(A|B) = mı́n
{Πj}

S(A|B{Πj})− [S(ρAB − S(ρB)] (B.6)

S(A|B{Πj}) =
∑
j

pjS(ρA/∏j
) (B.7)

donde ρA(B) = TrB(A)ρAB es el estado reducido del subsistema A(B), el conjunto
{Πj} describe una medida local en B, pj = Tr[ρABΠj] es la probabilidad de obtener
el resultado j en esta medida y ρA/Πj = p−1

j Tr[ρABΠj] es el estado condicional de
A luego de obtener este resultado. Evaluar D(A|B), requiere entonces encontrar el
mínimo sobre todas las medidas locales de la entropía condicional S(A|BΠj).

Para estados de dos qubits y para una medida proyectiva a lo largo de la dirección
k en la esfera de Bloch del qubit B, la entropía condicional (B.7) toma la forma

S(A|Bk) =
∑

µ=±,ν=±

pνkf(λµνk) (B.8)

donde f(x) = −xlog2x, pνk = 1
2
(1+νrB ·k) son las probabilidades de los dos posibles

resultados de la medida y

λµνk =
1

2
(1 + µ|rA + ν

Ck

1 + νrB · k
|) (B.9)

son los autovalores de los estados condicionales correspondientes ρA/νk del qubit A.
Se mostró en [74] que en el régimen débilmente correlacionado, la medida minimizan-
te (B.8) se determina esencialmente por la dirección de uno de los vectores singulares
del tensor de correlación C. El estado de interés es (5.10), que en la notación actual
es un estado del tipo X simétrico bajo rotaciones alrededor del eje z. Tiene vecto-
res marginales rk(k′) paralelos al vector singular zk(k̄)′ de C, i.e., rk = (0, 0, rkz) con
rkz = 2〈nkk̄〉 − 1, y un tensor de correlación ya diagonal en la base elegida, con

Cxx = Cyy = 2〈c†kc
†
k̄
ck̄′ck′〉 (B.10)

Czz = 4(〈nkk̄nk′k̄′〉 − 〈nkk̄〉〈nk′k̄′〉) (B.11)

Por ende, la medida minimizante en el límite débilmente correlacionado puede ser
una medida proyectiva a lo largo de z o a lo largo de cualquier vector k en el plano xy.
Más allá de este límite, es fácil mostrar que para este estado las medidas proyectivas
previas siguen siendo estacionarias. Además, para los estados reducidos obtenidos
del GS del sistema con apareamiento (superconductor), se ha verificado aquí que el
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mínimo se obtiene siempre para medidas a lo largo de cualquier vector k en el plano
xy, que es precisamente el determinado por las correlaciones de apareamiento (Ec.
(B.10)).

Luego se obtiene pνk = 1
2
y λµνk = 1

2
[1 + µ

√
r2
kz + C2

xx] para ambos ν = ±.
En particular, en el régimen de superconductor fuerte, las Ecs. (5.13-5.14) llevan a
rkz = 0 y Cxx = Ω

4(Ω−1)
, en cuyo caso las Ecs. (B.6-B.7) llevan a

Dkk′ '
1

2
(1− log23

2
(3 + Ω−1)) (B.12)

para Ω grande. Es decir que el discord es finito en este límite.

El caso N = Ω = 2: El caso de N = 2 fermiones en Ω = 2 niveles degenerados
es el caso no trivial más pequeño del sistema superconductor. El GS exacto del
Hamiltoniano 5.1 es simplemente |ψ〉 = (αkc

†
kc
†
k̄

+ αk′c
†
k′c
†
k̄′

)|0〉 con k = 1, k′ = 2,

αk′
k

=
√

λ±ε
2λ

y λ =
√
ε2 +G2, que es entrelazado para G > 0 (i.e., no es un DS o

un vacío de cuasipartículas). El estado (5.10) es obviamente puro, con 〈nkk̄nk′k̄′〉 =

〈ñkk̄ñk′k̄′ = 0 y 〈nkk̄ñk′k̄′〉 = |α2
k|, 〈c

†
k′c
†
k̄′
ck̄ck〉 = αkα

∗
k′ = G/(2λ). La concurrencia

(5.11) se reduce a C = 2|αkαk′ |, es decir,

Ckk′ =
|G|√
ε2 +G2

(B.13)

que tiende a 1 cuando G/ε→∞, en concordancia con el límite (5.15) para Ω = 2. La
discordia cuántica coincide entonces exactamente con la entropía de entrelazamiento
bipartito EΩ,Ω̄ y es exactamente proporcional con la entropía de un cuerpo Ssp(|ψ〉) =

h(ρsp): Dkk′ = EΩ,Ω̄ = S(ρkk̄) = S(ρk′k̄′) = Ssp(|ψ〉)/4 = −
∑

k |α2
k|log2|α2

k| =

h(fk) = h(fk′), con Ikk′ = 2EΩ,Ω̄ y fk = |α2
k|, k = 1, 2 los autovalores (dos veces

degenerados) de ρsp.

B.2. Separabilidad fermiónica en el modelo de Lip-

kin

El GS exacto con paridad definida de Sz (6.8) del modelo de Lipkin es entrela-
zado, es decir no es un DS, si |Sz| < Ω/2. Sin embargo, en la transición de paridad
que emerge al aumentar vx/ε con χ fijo, χ ∈ (0, 1), el GS es doblemente degenerado
y el GS exacto puede tener paridad Pz no definida [96]. En particular, en la primera
transición (Ec. (6.26)) un DS con ruptura de paridad Sz de la forma (6.29) (el GS
de MF) se hace exacto para cualquier Ω (separabilidad fermiónica).
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Este resultado puede verse fácilmente escribiendo el Hamiltoniano de la Ec.
(6.6) en término de los operadores de quasi-spin rotados S ′± =

∑
p c
′†
p±c
′
p∓, S ′z =

1
2

∑
p(c
′†
p+c
′
p+−c′

†
p−c
′
p−), determinado por los operadores fermiónicos primados (6.31).

Se obtiene, descartando los términos constantes Vx(1 + χ)N/4,

H = ε cos θS ′z − Vx(S ′x
2 cos2 θ + S ′z

2 sin2 θ + χS ′y
2)

+ sin θ[εS ′x + Vx cos θ(S ′xS
′
z + S ′zS

′
x)] .

(B.14)

La condición estacionaria de MF (6.32) cancela los términos de excitación ∝ S ′+,
presentes en la segunda linea de (B.14), al aplicarse al estado de MF (6.29) (para
n ·S = Sy). Los términos de excitaciones de dos fermiones ∝ S ′+

2 en la primera linea
de (B.14) se anulan también sii se cumple la condición

cos θ =
√
χ (B.15)

en cuyo caso el estado de MF (6.29)–(6.31) se hace autoestado exacto para ambos
signos de θ. Como para θ > 0 sus coeficientes CK(θ), de la Ec. (6.36), son todos
positivos, tal estado no puede ser ortogonal al GS (6.8) (donde CK ≥ 0 ∀ k) y debe
ser entonces un GS. La Ec. (B.15) lleva, junto con (6.32), a los puntos de factorización
(6.26). Esta separabilidad es equivalente a la que se tiene en la representación de
spines [95, 96, 138, 139], donde se corresponde con un GS factorizado.

Los límites laterales del GS exacto en esta transición tienen, sin embargo, paridad
definida y vienen dados por los estados de campo medio proyectados a paridad de
Sz (6.41) [96], con θ determinado por (B.15). Estos estados están entrelazados para
θ ∈ (0, π), es decir χ < 1 (para χ→ 1, θ → 0 y |Ψ+〉 → |Ψ0〉 = |K = 0〉, mientras que
|Ψ−〉 → |K = 1〉). Por lo tanto, en los límites laterales del punto de separabilidad,
la entropía de un cuerpo exacta se acerca a los valores dados por la Ec. (6.44), es
decir esencialmente el resultado de la diagonal de campo medio (6.35) para θ y Ω

no tan pequeños, que son no nulos e iguales para ambas partes (ambos ocurren con
los límites laterales de E+− y N+−, Ecs. (6.46) y (6.49)). En contraste, los límites
laterales exactos (6.48) de la concurrencia fermiónica de cuatro niveles se hacen
muy pequeños para θ y Ω no muy pequeños, mientras que ρpq es esencialmente una
mezcla de estados Gaussianos. Como consecuencia, la existencia de separabilidad
en la transición de paridad Sz se ve claramente reflejada en la desaparición de la
concurrencia fermiónica, pero no en el comportamiento de E (ni de E+− o N+−),
como puede verse en la Fig. 6.2.

172



Apéndice C: Teoría de recursos

C.1. Apendice: Demostración de la desigualdad (7.34)

y Corolario 1

Demostración. Se prueba en primer lugar la Ec. (7.34) para el autovalor más bajo
de ρ(1)

S′m , donde S
′
m es el subespacio que contiene el estado medido |k〉 y los primeros

m autovalores de ρ(1). Se escribe el autovalor más bajo de ρ(1)
S′m como α|k〉 + β|k′〉,

con |k′〉 ∈ S ′m ortogonal a |k〉, tal que λm+1(ρ
(1)
S′m) es el autovalor más chico λ− de la

matriz de 2× 2.

ρ
(1)
kk′ =

(
〈c†kck〉 〈c†k′ck〉
〈c†kck′〉 〈c†k′ck′〉

)
. (C.1)

Fijando 〈c†kck〉 = pk, sus autovalores son

λ± =
pk+pk′

2
±
√

(pk−pk′ )2

4
+ |〈c†k′ck〉|2 . (C.2)

Dados Pk = c†kck, Pk̄ = ckc
†
k = 1−Pk, un estado general |Ψ〉 puede expandirse como

|Ψ〉 =
∑

µ,µ′ PµPµ′ |Ψ〉 =
∑

µ,µ′
√
pµµ′|Ψµµ′〉 , (C.3)

donde µ = k, k̄, µ′ = k′, k̄′ (tal que
∑

µ,µ′ PµPµ′ = 1) y |Ψµµ′〉 = PµPµ′ |Ψ〉/
√
pµµ′ ,

con pµµ′ = 〈Ψ|PµPµ′|Ψ〉, son estados con ocupaciones de un cuerpo definidas |k〉,
|k′〉. Se tiene entonces pk = pkk′ + pkk̄′ , pk′ = pkk′ + pk̄k′ y 〈c

†
k′ck〉 = r

√
pk̄k′pkk̄′ , con

|r| ≤ 1. Luego, |〈c†k′ck〉|2 ≤ pk̄k′pkk̄′ , y (C.2) implica λ− ≥ pk+pk′
2
− pkk̄′+pk̄k′

2
, es decir,

λ− ≥ pkk′ ≥ pkλm+1(ρ
(1)
kS′m) + pk̄λm+1(ρ

(1)

k̄S′m
) , (C.4)

ya que pkλm+1(ρ
(1)
kS′m) ≤ pkk′ y λm+1(ρ

(1)

k̄S′m
) = 0 (ya que el estado k está vacío en

ρ
(1)

k̄S′m
). Esto implica la Ec. (7.34) porque λm+1(ρ

(1)
S′m) = λ−.
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Considerando el autovalor más grande λ+ en (C.2) de un bloque similar de 2×2,
tal que el primer autovalor (el más grande) de ρ(1) es barrido por |k〉 y |k′〉, se
verifica, usando nuevamente |〈c†k′ck〉|2 ≤ pk̄k′pkk̄′ , que λ1(ρ(1)) = λ+ ≤ pk + pk̄k′ ≤
pkλ1(ρ

(1)
k ) + pk̄λ1(ρ

(1)

k̄
), ya que λ1(ρ

(1)
k ) = 1 y pk̄k′ ≤ pk̄λ1(ρ

(1)

k̄
), que es la primera

desigualdad (m = 1) en la Ec. (16).

Esta demostración para el Teorema 1 es válida también para estados fermiónicos
mixtos generales ρ (asumiendo que conmutan con el operador de número fermiónico
N̂ =

∑
k c
†
kck, o en general con el operador paridad eiπN̂), ya que siempre pueden

purificarse, es decir considerarse como el estado reducido ρS de un estado fermiónico
puro

|Ψ〉 =
∑
µ,ν

CµνA
†
µB
†
ν |0〉 , (C.5)

de paridad definida. Aquí A†µ, B†ν contienen operadores de creación en S y en un
espacio ortogonal de una partícula S⊥ respectivamente, satisfaciendo 〈0|Aµ′A†µ|0〉 =

δµµ′ , 〈0|Bν′B
†
ν |0〉 = δνν′ , 〈0|Bν′A

†
ν |0〉 = 0. Es posible asumir, por ejemplo, que

{A†µB†ν |0〉} es un conjunto completo de determinantes de Slater ortogonales. Lue-
go ρS = TrS⊥|Ψ〉〈Ψ| =

∑
µ,µ′(CC

†)µµ′ |µ〉〈µ′|, con |µ〉 = A†µ|0〉 un DS en S, satisface
〈Ψ|OS|Ψ〉 = TrρSOS ∀ los operadores OS que contienen operadores de creación y
destrucción de estados de una partícula ∈ S.

Dado un estado fermiónico mixto arbitrario ρS la Ec. (C.5) es una purificación de
ρS para cualquier matriz C que satisface (CC†)µµ′ = 〈µ|ρS |µ′〉 (requiere dimS⊥ ≥
dimS).

Se demuestra a continuación el Corolario 1, es decir la extensión del Teorema 1 a
los operadores de medida de ocupación más generales de la Ec. (7.36). En términos
de los estados (7.28), los estados post-medida correspondientes |Ψ′

k(k̄)
〉 ∝ Mk(k̄)|Ψ〉

son

|Ψ′k〉 = (α
√
pk |Ψk〉+ β

√
pk̄ |Ψk̄〉) /

√
p′k, (C.6)

|Ψ′k̄〉 = (γ
√
pk |Ψk〉+ δ

√
pk̄ |Ψk̄〉) /

√
p′
k̄
, (C.7)

donde |α|2 + |γ|2 = 1, |β|2 + |δ|2 = 1 y

p′k = pk|α|2 + pk̄|β|2 , p′k̄ = pk|γ|2 + pk̄|δ|2 , (C.8)

con p′k + p′
k̄

= 1. Hay que probar

λ(ρ(1)) ≺ p′kλ(ρ′
(1)
k ) + p′k̄λ(ρ′

(1)

k̄
) , (C.9)
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donde ρ′(1)

k(k̄)
son ahora las matrices densidad de un cuerpo determinadas por los

estados (C.6)–(C.7). La generalización de la Ec. (7.32),

Tr ρ
(1)
S = Tr [p′kρ

′(1)
kS + p′k̄ρ

′(1)

k̄S ] , (C.10)

sigue valiendo para cualquier subespacio S tanto ortogonal como contenedor del
estado de un cuerpo |k〉, como [Mk(k̄), c

†
k′ck′ ] = 0 tanto para k′ = k como para k′

ortogonal a k (ver comentario debajo de la Ec. (7.31)). Procediendo de la misma
forma y usando notación previa, se ve que p′kλm+1(ρ′

(1)
kS′m) es menor o igual al autovalor

más pequeño λk−de la matriz de 2× 2(
|α|2pk αβ∗〈c†k′ck〉

α∗β〈c†kck′〉 |α|2pkk′ + |β|2pk̄k′

)
, (C.11)

mientras p′
k̄
λm+1(ρ′

(1)

k̄S′m
) es menor o igual al autovalor más pequeño λk̄− de una matriz

similar con α→ γ, β → δ. Es sencillo probar entonces, usando la Ec. (C.2) para λ−,
que λm+1(ρ

(1)
S′m) = λ− ≥ λk− + λk̄−, ya que

λ− − λk− − λk̄− =

√
(|α|2p

kk̄′−|β|
2pk̄k′ )

2

4
+ |αβ〈c†k′ck〉|2

+

√
(|γ|2p

kk̄′−|δ|
2pk̄k′ )

2

4
+ |γδ〈c†k′ck〉|2

−
√

(p
kk̄′−pk̄k′ )

2

4
+ |〈c†k′ck〉|2

≥ 0 , (C.12)

con igualdad para |r| = 1 (|〈c†k′ck〉| =
√
pk̄k′pkk̄′) ó |α| = |β|. Luego la desigualdad

m− esima en (C.9),

m∑
ν=1

λν(ρ
(1)) ≤

m∑
ν=1

p′kλν(ρ
′(1)
k ) + p′k̄λν(ρ

′(1)

k̄
) , (C.13)

vale debido a (C.10) y la desigualdad de Ky Fan. La Ec. (C.9) es también válida en
cualquier subespacio S que contiene (o es ortogonal a) el estado de una partícula
|k〉.

C.2. Medidas de ocupación en estados libres

La Ec. (7.18) implica que los operadores de Kraus Kj que se corresponden con
una ONG deben convertir estados libren en estados libres, es decir DSs en DSs.
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Para las medidas de ocupación de las Ec. (7.26) (Teorema 1), (7.36) (Corolario 1) y
Corolario 2, esta propiedad puede verificarse fácilmente. Sea

|Ψ〉 = (
N∏
ν=1

c†ν)|0〉 , (C.14)

un DS general para N fermiones, con {cν , c†ν′} = δνν′ . Un operador fermiónico de
creación general c†k =

∑n
ν=1 ανc

†
ν , con αν = {cν , c†k} y {ck, c

†
k} =

∑
ν |αν |2 = 1, puede

escribirse como
c†k =

√
pkc
†
k‖

+
√
pk̄c
†
k⊥
, (C.15)

donde √p
k
c†k‖ =

∑
ν≤N ανc

†
ν es la componente en el subespacio ocupado de |Ψ〉,

con pk =
∑

ν≤N |αν |2 = 〈Ψ|c†kck|Ψ〉 la probabilidad de ocupación de un modo k y
c†k‖|Ψ〉 = 0, mientras que √p

k̄
c†k⊥ =

∑
ν>N ανc

†
ν es el complemento ortogonal, con

pk̄ =
∑

ν>N |αν |2 = 1 − pk y ck⊥ |Ψ〉 = 0. Si pk > 0, puede hacerse la elección de
forma tal que c†k‖ = c†ν=N , mediante una transformación unitaria de c†ν para ν ≤ N .
Por tanto, para los operadores de medida del Corolario 2, se tiene que

ck|Ψ〉 =
√
pkck‖|Ψ〉, c†k|Ψ〉 =

√
pk̄c
†
k⊥
|Ψ〉 , (C.16)

son claramente DSs ortogonales. Para los operadores de medida del Teorema 1, la
Ec. (C.16) implica

c†kck|Ψ〉 =
√
pkc
†
kck‖ |Ψ〉 , (C.17)

ckc
†
k|Ψ〉 =

√
pk̄ckc

†
k⊥
|Ψ〉 =

√
pk̄c
†
k′ck‖|Ψ〉 , (C.18)

donde c†k′ =
√
pk̄c
†
k‖
−√pkc†k⊥ , son también DSs ortogonales ({ck, c†k′} = 0). Y en el

caso de la medida generalizada basada en operadores (7.36), se ve de (C.17)–(C.18)
que

Mk|Ψ〉 = (α
√
pkc
†
k + β

√
pk̄c
†
k′)ck‖|Ψ〉 (C.19)

Mk̄|Ψ〉 = (γ
√
pkc
†
k + δ

√
pk̄c
†
k′)ck‖ |Ψ〉 (C.20)

son también DSs, no necesariamente ortogonales.

C.3. Comparando el entrelazamiento de un cuerpo

de estados con diferente número de partícula

Dados dos estados fermiónicos puros |Ψ〉, |Φ〉 con el mismo número fermiónico
N , tal que sus matrices de un cuerpo asociadas tienen la misma traza Tr ρ

(1)
Ψ =
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Tr ρ
(1)
Φ = N , |Ψ〉 es considerada no menos entrelazada que |Φ〉 si se satisface Ec.

(7.1) (λ(ρ
(1)
Ψ ) ≺ λ(ρ

(1)
Φ )). Aquí λ(ρ(1)) denota el espectro de ρ(1) ordenado en forma

decreciente. Se puede mostrar que

λ(ρ
(1)
Ψ ) ≺ λ(ρ

(1)
Φ ) =⇒ λ(D

(1)
Ψ ) ≺ λ(D

(1)
Φ ) , (C.21)

para la matriz densidad extendida definida en Ec. (7.39), cuyo espectro es (λ, 1−λ).
La Ec. (C.21) se deduce de las propiedades (ver por ejemplo [64, 103])

i) λ ≺ λ′ =⇒ 1− λ ≺ 1− λ′,
ii) λ ≺ λ′ y µ ≺ µ′ =⇒ (λ,µ) ≺ (λ′,µ′),

donde λ,λ′,µ,µ′ ∈ Rn están ordenados de forma decreciente y (λ,µ) ∈ R2n de-
nota el vector ordenado resultante de la unión de λ y µ. Estas propiedades implican
también que la relación de mayorización (7.18) conduce a

λ(D(1)) ≺
∑
j

pjλ(D
(1)
j ), (C.22)

para las matrices densidad extendidas correspondientes. La ventaja de las Ecs.
(C.21)–(C.22) es que dentro de un espacio de SP fijo, los vectores extendidos pueden
siempre compararse mediante mayorización, sin importar el número de partículas
N , ya que TrD(1) = n = dimH está fijado por la dimensión del espacio de una
partícula. Para dos estados |Ψ〉, |Φ〉 con número de fermiones definidos pero no ne-
cesariamente coincidentes, se dice que |Ψ〉 es no menos entrelazado en un cuerpo
que |Φ〉 si se cumple la Ec. (C.21). En particular, está claro que, a menos de una
permutación, el mismo vector de autovalores λ(D(1)) se asigna a todos los estados
DS en el espacio de Fock del sistema, sin importar N , de forma tal que son todos
estados menos entrelazados.

La extensión de la Definición 1 a operaciones ONG generales, es decir sin con-
servar necesariamente el número de partículas, es directa: una operación cuántica
es ONG si admite un conjunto de operadores de Kraus {Kj} que satisfacen la Ec.
(C.22) ∀ ρ, con D(1) y D(1)

j las matrices de un cuerpo extendidas determinadas por ρ
y ρj respectivamente. Esta extensión permite considerar operaciones tales como las
del Corolario 2, con operadores de Kraus ck, c†k. La matriz de un cuerpo extendida
D(1) de los estados postmedidos 1√

pk
ck|Ψ〉 y 1√

pk̄
c†k|Ψ〉 tienen claramente el mismo

espectro del obtenido de 1√
pk
c†kck|Ψ〉 y 1√

pk̄
ckc
†
k|Ψ〉, a menos de una permutación,

con las mismas probabilidades, tal que el Teorema 1 implica directamente el Coro-
lario 2. De hecho, la medida de ocupación con conservación de número es solo una
composición de las anteriores consigo mismas, como (ck, c

†
k) ◦ (ck, c

†
k) = (ckc

†
k, c
†
kck).
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Se puede por tanto incluir la teoría de recursos con preservación de número
fermiónico dentro de una teoría más general en la cual el conjunto de estados libres
es el hull convexo de estados DS, para cualquier número de partículas posible, y
donde las operaciones libres son las unitarias de un cuerpo y las operaciones basadas
en medidas de {ck, c†k}, que mapean estados DSs en DSs. Cualquier DS y por tanto
cualquier estado libre puede ser preparado a partir de un estado arbitrario ρ por
medio de operaciones libres, es decir, aplicando unitarias de un cuerpo y medidas
sucesivas {ck, c†k} con post-selección. Como el estado inicial es arbitrario, cualquier
estado libre en esta teoría puede ser convertido en cualquier otro estado libre por
medio de operaciones libres. Al permitir que varíe el número de partículas, se implica
que adjuntar estados libres es también una operación libre, ya que no altera el
espectro de la matriz D(1) asociada en el espacio completo de una partícula.

Se han considerado aquí estados libres |Ψ〉 con número de fermiones definido
y operaciones Kj que producen estados Kj|Ψ〉 con número fermiónico definido al
aplicarse sobre tales estados. La extensión a estados libres de cuasipartículas (es
decir vacíos de cuasipartícula con paridad definida) y operaciones de cuasipartícu-
las es directa y no será considerada aquí. Requiere reemplazar D(1) por la matriz
densidad de cuasipartículas [31] de dimensión 2n× 2n, que contiene adicionalmente
las contracciones de pairing 〈c†kc

†
k′〉, 〈ck′ck〉. Sus autovalores no son afectados por

transformaciones de Bogolibuov y su mezcla indica la desviación de |Ψ〉 de un vacío
de cuasipartículas fermiónico. La teoría extendida se reduce a la aquí presentada
cuando se consideran solo estados puros con N bien definido.
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cuerpos

D.1. Autovalores de ρ(M) en los estados |Ψ2k〉

Se van a derivar, en primer lugar, los autovalores de las primeras tres MDs de
M -cuerpos en los estados (8.35). Como los fermiones se crean en pares c†2i−1c

†
2i con

igual probabilidad, los elementos de la MD de un cuerpo de estos estados son

〈Ψ2k|c†icj|Ψ2k〉 = δijN/D , (D.1)

implicando ρ(1) = N
D
1. Luego, es la MD de un cuerpo máximamente mezclada com-

patible con el número total de fermiones N , haciéndose diagonal en cualquier base
de SP con único autovalor D veces degenerado N/D.

Por otro lado, los elementos de la MD de dos cuerpos se bloquean en dos subma-
trices. La primera, comprende los pares de creación de pares contiguos c†2i−1c

†
2i que

forman el operador A† de la Ec. (8.33), y tiene elementos

〈Ψ2k|c†2i−1c
†
2ic2jc2j−1|Ψ2k〉 = αδij + β(1− δij) , (D.2)

donde, usando k = N/2 y asumiendo D par,

α =
(D/2−1
k−1 )

(D/2k )
= 2k

D
, β =

(D/2−2
k−1 )

(D/2k )
= 2k(D−2k)

D(D−2)
.

Luego, como este bloque de D
2
× D

2
es simplemente (α−β)1+M , con M una matriz

de rango uno con todos los elementos iguales a β, tiene solo dos autovalores distintos:
un autovalor no degenerado

λ(2)
max = α + (

D

2
− 1)β = k(1− 2(k − 1)/D) , (D.3)
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que es precisamente el asociado con los operadores de creación de pares colectivos
uniformemente distribuidos A†:

〈Ψ2k|A†A|Ψ2k〉 = λ(2)
max , (D.4)

y los autovalores más chicos (D/2− 1)-veces degenerados

λ
(2)
rest = α− β =

4k(k − 1)

D(D − 2)
. (D.5)

El otro bloque contiene los restantes
(
D
2

)
−D

2
operadores de creación de pares c†ic

†
j que

involucran dos pares distintos y es directamente diagonal, con elementos (D/2−2
k−2 )

(D/2k )
=

λ
(2)
rest. Luego, el resultado final es un autovalor grande no degenerado λ(2)

max ≥ 1, y(
D
2

)
− 1 autovalores más pequeños e idénticos λ(2)

rest < 1, que satisfacen

λ
(2)
max +

((
D
2

)
− 1
)
λ

(2)
rest =

(
N
2

)
. (D.6)

El mismo procedimiento puede aplicarse para determinar los autovalores de la MD
de tres cuerpos ρ(3). Para la creación de tres fermiones con dos de ellos en un par
contiguo (2i− 1, 2i), se obtiene

〈Ψ2k|c†2i−1c
†
2ic
†
jckc2lc2l−1|Ψ2k〉 = δjk[γδil + η(1− δil)] (D.7)

donde k 6= 2l, k 6= 2l − 1, j 6= 2i, j 6= 2i− 1, y

γ =

(
D/2−2
k−2

)(
D/2
k

) , η =

(
D/2−3
k−2

)(
D/2
k

) .

Se obtienen entonces D bloques idénticos (D
2
− 1)× (D

2
− 1), cada uno de los cuales

tiene un autovalor grande no degenerado

λ(3)
max = γ + (D

2
− 2)η = 2k(k−1)(1−2(k−1)/D)

D−2
(D.8)

= 〈Ψ2k|A(3)†
j A

(3)
j |Ψ2k〉, (D.9)

donde A(3)†
j = 1√

D/2−1

∑
i c
†
2i−1c

†
2ic
†
j, y D/2− 2 autovalores idénticos más pequeños

λ
(3)
rest = γ − η = 8k(k−1)(k−2)

D(D−2)(D−4)
, (D.10)

asociados a operadores ortogonales A(3)†
ν . Por otro lado, los restantes

(
D
3

)
−D(D

2
−1)

tripletes c†ic
†
jc
†
k que pertenecen a pares distintos llevan a un bloque diagonal en ρ(3)

con elementos diagonales idénticos (D/2−3
k−3 )

(D/2k )
= λ

(3)
rest. Se tienen, por tanto, D autovalo-

res iguales a λ(3)
max más

(
D
3

)
−D autovalores iguales a λ(3)

rest, que satisfacen

Dλ
(3)
max +

((
D
3

)
−D

)
λ

(2)
rest =

(
N
3

)
. (D.11)

180



Apéndice D. Apéndice D: Entrelazamiento de M cuerpos

Debe notarse que, mientras λ(3)
rest ≤ 1, λ(3)

max ≥ 1 para 1 +
√
D/2 ≤ k ≤ D/2,

alcanzando su máximo para k ≈ D/3 para D ≥ 6, donde λ(3)
max ≈ 2D/27.

Para obtener el autovalor máximo λ(2m)
max de las MD deM = 2m-cuerpos algebrai-

camente, se puede directamente notar que el mismo emerge del bloque
(
D/2
m

)
×
(
D/2
m

)
que contiene productos de m pares distintos c†2i−1c

†
2i y c2jc2j−1. Todos los elemen-

tos 〈Ψ2k|c†2i1−1c
†
2i1
. . . c2j1c2j1−1|Ψ2k〉 serán positivos con todas las filas de este bloque

sumando lo mismo a causa de la simetría. El máximo autovalor será entonces igual
a esta suma (como se verifica en (D.3) para m = 1) y se asocia con el autovector
uniforme ∝ (1, 1, . . . , 1), es decir al operador colectivo A(2m)† ∝ (A†)m, de la Ec.
(8.35), implicando la Ec. (8.41).

D.2. Comportamiento de la ρ(2) bajo medidas de

ocupación de un modo

Se va a probar ahora que en el estado (8.35), las medidas de ocupación de un
modo de SP a través de los operadores Pk = c†kck y Pk̄ = ckc

†
k, romperán la Ec.

(8.68) para ρ(2). Se tendrá, de hecho, que el autovalor más grande (D.3) de ρ(2) es
más grande que el de ρ(2)

k y ρ(2)

k̄
, implicando

λ
(2)
1 > pkλ

(2)
1k + (1− pk)λ(2)

1k̄
, (D.12)

que rompe la primera desigualdad de mayorización en (8.68).
Demostración: Si al medir la ocupación de un nivel de SP k se detecta ocupación, lo
que ocurre con probabilidad pk = N/D, el par contiguo asociado (k, k+1) (k impar) ó
(k−1, k) (k par) se “congela” y el máximo autovalor λ(2)

kmax de la MD correspondiente
ρ

(2)
k surge de los restantes N − 2 fermiones ocupando los otros D− 2 estados de SP.

Como consecuencia, usando la Ec. (D.3) para D → D − 2 y k = N/2→ N/2− 1,

λ
(2)
kmax = N−2

2(D−2)
(D + 2−N) < N

2D
(D + 2−N) = λ

(2)
max

donde la desigualdad vale para N < D. Similarmente, si el estado k no está ocupado,
un razonamiento similar lleva a

λ
(2)

k̄max
=

N

2(D − 2)
(D −N) <

N

2D
(D + 2−N) = λ(2)

max

donde la desigualdad vale para N > 2. Estos dos resultados implican la Ec. (D.12)
y por ende la violación de las relaciones de mayorización (8.68) para M = 2. Re-
sultados análogos pueden obtenerse para M = 3 en los mismos estados (8.35). Por
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completitud, puede también verificarse que para la medida (8.55) en el mismo estado
(8.35), vale la primera desigualdad

λ
(2)
max(
N
2

) ≤∑
k

pk
λ

(2)
kmax(
N−1

2

) , (D.13)

en (8.56) para los autovalores más grande de las MDs de dos cuerpos normalizadas
inicial y post-medida: Usando nuevamente la Ec. (D.3) para λ(2)

max (con k = N/2)
y λ

(2)
kmax (con k = N/2 − 1 y D → D − 2), con pk =

〈c†kck〉
M

= 1
D
, se obtiene, en

concordancia con (D.13),

1
D

∑
k

(N−2)(D+2−N)

2(D−2)(N−1
2 )

= D+2−N
(D−2)(N−1)

≥ (D+2−N)
D(N−1)

= λ
(2)
max

(N2 )
.
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