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Introducción

En esta tesis presentamos los resultados obtenidos en los problemas que derivaron
del estudio del problema de recuperación de fase. Principalmente, este trabajo gira
entorno a la teoría de marcos, la teoría de operadores y el análisis matricial.

En esencia, el problema de recuperación de fase consiste en la reconstrucción de
un objeto general (una señal, una imagen) a partir del módulo de su transformada
de Fourier. Esto es, considerando que se tiene la siguiente relación

f̂(u) =

∫ +∞

−∞
f(x) exp(−i2πu · x))dx = |f̂(u)| exp[i ψ(u)],

donde x y u son coordenadas de los espacios de coordenadas y de frecuencias, respec-
tivamente. El objetivo es recuperar ψ(u), o equivalentemente f(x), teniendo al menos
|f̂(u)| como hipótesis inicial [56].

En la década del '60, A. Walther logró resolver el problema para un espacio unidi-
mensional, sugiriendo que sus resultados resultarían de interés para el procesamiento
de imágenes [101]. Los posteriores avances sobre el problema fueron a través del desa-
rrollo de algoritmos, sobretodo en el campo de la óptica, para luego extenderse hacia
otras áreas. A �nales de los '90, los avances tecnológicos y los nuevos formalismos
desembocaron en el estudio teórico del problema de recuperación de fase. Expresán-
dolo en forma abstracta, dada una familia de vectores F = {fn}Nn=1 de un espacio de
Hilbert HM de dimensión �nita M , se dice que F permite recuperación de fase

(phase retrieval) si el operador

AF : HM/ ∼ → HN dado por AF(y) := (| 〈y, fn〉 |2)n, (1)

es inyectivo (∼ denota la relación de equivalencia dada por y ∼ x si y sólo si y = cx

para algún escalar c con |c| = 1).

A mediados de los '80, luego del trabajo de Daubechies, Grossmann y Meyer [43],
se produjo un repentino interés en el estudio de la teoría de marcos que no presentaba
visibles avances desde su primer de�nición en 1952 (ver Breve reseña histórica de
marcos). La siguiente es la de�nición dada por Young en 1980 [104]:

Una sucesión de vectores {fn}n∈I es un marco para un espacio de Hilbert
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H si existen constantes A,B > 0 tales que para todo x ∈ H

A‖x‖2 ≤
∑
n∈I

| 〈x, fn〉 |2 ≤ B‖x‖2.

Este renovado interés se vio favorecido además por el rápido desarrollo de la teoría
de wavelets, introduciendo a los marcos como una herramienta muy útil en el análisis
tiempo-frecuencia de señales y el procesamiento de imágenes.

En 2005, R. Balan, P. Casazza y D. Edidin publicaron uno de los primeros trabajos
de recuperación de fase con un enfoque desde la teoría de marcos [11]. Entre otros
resultados, los autores muestran allí que para marcos genéricos F , en el caso real,
si N ≥ 2M − 1 entonces AF es inyectivo. En el caso complejo, prueban que AF
es inyectivo para marcos genéricos con N ≥ 4M − 2. Cabe mencionar también que
conjeturaron que el número óptimo de elementos de F en el caso complejo debía ser
4N − 4 [53, 13].

Una de las condiciones que se menciona en el trabajo [21] para que un marco
provea recuperación de fase es la de full spark.

Un marco F en un espacio de Hilbert HM es full spark, si todo subconjunto

del marco de cardinal M es linealmente independiente.

Esta característica se menciona en el reciente trabajo [15], donde Bemrose, Casazza,
Gröchenig, Lammers y Lynch presentan la noción de marcos woven. Debido a su
incipiente estudio, no existen publicaciones que vinculen las nociones de recuperación
de fase y woven. Un par de marcos F = {fi}i∈I , G = {gi}i∈I para un espacio de Hilbert
H se dice que son woven si existen cotas uniformes de marco para {fi}i∈σ ∪{gi}i∈σc ,
para todo σ ⊂ I. Realizamos un estudio de pares woven en el Capítulo 2.

En el trabajo [21], J. Cahill, P. Casazza, J. Peterson y L. Woodland presentan una
generalización del problema de recuperación de fase en el contexto de los denominados
marcos de fusión. Concretamente, el problema es reconstruir un vector a partir de
las normas de las proyecciones ortogonales del vector a determinados subespacios.
Esto es, dados subespacios cerrados {Wk}Nk=1 de HM , con las medidas {PWk

x}Nk=1 se
construye un operador análogo al de�nido en (1) y se buscan condiciones para que
dicho operador sea inyectivo. En el citado trabajo, los autores prueban el notable
resultado que la recuperación de fase es posible en RM usando 2M − 1 subespacios
de dimensión menor a M − 1.

Un primer paso en el abordaje de los problemas de marcos de fusión con re-
cuperación de fase es estudiar cómo se comportan los marcos bajo perturbaciones.
Christensen trabajó en este problema para marcos de vectores en espacios de Hilbert
[37] [38]: dado un marco F = {fi}i∈I para un espacio de Hilbert H y un operador
T ∈ L(H), se buscan condiciones sobre T de forma que {T (fi)}i∈I sea también un
marco para H. Este problema llevado al contexto de marcos de fusión resultó de inte-
rés para varios autores [60] [6] [85]. Destinamos el Capítulo 3 para el estudio de este
tipo de perturbaciones.
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Una forma de tratar el problema de recuperación de fase está orientando al uso de
algoritmos mediante aproximación matricial [12]. Para esto, consideremos el operador
B de�nido sobre las matrices hermitianas de dimensión N ×N :

B : HN×N → RM , B(Y ) = (f ∗nY fn)Mn=1.

Si llamamos bn = | 〈y, fn〉 |2 con n = 1, . . . , N a las coordenadas del operador AF de
(1), tenemos que

b := (| 〈y, fn〉 |2)n = B(yy∗).

Los autores de [26] muestran que el problema de recuperación fase es equivalente a
resolver el problema de minimización

mı́n {rank(Y ) : B(Y ) = b, Y ≥ 0}. (2)

Como este problema es en general NP-hard, proponen este problema tracial que re-
sulta equivalente a (2) bajo ciertas condiciones:

mı́n {tr(Y ) : B(Y ) = b, Y ≥ 0}.

Problemas similares de minimización de funciones de�nidas a partir de la tra-
za surgen en el estudio de diseño de marcos, concretamente en los problemas de
completaciones óptimas de marcos. En [54], se consideró el siguiente problema: sea
F0 = {fi}N0

i=1 una sucesión de un espacio de Hilbert M -dimensional HM con operador
de marco SF0 . Sea a = (αi)

k
i=1 una sucesión de números positivos tales que

rk(SF0) ≥M − k y N = N0 + k.

El problema es construir una sucesión G = {fi}Ni=N0+1 de HM tal que

‖fN0+i‖2 = αi, 1 ≤ i ≤ k.

F = {F0,G} = {fi}Ni=1 es un marco que minimiza tr(S−1
F ).

En [16] estudiaron una variante de este problema y consideraron el potencial de marco

FP (F) = tr(S2
F) como medida de optimalidad. El estudio de minimización de los

potenciales convexos generaliza estos problemas en el trabajo [90]. En esa publicación,
los autores consideran funciones convexas y utilizan resultados de mayorización de
autovalores para describir los minimizadores de tr f(SF), para F = {fi}Ni=1 ∈ HM .
Notar que si λj(SF) denota los autovalores del operador de marco SF ,

tr f(SF) =
M∑
j=1

f(λj(SF)).

Esta serie de relaciones sugieren que el problema de recuperación de fase para marcos
se podría estudiar también como un problema de minimización, contando con la
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mayorización de autovalores como herramienta principal y, en particular, las llamadas
desigualdades de Lidskii [8] [83].

Un grado mayor de generalidad se puede alcanzar en estos problemas de minimi-
zación si se analiza el aspecto local de los minimizadores [89]. En este sentido, las
desigualdades de Lidskii nos llevaron a estudiar problemas de cercanía de matrices o

problemas de Procusto [64]. En el capítulo 4, nos basamos en el trabajo de Bhatia y
Congedo [9] y caracterizamos el siguiente problema de Procusto:

Sea N(·) una norma unitariamente invariante estrictamente convexa y

P(d) el conjunto de las matrices estrictamente positivas de dimensión d.

Para A,B ∈ P(d), si OB es la órbita unitaria de B, se de�ne la distancia

F(N,A,B) = FN : OB → R dada por

FN(C) = N
(
log
(
A−1/2CA−1/2

))
para C ∈ OB .

El objetivo es caracterizar las matrices en las que se alcanzan los mínimos

mı́n
C∈OB

FN (C) = mı́n
C∈OB

N
(
log
(
A−1/2CA−1/2

))
.

Utilizando un approach similar al estudio de las desigualdades (aditivas) de Lidskii
de [92] caracterizamos los extremos locales de este problema.

Breve reseña histórica de teoría de marcos

Uno de los primeros antecedentes de la teoría de marcos remite a la década del
'30, cuando Paley y Wiener estudiaron las series de Fourier no armónicas∑

n∈Z

cne
iλnt, −π ≤ t ≤ π. (3)

El problema consistía en buscar condiciones sobre {λn}n∈Z para que toda función real
f(t) corresponda con una expresión sumable del tipo (3) para todo t ∈ [−π, π].

En 1946, Dennis Gabor en su Theory of Communication introdujo un método para
representar señales unidimensionales en dos dimensiones: tiempo y frecuencia. Más
precisamente, él propuso representar f como la serie∑

n,m∈Z

cn,m gm,n(t)

siendo gm,n(t) = g(t− na)e2πimbt y m,n ∈ Z, para una función �ja g(· ) y parámetros
a, b > 0 denominados tiempo-frecuencia.

Unos años más tarde, en 1952, Du�n y Schae�er mostraron que si la sucesión
{λn}n∈Z veri�caba un requisito de densidad, la sucesión {eiλnt}n∈Z no sólo genera el
espacio L2(−γ, γ), con 0 ≤ γ ≤ π, sino que además satisface la siguiente desigualdad
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para toda función f ∈ L2(−γ, γ):

A

∫ −γ
−γ
|f(t)|2 dt ≤ 1

2π

∑
n

∣∣∣∣∫ −γ
−γ

f(t)eiλntdt

∣∣∣∣2 ≤ B

∫ −γ
−γ
|f(t)|2 dt. (4)

Estos autores denominaron marcos a estas sucesiones [50].

En 1980, R. Young mostró en su libro [104] una fuerte conexión entre las bases
de Riesz en un espacio de Hilbert separable H y el problema de reconstruir f ∈ H a
partir de

〈f, fn〉 = cn , n = 1, 2, 3, . . . ,

donde fi ∈ H y ci son escalares (también conocido como problema de momentos).
Young introduce la noción abstracta de marcos relacionándola con este problema y,
entre otros resultados, considera aquellos marcos que dejan de serlo si alguno de sus
elementos es removido (marcos exactos) y prueba que esta clase de marcos es idéntica
a la clase de bases de Riesz. Este problema remite al Problema 8 presentado por
Halmos en [66].

Hasta 1985, los marcos limitaban su existencia al contexto de series de Fourier
no armónicas. Fue en 1986 que se abrió una puerta para la teoría de marcos con el
trabajo fundamental de Daubechies, Grossmann y Meyer [44]. Este fue uno de los
precursores trabajos que combinó el análisis de Gabor con la teoría de marcos donde
se presentaron resultados de marcos en otros contextos, con implicancias directas en
análisis de señales y mecánica cuántica. En términos físicos, probaron que los estados
coherentes asociados a reticulados de von Neumann no formaban un marco en L2(R).
De forma novedosa, los autores utilizaron los operadores

Ta : L2(R)→ L2(R), Ta(f(x)) = f(x−a), Eb : L2(R)→ L2(R), Eb(f((x)) = e2πibxf(x),

para construir marcos ajustados para L2(R) de la forma {EmbTnag}m,n∈Z, siendo g ∈
L2(R) de soporte compacto, en vez de considerar los llamados estados canónicos donde
g se tomaba como Gaussiana (como propuso Gabor). Varios autores llaman a este
trabajo `el amanecer de la era wavelet' [17].

Desde entonces, numerosos trabajos sobre marcos se han dado a conocer en dis-
tintos contextos, entre ellos podemos mencionar el trabajo de K. Gröchenig sobre
marcos en espacios Banach [65], el de M. Frank y D. Larson sobre marcos en módulos
de Hilbert [59] y el de J. Giribet, A. Maestripieri, F. Martínez Pería y P. Massey en
espacios de Krein [62]. Más allá de los vectores, los marcos han sido generalizados a
subespacios, inicialmente en el trabajo de P. Casazza y G. Kutyniok [29], y luego re-
nombrados por los mismos autores y S. Li como marcos de fusión en [31] (ver Capítulo
4). Esta extensión de la de�nición de marcos a subspacios, así como los pseudo-marcos
[81], los marcos oblicuos [40] [51] y los marcos externos [1], fueron condensados en los
g-marcos de G. Sun en [98]. Debido a la estrecha relación con el campo aplicado la
teoría de marcos se encuentra en constante crecimiento hasta la actualidad.
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Descripción de los contenidos de la tesis

Realizamos una concisa descripción de los resultados de esta tesis que principal-
mente provienen de los trabajos [22] [23] [24] [25] .

Capítulo 1. Enunciamos las de�niciones, resultados y notaciones que se utilizarán
a lo largo de esta tesis. El ángulo entre subespacios, el módulo mínimo y el gap entre
subespacios son las las herramientas que más utilizaremos. De�nimos la noción de
marcos para vectores, y su generalización a subespacios. Presentamos también los
resultados de mayorización que serán necesarios para el último capítulo, junto con
una breve sección de geometría diferencial.

Capítulo 2. En este capítulo estudiamos relaciones entre el gap entre subespacios
cerrados y conjuntos de vectores que sean sucesiones de Riesz o sucesiones marcos.
En el Lema 2.1.7, probamos que si una sucesión es sucesión de Riesz es equivalente
a que su operador grammiano esté acotado inferiormente por un múltiplo de la iden-
tidad. Asimismo, una sucesión es sucesión marco si y sólo si su operador de marco
acota superiormente un múltiplo de una proyección. La sección 2.2 comienza con una
forma de calcular el gap que provee de varias equivalencias entre las que se destaca
el Teorema 2.2.4. En la última sección aplicamos nuestros resultados a marcos de
Parseval: por un lado, consideramos un resultado de Olevskii y Ulanovskii donde pro-
yectan una base ortonormal en bloques y prueban que sus imágenes son sucesiones
marco o sucesiones de Riesz, extendemos dicho resultado con una prueba alternativa
en el Teorema 2.3.2, donde mejoramos la cota de las sucesiones; por otro lado, en la
Proposición 2.3.5 adaptamos un resultado de Bodmann, Casazza, Paulsen y Speegle
para caracterizar las subfamilias de un marco de Parseval que sean marco.

Capítulo 3. Estudiamos un caso particular de los llamados marcos woven. El
Teorema 3.2.4 de Bemrose, Casazza, Gröchenig, Lammers y Lynch muestra que, a
partir de una desigualdad de las cotas de marco de un par (F ,G), se puede con-
cluir que ese par es woven. Generalizamos estos resultados en el Teorema 3.2.7 y su
Corolario 3.2.10. Como aplicación del Teorema 3.2.7 obtenemos una condición para
obtener pares woven con el marco dual canónico de un marco dado. Posteriormente,
probamos una caracterización de pares woven utilizando el ángulo entre subespacios
en el Teorema 3.4.4, un resultado de perturbación en el Teorema 3.2.12 y una relación
de transitividad entre pares woven en la Proposición 3.5.2.

Capítulo 4. Este capítulo se centra en perturbación de marcos de fusión, esto es,
dado un marco de fusión W = {Wi}i∈I y un operador T ∈ L(H), nos interesa que
{T (Wi)}i∈I sea un marco de fusión. Damos un primer resultado de perturbación de
marcos de vectores con ángulos en la Proposición 4.1.7. El Teorema 4.2.6 de X. Li et
al propone una condición de gap de subespacios sobre el operador de perturbación. En
el camino de mejorar ese resultado probamos una equivalencia de perturbación por
operadores de rango cerrado que involucra el módulo mínimo, el gap y el ángulo entre
subespacios (Teorema 4.2.8 y su Corolario 4.2.9). En el Teorema 4.2.10, generalizamos
el resultado de Li y exhibimos cotas para los pesos de los subespacios.
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Capítulo 5. En [9], Bhatia y Congedo proponen un problema de Procusto donde
prueban que los mínimos se alcanzan en aquellas matrices que satisfacen una condi-
ción de conmutatividad. Siguiendo las técnicas de [93], realizamos los cálculamos en
la versión multiplicativa local de las desigualdades de Lidskii y en el Teorema 5.3.2
completamos el resultado principal de [9]. Esto es, mostramos que los minimizadores
locales para el problema de Procusto sólo pueden ser aquellos puntos de la órbita pro-
puestos en ese trabajo. Más aún, los mínimos locales resultan globales y no dependen
de la norma unitariamente invariante empleada en el problema.
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Abreviaturas y símbolos

NUI : norma unitariamente invariante

AF : cota óptima inferior del marco F

BF : cota de marco superior del marco F

Aσ : cota óptima inferior de un weaving

Bσ : cota óptima superior de un weaving

c (M, N ): coseno del ángulo entre los subespaciosM y N

Dx : matriz diagonal con diagonal principal x

FI : elementos de índice I de la sucesión F

γ(T ) : módulo mínimo de un operador T

GF : operador grammiano de un marco F

Id : {1, . . . , d}

L(H) : operadores acotados de un espacio de Hilbert H

Mk,d(C) : espacio de matrices complejas de dimensión k × d

N(T ) : núcleo de un operador T

OA : órbita unitaria de A

P(d) : matrices estrictamente positivas de dimensión d

PM : proyección ortogonal sobre el subespacioM

R(T ) : rango de un operador T

s(M, N ) : seno del ángulo entre los subespaciosM y N

S ′ : conmutante de S

SF : operador de marcos de un marco F

SWw : operador de marco de un marco de fusión Ww

T † : pseudoinversa de Moore-Penrose de T

TF : operador de síntesis de un marco F

T ∗F : operador de análisis de un marco F

TWw : operador de análisis de un marco de fusión Ww

Ww : familia de subespacios W con pesos w





Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo introducimos las nociones y resultados que utilizaremos a lo largo
de esta tesis. Principalmente, H y K representarán espacios de Hilbert separables
dotados con un producto interno 〈., .〉. Al espacio de las transformaciones lineales
acotadas de H en K lo denotaremos por L(H,K) y por L(H) en el caso que H = K.
Dado T ∈ L(H,K), R(T ) denota la imagen de T en K, y N(T ) el núcleo en H.

En L(H,K) consideramos la norma de operadores de�nida por

||B|| = sup{||Bx|| : x ∈ H, ‖x‖ = 1} = ı́nf{α > 0 : ||Bx|| ≤ α||x|| ∀x ∈ H}.

Los operadores positivos serán denotados por

L(H)+ = {B ∈ L(H) : 〈Bx, x〉 ≥ 0,∀x ∈ H}

y por U(H) a los operadores unitarios de H. Dado un subespacio cerradoM de H,
denotaremos por PM a su proyección ortogonal.

1.1. Ángulos entre subespacios y módulo mínimo re-

ducido

Consideramos dos nociones de ángulos entre subespacios cerrados de H, debidas
a Friedrichs y Dixmier, que las denominaremos ángulo y ángulo mínimo, respectiva-
mente.

Sean dos subespacios cerradosM y N , el ángulo entreM y N es el ángulo de
[0, π/2] cuyo coseno se de�ne por

c (M, N ) = sup{ | 〈x, y〉 | : x ∈M	N , y ∈ N 	M y ‖x‖ = ‖y‖ = 1},

siendo M 	 N = M ∩ (M ∩ N )⊥. Por tanto, el seno de este ángulo se denota
s(M,N ) = (1− c (M, N )2)1/2.

Por otro lado, el ángulo mínimo entre M y N es el ángulo de [0, π/2] cuyo

1
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coseno se de�ne por

c0 (M, N ) = sup{ | 〈x, y〉 | : x ∈M, y ∈ N y ‖x‖ = ‖y‖ = 1}.

La noción de ángulo mínimo probablemente sea la forma más natural de conside-
rar el ángulo entre subespacios. El problema de esta noción de ángulo es que si los
subespacios tienen intersección (no trivial) el ángulo sería nulo, lo que no sucede con
el ángulo de Friedrichs. Otra ventaja de este último es que satisface que

c (M, N ) = c (M	N , N ) ,

por lo que se puede reducir el cálculo del ángulo al caso donde los subespacios no
tienen intersección no trivial. Más detalles se pueden encontrar en el famoso trabajo
de Deutsch [47].

Proposición 1.1.1. Sean dos subespacios cerradosM y N de H.

1. c (M, N ) = c (N ,M ) = c (M	M, N ) = c (M, N 	M ).

2. Si dim(M) <∞, entonces c (M, N ) < 1.

3. c (M, N ) < 1 si y sólo si M +N es cerrado.

4. c (M, N ) = c
(
M⊥, N⊥

)
.

5. c (M, N ) = ||PMPN	M|| = ||PM	NPN || = ||PMPN − PM∩N ||.

El producto de proyecciones ortogonales permite calcular el ángulo entre los subes-
pacios:

Proposición 1.1.2. SeaM y N subespacios cerrados de H. Entonces

c (M, N ) = ‖PMPNP(M∩N )⊥‖ y c0 (M, N ) = ||PMPN || = ||PMPNPM||1/2.

Se pueden considerar a las proyecciones ortogonales como miembros de una clase
más grande de operadores: los operadores de rango cerrado. Es trivial que el producto
de operadores rango cerrado no necesariamente tiene rango cerrado. Por medio de
una cota del ángulo se puede caracterizar a aquellos productos que sí veri�can esta
propiedad.

Para un operador T ∈ L(H), podemos de�nir su módulo mínimo reducido

γ(T ), dado por
γ(T ) := ı́nf{ ‖Tx‖ | ‖x‖ = 1 , x ∈ N(T )⊥}. (1.1)

Es un resultado conocido que si T tiene rango cerrado,

γ(T ) = γ(T ∗) = γ(T ∗T )1/2 = ‖T †‖−1,

siendo T † la pseudoinversa de Moore-Penrose. Además,
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Proposición 1.1.3. Un operador T ∈ L(H) tiene rango cerrado si y sólo si γ(T ) > 0.

Las siguientes desigualdades relacionan las nociones de ángulo y módulo mínimo
reducido de operadores en el contexto de operadores de rango cerrado. Estos resulta-
dos provienen de [3] y [4].

Proposición 1.1.4. Sean A,B ∈ L(H) de rango cerrado. Entonces

γ(A)γ(B) s (N(A), R(B) ) ≤ γ(AB) ≤ ||A|| ||B|| s (N(A), R(B) ) . (1.2)

En particular, si T ∈ L(H) es un operador de rango cerrado yM es un subespacio

cerrado de H con c (N(T ),M ) < 1, entonces

γ(T )s(N(T ),M) ≤ γ(TPM) ≤ ‖T‖ s(N(T ),M). (1.3)

El anterior resultado permite caracterizar, a partir de operadores de rango cerrado,
los productos de operadores que tengan rango cerrado:

Proposición 1.1.5. Sean A,B ∈ L(H) operadores de rango cerrado. Entonces, AB

tiene rango cerrado si y sólo si c (R(B), N(A) ) < 1.

1.2. Gap entre subespacios

Entre las diversas formas de "medir subespacios"(e.g. distancias, ángulos) pode-
mos encontrar el gap o apertura entre subespacios. Esta noción, introducida por T.
Kato en 1958 [75], si bien no es una distancia, en algunas aplicaciones resulta más
fácil de calcular que las distancias usuales.

Uno de los problemas famosos vinculados a esta cantidad es el estudio de pares
de subespacios cerrados M,N de un espacio de Banach, para los cuales la suma
M+N es cerrada. Kato plantea al gap como una forma de medir la distancia entre
los grá�cos de dos operadores de rango cerrado de un espacio de Banach. De esta
manera, se pueden estudiar los operadores denominados estables bajo perturbación

acotada, esto es, aquellos operadores de rango cerrado A tales que para un operador
acotado T , el operador A+ T sea un operador de rango cerrado.

Dado que en esta tesis nos centramos en marcos en espacios de Hilbert, nos cen-
traremos en resultados relativos al gap de�nido en este contexto.

De�nición 1.2.1. Dados dos subespacios cerradosM y N de un espacio de Hilbert

H, el gap se de�ne como

δ(M,N ) = sup
x∈M,‖x‖≤1

dist(x,N )

La siguiente proposición es una alternativa a la de�nición para calcular el gap. Se
aprecia en este resultado una relación de igualdad del gap entre subespacios con el
gap de los subespacios ortogonales.
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Proposición 1.2.2. SeanM,N subespacios cerrados de H, entonces

δ(M,N ) = ‖PN⊥PM‖ = ‖PM PN⊥PM‖1/2 .

En particular,

δ(M,N ) = δ(N⊥,M⊥).

Demostración. Dado que dist(x,N ) = ‖PN⊥x‖ para todo x ∈ H, tenemos que

δ(M,N ) = sup
x∈M,‖x‖≤1

‖PN⊥x‖ = sup
x∈M,‖x‖≤1

‖PN⊥PMx‖ .

Luego,
δ(M,N ) ≤ sup

‖x‖≤1

‖PN⊥PMx‖ ≤ ‖PN⊥PM‖ .

Por otro lado, dado x ∈ H con ‖x‖ ≤ 1,

‖PN⊥PMx‖ = dist(PMx,N )

y tomando supremos,
‖PN⊥PM‖ ≤ δ(M,N ).

Es fácil ver que en general δ(M,N ) 6= δ(N ,M). Notar que si M ⊂ N y existe
q ∈ N tal que dist(q,M) > 0, se tiene que δ(M,N ) = 0 pero δ(N ,M) > 0.

Para obtener una métrica con esta noción, se puede considerar el máximo entre
δ(M,N ) y δ(N ,M):

δ̂(M,N ) = máx{δ(M,N ), δ(N ,M)}.

Con esta de�nición ahora es correcto a�rmar que

δ̂(M,N ) = δ̂(N ,M). (1.4)

El hecho que δ̂(M,N ) sea una distancia en la grassmanniana se deduce inmedia-
tamente del siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. (Kato) SeanM,N subespacios cerrados de H, entonces

δ̂(M,N ) = ‖PM − PN‖ .

Demostración. Por el resultado anterior, como δ(M,N ) = ||PN⊥PM||,

δ̂(M,N )2 = máx{‖PN⊥PMPN⊥‖ , ‖PNPM⊥PN}‖ .
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Ahora, por la ortogonalidad entre N y N⊥,

‖PN⊥PMPN⊥ + PNPM⊥PN‖ = máx{ ‖PN⊥PMPN⊥‖ , ‖PNPM⊥PN‖ }.

Luego,

‖PN⊥PMPN⊥ + PNPM⊥PN‖ = ‖(I − PN )PM(I − PN ) + PN (I − PM)PN‖
= ||PM − PNPM − PMPN +

+ PNPMPN + PN − PNPMPN ||
= ‖PM + PN − PNPM − PMPN‖
= ‖(PM − PN )(PM − PN )‖
= ‖PM − PN‖ .

1.2.1. Gap, ángulos y proyecciones

Dado que se pueden calcular el ángulo y el gap entre subespacios tomando la
norma de las proyecciones, es natural observar relaciones entre estas cantidades.

SeanM,N subespacios cerrados de H, de la Proposición 1.2.2, se tiene que

δ(M,N ) = c0(M,N⊥)

Por otro lado, siM∩N⊥ = {0},

δ(M,N ) = c(M,N⊥).

Estas relaciones permiten caracterizar a los operadores PNPM que tienen rango
cerrado con el gap.

Proposición 1.2.4. SeanM,N subespacios cerrados de H,

δ(M,N ) < 1 implica que PNPM tiene rango cerrado .

Demostración. Si δ(M,N ) < 1 se tiene queM∩N⊥ = {0} y por lo tanto c
(
M, N⊥

)
=

δ(M,N ). Por la Proposición 1.1.5, c
(
M, N⊥

)
= c (R(PM), N(PN ) ) < 1 implica

que PNPM tiene rango cerrado.

El siguiente es un conocido resultado de operadores que nos permitirá probar
durante la tesis algunas equivalencias entre el gap, el ángulo entre subespacios y sus
proyecciones ortogonales.

Teorema 1.2.5. (Douglas) [49] Sean B ∈ L(H,K) y C ∈ L(G,K). Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. Existe D ∈ L(G,H) tal que BD = C.
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2. R(C) ⊂ R(B).

3. Existe a > 0 tal que CC∗ ≤ a BB∗.

1.3. Marcos de vectores

En esta sección presentamos todas las de�niciones y resultados generales relaciona-
dos con la teoría de marcos. Enunciamos las de�niciones para un conjunto de índices
numerable, de forma de abarcar los distintos tipos de marcos que se consideran en
esta tesis. Se considerarán especialmente sucesiones �nitas {fk}Nk=1 para espacios de
Hilbert de dimensión �nita HM , así como sucesiones sobre N. Las de�niciones, tanto
de marcos como de sus operadores, se enuncian de forma análoga.

De�nición 1.3.1. Sea F = {fk}k∈I una sucesión de vectores en un espacio de Hilbert

separable H.

1. F es una sucesión de Bessel para H si existe B > 0 tal que para todo x ∈ H,∑
k∈I

| 〈x, fk〉 |2 ≤ B ‖x‖2 . (1.5)

2. F es un marco para H si existen dos constantes positivas A y B tales que para

todo x ∈ H,
A ‖x‖2 ≤

∑
k∈I

| 〈x, fk〉 |2 ≤ B ‖x‖2 . (1.6)

3. Las cotas A y B que veri�can (1.6) se denominan cotas de marco. Las cotas

de marco óptimas las denotamos por AF y BF , es decir, AF es el supremo de

las cotas de marco inferiores y BF es el ín�mo de las cotas de marco superiores.

Si AF = BF el marco se dice ajustado, si además AF = BF = 1 se lo llama

de Parseval.

4. F es una sucesión marco para H si F es un marco para span{fk}k∈I .

Se de�nen una serie de operadores que permiten caracterizar a aquellas sucesiones
que son marcos. En primer lugar, consideramos el operador de síntesis

TF : `2(I)→ H , TF(c) =
∑
k∈I

ckfk.

y el operador de análisis,

T ∗F : H → `2(I), , T ∗F(x) = {〈x, fk〉}k∈I .

Notar que están bien de�nidos por (1.5) y son uno el adjunto del otro.

Proposición 1.3.2. [38] Sea F = {fk}k∈I una sucesión de Bessel en un espacio de

Hilbert separable H.
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1. F es una sucesión marco si y sólo si el rango del operador de síntesis R(TF) es

cerrado.

2. F es un marco para H si y sólo si R(TF) = H.

3. Las cotas óptimas del marco son

AF = γ(TF)2 y BF = ‖TF‖2 . (1.7)

Una generalización de este resultado se obtuvo en [4]:

Proposición 1.3.3. Sea F = {fn}n∈N un marco para un espacio de Hilbert H. Sea
{en}n∈N la base canónica ortonormal de `2(N). Si I ⊂ N, sea PI la proyección orto-

gonal sobre span{en : n ∈ I} y FI := {fn}n∈I . Entonces:

1. FI es una sucesión marco si y sólo si R(TFPI) es cerrado.

2. FI es un marco si y sólo si R(TFPI) = H.

En ambos casos, las cotas de marco para FI son A = γ(TFPI)
2 y B = ‖TFPI‖2.

De�nidos los anteriores operadores, para un marco F podemos considerar el ope-
rador de marco,

SF = TFT
∗
F : H → H, SF(x) =

∑
k∈I

〈x, fk〉 fk.

Este operador, que resulta claramente autoadjunto e inversible por (1.6), veri�ca
que

AF I ≤ SF ≤ BF I, (1.8)

Además permite reconstruir vectores x de H:

x = SFS
−1
F (x) =

∑
k∈I

〈
x, S−1

F (fk)
〉
fk (1.9)

y también
x = S−1

F SF(x) =
∑
k∈I

〈x, fk〉S−1
F (fk). (1.10)

La sucesión {S−1
F fk}k∈I es un marco al que se lo denominamarco dual canónico.

Sin embargo, este no es necesariamente el único marco que veri�ca (1.9) y (1.10), lo
que lleva a considerar la siguiente de�nición:

De�nición 1.3.4. Sea F un marco para H. Un marco G = {gk}k∈I es un marco

dual para F si satisface las siguientes igualdades para todo x ∈ H:

x =
∑
k∈I

〈x, gk〉 fk =
∑
k∈I

〈x, fk〉 gk. (1.11)
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De entre todos los marcos duales G = {gk}k∈I , el marco dual canónico {S−1
F fk}k∈I

es el de norma mínima, esto es, para todo x ∈ H,∑
k∈I

|
〈
x, S−1fk

〉
|2 ≤

∑
k∈I

| 〈x, gk〉 |2 .

1.4. Marcos de fusión

Sea W = {Wi}i∈I una sucesión de subespacios cerrados no triviales de un espacio
de Hilbert H y sea w = {wi}i∈I ∈ `∞+ (I) una familia de constantes positivas denomi-
nadas pesos. Denotaremos por Ww a la familia de subespacios W = {Wi}i∈I con los
pesos w.

De�nición 1.4.1. Ww es unmarco de fusión para H si existen constantes positivas

A,B tales que

A‖x‖2 ≤
∑
i∈I

w2
i ‖PWi

x‖2 ≤ B‖x‖2 para todo x ∈ H. (1.12)

Las cotas óptimas para (1.12) las denotamos por AWw y BWw .

Llamamos base ortonormal de subespacios a un marco de fusión Ww que
veri�ca que

w = e, siendo e el vector de `∞+ (I) que tiene 1 en cada entrada.

Wi ⊥ Wj para todo i 6= j.

La de�nición 1.4.1 puede considerarse respecto a un subespacio cerrado S de H
y en tal caso decimos que Ww es un marco de fusión para S. En particular,
decimos que Ww es una sucesión marco de fusión si el subespacio considerado es
S = span{Wi}∞i=1.

Así como se hace para marcos de vectores, se pueden considerar los operadores
de síntesis, análisis y de marco para marcos de fusión. Para esto, deben considerarse
espacios apropiados que dependen del marco en cuestión. Para un marco de fusión
Ww se de�ne el espacio de Hilbert KW :=

⊕
i∈IWi dotado con la norma `2:

‖g‖2 =
∑
i∈I

‖gi‖2, g = (gi)i∈I ∈ KW .

Ahora, podemos de�nir el operador de síntesis: TWw : KW → H dado por

TWw(g) =
∑
i∈I

wi gi , para g = (gi)i∈I ∈ KW .

Por otro lado, T ∗Ww
∈ L(H,KW) es el operador de análisis deWw y está de�nido

por:
T ∗Ww

(f) = {wi PWi
f}i∈I , para todo f ∈ H.



1.5. Matrices y autovalores 9

Por último, el operador de marco: SWw = TWw T
∗
Ww
∈ L(H)+, satisface

SWwf =
∑
i∈I

w2
iPWi

fi para f ∈ H.

Observación 1.4.2. Los marcos de fusión resultan ser una de las generalizaciones
más conocidas de los marcos de vectores. Esto es, todo marco F = {fi}i∈I para
H, se lo puede considerar como un marco de fusión Ww si tomamos los subespacios
unidimensionales Wi = span{fi} y los pesos wi = ‖fi‖.

El siguiente resultado muestra que a partir de sucesiones marco, con los pesos
apropiados, se puede obtener un marco para el espacio de Hilbert. Asimismo, si se
cuenta con un marco de fusión, es posible obtener un marco considerando bases or-
tonormales de cada subespacio.

Teorema 1.4.3. Sea W = {Wi}i∈I una sucesión de subespacios cerrados de H y sea

w ∈ `∞+ (I). Para cada i ∈ I, sea Gi = {fij}j∈Ji un marco para Wi . Supongamos que

0 < A = ı́nf
i∈I

AGi y B = sup
i∈I

BGi <∞ .

Sea Ei = {eik}k∈Ki una base ortonormal para cada Wi . Entonces son equivalentes:

1. F = {wifij}i∈I, j∈Ji = {wi Gi}i∈I es un marco para H.

2. E = {wieik}i∈I, k∈Ki = {wi Ei}i∈I es un marco para H.

3. Ww = (wi , Wi)i∈I es un marco de fusión para H.

En este caso, las cotas de marco para Ww , F y E satisfacen las desigualdades

AF
B
≤ AWw = AE ≤

AF
A

y
BF
B
≤ BE = BWw ≤

BF
A

. (1.13)

1.5. Matrices y autovalores

Sea Mk,d(C) el espacio de matrices complejas de dimensión k × d y Md(C) en
el caso que sean matrices cuadradas con k = d. EnMd(C) consideramos dos subes-
pacios: el subespacio real de matrices autoadjuntas, que denotamos por H(d), y las
matrices de�nidas positivas que denotamos por P(d). Por otra parte, U(d) denota el
grupo de matrices unitarias deMd(C).

Dado un vector x ∈ Cd denotamos por Dx a la matriz diagonal de Md(C) cuya
diagonal está dada por x. Si x, y ∈ Cd denotamos por x⊗ y ∈Md(C) a la matriz de
rango 1 dada por (x⊗ y) z = 〈z, y〉 x, para z ∈ Cd.

Dado x = (xi)i∈Id ∈ Rd, siendo Id = {1, . . . , d}, denotamos por x↓ = (x↓i )i∈Id al
vector que se obtiene ordenando sus entradas en orden no creciente (análogamente, x↑

denota en orden no decreciente). Los vectores de Rd ordenados en forma no creciente
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los denotamos por (Rd)↓ = {x↓ : x ∈ Rd} y por (Rd
≥0)↓ =

{
x↓ : x ∈ Rd

≥0

}
si tomamos

entradas no negativas. Análogamente, se de�nen (Rd)↑ y (Rd
≥0)↑.

Dada una matriz A ∈Md(C) denotamos por

λ(A) = λ(A)↓ = (λi(A))i∈Id ∈ (Rd)↓

a los autovalores de A contando multiplicidades y ordenados en orden no creciente.
Dada B ∈ Md(C) denotaremos por s(B) = λ(|B|) a los valores singulares de B, es
decir, los autovalores de la matriz |B| = (B∗B)1/2 ∈ H(d) contando multiplicidades y
ordenados de manera no creciente. Asociados a estos autovalores se puede considerar
la llamada descomposición en valores singulares, esto es, existen U, V ∈ U(d) tales
que

B = U∗Ds(B)V.

La órbita unitaria de un vector x = (xi)i∈Id ∈ Rd la denotamos por

Ox = {G ∈Md(C) : λ(G) = x} = {V ∗DxV : V ∈ U(d)} .

Dado un conjunto de matrices S = S∗ = {A ∈Md(C) : A∗ ∈ S} ⊂ Md(C), el
conmutante de S es la ∗-subálgebra unital deMd(C) dada por

S ′ = { C ∈Md(C) : [C,D] = 0 para todo D ∈ S } ⊂Md(C) .

1.5.1. Mayorización

La mayorización y log-mayorización entre vectores de Rd tienen un rol funda-
mental en el análisis matricial. A pesar de no ser un orden total, la mayorización
permite obtener muchas de las desigualdades matriciales conocidas por medio de la
comparación de los autovalores y valores singulares. Para teoría de la mayorización
recomendamos el libro de G. Hardy, J. Littlewood y G. Polya [67] (quienes introdu-
jeron esta noción), el libro de A. Marshall y I. Olkin [87] y el artículo de T. Ando
[2].

De�nición 1.5.1. Sean x, y ∈ Rd. Decimos que x está submayorizado por y (de-
notado por x ≺w y), si

j∑
i=1

x↓i ≤
j∑
i=1

y↓i para todo 1 ≤ j ≤ d .

Si x ≺w y y trx =
∑d

i=1 xi =
∑d

i=1 yi = tr y, entonces x está mayorizado por y, y lo
denotamos x ≺ y.

Observación 1.5.2. Dados x, y ∈ Rd, denotamos por x6 y, si tenemos que xi ≤ yi
para todo i ∈ Id . Las siguientes propiedades son ejercicios clásicos de mayorización:
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1. x6 y =⇒ x↓6 y↓ =⇒ x ≺w y.

2. x ≺ y =⇒ |x| ≺w |y|, donde |x| = (|xi|)i∈Id ∈ Rd
≥0.

3. x ≺ y, |x|↓ = |y|↓ =⇒ x↓ = y↓.

Lo que puede considerarse como una versión multiplicativa de la mayorización es
la log-mayorización: dados x, y ∈ Rd

≥0, decimos que x está log-mayorizado por y,
denotándolo por x ≺log y, si tenemos que

k∏
i=1

x↓i ≤
k∏
i=1

y↓i para todo k ∈ Id−1 y
d∏
i=1

x↓i ≤
d∏
i=1

y↓i .

La mayorización y log-mayorización tienen propiedades interesantes respecto a la
traza para funciones convexas.

Proposición 1.5.3. [8] Sean x, y ∈ Rd y f : R→ R una función convexa.

1. Si x ≺ y, entonces tr(f(x)) :=
d∑
i=1

f(xi) ≤
d∑
i=1

f(yi) = tr(f(y)).

2. Si x ≺w y y f es creciente, tr(f(x)) ≤ tr(f(y)).

3. Si x ≺log y entonces x ≺w y, por lo que

4. Si x ≺log y y f es creciente se tiene que tr(f(x)) ≤ tr(f(y)).

5. Si f es una función estrictamente convexa tal que tr(f(x)) = tr(f(y)),

x ≺ y implica que existe una permutación σ tal que yi = xσ(i), esto es,

x↓ = y↓.

si x ≺log y y f : R≥0 → R es además no decreciente, entonces existe una

permutación σ tal que yi = xσ(i).

Esta noción provee condiciones para la resolución de diversos problemas matricia-
les. En particular, podemos mencionar el problema de Schur-Horn, que consiste en
determinar la existencia de un marco con las normas de sus vectores pre�jadas.

Proposición 1.5.4. Sea B ∈ P(d) con autovalores λ↓ = (λi)
d
i=1 y sea a= (αi)

k
i=1 con

α1 ≥ . . . αk > 0. Existe una sucesión G = {gi}ki=1 en H(d) con operador de marco

SG = B tal que ||gi||2 = αi para todo 1 ≤ i ≤ k si y sólo si a ≺ λ.

1.5.2. Normas unitariamente invariantes

Una norma N(·) enMd(C) es

unitariamente invariante si

N(UAV ) = N(A) para todo A ∈Md(C) y U, V ∈ U(d) ,
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estrictamente convexa si su restricción a las matrices diagonales es una nor-
ma estrictamente convexa en Cd.

Denotaremos por N(·) a las normas unitariamente invariantes y nos referiremos a
estas normas con la sigla NUI (NUIs en plural). Ejemplos clásicos de NUIs son:

1. la norma espectral: ‖A‖sp = s1(A),

2. las normas Ky-Fan: ‖A‖(k) =
∑k

i=1 σi

3. las normas-p: ‖A‖p = tr(|A|p)1/p, para p ≥ 1 (estrictamente convexa si p > 1).

Estas normas se pueden relacionar con las llamadas funciones gauge simétricas en
Rn por medio de los valores singulares.

De�nición 1.5.5. Una función Φ es una función gauge simétrica en Rn si

1. Φ es una norma,

2. Φ(Px) = Φ(x) para todo x ∈ Rn y toda permutación P .

3. Φ(a1x1, . . . , anxn) = Φ(x1, . . . , xn) si aj = ±1.

Teorema 1.5.6. [8] Si Φ una función gauge simétrica en Rn,

|||A|||Φ = Φ(s(A))

de�ne una NUI enMn(R). Recíprocamente, si N(·) es una NUI, la función

ΦN(x) = N(Dx)

de�ne una función gauge simétrica en Rn.

Otra relación de las NUIs con los valores singulares es a través de la mayorización.
El siguiente resultado ilustra muy bien este hecho (ver por ejemplo el libro de Bhatia
[18]):

Teorema 1.5.7. Sean A, B ∈Md(C) tal que s(A) ≺w s(B). Entonces:

1. Para toda NUI N(·) enMd(C) se tiene que N(A) ≤ N(B).

2. Si N(·) es una NUI estrictamente convexa enMd(C) y N(A) = N(B), entonces
s(A) = s(B).
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1.5.3. Desigualdades de Lidskii

En la década del '50, V. Lidskii fue el precursor de una serie de resultados vincula-
dos a desigualdades espectrales. Fue H. Wielandt (1955) quién encontró una conexión
entre el resultado original de Lidskii y las desigualdades de Ky Fan. En su resultado
original de 1950, Lidskii aseguró que, si α = (αi)

n
i=1 y β = (βi)

n
i=1 son los autova-

lores de A y B, los autovalores de A + B se encontraban en la cápsula convexa de
los vectores α + βσ, siendo βσ las n! permutaciones de las entradas de β. Wielandt
desarrolló su conocido principio de minimax aportando una de las primeras pruebas
alternativas del Teorema de Lidskii [103], entre las existentes en la literatura. De las
diversas demostraciones, en palabras de Bhatia [10], "la prueba más sencilla" se debe
a C. K. Li y R. Mathias [84].

Teorema 1.5.8. (Lisdkii) Sean A,B ∈ H(d) con autovalores λ(A), λ(B) ∈ (Rd)↓

entonces

λ(A)↑ + λ(B) ≺ λ(A+B).

En [61], Gelfand y Naimark probaron una versión multiplicativa de Lidskii para
valores singulares:

Teorema 1.5.9. (Gelfand, Naimark) Sean A,B ∈ P(d). Entonces

log(s(AB))− log(s(B) ≺ log(s(A)).

Relacionando estos resultados se tiene el

Teorema 1.5.10. (Gelfand-Naimark-Lidskii) Sean A,B ∈ P(d). Entonces

log(λ↓(B)) + log(λ↑(A)) ≺ log(λ(BA)).

Notar que, en particular,

log(λ↓(B))− log(λ↓(A)) ≺ log(λ(BA−1)) ≺ log(λ↓(B))− log(λ↑(A)). (1.14)

En la teoría de marcos, las desigualdades de Lidskii contribuyeron con los llama-
dos problemas de diseño óptimo. En ese contexto, podemos mencionar dos problemas
de perturbación estudiados en [91]: perturbación óptima de duales canónicos con res-

tricciones, esto es, dado un marco �nito F para un Hilbert H de dimensión �nita, se
busca calcular los marcos duales G, con restricciones de norma sobre sus elementos;
perturbación óptima por marcos equivalentes, lo que consiste en considerar los ope-
radores inversibles V próximos a la identidad, de manera que V (F) sea óptimo con
respecto a la dispersión de los autovalores de su operador de marco [91]. En el caso
particular de marcos de Parseval, en un trabajo reciente aparecen las desigualdades
en un problema de mejor aproximante a un marco arbitrario por medio de marcos de
Parseval (en espacios de Hilbert de dimensión in�nita) [33].
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1.5.4. Aspectos locales

Para el estudio local de problemas que involucran espacios de matrices es natural
considerar estructuras geométricas. Por ejemplo, en el trabajo [79] R. Leite, T. Richa
y C. Tomei prueban con técnicas geométricas y simplécticas casos particulares del
Teorema de Schur-Horn, tanto en su versión autoadjunta como en versiones menos
conocidas para matrices anti-simétricas. Muchas de las estructuras de�nidas en ese
trabajo se encuentran también en el contexto local de las desigualdades de Lidskii
que estudiamos en el capítulo 5. En esta sección incluimos brevemente las nociones
de geometría diferencial que serán necesarias para los resultados de ese capítulo.

Dada una variedad diferenciable N y p ∈ N , denotamos por TpN al espacio
tangente de N en p.

De�nición 1.5.11. Si N y M son variedades diferenciables y F : N → M es una

aplicación diferenciable, F es una submersión en p ∈ N si su diferencial

DpF : TpN → TF (p)M

es suryectivo. Si F es una submersión en cada p ∈ N entonces se dice que F es una

submersión.

El siguiente resultado nos asegura que toda submersión F es localmente abierta
alrededor de p0.

Teorema 1.5.12. Sean N y M variedades diferenciables y F : N → M una apli-
cación diferenciable. Si F es una submersión en p0 ∈ N entonces para todo ε > 0,
si

Nε := {p ∈ N : d(p, p0) < ε} ,

el conjunto F (Nε) contiene un entorno abierto de F (p0) enM.

En este trabajo consideramos a U(d) ∈ Md(C) dotado con su estructura natural
de variedad diferenciable. Además, consideramos la variedad producto U(d) × U(d)

dotada con la siguiente métrica:

d((U1, V1), (U2, V2)) = máx{‖U1 − U2‖, ‖V1 − V2‖},

siendo ‖ · ‖ la norma espectral usual.
Es sabido que se puede identi�car al espacio tangente en la identidad TI U(d)

con el conjunto de las matrices anti-hermitianas i · H(d) por medio de la aplicación
exponencial

H(d) 3 i ·X 7→ exp(X),

ya que la curva γ(t) = exp(tX) ∈ U(d) veri�ca que γ′(0) = X ∈ i · H(d).
Dados A,B ∈ H(d), sea

OA = {V ∗AV : V ∈ U(d)}
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la órbita unitaria de A. Si consideramos la función suave CA : U(d) → OA, de�nida
por CA(U) = U∗AU entonces

DICA(X) = [X,A] ∈ H(d) para X ∈ i · H(d) ,

donde [B,A] := BA− AB.





Capítulo 2

Marcos y sucesiones de Riesz

En la teoría de marcos, se habla de exceso cuando se hace referencia a la capacidad
de un marco para poder prescindir de algún elemento y que esto no implique que la
sucesión pierda su esencia de marco. Aquellos marcos que dejan de serlo si alguno de
sus elementos es removido se los llama exactos. Esta clase de marcos está fuertemente
relacionada con las conocidas bases de Riesz.

Entre los antecedentes destacados de las bases de Riesz en el contexto de espa-
cios de Banach, se decía que una base {fk}∞k=1 era Besseliana si la convergencia de∑∞

k=1 ckfk implica
∑∞

k=1 |ck|2 < ∞. Por otro lado, se decía que una base {fk}∞k=1

era Hilbertiana si
∑∞

k=1 |ck|2 <∞ implica la convergencia de
∑∞

k=1 ckfk. Las sucesio-
nes que fueran simultáneamente Besselianas y Hilbertianas son las que actualmente
llamamos bases de Riesz [96].

Uno de los puntos fuertes de las bases de Riesz radica en su incondicionalidad
como bases, lo que resulta de gran utilidad en las aplicaciones, por ejemplo, las hace
óptimas para la compresión de señales. Como suele suceder, quizás como producto de
la complejidad del problema a resolver, las sucesiones que se toman no son completas,
lo que lleva a considerar las llamadas sucesiones de Riesz. Christensen muestra en [34]
que los marcos exactos resultan ser sucesiones de Riesz generadoras.

Dentro de la gran cantidad de problemas abstractos que se consideran vinculados
a los marcos, podemos encontrar el estudio de los subconjuntos de un marco, con
especial atención en sus propiedades de independencia lineal y su capacidad para
generar. Por ejemplo, se estudia a las sucesiones de Riesz como partición de marcos
en conjuntos linealmente independientes. Un problema relacionado a este enfoque es
el problema de Kadison-Singer para marcos [20].

Los primeros resultados de este capítulo tratan sobre caracterizaciones de sucesio-
nes marco y sucesiones de Riesz por medio de desigualdades de operadores. Por medio
de una caracterización del gap entre subespacios cerrados en términos del mínimo de
una desigualdad de proyecciones, indicamos cómo tienen que ser las subfamilias de
un marco para H para que éstas, a su vez, sean también marcos. Por último, relacio-
nando nuestras caracterizaciones con resultados recientes de la literatura, exhibimos
dos aplicaciones a marcos de Parseval.

17
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2.1. Sucesiones de Riesz

En esta primer sección examinamos las caracterizaciones clásicas relacionadas con
marcos y sucesiones de Riesz. Para eso, comenzamos de forma general considerando
bases ortonormales que relacionaremos con las bases de Riesz. Luego de la de�nición
de sucesiones de Riesz, notamos que la noción alternativa de sucesiones de Riesz-

Fischer permite distinguir qué características estan vinculadas a cada una de las
cotas de una sucesión de Riesz.

Dada una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable, podemos carac-
terizar todas las otras a través de un operador unitario. Es decir, si {ek}∞k=1 es una
base ortonormal para H, entonces las bases ortonormales para H son precisamente los
conjuntos {Uek}∞k=1, siendo U ∈ L(H) un operador unitario. Esto se puede relacionar
con la de�nición de bases de Riesz, en la que también se consideran perturbaciones de
bases ortonormales, con la diferencia que el operador de perturbación es inversible.

De�nición 2.1.1. Una base de Riesz para H es una familia {Uek}∞k=1 donde

{ek}∞k=1 es una base ortonormal para H y U ∈ L(H) un operador inversible.

A las bases de Riesz se las puede caracterizar a través de la siguiente desigualdad:
una sucesión {fi}i∈I completa para H es una base de Riesz en H si existen a, b > 0

tales que

a
∑
i∈J

|ci|2 ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈J

cifi

∥∥∥∥∥
2

≤ b
∑
i∈J

|ci|2. (2.1)

Esta desigualdad lleva a de�nir las sucesiones de Riesz:

De�nición 2.1.2. Una sucesión {fi}i∈I es una sucesión de Riesz para H si existen

a, b > 0 tales que

a
∑
i∈J

|ci|2 ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈J

cifi

∥∥∥∥∥
2

≤ b
∑
i∈J

|ci|2. (2.2)

Es claro que una base de Riesz es un marco y que toda subfamilia de una base de
Riesz resulta una sucesión de Riesz. El siguiente es un resultado conocido que muestra
relaciones entre sucesiones de Riesz, bases y marcos.

Teorema 2.1.3. Sea {fk}∞k=1 un marco para H. Entonces son equivalentes:

{fk}∞k=1 es una base de H.

{fk}∞k=1 es una sucesión de Riesz completa para H.

{fk}∞k=1 es un marco exacto.

{fk}∞k=1 es minimal i.e. fj /∈ span{fk}k 6=j para todo j ∈ N.

{fk}∞k=1 es ω-independente i.e. si
∑∞

k=1 ckfk = 0 para algún {ck}∞k=1 ∈ `2(N),

entonces ck = 0 para todo k ∈ N.
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En [27] los autores estudiaron aquellas sucesiones que admiten la cota inferior en
(2.2) y denominaron a estas sucesiones como sucesiones de Riesz-Fischer. Estos resul-
tados permiten identi�car algunas de las propiedades que provienen de la existencia
de la cota inferior de las sucesiones de Riesz. Notar las diferencias con el Teorema
2.1.3.

Teorema 2.1.4. Sea {fk}∞k=1 una sucesión para H. Si se consideran los siguientes

enunciados,

1. {fk}∞k=1 es una sucesión de Riesz-Fischer completa,

2. {fk}∞k=1 es minimal y satisface la cota inferior de marco,

3. {fk}∞k=1 es ω-independente y satisface la cota inferior de marco,

entonces se tiene que 1. ⇒ 2. ⇒ 3.

Es posible caracterizar a aquellas sucesiones que posean cota inferior de Riesz
determinando la existencia de una sucesión de Bessel que cumpla una condición de
ortogonalidad.

Proposición 2.1.5. Sea {fi}∞i=1 una sucesión de un espacio de Hilbert H. Si existe
una sucesión {gi}∞i=1 de Bessel tal que 〈fi, gj〉 = δi,j(delta de Kronecker) entonces

{fi}∞i=1 es una sucesión de Riesz-Fischer.

El siguiente ejemplo muestra una aplicación de la proposición que permite asegurar
la existencia de la cota inferior de Riesz de una sucesión dada.

Ejemplo 2.1.6. Sea {ei}∞i=1 una base ortonormal para H y {fk}∞k=1 una sucesión
dada por

fk =

{∑k
i=1(−1)iei si k es par∑k
i=1(−1)i+1ei si k es impar

Si {gk}∞k=1 = {ek + ek+1}∞k=1, es fácil de ver que es una sucesión de Bessel que veri�ca
que 〈fi, gj〉 = δi,j. Por la proposición anterior, {fk}∞k=1 es una sucesión de Riesz-
Fischer.

2.1.1. Sucesiones de Riesz y sucesiones marco

Un evento que fortaleció la relación entre marcos y sucesiones de Riesz fue la
aparición de la conocida conjetura de Feichtinger en 2002: si F = {fi}i∈I es un marco
tal que ı́nfi∈N ‖fi‖ > 0, F se puede particionar en una unión �nita de sucesiones
de Riesz. Esta conjetura resultó ser equivalente a una más antigua, la conjetura de
Kadison�Singer de 1959 (Casazza y Tremain, 2005). Con el transcurso de los años, la
conjetura de Feichtinger fue relacionada con otros problemas hasta que fue con�rmada
en 2013, por Marcus, Spielman y Srivastava.
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El sentido de la dualidad entre los marcos y las sucesiones de Riesz se puede
apreciar en términos de cotas de operadores. La condición de ser marco re�ere a la
acotación superior e inferior del operador de síntesis, mientras que la condición de
sucesión de Riesz equivale a acotaciones del operador de análisis.

Concluimos la sección con un resultado que relaciona sucesiones de Riesz y suce-
siones marco con desigualdades de los operadores grammiano y de marco, respectiva-
mente. Este resultado anticipa las nociones que trabajaremos en este capítulo y las
técnicas que utilizaremos.

Proposición 2.1.7. Sea F = {fi}i∈I una sucesión de Bessel en un espacio de Hilbert

H, con operador de síntesis TF , operador grammiano GF = T ∗FTF y operador de marco

SF . Entonces,

1. F = {fi}i∈I es una sucesión de Riesz si y sólo si existe a > 0 tal que

GF = T ∗FTF ≥ aId`2(I).

2. F = {fi}i∈I es una sucesión marco si y sólo si existe a > 0 tal que

SF = TFT
∗
F ≥ aPN(T ∗F )⊥ .

Demostración. Supongamos que F = {fi}i∈I es una sucesión de Riesz en H, con
operador de síntesis T . Entonces, existen a, b > 0 tales que se veri�ca (2.2) para cada
{ci}i∈I ∈ `2(I) �nito. Como TF es acotado, es fácil ver que (2.2) vale para todo {ci}i∈I
en `2(I). Si {ci}i∈I ∈ `2(I) entonces

〈T ∗FTF{ci}i∈I , {ci}i∈I〉 = ‖TF{ci}i∈I‖2 ≥ a‖{ci}i∈I‖2 = a 〈{ci}i∈I , {ci}i∈I〉 .

La recíproca se prueba también de esta desigualdad.
Por otro lado, si {fi}i∈I es una sucesión marco entonces TF es un operador con ran-

go cerrado (simplemente por la de�nición de marco). Luego, como hicimos más arriba,
las desigualdades de marco en R(TF) = N(T ∗F)⊥ implican que TFT ∗F ≥ aPN(T ∗F )⊥ . Un
razonamiento similar se puede aplicar para la prueba de la recíproca.

2.2. Marcos y gap entre subespacios

En esta sección recorremos distintas condiciones que relacionan desigualdades de
proyecciones ortogonales con el gap entre ciertos subespacios. Estas equivalencias dan
lugar a una caracterización de las subfamilias de un marco que también sean marco.
Finalmente, mostramos aplicaciones al caso particular de marcos de Parseval.

En la primera de estas desigualdades de proyecciones notamos que se puede cal-
cular el gap entre subespacios cerrados como el mínimo de una desigualdad de pro-
yecciones.
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Proposición 2.2.1. SeanM, N subespacios cerrados.

δ2(M,N ) = min{λ : 0 ≤ λ ≤ 1, PMP
⊥
NPM ≤ λPM}

Demostración. Para la prueba, consideremos P = PM y Q = PN .

Sea 0 ≤ λ ≤ 1 tal que PQ⊥P ≤ λP . De (1.2.2) tenemos que

||PQ⊥P ||2 = ||(Q⊥P )∗(Q⊥P )|| = ||Q⊥P ||2 = δ(M,N )2.

Como por PQ⊥P es autoadjunto,

PQ⊥P ≤ δ(M,N )2 I.

Conjugando con P vemos que

PQ⊥P ≤ δ(M,N )2 P.

Por otro lado, si x ∈ H, ||x|| = 1, tenemos que

||Q⊥Px||2 =
〈
Q⊥Px,Q⊥Px

〉
=

〈
PQ⊥Px, x

〉
≤ 〈λPx, x〉 = λ||Px||2 ≤ λ.

Tomando supremo sobre ||x|| = 1, como δ(M,N )2 = ||Q⊥P ||2 , tenemos que

δ(M,N )2 ≤ λ.

De este resultado obtenemos una serie de equivalencias:

Corolario 2.2.2. SeaM,N subespacios cerrados de H. Son equivalentes:

1. existe a > 0 tal que PMPNPM ≥ a PM.

2. δ(M,N ) < 1.

3. c0

(
M, N⊥

)
< 1.

4. PMPN tiene rango cerrado y R(PMPN ) =M.

5. existe X ∈ L(H) con ||X|| = 1
a
tal que PM = PMPNX.

Demostración. Las equivalencia entre 1. 2. y 3. se deduce del resultado anterior y de
los preliminares de gap. Por otro lado, 1. 4. y 5. son consecuencia del Teorema de
Douglas (Teorema 1.2.5).
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Notemos que este resultado, en un Hilbert de dimensión �nita, permite probar el
resultado conocido que indica que

si ||PM − PN || < 1 entonces dim(M) = dim(N ).

Si ||PM−PN || = δ̂(M,N ) < 1 entonces δ(M,N ) < 1 y δ(N ,M) < 1. Por el corolario
esto implica que

R(PNPM) = N y R(PMPN ) =M,

con lo cual, dim(N ) ≤ dim(M) y dim(M) ≤ dim(N ).

La siguiente equivalencia entre desigualdades de producto de proyecciones se vale
de la caracterización del gap del comienzo de esta sección y es de utilidad para varios
resultados de este capítulo.

Proposición 2.2.3. Sea H un espacio de Hilbert complejo separable y sean P y Q

proyecciones ortogonales. Entonces, son equivalentes:

i. Existe 0 < a ≤ 1 tal que PQP ≥ aP .

ii. Existe 0 < a ≤ 1 tal que Q⊥P⊥Q⊥ ≥ aQ⊥.

Más aún, si δ2(R(P ), R(Q)) < 1, se puede tomar a = 1− δ2(R(P ), R(Q)).

Demostración. Supongamos que PQP ≥ aP . Considerando que Q⊥ = I−Q, tenemos
que

PQ⊥P ≤ (1− a)P.

Por el teorema anterior,
δ2(R(P ), R(Q)) ≤ 1− a.

Por la Proposición 1.2.2,

δ(R(P ), R(Q)) = δ(R(Q)⊥, R(P )⊥).

Luego, aplicando de nuevo la Proposición 2.2.1 tenemos que

Q⊥P⊥Q⊥ ≤ δ(R(P )⊥, R(Q)⊥)Q⊥

≤ (1− a)Q⊥.

Reescribiendo esta desigualdad tenemos ii. La prueba de la recíproca se desarrolla de
la misma forma.

Teorema 2.2.4. Sea F = {fi}i∈I un marco para H y σ ⊂ I, entonces

Fσ = {fi}i∈σ es marco para H si y sólo si δ2(R(T ∗F), R(Pσ)) < 1.
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Demostración. Supongamos que δ2(R(T ∗F), R(Pσ)) < 1. Por la Proposición 2.2.3, para
α = 1− δ2(R(T ∗F), R(Pσ)),

PR(T ∗F )PσPR(T ∗F ) ≥ α PR(T ∗F ).

Notar que PR(T ∗F ) = T ∗FS
−1
F TF , entonces

T ∗FS
−1
F TF Pσ T

∗
FS
−1
F TF ≥ α T ∗FS

−1
F TF . (2.3)

Conjugando con TF y T ∗F y por de�nición del operador de marco SF ,

TFPσT
∗
F ≥ α SF .

Por Teorema 1.2.5 (Douglas), esta última desigualdad implica que

H = R(S
1/2
F ) ⊂ R(TFPσ),

pero R(S
1/2
F ) = H, por lo que TFPσ resulta suryectiva.

Recíprocamente, supongamos que Fσ = {fi}i∈σ es marco con cota inferior Aσ > 0.
Considerando la desigualdad de operadores (1.8) para SFσ ,

(TFPσ)(TFPσ)∗ = TFPσT
∗
F ≥ Aσ I. (2.4)

Como S−1
F ≥ 1

BF
I, conjugando (2.4) primero con S−1

F y luego con T ∗F y TF :

S−1
F TFPσT

∗
FS
−1
F ≥ Aσ S

−2
F ≥

Aσ
BF

S−1
F

T ∗FS
−1
F TFPσT

∗
FS
−1
F TF ≥ Aσ

BF
T ∗FS

−1
F TF

PR(T ∗F )PσPR(T ∗F ) ≥
Aσ
BF

PR(T ∗F ).

Luego, por la Proposición 2.2.1,

δ2(R(T ∗F), R(Pσ)) < 1− Aσ
BF

< 1.

2.3. Aplicaciones del gap a marcos de Parseval

En esta última sección mencionamos dos aplicaciones a marcos de Parseval a partir
de resultados de las secciones previas. Recordamos que los marcos de Parseval son un
caso particular de la clase de marcos ajustados donde las cotas de marco coinciden.
Es un hecho conocido que la función que desempeña todo marco en términos de
reconstrucción la puede llevar a cabo un marco de Parseval. En efecto, si F = {fi}i∈I
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es un marco, para todo x ∈ H,

x = SFS
−1
F x =

∑
i∈I

〈
x, S−1

F fi
〉
fi

= S
−1/2
F

(∑
i∈I

〈
x, S

−1/2
F fi

〉
fi

)
=
∑
i∈I

〈
x, S

−1/2
F fi

〉
S
−1/2
F fi.

En otras palabras, todo marco F = {fi}i∈I admite como perturbación al marco de
Parseval {S−1/2

F fi}i∈I .
Otra aproximación de un marco a los marcos de Parseval es a través de la noción

de marcos ε -casi Parseval [19]: un marco F = {fi}i∈I se dice ε-casi Parseval si existe
ε > 0 tal que para todo x ∈ H

(1− ε) ‖x‖2 ≤
∑
i∈I

| 〈x, fi〉 | ≤ (1 + ε) ‖x‖2 . (2.5)

Notar que si ε = 0 tendríamos la igualdad de la de�nición de marco de Parseval.
Por otro lado, si F es un marco ε-casi Parseval su grammiano GF satisface que
(1− ε)I ≤ GF ≤ (1 + ε)I.

2.3.1. Sucesiones de Riesz y sucesiones marco

Como hemos dicho anteriormente, existen numerosos resultados que relacionan
las sucesiones de Riesz con los marcos y su descomposición en subfamilias. A estas
subfamilias se les suele pedir que sean linealmente independientes o que generen algún
subespacio especí�co. En [95], Olevskii y Ulanovskii realizan una descomposición de
una base ortonormal en dos subconjuntos disjuntos y aplican proyecciones ortogonales
a dichos subconjuntos. Prueban que, mientras uno de los conjuntos proyectados es
una sucesión marco, el otro tiene que ser una sucesión de Riesz. Por su simpleza
incluimos la prueba a continuación.

Proposición 2.3.1. [95] Sea U una base ortonormal de H. Supongamos que U es

unión de dos subconjuntos disjuntos V yW y que H es suma directa de dos subespacios

ortogonales H1 y H2, siendo Pj las proyecciones ortogonales en Hj. Las siguientes

a�rmaciones son equivalentes:

P1(V) es un marco en H1.

P2(W) es una sucesión de Riesz en H2.

Demostración. Supongamos que P1(V) es un marco en H1. Tomemos f ∈ P2(W) y
fi ∈ Hi tales que

f = f1 + f2 =:
∑
ω∈W

c(ω) ω,
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para cierto c(ω) de `2. Para todo v ∈ V , se tiene que 〈f, v〉 = 0, por lo que

〈f1, v〉 = −〈f2, v〉 .

De esta igualdad y la hipótesis de ser marco se tiene que

‖f1‖2 ≤ 1

A

∑
v∈V

| 〈f1, v〉 |2 =
1

A

∑
v∈V

=
1

A

∑
u∈U

| 〈f2, u〉 |2 =
1

A
‖f2‖2.

Se obtiene así la desigualdad superior:

∑
ω∈W

|c(ω)|2 = ‖f‖2 = ‖f1‖2 + ‖f2‖2 ≤
(

1 +
1

A

)
‖f2‖2.

La desigualdad inferior y la recíproca se prueban análogamente.

Extendemos el resultado de Olevskii y Ulanovskii a marcos de Parseval. En la
prueba, la utilidad del gap se materializa a través de una proposición anterior, lo que
aporta información sobre la cota inferior óptima.

Teorema 2.3.2. Sea {fi}i∈I un marco de Parseval de H, M un subespacio cerrado

de H y σ ⊂ I. Son equivalentes:

i. {PM(fi)}i∈σ es una sucesión de Riesz.

ii. {P⊥M(fi)}i∈σc es una sucesión marco.

En particular, las cotas inferiores óptimas de ambas sucesiones coinciden.

Demostración. Sea {bi}i∈I la base canónica ortonormal en `2(I). Sea U : `2(I) → H
el operador de síntesis de {fi}i∈I y sea Pσ la proyección ortonormal (diagonal) sobre
el subespacio generado por {bi}i∈σ. Notar que U es una coisometría, esto es, UU∗ = I.

Supongamos que R = {PM(fi)}i∈σ es una sucesión de Riesz con cota inferior
a > 0. Sea W un isomor�smo isométrico

W : `2(σ)→ span{bi}i∈σ ⊂ `2(I).

Entonces, el operador de síntesis TR para {PM(fi)}i∈σ está dado por TR = PMUW .
Es claro que PMUW = PMUPσW . Luego, por la Proposición 2.1.7, tenemos que

T ∗RTR = W ∗PσU
∗PMUPσW ≥ aId`2(σ) = aW ∗W.

Dado que W es una isometría,

PσU
∗PMUPσ ≥ aPσ.
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Tomando Q = U∗PMU y P = Pσ, por la Proposición 2.2.3 tenemos que

Q⊥P⊥Q⊥ ≥ aQ⊥,

que es lo mismo que decir que

U∗PM⊥UPσcU
∗PM⊥U ≥ aU∗PM⊥U.

Esto implica que PM⊥UPσcU∗PM⊥ ≥ aPM⊥ . Entonces, usando nuevamente la Pro-
posición 2.1.7, tenemos que {P⊥M(fi)}i∈σc es una sucesión marco, con cota inferior de
marco a > 0. La prueba de la recíproca se puede hacer de la misma forma sin mayores
di�cultades.

Cabe destacar que en la demostración de la prueba de Olevskii y Ulanovskii
ellos mostraron que si la cota inferior de la sucesión marco {PMfi}i∈σ es a, enton-
ces {PM⊥fi}i∈σc es una sucesión de Riesz con cota inferior a

a+1
. Por nuestra parte,

pudimos establecer que a es cota inferior de ambas sucesiones. Notemos además que
a > a

a+1
. Una forma de dimensionar la precisión sobre la cota inferior queda ilustrado

con la siguiente observación.

Observación 2.3.3. Notar que, dado que una base de Riesz es de Parseval si y sólo
si es una base ortonormal, podemos interpretar que la magnitud ε > 0 de un marco
ε-casi Parseval mide 'cuánto di�ere un marco de ser una base ortonormal'. El Teorema
2.3.2 implica que si H = H1⊕H2 y F = {fi}i∈I es un marco de Parseval, para cierto
ε > 0, son equivalentes:

{PH1(fi)}i∈σ es ε-casi Parseval en su espacio generado.

{P⊥H2
(fi)}i∈σc es ε-casi base ortonormal en su espacio generado.

Así, si {PH1(fi)}i∈σ es ε-casi Parseval con ε < 1
10
, su cota inferior resulta a =

1− ε > 0, 9. Con la cota inferior que deducimos de la prueba de Olevskii-Ulanosvkii
se pierde información respecto a la cota inferior de la sucesión {P⊥H2

(fi)}i∈σc , sólo
podríamos a�rmar que la cota inferior es mayor a 1

1+ 9
10

= 9
19
' 0, 47.

2.3.2. Condición del espectro del Grammiano

En [20], los autores dieron respuesta a ciertos problemas relacionados a la des-
composición de marcos en conjuntos linealmentes independientes. En uno de sus re-
sultados preliminares notaron que, dado un marco de Parseval, las subfamilias de ese
marco que satisfacen una condición de densidad se pueden caracterizar a partir de un
determinado autovalor de las compresiones del grammiano.

Proposición 2.3.4. [20] Si F = {fi}i∈I un marco de Parseval para H, GF = T ∗FTF
su grammiano y σ ⊂ I, entonces

span{fi}i∈σ = H si sólo si 1 no es autovalor de PσcGFPσc .
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Inspirados en el antedicho resultado podemos dar una equivalencia de marco so-
bre las subfamilias de un marco de Parseval considerando el espectro del operador
PσcGFPσc . La prueba es inmediata aplicando el Teorema 2.2.4 de la sección anterior.

Proposición 2.3.5. Sea F = {fi}i∈I un marco de Parseval para H, GF su gram-

miano y σ ⊂ I, entonces

{fi}i∈σ es marco si sólo si 1 no pertenece al espectro de PσcGPσc .

Demostración. Por Teorema 2.2.4,

{fi}i∈σ es marco en H es equivalente a que δ(R(T ∗F), R(Pσ)) < 1

pero
δ(R(T ∗F), R(Pσ)) = ||PσcGF ||2 = ||PσcGFPσc ||

de donde se sigue el resultado enunciado.

En el siguiente ejemplo se considera un marco de parseval F = {fi}i∈N tal que
para cierto conjunto σ ⊂ N, el subespacio generado por {fi}i∈σ es un denso que no
es un marco. Además, se ve que 1, que no es un autovalor de PσcGFPσc , pertenece al
espectro.

Ejemplo 2.3.6. Sea H un espacio de Hilbert y {ei}i∈N una base ortonormal. Sea

{θn}n∈N una sucesión de números reales tal que ĺımn→+∞ θn =
π

2
. Consideremos la

sucesión F = {fn}n∈N dada por

f2k−1 = cos(θk)ek y f2k = sen(θk)ek.

Es claro que F es un marco de Parseval ya que para todo x ∈ H,∑
n∈N

| 〈x, fn〉 |2 =
∑
i∈N

cos2(θk)| 〈x, ek〉 |2 + sen2(θk)| 〈x, ek〉 |2

=
∑
i∈N

| 〈x, ek〉 |2 = ‖x‖2 .

Si consideramos σ = {2k − 1}k∈N, la sucesión

{fi}i∈σ = {cos(θk)ek}k∈N

es claramente densa en H. Sin embargo, no resulta un marco para H pues∑
i∈σ

| 〈ej, fi〉 |2 = cos2(θj)→ 0.
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Por otro lado,

GF =
∑
k∈N

cos2(θk) e2k−1⊗e2k−1+cos(θk)sen(θk) (e2k⊗e2k−1+e2k−1⊗e2k)+sen
2(θ2k) e2k⊗e2k.

Matricialmente, en la base {ej}j∈N,

GF =



cos2(θ1) cos(θ1)sen(θ1)

cos(θ1)sen(θ1) sen2(θ1)

cos2(θ2) cos(θ2)sen(θ2)

cos(θ2)sen(θ2) sen2(θ2)
. . .

. . .


.

Por lo tanto,
PσcGFPσc =

∑
k∈N

sen2(θk) e2k ⊗ e2k

es un operador diagonal y su espectro {sen2(θk)}k∈N contiene a 1.



Capítulo 3

Marcos Woven

En este capítulo estudiamos una familia de marcos que representa otra forma
de recurrir a la redundancia en el contexto de marcos, los llamados marcos woven.
Como mencionamos anteriormente, la redundancia es una característica típica de los
marcos que incentiva su presencia en las aplicaciones. En algunos problemas resulta de
utilidad contar con más de un conjunto de vectores que sea marco, es decir, con más
de un marco para un mismo espacio. Hacemos mención de un problema de aplicación
para dar una idea inicial.

Supongamos que se tiene una placa de metal de la cual necesitamos medir la tem-
peratura en cada punto de la super�cie. Para eso, se instala un conjunto de sensores
F = {fi}Ni=1 que permite obtener dicha temperatura utilizando sus N elementos. Pa-
ra mayor precisión, se instala otro sistema de sensores G = {gi}Ni=1 con las mismas
características de F pero ubicado en otros puntos de la placa. Si tomamos cierto
σ ⊂ {1, . . . , N} y consideramos los sensores σ de F y los sensores σc de G, ¾có-
mo tienen que ser F y G para que podamos obtener la temperatura deseada con
{fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc independientemente del σ elegido?

En términos de marcos, se puede pensar este problema de la siguiente manera:
sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I dos marcos para un espacio de Hilbert H. Se buscan
condiciones sobre F y G de manera que para todo σ ⊂ I, {fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc sea un
marco para H.

La noción de familias de marcos woven fue presentada por primera vez por Bem-
rose, Casazza, Gröchenig, Lammers y Lynch en 2015 [15]. Una de las di�cultades de
esta noción se presenta al momento de obtener cotas de marcos que no dependan de σ.
En el caso más simple, se cuenta con pares de marcos {F ,G} y se desea obtener cotas
uniformes para los marcos {fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc . Es por esto que los autores considera-
ron apropiado de�nir el término débilmente woven si las cotas de marco dependen de
cuáles elementos de cada marco se consideran. Los autores probaron que las nociones
de woven y débilmente woven son equivalentes para pares de marcos, para familias
de marcos {Fi}Ni=1 con N > 2 resulta un problema abierto. Actualmente, el estudio
de marcos woven se encuentra en aumento, como se puede apreciar en los numerosos
trabajos que surgieron en relación a nociones de marcos, como marcos woven en es-

29
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pacios de Banach [28], así como generalizaciones, marcos continuos en [100] o marcos
woven de fusión [45], entre otros.

Exhibimos en este capítulo resultados para pares de marcos woven, entre los que
destacamos un resultado que mejora una condición de su�ciencia de [15] y una pri-
mera condición necesaria en esta noción inspirada en las propiedades de ángulos de
subespacios de los marcos de Riesz.

3.1. De�nición de woven y principales resultados

Los marcos woven resultan una noción relativamente reciente. Exhibiremos a conti-
nuación las de�niciones generales y algunos de los principales resultados. ParaM ∈ N
denotaremos por [M ] al conjunto {1, 2, · · · ,M}.

De�nición 3.1.1. Sea F = {Fj}Nj=1 una familia de marcos Fj = {fij}i∈I y una

partición {σj}j∈[M ] de I.

Se denomina weaving a la familia de vectores que se forma al considerar los

elementos {fij}i∈σj de cada marco Fj.

F es débilmente woven si para cada partición {σj}j∈[M ] de I todo weaving

{fij}i∈σj es un marco con cotas Aσ, Bσ.

De�nición 3.1.2. Una familia de marcos {fij}i∈I,j∈[M ] es woven si es débilmente

woven y existen A,B > 0 tal que para toda partición {σj}j∈[M ] de I,

A‖x‖2 ≤
M∑
j=1

∑
i∈σj

| 〈x, fij〉 |2 ≤ B‖x‖2.

Es decir, si existen cotas de marco uniformes A,B para todo weaving.

Si contamos con familias �nitas de marcos donde cada weaving es un marco, la
uniformidad que demanda la de�nición de marcos woven respecto a la cota superior,
se obtiene fácilmente.

Proposición 3.1.3. Sean Fj = {fij}i∈I sucesiones de Bessel para H con cotas Bj

para todo j ∈ [M ]. Todo weaving de {Fj}Nj=1 es una sucesión de Bessel con cota∑M
j=1Bj.

Demostración. Para cada partición {σj}j∈[M ] de I y todo x ∈ H,

M∑
j=1

∑
i∈σj

| 〈x, fij〉 |2 ≤
M∑
j=1

∑
i∈I

| 〈x, fij〉 |2 ≤
M∑
j=1

Bj . ‖x‖2.
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Es natural preguntarse cuándo las nociones de débilmente woven y woven son
equivalentes. En dimensión �nita la respuesta es trivial porque hay una cantidad
�nita de particiones de un conjunto de índices.

Teorema 3.1.4. Una familia de marcos {fij}i∈I,j∈[M ] para un espacio de Hilbert H
de dimensión �nita es woven si y sólo si para toda partición {σj}j∈[M ] de I, {fij}i∈σj
es un marco para H.

En dimensión in�nita, las condiciones que se deben pedir sobre la familia de marcos
para asegurar equivalencia entre woven y débilmente woven se encuentran aún en
estudio. Los autores de [15] pudieron probar la equivalencia para pares de marcos
woven sin considerar hipótesis extras. Las técnicas empleadas para la prueba consisten
en el análisis de una serie de condiciones sobre el conjunto de índices. Dichas técnicas
no parecen extenderse a familias con una mayor cantidad de marcos.

Teorema 3.1.5. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de Hilbert

H. Son equivalentes:

{F ,G} es débilmente woven.

{F ,G} es woven.

3.2. Pares woven y operadores

En esta sección centramos nuestro estudio en familias de pares de marcos pro-
poniendo un enfoque de operadores al problema. Retomamos la de�nición de woven,
ahora para pares de marcos:

De�nición 3.2.1. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I dos marcos para un espacio de

Hilbert H. Un par (F ,G) es woven si existen A,B > 0 tales que para todo σ ⊂ I,

A‖x‖2 ≤
∑
i∈σ

| 〈x, fi〉 |2 +
∑
i∈σc
| 〈x, gi〉 |2 ≤ B‖x‖2,

para todo x ∈ H.

Es fácil construir pares de marcos woven y no woven:

Ejemplo 3.2.2.

Si F = {fi}i∈I es un marco para un Hilbert H , (F ,F) es un par woven.

En particular, si E = {ei}∞i=1 es una base ortonormal, (E , E) es un par woven.

Por otro lado, {ei}∞i=1 y {e2, e1} ∪ {ei}∞i=3 no son woven.
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Podemos presentar la de�nición de pares woven en términos de los operadores
de síntesis de cada marco. Esta traducción al lenguaje de operadores será de gran
utilidad para nuestros resultados venideros. Para σ ⊂ I, denotaremos por Pσ a la
proyección ortogonal sobre spann∈σ{en}.

Proposición 3.2.3. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de

Hilbert H con operadores de síntesis TF y TG, respectivamente. (F ,G) es un par

woven si y sólo si TGPσ + TFPσc es suryectivo para todo σ ⊂ I.

Demostración. Dado σ ⊂ I, consideremos {gi}i∈σ ∪ {fi}i∈σc . Por la Proposición 1.3.3
tenemos que

{gi}i∈σ ∪ {fi}i∈σc es un marco

m (3.1)

TGPσ + TFPσc = TGPσ + TF(I − Pσ) es suryectivo.

Con lo cual, por Teorema 3.1.5, (F ,G) es woven si y sólo si TGPσ + TF(I −Pσ) es
suryectivo para todo σ ⊂ I.

3.2.1. Condiciones su�cientes

Las condiciones su�cientes que exhiben los autores de [15] para que un par de
marcos sea woven consisten en desigualdades relacionadas con las cotas óptimas de
cada marco junto con un resultado de perturbación.

Teorema 3.2.4. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de Hilbert

H con cotas de marco AF , BF y AG, BG, respectivamente. Sea 0 < λ < 1 tal que

λ(
√
BF +

√
BG) ≤

AF
2
. (3.2)

Supongamos que para toda sucesión de escalares {ai}i∈I se tiene

||
∑
i∈I

ai(fi − gi)|| ≤ λ ||{ai}i∈I ||2, (3.3)

entonces (F ,G) es un par woven.

Proposición 3.2.5. (Cor 6.2 [15]) Sea F = {fi}i∈I un marco para un espacio de

Hilbert H y sea T ∈ L(H) tal que

||Id− T ||2 < AF
BF

(3.4)

para i ∈ I, entonces {fi}i∈I y {Tfi}i∈I son woven.
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Notar que de la desigualdad (3.4) se obtiene la inversibilidad de T . Una mejora
de este resultado es consecuencia del Teorema 3.2.7.

El siguiente resultado que usaremos en esta sección es un caso particular de lo
desarrollado por J. Ding y L. Huan en [46].

Lema 3.2.6. [37] Sea A ∈ L(H) un operador suryectivo, con inversa de Moore-

Penrose A†. Si B ∈ L(H) es tal que ‖A − B‖ < ‖A†‖−1 = γ(A), entonces B es un

operador suryectivo con γ(B) ≥ γ(A)− ‖A−B‖.

Demostración. Debido a la suryectividad de A se tiene que AA† = I. Como∥∥BA† − I∥∥ =
∥∥(B − A)A†

∥∥ ≤ ‖B − A‖ ∥∥A†∥∥ < 1,

BA† es inversible. Más aún, por el clásico resultado de Neumann,

(BA†)−1 =
∞∑
n=0

(I −BA†)n.

Por lo que,

∥∥(BA†)−1
∥∥ ≤ ∞∑

n=0

∥∥(I −BA†)n
∥∥ ≤ ∞∑

n=0

‖A−B‖n
∥∥A†∥∥n . (3.5)

Como el operador A†(BA†)−1 es una inversa a derecha de B, B resulta un operador
suryectivo. Dado que la inversa de Moore-Penrose es la que tiene la norma mínima
sobre las pseudoinversas,

∥∥B†∥∥ ≤ ∥∥A†(BA†)−1
∥∥. Luego,

γ(B) =
∥∥B†∥∥−1 ≥

∥∥A†(BA†)−1
∥∥−1 ≥ γ(A)

∥∥(BA†)−1
∥∥−1

(3.5)

≥ γ(A)

(
∞∑
n=0

‖A−B‖n
∥∥A†∥∥n)−1

= γ(A)(1− ‖A−B‖
∥∥A†∥∥) = γ(A)− ‖A−B‖ > 0.

Teorema 3.2.7. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de Hilbert

H con operadores de síntesis TF y TG, respectivamente. Si AF es la cota inferior de

marco de F y ||TF − TG|| <
√
AF , entonces (F ,G) es un par woven con cotas de

marco (A
1/2
F − ‖TF − TG‖)2 y BF +BG.

Demostración. Dado σ ⊂ I, sea Wσ un weaving de F y G. Por la Proposición 3.1.3,
tenemos que la cota superior de Wσ es BF +BG.

Es claro de (3.1) que, para cada σ ⊂ I, el operador de síntesis del weaving corres-
pondiente es

TWσ := TF(Id− Pσ) + TGPσ = TF + (TG − TF)Pσ.
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Ahora bien, como

‖TF − TWσ‖ = ‖(TF − TG)Pσ‖ ≤ ‖(TF − TG)‖ < A
1/2
F = ‖T †F‖

−1,

por Lema 3.2.6, tenemos que TWσ es un operador suryectivo. Más aún,

‖T †Wσ
‖ < (A

1/2
F − ‖(TF − TG)Pσ‖)

−1.

Por lo tanto, por Proposición 1.3.2, el weaving Wσ es un marco para H con cota
inferior AWσ ≥ (A

1/2
F − ‖(TF − TG)Pσ‖)2. Dado que para todo σ,

A
1/2
F − ‖TF − TG‖ ≤ A

1/2
F − ‖(TF − TG)Pσ‖,

resulta que A = (A
1/2
F − ‖TF − TG)

A partir de este resultado, se derivan fácilmente a�rmaciones sobre perturbaciones
del tipo Paley-Wiener (ver [36]).

Corolario 3.2.8. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para H con cotas de marco

AF , BF y AG, BG, respectivamente. Sean λ, µ, η > 0 tales que

λ
√
BF + µ

√
BG + η <

√
AF

y para toda sucesión {ai}i∈I de escalares∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai(fi − gi)

∥∥∥∥∥ ≤ λ

∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai fi

∥∥∥∥∥+ µ

∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai gi

∥∥∥∥∥+ η

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥

1/2

, (3.6)

entonces el par (F ,G) es woven.

Demostración. Tomando supremos sobre sucesiones {ai}i∈I de norma 1 en (3.6) te-
nemos que

||TF − TG|| ≤ λ
√
BF + µ

√
BG + η <

√
AF ,

por lo que la conclusión se sigue del resultado anterior.

Observación 3.2.9. Notar que nuestro Teorema 3.2.7 es más débil que el Teorema
3.2.4: si consideremos (3.2) y (3.3) en términos de los operadores de síntesis tenemos
que

λ(||TF ||+ ||TG||) <
AF
2

y ||TF − TG|| < λ.

Usando ambas hipótesis,

||TF − TG||2 = ||TF − TG|| ||TF − TG||
≤ ||TF − TG|| (||TF ||+ ||TG||)

< λ(||TF ||+ ||TG||) <
AF
2
.
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Luego ||TF − TG|| <
√

AF
2
<
√
AF .

Al siguiente corolario lo consideramos una leve generalización de la Proposición
3.2.5.

Corolario 3.2.10. Sea F = {fi}i∈I un marco para un espacio de Hilbert H y sea

T ∈ L(H) tal que ||(Id − T )TF || <
√
AF para i ∈ I, entonces ({fi}i∈I , {Tfi}i∈I) es

un par woven.

Demostración. Se deduce del teorema simplemente notando que TTF es el operador
de síntesis de la sucesión de Bessel {Tfi}i∈I .

La diferencia de este Corolario con la Proposición 3.2.5 se puede apreciar en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.11. Sea {ei}i∈I una base ortonormal de H. Para M > 1 consideremos
el marco para H:

F = {
√
Me1, e2, e3, . . .}

que tiene cotas de marco A = 1, B = M . Notar que, según Proposición 3.2.5, para
aquellos operadores inversibles T tales que ‖Id−T‖2 < A

B
= 1

M
, se tiene que (F , T (F))

es woven. En particular, a medida que tomamos valores mayores para la cota superior
M , T se encuentra más próximo a Id.

Ahora, sea 0 < c < 1 y

T = e1 ⊗ e1 +
∑
i>1

(1− c)ei ⊗ ei;

Claramente, T es un inversible de L(H) y ‖(Id − T )TF‖ = c < 1. Luego, por Co-
rolario 3.2.10, (F , T (F)) es woven. Notar que, en este caso, ‖(Id − T )TF‖ = c está
arbitrariamente cerca a 1, independientemente del valor de M .

Concluimos esta sección con un resultado de "doble perturbación": dado un par
de operadores inversibles, obtenemos una condición de su�ciencia para que un par
woven perturbado sea woven.

Teorema 3.2.12. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para H con cotas de marco

AF , BF y AG, BG respectivamente tales que (F ,G) es un par woven con cota óptima

inferior AFG > 0. Si U, V ∈ L(H) son operadores inversibles tales que

‖U−1V − Id‖2 <
AFG
BG

o ‖V −1U − Id‖2 <
AFG
BF

entonces (U(F), V (G)) son woven.

Demostración. Supongamos que ‖U−1V − Id‖2 <
AFG
BG

, el otro caso se puede probar

de formar similar. Como hicimos anteriormente, dado σ ⊂ I, nuestro objetivo es
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probar la suryectividad del operador

UTF + (V TG − UTF)Pσ,

que corresponde con el operador de síntesis de la sucesión (de Bessel) {Ufi}i∈σc ∪
{V gi}i∈σ.

Consideremos el weaving Wσ := {fi}i∈σc ∪{gi}i∈σ. Entonces, dado que (F ,G) son
pares woven tenemos que

AFG ≤ Aσ = ‖T †Wσ
‖−2.

Como asumimos ‖U−1V − Id‖2 < AFG
BG

, tenemos que

‖U−1V TG − TG‖ ≤ ‖U−1V − Id‖ ‖TG‖

≤ ‖U−1V − Id‖ B1/2
G < A

1/2
FG ≤ ‖T

†
Wσ
‖−1.

Con lo cual,

‖TWσ − (TF + (U−1V TG − TF)Pσ)‖ = ‖(U−1V TG − TG)Pσ‖ < ‖T †Wσ
‖−1.

Luego, por Lema 3.2.6, el operador TF + (U−1V TG − TF)Pσ es suryectivo, al igual
que U(TF + (U−1V TG −TF)Pσ). Entonces el weaving {Ufi}i∈σc ∪{V gi}i∈σ resulta un
marco H y por la equivalencia entre woven y débilmente woven, el par (U(F), V (G))

resulta woven.

Como consecuencia de este resultado obtenemos un efecto sobre los duales canó-
nicos.

Corolario 3.2.13. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para H con cotas de

marco AF , BF y AG, BG respectivamente tales que (F ,G) es un par woven, con cota

inferior AF ,G > 0. Sean SF y SG los operadores de marco de F y G, respectivamente.

Entonces si

‖S−1
F − S

−1
G ‖

2 < AF ,G máx

{
1

BGB2
F
,

1

BFB2
G

}
,

los duales canónicos ({S−1
F fi}i∈I , {S−1

G gi}i∈I son un par woven.

En [45], Deepshikha, S. Garg, L. Vashish y G. Verma enuncian para marcos de
fusión una condición que resulta interesante ya que depende de los coe�cientes de
marco de los vectores. Para contextualizar con nuestros resultados, lo enunciamos
para marcos de vectores:

Teorema 3.2.14. (Teo 2.7 [45] ) Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para H
con cotas de marco AF , BF y AG, BG, respectivamente. Sea M > 0 tal que para todo

σ ⊂ I,

∑
i∈σ

| 〈x, fi〉 − 〈x, gi〉 |2 ≤M mı́n

{∑
i∈σ

| 〈x, fi〉 |2,
∑
i∈σ

| 〈x, gi〉 |2
}
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para todo x ∈ H. Entonces el par (F ,G) es woven con cotas
AF + AG
2M + 3

y BF +BG.

Notemos que este teorema no se desprende de nuestro estudio de pares woven.
Sin embargo, este enfoque desde el punto de vista de los operadores de análisis nos
permite deducir el siguiente:

Teorema 3.2.15. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para H con cotas de marco

AF , BF y AG, BG, respectivamente. Supongamos que existe 0 < M < 1/2 tal que

∑
i∈I

| 〈x, fi〉 − 〈x, gi〉 |2 ≤M mı́n

{∑
i∈I

| 〈x, fi〉 |2,
∑
i∈I

| 〈x, gi〉 |2
}

(3.7)

para todo x ∈ H. Entonces el par (F ,G) es woven con cotas

(
1

2
−M

)
AF y BF+BG.

Demostración. Dado σ ⊂ I, en términos de los operadores de análisis T ∗F y T ∗G , se
trata de probar que existe c > 0 tal que∑

i∈σ

| 〈x, fi〉 |2 +
∑
i∈σ

| 〈x, gi〉 |2 = ||PσcT ∗Fx− PσT ∗Gx||2 ≥ c ||x||2.

Reescribiendo el lado izquierdo, para x ∈ H,

||PσcT ∗Fx− PσT ∗Gx||2 = ||T ∗Fx+ Pσ(T ∗F − T ∗G)x||2.

Entonces

||T ∗Fx+ Pσ(T ∗F − T ∗G)x||2 ≥ 1

2
||T ∗Fx||2 − ||Pσ(T ∗F − T ∗G)x||2

≥ 1

2
||T ∗Fx||2 − ||(T ∗F − T ∗G)x||2

≥ 1

2
||T ∗Fx||2 −M ||T ∗Fx||2 =

(
1

2
−M

)
||T ∗Fx||2

>

(
1

2
−M

)
AF ||x||2.

Notar que, respecto al resultado de Deepshikha et al, nuestra condición es restric-
tiva en la cota de M < 1/2. Por otra parte, la cota (3.7) permite asegurar que el par
sea woven sin la necesidad de veri�carlo para cada σ ⊂ I.

3.2.2. Gap y pares woven

En [32], Casazza y Lynch de�nen subespacios a partir de los weavings para ca-
racterizar a los pares de marcos que sean woven. Observamos que esas condiciones se
pueden expresar en términos del gap entre subespacios.
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Proposición 3.2.16. (Cor 21 [32]) Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un

espacio de Hilbert H, son equivalentes:

1. (F ,G) es un par woven

2. Para cada σ ⊂ I, sean

Wσ = span{fi}i∈σ y W c
σ = span{gi}i∈σc ,

y sea P la proyección ortogonal sobre W⊥
σ . Entonces

P |W c
σ

es sobre en W⊥
σ y {Pfi}i∈σc es un marco para W⊥

σ . (3.8)

Considerando un resultado del capítulo anterior podemos enunciar una versión
con otras condiciones. Para eso, notar que la primera condición de (3.8) se puede
reescribir como

R(PW⊥σ PW c
σ
) = Wσ⊥ = R(PW⊥σ )

Por Corolario 2.2.2, esto equivale a pedir que

δ(W⊥
σ ,W

c
σ) < 1.

Por otro lado, la segunda condición de (3.8), en términos del operador de síntesis
TF , se traduce en que PW⊥σ TFPW c

σ
sea suryectivo sobre Wσ⊥ . Como PW⊥σ TF es el

operador de síntesis del marco {PW⊥σ fi}i∈I , por Teorema 2.2.4, esto es equivalente a
que δ(R(T ∗FPW⊥σ , R(Pσ)) < 1. Observar que R(T ∗FPW⊥σ ) = T ∗F(W⊥

σ ).
Por lo tanto, tenemos esta condición equivalente:

Proposición 3.2.17. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de

Hilbert H, son equivalentes:

1. (F ,G) es un par woven.

2. δ(W⊥
σ ,W

c
σ) < 1 y δ(T ∗F(W⊥

σ ), R(Pσ)) < 1.

3.3. Caso particular: marco dual canónico escaleado

En el trabajo [82], los autores probaron un resultado para pares woven de g-marcos
(Cor 5.4 [82]). Expresamos dicho resultado en término de los marcos vectoriales de
este trabajo:

Proposición 3.3.1. Sea F = {fi}i∈I un marco para H con cotas AF , BF . Si
BF
AF

< 2,

entonces F y el marco dual canónico escaleado G = { 2AFBF
AF+BF

S−1
F fi}i∈I son un par

woven.
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El propósito de esta sección es aplicar el Teorema 3.2.7 a este caso particular. Es-
pecí�camente, veremos que para un radio mayor BF

AF
podemos determinar un intervalo

de números positivos α que garantizan que el par (F , α · F ]) es woven (denotando
por F ] al marco dual canónico de F).

Teorema 3.3.2. Sea F = {fi}i∈I un marco para H con cotas AF , BF . Si
BF
AF

< 4,

entonces para todo α > 0 tal que

BF −
√
AFBF < α < 2AF ,

se tiene que (F , α · F ]) es un par woven.

Demostración. Para usar el Teorema 3.2.7, es su�ciente con probar que nuestras hi-
pótesis implican que

‖TF − αS−1
F TF‖2 < AF .

Si reescribimos el lado izquierdo de esta desigualdad,

‖TF − αS−1
F TF‖2 = ‖(I − αS−1

F )TFT
∗
F(I − αS−1

F )‖ = ‖(SF − αI)S−1
F (SF − αI)‖.

Usando cálculo funcional, obtenemos explicítamente que

‖(SF − αI)S−1
F (SF − αI)‖ = máx

x∈[AF ,BF ]

(x− α)2

x
.

En particular,

‖TF − αS−1
F TF‖2 = máx

{
(BF − α)2

BF
,

(AF − α)2

AF

}
.

Como teníamos que BF < 4AF , entonces BF −
√
AFBF <

√
AFBF . Sea α tal que

BF −
√
AFBF < α ≤

√
AFBF .

Es fácil comprobar que α ≤
√
AFBF implica que

‖TF − αS−1
F TF‖2 =

(BF − α)2

BF
.

Por otro lado, de BF −
√
AFBF < α, tenemos que

(BF − α)2

BF
<

(
BF − (BF −

√
AFBF)

)2

BF
= AF ,

por lo que el par es woven.
De forma similar, si

√
AFBF < α < 2AF , se deduce que

‖TF − αS−1
F TF‖2 =

(AF − α)2

AF
< AF ,
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por lo que nuevamente el Teorema 3.2.7 nos permite arribar a la conclusión buscada.

Observación 3.3.3. El teorema anterior no contempla el valor de la escala α =
2AFBF
AF+BF

utilizada en el resultado de [82]. Es claro que, por la desigualdad aritmético-
geométrica, ese valor de α es menor o igual que

√
AFBF . Sin embargo, la condición

BF
AF

< 4 no asegura que BF −
√
AFBF < α en este caso. A continuación analizamos

esto cuidadosamente.
Dado que α ≤

√
AFBF , queremos obtener condiciones sobre el cociente BF

AF
de

manera que
BF −

√
AFBF < α

y así arribar a la conclusión del Teorema 3.3.2. Haciendo un cálculo sencillo, vemos
que la condición

BF −
2AFBF
AF +BF

≤
√
AFBF

es equivalente a tener
BF − AF
BF + AF

<

√
AF
BF

.

Más aún, si tomamos r = BF
AF

, esta desigualdad podemos expresarla como

(r − 1)2

(r + 1)2
<

1

r
.

En particular, nos interesa encontrar r ≥ 1 tal que r3 − 3r2 − r − 1 < 0. Como el
polinomio f(r) = r3 − 3r2 − r − 1 tiene una única raíz real

r0 =

 3

√√√√3 +
√

11
3

6
+

3

√√√√3−
√

11
3

6


3

≈ 3,383,

podemos tomar cotas mayores a BF
AF

(esto es BF
AF

< 3,383) para obtener la misma
conclusión que [82].

3.4. Condición necesaria de ángulos

El propósito de esta sección es exhibir condiciones vinculadas al ángulo entre
subespacios para que un par de marcos sea woven. Uno de los antecedentes de ángulos
y marcos es el trabajo [3]. En dicho trabajo se caracterizaron los llamados marcos de

Riesz por medio de cotas uniformes sobre ángulos entre ciertos subespacios. Motiva
esta sección encontrar condiciones de ese tipo en el contexto de pares woven.

De�nición 3.4.1. Un marco F = {fi}i∈I se dice marco de Riesz si existe C > 0

tal que para todo σ ⊂ I, {fi}i∈σ es marco para Hσ = spani∈σ{fi} con cota Aσ ≥ C.
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Proposición 3.4.2. [3] Sea F = {fn}n∈N un marco con operador de síntesis TF . Son

equivalentes

1. F es un marco de Riesz.

2. N(TF) es compatible con respecto a la base B = {ei}i∈I , esto es,

sup
σ⊂I

c (N(TF), R(Pσ) ) < 1.

Similar a la equivalencia de operadores que notamos en la sección anterior, respecto
a la de�nición de par de marcos woven, se puede obtener una condición de acotación
inferior tomando el operador adjunto.

Lema 3.4.3. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de Hilbert H.
Sean A := (TG − TF)∗ y B := T ∗F .

(F ,G) es woven

m (3.9)

PσA+B es acotado inferiormente para todo σ ⊂ I.

Es decir, que para todo σ ⊂ I, existe Cσ > 0 tal que

Cσ||x|| ≤ ||(PσA+B) x|| para todo x ∈ H. (3.10)

Para el siguiente resultado consideraremos el espacio H̃ = H ⊕ H dotado con el
producto interno

〈x⊕ y, z ⊕ w〉H̃ = 〈x, z〉+ 〈y, w〉 .

Para σ ⊂ I, de�nimos la proyección oblicua Qσ : H̃ → H̃ dada por

Qσ =

(
I Pσ
0 0

)
.

Por último, de�nimos TF ,G : H̃ → H por

TF ,G(x⊕ y) = TF(x) + (TF − TG)(y).

Teorema 3.4.4. Sean F = {fi}i∈I y G = {gi}i∈I marcos para un espacio de Hilbert

H. Si (F ,G) es un par woven entonces

sup
σ⊂I

c (N(TF ,G), R(Q∗σ) ) < 1. (3.11)

Demostración. Sean B = T ∗F y A = T ∗G − T ∗F como en el lema anterior. Como (F ,G)

es woven, de (3.10) tenemos que existe C > 0 tal que C < γ(B + PσA).
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Ahora bien, veamos que T ∗F ,G tiene rango cerrado:

si (T ∗F ,G(xn))n es una sucesión convergente entonces (Bxn)n es una sucesión
convergente. Más aún, como B es de rango cerrado, Bxn → Bx para cierto
x. Como

γ(B)||x− xn|| ≤ ||B(x− xn)|| (3.12)

deducimos que xn → x, por lo que Axn → Ax. Concluimos entonces que
T ∗F ,G(xn)→ T ∗F ,G(x).

Es claro que N(T ∗F ,G) = {0}. Notemos además que T ∗F ,G está acotado inferiormente
ya que para x ∈ H con ||x|| = 1,

||T ∗F ,Gx|| =
√
||Bx||2 + ||Ax||2 ≥ ||Bx|| ≥ γ(B) = γ(T ∗F) = A

1/2
F .

Por lo que, γ(T ∗F ,G) ≥ A
1/2
F . Ahora bien, dado que

γ(QσT
∗
F ,G) = γ

((
(B + PσA) 0

)ᵀ)
= γ(B + PσA),

si α = c
(
N(Qσ), R(T ∗F ,G

)
, por Proposición 1.1.4:

γ(Qσ)γ(T ∗F ,G)(1− α1/2)1/2 ≤ γ(B + PσA) ≤ ||Qσ|| ||T ∗F ,G|| (1− α1/2)1/2. (3.13)

De estas desigualdades tenemos que, si (F ,G) woven, la cota uniforme de γ(B+PσA)

resulta equivalente a tener

sup
σ⊂I

c
(
N(Qσ), R(T ∗F ,G

)
= sup

σ⊂I
c (N(TF ,G), R(Q∗σ) ) < 1.

Observación 3.4.5. La condición (3.11), que se la puede considerar como una con-
dición de compatibilidad 'oblicua' entre N(TF ,G) y los rangos de Q∗σ, no garantiza que
(F ,G) sea un par woven ya que sólo implica que los weavings {fi}i∈σc ∪ {gi}i∈σ son
sucesiones marcos para H (con cota inferior uniforme para todo σ ⊂ I).

3.5. Una condición de transitividad

Es claro de su de�nición que la noción de ser woven es re�exiva y simétrica, esto es,
para todo marco F = {fi}i∈I , (F ,F) es un par woven y si G = {gi}i∈I es otro marco
tal que (F ,G) es woven, es trivial que (G,F) también sea woven. Cabe preguntarse
entonces respecto a la transitividad: sean F = {fi}i∈I , G = {gi}i∈I y J = {ji}i∈I
marcos para un espacio de Hilbert H tales que (F ,G) y (G,J ) son pares woven. En
general, no resulta cierto que (F ,J ) sea woven como se ve en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.5.1. [94] Sea H = R2 con {e1, e2} una base ortonormal. Sean

F = {e1, e1, e2},G = {e1, e2, e2} y J = {e1, e2, e1}

marcos para H. Es claro que (F ,G) y (G,J ) son pares woven con cotas uniformes
A = 1 y B = 2. Sin embargo, (F ,J ) no resulta woven.

Veremos condiciones que ajustan las cotas planteadas por los autores de [94].
Introducimos algo de notación: �jado x ∈ H, para una sucesión F = {fi}i∈I de H

denotamos por MF a la suma

MF :=
∑
i∈I

| 〈x, fi〉 |2;

dado σ ⊂ I, notaremos por Mσ
F a MF tomando índices sobre σ de la siguiente

manera:
Mσ
F :=

∑
i∈σ

| 〈x, fi〉 |2;

si tenemos un par woven (F ,G), denotaremos a sus cotas uniformes por AFG y
BFG.

Proposición 3.5.2. Sean F , G y J marcos para un espacio de Hilbert H tales que

(F ,G) y (G,J ) son pares woven con cotas uniformes AFG, BFG y AFG, BGJ , respec-

tivamente. Supongamos que se veri�ca que

AG ≤ BFG +BGJ y BG ≤ AFG + AGJ

entonces (F ,J ) es un par woven.

Demostración. Sea σ ⊂ I y x ∈ H, ya que (F ,G) y (G,J ) es un par woven:

AFG ||x||2 ≤Mσ
F +Mσc

G ≤ BFG ||x||2 y AGJ ||x||2 ≤Mσc

J +Mσ
G ≤ BGJ ||x||2.

Notar que con la notación de�nida, Mσ
G +Mσc

G = MG. Entonces

(AFG + AGJ ) ||x||2 ≤Mσ
F +Mσc

J +MG ≤ (BFG +BGJ ) ||x||2.

Como G es marco,

(AFG + AGJ −BG) ||x||2 ≤Mσ
F +Mσc

J ≤ (BFG +BGJ − AG) ||x||2.

Por lo tanto, (F ,J ) es un par woven.





Capítulo 4

Perturbación de marcos de fusión

Los marcos de subespacios fueron introducidos por Casazza y Kutyniok en [29] y
desarrollados en [31] junto con S. Li bajo el nombre de marcos de fusión. La cons-
trucción de una noción general que incluyera a los marcos de vectores ya resultaba de
interés antes de estos trabajos. En [57], M. Fornasier propone de forma constructiva
marcos locales (para subespacios) que luego une, obteniendo un marco global (para
el espacio total). En uno de sus lemas, Fornasier considera una familia de subespacios
cerrados {Wi}i∈I de un espacio de Hilbert H y se re�ere a sus proyecciones ortogona-
les {PWi

}i∈I como proyecciones canónicas estables si veri�can la siguiente desigualdad
para todo f ∈ H y para cierto N ∈ N:

||f ||2 ≤
∑
j∈Z

||PWi
(f)||2 ≤ N ||f ||2.

En la prueba de este lema, Fornasier agradece a Casazza por una sugerencia que
simpli�ca su demostración. Un enfoque similar orientado a wavelets desarrollan A.
Aldroubi, C. Cabrelli y U. Molter en [1]. Luego de los trabajos de Casazza y Kutyniok,
surgieron generalizaciones de marcos de fusión entre las que podemos encontrar los
g-marcos de Sun [98] y los K-g-marcos de fusión de Y. Huang y Y. Yang [74].

La generalización de marcos de vectores a subespacios resulta de gran utilidad en
las aplicaciones. En el contexto de procesamiento de señales, cuando se trabaja con
marcos de vectores, la señal se representa como una sucesión de escalares. Esto es, si
f corresponde a una señal del espacio H y {fi}i∈I es un marco para H, se consideran
los escalares {〈f, fi〉}i∈I que miden las amplitudes de las proyecciones de la señal
sobre cada vector fi. Por otro lado, si se utilizan marcos de subespacios, la señal se
representa con las proyecciones sobre cada subespacio: si {(Wi, wi)}i∈I es un marco
de subespacios con operador de marco SW , la señal se puede reconstruir a partir de
sus medidas {w2

i PWi
f}i∈I :

f =
∑
i∈I

w2
i S
−1
W (PWi

f).

De esta manera se puede tratar a la señal en cada subespacio de forma independiente,

45
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lo que resulta más e�ciente que el enfoque vectorial.
De los problemas que se pueden abordar dentro de esta clase de marcos nos cen-

tramos en el problema de perturbación de marcos de fusión por operadores. Este
problema, como muchos otros, fue estudiado con anterioridad para vectores: dado
un marco F = {fi}i∈I para un espacio de Hilbert H y un operador T ∈ L(H), se
buscan condiciones sobre T de forma que {Tfi}i∈I sea también un marco para H.
En el contexto de marcos de fusión resulta más complejo que su versión vectorial ya
que, entre las hipótesis necesarias, el operador de perturbación debe satisfacer que los
subespacios perturbados resulten cerrados en H.

En este capítulo realizamos un estudio de condiciones de su�ciencia para que un
marco de fusión conserve sus cualidades de marco bajo la perturbación por un ope-
rador. Adicionalmente, extendemos los pesos que se pueden considerar para el marco
de fusión perturbado, presentando un rango de pesos admisibles. Estos resultados se
encuentran publicados en [24].

Para facilitar la lectura consideraremos en este capítulo la siguiente de�nición:

De�nición 4.0.1. Sea F una sucesión marco (marco, marco de fusión o sucesión

marco de fusión) para H y T ∈ L(H,K). Decimos que T es una perturbación

efectiva de F si T (F) es una sucesión marco para K (marco, marco de fusión o

sucesión marco, respectivamente).

4.1. Perturbación de marcos vectoriales

En esta sección revisamos los resultados clásicos de perturbación de marcos vecto-
riales. A medida que avance el capítulo, se podrá apreciar cuáles de estos resultados
se pueden llevar a marcos de fusión.

4.1.1. Bases y sucesiones de Bessel

El estudio de perturbación de sucesiones es previo al contexto de marcos. En
general, el interés de este tipo de problemas es caracterizar aquellas perturbaciones que
se encuentran cercanas, en algún sentido, a una sucesión que tenga alguna propiedad.

Uno de los resultados clásicos de este tipo remite a Paley y Wiener en 1934: si
{fk}∞k=1 es una base para un espacio de Banach X, entonces la sucesión {gk}∞k=1 en
X es también una base si existe una constante λ ∈ (0, 1) tal que∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

ck(fk − gk)

∥∥∥∥∥ ≤ λ

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ck fk

∥∥∥∥∥ , (4.1)

para toda sucesión {ck}∞k=1 con �nitas coordenadas no nulas. El teorema de Paley-
Wiener resulta de utilidad para mostrar cuándo una sucesión es una base de Riesz
para un espacio de Hilbert, por lo que se lo puede encontrar en el contexto de análisis
wavelet.
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En el caso que la sucesión a perturbar sea una sucesión de Bessel, (4.1) se puede
expresar en términos de un operador

K : `2(N)→ H, K{ck}∞k=1 =
∞∑
k=1

ck(fk − gk). (4.2)

En la siguiente sección daremos más especi�caciones de este operador.

4.1.2. Marcos de vectores

Recopilamos algunos de los resultados de perturbación de marcos vectoriales, dicho
estudio se debe principalmente a Christensen. El último de los resultados de esta
sección es una adaptación de una de sus hipótesis a sucesiones marco utilizando
ángulos entre subespacios.

Si se considera un marco para H y el operador K de�nido en (4.2) con una
adecuada acotación, la sucesión perturbada resulta también un marco.

Teorema 4.1.1. [36] Sea F = {fk}∞k=1 un marco para un espacio Hilbert H con cotas

de marcos AF , BF y sean λ, µ ≥ 0 tales que λ+ µ√
A
< 1 y

||K{ck}∞k=1|| ≤ λ||
∞∑
k=1

ckfk||+ µ(
∞∑
k=1

|ck|2)1/2

para toda sucesión �nita {ck}∞k=1. Entonces {gk}∞k=1 es un marco para un espacio

Hilbert H con cotas de marcos

A

(
1−

(
λ+

µ√
A

))2

, B

(
1 + λ+

µ√
B

)2

.

En [39], Christensen y Heil agregaron la hipótesis de compacidad al operador K
y probaron un condición de perturbación de sucesiones marco.

Teorema 4.1.2. Sea F = {fk}∞k=1 un marco para un espacio Hilbert H y {gk}∞k=1

una sucesión en H. Si

K : `2(N)→ H, K{ck}∞k=1 =
∞∑
k=1

ck(fk − gk).

está bien de�nido y es compacto, entonces {gk}∞k=1 es una sucesión marco.

Notemos que, si F y G son sucesiones de Bessel, se puede considerar al operador
K como la diferencia entre los operadores de síntesis de ambas sucesiones, esto es:

K{ck}∞k=1 =
∞∑
k=1

ck(fk − gk) = (TF − TG){ck}∞k=1.
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Más aún, si K es un operador acotado, basta que ver F sea una sucesión de
Bessel para que G también lo sea. Con lo cual, atacar el problema de perturbaciones
de un marco se puede traducir en el estudio de perturbaciones de su operador de
síntesis. Nos enfocaremos en el caso particular de aquellas perturbaciones obtenidas
por operadores A ∈ L(H) tales que TG = ATF . Notar que si A es un operador
inversible, F y G resultan ser lo que se conoce como marcos equivalentes. En este
caso, es fácil ver que el marco perturbado por un operador inversible también es un
marco:dado x ∈ H, ∑

k∈I

| 〈x,Afk〉 |2 ≤ BF ‖A∗x‖2 ≤ B ‖A‖2 ‖x‖2

y para la cota inferior, como x = (A∗)−1A∗x,

||x||2 ≤ ||(A∗)−1||2 ||A∗x||2 ≤ ||(A
∗)−1||2

AF

∑
k∈I

| 〈A∗x, fk〉 |2,

por lo que
AF

||A∗−1||2
||x||2 ≤

∑
k∈I

| 〈x,Afk〉 |2.

Ejemplo 4.1.3. Entre los marcos equivalentes a un marco dado F = {fk}k∈N, dos
ejemplos conocidos de perturbaciones resultan ser el marco dual canónico {S−1

F fk}k∈N
y el llamado marco de Parseval asociado {S−1/2

F fk}k∈N.

Si bien no es imprescindible que una perturbación tenga que ser inversible para
perturbar un marco de forma efectiva, en general, el espacio generado por el marco
perturbado no corresponde con el Hilbert completo. Si, por ejemplo, la perturbación
es una proyección ortogonal, el marco perturbado es una sucesión marco.

Proposición 4.1.4. Sea F = {fk}∞k=1 un marco para un espacio Hilbert H con cotas

AF y BF y V un subespacio cerrado para H, entonces {PV fk}∞k=1 es un marco para

V con cotas AF y BF .

En general,

Proposición 4.1.5. [34] Sea F = {fk}∞k=1 un marco para un espacio Hilbert H con

cotas AF , BF y sea T ∈ L(H) un operador de rango cerrado. Entonces {Tfk}∞k=1 es

un marco para R(T ) con cotas AF
∥∥T †∥∥ , BF ‖T‖2.

Este resultado no puede aplicarse directamente a sucesiones marco, es decir, que
el operador de perturbación posea rango cerrado no es su�ciente para que sea una
perturbación efectiva. Lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.6. Si {ek}∞k=1 es una base ortonormal para H, de�namos un operador
U : H → H por

Ue2k = e2k, Ue2k−1 =
1

k
e2k, k ∈ N,
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U resulta de rango cerrado. Es claro que tomar los elementos impares de la ba-
se ortonormal {e2k−1}∞k=1 es una sucesión marco, sin embargo, U no resulta una
perturbación efectiva de esta sucesión marco. Si tomamos una sucesión (xj)j∈N ∈
spank∈N{Ue2k−1}, dada por xj = e2j, tenemos para cada j ∈ N que

∑
k∈I

|〈xj, Ue2k−1〉|2 =
∑
k∈I

∣∣∣∣〈e2j,
1

k
e2k

〉∣∣∣∣2 ≤ 1

j2
−−−→
j→∞

0.

Concluimos esta sección con una condición de ángulo que permite aplicar la hi-
pótesis de rango cerrado de Christensen para perturbar sucesiones marco de forma
efectiva. Recordemos que para subespacios cerradosM,N de H, el seno del ángulo
se de�nía como s(M,N ) = (1− c (M, N )2)1/2.

Proposición 4.1.7. Sea F = {fk}∞k=1 una sucesión marco para un espacio de Hilbert

H con operador de síntesis TF y sea M := spani∈I{fi}. Sea T ∈ L(H) un operador

de rango cerrado tal que

0 < s (N(T ),M ) .

entonces {Tfk}∞k=1 es una sucesión marco para H.

Demostración. Para que {Tfk}∞k=1 sea una sucesión marco para H basta ver que
TTF tiene rango cerrado (Proposición 1.3.2). Como T y TF son operadores de rango
cerrado, por la Proposición 1.1.3, γ(T ) y γ(TF) son positivos. Luego, por Proposición
1.1.4,

γ(T )γ(TF)s (N(T ),M ) ≤ γ(T TF) ≤ ||T || ||TF || s (N(T ),M ) .

Se tiene entonces que γ(T TF) > 0, por lo que TTF tiene rango cerrado.

4.2. Perturbación de marcos de fusión

En la sección anterior vimos que si el operador de perturbación T ∈ L(H) lo
consideramos de rango cerrado, aplicado a una sucesión marco de vectores, no nece-
sariamente la sucesión perturbada será una sucesión marco. Algo similar ocurre para
marcos de fusión, la hipótesis de rango cerrado tampoco es su�ciente para que la per-
turbación sea efectiva, independientemente de los pesos elegidos. El siguiente ejemplo
ilustra este hecho.

Ejemplo 4.2.1. Sea B = {en}n∈N una base ortonormal de H. Si consideramos el
subespacio

Ek = span{e2k−1, e2k} para k ∈ N,

la familia {Ek}k∈N resulta una base ortonormal de subespacios paraH. Sea T : H → H
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el operador de�nido en un denso por

Ten =

{
2−ke1 si n = 2k − 1

ek+1 si n = 2k.

Es claro que la sucesión {Tek}k∈N es un marco para H, por lo que podemos extender
T a un operador acotado y suryectivo. Veamos que la sucesión de subespacios cerrados

W = {Wk}k∈N con Wk = T (Ek) = span{e1, ek+1}

no admite ningún peso w que haga de Ww un marco de fusión. Por el contrario,
supongamos que existe algún peso w = {wi}i∈I ∈ `∞+ (I) para el cual esto sí sucede.
Aplicando la desigualdad de la de�nición de marco de fusión a f = e1, como f ∈⋂
k∈N

Wk tenemos que w ∈ `2(N). Con lo cual, para todo k ∈ N,

AWw = AWw ||ek+1||2 ≤
∑
j∈N

w2
j‖PWj

ek+1‖2 = w2
k −−−→
k→∞

0,

lo que contradice la existencia de cota inferior de marco de fusión.

4.2.1. Antecedentes de perturbación

Uno de los primeros resultados de perturbación de marcos de fusión surge de la
necesidad de probar que, dado un marco de fusión {(Wi, wi)}∞i=1 con operador de
marco SWw , {(S−1

Ww
Wi, wi)}∞i=1 es también otro marco de fusión. Notar la analogía

con el marco dual canónico en el caso de marcos vectoriales (Ejemplo 4.1.3). Para
probar esto, Casazza y Kutyniok asumieron que una perturbación inversible de un
marco T resulta efectiva. En la prueba los autores usaron que

PT (Wi) = TPWi
T−1, i ∈ I.

P. Gavruta observó que esta igualdad tiene una imprecisión: TPWi
T−1 no resulta una

proyección ortogonal a menos que

T ∗T (Wi) ⊂ Wi. (4.3)

Para realizar una prueba correcta, Gavruta obtiene relaciones sobre las proyecciones
ortogonales de subespacios perturbados.

Proposición 4.2.2. Sea T ∈ L(H) y W un subespacio cerrado de H. Son equivalen-

tes:

1. PT (W )T = TPW ;

2. T ∗T (W ) ⊂ W.
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Demostración. (i)⇒ (ii) Sea h ∈ W⊥. Como

PT (W )Th = TPWh = 0,

se tiene que Th ∈ TW⊥
= (T (W ))⊥. Luego

〈Th, Tw〉 = 0 para todo w ∈ W , o equivalentemente, 〈h, T ∗Tw〉 = 0 para todo w ∈ W.

Por lo tanto,
W⊥ ⊂ (T ∗T (W ))⊥ (4.4)

y tomando ortogonales obtenemos (ii).

(ii)⇒ (i)

Para w ∈ W observar que

PT (W )Tw = Tw y TPWw = Tw.

Por otro lado, si h ∈ W⊥, TPWh = T 0 = 0. Por hipótesis, como en (4.4), tenemos
que h ∈ (T ∗T (W ))⊥, lo que implica que Th ∈ (T (W ))⊥. Luego, PT (W )Th = 0.

Ahora bien, dado x ∈ H, si x = w + h, con w ∈ W,h ∈ W⊥, tenemos que

PT (W )Tx = PT (W )Tw + PT (W )Th = Tw = TPWw + TPWh = TPWx.

Lema 4.2.3. Sea T ∈ L(H) y W un subespacio cerrado de H. Entonces

PWT
∗ = PWT

∗PT (W ).

Demostración. Si f ∈ H, entonces

f = PT (W )f + g, g ∈ T (W )
⊥

= (T (W ))⊥.

Por lo que,
T ∗f = T ∗PT (W )f + T ∗g.

Para w ∈ W se tiene que
〈T ∗g, w〉 = 〈g, Tw〉 = 0,

entonces T ∗g ∈ W⊥. Por lo tanto,

PWT
∗f = PWT

∗PT (W )f + PWT
∗g = PWT

∗PT (W )f.

Estos dos resultados permitieron a Gavruta estudiar la desigualdad marco de la
sucesión {T (Wi)}i∈I , intercambiando cuidadosamente el operador inversible con las
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proyecciones a los subespacios, dando lugar al siguiente teorema:

Teorema 4.2.4. [60] Sea {(Wi, wi)}∞i=1 un marco de fusión de H con cotas AWw y

BWw y T ∈ L(H) un operador inversible, entonces (T (Wi), wi)
∞
i=1 es un marco de

fusión con cotas.
AWw

||T ∗||2 BWw

y ||T ∗||2||(T ∗)−1||2.

M. Asgari también consideró la clausura de los subespacios pero, en cambio, el
operador T debía ser suryectivo junto con la condición (4.3) sobre los subespacios [6].

Teorema 4.2.5. (Asgari) Sea {(Wi, wi)}∞i=1 un marco de fusión de H, T ∈ L(H)

suryectivo tal que T ∗T (Wi) ⊂ Wi para todo i, entonces (T (Wi), wi)
∞
i=1 es un marco de

fusión.

Por su parte, X. Li, L. Yang e Y. Zhu generalizaron la condición de invarianza de
Asgari en términos del gap [85]:

Teorema 4.2.6. Sea T ∈ L(H,K) un operador de rango cerrado y {(Wi, wi)}∞i=1 un

marco de fusión de H. Las siguientes condiciones implican que {(T (Wi), wi)}∞i=1 es

un marco de fusión para K:

1. supi∈Z+ δ(T ∗T (Wi),Wi) < 1.

2. supi∈Z+ δ(T †T (Wi),Wi) < 1.

3. Existe N ≥ 2 tal que (T ∗T )N(Wi) ⊂ Wi para todo i ∈ N.

Notar que en el caso que T ∗T (Wi) ⊂ Wi, como pide el Teorema 4.2.5, trivialmente
implica δ(T ∗T (Wi),Wi) = 0. También el item 2. se veri�ca trivialmente con N = 1

en este caso.
Considerando la primer desigualdad del Teorema 4.2.8, las hipótesis del teorema

de Li et al. aseguran que los subespacios perturbados son cerrados, por lo que en el
enunciado del teorema se podría prescindir de la clausura de T (Wi).

El siguiente resultado se debe a Ruiz y Stojano� [97]. Lo enunciamos para opera-
dores de rango cerrado, en lugar de operadores suryectivos como hicieron los autores.
La prueba sigue las mismas líneas de [97].

Teorema 4.2.7. Sea E = {Ei}i∈I una base ortonormal de subespacios para un espacio

de Hilbert K y sea T ∈ L(H,K) un operador de rango cerrado. Supongamos que

c := ı́nf
i∈I

γ(TPEi)
2

‖TPEi‖2
> 0

y sean 0 < A ≤ B tales que
A

B
≤ c. Sea w = {wi}i∈I ∈ `∞+ (I) tal que

‖TPEi‖2

B
≤ w2

i ≤
γ(TPEi)

2

A
para todo i ∈ I .

Entonces:
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1. La familia T (E) := (T (Ei), wi) es una sucesión marco de fusión para K.

2. Las cotas de marco de T (E) veri�can que

γ(T )2

B
≤ AT (E) ≤

γ(T )2

A
y
‖T‖2

B
≤ BT (E) ≤

‖T‖2

A
.

Notemos que la hipótesis de uniformidad de las cotas nos permiten a�rmar que
cada subespacio perturbado es cerrado en K.

4.2.2. El gap de subespacios cerrados perturbados

En esta sección hallamos condiciones sobre el operador de perturbación en tér-
minos del gap. Esto nos permitirá asegurar que las pertubaciones de la familia de
subespacios de un marco de fusión sean, a su vez, subespacios cerrados. El ángulo
entre subespacios y sus propiedades serán de gran utilidad.

Teorema 4.2.8. Sea A ∈ L(H)+ un operador de rango cerrado y M un subespacio

cerrado de H tales que c (N(A),M ) < 1. Entonces se tienen las siguientes desigual-

dades

c (N(A),M ) ≤ c
(
A−1(M⊥),M

)
≤
[
1− γ(A1/2)4

‖A‖2

(
1− c (N(A),M)2)]1/2

.

Demostración. Notemos que

A−1(M⊥) ∩M = N(A) ∩M

ya que, si x ∈M con Ax ∈M⊥,

0 = 〈Ax, x〉 =
〈
A1/2x,A1/2x

〉
=
∥∥A1/2x

∥∥ ,
por lo que Ax = A1/2(A1/2x) = 0. Luego, como N(A) ⊂ A−1(M⊥) tenemos que

N(A)	 (N(A) ∩M) ⊂ A−1(M⊥)	 (A−1(M⊥) ∩M).

Con estas consideraciones, la primera desigualdad se deduce de la de�nición de ángulo.

Por otro lado, observar que A1/2PM tiene rango cerrado, ya que N(A1/2) = N(A)

y c (N(A),M ) < 1. Entonces, por la Proposición 1.1.4,

γ(PMAPM) = γ(A1/2PM)2 ≥ γ(A1/2)2
(
1− c (N(A),M)2) . (4.5)

Dado que N(PMA) = A−1(M⊥), nuevamente por la Proposición 1.1.4 tenemos
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que

γ(PMAPM) ≤ ‖PMA‖
(

1− c
(
A−1(M⊥),M

)2
)1/2

≤ ‖A‖
(

1− c
(
A−1(M⊥),M

)2
)1/2

. (4.6)

Combinando (4.5) y (4.6) deducimos que

c
(
A−1(M⊥),M

)
≤
[
1− γ(A1/2)4

‖A‖2

(
1− c (N(A),M)2)]1/2

.

El teorema nos proporciona una serie de condiciones equivalentes:

Corolario 4.2.9. Sea A ∈ L(H)+ un operador rango cerrado y {Mi}i∈I una sucesión

de subespacios cerrados de H. Entonces, son equivalentes:

1. ı́nfi∈I γ(APMi
) > 0.

2. supi∈I c (N(A),Mi ) < 1.

3. supi∈I δ
(
A(Mi),Mi

)
< 1.

Demostración. La equivalencia entre 1. y 2. se deduce de la Proposición 1.1.4. Para
probar que 2. y 3. son equivalentes usaremos el hecho que, tanto 2. y 3. como 1.,
implican que, para todo i ∈ I,

δ
(
A(Mi),Mi

)
= c

(
A−1(M⊥

i ),Mi

)
.

El resto de la prueba se concluye recurriendo al Teorema 4.2.8.

Si suponemos que c (N(A),Mi ) < 1, tenemos que A(Mi) = A(Mi), lo que
implica

δ
(
A(Mi),Mi

)
= ‖PM⊥i PA(Mi)‖

= ‖PM⊥i PA(Mi)P(M⊥i ∩A(Mi))⊥‖

= c
(
M⊥

i , A(Mi)
)

= c
(
Mi, A

−1(M⊥
i )
)

= c
(
A−1(M⊥

i ),Mi

)
.

Por otro lado, si δ
(
A(Mi),Mi

)
< 1 entonces

A(Mi) ∩M⊥
i = {0}.
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Por lo tanto,

δ
(
A(Mi),Mi

)
= ‖PM⊥i PA(Mi)

‖ = c0

(
A(Mi),M⊥

i

)
= c

(
A(Mi),M⊥

i

)
= c

(
Mi, A

−1(M⊥
i )
)
.

Notar que en el Teorema 4.2.8 no fue necesaria la hipótesis de la cota del ángulo
para probar que

c (N(A),M ) ≤ c
(
A−1(M⊥),M

)
. (4.7)

Luego, se desprende del corolario que esta desigualdad nos dice que

δ(A(M),M) < 1 implica que c
(
M, A−1(M⊥)

)
= δ(A(M),M).

En particular, esta cota del gap nos dice que A(M) resulta un subespacio cerrado
(Proposición 1.1.4).

4.2.3. Variación de pesos

Una de las características que distingue la perturbación de marcos de fusión res-
pecto de los marcos vectoriales, además de las mencionadas, es la posibilidad de variar
los pesos. Lo que permite considerar más de un marco de fusión a partir de una familia
de subespacios. En esta sección consideramos la condición provista por el Teorema
4.2.7 para tener perturbaciones efectivas de sucesiones marcos de fusión y también
cotas de los pesos de la familia perturbada. Además, relacionamos esta condición con
la condición de gap de Li et al.

Teorema 4.2.10. Sea Ww = (Wi, wi)i∈I un marco de fusión para H, T ∈ L(H,K)

un operador de rango cerrado y tal que

0 < c := ı́nf
i∈I

γ(TPWi
)2

‖TPWi
‖2

< 1 . (4.8)

Sea v = {vi}i∈I ∈ `∞+ (I) con cotas

w2
i ‖TPWi

‖2

‖T‖
≤ v2

i ≤
w2
i γ(TPWi

)2

γ(T )(1− c2)1/2
para toda i ∈ I,

entonces T (W) := (T (Wi), vi)i∈I es una sucesión marco de fusión en K.

Demostración. Si denotamos por Ej a la copia isométrica de Wj en KW =
⊕

i∈IWi,
tenemos que {Ej}j∈J es una base ortonormal de subespacios de KW . Consideremos
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la composición del operador de síntesis TWw con T :

J(g) := TTWw(g) =
∑
i∈I

wi T (gi), g ∈ KW .

Es claro que
‖JPEi‖ = wi‖TPWi

‖ ≤ wi‖T‖, para todo i ∈ I. (4.9)

Probamos una observación para la continuación de la prueba.

Observación 4.2.11.

γ(JPEi) = wiγ(TPWi
), i ∈ I. (4.10)

Demostración. Dado que

N(JPEi)
⊥ = ((N(J) ∩ Ei)⊕ E⊥i )⊥ = Ei ∩ (N(J) ∩ Ei)⊥

se tiene que todo vector unitario x ∈ N(JPEi)
⊥ es de la forma

x = (0, . . . , xi, . . . , 0) con xi ∈ Wi y ||xi|| = 1.

Notar que xi ∈ (N(T )∩Wi)
⊥: dado y ∈ N(T )∩Wi, si tomamos el correspondiente ỹ

perteneciente a KW , ỹ = (0, . . . , y, . . . , 0) ∈ N(J) ∩ Ei. Por lo cual,

〈ỹ, x〉 = 0⇔ 〈y, xi〉 = 0.

Luego, tomando x ∈ N(JPEi)
⊥ con ‖x‖ = 1,

‖JPEix‖ = ‖wiTxi‖ = wi‖TPWi
xi‖

y se tiene que
γ(JPEi) ≥ wi γ(TPWi

). (4.11)

Las desigualdades restantes se pueden probar de una forma similar: tomamos
x ∈ (N(T ) ∩Wi)

⊥ y el correspondiente x̃ = (0, . . . , x, . . . , 0) ∈ Ei. Nuevamente, x̃
pertenece a (N(J) ∩ Ei)⊥. Tenemos entonces que

‖TPWi
x‖ =

1

wi
‖wiTx‖ =

1

wi
‖Jx̃‖ ≥ 1

wi
γ(JPEi). (4.12)

Por (4.11) y (4.12), se tiene (4.10) por lo que se concluye la prueba esta observación.

Ahora bien, usando el lado derecho de (4.11) se tiene que

γ(TPWi
) ≥ γ(T ) (1− c (N(T ), Wi )

2)1/2 ≥ γ(T )(1− c2)1/2,
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lo que completa la desigualdad

ı́nf
i∈I

γ(JPEi)

‖JPEi‖
≥ γ(T ) (1− c2)1/2

‖T‖
> 0.

Podemos entonces aplicar el teorema anterior. Consideremos las constantes

A := γ(T )2(1− c2) y B := ‖T‖2

y una familia de pesos v = {vi}i∈I ∈ `∞+ (I) en (4.2.7):

‖JPEi‖2

B
≤ v2

i ≤
γ(JPEi)

2

A
para todo i ∈ I .

Usando (4.9), (4.10) y las constantes elegidas A y B, tenemos que para todo i ∈ I,

w2
i ‖TPWi

‖2

‖T‖2
≤ v2

i ≤
w2
i γ(TPWi

)2

γ(T )2(1− c2)
.

Por el Teorema 4.2.7, estos pesos satisfacen que T (W) es una sucesión marco de fusión
para K.

Observación 4.2.12. Supongamos queWw es un marco de fusión paraH y T ∈ L(H)

es un operador de rango cerrado. Entonces, usando el Corolario 4.2.9 y el hecho que

‖TPWi
‖ ≤ ‖T‖, para todo i ∈ I,

tenemos que cualquiera de las siguientes condiciones

1. 0 < ı́nfi∈I γ(TPWi
)

2. supi∈I c (N(T ), Wi ) < 1.

3. supi∈I δ
(
T ∗T (Wi),Wi

)
< 1

implican (4.8). En particular, el Teorema 4.2.10 generaliza las condiciones su�cientes
probadas en [85]. Por otro lado, es fácil construir ejemplos donde se veri�ca (4.8)
pero ı́nfi∈N γ(TPWi

) = 0. En tal caso, el Teorema 4.2.10 implica que, considerando
una familia diferente de pesos (que tienda a 0), la sucesión perturbada resulta una
sucesión marco de fusión.

El siguiente es un ejemplo de una sucesión marco de fusión que se obtiene de
perturbar un marco de fusión con un operador de rango cerrado y donde la (4.8) no
resulta necesaria.

Ejemplo 4.2.13. Sea {ei}i∈N una base ortonormal para H. Sea {θk}∞k=0 una sucesión
de números positivos tales que θ0 < π

4
con ĺımk→∞ θk = 0. Para k = 0, 1, 2, . . .,

consideramos
Ek = {e3k+1 , sen(θk)e3k+2 + cos(θk)e3(k+1)} y
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Fk = span{e3k+1,
1√
2
e3k+2 +

1√
2
e3(k+1)}.

La familia {Wi}i∈N de subespacios cerrados de H dada por

W2k+1 = Ek y W2(k+1) = Fk

forma un marco de fusión paraH considerando los pesos wi = 1, para todo i ∈ N. Este
hecho se puede deducir observando que la unión de bases ortonormales que generan
cada Ek y Fk generan un marco de vectores para H. Más precisamente, para cada k,
la familia de vectores dados por

f1,k = e3k+1

f2,k = sin(θk)e3k+2 + cos(θk)e3(k+1)

f3,k = e3k+1

f4,k =
1√
2
e3k+2 +

1√
2
e3(k+1)

son un marco para span{e3k+1 , e3k+2 , e3(k+1)}, con cotas de marco

Ak = 1−
√

3

4
+ cos(θk) sin(θk) y Bk = 2.

Como las cotas inferiores están uniformemente acotadas por 0 < 1−
√

3
4

+ cos(θ0) sin(θ0)

y los subespacios generados por estas sucesiones marco son mutuamente ortogonales,
tenemos efectivamente un marco de fusión para H.

Como operador perturbación consideremos a T ∈ L(H) como la proyección orto-
normal sobre

K = span{e3k+1 e3k+2 , k = 0, 1, . . .}.

Ya que T (Ek) = T (Fk) = span{e3k+1 , e3k+2}, (T (Wi), wi) resulta una sucesión marco
de fusión para H. En contraposición a la condición (4.8), es fácil ver que

γ(TPWi
) =

{
sen2(θk), si i = 2k + 1
1
2
, si i = 2(k + 1)

y ‖TPWi
‖ = 1 para todo i ∈ N, por lo que ı́nfi∈N

γ(TPWi )

‖TPWi‖
= 0.

4.3. Sobre perturbaciones efectivas de marcos de fu-

sión RF

Recordemos de la introducción de esta tesis que una sucesión vectorial F = {fi}Mi=1

se dice que provee recuperación de fase (RF) en HN , si para todo x, y ∈ HN y para
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todo i ∈ I, la igualdad
| 〈x, fi〉 | = | 〈y, fi〉 |,

implica que existe un escalar c, con |c| = 1, tal que x = c y.

Dada una sucesión vectorial F = {fi}Mi=1 RF enHN , es claro que toda perturbación
inversible G resulta efectiva. En efecto, si para todo x, y ∈ HN y para todo i ∈ I,

| 〈x,Gfi〉 | = | 〈y,Gfi〉 |,

por ser F una sucesión RF, existe un escalar c unitario, tal queG∗x = cG∗y. Aplicando
(G∗)−1 tenemos que x = cy.

Para sucesiones de subespacios, en cambio, no es tan sencillo veri�car que una
perturbación por un inversible provea RF por proyecciones. Esto se puede apreciar
en la de�nición de RF para proyecciones:

De�nición 4.3.1. Sea W = {Wi}Ni=1 una familia de subespacios de HM con proyec-

ciones ortogonales PWi
. Se dice que W permite recuperación de fase si para todo

x, y ∈ HM y para todo i ∈ I,

||PWi
x|| = ||PWi

y|| (4.13)

implica que x = cy para algún c unitario.

Como estudiamos anteriormente, existen operadores que, bajo ciertas condicio-
nes, resultan ser perturbaciones efectivas para los marcos de fusión. Por ejemplo, si
(Wi, wi)i∈I es un marco de fusión y G es un operador de rango cerrado, entonces
(G(Wi), wi)i∈I es un marco de fusión. En general, el problema de perturbación se
torna más complejo al llevarlo al contexto de RF. A saber, si (G(Wi), wi)i∈I es el
marco de fusión perturbado, tendríamos como hipótesis inicial (4.13) para las proyec-
ciones PG(Wi), las cuales no resultan operadores fáciles de tratar. Además, el hecho
de ser un problema no lineal que demanda igualdad, impide acudir a herramientas de
desigualdades conocidas.

Consideraremos un caso particular en donde podemos asegurar perturbación efec-
tiva. Para los marcos de fusión los pesos que se consideran son wi = 1 para todo
i ∈ I.

Lema 4.3.2. Sea {(Wi, wi)}i∈I un marco de fusión y U un operador unitario, entonces

{(U(Wi), wi)}i∈I es RF.

Demostración. Trivial ya que para todo i ∈ I, PU(Wi) = UPWi
U∗.

Para el caso particular de perturbaciones inversibles, presentamos una condición
de conmutatividad que permite asegurar la efectividad de perturbaciones de marcos
de fusión RF.
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Proposición 4.3.3. Sea W = {(Wi, wi)}i∈I un marco de fusión RF y G un operador

inversible tal que para todo i ∈ I,

GPWi
= PWi

G y G∗PWi
= PWi

G∗.

Entonces (G(Wi), wi)i∈I es RF.

Demostración. Consideremos la descomposición polar de G,

G = UA siendo A = |G|.

Utilizando cálculo funcional, como G y G∗ conmutan con PWi
,

APWi
= PWi

A.

Notemos que esto implica que A(Wi) ⊂ Wi, por lo que A2(Wi) ⊂ Wi. En parti-
cular, por la Proposición 4.2.2, como A(Wi) es cerrado por ser A inversible, tenemos
que

PA(Wi) = APWi
. (4.14)

Ahora bien, supongamos que para todo i ∈ I,

||PA(Wi)x|| = ||PA(Wi)y||.

Por (4.14), tenemos que
||APWi

x|| = ||APWi
y||.

Por la hipótesis de conmutatividad

||PWi
Ax|| = ||PWi

Ay||.

Entonces, por ser RF el marco de fusión y de la inversibilidad de A, (A(Wi), wi)i∈I es
RF. Luego, por el lema, (G(Wi), wi)i∈I provee recuperación de fase.

Observación 4.3.4. Notar que, como consecuencia de la hipótesis sobre G, resulta
que G conmuta con el operador de marco del marco de fusión.



Capítulo 5

Extremos locales para problemas tipo
Procusto

Un problema de aproximación matricial, como dice N. Higham en [69], consiste
en encontrar para una matriz arbitraria, el miembro más cercano de una clase de
matrices dada, donde la distancia se mide con una norma matricial. Típicamente,
dados A ∈ Md(C), una norma matricial N(·) en Md(C) y un conjunto de matrices
P ∈Md(C), se busca minimizar la distancia

dN(P,A) = min{N(A−X) : X ∈ P}.

Inspirados en el mito griego de Procusto, Hurley y Cattell (1962) denominaron
como problemas de Procusto a una subclase de estos problemas. Esa denominación
fue aceptada en la comunidad por lo que algunos autores dieron en llamar análisis de
Procusto al estudio de estos problemas. Una formulación general de este problema es

mı́n
X∈P

N(A−BX),

siendo P un conjunto matricial con características pre�jadas. Una de las primeras
versiones de este problema que podemos destacar es el denominado problema doble

de Procusto, planteado por Schönemann en 1968:

mı́n
XtX=I

N(A−X∗BX), A,B ∈Md(C). (5.1)

En dicho problema resulta de utilidad considerar igualdades de trazas así como el
orden de los autovalores en las descomposiciones espectrales [64]. Con el correr de los
años, el problema de Procusto se ha ido diversi�cando, por lo que son numerosas las
técnicas empleadas para su estudio, por lo que se lo puede considerar un problema
que se adapta a distintos ambientes.

En análisis matricial, resulta natural el estudio de estructuras espectrales, lo que
hace de la mayorización una herramienta fundamental. Para los problemas de aproxi-
mación, es útil conocer características de los espectros de las matrices involucradas. Es

61
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por esto que las desigualdades de Lidskii, en sus versiones aditivas y multiplicativas,
cumplen un rol principal:

(Lidskii) Sean A,B ∈ H(d) con autovalores λ(A), λ(B) ∈ (Rd)↓ entonces

λ(A)↑ + λ(B) ≺ λ(A+B) ≺ λ(A) + λ(B).

(Gelfand-Naimark-Lidskii) Sean A,B ∈ P(d), entonces

log(λ(B)) + log(λ↑(A)) ≺ log(λ(BA)) ≺ log(λ(B)) + log(λ(A)).

Dentro de las aplicaciones de la teoría de marcos, en el contexto de completa-
ción de marcos [90], estas desigualdades permiten obtener la completación óptima.
Para esto, se construyen funciones a partir de la distancia a minimizar usando nor-
mas unitariamente invariantes y estrictamente convexas. Las desigualdades develan
explícitamente a los minimizadores globales de estas funciones de�nidas en órbitas
unitarias.

Recientemente, Bhatia y Congedo estudiaron en [9] un problema de Procusto tipo
(5.1) en el conjunto de las matrices positivas con distintas métricas que se utilizan
en teoría de la información. Para este problema, los autores muestran que el mejor
aproximante a la órbita unitaria de cierta matriz tiene que conmutar con la matriz
dada.

El objetivo de este capítulo es profundizar los resultados de Bhatia y Congedo
basándonos en técnicas empleadas en [93] para el estudio local de desigualdades de
Lidskii aditivas. Las primeras secciones están dedicadas a dar un panorama de los
resultados clásicos de las desigualdades, mostrando algunas de las relaciones que se
conocen en aplicaciones a problemas de diseño de marcos. Hacemos hincapié en los
casos de igualdad de las desigualdades de Lidskii. Luego, presentamos las herramientas
del caso aditivo que utilizaremos para nuestros resultados de una versión local de la
desigualdad multiplicativa. En la última sección concentramos los resultados probados
aplicándolos al problema de Procusto.

5.1. Lidskii como un problema de optimalidad

En esta sección vemos algunos de los resultados en donde las desigualdades se
aplican en el estudio de óptimos espectrales de matrices. Nos basamos en aplicaciones
a problemas de marcos para introducir de manera intuitiva algunos de los aspectos que
resultan de interés. En particular, destacamos la relevancia de los casos de igualdad
en estas desigualdades. Recordamos que denotamos por P(d) a las matrices de�nidas
positivas.
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5.1.1. Diseño de marcos

Uno de los problemas de marcos que pueden ser abordados con herramientas de
mayorización son los llamados problemas de diseño de marcos. En dichos problemas,
el objetivo es buscar un marco que satisfaga características pre�jadas. Un ejemplo
clásico de este tipo de problemas está asociado al Teorema de Schur-Horn, donde los
vectores del marco tienen normas predeterminadas [5]:

Proposición 5.1.1. Sea B ∈ P(d) con autovalores λ↓ = (λi)
d
i=1 y sea a= (αi)

k
i=1 con

α1 ≥ . . . αk > 0. Existe una sucesión G = {gi}ki=1 en H(d) con operador de marco

SG = B tal que ||gi||2 = αi para todo 1 ≤ i ≤ k si y sólo si a ≺ λ.

Posteriormente se incorporaron a estos problemas requisitos de optimalidad, esto
es, se buscaba la sucesión óptima entre las que veri�caban la condición de normas.
Para medir la optimalidad, Benedetto y Fickus introdujeron en [7] la noción de po-

tencial de marco (frame potential). Dada una sucesión {fi}Mi=1 de vectores unitarios
en HN , el potencial de marco es

FP ({fi}Mi=1) =
M∑
i,j=1

| 〈fi, fj〉 |2.

Benedetto y Fickus caracterizaron los marcos �nitos ajustados normalizados en tér-
minos de los minimizadores del potencial. Mas aún, en la terminología del problema,
probaron que los minimizadores locales también son globales. Estas ideas las desarro-
llamos en la siguiente sección.

En [90] Massey, Ruiz y Stojano�, generalizaron el potencial de marco considerando
los llamados potenciales convexos. Dado un marco {fi}Mi=1 y una función convexa
φ : [0,∞)→ [0,∞), usando cálculo funcional se de�ne el potencial convexo por

Pφ(F) = trφ(SF) =
M∑
j=1

φ(λj(SF)) para F = {fi}Mi=1 ∈ HN .

Estos potenciales incluyen el potencial de marco (con φ(t) = t2) y el llamado error

cuadrático medio (ECM) (con φ(t) = t−1). En ese mismo trabajo, los autores estudian
con esas condiciones de optimalidad un problema de diseño más especí�co que consiste
en completar un conjunto de vectores dados en el contexto �nitodimensional. Debido
a la necesidad de caracterizar el espectro de los óptimos como el espectro de una
suma de matrices autoadjuntas, la desigualdad de Lidskii juega un rol fundamental.
Los autores muestran que los minimizadores globales de los potenciales convexos
se pueden obtener con completaciones de marcos que satisfacen la igualdad en la
desigualdad de Lidskii. Más precisamente, dada una sucesión F0 = {fi}M0

i=1 de HN

y G = {gi}kM0+1 otra sucesión tal que {F0,G} es un marco para HN , los autores
probaron el siguiente resultado de minimización:

Teorema 5.1.2. Sea F0 = {fi}M0
i=1 una sucesión de HN y a = (αi)

k
i=1 una sucesión
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de números positivos tal que N − rk(SF0) ≤ k. Sea λ el vector de autovalores de SF0

y φ : [0,∞) → [0,∞) una función estrictamente convexa. Entonces existe un vector

µ = µ↑ con a ≺ µ tal que

{F0,G} es un minimizador de Pφ ⇔ λ(SF) = (λ(SF0) + λ↑(SG))
↓ y λ↑(SG) = µ.

5.1.2. Desigualdad aditiva y minimizadores globales

En esta sección vemos brevemente cómo las desigualdades de Lidskii se traducen a
problemas de minimización de matrices en términos de mayorización. En esencia, esto
se debe a que la relación de mayorización entre vectores implica desigualdades de fun-
ciones convexas y, por lo tanto, de normas unitariamente invariantes. Nos enfocamos
en aquellas matrices que veri�can la igualdad que resultan ser minimizadores globales
del problema estudiado. Recordamos que los vectores de autovalores, a menos que se
especi�que lo contrario, se consideran ordenados de forma no creciente.

En [90], los autores estudiaron el caso de igualdad en la desigualdad de Lidskii
para dos matrices, de donde se desprende el hecho que sean diagonalizables simultá-
neamente:

Teorema 5.1.3. Sean A,B ∈ H(d). Si λ(A+B) = (λ↑(A) + λ(B))↓ entonces existe

una base ortonormal {vi}di=1 tal que

A =
d∑
i=1

λ↑i (A)vi ⊗ vi y B =
d∑
i=1

λi(B)vi ⊗ vi.

Este resultado nos permite construir, a partir de autovectores de A, mínimos para
la mayorización como vemos a continuación: dado µ ∈ (Rd)↓, si consideramos la órbita
unitaria

Oµ = {G ∈Md(C) : λ(G) = µ} = {V ∗DµV : V ∈ U(d)} ,

por Lidskii se tiene que para todo G ∈ Oµ,

λ(A)↑ + µ ≺ λ(A+G).

A partir del Teorema 5.1.3, si existe una matriz G0 ∈ Oµ tal que

λ(A+G0) = (λ(A)↑ + λ(G0))↓ = λ(A)↑ + µ, (5.2)

tenemos entonces que

λ(A+G0) ≺ λ(A+G) para todo G ∈ Oµ.

Es decir, G0 es un mínimo en términos de mayorización sobre las matrices G ∈ Oµ,
por lo que se dice que G0 es un minimizador global.

Si A ∈ P(d) y µ ∈ (Rd
≥0)↓, notar que las matrices G de la órbita de Oµ son posi-
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tivas. Para una función estrictamente convexa φ : R≥0 → R≥0 se de�ne el potencial
convexo Φφ : Oµ → Rd

≥0 dado por

Φφ(G) = tr(φ(A+G) =
∑
i∈I

φ(λi(A+G)).

Llamamos minimizador global del potencial Φφ a una matriz G1 ∈ Oµ tal que
Φφ(G1) ≤ Φφ(G) para toda G ∈ Oµ. Usando las propiedades de mayorización para
funciones convexas de la Proposición 1.5.3, por (5.2) si G0 un minimizador global, G0

también resulta un minimizador global de Φφ. Recíprocamente, si G1 es un minimi-
zador global del potencial Φφ se tiene que∑

i∈I

φ(λ↑i (A) + µi) =
∑
i∈I

φ(λi(A+G1)). (5.3)

Luego, por Lidskii y nuevamente por la Proposición 1.5.3,

λ(A+G1) = (λ↑(A) + µ)↓ = λ↑(A) + λ(G1),

es decir, G1 es un minimizador global.

Ahora bien, si A ∈ H(d), µ ∈ (Rd)↓, análogamente a (5.2), sea G0 ∈ Oµ tal que
para todo G ∈ Oµ,

(λ(A)↑ − λ(G0))↓ = (λ(A)↑ − µ)↓ = λ(A−G0) ≺ λ(A−G). (5.4)

Si consideramos una norma unitariamente invariante y estrictamente convexa N y
de�nimos la función ΦN : Oµ → Rd

≥0 dada por

ΦN(G) = N(A−G),

usando propiedades de mayorización, de (5.4) se tiene que

ΦN(G0) = N(A−G0) ≤ N(A−G) = ΦN(G).

Esto es, G0 es un minimizador global de ΦN . Recíprocamente también, como en el caso
del potencial, se puede ver que todo minimizador global de ΦN veri�ca la igualdad
en (5.4).

En de�nitiva, caracterizar las matrices que veri�can la igualdad de la desigual-
dad de Lidskii, permite determinar explícitamente los minimizadores globales de las
funciones Φφ y ΦN .

5.1.3. Versión multiplicativa de las desigualdades

Una de las versiones multiplicativas de las desigualdades de Lidskii se debe a Li y
Mathias [84]. En el caso que las matrices sean positivas e inversibles, sus resultados
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pueden relacionarse con el extenso trabajo de desigualdades de valores singulares de
Klyachko [78].

Así como sucede para las desigualdades aditivas de Lidskii, caracterizar la igualdad
de la versión multiplicativa tiene su correlación con problemas de marcos. Uno de los
problemas que los autores estudiaron en [91] es el de perturbación óptima de marcos

equivalentes: dado un marco F = {fj}j∈In para Cd con n > d, el problema consiste
en determinar la estructura de un operador inversible V que actúe sobre Cd con el
cual se considera el marco perturbado V (F) = {V fj}j∈In . Además, se requiere que V
sea próximo a la identidad, una condición de determinante y que la dispersión de los
autovalores del operador de marco SV(F) sea mínima entre todos los autovalores de
SV ′(F) para todo V ′. Para este problema, dados 0 < β < 1 y s ∈ [(1− β)d, (1 + β)d] se
considera el conjunto

Os,β(SF) = {V SFV ∗ : V ∈ Gl(d), ‖V − I‖ ≤ β, |det(V )| ≥ s}.

La desigualdad multiplicativa y el caso de igualdad permitieron a los autores mostrar
la existencia de elementos óptimos en Os,β(S) y caracterizar su estructura geométrica.

Si consideramos la desigualdad de Gelfand - Naimark - Lidskii (GNL) presentada
anteriormente

log(λ↓(B))− log(λ↓(A)) ≺ log(λ(BA−1)) ≺ log(λ↓(B))− log(λ↑(A)),

la caracterización del caso de igualdad de la mayorización (inferior) involucra el si-
guiente

Teorema 5.1.4 (Teo. 5.1 [91]). Sea A, B ∈ P(d) entonces,

(log(λ(B))− log(λ(A)))↓ = log(λ↓(BA−1))

si y sólo si existe un unitario U ∈ U(d) tal que

UAU∗ = Dλ(A) y UBU
∗ = Dλ(B).

Esta caracterización será de utilidad en las pruebas de resultados en el contexto
local. Notemos que, nuevamente, los mínimos involucran matrices que conmutan entre
sí.

5.2. Desigualdades de Lidskii locales

Introducimos en esta sección algunas de las técnicas desarrolladas por Massey,
Rios y Stojano� en [93] para el estudio de la estructura de los minimizadores locales
de las funciones Φφ y ΦN . En dicho trabajo se preguntaron si existía alguna versión
de los Teoremas de Lidskii (aditivos) que permita caracterizarlos. Producto de estas
inquietudes fue que se publicaron una serie de trabajos donde desarrollaron estrategias
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para atacar estos problemas y exhibieron aplicaciones de sus resultados. Estas técnicas
nos permiten realizar un estudio local en la igualdad de la desigualdad de Lidskii
multiplicativa.

5.2.1. Desigualdad aditiva local

Para plantear un escenario local de problema se necesita una estructura de espacio
métrico. Notemos que la órbita unitaria Oµ cuenta con la métrica inducida por la
norma espectral. Dadas A,B ∈ H(d), se toma ρ := tr(A) + tr(B) y se considera la
variedad

H(d)ρ := {C ∈ H(d) : tr(C) = ρ}.

Para la variedad producto U(d)× U(d) se de�ne una aplicación

∆ : U(d)× U(d) −→ H(d)ρ

dada por
∆(U, V ) = U∗AU + V ∗BV. (5.5)

En primer lugar, usando argumentos geométricos, se prueba que

∆ es una submersión en (I, I) si y sólo si {A,B}′ = C · I.

Intuitivamente, contar con una submersión en (I, I) nos permite 'traer' condiciones
locales en A+B ∈ Hρ a condiciones locales en un entorno de (I, I) ∈ U(d)×U(d). Esto
resulta de utilidad para los siguientes resultados, algunos de los cuales adaptamos a
la versión multiplicativa local.

La idea inicial es mostrar que, si una matriz no veri�ca la igualdad de Lidskii o
no conmuta con A, no puede ser un mínimo. Respecto a este último caso, notar la
exigencia de la condición de conmutante {A,B}′ trivial mencionada en líneas ante-
riores. En cualquiera de estos casos, la estrategia es construir una curva suave γ(t) en
la variedad tal que el espectro de γ(t) esté mayorizado por A+B.

Proposición 5.2.1. Sean A,B ∈ H(d) tales que [A,B] 6= 0. Entonces, dado ε > 0

existe W ∈ U(d) tal que ||I −W || < ε y

λ(A+W ∗BW ) ≺ λ(A+B) pero λ(A+W ∗GW ) 6= λ(A+B).

El siguiente teorema muestra que para tener un mínimo G0 se debe veri�car la
igualdad de la desigualdad de Lidskii.

Teorema 5.2.2. Sean A ∈ P(d) y µ ∈ (Rd)↓. Sea G0 ∈ Oµ tal que

λ(A+G0) 6= (λ(A)↑ + λ(G0))↓.
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Luego, dado ε > 0, existe G ∈ Oµ tal que ||G−G0|| < ε y

λ(A+G) ≺ λ(A+G0)) pero λ(A+G) 6= λ(A+G0).

Con los resultados anteriores se probaron las siguientes versiones locales para los
problemas de minimización de potenciales convexos y NUIs, respectivamente:

Teorema 5.2.3. Sea A ∈ P(d), µ = (µi)i∈Id ∈ (Rd
≥0)↓ y φ una función estrictamente

convexa. Si G0 es un minimizador local de Φφ en Oµ, existe una base ortonormal

{vi}i∈Id tal que

A =
d∑
i=1

λ↑i (A)vi ⊗ vi y G0 =
d∑
i=1

µivi ⊗ vi.

En particular, λ(A+G0) = (λ(A)↑+λ(G0))↓, por lo que G0 es también un minimizador

global de Φφ.

Teorema 5.2.4. Sea A ∈ P(d), µ = (µi)i∈Id ∈ (Rd
≥0)↓ y N una NUI estrictamen-

te convexa en Md. Si G0 es un minimizador local de ΦN en Oµ, existe una base

ortonormal {vi}i∈Id tal que

A =
d∑
i=1

λ↑i (A)vi ⊗ vi y G0 =
d∑
i=1

µivi ⊗ vi.

En particular, λ(A−G0) = (λ(A)−λ(G0))↓, por lo que G0 es también un minimizador

global de ΦN en Oµ.

5.2.2. Desigualdad multiplicativa local

En esta sección presentamos los resultados que utilizaremos para el estudio local
en la igualdad de la mayorización inferior de la desigualdad de Lidskii multiplicativa
que nos servirá para caracterizar los mínimos locales en el problema de Procrusto.
A grandes rasgos, el esquema de demostración tiene la misma estructura que el caso
aditivo de la sección anterior. Un estudio similar se puede hacer para la igualdad
superior en dicha mayorización obteniendo un máximo local.

Consideramos
P(d)τ := {C ∈ P(d) : det(C) = τ}

siendo τ = det(B)
det(A)

. En la variedad producto U(d)× U(d) de�nimos una aplicación

Γ : U(d)× U(d) −→ P(d)τ dada por Γ(U, V ) = UA−1/2U∗V BV ∗UA−1/2U∗. (5.6)

Como en el caso aditivo, en el siguiente lema, probamos que Γ es una submersión en
(I, I) cuando se tiene que {A,B}′ = C · I.
Lema 5.2.5. Γ es una submersión en (I, I) ∈ U(d)× U(d) si y sólo si

{A,B}′ := {C ∈Md(C) : AC = CA, BC = CB} = C · I.
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Demostración. Supongamos que el conmutante relativo {A,B}′ es el trivial. Para
probar que Γ es una submersión en (I, I) necesitamos mostrar que la aplicación dife-
rencial

D(I,I)Γ : T(I,I) U(d)× U(d) −→ TA−1/2BA−1/2 P(d)τ

es suryectiva.

Supongamos que D(I,I)Γ no es suryectiva. Debido a la estructura riemanniana del
espacio tangente en P(d)τ , existe Y0 ∈ TA−1/2BA−1/2 P(d)τ , Y0 6= 0 tal que

〈D(I,I)Γ(X1, X2), Y0〉 = tr
(
D(I,I)Γ(X1, X2)Y ∗0

)
= 0, (5.7)

para cada (X1, X2) ∈ T(I,I) U(d)× U(d). Como

T(I,I) U(d)× U(d) = {(X1, X2) ∈Md(C)×Md(C) : X∗i = −Xi, i = 1, 2},

tomando una curva en P(d)τ es fácil de ver que

TA−1/2BA−1/2 P(d)τ =
{
Y ∈ H(d) : tr

(
(A1/2B−1A1/2)Y

)
= 0
}
,

por lo que Y0 ∈ H(d) y veri�ca que tr (C Y0C) = 0, siendo C = (A−1/2BA−1/2)−1/2.
Luego, considerando las derivadas parciales

D(I,I)Γ(0, X) = A−1/2[X,B]A−1/2 (5.8)

y
D(I,I)Γ(X, 0) = [X,A−1/2]BA−1/2 + A−1/2B[X,A−1/2], (5.9)

por (5.7) se tiene que

tr(A−1/2[X,B]A−1/2Y0) = tr([B,A−1/2Y0A
−1/2]X) = 0

para todo X∗ = −X. En particular, para X = [B,A−1/2Y0A
−1/2], se deduce que

[B,A−1/2Y0A
−1/2] = 0. (5.10)

Nuevamente, por (5.7) y (5.9),

tr([X,A−1/2]BA−1/2Y0) + tr(A−1/2B[X,A−1/2]Y0) =

= tr(([A−1/2, BA−1/2Y0] + [A−1/2, Y0A
−1/2B])X) = 0

para todo X∗ = −X. Entonces, se tiene que

[A−1/2, BA−1/2Y0] + [A−1/2, Y0A
−1/2B] = 0. (5.11)
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De (5.10) y (5.11) obtenemos que [Y0, A
−1/2BA−1/2] = 0, es decir,

BA−1/2Y0A
−1/2A = AA−1/2Y0A

−1/2B.

Finalmente, como [B1/2, A−1/2Y0A
−1/2] = 0, deducimos que

B1/2A−1/2Y0A
−1/2B1/2 ∈ {A,B}′.

Entonces, por hipótesis, B1/2A−1/2Y0A
−1/2B1/2 = α · I, para algún escalar α. Esto es,

Y0 = α(A1/2B−1A1/2).

Luego, 0 = tr(A1/2B−1A1/2Y0) = α · tr((A1/2B−1A1/2)2) lo que contradice que Y0 6= 0.
Por lo tanto, Γ es una submersión en (I, I).

Recíprocamente, supongamos que existe una proyección ortogonal no trivial P en
{A,B}′. Sea Z ∈ H(d) ∩ {A,B}′ dado por

Z := P +
c

c− tr((A1/2B−1A1/2)2)
(I − P ),

con c = tr(P (A1/2B−1A1/2)2). Notar que, mediante cálculo funcional, P conmuta con
A1/2B−1A1/2. Entonces, si consideramos

Y0 := A1/2B−1/2ZB−1/2A1/2 = A1/2B−1A1/2Z,

Y0 ∈ H(d), es no trivial y veri�ca que

tr(A1/2B−1A1/2Y0) = tr
(
(A1/2B−1A1/2)2Z

)
= tr

(
P (A1/2B−1A1/2)2

)
+

+
c

c− tr((A1/2B−1A1/2)2)
tr
(
(I − P )(A1/2B−1A1/2)2

)
= c+ c

(
tr((A1/2B−1A1/2)2)

c− tr((A1/2B−1A1/2)2)
− c

c− tr((A1/2B−1A1/2)2)

)
= 0.

Esto es, Y0 ∈ TA−1/2BA−1/2P(d)τ . Es fácil ver que

[A−1/2Y0A
−1/2, B] = [BA−1/2Y0, A

−1/2] = [Y0A
−1/2B,A−1/2] = 0,

lo que implica que Y0 es ortogonal al rango deD(I,I)Γ, por (5.8) y (5.9), Y0 es ortogonal
al rango de D(I,I)Γ, por lo tanto Γ no es una submersión en (I, I).

El lema anterior nos permite considerar el caso donde A y B no conmutan. Re-
cordar que el objetivo es caracterizar a los mínimos locales a partir de la condición de
igualdad en la mayorización. Esto nos resultará de utilidad para probar el Teorema
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5.2.7.

Lema 5.2.6. Sean A,B ∈ P(d) tales que [A,B] 6= 0. Entonces, para t0 > 0 su�cien-

temente pequeño, existe una curva continua

γ(t) : (−t0, t0) −→ U(d) tal que γ(0) = I

y

log λ
(
A−1B

)
6= log λ

(
A−1γ(t)B γ(t)∗

)
≺ log λ

(
A−1B

)
para t 6= 0.

Demostración. Como [A,B] 6= 0, existe una proyección ortogonal P de la ∗-subálgebra
unital {A,B}′ ⊆ Md(C) tal que [PA, PB] 6= 0. Esto implica que el rango de P es
estrictamente mayor a 1 (de lo contrario, [PA, PB] = 0). Podemos asumir que P es
una proyección minimal con esta propiedad.

Claramente, I ∈ {A, B}′ es una proyección que satisface [IA, IB] 6= 0. Si I no es
una proyección minimal en {A, B}′ entonces existen P1, P2 ∈ {A, B}′ proyecciones
no nulas tales que I = P1 +P2 y [PiA,PiB] 6= 0 con i = 1, 2. Si ninguna de las proyec-
ciones Pi es minimal en {A, B}′ podemos repetir el argumento anterior a Pi y, como
estamos trabajando con álgebras de dimensión �nita, del procedimiento obtenemos
una proyección minimal P ∈ {A, B}′ con la propiedad mencionada al principio de la
prueba. Finalmente, aplicando un cambio de base ortonormal, podemos asumir que
Im(P ) = span{ei : i ∈ Ir}, con r = rk(P ) > 1. Como P reduce A y B podemos
considerar

A1 = A|Im(P ) ∈ P(r) y B1 = B|Im(P ) ∈ P(r).

Entonces, tenemos que {A1, B1}′ = C · Ir ⊂ Mr(C) (Ir es la matriz identidad en
Mr(C)); de hecho, si existiera una proyección no trivial Q en {A1, B1}′ tal que
[QA1, QB1] 6= 0, la podemos dilatar a una proyección Q en {A,B}′ tal que Q < P y
[QA,QB] 6= 0. Pero esto contradeciría la minimalidad de P .

Sea σ = det(B1)
det(A1)

. Consideremos Γ : U(r)× U(r) −→ P(r)σ de�nida como

Γ(U, V ) = UA
−1/2
1 U∗V B1V

∗UA
−1/2
1 U∗.

Por Lemma 5.2.5, Γ es una submersión en (Ir, Ir) sobre P(r)σ. En particular, esto
implica que toda curva continua l(t) : (−1, 1) −→ P(r)σ tal que l(0) = A

−1/2
1 B1A

−1/2
1 ,

puede ser levantada (localmente) a una curva continua

l̃(t) : (−t0, t0) −→ U(r)× U(r)

tal que l̃(0) = (Ir, Ir) y l(t) = Γ ◦ l̃(t), para −t0 < t < t0.
Como [A1, B1] 6= 0, del Teorema 5.1.4 podemos asegurar que

b := log λ(A
−1/2
1 B1A

−1/2
1 ) 6= (log λ(B1)− log λ(A1))↓ := a .

Más aún, por el Teorema Gelfand-Naimark-Lidskii, ocurre que a ≺ b. Asimismo,
ρ(t) := |t|a + (1 − |t|)b ≺ b, para t ∈ (−1, 1), con ρ(t) 6= b para t 6= 0. Sea U ∈ U(r)
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tal que
UD

λ(A
−1/2
1 B1A

−1/2
1 )

U∗ = A
−1/2
1 B1A

−1/2
1 ,

donde D
λ(A
−1/2
1 B1A

−1/2
1 )

denota la matriz diagonal con los autovalores de A−1/2
1 B1A

−1/2
1

dispuestos en orden no creciente; y sea l(t) : (−1, 1) −→ P(r)σ dada por

l(t) = UDexp(ρ(t))U
∗,

donde exp(ρ(t)) := (eρ(t)1 , eρ(t)2 , . . . , eρ(t)r) ∈ Rr. Tenemos entonces que l(t) es una
curva continua tal que l(0) = A

−1/2
1 B1A

−1/2
1 . Más aún,

det(l(t)) = Πr
i=1e

ρ(t)i = etr ρ(t) =
det(B1)

det(A1)
= σ,

por lo que l(t) ∈ P(r)σ, ∀t ∈ (−1, 1). Además, por construcción, log λ(l(t)) ≺
log λ(l(0)), para t ∈ (−1, 1).

Luego, para 0 < t0 su�cientemente pequeño, existe una curva continua l̃(t) =

(U(t), V (t)) ∈ U(r) × U(r), t ∈ (−t0, t0) tal que l̃(0) = (Ir, Ir) y Γ ◦ l̃(t) = l(t).
Consideramos entonces

γ̃(t) : (−t0, t0) −→ U(r) dada por γ̃(t) = U∗(t)V (t),

γ̃(t) es continua, γ̃(0) = Ir y

log λ
(
A−1

1 γ̃(t)B1 γ̃
∗(t)
)

= log λ
(
A−1

1 V ∗(t)U(t)B1U
∗(t)V (t)

)
= log λ

(
U(t)A

−1/2
1 U∗(t)V (t)B1V

∗(t)U(t)A
−1/2
1 U∗(t)

)
= log λ(l(t)) ≺ log λ(A−1

1 B1).

Finalmente, dilatamos γ̃(t) : (−t0, t0) −→ U(r) a una curva γ(t) : (−t0, t0) −→ U(d)

tal que

γ(t) =

(
γ̃(t) 0

0 Id−r

)
donde la partición por bloques se considera respecto a Cd = Im(P )⊕ Im(P )⊥ con un
cambio de base apropiado. Como P ∈ {A,B}′, respecto a los bloques tenemos que

A =

(
A1 0

0 A2

)
y B =

(
B1 0

0 B2

)
,

con lo cual

A−1γ(t)Bγ(t)∗ =

(
A−1

1 γ̃(t)B1γ̃(t)∗ 0

0 A−1
2 B2.

)
Por lo tanto, como λ(A−1B) =

(
λ(A−1

1 B1) , λ(A−1
2 B2)

)↓ ∈ (Rd)↓ y los autovalores
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(ordenados) de A−1γ(t)Bγ(t)∗ son(
λ(A−1

1 γ̃(t)B1γ̃(t)∗) , λ(A−1
2 B2)

)↓ ∈ (Rd)↓,

es fácil probar que γ(t) tiene las propiedades requeridas.

En concreto, vimos que si A y B no conmutan, se puede construir una curva de
matrices γ(t)Bγ(t)∗ (de la órbita de B) que está mayorizada por A−1B. Por lo tanto,
B no sería un mínimo local.

Teorema 5.2.7. Sean A,B ∈ P(d) tales que

log λ(A−1B) 6= (log λ(B)− log λ(A))↓.

Entonces, para algún t0 > 0 su�cientemente pequeño, existe una curva continua

γ(t) : (−t0, t0) −→ U(d) tal que γ(0) = I y y

log λ
(
A−1B

)
6= log λ

(
A−1γ(t)B γ(t)∗

)
≺ log λ

(
A−1B

)
para t 6= 0.

Demostración. Por Lema 5.2.6 alcanza con probar el caso [A,B] = 0, por lo que
podemos suponer que AB = BA. Si denotamos a λσ(B) por los autovalores de B sin
orden especí�co, sea U ∈ U(d) tal que

UA−1BU∗ = Dλ(A−1)Dλσ(B),

donde Dλ(A−1) y Dλσ(B) son matrices diagonales con

λ(A−1) = (λ(A)−1
1 , λ(A)−1

2 , . . . , λ(A)−1
d )

arreglados en orden no decreciente. Supongamos que para algún 1 ≤ i ≤ d, se tiene
que λσi (B) < λσi+1(B). Sea {ej}dj=1 una base ortonormal de A y B asociada a U .

Por simplicidad denotamos α1 = λ(A)i, α2 = λ(A)i+1 y β1 = λσi (B), β2 = λσi+1(B).
Entonces, si nos restringimos al subespacio S generado por los autovectores {ei, ei+1},

UA−1BU∗ �S=

[
β1
α1

0

0 β2
α2

]
.

Sea W (t) ∈ U(d), para t ∈ (−π
2
, π

2
), dado por

W (t) = cos(t)(ei ⊗ ei + ei+1 ⊗ ei+1) + sin(t)(ei ⊗ ei+1 − ei+1 ⊗ ei) + PS⊥ .

Entonces, consideremos CS(t) := UA−1U∗W (t)UBU∗W ∗(t) �S . Notar que CS(t) ve-
ri�ca que

CS(t) =

[
α−1

1 0

0 α−1
2

] [
cos(t) sin(t)

− sin(t) cos(t)

] [
β1 0

0 β2

] [
cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

]
.
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Es fácil de ver que para t 6= 0,

tr(CS(t)) =
β1

α1

+
β2

α2

+ sin2(t)(β1 − β2)(α−1
2 + α−1

1 ) <
β1

α1

+
β2

α2

= tr(CS(0)).

Como det(CS(t)) = β1β2
α1α2

para todo t, esto implica que los autovalores λ1(CS) ≥
λ2(CS) satisfacen

(
log(λ1(CS(t))), log(λ2(CS(t)))

)
≺
(

log

(
β1

α1

)
, log

(
β2

α2

))
.

Finalmente, si tomamos γ(t) := U∗W (t)U con −π
2
≤ t ≤ π

2
, es claro que para todo t,

log λ(A−1γ(t)B γ∗(t)) = log(λ(UA−1U∗W (t)UBU∗W ∗(t)) ≺ log λ(A−1B),

ya que A−1BPS⊥ = A−1γ(t)B γ∗(t)PS⊥ .

5.3. Caracterización de extremos locales en un pro-

blema de Procusto

En esta sección aplicaremos los resultados de la sección anterior para caracterizar
los mínimos locales de un problema de Procusto estudiado por Bhatia y Congedo.
Más precisamente, mostramos que los minimizadores globales para el problema de
Procusto, en el caso particular de la familia de distancias log, sólo pueden ser aquellos
puntos propuestos en ese trabajo [9]. Como en las secciones anteriores, la sección
comienza con una motivación breve del estudio del problema de Procusto.

5.3.1. Motivación: caso ortogonal

Una de las aplicaciones de los problemas de Procusto que podemos mencionar
brevemente es el caso del problema ortogonal. Supongamos que, a partir de ciertos
experimentos, se obtienen datos en forma de una matriz A ∈ Mn(R) y, luego de
repetirlos, se obtiene otra matriz distinta B ∈ Mn(R). Para evaluar qué tan cerca
está B de ser una rotación de la matriz A se plantea el siguiente problema:

mı́n
XtX=I

‖A−BX‖F , (5.12)

siendo ‖.‖F la norma Frobenius. Por la ortogonalidad de X, se tiene que

‖A−BX‖2
F = ‖A‖2

F + ‖BX‖2
F − 2

p∑
k=1

[X t(BtA)]kk = ‖A‖2
F + ‖B‖2

F − 2tr(X t(BtA)).
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Con lo cual, resolver el problema (5.12) es equivalente a calcular

máx
XtX=I

tr(X tBtA).

Si se considera la descomposición en valores singulares

BtA = UDS(BtA)V
t,

siendo s1, . . . , sn los valores singulares de BtA, y se toma Z := V tX tU se tiene que

tr(X tBtA) = tr(X tUDS(BtA)V
t) = tr(ZDS(BtA)) =

n∑
i=1

ziisi ≤
n∑
i=1

si,

donde zii ≤ 1 para i ya que Z es producto de ortogonales. Luego, la cota superior
se puede alcanzar tomando Z = I, es decir, X = UV t. Naturalmente, este tipo de
estrategias para enfrentar el problema de Procusto induce algoritmos que resultan
de gran utilidad en el campo aplicado. Para profundizar en el enfoque algorítmico
sugerimos [64].

5.3.2. Distancias log

En el problema doble de Procusto, Bhatia y Congedo consideraron distintas dis-
tancias para su estudio. Los autores consideraron la distancia Riemmaniana

d2(A,B) =
∥∥log(A−1/2BA1/2)

∥∥
2

=

[
d∑

k=1

log2λk(A
−1B)

]1/2

(5.13)

y el objetivo es buscar el

mı́n
U∈OA

d2(A,U∗BU) = mı́n
U∈OA

d2(A,B) =
∥∥log(A−1/2BA1/2)

∥∥
2

(5.14)

siendo ‖A‖2 = (trA∗A)1/2, tomando U en la órbita unitaria de A.

Ellos notaron que la métrica de este problema se encuentra dentro de las funcio-
nes gauge simétricas. Recordamos que esta clase de funciones guardan una estrecha
relación con las normas unitariamente invariante como vimos en los preliminares. Las
métricas inducidas en P(d) por cada función gauge Φ en Rd están dadas por

dΦ(A,B) =
∥∥log(A−1/2BA1/2)

∥∥
Φ

= Φ(log λ(A−1B)).

La distancia d2 corresponde con el caso donde Φ representa la norma euclídea.

En las aplicaciones son diversas las distancias que resultan de utilidad que tienen
este origen en común. La distancia d2 se puede considerar como la versión matricial
de la llamada métrica de Fisher-Rao en distribución de probabilidades; la distancia
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Bures-Wasserstein

dW (A,B) =
[
tr(A+B)− 2tr(A1/2BA1/2)1/2

]1/2
.

aparece en teoría de transporte óptimo, información cuántica y geometría Riemannia-
na. Otras distancias de gran utilidad son las conocidas como divergencia de Kullback-
Leibler, dada por

d2
KL(A,B) = tr(AB−1 − I)− log det(AB−1),

y la divergencia de Bhattacharyya:

d2
B(A,B) = log det

(
A+B

2

)
− log det(A1/2B1/2).

Englobando a estas distancias con la de�nida en (5.13) el resultado que nos interesa
es el siguiente:

Teorema 5.3.1. (Bhatia, Congedo) Sean A,B de�nidas positivas en Md(C) y N

una NUI. Sean U,W ∈ U(d) tales que

W ∗BW = Dλ(B) y V ∗AV = Dλ(A)

entonces (5.14) alcanza su mínimo en WV ∗.

5.3.3. Caracterización de los mínimos locales

Dados A,B ∈ P(d) y N(·) una norma unitariamente invariante arbitraria en
Md(C), para nuestro resultado de�nimos la distancia dN(A,B) : OB → R>0 dada
por

dN(A,B) = N
(
log
(
A−1/2BA−1/2

))
. (5.15)

Con esta métrica, el problema de aproximación en P(d) consiste en calcular

mı́n
C∈OB

FN (C) := mı́n
C∈OB

N
(
log
(
A−1/2CA−1/2

))
(5.16)

y caracterizar sus aproximantes.

Teorema 5.3.2. Sean A,B ∈ P(d) y N(·) una NUI estrictamente convexa enMd(C)

consideremos F(N,A,B) = FN : OB → R>0 dado por

FN(C) = N
(
log
(
A−1/2CA−1/2

))
.

Entonces, si C0 ∈ OB es un minimizador local de FN , existe U ∈ U(d) tal que

U∗AU = Dλ(A) y U
∗Dλ(B)U = C0.
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En particular, C0 resulta ser minimizador global de FN en OB.

Demostración. Supongamos que no existe U ∈ U(d) tal que

U∗AU = Dλ(A) y C0 = U∗BU = Dλ(B).

Del Teorema 5.1.4 tenemos que

(log(λ(C0))− log(λ(A)))↓ 6= log(λ(C0A
−1)) .

Luego, el Teorema 5.2.7 implica que, para algún t0 > 0 su�cientemente pequeño,
existe una curva continua

γ(t) : (−t0, t0) −→ U(d) tal que γ(0) = I

y para t 6= 0

log λ
(
A−1C0

)
6= log λ

(
A−1/2γ(t)C0 γ(t)∗A−1/2

)
≺ log λ

(
A−1/2C0A

−1/2
)
.

Entonces, del Teorema 1.5.7, el hecho que N(·) sea una NUI estrictamente convexa
implica que

N
(
log
(
A−1/2γ(t)C0 γ(t)∗A−1/2

))
< N

(
log
(
A−1/2C0A

−1/2
))
,

lo que contradice que C0 sea un minimizador local de FN en OB.

Nuestras conclusiones para extremos locales se pueden aplicar directamente al
problema de Procusto usando la métrica de Bures-Wasserstein y la divergencia de
Kullback-Leibler ya que esos resultados también dependen de la caracterización de
extremos locales/globales para la desigualdad de Gelfand, Naimark y Lidskii.
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