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Introduccion

En esta tesis presentamos los resultados obtenidos en los problemas que derivaron
del estudio del problema de recuperacion de fase. Principalmente, este trabajo gira
entorno a la teoria de marcos, la teoria de operadores y el anélisis matricial.

En esencia, el problema de recuperaciéon de fase consiste en la reconstruccion de
un objeto general (una sefial, una imagen) a partir del modulo de su transformada
de Fourier. Esto es, considerando que se tiene la siguiente relacion
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flu) = f(z) exp(—i27u - z))dx = | f(u)| expli P(u)],
—o00
donde x y u son coordenadas de los espacios de coordenadas y de frecuencias, respec-
tivamente. El objetivo es recuperar ¢ (u), o equivalentemente f(z), teniendo al menos
|f(u)] como hipdtesis inicial [56].

En la década del '60, A. Walther logré resolver el problema para un espacio unidi-
mensional, sugiriendo que sus resultados resultarian de interés para el procesamiento
de imégenes [101]. Los posteriores avances sobre el problema fueron a través del desa-
rrollo de algoritmos, sobretodo en el campo de la 6ptica, para luego extenderse hacia
otras areas. A finales de los '90, los avances tecnoldgicos y los nuevos formalismos
desembocaron en el estudio tebrico del problema de recuperacion de fase. Expresan-
dolo en forma abstracta, dada una familia de vectores F = {f,,})_; de un espacio de
Hilbert Hj,; de dimension finita M, se dice que F permite recuperacion de fase
(phase retrieval) si el operador

A7 Har | ~ = Hay dado por A7 (y) = (| {y, fu) P (1)

es inyectivo (~ denota la relacion de equivalencia dada por y ~ x si y solo si y = cz
para algun escalar ¢ con |c| = 1).

A mediados de los '80, luego del trabajo de Daubechies, Grossmann y Meyer [43],
se produjo un repentino interés en el estudio de la teoria de marcos que no presentaba
visibles avances desde su primer definicion en 1952 (ver Breve resena histérica de
marcos). La siguiente es la definicion dada por Young en 1980 [104]:

Una sucesion de vectores { fn}tner €s un marco para un espacio de Hilbert
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H si existen constantes A, B > 0 tales que para todo x € H

Allz|® <Y 1, fu) P < Bl

nel

Este renovado interés se vio favorecido ademas por el rapido desarrollo de la teoria
de wavelets, introduciendo a los marcos como una herramienta muy 1util en el analisis
tiempo-frecuencia de senales y el procesamiento de imagenes.

En 2005, R. Balan, P. Casazza y D. Edidin publicaron uno de los primeros trabajos
de recuperacion de fase con un enfoque desde la teoria de marcos [11]. Entre otros
resultados, los autores muestran alli que para marcos genéricos F, en el caso real,
si N > 2M — 1 entonces A7 es inyectivo. En el caso complejo, prueban que A”
es inyectivo para marcos genéricos con N > 4M — 2. Cabe mencionar también que
conjeturaron que el niimero 6ptimo de elementos de F en el caso complejo debia ser
4N — 4 [53, 13].

Una de las condiciones que se menciona en el trabajo [21] para que un marco
provea recuperacion de fase es la de full spark.

Un marco F en un espacio de Hilbert Hys es full spark, si todo subconjunto
del marco de cardinal M es linealmente independiente.

Esta caracteristica se menciona en el reciente trabajo [15], donde Bemrose, Casazza,
Grochenig, Lammers y Lynch presentan la nocion de marcos woven. Debido a su
incipiente estudio, no existen publicaciones que vinculen las nociones de recuperacion
de fase y woven. Un par de marcos F = { fi }ier, G = {¢i }ier para un espacio de Hilbert
H se dice que son woven si existen cotas uniformes de marco para {f;}ico U{9:}icoe,
para todo o C I. Realizamos un estudio de pares woven en el Capitulo 2.

En el trabajo [21], J. Cahill, P. Casazza, J. Peterson y L. Woodland presentan una
generalizacion del problema de recuperacion de fase en el contexto de los denominados
marcos de fusion. Concretamente, el problema es reconstruir un vector a partir de
las normas de las proyecciones ortogonales del vector a determinados subespacios.
Esto es, dados subespacios cerrados {W}_, de H s, con las medidas { Py, z}5_; se
construye un operador anilogo al definido en (1) y se buscan condiciones para que
dicho operador sea inyectivo. En el citado trabajo, los autores prueban el notable
resultado que la recuperacion de fase es posible en RM usando 2M — 1 subespacios
de dimensiéon menor a M — 1.

Un primer paso en el abordaje de los problemas de marcos de fusiéon con re-
cuperacion de fase es estudiar como se comportan los marcos bajo perturbaciones.
Christensen trabajo en este problema para marcos de vectores en espacios de Hilbert
[37] [38]: dado un marco F = {f;}ic; para un espacio de Hilbert H y un operador
T € L(H), se buscan condiciones sobre T' de forma que {T(f;)}icsr sea también un
marco para H. Este problema llevado al contexto de marcos de fusion resulté de inte-
rés para varios autores |60] [6] [85]. Destinamos el Capitulo 3 para el estudio de este
tipo de perturbaciones.
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Una forma de tratar el problema de recuperacion de fase esta orientando al uso de
algoritmos mediante aproximacion matricial [12]. Para esto, consideremos el operador
B definido sobre las matrices hermitianas de dimensiéon N x N:

B:HYN S RM O B(Y) = (£Y f.)M,.

Si llamamos b, = | (y, f)|* con n = 1,..., N a las coordenadas del operador A~ de
(1), tenemos que

b= (| (Y, fa) )n = Blyy").

Los autores de [26] muestran que el problema de recuperacion fase es equivalente a
resolver el problema de minimizacién

min {rank(Y) : B(Y) =0,Y > 0}. (2)

Como este problema es en general NP-hard, proponen este problema tracial que re-
sulta equivalente a (2) bajo ciertas condiciones:

min {tr(Y): B(Y) =0,Y > 0}.

Problemas similares de minimizaciéon de funciones definidas a partir de la tra-
za surgen en el estudio de diseno de marcos, concretamente en los problemas de
completaciones Optimas de marcos. En [54], se consider6 el siguiente problema: sea
Fo = {f:;}2°, una sucesion de un espacio de Hilbert M-dimensional H,; con operador
de marco Sz,. Sea a = (o;)¥_, una sucesion de ntimeros positivos tales que

T]C(S]:O)ZM—/{? y N:N0+I€

El problema es construir una sucesion G = {f;};Ly, ,, de Hy tal que
o [ frorll? =iy, 1< i <k
= F={Fo,G} = {fi}}¥, es un marco que minimiza tr(S3').

En [16] estudiaron una variante de este problema y consideraron el potencial de marco
FP(F) = tr(S%) como medida de optimalidad. El estudio de minimizacién de los
potenciales converos generaliza estos problemas en el trabajo [90]. En esa publicacion,
los autores consideran funciones convexas y utilizan resultados de mayorizacion de
autovalores para describir los minimizadores de tr f(Sx), para F = {fi}Y, € Ha.
Notar que si \;(Sr) denota los autovalores del operador de marco S,

tr f(SF) =Y F(N(SF)).

M
J=1

Esta serie de relaciones sugieren que el problema de recuperacion de fase para marcos
se podria estudiar también como un problema de minimizacién, contando con la
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mayorizacion de autovalores como herramienta principal y, en particular, las llamadas
desigualdades de Lidskii [8] [83].

Un grado mayor de generalidad se puede alcanzar en estos problemas de minimi-
zacion si se analiza el aspecto local de los minimizadores [89]. En este sentido, las
desigualdades de Lidskii nos llevaron a estudiar problemas de cercania de matrices o
problemas de Procusto [64]. En el capitulo 4, nos basamos en el trabajo de Bhatia y
Congedo 9] y caracterizamos el siguiente problema de Procusto:

Sea N(-) una norma unitariamente invariante estrictamente convera y
P(d) el conjunto de las matrices estrictamente positivas de dimension d.
Para A, B € P(d), si Op es la drbita unitaria de B, se define la distancia
Fin a, = Fn:Op— R dada por

Fyn(C) = N (log (A’l/QCA’l/Q)) para  C € Op.
El objetivo es caracterizar las matrices en las que se alcanzan los minimos

CHelg,lg Fy (C) = CHelg,lg N (log (ATV2CATY2)).

Utilizando un approach similar al estudio de las desigualdades (aditivas) de Lidskii
de [92] caracterizamos los extremos locales de este problema.

Breve resena historica de teoria de marcos

Uno de los primeros antecedentes de la teoria de marcos remite a la década del
’30, cuando Paley y Wiener estudiaron las series de Fourier no arménicas

chei)‘"t, —r<t<m. (3)

neE”L

El problema consistia en buscar condiciones sobre {\, },cz para que toda funcion real
f(t) corresponda con una expresion sumable del tipo (3) para todo t € [—7, 7].

En 1946, Dennis Gabor en su Theory of Communication introdujo un método para
representar senales unidimensionales en dos dimensiones: tiempo y frecuencia. Mas
precisamente, él propuso representar f como la serie

Z Cn,m gm,n<t>

n,mez

2mimbt

siendo g, ,(t) = g(t — na)e y m,n € Z, para una funcion fija g(-) y parametros
a,b > 0 denominados tiempo-frecuencia.

Unos anos mas tarde, en 1952, Duffin y Schaeffer mostraron que si la sucesion
{An }nez verificaba un requisito de densidad, la sucesién {e**t},cz no solo genera el

espacio L*(—~,7), con 0 < v < 7, sino que ademas satisface la siguiente desigualdad
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para toda funcion f € L*(—v,7):

- 9 1 - it
A/7 £ ()| dtgﬁgnj'/7 F(t)ePtdt

Estos autores denominaron marcos a estas sucesiones [50].

< B / ClroPe @

En 1980, R. Young mostro en su libro [104] una fuerte conexion entre las bases
de Riesz en un espacio de Hilbert separable H y el problema de reconstruir f € H a
partir de

<f7fn>:Cn n=1223 ...,

donde f; € H y ¢; son escalares (también conocido como problema de momentos).
Young introduce la nocion abstracta de marcos relacionandola con este problema vy,
entre otros resultados, considera aquellos marcos que dejan de serlo si alguno de sus
elementos es removido (marcos exactos) y prueba que esta clase de marcos es idéntica
a la clase de bases de Riesz. Este problema remite al Problema 8 presentado por
Halmos en [66].

Hasta 1985, los marcos limitaban su existencia al contexto de series de Fourier
no armonicas. Fue en 1986 que se abrié una puerta para la teoria de marcos con el
trabajo fundamental de Daubechies, Grossmann y Meyer [44]. Este fue uno de los
precursores trabajos que combiné el analisis de Gabor con la teoria de marcos donde
se presentaron resultados de marcos en otros contextos, con implicancias directas en
analisis de senales y mecénica cuantica. En términos fisicos, probaron que los estados
coherentes asociados a reticulados de von Neumann no formaban un marco en L?(R).
De forma novedosa, los autores utilizaron los operadores

To: L*(R) = L*(R), Tu(f(2)) = f(z—a), By : L*(R) = L*(R), Ey(f((x)) = e*™* f(x),

para construir marcos ajustados para L*(R) de la forma {E,, a9 }m.nez, siendo g €
L%(R) de soporte compacto, en vez de considerar los llamados estados canonicos donde
g se tomaba como Gaussiana (como propuso Gabor). Varios autores llaman a este
trabajo ‘el amanecer de la era wavelet” [17].

Desde entonces, numerosos trabajos sobre marcos se han dado a conocer en dis-
tintos contextos, entre ellos podemos mencionar el trabajo de K. Grochenig sobre
marcos en espacios Banach [65], el de M. Frank y D. Larson sobre marcos en modulos
de Hilbert [59] y el de J. Giribet, A. Maestripieri, F. Martinez Peria y P. Massey en
espacios de Krein [62]. Mas alla de los vectores, los marcos han sido generalizados a
subespacios, inicialmente en el trabajo de P. Casazza y G. Kutyniok [29], y luego re-
nombrados por los mismos autores y S. Li como marcos de fusion en [31] (ver Capitulo
4). Esta extension de la definicion de marcos a subspacios, asi como los pseudo-marcos
[81], los marcos oblicuos [40] [51] y los marcos externos [1], fueron condensados en los
g-marcos de G. Sun en [98]. Debido a la estrecha relacion con el campo aplicado la
teoria de marcos se encuentra en constante crecimiento hasta la actualidad.



IX

Descripciéon de los contenidos de la tesis

Realizamos una concisa descripciéon de los resultados de esta tesis que principal-
mente provienen de los trabajos [22] [23] [24] [25] .

Capitulo 1. Enunciamos las definiciones, resultados y notaciones que se utilizaran
a lo largo de esta tesis. El angulo entre subespacios, el moédulo minimo y el gap entre
subespacios son las las herramientas que maés utilizaremos. Definimos la nocién de
marcos para vectores, y su generalizacion a subespacios. Presentamos también los
resultados de mayorizacion que serdn necesarios para el tltimo capitulo, junto con
una breve seccién de geometria diferencial.

Capitulo 2. En este capitulo estudiamos relaciones entre el gap entre subespacios
cerrados y conjuntos de vectores que sean sucesiones de Riesz o sucesiones marcos.
En el Lema 2.1.7, probamos que si una sucesion es sucesion de Riesz es equivalente
a que su operador grammiano esté acotado inferiormente por un multiplo de la iden-
tidad. Asimismo, una sucesion es sucesion marco si y sélo si su operador de marco
acota superiormente un multiplo de una proyeccion. La seccion 2.2 comienza con una
forma de calcular el gap que provee de varias equivalencias entre las que se destaca
el Teorema 2.2.4. En la dltima seccién aplicamos nuestros resultados a marcos de
Parseval: por un lado, consideramos un resultado de Olevskii y Ulanovskii donde pro-
yectan una base ortonormal en bloques y prueban que sus imagenes son sucesiones
marco o sucesiones de Riesz, extendemos dicho resultado con una prueba alternativa
en el Teorema 2.3.2, donde mejoramos la cota de las sucesiones; por otro lado, en la
Proposiciéon 2.3.5 adaptamos un resultado de Bodmann, Casazza, Paulsen y Speegle
para caracterizar las subfamilias de un marco de Parseval que sean marco.

Capitulo 3. Estudiamos un caso particular de los llamados marcos woven. El
Teorema 3.2.4 de Bemrose, Casazza, Grochenig, Lammers y Lynch muestra que, a
partir de una desigualdad de las cotas de marco de un par (F,G), se puede con-
cluir que ese par es woven. Generalizamos estos resultados en el Teorema 3.2.7 y su
Corolario 3.2.10. Como aplicacion del Teorema 3.2.7 obtenemos una condicién para
obtener pares woven con el marco dual canénico de un marco dado. Posteriormente,
probamos una caracterizacion de pares woven utilizando el angulo entre subespacios
en el Teorema 3.4.4, un resultado de perturbacion en el Teorema 3.2.12 y una relaciéon
de transitividad entre pares woven en la Proposiciéon 3.5.2.

Capitulo 4. Este capitulo se centra en perturbaciéon de marcos de fusion, esto es,
dado un marco de fusion W = {W,}ie; v un operador T' € L(H), nos interesa que
{T'(W;) }ier sea un marco de fusion. Damos un primer resultado de perturbacion de
marcos de vectores con angulos en la Proposicion 4.1.7. El Teorema 4.2.6 de X. Li et
al propone una condicion de gap de subespacios sobre el operador de perturbacion. En
el camino de mejorar ese resultado probamos una equivalencia de perturbacién por
operadores de rango cerrado que involucra el médulo minimo, el gap y el &ngulo entre
subespacios (Teorema 4.2.8 y su Corolario 4.2.9). En el Teorema 4.2.10, generalizamos
el resultado de Li y exhibimos cotas para los pesos de los subespacios.



Capitulo 5. En [9], Bhatia y Congedo proponen un problema de Procusto donde
prueban que los minimos se alcanzan en aquellas matrices que satisfacen una condi-
cion de conmutatividad. Siguiendo las técnicas de [93], realizamos los calculamos en
la version multiplicativa local de las desigualdades de Lidskii y en el Teorema 5.3.2
completamos el resultado principal de [9]. Esto es, mostramos que los minimizadores
locales para el problema de Procusto sélo pueden ser aquellos puntos de la 6rbita pro-
puestos en ese trabajo. Més atin, los minimos locales resultan globales y no dependen
de la norma unitariamente invariante empleada en el problema.
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Abreviaturas y simbolos

NUI : norma unitariamente invariante

Ar  : cota 6ptima inferior del marco F
Br : cota de marco superior del marco F
A, :cota 6ptima inferior de un weaving
B, :cota 6ptima superior de un weaving

c(M, N): coseno del angulo entre los subespacios M y N
D, : matriz diagonal con diagonal principal x
Fr : elementos de indice I de la sucesiéon F
~v(T) : médulo minimo de un operador T’
Gr  :operador grammiano de un marco F
I, :A{1,...,d}
L(H) : operadores acotados de un espacio de Hilbert H
M. a(C) : espacio de matrices complejas de dimension &k x d
N(T) :nacleo de un operador T
O,  : Orbita unitaria de A
P(d) : matrices estrictamente positivas de dimension d
Pyy @ proyeccion ortogonal sobre el subespacio M
R(T) :rango de un operador T’
s(M, N): seno del angulo entre los subespacios M y N/

S’ : conmutante de S

Sz :operador de marcos de un marco F
Sy, :operador de marco de un marco de fusion W,
Tt : pseudoinversa de Moore-Penrose de T

Tr  :operador de sintesis de un marco F

T3  :operador de andlisis de un marco F
Ty, :operador de analisis de un marco de fusion W,,

W,  :familia de subespacios W con pesos w






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos las nociones y resultados que utilizaremos a lo largo
de esta tesis. Principalmente, H y K representaran espacios de Hilbert separables
dotados con un producto interno (.,.). Al espacio de las transformaciones lineales
acotadas de H en K lo denotaremos por L(H,K) y por L(H) en el caso que H = K.
Dado T' € L(H,K), R(T) denota la imagen de T en IC, y N(T) el niicleo en H.

En L(#H,K) consideramos la norma de operadores definida por
1Bl = sup{[| Bzl : w € H, [[«f| = 1} = inf{a > 0+ [|Ba|| < || Vo € H}.
Los operadores positivos seran denotados por
L(H)" ={Be L(H): (Bx,z) > 0,Vz € H}

y por U(H) a los operadores unitarios de H. Dado un subespacio cerrado M de H,
denotaremos por Py a su proyeccion ortogonal.

1.1. Angulos entre subespacios y médulo minimo re-
ducido

Consideramos dos nociones de angulos entre subespacios cerrados de H, debidas
a Friedrichs y Dixmier, que las denominaremos dngulo y dngulo minimo, respectiva-
mente.

Sean dos subespacios cerrados M y N, el angulo entre M y N es el angulo de
[0, 7/2] cuyo coseno se define por

c(M, N) =sup{[(z,9)]: ze MeN, ye No My || = [yl = 1},

siendo M O N = M N (MnNAN)L Por tanto, el seno de este dngulo se denota
S(M,N) = (]‘ - C(M7 N)2)1/2'

Por otro lado, el &ngulo minimo entre M y A es el angulo de [0,7/2] cuyo

1
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coseno se define por

co (M, N) =sup{[(z,9)[: € M, y e Ny ||=]| = [ly]| = 1}.

La nocién de angulo minimo probablemente sea la forma més natural de conside-
rar el angulo entre subespacios. El problema de esta nocién de angulo es que si los
subespacios tienen interseccion (no trivial) el angulo seria nulo, lo que no sucede con
el &ngulo de Friedrichs. Otra ventaja de este tltimo es que satisface que

(M, N)=c(MEN, N,

por lo que se puede reducir el célculo del angulo al caso donde los subespacios no

tienen interseccion no trivial. Mas detalles se pueden encontrar en el famoso trabajo
de Deutsch [47].

Proposicién 1.1.1. Sean dos subespacios cerrados M y N de H.
Le(M,N)=c(N, M) =c(MoM N)=c(M,NoM)
2. Si dim(M) < oo, entonces c( M, N') < 1.

¢(M, N') < 1siysolosi M+ N es cerrado.

c(M,N)=c(M*+ N*).

c(M, N) = |[PuPrveml| = [[PmenPrll = [[PmPx — Prewl|.

El producto de proyecciones ortogonales permite calcular el Angulo entre los subes-

pacios:

Proposicion 1.1.2. Sea M y N subespacios cerrados de H. Entonces
¢(M, N') = | PrPx Pournye |l ¥ co (M, N) = [[PaPul| = [| PP Pal .

Se pueden considerar a las proyecciones ortogonales como miembros de una clase
més grande de operadores: los operadores de rango cerrado. Es trivial que el producto
de operadores rango cerrado no necesariamente tiene rango cerrado. Por medio de
una cota del dngulo se puede caracterizar a aquellos productos que si verifican esta
propiedad.

Para un operador 7" € L(H), podemos definir su médulo minimo reducido
~(T), dado por

AT) = it { | Tal| | [lz] = 1. = € N(T)*}. (L.1)

Es un resultado conocido que si 7' tiene rango cerrado,
YT) = y(T*) = (T*T)"/? = ||TT|| ™,

siendo T la pseudoinversa de Moore-Penrose. Ademas,
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Proposicion 1.1.3. Un operador T € L(H) tiene rango cerrado si y sdlo si~y(T) > 0.

Las siguientes desigualdades relacionan las nociones de angulo y médulo minimo
reducido de operadores en el contexto de operadores de rango cerrado. Estos resulta-
dos provienen de [3] y [4].

Proposicion 1.1.4. Sean A, B € L(H) de rango cerrado. Entonces
V(A(B) s(N(A), R(B)) <~(AB) < |[All [|B]| s (N(A), R(B)). (1.2)

En particular, si' T € L(H) es un operador de rango cerrado y M es un subespacio
cerrado de H con ¢( N(T), M) < 1, entonces

VT)s(N(T), M) <A(TPpm) < T s(N(T), M). (1.3)

El anterior resultado permite caracterizar, a partir de operadores de rango cerrado,
los productos de operadores que tengan rango cerrado:

Proposicién 1.1.5. Sean A, B € L(H) operadores de rango cerrado. Entonces, AB
tiene rango cerrado si y sdlo si c( R(B), N(A)) < 1.

1.2. Gap entre subespacios

Entre las diversas formas de "medir subespacios"(e.g. distancias, angulos) pode-
mos encontrar el gap o apertura entre subespacios. Esta nocién, introducida por T.
Kato en 1958 [75], si bien no es una distancia, en algunas aplicaciones resulta méas
facil de calcular que las distancias usuales.

Uno de los problemas famosos vinculados a esta cantidad es el estudio de pares
de subespacios cerrados M, N de un espacio de Banach, para los cuales la suma
M + N es cerrada. Kato plantea al gap como una forma de medir la distancia entre
los gréaficos de dos operadores de rango cerrado de un espacio de Banach. De esta
manera, se pueden estudiar los operadores denominados estables bajo perturbacion
acotada, esto es, aquellos operadores de rango cerrado A tales que para un operador
acotado T, el operador A + T sea un operador de rango cerrado.

Dado que en esta tesis nos centramos en marcos en espacios de Hilbert, nos cen-
traremos en resultados relativos al gap definido en este contexto.

Definicién 1.2.1. Dados dos subespacios cerrados M y N de un espacio de Hilbert
H, el gap se define como

S(M,N)= sup dist(x,N)

zeM, ||z <1

La siguiente proposiciéon es una alternativa a la definicion para calcular el gap. Se
aprecia en este resultado una relacion de igualdad del gap entre subespacios con el
gap de los subespacios ortogonales.
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Proposicion 1.2.2. Sean M, N subespacios cerrados de H, entonces
S(M,N) = | Py Prl| = |Prs Pres Pua| 2.

En particular,

S(M,N) =N, Mb).
Demostracion. Dado que dist(x,N') = || Pyrz| para todo x € H, tenemos que

SMN) = sup |[Pyrzf|= sup |[[PyrPur]l.

zeM,fla]<1 zeM,z]<1

Luego,
SMN) < sup |Pys P < [P Pall.
1

flzll<

Por otro lado, dado = € H con ||z| <1,

HPNLPM.TH = diSt(PMiL’,N)

y tomando supremos,

[P Pl < 6(M, N).

Es facil ver que en general (M, N') # §(N, M). Notar que si M C N y existe
q € N tal que dist(q, M) > 0, se tiene que §(M,N) = 0 pero §(N, M) > 0.
Para obtener una métrica con esta nocion, se puede considerar el maximo entre

S(M,N) y (N, M):
S(M,N) = max{§(M,N), 5N, M)}.

Con esta definicion ahora es correcto afirmar que

-~ -~

S(M,N) =06(N, M). (1.4)

~

El hecho que §(M,N') sea una distancia en la grassmanniana se deduce inmedia-
tamente del siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. (Kato) Sean M, N subespacios cerrados de H, entonces

S(M,N) = ||Py — Pyl .

Demostracidn. Por el resultado anterior, como §(M,N') = || Py P,

S(M,N)? = méx{|| Pyo PP || [| PaPrse Pa}] -
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Ahora, por la ortogonalidad entre Ny A/,
| Pvi PvPyt + Py Pagi Py|| = méx{ || Py Py Prell, || PvPue Pyl }-
Luego,

| Pars PraPyi + Py Pr Pyl = (I = Pv)Pm(I — Py) + Py(I — Pum) Py
= ||Pm — PyPpm — PuPy +
+ Py Py Py + Py — PyPu Pyl
= [[Pm+ Py — PvPym — PPy
1(Prm — Pyv)(Pm — By
= [[Pm— Pyl

1.2.1. Gap, angulos y proyecciones

Dado que se pueden calcular el angulo y el gap entre subespacios tomando la
norma de las proyecciones, es natural observar relaciones entre estas cantidades.
Sean M, N subespacios cerrados de H, de la Proposicion 1.2.2, se tiene que

S(M,N) = co(M,N7+)
Por otro lado, si M NN+ = {0},
S(M,N) = c(M,N?*).
Estas relaciones permiten caracterizar a los operadores Py Py que tienen rango

cerrado con el gap.

Proposicion 1.2.4. Sean M, N subespacios cerrados de H,
§(M,N) < 1 implica que Py Py tiene rango cerrado .

Demostracion. Sid(M,N) < 1se tiene que MNN* = {0} y por lo tanto ¢ (M, Nt ) =
6(M,N). Por la Proposicion 1.1.5, ¢ (M, N+) = ¢(R(Pum), N(Py)) < 1 implica
que Py P tiene rango cerrado.

El siguiente es un conocido resultado de operadores que nos permitird probar
durante la tesis algunas equivalencias entre el gap, el angulo entre subespacios y sus
proyecciones ortogonales.

Teorema 1.2.5. (Douglas) [49] Sean B € L(H,K) y C € L(G,K). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. Existe D € L(G,H) tal que BD = C.
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2. R(C)) € R(B).

3. Eniste a > 0 tal que CC* < a BB*.

1.3. Marcos de vectores

En esta seccion presentamos todas las definiciones y resultados generales relaciona-
dos con la teoria de marcos. Enunciamos las definiciones para un conjunto de indices
numerable, de forma de abarcar los distintos tipos de marcos que se consideran en
esta tesis. Se consideraran especialmente sucesiones finitas {fi}_, para espacios de
Hilbert de dimension finita H,,, asi como sucesiones sobre N. Las definiciones, tanto
de marcos como de sus operadores, se enuncian de forma andaloga.

Definicion 1.3.1. Sea F = { fx }rer una sucesion de vectores en un espacio de Hilbert
separable H.

1. F es una sucesion de Bessel para H si existe B > 0 tal que para todo x € H,

> e, fi) [P < Bl (1.5)

kel

2. F es un marco para H si existen dos constantes positivas A y B tales que para
todo x € H,

Allz]* <Y 1, fi) P < Bl (1.6)

kel

3. Las cotas A y B que verifican (1.6) se denominan cotas de marco. Las cotas
de marco dptimas las denotamos por Ar y Br, es decir, Ar es el supremo de
las cotas de marco inferiores y Br es el infimo de las cotas de marco superiores.
St Ax = Br el marco se dice ajustado, si ademds A = Br = 1 se lo llama
de Parseval.

4. F es una sucesion marco para H si F es un marco para Spand fi}rer-

Se definen una serie de operadores que permiten caracterizar a aquellas sucesiones
que son marcos. En primer lugar, consideramos el operador de sintesis

Tr - €2(I) —H , T]:(C) = chfk

kel

y el operador de anilisis,
Tr:H — C(I), , Tr(x) = {{z, fi) brer-

Notar que estan bien definidos por (1.5) y son uno el adjunto del otro.

Proposicion 1.3.2. [38] Sea F = { fi}rer una sucesion de Bessel en un espacio de
Hilbert separable H.
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1. F es una sucesion marco si y sélo si el rango del operador de sintesis R(Trx) es
cerrado.

2. F es un marco para H siy solo si R(Tx) = H.

3. Las cotas optimas del marco son
Ar=A(T3)? y Br=|Tx|?. (1.7)

Una generalizacion de este resultado se obtuvo en [4]:

Proposicion 1.3.3. Sea F = {f,}nen un marco para un espacio de Hilbert H. Sea
{en}nen la base candnica ortonormal de (*(N). Si I C N, sea Pr la proyeccion orto-
gonal sobre span{e, :n € I} y Fr:= {fu}tner. Entonces:

1. Fr es una sucesion marco si y solo si R(TxPr) es cerrado.
2. Fr es un marco si y solo si R(TxP;) = H.
En ambos casos, las cotas de marco para Fr son A =~(TxP;)? y B = || TPy

Definidos los anteriores operadores, para un marco F podemos considerar el ope-
rador de marco,

Sr=TFT5 : H—H, Sr(x) =D (v, fi) fi.

kel

Este operador, que resulta claramente autoadjunto e inversible por (1.6), verifica
que
Ar I < Sr<Brl, (1.8)

Ademés permite reconstruir vectores x de H:

x = SrS7 (z) = Z (x, S7' (fr)) fr (1.9)
kel
y también
v =S5"Sr(@) =Y (z, fi) S5 (f). (1.10)
kel

La sucesion {S}lfk}ke[ es un marco al que se lo denomina marco dual canénico.
Sin embargo, este no es necesariamente el inico marco que verifica (1.9) y (1.10), lo
que lleva a considerar la siguiente definicion:

Definicién 1.3.4. Sea F un marco para H. Un marco G = {gi}rer €s un marco
dual para F si satisface las siguientes igualdades para todo x € H.:

$:Z<$,9k>fk :Z<xafk>gk- (1.11)

kel kel
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- -1
De entre todos los marcos duales G = { g }rer, el marco dual canénico {S7" fi }rer
es el de norma minima, esto es, para todo x € H,

Do ST P <Y g P

kel kel

1.4. Marcos de fusion

Sea W = {W,;};c; una sucesion de subespacios cerrados no triviales de un espacio
de Hilbert H y sea w = {w; };er € €°(I) una familia de constantes positivas denomi-
nadas pesos. Denotaremos por W,, a la familia de subespacios W = {W,};c; con los
pesos w.

Definiciéon 1.4.1. W,, es un marco de fusion para H si existen constantes positivas
A, B tales que

Allz)> <> w?|| Pw,z||* < Bl|z|]* para todo x € H. (1.12)

iel
Las cotas dptimas para (1.12) las denotamos por Ay, y By, .

Llamamos base ortonormal de subespacios a un marco de fusién W,, que
verifica que

» w = e, siendo e el vector de ¢5°(]) que tiene 1 en cada entrada.
» W; L W, para todo i # j.

La definicién 1.4.1 puede considerarse respecto a un subespacio cerrado S de H
y en tal caso decimos que W, es un marco de fusiébn para S. En particular,
decimos que W,, es una sucesién marco de fusioén si el subespacio considerado es
S = span{W;},.

Asi como se hace para marcos de vectores, se pueden considerar los operadores
de sintesis, anélisis y de marco para marcos de fusiéon. Para esto, deben considerarse
espacios apropiados que dependen del marco en cuestién. Para un marco de fusiéon
W,, se define el espacio de Hilbert Ky, := @iel W, dotado con la norma ¢2:

o> = " llgill®, g = (9:)ier € K.
iel
Ahora, podemos definir el operador de sintesis: Ty, : Kyy — H dado por
Tw,(9) = Zwi gi » para g = (gi)ier € K.
el

Por otro lado, Ty), € L(H, Ky ) es el operador de analisis de W, y esta definido
por:
Ty, (f) = {wi Pw, f }ier, para todo f € H.
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Por tltimo, el operador de marco: Sy, = Ty, 1y, € L(H)", satisface

Swo | = ZwizPWi fi para f€eH.

el

Observacion 1.4.2. Los marcos de fusion resultan ser una de las generalizaciones
méas conocidas de los marcos de vectores. Esto es, todo marco F = {f;};,c; para
‘H, se lo puede considerar como un marco de fusién W,, si tomamos los subespacios
unidimensionales W; = span{ f;} y los pesos w; = || f;||.

El siguiente resultado muestra que a partir de sucesiones marco, con los pesos
apropiados, se puede obtener un marco para el espacio de Hilbert. Asimismo, si se
cuenta con un marco de fusion, es posible obtener un marco considerando bases or-
tonormales de cada subespacio.

Teorema 1.4.3. Sea W = {W,;};c; una sucesion de subespacios cerrados de H y sea
w € (X(I). Para cada i € I, sea G, = {fij}jes, un marco para W; . Supongamos que

0<A=infA;, y B=supBg <oo.
el i€l

Sea & = {ei trek, una base ortonormal para cada W;. Entonces son equivalentes:
1. F =A{wifi;}ier, jes, = {wi Gi}ier es un marco para H.
2. & = {wieit bier, kex; = {w;i E}ier es un marco para H.
3. Wy = (w;, Wy)ier es un marco de fusion para H.

En este caso, las cotas de marco para W, , F y € satisfacen las desigualdades

— < Be=1hB < —. 1.13
L < Be= B, < (1.13)

1.5. Matrices y autovalores

Sea My, 4(C) el espacio de matrices complejas de dimension k& x d y M4(C) en
el caso que sean matrices cuadradas con k = d. En M4(C) consideramos dos subes-
pacios: el subespacio real de matrices autoadjuntas, que denotamos por H(d), y las
matrices definidas positivas que denotamos por P(d). Por otra parte, U(d) denota el
grupo de matrices unitarias de My(C).

Dado un vector € C? denotamos por D, a la matriz diagonal de My(C) cuya
diagonal esta dada por z. Si z, y € C? denotamos por z @ y € My(C) a la matriz de
rango 1 dada por (z ® y) 2z = (2,y) x, para z € C%.

Dado = = (2;)se1, € R?, siendo I, = {1,...,d}, denotamos por z+ = (z}),, al
vector que se obtiene ordenando sus entradas en orden no creciente (anélogamente, "
denota en orden no decreciente). Los vectores de R? ordenados en forma no creciente
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los denotamos por (R?)* = {2 : 2 € R}y por (R%o) = {a*: 2 € RL,} si tomamos
entradas no negativas. Analogamente, se definen (R)"y (RZ)".
Dada una matriz A € M,(C) denotamos por

MA) = AMA) = (Ai(A))ier, € (RY)

a los autovalores de A contando multiplicidades y ordenados en orden no creciente.
Dada B € M 4(C) denotaremos por s(B) = A(|B|) a los valores singulares de B, es
decir, los autovalores de la matriz |B| = (B*B)Y/? € H(d) contando multiplicidades y
ordenados de manera no creciente. Asociados a estos autovalores se puede considerar
la llamada descomposicidn en valores singulares, esto es, existen U,V € U(d) tales
que

B =U"Dyp)V.

La oOrbita unitaria de un vector x = (x;)er, € R? la denotamos por
O, ={G e My(C): \N(G) ==z} ={V*D,V:VelU(d)}.

Dado un conjunto de matrices S = §* = {A € My(C): A* € S} € M,(C), el
conmutante de S es la #-subalgebra unital de My(C) dada por

S§'={CeMyC): [C,D]=0paratodo D eS } C MyC).

1.5.1. Mayorizacion

La mayorizacion y log-mayorizacion entre vectores de RY tienen un rol funda-
mental en el andlisis matricial. A pesar de no ser un orden total, la mayorizacion
permite obtener muchas de las desigualdades matriciales conocidas por medio de la
comparacion de los autovalores y valores singulares. Para teoria de la mayorizacién
recomendamos el libro de G. Hardy, J. Littlewood y G. Polya [67] (quienes introdu-
jeron esta nocion), el libro de A. Marshall y 1. Olkin [87] y el articulo de T. Ando

12].

Definicién 1.5.1. Sean z,y € R% Decimos que z estd submayorizado por y (de-
notado por x <, y), si

J J
fo < ny paratodo 1<j<d.
i=1 i=1

Six <, yytrz= Ele T; = Zle y; = try, entonces = estd mayorizado por y, y lo
denotamos x < .

Observacién 1.5.2. Dados z, y € RY, denotamos por z <, si tenemos que x; < v;
para todo ¢ € [;. Las siguientes propiedades son ejercicios clasicos de mayorizacion:
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. 2<y = 2v<yt = 2 <, V.
2. v <y = || < |y|. donde |z| = (|z;])ic1, € R,
3.2 =<y, |z|t =y = 2t =y*

Lo que puede considerarse como una version multiplicativa de la mayorizacion es
la log-mayorizacién: dados z, y € R%O, decimos que x esta log-mayorizado por y,
denotandolo por z <, y, si tenemos que

k k d
Hx Hf para todo keﬂdlijgn :
i=1 i=1 i=1

=1

La mayorizacion y log-mayorizacion tienen propiedades interesantes respecto a la
traza para funciones convexas.

Proposiciéon 1.5.3. /8] Sean x, y € R y f : R — R una funcidn convexa.

1. Six <y, entonces tr(f(z)) := i flz) < ilf(yl) =tr(f(y)).

2. Six<ywyyf escreciente, tr(f(z)) <tr(f(y)).

3. St x <oq y entonces x <y, Yy, por lo que

4. Six <100y y f es creciente se tiene que tr(f(z)) < tr(f(y)).

5. Si f es una funcion estrictamente conveza tal que tr(f(z)) = tr(f(y)),

» r <y implica que existe una permutacion o tal que y; = x,(;, esto es,
rt =yt

» 51 % <Y Y f 1 Rsg = R es ademds no decreciente, entonces ewiste una
permutacidn o tal que y; = T, ().

Esta nocién provee condiciones para la resolucion de diversos problemas matricia-
les. En particular, podemos mencionar el problema de Schur-Horn, que consiste en
determinar la existencia de un marco con las normas de sus vectores prefijadas.

Proposicién 1.5.4. Sea B € P(d) con autovalores N = (N4, y sea a= (a;)¥_, con

ar > ...ap > 0. Eriste una sucesion G = {g;}¥_, en H(d) con operador de marco

Sg = B tal que ||g:||* = a; para todo 1 < i <k si y sdlo st a < \.

1.5.2. Normas unitariamente invariantes
Una norma N(-) en My(C) es

» unitariamente invariante si

N({UAV)=N(A) paratodo AeMyC) y U Vel(d),
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= estrictamente convexa si su restriccion a las matrices diagonales es una nor-
ma estrictamente convexa en C¢.

Denotaremos por N(-) a las normas unitariamente invariantes y nos referiremos a
estas normas con la sigla NUI (NUIs en plural). Ejemplos clasicos de NUIs son:

1. la norma espectral: ||Al|s, = s1(A),
2. las normas Ky-Fan: || Al|x) = S o

3. las normas-p: ||A, = tr(|A|P)Y/?, para p > 1 (estrictamente convexa si p > 1).

Estas normas se pueden relacionar con las llamadas funciones gauge simétricas en
R™ por medio de los valores singulares.

Definicién 1.5.5. Una funcion ® es una funcién gauge simétrica en R” si
1. ® es una norma,
2. ®(Pzx) = ®(x) para todo x € R" y toda permutacion P.
3. D(arxy, ..., anxy) = P(x1,...,2,) st a; = £1.

Teorema 1.5.6. [8] Si & una funcion gauge simétrica en R,
[[Allle = @(s(A))

define una NUI en M,,(R). Reciprocamente, si N(-) es una NUI, la funcion

define una funcion gauge simétrica en R™.

Otra relacion de las NUTs con los valores singulares es a través de la mayorizacion.
El siguiente resultado ilustra muy bien este hecho (ver por ejemplo el libro de Bhatia

[18]):
Teorema 1.5.7. Sean A, B € M,4(C) tal que s(A) <, s(B). Entonces:
1. Para toda NUT N(-) en M 4(C) se tiene que N(A) < N(B).

2. Si N(-) es una NUI estrictamente convexa en My(C) y N(A) = N(B), entonces
s(A) = s(B).
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1.5.3. Desigualdades de Lidskii

En la década del ’50, V. Lidskii fue el precursor de una serie de resultados vincula-
dos a desigualdades espectrales. Fue H. Wielandt (1955) quién encontrd una conexion
entre el resultado original de Lidskii y las desigualdades de Ky Fan. En su resultado
original de 1950, Lidskii aseguré que, si a = ()P, v f = (B;)f_, son los autova-
lores de A y B, los autovalores de A + B se encontraban en la cipsula convexa de
los vectores o + B, siendo [, las n! permutaciones de las entradas de . Wielandt
desarrolld su conocido principio de minimaz aportando una de las primeras pruebas
alternativas del Teorema de Lidskii [103], entre las existentes en la literatura. De las
diversas demostraciones, en palabras de Bhatia [10], "la prueba maés sencilla" se debe
a C. K. Li y R. Mathias [84].

Teorema 1.5.8. (Lisdkii) Sean A, B € H(d) con autovalores \(A),\(B) € (R%)*
entonces

MA)T+ A(B) < MA + B).

En [61], Gelfand y Naimark probaron una version multiplicativa de Lidskii para
valores singulares:

Teorema 1.5.9. (Gelfand, Naimark) Sean A, B € P(d). Entonces
log(s(AB)) — log(s(B) < log(s(A)).
Relacionando estos resultados se tiene el
Teorema 1.5.10. (Gelfand-Naimark-Lidskii) Sean A, B € P(d). Entonces
log(A*(B)) + log(AT(A)) < log(A(BA)).
Notar que, en particular,
log(A*(B)) — log(A*(A)) < log(A(BA™)) < log(A*(B)) —log(AT(4)).  (1.14)

En la teoria de marcos, las desigualdades de Lidskii contribuyeron con los llama-
dos problemas de diseno 6ptimo. En ese contexto, podemos mencionar dos problemas
de perturbacion estudiados en [91]: perturbacion dptima de duales candnicos con res-
tricciones, esto es, dado un marco finito F para un Hilbert H de dimensién finita, se
busca calcular los marcos duales G, con restricciones de norma sobre sus elementos;
perturbacion optima por marcos equivalentes, lo que consiste en considerar los ope-
radores inversibles V' proximos a la identidad, de manera que V(F) sea 6ptimo con
respecto a la dispersion de los autovalores de su operador de marco [91]. En el caso
particular de marcos de Parseval, en un trabajo reciente aparecen las desigualdades
en un problema de mejor aproximante a un marco arbitrario por medio de marcos de
Parseval (en espacios de Hilbert de dimension infinita) [33].
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1.5.4. Aspectos locales

Para el estudio local de problemas que involucran espacios de matrices es natural
considerar estructuras geométricas. Por ejemplo, en el trabajo [79] R. Leite, T. Richa
y C. Tomei prueban con técnicas geométricas y simplécticas casos particulares del
Teorema de Schur-Horn, tanto en su version autoadjunta como en versiones menos
conocidas para matrices anti-simétricas. Muchas de las estructuras definidas en ese
trabajo se encuentran también en el contexto local de las desigualdades de Lidskii
que estudiamos en el capitulo 5. En esta seccién incluimos brevemente las nociones
de geometria diferencial que seran necesarias para los resultados de ese capitulo.

Dada una variedad diferenciable Ny p € N, denotamos por 7, N al espacio
tangente de N en p.

Definicién 1.5.11. St N y M son variedades diferenciables y F : N — M es una
aplicacion diferenciable, F' es una submersién en p € N si su diferencial

DpF:7;,N—>7}(p)M

es suryectivo. Si F' es una submersion en cada p € N entonces se dice que F' es una
submersién.

El siguiente resultado nos asegura que toda submersion F' es localmente abierta
alrededor de py.

Teorema 1.5.12. Sean N y M variedades diferenciables y F : N' — M una apli-
cacion diferenciable. Si F' es una submersion en p, € N entonces para todo £ > 0,
si

N.:={peN:dp,p) <e},
el conjunto F'(N.) contiene un entorno abierto de F(py) en M.

En este trabajo consideramos a U(d) € M4(C) dotado con su estructura natural
de variedad diferenciable. Ademas, consideramos la variedad producto U(d) x U(d)
dotada con la siguiente métrica:

d((Ur, V1), (Uz, V2)) = méx{[|Uy — Ual|, [V = V2l },

siendo | - || la norma espectral usual.

Es sabido que se puede identificar al espacio tangente en la identidad T;U(d)
con el conjunto de las matrices anti-hermitianas i - H(d) por medio de la aplicacion
exponencial

H(d) i X — exp(X),

va que la curva y(t) = exp(tX) € U(d) verifica que 7/(0) = X € i - H(d).
Dados A, B € H(d), sea

Oa = {V*AV : V € U(d)}
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la orbita unitaria de A. Si consideramos la funcion suave C4 : U(d) — Oy, definida
por C4(U) = U*AU entonces

DiCa(X) =X, Al € H(d) para X e€i-H(d),

donde [B, A] := BA— AB.






Capitulo 2

Marcos y sucesiones de Riesz

En la teoria de marcos, se habla de exzceso cuando se hace referencia a la capacidad
de un marco para poder prescindir de algin elemento y que esto no implique que la
sucesion pierda su esencia de marco. Aquellos marcos que dejan de serlo si alguno de
sus elementos es removido se los llama ezactos. Esta clase de marcos esta fuertemente
relacionada con las conocidas bases de Riesz.

Entre los antecedentes destacados de las bases de Riesz en el contexto de espa-
cios de Banach, se decia que una base {f;};2, era Besseliana si la convergencia de
> orey crfr implica Y 07 feg|* < oo. Por otro lado, se decia que una base {fz}32;
era Hilbertiana si Y, |cx|* < oo implica la convergencia de Y, | ¢ fi. Las sucesio-
nes que fueran simultaneamente Besselianas y Hilbertianas son las que actualmente
llamamos bases de Riesz [96].

Uno de los puntos fuertes de las bases de Riesz radica en su incondicionalidad
como bases, lo que resulta de gran utilidad en las aplicaciones, por ejemplo, las hace
Optimas para la compresion de senales. Como suele suceder, quizas como producto de
la complejidad del problema a resolver, las sucesiones que se toman no son completas,
lo que lleva a considerar las llamadas sucesiones de Riesz. Christensen muestra en |34|
que los marcos exactos resultan ser sucesiones de Riesz generadoras.

Dentro de la gran cantidad de problemas abstractos que se consideran vinculados
a los marcos, podemos encontrar el estudio de los subconjuntos de un marco, con
especial atenciéon en sus propiedades de independencia lineal y su capacidad para
generar. Por ejemplo, se estudia a las sucesiones de Riesz como particion de marcos
en conjuntos linealmente independientes. Un problema relacionado a este enfoque es
el problema de Kadison-Singer para marcos |20].

Los primeros resultados de este capitulo tratan sobre caracterizaciones de sucesio-
nes marco y sucesiones de Riesz por medio de desigualdades de operadores. Por medio
de una caracterizacion del gap entre subespacios cerrados en términos del minimo de
una desigualdad de proyecciones, indicamos como tienen que ser las subfamilias de
un marco para H para que éstas, a su vez, sean también marcos. Por ultimo, relacio-
nando nuestras caracterizaciones con resultados recientes de la literatura, exhibimos
dos aplicaciones a marcos de Parseval.

17
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2.1. Sucesiones de Riesz

En esta primer seccion examinamos las caracterizaciones clasicas relacionadas con
marcos y sucesiones de Riesz. Para eso, comenzamos de forma general considerando
bases ortonormales que relacionaremos con las bases de Riesz. Luego de la definicion
de sucesiones de Riesz, notamos que la nocion alternativa de sucesiones de Riesz-
Fischer permite distinguir qué caracteristicas estan vinculadas a cada una de las
cotas de una sucesion de Riesz.

Dada una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable, podemos carac-
terizar todas las otras a través de un operador unitario. Es decir, si {e;}72; es una
base ortonormal para H, entonces las bases ortonormales para H son precisamente los
conjuntos {Uey}2,, siendo U € L(H) un operador unitario. Esto se puede relacionar
con la definiciéon de bases de Riesz, en la que también se consideran perturbaciones de
bases ortonormales, con la diferencia que el operador de perturbaciéon es inversible.

Definicién 2.1.1. Una base de Riesz para H es una familia {Uey}2, donde
{ex}2, es una base ortonormal para H y U € L(H) un operador inversible.

A las bases de Riesz se las puede caracterizar a través de la siguiente desigualdad:
una sucesion { f;}iec; completa para H es una base de Riesz en H si existen a,b > 0
tales que

2
CZZ|CZ'|2 S Zczfl S bZ|CZ‘2 (21)
icJ icJ icJ
Esta desigualdad lleva a definir las sucesiones de Riesz:

Definicion 2.1.2. Una sucesion { fi}ier es una sucesiéon de Riesz para H si existen
a,b > 0 tales que

2
aZ\ci\z S chfz S bZ’CZP (22)

icJ ieJ ieJ
Es claro que una base de Riesz es un marco y que toda subfamilia de una base de

Riesz resulta una sucesion de Riesz. El siguiente es un resultado conocido que muestra
relaciones entre sucesiones de Riesz, bases y marcos.

Teorema 2.1.3. Sea {f}32, un marco para H. Entonces son equivalentes:

w {fe}32, es una base de H.

{fe}32, es una sucesion de Riesz completa para H.

{fx}32, es un marco exacto.

{fe}i2, es minimal i.e. f; ¢ span{ fi}iz; para todo j € N.

{fr}i2, es w-independente i.e. si Y oo, crfr = 0 para algin {c}32, € *(N),
entonces ¢ = 0 para todo k € N.
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En [27] los autores estudiaron aquellas sucesiones que admiten la cota inferior en
(2.2) y denominaron a estas sucesiones como sucesiones de Riesz-Fischer. Estos resul-
tados permiten identificar algunas de las propiedades que provienen de la existencia
de la cota inferior de las sucesiones de Riesz. Notar las diferencias con el Teorema
2.1.3.

Teorema 2.1.4. Sea {f;}72, una sucesion para H. Si se consideran los siguientes
enunciados,

1. {fi}2, es una sucesion de Riesz-Fischer completa,

2. {fr}i2, es minimal y satisface la cota inferior de marco,

3. {fr}i2, es w-independente y satisface la cota inferior de marco,
entonces se tiene que 1. = 2. = 3.

Es posible caracterizar a aquellas sucesiones que posean cota inferior de Riesz
determinando la existencia de una sucesion de Bessel que cumpla una condicién de
ortogonalidad.

Proposicion 2.1.5. Sea {f;}32, una sucesion de un espacio de Hilbert H. Si existe
una sucesion {g;}2, de Bessel tal que (f;, g;) = 6;;(delta de Kronecker) entonces
{fi}32, es una sucesion de Riesz-Fischer.

El siguiente ejemplo muestra una aplicacion de la proposicion que permite asegurar
la existencia de la cota inferior de Riesz de una sucesién dada.

Ejemplo 2.1.6. Sea {¢;}$°, una base ortonormal para H y {fi};>; una sucesion
dada por
S (—1)e si k es par
Jr =

Zle(—l)”lei si k es impar

Si {32, = {ex +ert1}32, es facil de ver que es una sucesion de Bessel que verifica
que (fi,g;) = 0;;. Por la proposicién anterior, {f;}7>, es una sucesién de Riesz-
Fischer.

2.1.1. Sucesiones de Riesz y sucesiones marco

Un evento que fortaleci6 la relaciéon entre marcos y sucesiones de Riesz fue la
aparicion de la conocida conjetura de Feichtinger en 2002: si F = {f; }ics es un marco
tal que inf;en ||f;|| > 0, F se puede particionar en una union finita de sucesiones
de Riesz. Esta conjetura resultd ser equivalente a una mas antigua, la conjetura de
Kadison—Singer de 1959 (Casazza y Tremain, 2005). Con el transcurso de los anos, la
conjetura de Feichtinger fue relacionada con otros problemas hasta que fue confirmada
en 2013, por Marcus, Spielman y Srivastava.
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El sentido de la dualidad entre los marcos y las sucesiones de Riesz se puede
apreciar en términos de cotas de operadores. La condicién de ser marco refiere a la
acotacion superior e inferior del operador de sintesis, mientras que la condicion de
sucesion de Riesz equivale a acotaciones del operador de anélisis.

Concluimos la seccion con un resultado que relaciona sucesiones de Riesz y suce-
siones marco con desigualdades de los operadores grammiano y de marco, respectiva-
mente. Este resultado anticipa las nociones que trabajaremos en este capitulo y las
técnicas que utilizaremos.

Proposicion 2.1.7. Sea F = {f;}icr una sucesion de Bessel en un espacio de Hilbert
H, con operador de sintesis T'r, operador grammiano Gr = T31r y operador de marco
Sr. Entonces,

1. F ={fi}tier es una sucesion de Riesz si y solo si existe a > 0 tal que

G]: = T;—T]: Z a[dp(]).

2. F ={fitier es una sucesion marco si y sélo si existe a > 0 tal que

S]-‘ B T}‘T;— Z aPN(T;__)L.

Demostracion. Supongamos que F = {fi}ic; es una sucesion de Riesz en H, con
operador de sintesis 7. Entonces, existen a,b > 0 tales que se verifica (2.2) para cada
{ci}ier € €*(I) finito. Como T es acotado, es facil ver que (2.2) vale para todo {c; }icr
en (2(I). Si {c;}icr € (*(I) entonces

(TrTr{citier, {citier) = | Tr{ci}icr|” = all{citierll? = a {ciier. {citier) -

La reciproca se prueba también de esta desigualdad.

Por otro lado, si {f; }ics es una sucesion marco entonces T es un operador con ran-
go cerrado (simplemente por la definicién de marco). Luego, como hicimos mas arriba,
las desigualdades de marco en R(Tx) = N(T%)* implican que T#T% > aPy sy Un
razonamiento similar se puede aplicar para la prueba de la reciproca.

2.2. Marcos y gap entre subespacios

En esta seccion recorremos distintas condiciones que relacionan desigualdades de
proyecciones ortogonales con el gap entre ciertos subespacios. Estas equivalencias dan
lugar a una caracterizacion de las subfamilias de un marco que también sean marco.
Finalmente, mostramos aplicaciones al caso particular de marcos de Parseval.

En la primera de estas desigualdades de proyecciones notamos que se puede cal-
cular el gap entre subespacios cerrados como el minimo de una desigualdad de pro-
yecciones.
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Proposicion 2.2.1. Sean M, N subespacios cerrados.
FMN) =min{\: 0 <\ < 1, Py PPy < APy}

Demostracion. Para la prueba, consideremos P = Py v (Q = Py.
Sea 0 < X\ <1 tal que PQ+P < AP. De (1.2.2) tenemos que

IPQHPII* = [(Q-P)(QP)|| = |QP|* = (M, N)*.
Como por PQ*P es autoadjunto,
PQ™P < §(M,N)* I.
Conjugando con P vemos que
PQ*P < §(M,N)* P.
Por otro lado, si x € H, ||z|| = 1, tenemos que

1@ Pz|]* = (Q"Pz,Q Px)
= (PQ"Pz,z) < (A\Pz,z) = \|Pz|]> <\

Tomando supremo sobre ||z|| = 1, como §(M, N)? = ||Q* P||* , tenemos que

S(IMLN)2 <A

De este resultado obtenemos una serie de equivalencias:
Corolario 2.2.2. Sea M, N subespacios cerrados de H. Son equivalentes:
1. existe a > 0 tal que Py PyxnPa > a Py
2. 0(M,N) < 1.
8. co (M, N*) < 1.
4. Py Py tiene rango cerrado y R(PyPy) = M.
5. existe X € L(H) con ||X|| =1 tal que Py = PPy X.

Demostracion. Las equivalencia entre 1. 2. y 3. se deduce del resultado anterior y de
los preliminares de gap. Por otro lado, 1. 4. y 5. son consecuencia del Teorema de
Douglas (Teorema 1.2.5).
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Notemos que este resultado, en un Hilbert de dimension finita, permite probar el
resultado conocido que indica que

si ||Pv — Pyl <1 entonces dim(M) = dim(N).

-~

Si||Pv—Pyl| = 6(M,N) < 1 entonces §(M,N) < 1y §(N, M) < 1. Por el corolario
esto implica que
R(PyPym) =N y R(PuPy) =M,

con lo cual, dim(N) < dim(M) y dim(M) < dim(N).

La siguiente equivalencia entre desigualdades de producto de proyecciones se vale
de la caracterizacion del gap del comienzo de esta seccion y es de utilidad para varios
resultados de este capitulo.

Proposicion 2.2.3. Sea H un espacio de Hilbert complejo separable y sean P y Q)
proyecciones ortogonales. Entonces, son equivalentes:

. Eriste 0 < a <1 tal que PQP > aP.
ii. Bxiste 0 < a <1 tal que Q*P+Q+ > aQ™.
Mids ain, si 6*(R(P), R(Q)) < 1, se puede tomar a = 1 — 6*(R(P), R(Q)).

Demostracion. Supongamos que PQP > aP. Considerando que Q+ = I —(Q, tenemos
que
PQ*P < (1—a)P.

Por el teorema anterior,

P (R(P),R(Q)) <1 —a.

Por la Proposiciéon 1.2.2,

QJ_PJ_QJ_

INIA
=
|
2
O
}_

Reescribiendo esta desigualdad tenemos ii. La prueba de la reciproca se desarrolla de
la misma forma.

Teorema 2.2.4. Sea F = {f;}icr un marco para H y o C I, entonces

F, ={fi}ico es marco para H siy solo si (52(R(T}), R(P,)) < 1.



2.3. Aplicaciones del gap a marcos de Parseval 23

Demostracion. Supongamos que 6*(R(T%), R(P,)) < 1. Por la Proposicién 2.2.3, para
a=1-0*(R(T%), R(F,)),

Prrs)Po Prirz) 2 0 Prry).

Notar que Prry) = T}S}le, entonces
T;—S}le Pa T;—S‘;—lT]: >« T;S}le (23)
Conjugando con T'r y T’z y por definiciéon del operador de marco S,
TrP,Tr > o Sr.
Por Teorema 1.2.5 (Douglas), esta tltima desigualdad implica que
1/2
H = R(S%") C R(TrF,),

pero R(S}E/Q) = H, por lo que TP, resulta suryectiva.
Reciprocamente, supongamos que F, = {f;};c, es marco con cota inferior A, > 0.
Considerando la desigualdad de operadores (1.8) para Sz,

(T#P,)(TxP,)" = T¥P,T: > A, I (2.4)
Como S7' > é I, conjugando (2.4) primero con S7' y luego con Tk y Tr:

A

SATFP,TES7 > A, S72> =% S7!
_F
* o—1 * o—1 AU * o—1

Ay
PrrgyPoPrery) 2 B—IPR(T;y

Luego, por la Proposicién 2.2.1,

2.3. Aplicaciones del gap a marcos de Parseval

En esta ultima seccion mencionamos dos aplicaciones a marcos de Parseval a partir
de resultados de las secciones previas. Recordamos que los marcos de Parseval son un
caso particular de la clase de marcos ajustados donde las cotas de marco coinciden.
Es un hecho conocido que la funcién que desempena todo marco en términos de
reconstruccion la puede llevar a cabo un marco de Parseval. En efecto, si F = {fi }ies
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es un marco, para todo x € H,

r = SpSylz= Z <I, S]_:lfi> Ji

el

— 5 <Z (2.5 1:) fi> =3 (0520 85

el el

En otras palabras, todo marco F = {f;}ic; admite como perturbacién al marco de
Parseval {S;lﬂfi}ig.

Otra aproximacion de un marco a los marcos de Parseval es a través de la nocion
de marcos € -casi Parseval [19]: un marco F = {f; }ics se dice e-casi Parseval si existe
e > 0 tal que para todo x € H

(L—e)llz)* < D 1{a i) | < (L +e) [l (2:5)

el

Notar que si € = 0 tendriamos la igualdad de la definicion de marco de Parseval.
Por otro lado, si F es un marco e-casi Parseval su grammiano Gz satisface que
(1=l <Gr<(1+e)l.

2.3.1. Sucesiones de Riesz y sucesiones marco

Como hemos dicho anteriormente, existen numerosos resultados que relacionan
las sucesiones de Riesz con los marcos y su descomposicion en subfamilias. A estas
subfamilias se les suele pedir que sean linealmente independientes o que generen algin
subespacio especifico. En |95], Olevskii y Ulanovskii realizan una descomposicion de
una base ortonormal en dos subconjuntos disjuntos y aplican proyecciones ortogonales
a dichos subconjuntos. Prueban que, mientras uno de los conjuntos proyectados es
una sucesién marco, el otro tiene que ser una sucesion de Riesz. Por su simpleza
incluimos la prueba a continuacién.

Proposicion 2.3.1. [95] Sea U una base ortonormal de H. Supongamos que U es
union de dos subconjuntos disjuntos V y W y que H es suma directa de dos subespacios
ortogonales Hy y Ha, siendo P; las proyecciones ortogonales en H;. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

» Pi(V) es un marco en H.
» Po(W) es una sucesion de Riesz en Hs.

Demostracion. Supongamos que P;(V) es un marco en H;. Tomemos f € P,(W) y
fi € H; tales que
f=fth=) cwuw,

weWw
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para cierto c(w) de ¢2. Para todo v € V, se tiene que (f,v) = 0, por lo que

(f1,v) = = (f2,0).

De esta igualdad y la hipdtesis de ser marco se tiene que

AR < S 1 P =g S = S 1w P = SRR

veV veV uelU

Se obtiene asi la desigualdad superior:

Sl = LAIF = A+ 151 < (145 ) I

weWw

La desigualdad inferior y la reciproca se prueban anilogamente.

Extendemos el resultado de Olevskii y Ulanovskii a marcos de Parseval. En la
prueba, la utilidad del gap se materializa a través de una proposiciéon anterior, lo que
aporta informacién sobre la cota inferior 6ptima.

Teorema 2.3.2. Sea {f;}icr un marco de Parseval de H, M un subespacio cerrado
de H y o C I. Son equivalentes:

i. {Pm(fi)}ico €s una sucesion de Riesz.
ii. {P(fi)}icoe €5 una sucesion marco.
En particular, las cotas inferiores dptimas de ambas sucesiones coinciden.

Demostracion. Sea {b;}ic; la base candnica ortonormal en ¢2(I). Sea U : (*(I) — H
el operador de sintesis de {f;}ic; v sea P, la proyeccion ortonormal (diagonal) sobre
el subespacio generado por {b; };c,. Notar que U es una coisometria, esto es, UU* = I.

Supongamos que R = {Pum(fi)}ico €s una sucesion de Riesz con cota inferior
a > 0. Sea W un isomorfismo isométrico

W : (*(0) — spanib; ico C 2(1).

Entonces, el operador de sintesis Tr para { Py(f;)}ico esta dado por T = Py UW.
Es claro que PyUW = Py UP,W. Luego, por la Proposicion 2.1.7, tenemos que

TRTr = W*P,U PWUFP,W > aldpyy) = aW*W.
Dado que W es una isometria,

P,U*PWUP, > aP,.
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Tomando Q = U*Py U y P = P,, por la Proposicion 2.2.3 tenemos que
Q PrQt > aQ,
que es lo mismo que decir que
U*Py UP, U*Py U > aU*Py,.U.

Esto implica que Py UPFP,.U*Py1 > aP) .. Entonces, usando nuevamente la Pro-
posicion 2.1.7, tenemos que {Pi;(fi)}icoe €s una sucesion marco, con cota inferior de
marco a > 0. La prueba de la reciproca se puede hacer de la misma forma sin mayores
dificultades.

Cabe destacar que en la demostracion de la prueba de Olevskii y Ulanovskii
ellos mostraron que si la cota inferior de la sucesion marco {Puf;}ics €s a, enton-
ces { P fi}icoe €8 una sucesion de Riesz con cota inferior =47~ Por nuestra parte,
pudimos establecer que a es cota inferior de ambas sucesiones. Notemos ademas que
a> 5. Una forma de dimensionar la precision sobre la cota inferior queda ilustrado
con la siguiente observacion.

Observacion 2.3.3. Notar que, dado que una base de Riesz es de Parseval si y s6lo
si es una base ortonormal, podemos interpretar que la magnitud ¢ > 0 de un marco
e-casi Parseval mide 'cuanto difiere un marco de ser una base ortonormal’. El Teorema
2.3.2 implica que si H = H, & Ha y F = {fi}icr €s un marco de Parseval, para cierto

€ > 0, son equivalentes:
» {Py,(fi)}ico €s e-casi Parseval en su espacio generado.

] {Pﬁz(fi)}iegc es e-cast base ortonormal en su espacio generado.

Asi, si {Py,(fi)}ico es e-casi Parseval con ¢ < 15,

1 —¢e>0,9. Con la cota inferior que deducimos de la prueba de Olevskii-Ulanosvkii

su cota inferior resulta a =

se pierde informacion respecto a la cota inferior de la sucesion {Pj, (fi)}ieoe, s6lo

19 ~
=gy 0,47,

podriamos afirmar que la cota inferior es mayor a

2.3.2. Condicién del espectro del Grammiano

En [20], los autores dieron respuesta a ciertos problemas relacionados a la des-
composicion de marcos en conjuntos linealmentes independientes. En uno de sus re-
sultados preliminares notaron que, dado un marco de Parseval, las subfamilias de ese
marco que satisfacen una condicion de densidad se pueden caracterizar a partir de un
determinado autovalor de las compresiones del grammiano.

Proposicion 2.3.4. [20] Si F = {fi}ier un marco de Parseval para H, Gr = T5Tr
su grammiano y o C I, entonces

spand{ fi}ico = H sisolo si 1 no es autovalor de P,eGxP,e.
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Inspirados en el antedicho resultado podemos dar una equivalencia de marco so-
bre las subfamilias de un marco de Parseval considerando el espectro del operador
P,.G£P,.. La prueba es inmediata aplicando el Teorema 2.2.4 de la seccion anterior.

Proposicion 2.3.5. Sea F = {fi}ic; un marco de Parseval para H, Gz su gram-
miano y o C I, entonces

{fi}ico €s marco si sblo si 1 no pertenece al espectro de P,cG Pe.

Demostracion. Por Teorema 2.2.4,
{fi}ico €s marco en H es equivalente a que 6(R(T%), R(P,)) < 1

pero
5(}%CF;)a}%(}z))::‘|}Z‘(;F|P ::||}%f(;F}%‘H

de donde se sigue el resultado enunciado.

En el siguiente ejemplo se considera un marco de parseval F = {f;}ien tal que
para cierto conjunto o C N, el subespacio generado por {f;}ic, es un denso que no
es un marco. Ademas, se ve que 1, que no es un autovalor de P,.G zP,., pertenece al
espectro.

Ejemplo 2.3.6. Sea H un espacio de Hilbert y {e;};eny una base ortonormal. Sea
s
{05} nen una sucesion de ntimeros reales tal que lim, o 6, = 7 Consideremos la
sucesion F = { f,, }nen dada por
for—1 = cos(Or)er v for = sen(Oy)ex

Es claro que F es un marco de Parseval ya que para todo x € H,

Yol ) Po= Y cosP (O] (w,en) P+ sen® (Op)] (w ex) |

neN 1€N

> e P =l

ieN
Si consideramos o = {2k — 1}xen, la sucesion
{fities = {cos(Or)ex}ren

es claramente densa en H. Sin embargo, no resulta un marco para H pues

Z]ej,fZ = cos’(0;) — 0.

i€o
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Por otro lado,

Gr = Z c05? () eap_1®@egp_1-+cos(0y)sen(0y) (eax®ep—1+ear_1Dear)+sen? (0ar,) ear@eor.
keN

Matricialmente, en la base {e;};en,

cos®(6y) cos(61)sen(6,)
cos(by)sen(6r) sen?(6y)
cos?(6s) cos(0s)sen ()
Gr= cos(6s)sen(6s) sen? ()

Por lo tanto,

PUcG]:PUc = Z senQ(Hk) €ar X ey,
keN

es un operador diagonal y su espectro {sen?(6x)}, oy contiene a 1.



Capitulo 3

Marcos Woven

En este capitulo estudiamos una familia de marcos que representa otra forma
de recurrir a la redundancia en el contexto de marcos, los llamados marcos woven.
Como mencionamos anteriormente, la redundancia es una caracteristica tipica de los
marcos que incentiva su presencia en las aplicaciones. En algunos problemas resulta de
utilidad contar con més de un conjunto de vectores que sea marco, es decir, con més
de un marco para un mismo espacio. Hacemos menciéon de un problema de aplicacién
para dar una idea inicial.

Supongamos que se tiene una placa de metal de la cual necesitamos medir la tem-
peratura en cada punto de la superficie. Para eso, se instala un conjunto de sensores
F ={fi}¥, que permite obtener dicha temperatura utilizando sus N elementos. Pa-
ra mayor precision, se instala otro sistema de sensores G = {g;}», con las mismas
caracteristicas de F pero ubicado en otros puntos de la placa. Si tomamos cierto
o C {1,...,N} y consideramos los sensores o de F y los sensores c¢ de G, ;co-
mo tienen que ser F y G para que podamos obtener la temperatura deseada con
{fi}ico U{i}icoe independientemente del o elegido?

En términos de marcos, se puede pensar este problema de la siguiente manera:
sean F = {fitie1 v G = {9 }icr dos marcos para un espacio de Hilbert . Se buscan
condiciones sobre F y G de manera que para todo o C I, {fi}ico U {¢i}icoe sea un
marco para H.

La nocion de familias de marcos woven fue presentada por primera vez por Bem-
rose, Casazza, Grochenig, Lammers y Lynch en 2015 [15]. Una de las dificultades de
esta nocién se presenta al momento de obtener cotas de marcos que no dependan de o.
En el caso méas simple, se cuenta con pares de marcos {F,G} y se desea obtener cotas
uniformes para los marcos { f;}ico U {gi}icoc. Es por esto que los autores considera-
ron apropiado definir el término débilmente woven si las cotas de marco dependen de
cuales elementos de cada marco se consideran. Los autores probaron que las nociones
de woven y débilmente woven son equivalentes para pares de marcos, para familias
de marcos {F;}Y, con N > 2 resulta un problema abierto. Actualmente, el estudio
de marcos woven se encuentra en aumento, como se puede apreciar en los numerosos
trabajos que surgieron en relacién a nociones de marcos, como marcos woven en es-

29
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pacios de Banach [28], asi como generalizaciones, marcos continuos en [100] o marcos
woven de fusion [45], entre otros.

Exhibimos en este capitulo resultados para pares de marcos woven, entre los que
destacamos un resultado que mejora una condicion de suficiencia de [15] y una pri-
mera condicidén necesaria en esta nocién inspirada en las propiedades de angulos de
subespacios de los marcos de Riesz.

3.1. Definicion de woven y principales resultados

Los marcos woven resultan una nocién relativamente reciente. Exhibiremos a conti-
nuacion las definiciones generales y algunos de los principales resultados. Para M € N
denotaremos por [M] al conjunto {1,2,--- , M}.

Definicion 3.1.1. Sea F = {F;}}., una familia de marcos F; = {fi;}ier y una
particion {o;}cpn de 1.

» Se denomina weaving a la familia de vectores que se forma al considerar los
elementos {fij}z-eaj de cada marco Fj}.

= F es débilmente woven si para cada particion {o;}jc de I todo weaving
{fij}ies, es un marco con cotas A,, B,.

Definiciéon 3.1.2. Una familia de marcos {fij}ielﬁje[M} es woven si es débilmente
woven y existen A, B > 0 tal que para toda particion {o;}jc de I,

M
All* <Y " (e, fi) [P < Bll|*.
j=1 i€o,
Es decir, si existen cotas de marco uniformes A, B para todo weaving.

Si contamos con familias finitas de marcos donde cada weaving es un marco, la
uniformidad que demanda la definicion de marcos woven respecto a la cota superior,
se obtiene facilmente.

Proposicion 3.1.3. Sean F; = {fi;}icr sucesiones de Bessel para H con cotas B;
para todo j € [M]. Todo weaving de {F;}}_, es una sucesion de Bessel con cota

M
Zj:l BJ"

Demostracion. Para cada particion {o;},cp de Iy todo x € H,

DD e fid P D e fiy) P < ZBj ke

j=1 ico; j=1 icl
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Es natural preguntarse cuidndo las nociones de débilmente woven y woven son
equivalentes. En dimension finita la respuesta es trivial porque hay una cantidad
finita de particiones de un conjunto de indices.

Teorema 3.1.4. Una familia de marcos { fi;}icr jep para un espacio de Hilbert H
de dimension finita es woven si y solo si para toda particion {o;};enn de I, { fij}ieco,
es un marco para H.

En dimension infinita, las condiciones que se deben pedir sobre la familia de marcos
para asegurar equivalencia entre woven y débilmente woven se encuentran ain en
estudio. Los autores de [15] pudieron probar la equivalencia para pares de marcos
woven sin considerar hipotesis extras. Las técnicas empleadas para la prueba consisten
en el analisis de una serie de condiciones sobre el conjunto de indices. Dichas técnicas
no parecen extenderse a familias con una mayor cantidad de marcos.

Teorema 3.1.5. Sean F = {f;}icr ¥ G = {9 }icr marcos para un espacio de Hilbert
H. Son equivalentes:

w» {F,G} es débilmente woven.

» {F,G} es woven.

3.2. Pares woven y operadores

En esta seccion centramos nuestro estudio en familias de pares de marcos pro-
poniendo un enfoque de operadores al problema. Retomamos la definicion de woven,
ahora para pares de marcos:

Definicién 3.2.1. Sean F = {f;}icr v G = {gi}ticr dos marcos para un espacio de
Hilbert H. Un par (F,G) es woven si ezisten A, B > 0 tales que para todo o C I,

Allzl® < Y 1, fi) P+ Y 1w gi) P < Bl

€0 1€0°¢

para todo © € H.

Es facil construir pares de marcos woven y no woven:

Ejemplo 3.2.2.
» Si F = {fi}icr es un marco para un Hilbert H , (F,F) es un par woven.
» En particular, si £ = {¢;}32, es una base ortonormal, (£, £) es un par woven.

» Por otro lado, {e;}3°, v {e2,e1} U {e;}3°5 no son woven.
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Podemos presentar la definicion de pares woven en términos de los operadores
de sintesis de cada marco. Esta traduccion al lenguaje de operadores serda de gran
utilidad para nuestros resultados venideros. Para ¢ C I, denotaremos por P, a la
proyeccion ortogonal sobre spamn,, . {e,}.

Proposicion 3.2.3. Sean F = {fi}ticr v G = {gi}icr marcos para un espacio de
Hilbert H con operadores de sintesis Trx y Tg, respectivamente. (F,G) es un par
woven st y solo si TgP, + TrP,c es suryectivo para todo o C I.

Demostracion. Dado o C I, consideremos {¢; }ico U {fi}icoc. Por la Proposicion 1.3.3
tenemos que

{9i}ico U {fi}icoe €s un marco

) (3.1)

TGP, + TrPye = TgP, + Tx(I — P,) es suryectivo.

Con lo cual, por Teorema 3.1.5, (F,G) es woven si y solo si TgP, +Tx(I — P,) es
suryectivo para todo o C I.

3.2.1. Condiciones suficientes

Las condiciones suficientes que exhiben los autores de [15| para que un par de
marcos sea woven consisten en desigualdades relacionadas con las cotas 6ptimas de
cada marco junto con un resultado de perturbacion.

Teorema 3.2.4. Sean F = {f;}icr ¥ G = {9 }icr marcos para un espacio de Hilbert
‘H con cotas de marco Ar, Br y Ag, Bg, respectivamente. Sea 0 < A < 1 tal que

AVBr +\/Bg) < 22 (3.2)

2

Supongamos que para toda sucesion de escalares {a;}ier se tiene

1Y ailfi = a)ll < X [{atier o, (3.3)

iel
entonces (F,G) es un par woven.

Proposicion 3.2.5. (Cor 6.2 [15]) Sea F = {f;}ic1 un marco para un espacio de
Hilbert H y sea T € L(H) tal que

A
l1d —T|]> < == (3.4)
Br

para i € 1, entonces {f;}icr y {Tfi}ier son woven.
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Notar que de la desigualdad (3.4) se obtiene la inversibilidad de 7. Una mejora
de este resultado es consecuencia del Teorema 3.2.7.

El siguiente resultado que usaremos en esta seccién es un caso particular de lo
desarrollado por J. Ding y L. Huan en [46].

Lema 3.2.6. [37] Sea A € L(H) un operador suryectivo, con inversa de Moore-
Penrose AT, Si B € L(H) es tal que ||[A — B| < ||AT]|7! = y(A), entonces B es un
operador suryectivo con y(B) > v(A) — ||A — B]|.

Demostracion. Debido a la suryectividad de A se tiene que AAT = I. Como
|BA1]| = (B - )T < 15— Al AT < 1.

BA' es inversible. Méas atin, por el clasico resultado de Neumann,

o0

(BAT)™' =Y (I - BAT)".
n=0
Por lo que,
[ < S|l - BAYy| < A= B A 39
n=0 n=0

Como el operador AT(BAT)~! es una inversa a derecha de B, B resulta un operador
suryectivo. Dado que la inversa de Moore-Penrose es la que tiene la norma minima
sobre las pseudoinversas, || Bf|| < ||AT(BAT)~!||. Luego,

vB) =BT = [|ATBAY T = A |(BAh

(3.5

D) (ZHA—BH” HA*H“>

= A4 BI[AT) =(4) ~ 4= Bl > 0.

Teorema 3.2.7. Sean F = {fi}icr v G = {9:}icr marcos para un espacio de Hilbert
H con operadores de sintesis Tr y Tg, respectivamente. Si Ax es la cota inferior de
marco de F y ||[Tx — Tg|| < VAr, entonces (F,G) es un par woven con cotas de
marco (AY? — | Tr — Tg|))? y Br + Bg.

Demostracion. Dado o C I, sea W, un weaving de F y G. Por la Proposicion 3.1.3,
tenemos que la cota superior de W, es Br + Bg.

Es claro de (3.1) que, para cada o C I, el operador de sintesis del weaving corres-
pondiente es

TW = T]:([d—Po-) +Tgpa :T}—+ (Tg _T]'—)PO"

o
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Ahora bien, como
ITr — Tow, || = |(Tr — To) Pyl < [[(TF — To)|| < AYL? = |75,
por Lema 3.2.6, tenemos que 7y, es un operador suryectivo. Mas atin,
1T, Il < (A¥? = I(Tx — To) P )"

Por lo tanto, por Proposicion 1.3.2, el weaving W, es un marco para H con cota
inferior Ay, > (AY? — ||(T¥ — Tg) P,|)% Dado que para todo o,

AY? —||Tr — Tyl < AY? — |(TF — To) Py .

resulta que A = (Air/2 — || T — Tg)

A partir de este resultado, se derivan facilmente afirmaciones sobre perturbaciones
del tipo Paley-Wiener (ver |36]).

Corolario 3.2.8. Sean F = {fi}icr ¥ G = {gi}ier marcos para H con cotas de marco
Ar,Br y Ag, Bg, respectivamente. Sean X\, pu,n > 0 tales que

M Br+pu\/Bg+n<y\Ar

y para toda sucesion {a;}icr de escalares

1/2

<A + 1 +1 : (3.6)

> ailfi—g)

i€l

Zai fi

i€l

Zai gi

i€l

2l

i€l

entonces el par (F,G) es woven.

Demostracion. Tomando supremos sobre sucesiones {a;}ic; de norma 1 en (3.6) te-

1T — Tgll < AW Br + uy/Bg +n < \/Ar,

por lo que la conclusion se sigue del resultado anterior.

nemos que

Observacion 3.2.9. Notar que nuestro Teorema 3.2.7 es mas débil que el Teorema
3.2.4: si consideremos (3.2) y (3.3) en términos de los operadores de sintesis tenemos
que

Ar
MITA + 1Tgll) < =5y 11T = Tl| < A

Usando ambas hipotesis,

1TF = Tg|? = ||Tr —Tg| ||TF — Tgl|
< ||TF —Tg|| (||T#|| + ||Tgl|)

Ar
< MITH +I1Tsll) < 2
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Luego ||T]:—TgH < \/AT}_ < \/A]:.

Al siguiente corolario lo consideramos una leve generalizacién de la Proposicion
3.2.5.

Corolario 3.2.10. Sea F = {fi}ie; un marco para un espacio de Hilbert H y sea
T € L(H) tal que ||(Id — T)T#|| < \/Az para i € I, entonces ({fi}ier, {Tfi}icr) es

un par woven.

Demostracion. Se deduce del teorema simplemente notando que 17T es el operador
de sintesis de la sucesion de Bessel {T'f;}icr.

La diferencia de este Corolario con la Proposicion 3.2.5 se puede apreciar en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.11. Sea {e;};c; una base ortonormal de H. Para M > 1 consideremos
el marco para H:

F = {\/M@l, €9, 63,...}

que tiene cotas de marco A = 1, B = M. Notar que, segun Proposicién 3.2.5, para

aquellos operadores inversibles T tales que ||[Id—T||? < 4 = -, se tiene que (F, T(F))
es woven. En particular, a medida que tomamos valores mayores para la cota superior
M, T se encuentra mas proximo a Id.

Ahora, sea 0 <c<1ly
T:€1®€1+Z<1—0)6i®6i§
i>1

Claramente, T' es un inversible de L(H) y ||({d — T)T¥|| = ¢ < 1. Luego, por Co-
rolario 3.2.10, (F,T(F)) es woven. Notar que, en este caso, ||(Id — T)Tx| = c esta
arbitrariamente cerca a 1, independientemente del valor de M.

Concluimos esta seccion con un resultado de "doble perturbacion”: dado un par
de operadores inversibles, obtenemos una condicién de suficiencia para que un par
woven perturbado sea woven.

Teorema 3.2.12. Sean F = {fi}icr v G = {9 }ier marcos para H con cotas de marco
Ar, Br y Ag, Bg respectivamente tales que (F,G) es un par woven con cota dptima
inferior Arg > 0. Si U,V € L(H) son operadores inversibles tales que

A A
UV —1d|> < =22 o VWU -1d|* < =22
Bg Br

entonces (U(F),V(G)) son woven.

A
Demostracién. Supongamos que |[U~'V — Id|]? < Big, el otro caso se puede probar

de formar similar. Como hicimos anteriormente, dado ¢ C I, nuestro objetivo es
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probar la suryectividad del operador
UTr + (VT — UT5) Py,

que corresponde con el operador de sintesis de la sucesion (de Bessel) {U f;}icoe U
{Vgitico
Consideremos el weaving W, := {f; }icoc U{9; }ico- Entonces, dado que (F,G) son
pares woven tenemos que
Arg < Ay = ||T, 17

Como asumimos |U'V — Id|* < AB—J;Q, tenemos que

JU=VTg = Tg|| < U™V — 1d|| || Tg]|
< || UV — 1d|| By < AY3 < |7, |7

Con lo cual,
T, = (Tr + (UVTg = Tr) Po)|| = UV = To) P | < || T3, I 7"

Luego, por Lema 3.2.6, el operador T + (U 'VT; — Tx)P, es suryectivo, al igual
que U(Tr+ (U 'WTg —Tr)P,). Entonces el weaving {U f; }icoc U{V g; }ico resulta un
marco H y por la equivalencia entre woven y débilmente woven, el par (U(F),V(G))
resulta woven.

Como consecuencia de este resultado obtenemos un efecto sobre los duales cano-
nicos.

Corolario 3.2.13. Sean F = {fi}icr v G = {gi}tier marcos para H con cotas de
marco Ar, Br y Ag, Bg respectivamente tales que (F,G) es un par woven, con cota
inferior Arg > 0. Sean Sy y Sg los operadores de marco de F y G, respectivamente.
Entonces si

1 1
St — 5511 < Arg ma

los duales candnicos ({S7" fi}ier. {Sg" gi}ier son un par woven.
En [45]|, Deepshikha, S. Garg, L. Vashish y G. Verma enuncian para marcos de
fusion una condicién que resulta interesante ya que depende de los coeficientes de

marco de los vectores. Para contextualizar con nuestros resultados, lo enunciamos
para marcos de vectores:

Teorema 3.2.14. (Teo 2.7 [45] ) Sean F = {fi}icr v G = {gi}ier marcos para H
con cotas de marco Ar, Br y Ag, Bg, respectivamente. Sea M > 0 tal que para todo
oCl,

> @ fi) = (2,9 P < M min {Z [ f) ) 1, 90) \2}

i€o st st
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Ar+ Ag

By + Be.
oM 13 Y PF e

para todo x € H. Entonces el par (F,G) es woven con cotas

Notemos que este teorema no se desprende de nuestro estudio de pares woven.
Sin embargo, este enfoque desde el punto de vista de los operadores de analisis nos
permite deducir el siguiente:

Teorema 3.2.15. Sean F = {fi}icr y G = {gi}icr marcos para H con cotas de marco
Azx, Br y Ag, Bg, respectivamente. Supongamos que existe 0 < M < 1/2 tal que

Yol fi) = (w,9:) P < M min {Z [ fi) ) 1 g0) \2} (3.7)

iel iel iel
1
para todo x € H. Entonces el par (F,G) es woven con cotas 5~ M) Ar y B+ Bg.

Demostracion. Dado o C I, en términos de los operadores de andlisis Tx y 15, se
trata de probar que existe ¢ > 0 tal que

S f) P+ S g P = 1PeThe — PoTgal > > ¢ |Je]P

i€o €0
Reescribiendo el lado izquierdo, para x € H,

|Pye Tra — Py Tga||* = || Tra + Po (T — T3)z||?.

Entonces
* * * 1 * * *
| Tra + Po(Tr — Tg)95||2 > ) | Txal* - 1P (T — Tg)fICH2

1 * * *

2 B ||T.7-'x||2 —||(T% - Tg)xH2
| R . 1 .

> 5 T3l = MilT3alP = (5 - 3 ) 175l

1 2

Notar que, respecto al resultado de Deepshikha et al, nuestra condiciéon es restric-
tiva en la cota de M < 1/2. Por otra parte, la cota (3.7) permite asegurar que el par
sea woven sin la necesidad de verificarlo para cada o C 1.

3.2.2. Gap y pares woven

En [32|, Casazza y Lynch definen subespacios a partir de los weavings para ca-
racterizar a los pares de marcos que sean woven. Observamos que esas condiciones se
pueden expresar en términos del gap entre subespacios.
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Proposicion 3.2.16. (Cor 21 [32]) Sean F = {fi}icr y G = {gi}ier marcos para un
espacio de Hilbert H, son equivalentes:

1. (F,G) es un par woven
2. Para cada o C I, sean
W, =span{ fitico vy W, =5pan{g;}ico,
y sea P la proyeccion ortogonal sobre Wt. Entonces

Plwe essobre en W, y {Pf;}icoe es un marco para W, . (3.8)

Considerando un resultado del capitulo anterior podemos enunciar una version
con otras condiciones. Para eso, notar que la primera condicion de (3.8) se puede
reescribir como

R(PWULPWOC) - WO.L - R(PWUL)

Por Corolario 2.2.2, esto equivale a pedir que
S(WH We) < 1.

Por otro lado, la segunda condicioén de (3.8), en términos del operador de sintesis
Tr, se traduce en que Py TrPye sea suryectivo sobre Wyi. Como Py 1 Tx es el
operador de sintesis del marco {Pwéfi}ig, por Teorema 2.2.4, esto es equivalente a
que §(R(TxPy., R(P,)) < 1. Observar que R(T5Py.) = TH(W,).

Por lo tanto, tenemos esta condicién equivalente:

Proposicion 3.2.17. Sean F = {fi}icr y G = {gi}ier marcos para un espacio de
Hilbert ‘H, son equivalentes:

1. (F,G) es un par woven.

2. S(WEHWE) <1y S(THWL),R(P,)) < L.

3.3. Caso particular: marco dual canénico escaleado

En el trabajo [82], los autores probaron un resultado para pares woven de g-marcos
(Cor 5.4 [82]). Expresamos dicho resultado en término de los marcos vectoriales de
este trabajo:

Proposicion 3.3.1. Sea F = { fi}ic; un marco para H con cotas Ar, Br. Si % <2,

entonces F y el marco dual candnico escaleado G = {j‘;ﬁg]; S}lfi}ie[ son un par
woven.
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El proposito de esta seccion es aplicar el Teorema 3.2.7 a este caso particular. Es-
pecificamente, veremos que para un radio mayor % podemos determinar un intervalo
de ntimeros positivos a que garantizan que el par (F,a - F*) es woven (denotando
por F* al marco dual canénico de F).

Teorema 3.3.2. Sea F = {fi}ic; un marco para H con cotas Ax, Br. Si i—; < 4,

entonces para todo o > 0 tal que

Br — v A]:B]: <a< 2A]:,

se tiene que (F,a - F*) es un par woven.

Demostracion. Para usar el Teorema 3.2.7, es suficiente con probar que nuestras hi-
poOtesis implican que
HT]: — OéS_;_-le”Q < A]:.

Si reescribimos el lado izquierdo de esta desigualdad,
175 — aSFTH|? = (1 — aSFYTFTHI — aS7)| = [(Sx — al)SF (S5 — aD).

Usando calculo funcional, obtenemos explicitamente que

_ -1 . _ . (v —a)?
(S5~ anS7'(Sx —aD) = _méx =

En particular,

B — 2 Ar — 2
||T]:—OéS]__—1T]:||2:HléX{( F Oé) ( F CY) }

Bf ’ A]:

Como teniamos que Br < 4AF, entonces Br — VArBr < /ArBr. Sea « tal que

Br — v/ A]:B]: <a <y A]:B]:.

Es facil comprobar que o < /ArBr implica que

(Br —a)®

Tr — aS7'TF||? =
1T — S5 T|[* = =

Por otro lado, de B — /ArBr < «a, tenemos que

(Br — @)? - (Br — (Br — @))2

=A
B]-‘ B]: F

por lo que el par es woven.
De forma similar, si \/ArBr < a < 2AF, se deduce que

(Ar — )’

Tr — aS7'Tr|* =
1T — S5 T|[* = =

<A.7:7
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por lo que nuevamente el Teorema 3.2.7 nos permite arribar a la conclusion buscada.

Observacion 3.3.3. El teorema anterior no contempla el valor de la escala a =
iffT%; utilizada en el resultado de [82|. Es claro que, por la desigualdad aritmético-
geométrica, ese valor de o es menor o igual que v/ArBr. Sin embargo, la condicién
% < 4 no asegura que Br — \/ArBr < « en este caso. A continuaciéon analizamos
esto cuidadosamente.

.. . B
Dado que a < VAzrBr, queremos obtener condiciones sobre el cociente Xi de

manera que
Br —+/ A]:B]: <«

y asi arribar a la conclusion del Teorema 3.3.2. Haciendo un calculo sencillo, vemos

Br %ig,/AIBF

_Af+Bf

que la condicién

es equivalente a tener
Br+ Ar Br’

Mas atn, si tomamos r = f—;, esta desigualdad podemos expresarla como

(r—1)% 1

— < —.

(r+1)?2 r
En particular, nos interesa encontrar » > 1 tal que r® — 3r> —r — 1 < 0. Como el
polinomio f(r) = r3 — 3r> — r — 1 tiene una finica raiz real

3

33—1-\/1—31 33—@/%
~ 3,383
6 + 6 ) )

o =

podemos tomar cotas mayores a %5 (esto es %ﬁ < 3,383) para obtener la misma
F F

conclusion que [82].

3.4. Condicion necesaria de angulos

El proposito de esta seccion es exhibir condiciones vinculadas al angulo entre
subespacios para que un par de marcos sea woven. Uno de los antecedentes de angulos
y marcos es el trabajo [3|. En dicho trabajo se caracterizaron los llamados marcos de
Riesz por medio de cotas uniformes sobre angulos entre ciertos subespacios. Motiva
esta seccion encontrar condiciones de ese tipo en el contexto de pares woven.

Definicién 3.4.1. Un marco F = {f;}ic; se dice marco de Riesz si ezxiste C' > 0
tal que para todo o C I, {fi}ico s marco para H, = span,. . {fi} con cota A, > C.
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Proposicion 3.4.2. [3] Sea F = {fn}nen un marco con operador de sintesis Tr. Son
equivalentes

1. F es un marco de Riesz.

2. N(Tx) es compatible con respecto a la base B = {e;}ics, esto es,

supc(N(Tx), R(P,)) < 1.

oCl

Similar a la equivalencia de operadores que notamos en la seccidén anterior, respecto
a la definicién de par de marcos woven, se puede obtener una condicién de acotacion
inferior tomando el operador adjunto.

Lema 3.4.3. Sean F = {f;}icr ¥ G = {9 }icr marcos para un espacio de Hilbert H.
Sean A= (Tg —TF)* y B :=Tr.

(F,G) es woven
i (3.9)

P, A + B es acotado inferiormente para todo o C I.
Es decir, que para todo o C I, existe C, > 0 tal que

Collz|| < ||(P,A+ B) z|| para todo z € H. (3.10)

Para el siguiente resultado consideraremos el espacio H = H @ H dotado con el
producto interno
(r@y, 2wy = (r,2) + (y,w).

Para o C I, definimos la proyeccién oblicua Q, : H — H dada por

I P,
o=y 7).
Por 1ltimo, definimos T g : H — H por

Trg(r ©y) =Tr(x) + (TF — T5)(y).

Teorema 3.4.4. Sean F = {fi}icr v G = {9:}icr marcos para un espacio de Hilbert
H. Si (F,G) es un par woven entonces

supe (N(Trg), R(QL)) < L. (3.11)

oCI

Demostracion. Sean B = T3y A =T} —Tx como en el lema anterior. Como (F,G)
es woven, de (3.10) tenemos que existe C' > 0 tal que C' < v(B + P, A).
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Ahora bien, veamos que T ; tiene rango cerrado:

si (1% g(zn))n es una sucesion convergente entonces (Bx,), es una sucesion
convergente. Mas atin, como B es de rango cerrado, Bz, — Bx para cierto
x. Como

YB)w = zal| < [|B(z — )] (3.12)

deducimos que x,, — x, por lo que Az, — Ax. Concluimos entonces que
Ty g(wn) = Tr g(x).

Es claro que N(T% ;) = {0}. Notemos ademas que T’x ; esta acotado inferiormente
ya que para € H con |[z|| =1,

175 gol| = VB[] + [[ Az > ||Bxl| > v(B) = +(Ty) = A%,
Por lo que, v(Txg) > A;/Q. Ahora bien, dado que
WQTg) = (((B+PA) 0)7) =4(B+P,A),
sia=c (N(QU), R(T% ¢ ), por Proposicion 1.1.4:

YQo)V(Trg)(1 = ') < (B + PrA) < |Qoll [|Trgll (1 —al)V2 (3.13)

De estas desigualdades tenemos que, si (F,G) woven, la cota uniforme de v(B+ P, A)
resulta equivalente a tener

supe (N(Qy), R(Tig) = supe(N(Trg), R(QS)) < 1.

oClI oClI

Observacion 3.4.5. La condicion (3.11), que se la puede considerar como una con-
dicion de compatibilidad ’oblicua’ entre N(Txg) v los rangos de Q%, no garantiza que
(F,G) sea un par woven ya que solo implica que los weavings {f;}icoe U {gi}ico son
sucesiones marcos para H (con cota inferior uniforme para todo o C I).

3.5. Una condicién de transitividad

Es claro de su definicion que la nocion de ser woven es reflexiva y simétrica, esto es,
para todo marco F = {f; }icr, (F,F) es un par woven y si G = {g; }ies es otro marco
tal que (F,G) es woven, es trivial que (G, F) también sea woven. Cabe preguntarse
entonces respecto a la transitividad: sean F = {fi}ier, G = {gitier v T = {Ji}ier
marcos para un espacio de Hilbert H tales que (F,G) y (G, J) son pares woven. En
general, no resulta cierto que (F,J) sea woven como se ve en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.5.1. [94] Sea H = R? con {e;, e} una base ortonormal. Sean

‘F:{61761762}7g:{€1a62a62} y \7:{61762761}

marcos para H. Es claro que (F,G) y (G,J) son pares woven con cotas uniformes
A =1y B =2.Sin embargo, (F,J) no resulta woven.

Veremos condiciones que ajustan las cotas planteadas por los autores de [94].
Introducimos algo de notacion: fijado x € H, para una sucesion F = { f;}ie; de H

= denotamos por M a la suma

Mr =3 | (@, f) [

1€l

» dado o C I, notaremos por M% a My tomando indices sobre o de la siguiente
manera;
Mg =Y (@, fi) %

1€0

= si tenemos un par woven (F,G), denotaremos a sus cotas uniformes por Arg y
B]:g.

Proposicion 3.5.2. Sean F, G y J marcos para un espacio de Hilbert H tales que
(F,G) y (G,J) son pares woven con cotas uniformes Arg, Brg y Axg, Bgy, respec-
tivamente. Supongamos que se verifica que

Ag < Brg+ Bgyy Bg < Arg + Agy

entonces (F,J) es un par woven.

Demostracion. Sea o C Iy x € H, ya que (F,G)y (G,J) es un par woven:
Agg ||2|]* < MF+ Mg < Brg ||2]]* y Agg ||2]|* < M5 + M§ < Bgyg ||=]]*.
Notar que con la notacién definida, Mg + Mgg = Mg. Entonces

(Arg + Agy) ll2|* < MF + M5 + Mg < (Brg + Bgy) |||
Como G es marco,
(Arg + Agg — Bg) l|al|* < Mg + M7 < (Brg + Bgg — Ag) ||z]*.

Por lo tanto, (F,J) es un par woven.






Capitulo 4

Perturbacion de marcos de fusion

Los marcos de subespacios fueron introducidos por Casazza y Kutyniok en [29] y
desarrollados en [31] junto con S. Li bajo el nombre de marcos de fusion. La cons-
truccién de una nociéon general que incluyera a los marcos de vectores ya resultaba de
interés antes de estos trabajos. En [57], M. Fornasier propone de forma constructiva
marcos locales (para subespacios) que luego une, obteniendo un marco global (para
el espacio total). En uno de sus lemas, Fornasier considera una familia de subespacios
cerrados {W;};er de un espacio de Hilbert H y se refiere a sus proyecciones ortogona-
les { Py, }ier como proyecciones candnicas estables si verifican la siguiente desigualdad
para todo f € H y para cierto N € N:

AP <Y 1Pw (I < NP

JEZ.

En la prueba de este lema, Fornasier agradece a Casazza por una sugerencia que
simplifica su demostracion. Un enfoque similar orientado a wavelets desarrollan A.
Aldroubi, C. Cabrelli y U. Molter en [1]. Luego de los trabajos de Casazza y Kutyniok,
surgieron generalizaciones de marcos de fusion entre las que podemos encontrar los
g-marcos de Sun [98] y los K-g-marcos de fusion de Y. Huang y Y. Yang [74].

La generalizacion de marcos de vectores a subespacios resulta de gran utilidad en
las aplicaciones. En el contexto de procesamiento de senales, cuando se trabaja con
marcos de vectores, la senal se representa como una sucesion de escalares. Esto es, si
f corresponde a una senal del espacio H y {fi}ics es un marco para H, se consideran
los escalares {(f, fi)}ier que miden las amplitudes de las proyecciones de la senal
sobre cada vector f;. Por otro lado, si se utilizan marcos de subespacios, la senal se
representa con las proyecciones sobre cada subespacio: si {(W;, w;)}ier es un marco
de subespacios con operador de marco Syy, la senal se puede reconstruir a partir de
sus medidas {w? Py, f}ier:

f= wa S (Pw, f).

iel
De esta manera se puede tratar a la senal en cada subespacio de forma independiente,

45
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lo que resulta mas eficiente que el enfoque vectorial.

De los problemas que se pueden abordar dentro de esta clase de marcos nos cen-
tramos en el problema de perturbacién de marcos de fusion por operadores. Este
problema, como muchos otros, fue estudiado con anterioridad para vectores: dado
un marco F = {f;}ier para un espacio de Hilbert H y un operador T" € L(H), se
buscan condiciones sobre T de forma que {7T'f;};c; sea también un marco para H.
En el contexto de marcos de fusion resulta mas complejo que su version vectorial ya
que, entre las hipotesis necesarias, el operador de perturbacion debe satisfacer que los
subespacios perturbados resulten cerrados en H.

En este capitulo realizamos un estudio de condiciones de suficiencia para que un
marco de fusion conserve sus cualidades de marco bajo la perturbacién por un ope-
rador. Adicionalmente, extendemos los pesos que se pueden considerar para el marco
de fusion perturbado, presentando un rango de pesos admisibles. Estos resultados se
encuentran publicados en [24].

Para facilitar la lectura consideraremos en este capitulo la siguiente definicion:

Definicién 4.0.1. Sea F una sucesion marco (marco, marco de fusion o sucesion
marco de fusion) para H y T € L(H,K). Decimos que T es una perturbacién
efectiva de F si T(F) es una sucesion marco para K (marco, marco de fusion o
sucesion marco, respectivamente).

4.1. Perturbacion de marcos vectoriales

En esta seccion revisamos los resultados clasicos de perturbaciéon de marcos vecto-
riales. A medida que avance el capitulo, se podréd apreciar cuales de estos resultados
se pueden llevar a marcos de fusion.

4.1.1. Bases y sucesiones de Bessel

El estudio de perturbaciéon de sucesiones es previo al contexto de marcos. En
general, el interés de este tipo de problemas es caracterizar aquellas perturbaciones que
se encuentran cercanas, en algin sentido, a una sucesion que tenga alguna propiedad.

Uno de los resultados clasicos de este tipo remite a Paley y Wiener en 1934: si
{fx}32, es una base para un espacio de Banach X, entonces la sucesion {g;}72, en
X es también una base si existe una constante A € (0, 1) tal que

Z (fe=90)|| <MD ex fi (4.1)
b= P

para toda sucesion {c;}72; con finitas coordenadas no nulas. El teorema de Paley-
Wiener resulta de utilidad para mostrar cuando una sucesion es una base de Riesz
para un espacio de Hilbert, por lo que se lo puede encontrar en el contexto de analisis
wavelet.
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En el caso que la sucesion a perturbar sea una sucesion de Bessel, (4.1) se puede
expresar en términos de un operador

K:CP(N) = H, K{c}po, =Y clfe — gn). (4.2)

k=1

En la siguiente seccién daremos mas especificaciones de este operador.

4.1.2. Marcos de vectores

Recopilamos algunos de los resultados de perturbacién de marcos vectoriales, dicho
estudio se debe principalmente a Christensen. El dltimo de los resultados de esta
seccidén es una adaptacién de una de sus hipotesis a sucesiones marco utilizando
angulos entre subespacios.

Si se considera un marco para H y el operador K definido en (4.2) con una
adecuada acotacion, la sucesion perturbada resulta también un marco.

Teorema 4.1.1. [36] Sea F = {fi}32, un marco para un espacio Hilbert H con cotas
de marcos Ar, By y sean A\, u > 0 tales que A + \/LZ <ly

e}l S MY enfill + u(d_ lel)?
k=1 k=1

para toda sucesion finita {cy}3>,. Entonces {gr}32, es un marco para un espacio
Hilbert H con cotas de marcos

2 2
1 1
All— [N+ ——= Bll+A+—] .
(1-(+75)) ()
En [39], Christensen y Heil agregaron la hipotesis de compacidad al operador K
y probaron un condicién de perturbaciéon de sucesiones marco.

Teorema 4.1.2. Sea F = {fi}?2, un marco para un espacio Hilbert H y {gi}7,
una sucesion en H. Si

[e.9]

K:CP(N) = H, K{a}2, = elfe — o)
k=1

estd bien definido y es compacto, entonces {gx}32, €s una sucesion marco.
Notemos que, si F y G son sucesiones de Bessel, se puede considerar al operador

K como la diferencia entre los operadores de sintesis de ambas sucesiones, esto es:

o

K{ee}poy = clfe — gu) = (Tr — To){e ).

k=1
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Maés atin, si K es un operador acotado, basta que ver F sea una sucesion de
Bessel para que G también lo sea. Con lo cual, atacar el problema de perturbaciones
de un marco se puede traducir en el estudio de perturbaciones de su operador de
sintesis. Nos enfocaremos en el caso particular de aquellas perturbaciones obtenidas
por operadores A € L(H) tales que Ty = ATx. Notar que si A es un operador
inversible, F y G resultan ser lo que se conoce como marcos equivalentes. En este
caso, es facil ver que el marco perturbado por un operador inversible también es un
marco:dado z € H,

> 1w Afi) P < Be | A%z|* < BI|A|* |l

kel

y para la cota inferior, como z = (A*) "1 A*x,

- . 1H2
][> < J[(A") 7P || AT=]]* < > 1A, fi) 17,
kel
por lo que
Ar
HA* 1||2 ||‘/E||2 <Z| Zz Afk

kel

Ejemplo 4.1.3. Entre los marcos equivalentes a un marco dado F = { fi }ren, dos
ejemplos conocidos de perturbaciones resultan ser el marco dual canénico {S}l frtren
y el llamado marco de Parseval asociado {S}l/ka}keN.

Si bien no es imprescindible que una perturbaciéon tenga que ser inversible para
perturbar un marco de forma efectiva, en general, el espacio generado por el marco
perturbado no corresponde con el Hilbert completo. Si, por ejemplo, la perturbacion
es una proyeccion ortogonal, el marco perturbado es una sucesion marco.

Proposicion 4.1.4. Sea F = {fr}32, un marco para un espacio Hilbert H con cotas
Ar y Br yV un subespacio cerrado para H, entonces {Py fi}32, es un marco para
V' con cotas Ar y Br.

En general,

Proposicion 4.1.5. [3/] Sea F = {fr}3>, un marco para un espacio Hilbert H con
cotas Ar, Br y sea T € L(H) un operador de rango cerrado. Entonces {T fr}32, es
un marco para R(T) con cotas Ax ||T1||, Br |||,

Este resultado no puede aplicarse directamente a sucesiones marco, es decir, que
el operador de perturbacion posea rango cerrado no es suficiente para que sea una
perturbacion efectiva. Lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.6. Si {e;}72, es una base ortonormal para #H, definamos un operador
U:H— H por

1
Uear, = ea, Uegp—1 = 762 ke N,
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U resulta de rango cerrado. Es claro que tomar los elementos impares de la ba-
se ortonormal {eg,_1}72, es una sucesion marco, sin embargo, U no resulta una
perturbacion efectiva de esta sucesiéon marco. Si tomamos una sucesion (z;)jen €
spanen{Ueak—1}, dada por x; = eq;, tenemos para cada j € N que

1
> g Ueas—n) =) <€2j, E€2k>

kel kel
Concluimos esta seccion con una condiciéon de dngulo que permite aplicar la hi-

2
<— ——0.
] J—00

potesis de rango cerrado de Christensen para perturbar sucesiones marco de forma
efectiva. Recordemos que para subespacios cerrados M, N de H, el seno del angulo

se definfa como s(M,N) = (1 — ¢(M, N')*)'/2.

Proposicion 4.1.7. Sea F = {f;}72, una sucesion marco para un espacio de Hilbert
H con operador de sintesis Tr y sea M = span;c{fi}. Sea T € L(H) un operador
de rango cerrado tal que

0<s(N(T), M).

entonces {T fr}32, es una sucesion marco para H.

Demostracion. Para que {T'fx}?2, sea una sucesion marco para H basta ver que
TTr tiene rango cerrado (Proposicion 1.3.2). Como Ty Tx son operadores de rango
cerrado, por la Proposicion 1.1.3, v(T') y «v(Tx) son positivos. Luego, por Proposicion
1.1.4,

V(T (TF)s (N(T), M) < AT Tr) <||IT|[ [|TF]] s (N(T), M).

Se tiene entonces que (T Tx) > 0, por lo que TTx tiene rango cerrado.

4.2. Perturbacion de marcos de fusion

En la seccion anterior vimos que si el operador de perturbacion T € L(H) lo
consideramos de rango cerrado, aplicado a una sucesién marco de vectores, no nece-
sariamente la sucesion perturbada serd una sucesion marco. Algo similar ocurre para
marcos de fusién, la hipotesis de rango cerrado tampoco es suficiente para que la per-
turbacion sea efectiva, independientemente de los pesos elegidos. El siguiente ejemplo
ilustra este hecho.

Ejemplo 4.2.1. Sea B = {e, }n,en una base ortonormal de H. Si consideramos el
subespacio
Ey = span{ear_1, €01} para k € N,

la familia { ) }ren resulta una base ortonormal de subespacios para H. Sea T : H — H
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el operador definido en un denso por

{2_’“61 sin=2%—1
Te, =

Cri1 si n=2k.

Es claro que la sucesion {T'e; }ren €s un marco para H, por lo que podemos extender
T a un operador acotado y suryectivo. Veamos que la sucesion de subespacios cerrados

W = {Wi}tken con Wy =T(Ey) = span{ey,epi1}

no admite ningin peso w que haga de WW,, un marco de fusién. Por el contrario,
supongamos que existe algin peso w = {w; };c; € (5°(1) para el cual esto si sucede.
Aplicando la desigualdad de la definiciéon de marco de fusién a f = ey, como f €

(| Wi tenemos que w € (?(N). Con lo cual, para todo k € N,
keN

Aw, = Aw, llexall> <D wi| Py, e > = wi — 0,
= k—oo

lo que contradice la existencia de cota inferior de marco de fusion.

4.2.1. Antecedentes de perturbacién

Uno de los primeros resultados de perturbaciéon de marcos de fusion surge de la
necesidad de probar que, dado un marco de fusion {(W;, w;)}2, con operador de
marco Sy, , {(Sy. Wi, w;)}32, es también otro marco de fusion. Notar la analogfa
con el marco dual canodnico en el caso de marcos vectoriales (Ejemplo 4.1.3). Para
probar esto, Casazza y Kutyniok asumieron que una perturbacion inversible de un
marco 1" resulta efectiva. En la prueba los autores usaron que

Prowy =TPw, T ' i€l

P. Gavruta observo que esta igualdad tiene una imprecision: TPy, T~! no resulta una
proyeccion ortogonal a menos que

T*T(W;) € Wi (4.3)

Para realizar una prueba correcta, Gavruta obtiene relaciones sobre las proyecciones
ortogonales de subespacios perturbados.

Proposicion 4.2.2. Sea T € L(H) y W un subespacio cerrado de H. Son equivalen-
tes:

2. T*T(W) C W.
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Demostracion. (i) = (ii) Sea h € W+. Como

PryTh = TPyh =0,

se tiene que Th € W' = (T(W))*. Luego
(Th,Tw) =0 para todo w € W | o equivalentemente, (h,T*Tw) =0 para todo w € W.

Por lo tanto,
W+ c (T*T(W))* (4.4)

y tomando ortogonales obtenemos (7).

(ii) = (i)

Para w € W observar que
PmTw =Tw y TPyw="Tw.

Por otro lado, si h € WL, TPyh =T 0 = 0. Por hipétesis, como en (4.4), tenemos
que h € (T*T(W))+, lo que implica que Th € (T(W))*. Luego, PranTh = 0.
Ahora bien, dado x € H, si x = w + h, con w € W, h € W+, tenemos que

PranTe = PrapmyTw + PT(W)Th =Tw=TPyw+TPyh=TPyx.

Lema 4.2.3. Sea T € L(H) y W un subespacio cerrado de H. Entonces

PyT™ = PWT*PW.

Demostracion. Si f € ‘H, entonces

f = Prgf 9, g €TOW) = (T(W))*.

Por lo que,

Para w € W se tiene que
<T*g7w> = <97Tw> = 07

entonces T*g € W+. Por lo tanto,

Estos dos resultados permitieron a Gavruta estudiar la desigualdad marco de la

sucesion {T(W;) }ies, intercambiando cuidadosamente el operador inversible con las
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proyecciones a los subespacios, dando lugar al siguiente teorema:

Teorema 4.2.4. [60] Sea {(W;,w;)}°, un marco de fusion de H con cotas Ay, y
Bw, y T € L(H) un operador inversible, entonces (T'(W;),w;)2, es un marco de

fusion con cotas.
A,

T[] B,

M. Asgari también consider6 la clausura de los subespacios pero, en cambio, el

y TP~

operador 7" debia ser suryectivo junto con la condiciéon (4.3) sobre los subespacios [6].

Teorema 4.2.5. (Asgari) Sea {(W;,w;)}2, un marco de fusion de H, T € L(H)
suryectivo tal que T*T'(W;) C W; para todo i, entonces (T'(W;), w;)2, es un marco de
fusion.

Por su parte, X. Li, L. Yang e Y. Zhu generalizaron la condicién de invarianza de
Asgari en términos del gap [85]:

Teorema 4.2.6. Sea T € L(H,K) un operador de rango cerrado y {(W;, w;)}2, un
marco de fusion de H. Las siguientes condiciones implican que {(T'(W;),w;)}2, es
un marco de fusion para K:

1. sup,eqs O(T*T(W;), W) < 1.

2. sup;eq+ O(TTT(W;), W) < 1.
3. Eziste N > 2 tal que (T*T)N(W;) C W; para todo i € N.

Notar que en el caso que T*T(W;) C W;, como pide el Teorema 4.2.5, trivialmente
implica §(T*T(W;),W;) = 0. También el item 2. se verifica trivialmente con N = 1
en este caso.

Considerando la primer desigualdad del Teorema 4.2.8, las hipotesis del teorema
de Li et al. aseguran que los subespacios perturbados son cerrados, por lo que en el
enunciado del teorema se podria prescindir de la clausura de T'(W;).

El siguiente resultado se debe a Ruiz y Stojanoff [97]. Lo enunciamos para opera-
dores de rango cerrado, en lugar de operadores suryectivos como hicieron los autores.
La prueba sigue las mismas lineas de [97].

Teorema 4.2.7. Sea £ = {E;};c1 una base ortonormal de subespacios para un espacio
de Hilbert IC y sea T € L(H,K) un operador de rango cerrado. Supongamos que

A
y sean 0 < A < B tales que B <c. Sea w = {w;}ier € ((I) tal que

i <w; < 1 para todo 7 € I .

Entonces:
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1. La familia T(E) := (T(E;),w;) es una sucesion marco de fusidn para K.

2. Las cotas de marco de T(E) verifican que

V(T)*
B

T)? T|? T|?
2 TP g <

< Are <

Notemos que la hipotesis de uniformidad de las cotas nos permiten afirmar que
cada subespacio perturbado es cerrado en .

4.2.2. El gap de subespacios cerrados perturbados

En esta secci6on hallamos condiciones sobre el operador de perturbacién en tér-
minos del gap. Esto nos permitird asegurar que las pertubaciones de la familia de
subespacios de un marco de fusiéon sean, a su vez, subespacios cerrados. El angulo
entre subespacios y sus propiedades seran de gran utilidad.

Teorema 4.2.8. Sea A € L(H)" un operador de rango cerrado y M un subespacio
cerrado de H tales que ¢ (N(A), M) < 1. Entonces se tienen las siguientes desigual-
dades

1/2

(A"

¢(N(A), M) S e (ATHMD), M) < |1 = S

(1—c(N(A),M)?)

Demostracion. Notemos que
AT MY N M =NA) N M
ya que, si z € M con Ax € M,
0= (Az,2) = (A2, AV2) = || AY2])
por lo que Az = AY?(AY22) = 0. Luego, como N(A) C A~'(M™) tenemos que
NA) e (NANM) c AT MH e ld (MHnM).

Con estas consideraciones, la primera desigualdad se deduce de la definicion de dngulo.

Por otro lado, observar que A'/2Py, tiene rango cerrado, ya que N(AY?) = N(A)
vy ¢(N(A), M) < 1. Entonces, por la Proposicion 1.1.4,

Y(PyAPM) = Y(AV2Py)? = 5(AV2)2 (1 = ¢ (N(A), M)?) . (4.5)

Dado que N(PyA) = A7Y(M™1), nuevamente por la Proposicién 1.1.4 tenemos
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que

1/2

WPMAPy) < [[PaA]l (1= (A1 (M), M)7)
1/2
< Al (1= (A m), M) (4.6)
Combinando (4.5) y (4.6) deducimos que

y(AV2)

1/2
W(l—c(N(A),M) )} .

(AT M), M) < [1 —

El teorema nos proporciona una serie de condiciones equivalentes:

Corolario 4.2.9. Sea A € L(H)" un operador rango cerrado y { M;}ic; una sucesion
de subespacios cerrados de H. Entonces, son equivalentes:

1. infzefv(APML) > 0.
2. sup,e;c(N(A), M;) < 1.
3. Sup;e; 0 <A(./\/ll),/\/ll> < 1.

Demostracion. La equivalencia entre 1. y 2. se deduce de la Proposicion 1.1.4. Para
probar que 2. y 3. son equivalentes usaremos el hecho que, tanto 2. y 3. como 1.,
implican que, para todo i € I,

(AT, M) = e (A7 (M), M)

El resto de la prueba se concluye recurriendo al Teorema 4.2.8.
Si suponemos que ¢(N(A), M;) < 1, tenemos que A(M;) = A(M;), lo que
implica

6 (AM), M:) = [P Pacs,

= ||P/v1il PA(Mi)P(Mf‘ﬁA(Mi))J‘ ”
= C (MZL, A(Ml)) = C(Mi, Ail(./\/lj_))
=c(ATN (M), M;).

Por otro lado, si ¢ <A(Mi), ./\/lz) < 1 entonces

A(M;) N M- = {0}
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Por lo tanto,

5 (A(Mz)sz> = | Py Pagrayll = co <A(Mi)’ MZL)

Notar que en el Teorema 4.2.8 no fue necesaria la hipotesis de la cota del angulo
para probar que

c(N(A), M) Sc(A‘l(/\/lL),/\/l). (4.7)
Luego, se desprende del corolario que esta desigualdad nos dice que

§(A(M), M) < 1 implica que ¢ (M, A~ (M) = 5(AM), M).

En particular, esta cota del gap nos dice que A(M) resulta un subespacio cerrado
(Proposicion 1.1.4).

4.2.3. Variacién de pesos

Una de las caracteristicas que distingue la perturbacion de marcos de fusion res-
pecto de los marcos vectoriales, ademas de las mencionadas, es la posibilidad de variar
los pesos. Lo que permite considerar mas de un marco de fusion a partir de una familia
de subespacios. En esta seccién consideramos la condicién provista por el Teorema
4.2.7 para tener perturbaciones efectivas de sucesiones marcos de fusiéon y también
cotas de los pesos de la familia perturbada. Ademas, relacionamos esta condicién con
la condicion de gap de Li et al.

Teorema 4.2.10. Sea W,, = (W;, w;)icr un marco de fusion para H, T € L(H,K)
un operador de rango cerrado y tal que

TPy, )?
0<ec 1n§ T(—W) <1, 48
ic
Sea v = {v;}ier € ((I) con cotas
w; (T Py,)?
W <o < Y(T)(1 — c2)1/2 para toda 7 € I,

entonces T(W) = (T (W;), vi)icr €s una sucesion marco de fusion en IC.

Demostracion. Si denotamos por E; a la copia isométrica de W; en Ky = @,.; Wi,

tenemos que {E},c; es una base ortonormal de subespacios de Kyy. Consideremos
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la composicion del operador de sintesis Ty, con 1"

J(9) = TTw,(9) = Y _wi T(g), g € Kw.

el

Es claro que

= w;||T Pw,|| < w;||T||, para todo i € I. (4.9)

Probamos una observacién para la continuacion de la prueba.

Observaciéon 4.2.11.
Y(J Pg,) = wy (T Pw,),i € I. (4.10)
Demostracion. Dado que
N(JPs)* = ((N(J) N B) & X = B0 (N(J) N Ep)*
se tiene que todo vector unitario x € N(JPg,)* es de la forma
r=(0,...,24...,0) con z; € W; y ||z;]| = 1.

Notar que z; € (N(T)NW;)*: dado y € N(T) N W;, si tomamos el correspondiente §
perteneciente a Ky, = (0,...,y,...,0) € N(J)N E;. Por lo cual,

(g,2) =0< (y,x;) = 0.
Luego, tomando z € N(JPg,)* con |z|| = 1,

| = ||wiTws|| = wil|T Py, 4|

y se tiene que
v(J Pg,) > w; (T Pw,). (4.11)

Las desigualdades restantes se pueden probar de una forma similar: tomamos
xr € (N(T)nW;)* y el correspondiente Z = (0,...,z,...,0) € E;. Nuevamente, T
pertenece a (N(J) N E;)*. Tenemos entonces que

1 1 N 1
1T Py,x|| = —|lwTz|| = —||Jz|| = —~(J Ppg,). (4.12)
wW; W W

Por (4.11) y (4.12), se tiene (4.10) por lo que se concluye la prueba esta observacion.

Ahora bien, usando el lado derecho de (4.11) se tiene que

V(T Py,) 2 2(T) (1= c(N(T), Wi)*)'/? 2 4(T)(1 = &)'/2,
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lo que completa la desigualdad

YT) (1 —c)Y?

177

> 0.
il ||J Pg,

>

Podemos entonces aplicar el teorema anterior. Consideremos las constantes
A=y(T)*(1 =)y B=|T|
y una familia de pesos v = {v;}icr € £°(I) en (4.2.7):

I Pe® _ o o 1 PR)?
B - '

para todo i € I .

Usando (4.9), (4.10) y las constantes elegidas A y B, tenemos que para todo i € I,

T = T AT - )

Por el Teorema 4.2.7, estos pesos satisfacen que T (W) es una sucesion marco de fusion
para K.

Observacion 4.2.12. Supongamos que W, es un marco de fusion para Hy T € L(H)
es un operador de rango cerrado. Entonces, usando el Corolario 4.2.9 y el hecho que

HTPWL'

< ||T|, para todo 7€ I,

tenemos que cualquiera de las siguientes condiciones
1. 0 < infierv(TPw,)
2. sup;e;c(N(T), W) < L.
3. sup;e; 0 <W<VV1), WZ> <1

implican (4.8). En particular, el Teorema 4.2.10 generaliza las condiciones suficientes
probadas en [85]. Por otro lado, es facil construir ejemplos donde se verifica (4.8)
pero inf;cnv(TPw,) = 0. En tal caso, el Teorema 4.2.10 implica que, considerando
una familia diferente de pesos (que tienda a 0), la sucesion perturbada resulta una
sucesion marco de fusion.

El siguiente es un ejemplo de una sucesion marco de fusiéon que se obtiene de
perturbar un marco de fusiéon con un operador de rango cerrado y donde la (4.8) no
resulta necesaria.

Ejemplo 4.2.13. Sea {e; };cn una base ortonormal para H. Sea {0 }72, una sucesion
de numeros positivos tales que 6y < 7 con limy_ o0 = 0. Para k = 0,1,2,..,
consideramos

By, = {esrs1 , sen(0y)espio + COS(@k)es(kH)} y
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1 1
F}, = span{esg41, EGSI@—&-Q + %63(k+1)}'

La familia {W;};cn de subespacios cerrados de H dada por
Wort1 = Er y Wogyr) = Iy

forma un marco de fusion para H considerando los pesos w; = 1, para todo ¢ € N. Este
hecho se puede deducir observando que la unién de bases ortonormales que generan
cada Ej y F} generan un marco de vectores para H. Méas precisamente, para cada k,
la familia de vectores dados por

fl,k = €3k+1
Joe = sin(O)espq2 + cos(Or)esr1)

f3,k = €3k+1
1 1
far = E€3k+2 + EGS(k—H)

SOn Un Marco para span{esiii, €spt2 , €3(k+1)}, con cotas de marco

Ak =1- \/;JL + COS(9k> Sin(Qk) Yy Bk = 2.

Como las cotas inferiores estan uniformemente acotadas por 0 < 1—\/% + cos(fy) sin(fy)
y los subespacios generados por estas sucesiones marco son mutuamente ortogonales,
tenemos efectivamente un marco de fusiéon para H.
Como operador perturbacion consideremos a T' € L(H) como la proyeccion orto-
normal sobre
K = span{esg 1 espso , k=0,1,...}.
Ya que T'(Ey) = T'(Fy) = span{esri1 , €sr+2}, (T(W;), w;) resulta una sucesion marco

de fusion para H. En contraposicion a la condicion (4.8), es facil ver que

sen?(0y), sii=2k+1

! sii=2(k+1)
v ||TPw,|| = 1 para todo i € N, por lo que inf;cy % = 0.

4.3. Sobre perturbaciones efectivas de marcos de fu-
sion RF

Recordemos de la introduccion de esta tesis que una sucesion vectorial F = {f;}M,
se dice que provee recuperacion de fase (RF) en Hy, si para todo z,y € Hy y para
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todo ¢ € I, la igualdad

implica que existe un escalar ¢, con |c| = 1, tal que z = c y.
Dada una sucesion vectorial F = {f;}}, RF en Hy, es claro que toda perturbacion
inversible G resulta efectiva. En efecto, si para todo =,y € Hy y para todo ¢ € I,

| (2, Gfi) | = [y, Gfi) |,

por ser F una sucesion RF, existe un escalar c unitario, tal que G*z = ¢G*y. Aplicando
(G*)~! tenemos que z = cy.

Para sucesiones de subespacios, en cambio, no es tan sencillo verificar que una
perturbacion por un inversible provea RF por proyecciones. Esto se puede apreciar
en la definicion de RF para proyecciones:

Definicion 4.3.1. Sea W = {W;} Y| una familia de subespacios de Hys con proyec-
ciones ortogonales Py,. Se dice que VW permite recuperacién de fase si para todo
x,y € Har y para todo 1 € 1,

| Pw,l| = [ Pw,yll (4.13)

implica que x = cy para algin ¢ unitario.

Como estudiamos anteriormente, existen operadores que, bajo ciertas condicio-
nes, resultan ser perturbaciones efectivas para los marcos de fusion. Por ejemplo, si
(Wi, w;)ier es un marco de fusion y G es un operador de rango cerrado, entonces
(G(W;),w;)ier es un marco de fusion. En general, el problema de perturbacion se
torna méas complejo al llevarlo al contexto de RF. A saber, si (G(W;),w;);cr es el
marco de fusion perturbado, tendriamos como hipotesis inicial (4.13) para las proyec-
ciones Pgw,), las cuales no resultan operadores faciles de tratar. Ademds, el hecho
de ser un problema no lineal que demanda igualdad, impide acudir a herramientas de
desigualdades conocidas.

Consideraremos un caso particular en donde podemos asegurar perturbaciéon efec-
tiva. Para los marcos de fusién los pesos que se consideran son w; = 1 para todo
1€ 1.

Lema 4.3.2. Sea {(W;, w;)}icr un marco de fusion y U un operador unitario, entonces
{(UW;),w;) }ier es RF.

Demostracidn. Trivial ya que para todo ¢ € I, Pyw,) = UPy,U".

Para el caso particular de perturbaciones inversibles, presentamos una condicién
de conmutatividad que permite asegurar la efectividad de perturbaciones de marcos
de fusion RF.
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Proposicion 4.3.3. Sea W = {(W;, w;) }ie; un marco de fusion RF y G un operador
wnversible tal que para todo 1 € 1,

GPy, = Pw,G y G*Py, = Py,G".
Entonces (G(W;),w;)icr €s RF.
Demostracion. Consideremos la descomposicion polar de G,
G =UA siendo A= |G|.
Utilizando célculo funcional, como G y G* conmutan con Pyy,,
APy, = Py, A.

Notemos que esto implica que A(W;) C W;, por lo que A*(W;) C W;. En parti-
cular, por la Proposicion 4.2.2, como A(W;) es cerrado por ser A inversible, tenemos
que

Pyw,) = APw,. (4.14)

Ahora bien, supongamos que para todo i € I,
[Paqwiyzll = [[Paowiyll-

Por (4.14), tenemos que

Por la hipotesis de conmutatividad
||Pw, Az|| = || P, Ayl|.

Entonces, por ser RF el marco de fusion y de la inversibilidad de A, (A(W;), w;)ier €s
RF. Luego, por el lema, (G(W;), w;);c; provee recuperacion de fase.

Observacion 4.3.4. Notar que, como consecuencia de la hipétesis sobre G, resulta
que G conmuta con el operador de marco del marco de fusion.



Capitulo 5

Extremos locales para problemas tipo
Procusto

Un problema de aproximacion matricial, como dice N. Higham en [69], consiste
en encontrar para una matriz arbitraria, el miembro més cercano de una clase de
matrices dada, donde la distancia se mide con una norma matricial. Tipicamente,
dados A € My(C), una norma matricial N(-) en My(C) y un conjunto de matrices
P € My(C), se busca minimizar la distancia

dy(P,A) =min{N(A—-X): X € P}.

Inspirados en el mito griego de Procusto, Hurley y Cattell (1962) denominaron
como problemas de Procusto a una subclase de estos problemas. Esa denominaciéon
fue aceptada en la comunidad por lo que algunos autores dieron en llamar andlisis de
Procusto al estudio de estos problemas. Una formulacion general de este problema es

min N(A — BX),

XeP
siendo P un conjunto matricial con caracteristicas prefijadas. Una de las primeras
versiones de este problema que podemos destacar es el denominado problema doble
de Procusto, planteado por Schénemann en 1968:

min N(A— X"BX), A, B € My(C). (5.1)
XtX=I

En dicho problema resulta de utilidad considerar igualdades de trazas asi como el
orden de los autovalores en las descomposiciones espectrales [64]. Con el correr de los
anos, el problema de Procusto se ha ido diversificando, por lo que son numerosas las
técnicas empleadas para su estudio, por lo que se lo puede considerar un problema

que se adapta a distintos ambientes.
En analisis matricial, resulta natural el estudio de estructuras espectrales, lo que
hace de la mayorizacién una herramienta fundamental. Para los problemas de aproxi-
macion, es Util conocer caracteristicas de los espectros de las matrices involucradas. Es

61
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por esto que las desigualdades de Lidskii, en sus versiones aditivas y multiplicativas,
cumplen un rol principal:

(Lidskii) Sean A, B € H(d) con autovalores A(A), \(B) € (R))* entonces

MA)T+ A(B) < AM(A+ B) < A(A) + \(B).
(Gelfand-Naimark-Lidskii) Sean A, B € P(d), entonces

log(A(B)) 4+ log(AT(A)) < log(A(BA)) < log(A(B)) + log(A(A)).

Dentro de las aplicaciones de la teoria de marcos, en el contexto de completa-
cibn de marcos [90], estas desigualdades permiten obtener la completacion 6ptima.
Para esto, se construyen funciones a partir de la distancia a minimizar usando nor-
mas unitariamente invariantes y estrictamente convexas. Las desigualdades develan
explicitamente a los minimizadores globales de estas funciones definidas en o6rbitas
unitarias.

Recientemente, Bhatia y Congedo estudiaron en [9] un problema de Procusto tipo
(5.1) en el conjunto de las matrices positivas con distintas métricas que se utilizan
en teoria de la informacion. Para este problema, los autores muestran que el mejor
aproximante a la orbita unitaria de cierta matriz tiene que conmutar con la matriz

dada.

El objetivo de este capitulo es profundizar los resultados de Bhatia y Congedo
basandonos en técnicas empleadas en [93] para el estudio local de desigualdades de
Lidskii aditivas. Las primeras secciones estan dedicadas a dar un panorama de los
resultados clasicos de las desigualdades, mostrando algunas de las relaciones que se
conocen en aplicaciones a problemas de diseno de marcos. Hacemos hincapié en los
casos de igualdad de las desigualdades de Lidskii. Luego, presentamos las herramientas
del caso aditivo que utilizaremos para nuestros resultados de una version local de la
desigualdad multiplicativa. En la tltima seccién concentramos los resultados probados
aplicandolos al problema de Procusto.

5.1. Lidskii como un problema de optimalidad

En esta seccién vemos algunos de los resultados en donde las desigualdades se
aplican en el estudio de 6ptimos espectrales de matrices. Nos basamos en aplicaciones
a problemas de marcos para introducir de manera intuitiva algunos de los aspectos que
resultan de interés. En particular, destacamos la relevancia de los casos de igualdad
en estas desigualdades. Recordamos que denotamos por P(d) a las matrices definidas
positivas.
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5.1.1. Diseno de marcos

Uno de los problemas de marcos que pueden ser abordados con herramientas de
mayorizacion son los llamados problemas de diseno de marcos. En dichos problemas,
el objetivo es buscar un marco que satisfaga caracteristicas prefijadas. Un ejemplo
clasico de este tipo de problemas esté asociado al Teorema de Schur-Horn, donde los
vectores del marco tienen normas predeterminadas |5]:

Proposicién 5.1.1. Sea B € P(d) con autovalores N = (\), y sea a= (a;)F_, con
ay > ...ap > 0. Existe una sucesion G = {g;}"_, en H(d) con operador de marco
Sg = B tal que ||gi||> = a; para todo 1 < i <k si y sdlo sia < \.

Posteriormente se incorporaron a estos problemas requisitos de optimalidad, esto
es, se buscaba la sucesion 6ptima entre las que verificaban la condiciéon de normas.
Para medir la optimalidad, Benedetto y Fickus introdujeron en [7] la nocion de po-
tencial de marco (frame potential). Dada una sucesion {f;}M, de vectores unitarios
en Hy, el potencial de marco es

P{fi}X Z | (fir £5) I

1,j=1

Benedetto y Fickus caracterizaron los marcos finitos ajustados normalizados en tér-
minos de los minimizadores del potencial. Mas atin, en la terminologia del problema,
probaron que los minimizadores locales también son globales. Estas ideas las desarro-
llamos en la siguiente seccion.

En [90] Massey, Ruiz y Stojanoff, generalizaron el potencial de marco considerando
los llamados potenciales converos. Dado un marco {f;}, y una funcién convexa

¢ :[0,00) — [0,00), usando célculo funcional se define el potencial convexo por
M
Py(F) =tré(Sr) = > 6(N;(Sr)) para F={fi}}l, € Hy.
j=1

Estos potenciales incluyen el potencial de marco (con ¢(t) = t?) y el llamado error
cuadrdtico medio (ECM) (con ¢(t) = t~1). En ese mismo trabajo, los autores estudian
con esas condiciones de optimalidad un problema de disenio méas especifico que consiste
en completar un conjunto de vectores dados en el contexto finitodimensional. Debido
a la necesidad de caracterizar el espectro de los 6ptimos como el espectro de una
suma de matrices autoadjuntas, la desigualdad de Lidskii juega un rol fundamental.
Los autores muestran que los minimizadores globales de los potenciales convexos
se pueden obtener con completaciones de marcos que satisfacen la igualdad en la
desigualdad de Lidskii. Més precisamente, dada una sucesion Fy = {f;})7% de Hy
v G = {gi}h,+1 otra sucesion tal que {F,G} es un marco para Hy, los autores
probaron el siguiente resultado de minimizacion:

Teorema 5.1.2. Sea Fy = {f;}M% una sucesion de Hy y a = (a;)¥_, una sucesion
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de nidmeros positivos tal que N —rk(Sx,) < k. Sea X el vector de autovalores de Sx,
y ¢ :]0,00) — [0,00) una funcion estrictamente convexa. Entonces existe un vector
=" cona~< u tal que

{Fo,G} es un minimizador de P, < A\(Sz) = (A(Sx,) + AT(Sg))* v AT(Sg) = p.

5.1.2. Desigualdad aditiva y minimizadores globales

En esta seccién vemos brevemente como las desigualdades de Lidskii se traducen a
problemas de minimizacién de matrices en términos de mayorizaciéon. En esencia, esto
se debe a que la relacion de mayorizacion entre vectores implica desigualdades de fun-
ciones convexas y, por lo tanto, de normas unitariamente invariantes. Nos enfocamos
en aquellas matrices que verifican la igualdad que resultan ser minimizadores globales
del problema estudiado. Recordamos que los vectores de autovalores, a menos que se
especifique lo contrario, se consideran ordenados de forma no creciente.

En [90], los autores estudiaron el caso de igualdad en la desigualdad de Lidskii
para dos matrices, de donde se desprende el hecho que sean diagonalizables simulté-
neamente:

Teorema 5.1.3. Sean A, B € H(d). Si N(A+ B) = (A(A) + A\(B))* entonces existe
una base ortonormal {v;}L_, tal que

d d
i=1 =1

Este resultado nos permite construir, a partir de autovectores de A, minimos para
la mayorizacién como vemos a continuacion: dado p € (R4)¥, si consideramos la 6rbita
unitaria

O, ={G € My(C): NG)=pu} ={V*D,V:V cUd)},

por Lidskii se tiene que para todo G € O,
AMAT+u < AMA+G).
A partir del Teorema 5.1.3, si existe una matriz Gy € O, tal que
MA + Go) = MA)T+ NGo))r = MA)T + p, (5.2)
tenemos entonces que
AMA+ Gy) < M(A+ G) para todo G € O,,.

Es decir, Gy es un minimo en términos de mayorizaciéon sobre las matrices G € O,
por lo que se dice que GGy es un minimizador global.
SiAePd)ypcE (Rgo)ﬂ notar que las matrices G de la orbita de O, son posi-
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tivas. Para una funcién estrictamente convexa ¢ : Ry — R>( se define el potencial
convexo ¥4 : 0, — R% dado por

Oy(G) = tr(p(A+G) =D _ o(\(A+G))

el

Llamamos minimizador global del potencial ®, a una matriz G; € O, tal que
Q4(G1) < @y(G) para toda G € O,. Usando las propiedades de mayorizacién para
funciones convexas de la Proposicion 1.5.3, por (5.2) si Gy un minimizador global, Gy
también resulta un minimizador global de ®4. Reciprocamente, si G; es un minimi-
zador global del potencial ®, se tiene que

D S(A) + ) =Y d(N(A+Gr)). (5.3)

i€l el
Luego, por Lidskii y nuevamente por la Proposicion 1.5.3,
MA+G) = (M(A) + )t = AT(A) + M\(Gy),

es decir, G; es un minimizador global.
Ahora bien, si A € H(d), u € (RY)*, analogamente a (5.2), sea Gy € O, tal que
para todo G € O,

AT = AGo))r = (MA)T = )t = XA = Go) < MA = G). (5:4)

Si consideramos una norma unitariamente invariante y estrictamente convexa N vy
: » ) d
definimos la funcion @y : O, — RS, dada por

Dn(G) = N(A—G),
usando propiedades de mayorizacion, de (5.4) se tiene que
Pn(Go) = N(A—Go) < N(A—G) = Dn(G).

Esto es, Gy es un minimizador global de ® . Reciprocamente también, como en el caso
del potencial, se puede ver que todo minimizador global de ®y verifica la igualdad
n (5.4).

En definitiva, caracterizar las matrices que verifican la igualdad de la desigual-
dad de Lidskii, permite determinar explicitamente los minimizadores globales de las
funciones ®, y ®y.

5.1.3. Versiéon multiplicativa de las desigualdades

Una de las versiones multiplicativas de las desigualdades de Lidskii se debe a Liy
Mathias [84]. En el caso que las matrices sean positivas e inversibles, sus resultados
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pueden relacionarse con el extenso trabajo de desigualdades de valores singulares de
Klyachko |78].

Asi como sucede para las desigualdades aditivas de Lidskii, caracterizar la igualdad
de la version multiplicativa tiene su correlaciéon con problemas de marcos. Uno de los
problemas que los autores estudiaron en [91] es el de perturbacion dptima de marcos
equivalentes: dado un marco F = {f;};er, para C? con n > d, el problema consiste
en determinar la estructura de un operador inversible V' que actiie sobre C? con el
cual se considera el marco perturbado V(F) = {V f; }cr,. Ademas, se requiere que V
sea proximo a la identidad, una condicion de determinante y que la dispersion de los
autovalores del operador de marco Sy(r) sea minima entre todos los autovalores de
Svi(r) para todo V'. Para este problema, dados 0 < 3 <1y s € [(1—8)% (14 8)7 se
considera el conjunto

Os5(Sr) ={VSeV* : V € Gl(d), ||V —1|| < B, |det(V)| > s}.

La desigualdad multiplicativa y el caso de igualdad permitieron a los autores mostrar
la existencia de elementos 6ptimos en O; 5(.5) y caracterizar su estructura geométrica.

Si consideramos la desigualdad de Gelfand - Naimark - Lidskii (GNL) presentada
anteriormente

log(A*(B)) — log(A"(A)) < log(A(BA™)) < log(A"(B)) —log(A(A)),

la caracterizacion del caso de igualdad de la mayorizacion (inferior) involucra el si-
guiente

Teorema 5.1.4 (Teo. 5.1 [91]). Sea A, B € P(d) entonces,
(log(A(B)) —log(A(A)))" = log(\"(BA™))
si y sdlo si existe un unitario U € U(d) tal que
UAU* = Dyay y UBU* = Dy(s).

Esta caracterizacion sera de utilidad en las pruebas de resultados en el contexto
local. Notemos que, nuevamente, los minimos involucran matrices que conmutan entre
si.

5.2. Desigualdades de Lidskii locales

Introducimos en esta secciéon algunas de las técnicas desarrolladas por Massey,
Rios y Stojanoff en [93] para el estudio de la estructura de los minimizadores locales
de las funciones ®, y ®n. En dicho trabajo se preguntaron si existia alguna version
de los Teoremas de Lidskii (aditivos) que permita caracterizarlos. Producto de estas
inquietudes fue que se publicaron una serie de trabajos donde desarrollaron estrategias
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para atacar estos problemas y exhibieron aplicaciones de sus resultados. Estas técnicas
nos permiten realizar un estudio local en la igualdad de la desigualdad de Lidskii
multiplicativa.

5.2.1. Desigualdad aditiva local

Para plantear un escenario local de problema se necesita una estructura de espacio
métrico. Notemos que la 6rbita unitaria O, cuenta con la métrica inducida por la
norma espectral. Dadas A, B € H(d), se toma p := tr(A) + tr(B) y se considera la
variedad

H(d)? :={C € H(d) : tr(C) = p}.

Para la variedad producto U(d) x U(d) se define una aplicacion
A U(d) x Ud) —s H(d)”

dada por
AU, V)=U"AU + V*BV. (5.5)

En primer lugar, usando argumentos geométricos, se prueba que
A es una submersion en (I,1) siy solosi {A, B} =C-I.

Intuitivamente, contar con una submersion en (1, ') nos permite "traer’ condiciones
locales en A+ B € H* a condiciones locales en un entorno de (1, 1) € U(d) xU(d). Esto
resulta de utilidad para los siguientes resultados, algunos de los cuales adaptamos a
la version multiplicativa local.

La idea inicial es mostrar que, si una matriz no verifica la igualdad de Lidskii o
no conmuta con A, no puede ser un minimo. Respecto a este tltimo caso, notar la
exigencia de la condicion de conmutante {A, B} trivial mencionada en lineas ante-
riores. En cualquiera de estos casos, la estrategia es construir una curva suave 7(t) en
la variedad tal que el espectro de 7(t) esté mayorizado por A + B.

Proposicion 5.2.1. Sean A, B € H(d) tales que [A, B] # 0. Entonces, dado € > 0
existe W € U(d) tal que || —W|| <ey

AA+W?*BW) < A(A+ B) pero A(A+W*GW) # A(A+ B).

El siguiente teorema muestra que para tener un minimo Gy se debe verificar la

igualdad de la desigualdad de Lidskii.

Teorema 5.2.2. Sean A € P(d) y u € (RY)¥. Sea Gy € O,, tal que

MA+Go) # (MA) + A(Go))*
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Luego, dado € > 0, existe G € O, tal que ||G — Go|| <e y
AMA+G) < AMA+ Gy)) pero AM(A+ G) #MNA+ Gy).

Con los resultados anteriores se probaron las siguientes versiones locales para los
problemas de minimizacién de potenciales convexos y NUIs, respectivamente:

Teorema 5.2.3. Sea A € P(d), pp = (t)ier, € (R%o)* y ¢ una funcion estrictamente
convera. Si Gy es un minimizador local de ®4 en O,, existe una base ortonormal

{vi}ier, tal que
d

d
i=1 =1

En particular, \(A+Gg) = (MNA)T+X(Go))Y, por lo que Gy es también un minimizador

global de .

Teorema 5.2.4. Sea A € P(d), i1 = (pi)ier, € RL)* y N una NUI estrictamen-
te conveza en Mgy. Si Gy es un minimizador local de @y en O,, existe una base
ortonormal {v; }ic1, tal que

d d
=1

i=1

En particular, \(A—Go) = (M(A)—A(Go))*, por lo que Gy es también un minimizador
global de ®n en O,,.

5.2.2. Desigualdad multiplicativa local

En esta seccién presentamos los resultados que utilizaremos para el estudio local
en la igualdad de la mayorizacion inferior de la desigualdad de Lidskii multiplicativa
que nos servird para caracterizar los minimos locales en el problema de Procrusto.
A grandes rasgos, el esquema de demostracion tiene la misma estructura que el caso
aditivo de la seccion anterior. Un estudio similar se puede hacer para la igualdad
superior en dicha mayorizacién obteniendo un méximo local.

Consideramos
P(d)" :={C € P(d) : det(C) =7}
siendo T = izzgfg . En la variedad producto U(d) x U(d) definimos una aplicacion

I:U(d) xU(d) — P(d)" dada por T(U, V) = UAV2U*VBV*UAY2U*. (5.6)

Como en el caso aditivo, en el siguiente lema, probamos que I' es una submersién en
(I,1I) cuando se tiene que {A, B} =C-I.

Lema 5.2.5. T" es una submersion en (I,1) € U(d) x U(d) si y sdlo si

{A,BY :={C € My(C) : AC =CA, BC=CB}=C-1I.
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Demostracion. Supongamos que el conmutante relativo {A, B} es el trivial. Para
probar que I' es una submersion en (I, I) necesitamos mostrar que la aplicacion dife-
rencial

Dl : TanU(d) x U(d) — Ta-1/254-1/2 P(d)"

es suryectiva.

Supongamos que D(; nI' no es suryectiva. Debido a la estructura riemanniana del
espacio tangente en P(d)7, existe Yy € Ty 125412 P(d)7, Yy # 0 tal que

(Da.nT(X1, Xa), Yo) = tr (Du.nT(X1, X2) Yy) = 0, (5.7)
para cada (X1, Xs) € T(r,nU(d) x U(d). Como
TanU(d) x U(d) = {(X1, X2) € My(C) x My(C) : X = —-X;,i=1,2},
tomando una curva en P(d)" es facil de ver que
Tavmae P = {Y € H(@) ¢t (472342 Y) = 0},

por lo que Yy € H(d) y verifica que tr (C'Yy C) = 0, siendo C = (A~Y/2BA~1/2)71/2,
Luego, considerando las derivadas parciales

Da.pT(0,X) = A™V2[X, BJAY/? (5.8)

D nl(X,0) = [X,A"3BA™Y2 + A7V2B[X, A7Y3), (5.9)

por (5.7) se tiene que
tr(A7Y2[X, BJA™Y?Y}) = tr([B, A"V*Y, A7V X) = 0
para todo X* = —X. En particular, para X = [B, A7Y/2Y;A7Y/?], se deduce que
(B, A2, A7 = 0. (5.10)
Nuevamente, por (5.7) y (5.9),

tr([X, A"V2|BATY2Y}) + tr(A™Y2B[X, A7V2)Y,) =
= tr(([A™Y2, BATV2Yy) + [A™Y2 Y, ATV2B))X) = 0

para todo X* = —X. Entonces, se tiene que

[A7Y2, BAT2Yq] + [ATY2, Y ATV2B] = 0. (5-11)
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De (5.10) y (5.11) obtenemos que [Yy, A"Y2BA1/2] = 0, es decir,
BATVAYVATY2A = AATVAY AT,
Finalmente, como [B'/2, A='/2Y;A='/?] = 0, deducimos que
B1/2A—1/2Y0A—1/2Bl/2 c {A,B}/
Entonces, por hipotesis, BY/2A~1/2Y,A=1/2BY2? = o . I, para algtn escalar . Esto es,
}/0 — Oé(Al/gB_lAl/Q).

Luego, 0 = tr(AY2B71AY?Y}) = a - tr((AY2B~1 AY?)?) lo que contradice que Yy # 0.
Por lo tanto, I' es una submersion en (I, I).

Reciprocamente, supongamos que existe una proyeccion ortogonal no trivial P en
{A,B}. Sea Z € H(d) N {A, B} dado por
c

z=PrP+ ¢ — tr((A2B-1A1/2)2) (I = P),

con ¢ = tr(P(AY2B~1AY/2)?). Notar que, mediante cilculo funcional, P conmuta con
AY2B~1AY2 Entonces, si consideramos

Yy = AV2BV2Z B2 412 — g1t g2y
Yy € H(d), es no trivial y verifica que

tr(AV? B AY2Yy) = tr (V2B AV2)2Z)

= tr (P(AV?B71A?)%) +
&

o Tw@rnayy (- PIATE AT
B tr((Al/ZB—1A1/2)2) c
=c+c <c — tr((Al2B-1A1/2)2) o — tr((Al/QB—lAl/Q)Q))

=0.
Esto es, Yy € Ty-1/254-12P(d)". Es facil ver que
[A_l/QYOA_l/Q,B] [BA 1/2Y A 1/2] [YA 1/23 A~ 1/2] 0,

lo que implica que Yj es ortogonal al rango de Dy I, por (5.8) y (5.9), Y es ortogonal
al rango de D pnI', por lo tanto I" no es una submersion en (I, 1).

El lema anterior nos permite considerar el caso donde A y B no conmutan. Re-
cordar que el objetivo es caracterizar a los minimos locales a partir de la condicién de
igualdad en la mayorizacién. Esto nos resultard de utilidad para probar el Teorema
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5.2.7.

Lema 5.2.6. Sean A, B € P(d) tales que [A, B] # 0. Entonces, para to > 0 suficien-
temente pequeno, existe una curva continua

v(t) = (—to,to) —> U(d) tal que ~(0) =1

log A (A™'B) #log A (A7'y(t)By(t)*) < log A (A™'B)  para t#0.

Demostracion. Como [A, B] # 0, existe una proyeccion ortogonal P de la *-subalgebra
unital {A, B} € M,4(C) tal que [PA, PB] # 0. Esto implica que el rango de P es
estrictamente mayor a 1 (de lo contrario, [PA, PB] = 0). Podemos asumir que P es
una proyeccion minimal con esta propiedad.

Claramente, I € {A, B} es una proyeccion que satisface [IA, IB] # 0. Si I no es
una proyeccion minimal en {A, B} entonces existen P, P, € {A, B} proyecciones
no nulas tales que [ = Py + Py y [P, A, P,B] # 0 con i = 1, 2. Si ninguna de las proyec-
ciones P; es minimal en {A, B} podemos repetir el argumento anterior a P; y, como
estamos trabajando con algebras de dimension finita, del procedimiento obtenemos
una proyeccién minimal P € {A, B}’ con la propiedad mencionada al principio de la
prueba. Finalmente, aplicando un cambio de base ortonormal, podemos asumir que
Im(P) = span{e; : i € L.}, con r = rk(P) > 1. Como P reduce A y B podemos
considerar

A = A|Im(P) €P(r)y Br= B|Im(P) € P(r).

Entonces, tenemos que {4, B} = C- I, C M,(C) (I, es la matriz identidad en
M.,.(C)); de hecho, si existiera una proyeccion no trivial @ en {A;, By} tal que
[QA1, QB;] # 0, la podemos dilatar a una proyeccion @ en {A, B} tal que Q < Py
[QA, QB] # 0. Pero esto contradecirfa la minimalidad de P.

Sea 0 = 33%53. Consideremos I' : U(r) x U(r) — P(r)? definida como

T(U,V) = UA; U VBV UA U™,

Por Lemma 5.2.5, I es una submersion en (1., 1) sobre P(r)°. En particular, esto
implica que toda curva continua [(t) : (—1,1) — P(r)? tal que [(0) = Al_l/QBlAl_l/Q,
puede ser levantada (localmente) a una curva continua

[(t) : (—to,to) —> U(r) X U(r)

tal que [(0) = (I, I) y l(t) =T o I(t), para —ty < t < to.
Como [Ay, By] # 0, del Teorema 5.1.4 podemos asegurar que

b:=log N(A; 2B A7 %) # (log A(By) — log A(41))* :=a.

Mas aun, por el Teorema Gelfand-Naimark-Lidskii, ocurre que a < b. Asimismo,
p(t) :=|tla+ (1 —|t|)b < b, para t € (—1,1), con p(t) # b para t # 0. Sea U € U(r)
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tal que
* 1/2 1/2
UDA(A;1/2BlA;1/2)U = A BlA s

donde D/\(Al—l/2B1A1—1/2) denota la matriz diagonal con los autovalores de A;l/QBlAfl/z
dispuestos en orden no creciente; y sea [(t) : (—1,1) — P(r)? dada por

U(t) = UDexp(oenU™,

donde exp(p(t)) := (er®r er®z er)r) € R". Tenemos entonces que [(t) es una
curva continua tal que 1(0) = A; /*ByA;"/?. Mas atn,

det(Bl)
det(A;)

det(I(t)) = II_,er®i = trr®) =

:0"

por lo que I(t) € P(r)?, Vt € (—1,1). Ademads, por construccion, log A(I(t)) <
log A(1(0)), para t € (—1,1).

Luego, para 0 < t, suficientemente pequefo, existe una curva continua l( ) =
(U), V(1) € Ur) x Ur), t € (—to,to) tal que [(0) = (I,,I,) y T ol(t) = I(t).

Counsideramos entonces
() : (—to, to) — U(r) dada por F(t) = U*(t)V (1),
5(t) es continua, ¥(0) = I, y

log A (AT (t)B17*(t)) = log A (AT'V*()U () ByU*(¢) V(1))
bgA<U’ A‘”2 )vxﬂzhv*@ﬂJ@)A;”%J%w)
=log \(I(t)) < log A\(A7' By).

Finalmente, dilatamos 7(t) : (—to,t9) — U(r) a una curva y(t) : (—to,t9) — U(d)

tal que
V(t) = (55)75) Idor)

donde la particion por bloques se considera respecto a C? = Im(P) & Im(P)* con un
cambio de base apropiado. Como P € {A, B}/, respecto a los bloques tenemos que

Al 0 Bl 0
A - B =
( 0 Az) ' ( 0 32) 7

A7) BA(t)* = (Al_ W)OBﬁ(t)* A;?Bg)

con lo cual

Por lo tanto, como A(A™'B) = (A(A;'By), A(A;lBg))¢ € (RY* y los autovalores
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(ordenados) de A~1y(¢)B~(t)* son
(AATFBA®)) . MA; ' B2)* € (R

es facil probar que 7(¢) tiene las propiedades requeridas.

En concreto, vimos que si A y B no conmutan, se puede construir una curva de
matrices () By(t)* (de la orbita de B) que estd mayorizada por A~*B. Por lo tanto,
B no seria un minimo local.

Teorema 5.2.7. Sean A, B € P(d) tales que
log \(A™'B) # (log A\(B) — log A(A))*.
Entonces, para algin ty > 0 suficientemente pequeno, existe una curva continua
V(1) : (—to, o) — U(d) tal que ¥(0) = Ty y

log A (A™'B) # log A (A7'y(t)B~(t)*) < log A (A™'B) para t # 0.

Demostracion. Por Lema 5.2.6 alcanza con probar el caso [A, B] = 0, por lo que
podemos suponer que AB = BA. Si denotamos a \?(B) por los autovalores de B sin
orden especifico, sea U € U(d) tal que

UA™'BU* = Dya-1)Dyo(p),
donde Dy4-1) y Dy () son matrices diagonales con
AATH = (AMA)THEAA)L M)

arreglados en orden no decreciente. Supongamos que para algin 1 < ¢ < d, se tiene
que A7 (B) < X7, (B). Sea {e;}_, una base ortonormal de A y B asociada a U.

Por simplicidad denotamos a1 = A(A);, ag = AM(A)ip1y b1 = A/ (B), B2 = A, (B).
Entonces, si nos restringimos al subespacio S generado por los autovectores {e;, €;11},

B
UAT'BU" [s= | o 5 |
Sea W(t) € U(d), para t € (-3, 5), dado por

W (t) = cos(t)(e; @ e; + €41 ® €;41) +sin(t)(e; @ €41 — €41 @ €;) + Pse.

Entonces, consideremos Cs(t) := UAT'U*W (t)UBU*W*(t) |s. Notar que Cs(t) ve-
rifica que

0= [ ][ty ][5 5] [00



74 Capitulo 5. Extremos locales para problemas tipo Procusto

Es facil de ver que para t # 0,

(Cot) = 2+ 2 sin?(0)(51 - )z +ar!) < 24 22— w(Cs(0))

Como det(Cs(t)) = gigz para todo t, esto implica que los autovalores A\;(Cs) >
A2(Cs) satisfacen

(108 (C(). los(a(Cs(0)) < (10 () g (2) ).

(651 %)

Finalmente, si tomamos (t) := U*W (t)U con —7 <t < 7, es claro que para todo t,
log A\(A™ 'y () B~*(t)) = log MUAT'U*W (t) UBU*W*(t)) < log \(A™*B),

va que A7'BPsi. = A7'y(t)B~*(t)Ps..

5.3. Caracterizacion de extremos locales en un pro-
blema de Procusto

En esta secciéon aplicaremos los resultados de la seccién anterior para caracterizar
los minimos locales de un problema de Procusto estudiado por Bhatia y Congedo.
Mas precisamente, mostramos que los minimizadores globales para el problema de
Procusto, en el caso particular de la familia de distancias log, s6lo pueden ser aquellos
puntos propuestos en ese trabajo [9]. Como en las secciones anteriores, la seccion
comienza con una motivacion breve del estudio del problema de Procusto.

5.3.1. Motivacion: caso ortogonal

Una de las aplicaciones de los problemas de Procusto que podemos mencionar
brevemente es el caso del problema ortogonal. Supongamos que, a partir de ciertos
experimentos, se obtienen datos en forma de una matriz A € M, (R) vy, luego de
repetirlos, se obtiene otra matriz distinta B € M, (R). Para evaluar qué tan cerca
estd B de ser una rotacion de la matriz A se plantea el siguiente problema:

m ||A— BX 12
Jnin | e (5.12)

siendo ||.|| » la norma Frobenius. Por la ortogonalidad de X, se tiene que

S

1A= BX|I% = |Al + I1BX |7 =2 ) _[X"(B' Al = | Al + 1Bll7 — 2tr(X'(B'A)).

k=1
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Con lo cual, resolver el problema (5.12) es equivalente a calcular

méx tr(X'B'A).
XtX=1I

Si se considera la descomposicion en valores singulares
B'A = UDgptaV',

siendo s1, ..., s, los valores singulares de B'A, y se toma Z := V'X'U se tiene que

tT’(XtBtA) = tT(XtUDs(BtA)Vt) = tT(ZDs(BtA)) = Z ZiiSi S Z Si,
i=1

i=1

donde z; < 1 para i ya que Z es producto de ortogonales. Luego, la cota superior
se puede alcanzar tomando Z = I, es decir, X = UV'. Naturalmente, este tipo de
estrategias para enfrentar el problema de Procusto induce algoritmos que resultan
de gran utilidad en el campo aplicado. Para profundizar en el enfoque algoritmico
sugerimos [64].

5.3.2. Distancias log

En el problema doble de Procusto, Bhatia y Congedo consideraron distintas dis-
tancias para su estudio. Los autores consideraron la distancia Riemmaniana

d 1/2
dy(A, B) = ||log(A~'2BAY?)||, = [Z log* \(A7'B) (5.13)
k=1
y el objetivo es buscar el
’ * _ ’ _ —1/2 1/2
min dy(A,U*BU) = i dy(A, B) = ||log(A2BAY?)|, (5.14)

siendo ||A, = (trA*A)'/2, tomando U en la 6rbita unitaria de A.

Ellos notaron que la métrica de este problema se encuentra dentro de las funcio-
nes gauge simétricas. Recordamos que esta clase de funciones guardan una estrecha
relacién con las normas unitariamente invariante como vimos en los preliminares. Las
métricas inducidas en P(d) por cada funcion gauge ® en R? estan dadas por

de(A, B) = Hlog(A_1/2BA1/2)Hq> = ®(log M(A™'B)).

La distancia dy corresponde con el caso donde ® representa la norma euclidea.

En las aplicaciones son diversas las distancias que resultan de utilidad que tienen
este origen en comun. La distancia dy se puede considerar como la version matricial
de la llamada métrica de Fisher-Rao en distribucion de probabilidades; la distancia
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Bures-Wasserstein

1/2

dw(A, B) = [tr(A+ B) — 2tr(AY/2BAY?)17?]

aparece en teoria de transporte 6ptimo, informacion cuéntica y geometria Riemannia-
na. Otras distancias de gran utilidad son las conocidas como divergencia de Kullback-
Leibler, dada por

d3; (A, B) = tr(AB™ — I) — log det(AB™'),
y la divergencia de Bhattacharyya:

A+ B

d%(A, B) = log det ( ) — log det(AY2BY/?).

Englobando a estas distancias con la definida en (5.13) el resultado que nos interesa
es el siguiente:

Teorema 5.3.1. (Bhatia, Congedo) Sean A, B definidas positivas en My(C) y N
una NUI Sean U, W € U(d) tales que

W*BW = D)\(B) y V*AV = D)\(A)

entonces (5.14) alcanza su minimo en WV™*.

5.3.3. Caracterizacion de los minimos locales

Dados A, B € P(d) y N(-) una norma unitariamente invariante arbitraria en
M, (C), para nuestro resultado definimos la distancia dy(A, B) : Op — R dada
por

dn(A,B) = N (log (A7'?BA™Y?)).. (5.15)

Con esta métrica, el problema de aproximacion en P(d) consiste en calcular

. s C1/24 p—1/2
Juin Fy (C): cHelg,lgN (log (A~Y2C A7) (5.16)

y caracterizar sus aproximantes.

Teorema 5.3.2. Sean A, B € P(d) y N(-) una NUI estrictamente conveza en M4(C)
consideremos Fin a, )y = Fn : Op — Ry dado por

Fy(C) = N (log (A7'2CA™Y?)) .
Entonces, si Cy € Op es un minimizador local de Fy, existe U € U(d) tal que

U*AU = D)\(A) Y U*D)\(B)U = Co.
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En particular, Cy resulta ser minimizador global de F en Op.

Demostracion. Supongamos que no existe U € U(d) tal que
U'AU = Dyay vy Co=U"BU = Dyy.
Del Teorema 5.1.4 tenemos que
(1og(A(Co)) — log(A(A)))" # log(AM(Co A™)) .

Luego, el Teorema 5.2.7 implica que, para algin t; > 0 suficientemente pequeino,
existe una curva continua

Y(t) : (—to,to) — U(d) tal que ~(0) =1

y para t # 0

log  (A71C0) 1o\ (A" (1)Co (1 A1) < log A (A 2CyA 1),

Entonces, del Teorema 1.5.7, el hecho que N(-) sea una NUI estrictamente convexa
implica que

N (log (A™24(1)Co 7 (t)* A72)) < N (log (A"/2Cy A7)

lo que contradice que Cy sea un minimizador local de Fly en Op.

Nuestras conclusiones para extremos locales se pueden aplicar directamente al
problema de Procusto usando la métrica de Bures-Wasserstein y la divergencia de
Kullback-Leibler ya que esos resultados también dependen de la caracterizacion de
extremos locales/globales para la desigualdad de Gelfand, Naimark y Lidskii.
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