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Abstract

El fenémeno de superradiancia en agujeros negros consiste en la absorciéon de in-
formacion en forma de paquetes de onda, y al mismo tiempo la emisién de energia
en forma de ondas planas monocromaticas por parte del agujero negro. Se investigo
este fendmeno para campos escalares con carga cuando se coloca un espejo semi-
esférico concéntrico a un agujero negro estatico y con carga. Se considera el sistema
agujero negro-espejo inmerso en un bano térmico a una temperatura distinta a la
del agujero negro. En primera instancia, se resolvio la ecuacién de Klein-Gordon
minimamente acoplada para un campo escalar cargado en espacio curvo, dado por
la métrica de Reissner-Nordstrom, obteniendo la condicion de superradianza en el
horizonte. Luego, se cuantizoé el sistema teniendo en cuenta que el bano térmico sigue
la estadistica de Bose-Einstein y se calculd, mediante el tensor energia-momento del
campo, el empuje total producido cuando los modos escalares emitidos por un agu-
jero negro superradiante son reflejados por el espejo semiesférico. La forma que tiene
el sistema junto al empuje obtenido nos permite describir este resultado como un
“cohete superradiante de agujero negro” (o simplemente cohete de agujero negro),
el cual es resultado de un fenémeno clasico (superradianza) y no de un fenémeno
cudntico (radiacién Hawking) como se ha estudiado en la bibliografia. Por ultimo,
se analizaron numéricamente los resultados obtenidos tanto por la dispersion de un
campo escalar como por el cohete de agujero negro en el bano térmico. En el caso de
un campo escalar, obtenemos numéricamente las soluciones radiales que satisfacen
las condiciones de contorno, luego proponiendo algunos valores para el campo inci-
dente se observa una diferencia de comportamiento cerca del horizonte exterior del
agujero negro (donde ocurre o no la superradianza). A partir de estos resultados, se
determina la fuerza total del cohete de agujero negro en la cual se observa un pico
para cierto valor del impulso k, donde existe una divergencia debido a la distribucién
de Bose-Einstein utilizada y que debe seguir siendo estudiada. Ademas, concluimos
que la fuerza total obtenida es una primera aproximacién y que para obtener un buen
valor cuantitativo debe mejorarse en particular la aproximacién numérica realizada
sobre el indice azimutal cudntico m, ya que esta falla para ciertos valores.
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1 Introduccién

1. Introduccion

1.1. Superradianza: Contexto Histérico

La superradiacién es un proceso en el cual la radiacion reflejada debido a un
sistema se ve aumentada respecto a la radiacion incidente inicial. Este proceso de
amplificacién de la radiacion tiene larga historia que se remonta a los origenes de
la mecanica cuantica, cuando Klein demostré que la ecuacién de Dirac permite que
los electrones pueden ser transmitidos incluso en regiones clasicamente prohibidas
[Klein 1929]. En 1954, Dicke introdujo el concepto de superradianza, que designa
un fenémeno colectivo por el que la radiacién se amplifica por la coherencia de los
emisores [Dicke 1954]. En 1971, Zel’dovich demostré que la dispersién de la radia-
cién en superficies absorbentes en rotacion da lugar, en determinadas condiciones,
a ondas de mayor amplitud [Zel'Dovich 1971, 1972]. Este fenémeno ahora es més
bien conocido como superradianza (rotacional) y requiere que la radiacién incidente,
asumida monocromatica de frecuencia w, satisfaga

w < m§2 (1.1)

con m el nimero azimutal respecto a una rotacién axial y €2 la velocidad angular
del cuerpo. La superradianza rotacional pertenece a una mayor clase de problemas
clasicos que muestra emisién de energia espontanea o debido a un estimulo, por
ejemplo el efecto de Vavilov-Cherenkov, el efecto Doppler anémalo, y otros ejemplos
como el “movimiento superluminico”. Cuando los efectos cuanticos fueron incorpo-
rados, se argumentaba que la superradianza rotacional se convertiria en un proceso
espontaneo y que los cuerpos rotantes - incluyendo los agujeros negros (BHs) -
comenzarian a frenarse debido a la emisién espontanea de fotones cuya energia sa-
tisface (1.1). Por otro lado, cuando se analiza superradianza de BH desde un punto
de vista termodinamico, se llega a conclusiones similares [Bekenstein 1973b; Bekens-
tein y Schiffer 1998]. Desde un punto de vista histérico, los primeros estudios de la
superradianza en BH cumplieron un papel fundamental en el descubrimiento de la
evaporacion de BH [Hawking 1975, 1988].

El interés en la superradiacién en BH crecio recientemente en distintas areas, co-
mo astrofisica y fisica de altas energias (via la dualidad gravedad/gauge), y aspectos
fundamentales de la Relatividad General (GR). La inestabilidad superradiante pue-
de utilizarse para restringir la masa de los grados de libertad ultraligeros [Arvanitaki,
Dimopoulos et al. 2010; Arvanitaki y Dubovsky 2011; Brito, Cardoso y Pani 2013;
Pani et al. 2012], con la importante aplicacién en la bisqueda de materia oscura y en
fisica mas alla del Modelo Estandar. La superradianza en BH también esta asociada
a la existencia de nuevas soluciones asintoticamente planas de BH con pelo (“hairy
BH”) [Herdeiro y Radu 2014] y a transiciones de fase entre objetos negros (sin emi-
sién) con spin o carga en un espacio-tiempo asintoticamente anti-De Sitter (AdS)
[Cardoso y Dias 2004; Dias, Figueras et al. 2012; Dias, Horowitz y Santos 2011] o
en mayores dimensiones [Shibata y Yoshino 2010]. Finalmente, la superradiacién es
fundamental para analizar la estabilidad de BHs y si ocurre un colapso gravitacional
en geometrias confinadas. Por otro lado, la fuerte conexién entre recientes aplicacio-
nes y el fenémeno original de superradiacién no siempre fue reconocido plenamente.
Este es el caso, por ejemplo, de los modelos hologréficos de los superfluidos [Hartnoll,
Herzog y Horowitz 2008] que dependen de la ruptura esponténea de la simetria de los
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1 Introduccion 1.2 Paradoja de Klein: Primer ejemplo de superradianza

BHs cargados en el espacio-tiempo AdS [Gubser 2008]. En AdS global, la transicién
de fase asociada puede ser interpretada en términos de inestabilidad superradiante
de un BH AdS de Reissner-Nordstrom desencadenado por un campo escalar cargado
[Dias, Figueras et al. 2012; Hartnoll 2011].>

A partir del estudio de la inestabilidad superradiante de un BH en una geo-
metria cerrada como motivacién, se busca responder a la pregunta: ;Qué pasaria
si la geometria no fuese cerrada? En particular, se considera un agujero negro de
Reissner-Nordstrom rodeado por un espejo semiesférico perfecto en un bano térmico
de particulas y antiparticulas escalares con carga. Luego, se obtiene la fuerza total
sobre esta geometria que da forma a lo que se llama “cohete de agujero negro”.

1.2. Paradoja de Klein: Primer ejemplo de superradianza

La paradoja de Klein [Klein 1929] es el primer ejemplo que podemos encontrar
del fenémeno de superradianza. Hoy en dia, esta paradoja esta bien estudiada tanto
para el caso bosonico como fermiénico [W. Greiner et al. 2000; Winter 1959al. En
particular, como mas adelante se trabaja con un campo escalar escalar cargado,
se presenta en esta seccién la paradoja de Klein para el caso bosonico. En este
caso, resulta que al tratar con un campo escalar cargado y la ecuacién de Klein-
Gordon con un potencial del tipo escalon puede producirse la creacion de pares de
particulas cargadas cuando el potencial lo es suficientemente fuerte [Hund 1941]. Es
interesante destacar que este resultado puede verse como precursor de los resultados
de la teorfa de campos moderna de Schwinger [Schwinger 1951] y Hawking [Hawking
1975], quienes demostraron que la creacién espontdnea de pares de particulas es
posible en presencia de un campo electromagnético (EM) fuerte y de un campo
gravitatorio, tanto para bosones como para fermiones. De hecho, hoy se sabe que
la resolucién de la “antigua” paradoja de Klein es debido a la creacién de pares
particula-antiparticula en la barrera de potencial [Pani et al. 2012], lo que explica
la parte transmitida no amortiguada.

Se considera un campo escalar sin masa minimamente acoplado con un campo
EM generado por un potencial A, de dimensién (1+1), cuya ecuaciéon de movimiento
sera la ecuacion de Klein-Gordon

(0, — ieA,) (0" — ieA)D = 0 (1.2)

donde e es la carga del campo escalar. Para simplificar, consideremos un potencial
externo A* = (Ay,0), con el comportamiento asintdtico

0 1T — —
Ay { i o (1.3
%4 siz — +oo

Usando el ansatz ® = e~ la ecuacién 1.2 puede separarse obteniendo la ecuacién
diferencial ordinaria (EDO)

2
3—;20 + (w—eAy)’f =0 (1.4)

2Un estudio més detallado sobre los acontecimientos historicos de la superradianza puede en-
contrarse en [Brito, Cardoso y Pani 2020]
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Se considera un haz de particulas proveniente desde —oo y dispersado debido al
potencial con una amplitud de reflexion y transmision R y 7T respectivamente. Con
estas condiciones de contorno, resulta de la EDO (1.4) que la solucién de la ecuacién
1.2 se comporta asintéticamente como

f(x) =Te™* + Re ™= cuando r — —00 (15)
f(z) = Teh cuando z — +00 '
donde
k=+(w-—eV) (1.6)
Para definir el signo de w debemos ver la velocidad de grupo v,
ow
vy = o =+l (1.7)

Para la parte incidente y transmitida de la onda, se requiere que la velocidad de
grupo sea positiva, v, > 0, tal que viajen de izquierda a derecha en la direccién x.
Por lo tanto, tomamos w > 0 y el signo positivo en (1.6).

Los coeficientes de reflexion y transmision dependen de la forma especifica del
potencial Ag. Sin embargo, como la EDO (1.4) es del tipo Sturm-Liouville, se sabe
que las 2 soluciones linealmente independientes f; y f, satisfacen que el Wronskiano

W= [h% - 2%}

1.
dx dx (1.8)

es conservado, donde este Wronskiano esta evaluado en 2’ donde se satisface la con-
dicién de contorno. Por otro lado, de la ecuacién (1.4) se observa que si f es solucién
entonces f* es otra solucién linealmente independiente (la EDO tiene coeficientes
constantes). Entonces tomando las soluciones linealmente independientes f; = fy
fo = f*, resulta que la definicién del Wronskiano coincide con la definicién de la
densidad de corriente de la particula. Evaluando el Wronskiano, o equivalentemente
la densidad de corriente de la particula, y usando las soluciones (1.5) que satisfacen
las condiciones de contorno (es decir en +00) se obtiene

w—eV

[RI* =IZJ* -
w

TT? (1.9)

Entonces, para
O<w<eV (1.10)

resulta posible obtener una amplificacion superradiante de la corriente reflejada, es
decir |R| > |Z| (fenémeno de superradiacién).

La superradianza se puede relacionar con la creacién de pares al estudiar el
potencial usado en la paradoja de Klein. Para ello, se considera un modo superra-
diante que satisfaga la relacién (1.10) y sea P < 1 la probabilidad de produccién
espontanea de un sélo par de particula-antiparticula. Como se trata del caso boséni-
co, estas particulas siguen la distribucién de Bose-Einstein [Hansen y Ravndal 1981],
luego el nimero medio de particulas 7 viene dado por:

1

n =

10
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Ahora, usando el procedimiento de la segunda cuantizacion, el nimero producido
de pares en un dado estado en la regién superradiante (1.10) es [Manogue 1988]

w—eV
w

‘ IT|? (1.12)

Por lo tanto, de la definicién (1.11) se ve que 7 — oo cuando P — 1y i — 0 cuando
P — 0. Luego, las ecuaciones (1.9), (1.11) y (1.12) muestran que |R|*> — |Z]* cuando
P — 0, entonces la superradianza es posible solo cuando P # 0, es decir que la
superradianza ocurre debido a la creaciéon espontanea de pares.

En conclusién, la paradoja de Klein es un ejemplo de superradiacion donde la ra-
diacion incidente se ve amplificada. Este fendmeno se interpreta como la existencia
de una probabilidad no nula de que se creen espontaneamente un par particula-
antiparticula. Sin embargo, si bien los fenémenos de superradianza y de creacion
espontanea de pares en campos fuertes estan relacionados, son diferentes. De hecho,
la creacion de pares sin superradiacién puede ocurrir siempre y cuando este permi-
tida energéticamente. Por otro lado, la superradiacion es suficiente para asegurar la
existencia de la creacion espontanea de pares. Este resultado es bien conocido en
BH, por ejemplo si bien para un BH de Schwarzschild no es posible la superradiacion
(como se ve en la siguiente seccién), hay emisién de radiacion Hawking [Hawking
1975] (esto tltimo puede considerarse como el andlogo gravitacional a la creacién de
pares en presencia de un campo EM fuerte). Por ltimo, cabe destacar que en este
proceso de superradianza se conserva la energia, como puede verse por ejemplo en
un experimento hipotético [Winter 1959b].

1.3. Superradiacion en agujeros negros

En Relatividad General clésica, un agujero negro (BH) es una regién del espacio-
tiempo delimitada por un horizonte de eventos al cual es posible acceder desde el
exterior pero no es posible escapar desde el interior [Hawking y Ellis 2011]. Entonces,
seglin esta descripcién, la informacién que entra a un BH queda atrapada y ningin
observador externo puede acceder a ella. Resulta intrigante entonces que exista un
proceso clasico como la superradiaciéon que nos permita extraer energia de un BH.
Sin embargo, para que este proceso se lleve a cabo no puede tratarse simplemente de
un BH de Schwarzschild (caracterizado unicamente por su masa M) ya que si una
particula cae al BH entonces su drea aumenta o, termodindmicamente hablando,
la entropia del BH aumenta [Bekenstein 1973a]. Como ya hemos mencionado en la
seccién 1.1, el primer tipo de BH donde se encuentra superradianza es en BH rotantes
(BH de Kerr). El proceso de superradianza funciona de la misma manera que la
paradoja de Klein estudiada en la seccion 1.2: existe una amplificaciéon de ondas
incidentes al BH de Kerr, siempre y cuando la frecuencia w y el nimero cuantico
azimutal m satisfagan la condicién de superradiacion w < mfl,, donde €2, es la
velocidad angular del horizonte exterior de Kerr [Bardeen, Press y Teukolsky 1972;
Press y Teukolsky 1972]. En este caso, la extraccién de energia y en consecuencia el
decrecimiento de la masa M de un BH, necesariamente debe ser acompanado por la
extraccién del momento angular (y en consecuencia una disminucién del spin J) del
BH. De hecho, puede demostrarse [Christodoulou 1970] que el proceso andlogo para
particulas de este proceso — el proceso de Penrose [Penrose 1969] — es irreversible, por
ende el drea del BH nunca decrece [Christodoulou y Ruffini 1971]. Ademés, debido
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1.3 Superradiaciéon en agujeros negros 1 Introduccion

a la identificacion de la entropia como el drea del BH [Bardeen, Carter y Hawking
1973; Bekenstein 1973a] resulta que lo que estamos extrayendo del BH es energia
rotacional y no informacion.

El mecanismo de superradianza ocurre también en BH de Reissner-Nordstrom
(RN) de la misma manera a como ocurre en BH de Kerr, donde ahora se ve amplifi-
cada una onda cargada (necesariamente debe estar cargada, como se ve en detalle en
la seccién 1.3.2) siempre y cuando la frecuencia w y la carga ¢ satisfagan la condicién
de superradianza w < gh(ry) donde h(r,) es el potencial en el horizonte exterior r
[Bekenstein 1973b]. En este caso, la extraccién de energia del BH de masa M ne-
cesariamente debe estar acompanada por la extraccién de carga (y en consecuencia
hay una disminucién de la carga @ del BH), tal que el area/entropia del BH siempre
aumente.

El fenémeno de superradianza existe en geometrias de Kerr y RN donde es posible
extraer energia de estos BH, entonces ahora cabe preguntarse sobre la estabilidad
de estos modos superradiantes y cémo es posible usar la energia extraida del BH.
Un primer enfoque sobre estas preguntas es considerar un BH (originalmente de
Kerr [Zel’Dovich 1971], luego de RN [Degollado, Herdeiro y Runarsson 2013]) en
un background que atrape los modos superradiantes en las cercanias del BH, este
mecanismo funciona cualitativamente asi: se coloca un BH rodeado por un espejo
esférico perfecto, luego los modos superradiantes dispersados y amplificados por el
BH son reflejados en el espejo retornando al BH, convirtiéndolos en una inestabilidad
en este background. Este mecanismo se denomina bomba de agujero negro [Press
y Teukolsky 1972], estd bien estudiado tanto para BH de Kerr como de RN. Entonces,
partiendo como motivacién con la bomba de BH, una pregunta que surge es ;jqué
pasaria si la configuracién no fuese cerrada? Es decir, si en lugar de imponer las
condiciones de contorno de un espejo esférico perfecto se usase un espejo semiesférico,
luego cabria esperar que los modos superradiantes dispersados por el BH y reflejados
por el espejo interactiien con el background de manera no despreciable, generando
un impulso sobre el espejo. Esta configuracion de BH y espejo semiesférico se llama
cohete superradiante de agujero negro (o simplemente cohete de BH), y en particular
se estudia el caso de un BH de RN. Para ello, se introduce la geometria de RN y
luego se ve con mas detalle la bomba de BH cargado, el cual brinda un entendimiento
inicial sobre la superradiacion en BH con carga.

1.3.1. Agujeros negros con carga

En el problema a resolver se considera un BH estatico y cargado, el cual esta
caracterizado solamente por su masa M y su carga (). La solucién de la ecuaciéon
de Einstein en este caso viene dada por la métrica de Reissner-Nordstrém [Carroll
2014, sec 6.5]:

ds? = —f(r)dt* + f(r) " dr? +r* (d6? + sin0 d¢?) (1.13)
con oM Q?

donde se trabaja con las unidades de Planck ¢ = 1, G = 1 y 4meg = 1 (ademads
kp =1y h =1 como se usa mas adelante). Esta métrica se obtiene de la misma
manera como se obtiene la de Schwarzschild proponiendo una solucién esféricamente
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1 Introduccion 1.3 Superradiaciéon en agujeros negros

simétrica y estatica, pero ahora el cuerpo no esta en el vacio aislado sino que esta en
un espacio inmerso en un campo eléctrico estatico. Luego el T"" es no nulo, sino que
vendra dado por el tensor electromagnético [Hobson, Efstathiou y Lasenby 2006, sec
12]:

1

1
T =~ (FW’F; - Zg“"FpUF’”> (1.15)

y el F},, es el correspondiente al de un campo eléctrico uniforme radial:

0 100
~100 0

Ewl=EC) 0 0 0 0 (1.16)
0 00 0

donde en principio E(r) es una funcién arbitraria de la variable r que puede ser
interpretada como la componente radial del campo F cuando r — co. Resolviendo
en conjunto las ecuaciones de Einstein y Maxwell (con la tetra-corriente J* = 0 ya
que se esta fuera de la distribucion de carga) se obtiene la métrica (1.13) con las
constantes M y @, pero también se obtiene E(r) que, como era de esperarse, es el
campo de una carga puntual (i.e. el BH):

E(r) =

Q
3 (1.17)

Es decir el campo de una carga puntual en un cierto marco de referencia donde se
observa el BH estatico (los resultados seran validos en cualquier marco de referencia
usando la notacién covariante). Luego, el potencial es:

A, = (h(r),0,0,0) (1.18)

con

h(r) = —g + 1 (1.19)

donde el potencial quimico p aparece porque en lugar de considerar el campo en el
vacio (0 lo que es lo mismo, a T' = 0K), resulta interesante considerarlo inmerso
en un bano de particulas con un g (o lo que es lo mismo, en un bano térmico con
T # 0). Se trabaja el campo en el gauge de Lorenz:

VA" =0 (1.20)
donde la derivada covariante de un vector V" se define como [Carroll 2014, sec 3]:
V.V =0,V + T,V (1.21)

donde los simbolos de Christoffel I';, se escriben univocamente en términos de la
métrica:

1
Lo = 59" (Ougvo + 0oy = Do) (1.22)

En el caso de una derivada covariante de una funcién escalar, como la funcién no
depende de la base vectorial (es escalar) entonces

Vo = 0o (1.23)

13
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Definiendo un vector como

VH =0l (1.24)
y usando la definicién de la derivada covariante de un vector, se puede probar la
siguiente propiedad [Carroll 2014, pag 101]:

V2=V, V¢ = 97 9,0) (1.25)

Lan ( g
Vgl
donde |g| es el determinante de la métrica [g,,].

Se considera la estructura de la geometria de Reissner-Nordstrom, es decir la
solucion de las ecuaciones de campo acopladas de Einstein-Maxwell para una carga
puntual localizada en el origen r = 0, en cuyo caso la métrica RN es valida para

valores positivos de r. Calculando el invariante de Kretschmann [Gkigkitzis, Haranas
y Ragos 2014],

K = Ryype R™? = (1.26)

48 M* 2Q? Q!
1
76 ( i rM * 48r2M2>

resulta que la unica singularidad es en r = 0. Luego la métrica (1.13) en las coorde-
nadas de Schwarzschild (¢, 7,6, ¢) tiene un horizonte de eventos cuando:

firy=1——+—==0 (1.27)
De resolver esta ecuacion cuadratica se obtienen las raices:
1
re =M+ (M?—Q?)? (1.28)

Luego hay 3 casos diferentes dependiendo de la relacion entre los parametros M y
Q@ del BH :

» Si M? < Q% se obtiene que 4 son ambos imaginarios y la métrica es regular
para todos los valores de r positivos (pero atn tiene la singularidad en r = 0).
Este caso no es considerado fisicamente real ya que la singularidad » = 0 es
una singularidad desnuda, i.e. es una singularidad que no esta rodeada por un
horizonte.

» Si M? > (Q? se tienen 2 raices reales en r = 7., ie. tiene dos horizontes.
Para r > ry, la funcién f(r) es positiva entonces las coordenadas ¢ y r son
tipo-tiempo y tipo-espacio respectivamente. En la region r— < r < ry, f(r)
se vuelve negativo y la naturaleza fisica de las coordenadas t y r se invierte.
Luego, una particula masiva o un fotén que penetre la superficie r = r, desde
afuera deberda moverse en la direccién decreciente de r (i.e. no puede escapar
como ocurre con Schwarzschild), entonces r = r, es un horizonte de eventos.
Pero ahora, a diferencia de Schwarzschild, la particula cae irreversiblemente
solamente hasta r = r_ porque para r < r_ la funcién f(r) es nuevamente
positiva y t y r recuperan su comportamiento tipo-tiempo y tipo-espacio. En
la region r = r_ se puede mover “libremente” (como para r > r, ). Analizando
la trayectoria radial de un fotén en las coordenadas avanzadas de Eddington-
Finkelstein se obtiene un grafico como se muestra en la figura 1.1, donde puede
observarse que en este caso lo que queda es un agujero negro con forma de
cascaron cuyos radios son los horizontes r, y r_.
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Event horizon  Event horizon

\ '

r=r_ r=ry

11 11\< I

L

Y

r=0 —

Figura 1.1: Trayectoria de un fotén en la métrica Reissner-Nordstrom en las coordenadas avanzadas
de Eddington-Finkelstein.
Fuente: [Hobson, Efstathiou y Lasenby 2006, sec 12.7, pag 303]

» Si M? = @Q? (llamado agujero negro de RN extremo), f(r) es positivo en todos
lados excepto en r = M donde es igual a 0, es decir r es tipo-espacio en todos
lados excepto en r = M donde se vuelve nulo. Por lo tanto, hay un horizonte
de eventos en r = M. Este caso es practicamente el mismo que el anterior
pero sin la region r_ < r < ry, luego si el caso anterior es un cascaron esférico
entonces este caso corresponde a una esfera hueca. Lo que es mas, el cero de
la funcién f(r) en este caso es doblemente cero, es decir que es un cero de la
derivada también.

1.3.2. Motivacion: Bomba de agujero negro cargado

Se presenta ahora la bomba de BH con carga y algunos resultados [Degollado,
Herdeiro y Runarsson 2013] que son introductorios para el cohete de BH (un BH
cargado rodeado por un espejo semiesférico perfecto). Primero, para obtener mo-
dos superradiantes necesitamos que el campo incidente este cargado, ademas resulta
natural que sea masivo, en vista de las particulas fundamentales conocidas. Se con-
sidera por simplicidad a este campo cargado y masivo como un campo escalar en
un espacio curvo dado por la métrica de RN (1.13). El comportamiento estandar
del campo es que asintéticamente en infinito decae exponencialmente, puede demos-
trarse que para que se cumpla esta condicién se requiere que ¢@Q < Mm, (donde
m,, es la masa de la particula bajo estudio)[Furuhashi y Nambu 2004]. Sin embargo,
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Figura 1.2: Parte imaginaria de la frecuencia versus el radio del espejo r,, para distintas relaciones
entre la carga ¢ y la masa p = 0.3 del campo escalar (en nuestra notacién, llamamos m,, a la masa).
Se incluye también la linea Zm(w) = 0 para ayudar a visualizar donde Zm(w) > 0.

Fuente: [Degollado, Herdeiro y Riunarsson 2013]

en esta ultima referencia también se demuestra que esta condicion no puede satisfa-
cerse simultaneamente con la condicién de superradiacion, es decir, para los modos
superradiantes.

En el parrafo anterior se presenta evidencia de que un estado no puede satisfacer
la condicién de contorno en infinito y en el BH (es decir superradiacién) simultdanea-
mente. Una manera de alterar la condicién en infinito es colocando un espejo esférico
perfecto a una distancia radial r,, tal que el campo se anule exactamente a esta dis-
tancia y a la respectiva frecuencia determinada por la posicién del espejo [Cardoso,
Dias et al. 2004; Dolan 2007; Press y Teukolsky 1972]. Como uno puede poner el
espejo a una distancia arbitraria, el campo escalar puede tener frecuencias en el
régimen superradiante. En la figura 1.2 se muestran los resultados obtenidos en [De-
gollado, Herdeiro y Runarsson 2013], puede observarse que cuando la relacién mip es
la unidad entonces para ninguna carga ) del BH se obtiene la condicién Zm(w) > 0,
es decir no hay modos superradiantes. A medida que aumenta esta relacion, exis-
te un valor minimo para el radio del espejo tal que la parte imaginaria se vuelve
positiva para determinado (). Estos resultados llevan a las siguientes interpretacio-
nes. Primero, los modos superradiantes tienen una frecuencia maxima, es decir que
tendran una longitud de onda minima y por ende un radio minimo del espejo a
partir del cual Zm(w) > 0. Segundo, un andlisis del area del BH de RN muestra
que el crecimiento del area requiere que el cociente entre las cantidades extraidas
de carga d@ y de masa dM sea mayor a la unidad. De hecho, si el drea A = 47mr?
aumenta una pequena cantidad dA, entonces requiriendo que dA > 0 se obtiene

0A 0A dQ

dA_aMdMJranQ = dM>1 (1.29)
Ademas, resulta que para obtener la maxima amplificacién del campo escalar se
necesita (i) que el BH sea extremo, o al menos cerca del extremo, y (ii) el campo

escalar debe ser lo mas liviano posible pero con la mayor carga posible.
En resumen, del estudio de la bomba de BH cargado realizado en [Degollado,
Herdeiro y Rinarsson 2013] cabe preguntarse qué pasaria si en lugar de imponer
las condiciones de contorno debido a un espejo esférico cerrado entorno al BH, se
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1 Introduccion 1.3 Superradiacion en agujeros negros

Figura 1.3: Representacion grafica del sistema BH-Espejo semiesférico perfecto con el que se tra-
baja, donde se considera al espejo colocado en el hemisferio inferior.

considerase un espejo semiesférico como se muestra en la figura 1.3. Se quiere estu-
diar como se comporta este sistema al considerar particulas cargadas con distintas
energia e incidiendo en distintas direcciones, es decir, considerando tanto los modos
superradiantes como los que no. Para ello, se coloca el sistema BH-espejo en un bano
térmico de particulas y antiparticulas con un potencial quimico p y que siguen la
distribucién de Bose-Einstein (BE). Para tener en cuenta el bano térmico, se tienen
que cuantizar los campos de manera similar a como se hizo en la paradoja de Klein
(sec. 1.2). Luego, se obtiene la fuerza neta sobre la configuracién BH-espejo debido
al background térmico, este resultado y la forma que tiene el sistema bajo estudio
es lo que motiva el nombre de cohete de BH. Finalmente, se analiza este resultado
numéricamente, donde clasicamente se obtienen resultados similares al caso de la
bomba de BH para el comportamiento de los modos superradiantes y se obtiene una
estimacion de la fuerza de empuje de nuestro cohete de BH para ciertas caracteristi-
cas del BH y de los campos. Estos temas se abordan de la siguiente manera:

= En la seccién 2 se estudia un campo escalar clasico con carga en espacio cur-
vo (métrica de RN), se obtiene la ecuacién de movimiento de este campo y
se imponen las condiciones de contorno en el BH, en el espejo y en infini-
to obteniendo asi el campo en todo el espacio para determinada onda plana
incidente.

» En la seccién 3 se procede con la cuantizacion del campo obtenido clasica-
mente considerando particulas incidiendo desde todas direcciones con distin-
tas energias y que siguen la distribuciéon BE. Luego se obtiene el tensor de
energia-momento del sistema con el cual se obtiene la fuerza de empuje sobre
el cohete de BH.

s En la seccién 4 se analizan los resultados analiticos obtenidos tanto en el caso
clasico como en el caso cuantico, obteniendo finalmente una primera estimacién
de la fuerza.
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2 Dispersion de un Campo Escalar

2. Dispersion de un Campo Escalar

El objetivo es estudiar el fenémeno de superradianza en un agujero negro con
carga, como el introducido en la seccion 1.3.1, e imponiendo condiciones de contorno
colocando un espejo semiesférico perfecto con el BH concéntrico (de manera similar
a la bomba de agujero negro estudiada en la seccion 1.3.2; pero ahora el espejo en
lugar de estar cerrado esta abierto). Para tener en cuenta particulas con distintas
energias y amplitudes se considera este sistema de BH-espejo embebido en una en
un bano térmico de particulas y antiparticulas cargadas con potencial quimico u
y que seguiran la estadistica de Bose-Einstein (por tratarse de particulas escalares
de spin 0). Luego se obtiene el empuje ejercido sobre una superficie que rodea al
sistema a partir del 7#”. Tratando este problema por pasos, primero consideraremos
solamente un campo escalar cargado en lugar del bano térmico, con las condiciones
de contorno que impondran el BH y el espejo perfecto, para luego usar este resultado
para la cuantizacién del campo y considerar el bano de particulas.

2.1. Dinamica de un campo escalar cargado

Se considera un campo escalar de masa m, y con carga e, cuya ecuaciéon de
movimiento viene dada por la ecuacion de Klein-Gordon:

[0,0" —mZ] ® =0 (2.1)

donde nuevamente se toman las unidades de Planck ¢ = 1 y A = 1. Acoplando las
interacciones electromagnéticas via la sustitucion:

P —pt—eAt | O — 0" —ieAV (2.2)
Se obtiene la ecuacion de Klein-Gordon para un campo escalar con carga:
(0, — ieA,) (0" — ieA*) & —m2d =0 (2.3)

Esta ecuacion es relativista pero no tiene en cuenta la curvatura del espacio-tiempo.
Se puede tener en cuenta la curvatura simplemente reemplazando las derivadas par-
ciales 0" por las derivadas covariantes V#:

9" (V, —ieA,) (V, —ieA,) & —m® =0 (2.4)

Esta es la ecuaciéon de movimiento general para un campo escalar cargado de masa
m, y carga e en un espacio curvo. En este caso la métrica es de Reissner-Nordstrom
dada por (1.13) y las ecuaciones pueden resolverse teniendo en cuenta la introduccién
presentada en la seccién 1.3.1. Primero, usando que la métrica es diagonal,

g (Vy —ieA,) (V, —ied,) @ —m2® =0 (2.5)

9" (VuVy — €AV, — A A,) © —ieg"'V, (A, @) —m2® =0  (2.6)

g (V. V, —ieA, NV, — eA,A,) © —ieg"(PV,A, + AV, @) —m2® =0 (2.7)
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En el gauge de Lorenz (1.20),
g (VuVy —i2eA NV, — A A,) @ —m2® =0 (2.8)

Observando la definicién del A, dada por (1.18), la tinica componente no nula es ¢
luego
(Vz — g"i2e AV, — 9tt€2(At)2) o — miq) =0 (2.9)

Como la derivada covariante actiia sobre una funcién escalar, usando la definicién
de la funcién escalar y la propiedad (1.25) (y usando de nuevo que la métrica es
diagonal) se tiene

1
<ﬁ@ ( ]g]g““@,) — g"ie A0, — gtteQ(At)2> ®—mid =0 (2.10)
g
Para la métrica de Reissner-Nordstrom introducida en la secciéon 1.3.1, su determi-

nante es
lg| = det([gu]) = —r" sin® 6 (2.11)

Enfocdndose en el primer término de (2.10), desarrollando la sumatoria y viendo
que la métrica sélo depende de r y 0 se tiene

1 1
—=0, (V19190 ) = 4"} + —= (0. (V919" 0, ) + 8 (V/]9l9” D) ) + g0
Vgl ”( “) t ,/|g|( ( > ( >) - ;)
1
Juntando todo en (2.10) se tiene
0= tt82—|— 1 8( | |rra>+ ¢¢82_ tti?eA@— tt€2A2_m2
- g t \/m T gg T g ) g tUt g t D
1
+——=0 (VIglg"2) | @ (213)
varl

Reemplazando por los valores de la métrica (1.13),

1

1 5 1 2 : 2
0= [—m@ + ﬁ&« (r*f(r)0,) + = (sin&ae (sinf 9y) + - 8¢)
1
+f( ] (i2e h(r)9, + €*h(r)?) — mf)} o (2.14)
T
donde ya se ha llamado por simplicidad en la seccién 1.3.1:
2M 2
f=1-22 4%y ok =a=-21y (2.15)
r r r
Acomodando un poco, finalmente se tiene
1 9 1, 1 , 9 9
ﬁ&" (r*f(r)0,®) + EVQ D (O —ieh(r))” —m, | ®=0 (2.16)
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Esta es la ecuacién de movimiento que queda por resolver ahora, que ademas tendra
que satisfacer ciertas condiciones de contorno impuestas por el BH y el espejo semi-
esférico perfecto. Estos campos resultan ser complejos, puede verse una demostracion
en [Pani et al. 2012, seccién 4.4] donde se reescribe la ecuacién de movimiento de-
finiendo un potencial efectivo, luego asumiendo que este potencial es real (como es
el caso de un BH con carga) y usando que el background es estacionario, entonces
las ecuaciones de movimiento son invariantes frente a las transformaciones ¢t — —t
y w — —w; por lo tanto, existe otra solucién ® que satisface las condiciones de
contorno complejas.

Se quiere encontrar una solucién de la ecuacién (2.16). Primero puede obser-
varse que la dependencia angular esta contenida solamente en V3, operador cuyas
autofunciones y autovalores conocemos [Weisstein 2022d]:

VY (0, ) = Ul +1)Y;" (60, ¢) (2.17)

con { >0y —¢ < m < {,y los arménicos esféricos (las autofunciones de V) vienen
dados por

1 ¢—m)! :
Y, (0,¢) = \/2 4—; ! Eé " :3!]32”(008 0)e™® (2.18)

donde P}*(cosf) son los polinomios asociados de Legendre. Por otro lado, para la
dependencia temporal se considera una solucién exponencial con energia w.
Proponiendo entonces una solucién producto de la forma:

O(r,0,w,t) = Ry(r)Y,;" (0, p)e " (2.19)

donde ya se escribe R(r) = Ry(r) para enfatizar la dependencia de la parte radial
de la solucién con ¢ (ademés de w). Insertando la solucién propuesta (2.19) en la
ecuacién de movimiento (2.16), se obtiene la ecuacién diferencial radial del campo:

(W+eh(r)® L+1)

T%ar (r?f(r)0:Re(r)) + ( — mf;) Ri(r)=0  (2.20)

foy
Puede observarse que esta ecuacion homogénea es del tipo Sturm-Liouville donde,
usando la notacién usual, tenemos p(r) = —r2f(r) y q(r) es el paréntesis en el otro

termino multiplicado por r2. Por lo tanto, la solucién general, que es combinacién
de la solucion producto propuesta, es:

O(r,0,w,t) = et Z o Ry(r)Y,™ (0, ¢) (2.21)
‘m

donde los coeficientes af,, se obtienen de imponer las condiciones de contorno del
problema, que en este caso son en el horizonte exterior r, en el espejo y en infinito
(el espacio es asintéticamente plano).

Para implementar las condiciones de contorno se separa la solucion en diferentes
regiones como puede verse en la figura 2.1. Primero se obtiene una solucion valida
dentro la geometria BH-espejo la cual se llama ®~(x) y que satisface la condicién
de contorno en el horizonte r,. Por otro lado, se obtiene una soluciéon en la region
exterior al BH-espejo la cual se llama ®7(x) y que satisface las condiciones de
contorno requeridas en infinito. Luego, juntando estas soluciones en el espejo (con
las condiciones de contorno necesarias para que esto ocurra) se obtiene el campo en
todo el espacio.
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Figura 2.1: Representacién grafica del agujero negro con carga y del espejo semiesférico perfecto a
estudiar (colocado solamente en el hemisferio inferior), donde se separa el campo en las regiones
exteriores e interiores a esta configuracién (®*(x) y ®~(x) respectivamente).

2.2. Condiciones de contorno

2.2.1. Horizonte: Superradianza

Para saber que condiciones de contorno poner en el horizonte exterior r, se
analiza el comportamiento de la ecuacion (2.20) en este limite. Para ello, se desarrolla
f(r) entorno a ry (que es raiz de f(r)) a orden dominante cuando r — r (primero

no nulo):
f(r) = £5) + f(r)(r —ry) + Ol(r —14)%] (2.22)
Recordando la definicién (1.14) de f(r), se calcula la derivada
/ 2 q°
f (T‘+) == Tg—— | = 47TTBH (223)
ry Ty

donde se usa la definicién de la temperatura de un BH Ty [EE et al. 2010]. Luego,
se tiene

f(r)y=d4rTgy (r —ry) (2.24)

Similarmente, se desarrolla h(r) pero en este caso el termino de orden cero no se
anula y es quien domina cuando r — 7, entonces

h(r) = h(ry) + Ol(r — )] (2.25)
Insertando estos desarrollos en la ecuacion (2.20),
AnTE . , 4 (w+eh(ry)?”  Le+1)
r2 Or (r¥(r = )0 Lie(r)) + (47‘(‘TBH (r—ry) 2 my | B(r) =0

(2.26)
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Como se esta en el limite de r cercano a r,, pueden despreciarse algunos términos
frente al orden dominante (r — r,)~!. Mds atin, llamando a la frecuencia superra-
diante w,*:

ws = —e h(ry) (2.27)

se tiene

47TTBH (w — ws)2

72

Op (r*(r — )0, Ry(r)) + Re(r)=0 (2.28)

ArTgy (r—ry)
Desarrollando la derivada y ordenando un poco,

r—ry W — Wy

47TTBH

r2

) R@(T’) =0
(2.29)

(r2(r —r )O*Ry(r) + 2r(r — )0, Re(r) 4+ 120, Ry(r)) + (

(T‘”v%uwn&+wmw—m»+ﬂm4+(“‘%))fwmzo (2.30)

r2 47TTBH

Nuevamente, como se esta en el limite r — r,, se queda a orden dominante. Final-
mente se obtiene asi que la ecuacién radial (2.20) cuando r — r, toma la forma:

((r )20 4 (1 — )0, + (Zﬂ;};) ) Re(r) =0 (2.31)

Esta ecuacién puede resolverse facilmente. Primero, llamando por simplicidad

W — Wy

r=r— = 2.32

R e~ (2.32)
La ecuacién puede escribirse simplemente como

(7207 +70; + K%) Ry(7) = 0 (2.33)

Esta es una ecuacion de Euler cuya solucién es de la forma 7, donde n se obtiene
reemplazando en la ecuacién. Haciendo esto, se encuentra que n = +ik y que las
soluciones independiente son 7+, o lo que es lo mismo e=*1°8(") En este tltimo caso,
se observa que las soluciones representan una onda incidente o saliente dependiendo
del signo. Como sabemos que las ondas salientes no son fisicamente posible (serian
ondas salientes desde el interior del BH, lo cual no es posible), entonces la condicién
de contorno en el BH deja solamente las ondas entrantes al BH (queda el signo
mMenos).

En conclusién, se encuentra que la solucién radial (la cual se llama wu(r)) para
r — r, toma la forma:

wp(r) o g irlog(r—ry) (2.34)

donde o
= 5 2.35
" 47TTBH ( )

3El echo de que h(r) sea no nulo implica entonces que haya superradiacién, tiene significado
fisico y no puede simplemente anularse este potencial en el horizonte mediante una transformacion
de gauge.
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Figura 2.2: Soluciones uy(r) (parte real e imaginaria) de la ecuacién (2.20) obtenidas numéricamente
imponiendo la condiciéon de contorno correspondiente al BH. La linea vertical negra indica donde
se encuentra el horizonte exterior r, mientras que la linea roja indica la distancia radial r,, donde
se coloca el espejo semiesférico perfecto. En el panel derecho se tiene un zoom de la region cercana
a donde se coloca el espejo. Se grafica para los valores arbitrarios k = 1.5 y £ = 55, ademas, para
los demds pardmetros que caracterizan el sistema (detallados en la seccién 4), se usan los valores
de la tabla 4.1.

Teniendo en cuenta la dependencia temporal de la solucién, se tiene que cerca del
BH:
ue(n t) ~ efmlog(rqu)fzwt (236)

Recordando la definicion de la velocidad de grupo,

Ow
= — 2.37
Ug ak ( )
donde en este caso, k = —k (comparando la solucién obtenida con la forma de

una onda plana mediante la cual se define v,). Se puede obtener v, simplemente
diferenciando la definicion de s y despejando, obteniendo

Vg = —47TTBH (238)

Por otro lado, la velocidad de fase se define como:

W= (2.39)
De nuevo, en este caso k = —k por lo que la velocidad de fase sera (a partir de la
definicién de k)
AT
v, = f—f”f (2.40)

w

Luego por un lado se tiene una velocidad de grupo v, la cual siempre es negativa
(ec. (2.38)) indicando que el paquete de onda (es decir “informacién”) cae dentro del
BH. Pero si ws; > w entonces se tiene una velocidad de fase v, que se vuelve positiva
(ec. (2.40)) indicando que ondas planas (es decir “energia”) esta siendo radiada desde
el horizonte. Este es el fenémeno de superradianza introducido previamente en la
seccién 1.3. Efectivamente, recordando la definicién de la frecuencia superradiante
(2.27), puede escribirse que existen modos superradiantes cuando w < eh(ry) donde
e es la carga de la particula y h(r,) es el potencial evaluado en el horizonte del BH.

En conclusién, cuando se observa la solucion radial wy(r) cerca del BH (2.34)
aparecen los modos superradiantes, sin embargo para obtener la solucién a medida
que se aleja del BH se requieren de métodos numéricos para determinarla. En la
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2 Dispersion de un Campo Escalar 2.2 Condiciones de contorno

seccion 4 se aborda el detalle de esta cuestién, un resultado de este analisis numérico
se puede ver en la figura 2.2 donde se muestra la funcién u,(r) para determinados
valores de k y ¢. Finalmente, si se coloca el espejo a una distancia r,, del origen,
llamando u,(r) a la solucién radial en la regién r, < r <, (la cual toma la forma
(2.34) cuando r — ry, es decir, cerca del BH), entonces la solucién general (ec.
(2.21)) en esta regién puede escribirse como

O (x) =y ay ult) v 6)  siory <r < (2.41)

donde se reescala af,, = para simplificar al evaluar el campo en el espejo.

ay
uZ(Tm)
2.2.2. Infinito

Para conocer que condicion de contorno imponer en infinito, se procede con un
analisis similar al caso del horizonte pero ahora para r — co. En este limite, se tiene
f(r) &= 1 (métrica asintéticamente plana) y h(r) ~ u (no hay campo debido al BH
cargado), luego la ecuacién (2.20) toma la forma:

((0+1)

r2

(83 + %& — + (w+ep)® — mﬁ) Ry(r)=0 (2.42)

Esta es una ecuacién de Bessel [Weisstein 2022b] cuyas soluciones son la funciones
de Bessel esféricas:

julir) = /2220
Vi
7TYe+l<k7"> (2:43)
ne(kr) = 5%
k= /(0 +en)? —m2 (2.44)

Ademas, como se esta estudiando el campo escalar en la region exterior a la configu-
raciéon BH-espejo (lo que se llama & (x) en la figura 2.1), se tiene una componente
del campo incidente ®¢(x) (el cual es una onda plana) y otra del campo dispersado
(I)scat (X)Z

PF(x) = % (x) + P™(x) (2.45)

Se analiza primero la contribucién del campo dispersado ®*(x). En este caso se
tiene una combinacién de las Bessel, luego puede tomarse como solucion radial a la
funcién de Hankel esférica de primera especie [Weisstein 2022¢] la cual satisface la
condicién de que en infinito sea una onda esférica saliente:
) . eikr
hy ' (kr) = go(kr) +ing(kr) ~ e"f(“l)k— cuando r — 00 (2.46)
r
Entonces la solucién de la ecuacién (2.20), la cual se llama vy(r), es una funcién que
en infinito se comporta como una Hankel:
) . eikr
vp(r) = hy ' (kr) ~ e’zf(€+1)k— cuando 7 — 00 (2.47)
T
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2.2 Condiciones de contorno 2 Dispersion de un Campo Escalar

Usando la solucién general (2.21) puede escribirse el campo dispersado en la regién
Tm < T

B o) = Y b (0. 0) (2.48)
lm

bm
donde se reescala nuevamente of,, = —=.
m  v(R)

Por otro lado, analizando ahora la contribucién de la parte incidente ®¢(x),

se considera una onda plana incidente con momento k=kn y amplitud Ay de la

forma: . )
inc _ _ i(kr nf—wt)

donde k viene dado por (2.44). Ademads, puede escribirse la onda plana de manera
alternativa como un desarrollo en la base de ondas esféricas:

O (x) = ey By (k)Y (6, 0) (2.50)
4m
donde los coeficientes 3;* vienen dados por
e )
m— ALY (R 2.51
B = S ARV ) 2:51)

Luego, se llama wy(r) a la solucién radial de (2.20), que es una funcién que en infinito
se comporta como una Bessel esférica [Krane 1991]:

o—ilkr+LE)

~ go(kr) ~t—
we(r) == jo(kr) =i Sy

((=1)" — &™) cuando 7 — 00 (2.52)

Usando ahora la solucion general (2.21), se escribe la parte incidente del campo en
la region r,, < r:

() = ¢ 3 p A ym g, 2.53
( ) o~ (4 wg<7’m) L ( ¢) ( )
con
m 61’%@ m (v
o :mAEYZ (n)we(rm) (2.54)

En conclusién, juntando la parte dispersada e incidente ((2.48) y (2.53) respec-
tivamente) se tiene la solucién en la regién r,, < r:

(I)+(X) — (I)scat(x) + q)inc(x)
Y (bgz ve(r) e we(r) )ng(@’qb) G o<y (259

om Ve(T'm) we(T'm)

donde las funciones wvy(r) y wy(r) satisfacen las condiciones de contorno dadas por
(2.47) y (2.52) respectivamente. En la seccién 4 puede verse como se usa este com-
portamiento asintético para obtener numéricamente las soluciones v(1) y we(r), v
en la figura 2.3 se grafican a modo de ejemplo estas funciones para determinados
valores de k y ¢. Por otro lado, se observa que las funciones (2.47) y (2.52) estan
relacionadas ya que en infinito se comportan como una Bessel y Hankel esféricas
respectivamente, entonces en infinito se cumple:

we(r) =~ NRe [ve(r)] cuando 7 — 00 (2.56)
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k=1.5y =55
0.006
0.004. [
A Re[v(r)]
0.002
| - Re[w(n)]
Im[vy(r)]
-0.002 | Im[w;(r)]

-0.004 -

-0.006 -

Figura 2.3: Soluciones v(r) y we(r) de la ecuacién (2.20) (partes reales e imaginarias), obtenidas
numéricamente imponiendo la condicién de contorno correspondiente cuando r — oo. La linea
vertical marrén indica la distancia radial r,, donde se coloca el espejo semiesférico perfecto. Se
grafica en particular la zona cercana donde se encuentra el espejo, donde puede observarse como
las partes reales de vy(r) y we(r) coinciden completamente (lineas azul y naranja), ademds la parte
imaginaria de wy(r) es nula, lo que se corresponde con el resultado (2.57). Para el grafico se toman
los valores arbitrarios k£ = 1.5 y £ = 55, mientras que para los deméas parametros que caracterizan
al sistema (detallados en la seccién 4), se usan los valores de la tabla 4.1.

Sin embargo, como v(r) y we(r) son soluciones de la misma ecuacién diferencial
lineal (2.16) entonces esta relacion se satisface en todo su dominio:

we(r) = NRe [ve(r)] Siry >r (2.57)

Entonces, se tiene por un lado la solucién (2.55) en la regién r,, < r y la solucién
(2.41) en la regién r, < r < 7y, lo que resta hacer es unir estas soluciones en el
espejo a r = r,, usando las condiciones de contorno que esto implica.

2.2.3. Espejo

Se considera ahora el espejo semiesférico perfecto de radio 7, en el hemisferio
inferior al BH (el cual es concéntrico con el espejo) como puede verse en la figura 2.1.
Se quiere el campo ®(x) en todo el espacio, para ello se unen en el espejo las partes
¢~ (x) y ®*(x) ya obtenidas en (2.41) y (2.55) respectivamente. Como el espejo es
perfecto, el campo escalar se anula en su superficie a r = r,,:

O(ry,,0,0,t) =0 para g <O<m (2.58)

Ademas, el campo debe ser continuo en todo el espacio, por lo tanto no solo se pide
continuidad en el hemisferio inferior (donde se encuentra el espejo) sino que también
se pide continuidad en el hemisferio superior (donde no hay espejo). Por lo tanto, el
campo debe ser continuo sobre toda la esfera de radio 7,,:

Ot (rp,0,0,t) = D (1,0, 0,1) sobre la esfera de radio 7, (2.59)

Por otro lado, como el campo se anula en la superficie del espejo no es posible pedir
que la derivada sea continua ya que esto implica que se anula la derivada también
por lo que la solucién es la trivial, es decir nula en todo el espacio®. Distinto ocurre en

4De la misma manera ocurre cuando se resuelve la ecuacién en Schrédinger en un pozo de
potencial infinito, se debe permitir la discontinuidad en las paredes del pozo para tener una solucién
no trivial [Zwiebach 2016]
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2.2 Condiciones de contorno 2 Dispersion de un Campo Escalar

el hemisferio superior (donde no hay espejo), donde la derivada si debe ser continua:

d n d T
- = P _ << — 2.
drq) (r,0,6,t)|r=r, drq) (r,0,6,t)|r=r, para 0<6 < 5 (2.60)

Con estas tres condiciones de contorno se encuentra una relacion entre los coeficientes
ay’, b)' y ¢}, en particular se escriben los primeros dos en términos de los coeficientes
de la onda incidente c¢j".

Entonces debido a la condicién (2.59),

B (1o, 0, 6,) = D (11, 0, 6, 1) (2.61)
e—iwt Z pm Tm) + (Tm) Ym(e —e —iwt Z am 1}&( Y 2 62)
T l U@(T (4 wg(Tm l ) ¢ L 7
e (U + ot —ap) Y(0,0) = 0 (2.63)
lm

Como los harmonicos esféricos son linealmente independientes, entonces
m __ .m m
by =ay" — ¢y (2.64)

Por otro lado, se encuentra aj* usando la condicién de que se trata de un espejo

perfecto (2.58),
O™ (1, 0, $,t) = mzae%ye ,0) = (2.65)

Z a'Y;"(6,¢) =0  para

lm

<6< (2.66)

o

Ademas, se tiene la condicién de la derivada continua (2.60)

ditlﬁ(r, 0,0, t)|r=r,, = P (r,0,0,t)|r=r,, (2.67)
r

efiwt Z <b2n1)2(7'm) + CanJZ(Tm)) Y'ém(Q’ (b) _ efiwt Z G?UE(TWL) }/gm(e’ ¢) (268)

— Ve(Tm) wWe(rm) — we(Tm)

Ve(Tm) we(Tm) wp(Tom)

Usando el resultado (2.64),

3 (o (rm) el (0] )Yy 0

Ve(rm)  we(rm) we(rm)  ve(rm)

ey (o et e =0 (209
4m

lm

Z (a)'Hy — ' 1) Y"(0,0) =0  para 0<6< g (2.71)

l,m
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donde para simplificar se llama

_up(rm)  vy(rm) _wy(rm)  vp(rm)
He= () ve(rm) Y Le we(rm)  ve(Tm) (2.72)

Puede observarse que estas definiciones no son otra cosa mas que el Wronskiano entre
las soluciones radiales divididas el producto de las mismas (como puede verificarse
simplemente juntando las fracciones), todo evaluando a la distancia del espejo r,,.
Por lo tanto, como las funciones u,, v, y w, son las soluciones de la ecuacién de
Strun-Liouville (2.20), puede cambiarse la coordenada donde se evalian (de manera
similar a como se hizo en la seccién 1.2 para la paradoja de Klein) usando que
p(r) = —r?f(r) por el Wronskiano es constante. Esta herramienta no puede usarse
en H, ya que uy y vy estdn definidas en distintos dominios y satisfacen distintas
condiciones de contorno. Por otro lado, en el caso de I,, pueden llevarse las funciones
dentro del Wronskiano a infinito donde conocemos su comportamiento asintético

(72 (r) (welr)wi(r) — vp(r)we(r))],—y,, _ [P f(r) (e(r)w(r) — vi(r)we(r))], o

12 f (1) we(rm ) ve(rm) a 72, f (P ) We(T3m) Ve (T,

Iy =

~—

(2.73)
Entonces, usando en el numerador los valores asintéticos de vy(r) y w(r), dados por
(2.47) y (2.52) respectivamente, cuyas derivadas a orden dominante cuando r — oo
son:
e—i(kr-i-ﬂg) ((_1)6 + 6i2l<:7")

- _ikr
! T im(ern) ! ~ 2.74
uir) = e vyl = - (2.74)

Reemplazando todo en I, se obtiene
0 1
kr?nf(rm) ’LUg(?“m)’Ug(’l“m)

Ahora bien, con un poco de paciencia (ver apéndice A), resulta que las ecuaciones
(2.66) y (2.71) derivadas de las condiciones de contorno llevan al resultado:

I =— (2.75)

> ap My = (2.76)

h=|m|
donde para simplificar se define:
S Wi Henly  sih—(par

My, = (2.77)
0 si h — ¢ impar

=" &y (2.78)

t'=|m|

Ademas se tienen las m matrices 7™ definidas en el apéndice A como:

) \/(24+ 1)(20 + D) (4 pr () P(x)  si ¢ — £ impar
Yerr =
0 si V' — ¢ par
(2.79)
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2.2 Condiciones de contorno 2 Dispersion de un Campo Escalar

con el valor particular vj; = 1, son simétricas en los indices inferiores (v} = v5)
y el indice m es par (v, = 7). Usando la definicién de las 77}, se escribe la
definicién de M} (2.77) como un producto matricial (ver detalle en el apéndice A):

(e 9]

My = [(v" = VH (y" = 1)), = Y (v — ner)He (Y, — S0e) (2.80)

0'=|m|

donde HP es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son H, y 1 es la
matriz identidad de la misma dimensién que 7. Ademas, debido a la simetria de
v, resulta que M} también es simétrica en los indices inferiores (M}; = Mj}) v es
par en el indice m (M,," = My}), como puede verse a finales del apéndice A.

Luego, a partir de la ecuacién (2.76) se obtienen los coeficientes aj* en términos
de los coeficientes ¢}*. Para ello, nétese que si se fija m entonces la ecuacién (2.76)
puede pensarse como un producto de una matriz M™ por un vector @™ de coeficientes
ay’ igualado a otro vector fm de coeficientes f;":

M7 = fm (2.81)

Se tienen entonces 2m + 1 ecuaciones de este tipo, una para cada valor posible de m.
Esta ecuacion puede invertirse ya que el operador M™ es no singular, esto es, si la
inhomogeneidad fm es nula (lo que corresponde a que no haya un campo incidente)
entonces la tnica solucién a™ es la trivial, es decir que no hay campo dispersado.

Entonces, invirtiendo esta ecuacion se tiene:

@ = (MY =y (MY (2.82)
h=|m)|
esto es, escrito en componentes,
ay’ = Z (M;ZZ)_I Z cp Loy = Z cp | Lo Z (Mﬁ)_lyﬁ, (2.83)
h=|m| '=|m| o=|m| h=|m|

Llamando al ultimo paréntesis Uy, e identificando el producto matricial (usan-

do ademas que la matriz inversa de una matriz simétrica es simétrica, entonces
—1\m __ —1\ym\.

(M5 = (M™H)3):

o0

U =Y (M e = [(MY"y™ 7], (2.84)

h=|m|

donde I” es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son I,. Por otro lado,
usando la expresiéon matricial (2.80) para M;}, la matriz inversa resulta ser

(e 9]

(M =[O H) (=17, = D (=D H (" = 1)
0'=|m)|
(2.85)
Reemplazando en la definicién de Uy, (2.84), se obtiene
Uﬂng’ = [(,ym - 1)_1<HD)_1(7m - 1)—1,ym]D] o0 (286>
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0 en componentes,

h=|m| h'= Iml

Entonces, ahora que se tiene bien definido Uy, tal que solamente depende de las
matrices de componentes 7™ y de las soluciones radiales uy, vy y wy evaluadas en
el espejo (estas funciones estan dentro de H, y I, definiciones (2.72) y (2.75) res-
pectivamente), se escriben los coeficientes aj* correspondientes al campo dentro del
espejo en términos de los coeficientes ¢j* determinados por la onda plana incidente

(ec. (2.54)):

o0

af = Y U (2.88)

£'=|m|

Ademds, se obtiene una relacién andloga para el coeficiente b}* recordando la relacién
entre b y los otros coeficientes (2.64):

bzn = - Cg Z CZLUKW —
N o=l (2.89)
b= > (Upy — duw)
0'=|m|
Puede escribirse entonces -
b= > crog (2.90)
O'=|m|
donde se define
O = Uy — O (2.91)

Es decir que se consigue los coeficientes a})* y b)" como funcién de los coeficientes
q ¢ Y U

de la onda incidente ¢j*. Ademds, como My, satisface que M,," = My, entonces

también satisface esta propiedad O}, y Uy:

o =0n . Ugn=Up (2.92)

En resumen, se estudia la dispersién de una onda plana incidente cuyos coefi-
cientes ¢}* vienen determinados por su amplitud y dngulo de incidencia (ec. (2.54)).
Se relacionan los coeficientes del campo dispersado y dentro de la configuracién BH-
espejo (b)" v a}* respectivamente) con los pardmetros iniciales del campo incidente
cy'. Por otro lado, como el sistema no es invariante frente a rotaciones (no hay rota-
cién que deje invariante al eje z), el resultado del empuje ejercido sobre el sistema
(es decir el empuje sobre el cohete BH) depende del dngulo de incidencia con res-
pecto al eje z. Ademas, si difiere la amplitud también lo hace el empuje. Entonces se
tiene que encontrar la manera de saber la direccion de incidencia y la amplitud del
campo incidente. La manera correcta de responder esta pregunta es pensando al BH
y al espejo semiesférico perfecto embebido en un background térmico de particulas
escalares, el cual serfa por ejemplo el fondo césmico de radiacién (CMB)®. Como el

|4 . . . 7
°En realidad, el CMB son fotones, i.e. campos vectoriales, por lo que el cdlculo con campos
escalares es un simplificacién.
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2.2 Condiciones de contorno 2 Dispersion de un Campo Escalar

bano térmico de particulas —escalares— se encuentra a una temperatura finita, eso
quiere decir que hay un cierto nimero de particulas en cada estado (o lo que es lo
mismo, para cada modo posible ya sea superradiante o no) que se relaciona con la
temperatura del bano mediante la distribucién de Bose-Einstein (BE). Esto resulta
en particulas incidiendo desde todas las direcciones posibles y a diferentes amplitu-
des dada por la temperatura usada en la distribucién BE. Entonces lo que se quiere
hacer es escribir todo en términos de la distribucion BE. Para hacer esto primero se
cuantizan los campos escalares.
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3. Cohete de Agujero Negro

3.1. Cuantizacion del campo

En la seccién 2 estudia un campo escalar cargado incidiendo sobre la configura-
cién BH-espejo (que, por su forma y por la fuerza que se quiere obtener, se llama
“cohete” superradiante de agujero negro). Para calcular el empuje sobre el sistema
BH-espejo se procede primero con la cuantizacion del campo escalar (por lo dicho
al final de la seccién anterior). Es decir, considerando al sistema en un bano de
particulas y antiparticulas a una temperatura finita 7" con un potencial quimico p.
Como en infinito la métrica RN se vuelve plana, el campo cudntico sera tal que
en infinito satisfaga la definiciéon de k en (2.44), donde despejando w se escribe la

relacion de dispersién:
w=F/k*+m2 —eu=tw, —epu (3.1)

donde para simplificar las expresiones se llama w, = \/Wmf, (es la relacién de
dispersion usual de una onda plana). Se observa entonces la relacién de dispersién
de ondas planas m&as una constante, luego puede usarse la base de ondas plana
multiplicada por la exponencial constante e*** (el cambio de signo se debe a que va
el conjugado del vector base). Entonces, integrando sobre todos los momentos lg, el
campo cuantico en infinito toma la forma [Walter Greiner y Reinhardt 1996]:

(i( ) / d3k A ez(k 7—(wp—ep)t) BJr —i(k-F—(wptep)t) (3 2)
X) = .
V2(w, —ep) V2(wp + ep)

donde p es el potencial quimico total, el cual en este caso como la tnica cantidad
conservada es la carga (no hay conservacién de las particulas en este contexto cuanti-
co), entonces el potencial quimico es el de la particula con carga e por el potencial
eléctrico (1.18). Los operadores A y B crean particulas y antiparticulas respecti-

vamente con momento k. Los denominadores en los campos ha sido definidos para
satisfacer automaticamente la relacién de conmutacién canodnica:

[@(t,3), ®'(¢,7)] = [@7(t,7), 2(t. )] = 6@ (& ~ J) (3-3)

y 0 cualquier otro conmutador entre estos campos. Reescribiendo los operadores A~
y B~ en términos de los campos ® v @, puede usarse la relacién de conmutacién
canodnica y escribir una relacién analoga para los operadores:
AL A D, R 3sB3) (1 _ 1
[Ag, AL] = [Be BY] = 2m)%0@ (% - F) (3.4)
y 0 cualquier otro conmutador entre estos operadores.
Asumiendo una distribucion térmica isotrépica de ondas planas de temperatura
T y potencial quimico u, entonces el valor de expectacion cuadratico de los opera-
dores AA" y BBT vienen dados por (usando el valor de expectacién del nimero de
ocupacién de una gas de bosones [Pathria y Beale 2011]):

—

(27)20%(k — k)

(3.5)

—

(2m)38% (k — k')
1



3 Cohete de Agujero Negro 3.1 Cuantizacién del campo

donde el cambio de signo entre particulas y antiparticulas (ATA y BiB respectiva-
mente) se debe al corrimiento en la energia w correspondiente a cada caso, como
puede verse en la ecuacién (3.2). Cualquier otro valor de expectacién entre estos
operadores es nulo.

Ahora bien, de la seccién 2 ya esta determinada la solucién en toda la region per-
mitida en el espacio-tiempo para un campo clasico, donde se tienen los coeficientes
ay’ y b)* en términos de los coeficientes ¢ de la onda plana incidente. Por otro lado,
para cuantizar el campo basta con promover los coeficientes aj*, b)* y ¢;* a opera-
dores. Entonces usando la relacién entre estos coeficientes encontrada clasicamente,
solamente resta cuantizar los coeficientes ¢j’. Esto tultimo resulta inmediato usando
(2.54) donde se relacionan los coeficientes ¢}* con la amplitud de la onda incidente
Ap y la direccién de incidencia 7:

5
=AY (wi(r) (2.54)
272/ 2w

Entonces escribiendo esto como un operador,

i 5t

¢ = AY () w(r, 3.6
= s A () (36)

donde Aj es el operador de creaciéon de particulas que ya introducido. Para dife-
renciar el caso de particulas y antiparticulas, se escriben a los operadores de las

particulas como ay*, bj"* y ¢j', y a los operadores de las antiparticulas como ay*, bj*

y ¢;'. Andlogamente al caso de las particulas, ya se tienen a;* y 0" en términos de
¢;', y en consecuencia como se relacionan con la amplitud de la onda incidente B;

mediante:
- T
6153

an = B2Y™ (i)we(rp, 3.7
= e B ) 3.7
Conociendo la forma del operador (3.6) y del valor esperado (3.5) del producto de
operadores de creacion y destruccién de particulas AAT se encuentra inmediata-
mente el valor esperado del operador cuadratico ¢&'¢," sobre todas las direcciones
posibles (ver apéndice B):

El

2 Sk — K
[Janait @iy = —Lel M2, 6
m(wp — ep) (e T — 1)

y equivalentemente se tiene una expresion para el caso de antiparticulas incidiendo
de todas las direcciones posibles:

2 ok — K
/dn dn’ <~mT6ZL) = [we(rm )p|+eu ( 5 )5ee/§mm' (3.9)
mlp+ep) (57 —1)

A partir de (3.8) y de los resultados cldsicos (ec. (2.88) y (2.90)), pueden obte-
nerse de la misma manera resultados andlogos para las combinaciones de ¢;* y b}"
(demostraciones en el apéndice B):

a m) |2 ok — K
/ divdi’ (&0} = O s 2g|>—eu ( 72 P (3.10)
m(wp — ep) (e T — 1)
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2 1/
/ di di/ (b)) = OF, [we (rmw)lw i 5 i )5m/m (3.11)
m(wp — ep) (e T — 1) k
N . o (T ) |2 S(k—Fk
/ divdi (5710 = 3" 05 Oper [wer (r >| ( = Vs (3.12)
' pm| 7(wp — ep) (e T — 1)

Andlogamente, se hallan las mismas expresiones para los operadores 32” y INJ’} inter-
cambiando pu — —pu. Estos resultados son de utilidad mas adelante.

En resumen, ya se tiene la solucién cldsica del campo ®7(x) en la regién r, <
r fuera del sistema BH-espejo en (2.55) (mds adelante se explica porque se esta
interesado en particular en esta regién), el cual puede cuantizarse promoviendo los
coeficientes b y ¢ a operadores, sumando sobre todos los momentos &k posibles y
agregando el término para antiparticulas:

O (r,0,0,t) = DU (r,0,p,t) + D"(r,0,p,t) s T <T (3.13)
donde

q)scat(r 0 ¢ / B Z ( —i(wp—ep)t Zn 'UZ(T) Y'ém(07¢)

> velrm) (3.14)
i(wptep)t Tmt UZ( ) '
+e!lwrten b, o (rm)Y (8, gb))
inc 4 d3k’ —i(wp—ep)t om U)g(?’) m(g
(I) (7" ¢7 /oo Z ( Ce ’LUg(T'm)Ye ( a¢) (3 15)

i(wptep)t Amft ’IUZ(T’) Y7 (9
+e Ce wZ(Tm) 4 (,qb)

Ahora se tienen todas las herramientas necesarias para estudiar la configuracién
BH-espejo inmerso en el bano térmico de particulas y antiparticulas. Para calcular
la fuerza de empuje producido por este sistema primero se necesita obtener el tensor
de energia-momento.

3.2. Tensor Energia-Momento

Se esta particularmente interesado en el tensor energia-momento en infinito (co-
mo se ve en la siguiente seccion), es decir que se quiere determinar el tensor energia-
momento de un campo escalar complejo (o campo cargado) libre (donde no hay
interaccién con el BH). El Lagrangiano de un campo complejo es [Reyes y Delgado
2017]:

L= (0,9)(0°®") — m20PT (3.16)

Usando el orden normal (o orden de Wick) para sacar la energfa infinita de L, se
tiene

L =: (0,P)(0°d") — mi(iﬂiﬂ : (3.17)
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Por otro lado, el tensor de energia-momento es [Reyes y Delgado 2017]:

oL - oL

™ = b+ ———9"d — gL 3.18
9(0,) 2(0,81) g (3.18)
Reemplazando con el Lagrangiano (3.17),
0 . . . 0 - . .
W= —(: (0.2)(07D") )0 + ———(: (9.D)(g*’0°®T) :)0” T
P CRIBL e SUCC IR
— 9" (: (0a®)(07®T) — mddT ) (3.19)

—=: LDt YD+ - go‘ﬂ%‘aaci) VDT — g (2 (9,D)(8°DT) — mi@éﬁ )
= DT 97D+ : 91D - VDT — g (: (0,D)(0°DT) — mi@@ )
Por supuesto, todos los campos estan evaluados en el tetravector posicion &J(x) pero

que no se escribe explicitamente para simplificar. Sin embargo, ahora resulta 1util
considerarlo porque permite reescribir las derivadas como:

0,0(x) = 0,0(X)|w=x (3.20)
Entonces la tultima expresion del tensor energia-momento puede escribirse como
TH =: 9P (x) : 0V D(X) |yrext : "D (X)|yr—x : OV DT (x)
— ¢"(: (Qa® (X)) (0791 (x)) = mp®(x) [ —x®T(x) 1) (3.21)

El orden normal no es un operador lineal pero como ahora se trata de operadores
que actian en diferentes espacios de Fock, puede escribirse

TH =: 9 PT(x)D"D(X) : |wxt : O D(X)D"DT(X) : |w—x
— ¢ (: (D (x)(07P' (x)) = mpd(x) DT (x) ) [wox (3:22)
Entonces, pueden separarse las derivadas que actuan sobre diferentes espacios como

0" (en x) y 0™ (en x'). Finalmente se tiene el tensor energia-momento para un
campo complejo cuantico:

T = (949" + 9" — g™ (9,0% — m?)) (: of (x)D(x') :> | =x (3.23)

Sin embargo, se quiere considerar el sistema en un bano de particulas y antiparticulas
cargadas a una temperatura finita 7"y con un potencial quimico pu. Luego resulta
més 1til tomar el valor medio del correspondiente tensor energia-momento (3.23)
(dividido por 2 para evitar el doble conteo en el valor medio):

v 1 v L v v re} =S =
T = 3 (6“8’ + "9 — g" (0.0 — mf,)) ( OT(X)D(xX) 2 |wex (3.24)
Por tltimo, acoplando el campo electromagnético® via la sustitucién (2.2), que en
este caso la sustitucion queda:
{aﬁ(x) — 9,01 (x) + ieA, o' (x)

VY VY . YA (325)
0,0(x") — 0,0(x") —ieA,P(xX')

6 Al principio de esta seccién se dijo que es de interés el campo libre sin interaccién con el BH
entonces pareciera una contradiccién en este punto, sin embargo mirando el A, (ec. (1.18)) se
observa que para r — oo (regién que es de interés) el campo no es nulo sino que sobrevive el p del
bano térmico.
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Con lo cual deja para el tensor de energia-momento’:

TW = 2 (0" + ieA") (0 — ieA¥) + (9" — i A™)(" + ieAY)

—g" (D), —ieAL) (0% + ieAY) — mg)) (: @T(x)(i)(x/) D w=x (3.26)

«

N | —

Este resultado es necesario més adelante para el calculo del empuje sobre el
sistema BH-espejo.

3.3. Fuerza sobre el sistema

Para calcular el empuje inducido por el campo radiado sobre el sistema BH-
espejo,se utiliza el tensor de energia-momento 7#”. El tetramomento puede escribirse
usando el teorema de Noether, el cual permite escribirlo como la carga conservada
debido a una traslacion espacio-temporal. Se definen las cargas locales contenidas
en un volumen cerrado V' del espacio-tiempo como:

PL(t) = /V d*x T (t, 7) (3.27)

Luego la derivada temporal® del momento quedara,

Py A
v — / d3l' 80T0V = —/ d3(L' 87;TW
dt av

donde en la primera linea se usa que la corriente es conservada por lo que puede
cambiarse la derivada temporal por la espacial, luego en la segunda linea se usa el
teorema de Gauss (donde n; es el vector normal saliente a la superficie). Entonces,
para las componentes 7 = 1,2, 3 queda la derivada temporal del momento espacial,
es decir la fuerza F‘]/

En conclusion, el flujo de cada componente espacial del tensor energia momento
sobre una superficie cerrada que encierra al sistema da el cambio del momento por
unidad de tiempo en la direccién correspondiente a la componente que se haya to-
mado. Entonces tomando una superficie infinita que encierra al sistema, el flujo de
cada componente espacial de T)7 da el cambio total del momento por unidad de tiem-
po en la correspondiente componente, es decir la fuerza total en la correspondiente
direccion.

(3.28)

Dado el tensor de energia-momento del campo escalar (3.23), se puede obtener
el empuje total sobre una esfera de radio r — oo que encierre al sistema BH-espejo:

F; = / r2dQ nl Tyl o0 (3.29)

"Puede verificarse este resultado usando la definicién del tensor energia-momento como la deri-
vada funcional de la accién (ver por ejemplo [Joglekar y Mishra 1990])

8La derivada temporal es la usual ya que se esta considerando que el volumen que encierra al
sistema es infinito (ec. (3.31)), por lo tanto la métrica en este limite es plana, ademads el potencial
quimico en la componente 0 es constante.
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donde los indices i, j representan a las coordenadas cartesianas x’ y n’. apunta en la
direccién radial. Es conveniente escribir este resultado en coordenadas esféricas (ver
apéndice C) ya que de la seccién 3.2 ya se tiene escrito el 7),, en estas coordenadas

Ef:/dQﬁah@r+Tw@@+ﬂb@mwm (3.30)

donde 9;r = (cos ¢ sinf,sin¢ sinf,cosh), d;¢p = r~*(—sing csch,cosp csch,0) y
9;0 = r~*(cos ¢ cosb,sin¢ cosf, —sinh). Debido a la simetria del sistema (es inva-
riante frente a rotaciones en el eje z) la parte espacial del tensor energia-momento
en infinito no puede depender de ¢. Luego como en (3.30) se tienen las derivadas
de las coordenadas esféricas, entonces la tinica componente no nula es la correspon-
diente a la coordenada x® (es decir z). Por lo tanto, desarrollando el é&ngulo sélido e
integrando en ¢ se obtiene:

F; =63 27?/ df sind (r* cos @ Tp, — 1 sinf Trg)|, 00 (3.31)
0

En conclusion, como es de esperarse por la simetria del problema, la fuerza de empuje
inducida al sistema por el background de particulas resulta ser en la direccién z
(por como se armo el sistema, ver figura 2.1). Ahora solamente resta que calcular
explicitamente las componentes T}, y T;9 del tensor energia-momento del campo.

3.4. Calculo del Tensor Energia-Momento

Ya se obtuvo en (3.26) el tensor de energia momento para el bano de particulas
y antiparticulas cargadas a una temperatura finita 7' con un potencial quimico u.
Ahora bien, para determinar la fuerza (3.31) solamente se tienen que calcular las
componentes T;, y T;4. Primero, como se esta interesado en la forma que el 7}, toma
cuando r — oo, entonces viendo el potencial A, (1.18) en este limite se tiene:

Ahora usando (3.26) se obtiene para la componente 7.,

T, = (&«8; + 0.0, — Grr(9°P (0, — ieAs) (05 + ieAg) — mf,)) (: Ciﬂ(x)ci)(x/) ) |xr=x

(3.33)

N =

Desarrollando la métrica dada por (1.13),

Ty = % (&a; + 04+ f(r)7! (f(@‘l(@é —iep) (O +iep) = Jr)8rd. — 712853‘9
1

 r2sin?(6)

%6% = m’%)) ( D) D(x) ) [wmx  (3.34)
Tomando f(r) ~ 1 (en el limite r — 00),

1 ’ . / 1 / 1
7%25@@+MM@—®+&@_ﬁ%%_ﬁaﬁ5

(- BT ) DK) ) oo (3.35)

0,05 —m?2 + 62u2) X
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Por otro lado, para la componente 7,9, usando que la métrica es diagonal, inmedia-
tamente se obtiene

1 ~ ~
Too = 5 (9,0 + 0,05) {: $()D(X) :) (3.36)

Por lo tanto, para obtener estas componentes del tensor energia-momento resta
obtener el valor esperado de los campos (: ®f(x)®(x') :). Como se esta analizando
el tensor en una superficie de radio infinito, se esta en la regién fuera del espejo
(rm < ) por lo que el campo toma la forma ® = ®* dado por la ecuacién (3.13).
En (3.13) se observa como puede separarse el campo en dos términos, donde uno
corresponde al campo incidente y el otro al campo dispersado. Entonces para el
producto entre estos campos (: ®f(x)®(x') :) también puede separarse en términos:

(BT ODK) ) o = (¢ (671 (x) + ST (][0 (x) + B (x)] 2 |
= [ et )@ () ) 4 PPN ) (3.37)

+ <: i)incT(X)Ci)SCGt(X,) :> + <: (I)i Rinc (! >} |x/:x

donde el iltimo término se desprecia ya que es cuadratico en los campos incidentes
y se esta interesado en una superficie en infinito.

Volviendo al célculo del tensor energia-momento, usando la misma notacién que
en la anterior descomposiciéon del producto de los campos, se separa en términos el
tensor donde cada parte tiene la misma forma tensorial pero aplicado a distintos
campos (incidente o dispersado). Puede escribirse entonces

Trr — Tﬁ:at/scat + Trsﬁat/inc + Tg?c/scat (3 38>
TTG _ Tsecat/scat + T:@cat/inc + ngc/scat .

T

donde ahora solamente queda por obtener cada uno de estos términos. Para hacer
esto, primero se obtiene cada uno de los valores medios entre los campos (ver detalle
en el apéndice D):

. Hscatt Fscat [ I\ N\ __ 2 |U)g//(7"m)|2
( & (x) ! (X) 1) = [ dk kY Y
L0 m 0" =|m| T
ei(wp—eu)(t—t’) UZ(T),UWOJ) Yvém*<67¢>yzfn(6,7¢,) ZZNOE’K”

X 0 (T )00 (7)) (w, — ep) <€wp;eu - 1)

iyt Ve (r) Y0, Q)Y (0", ¢) Oy Ouer

Uf(rm)UZ'(Tm) (wp + ep) (6%“# — 1>
(3.39)
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2
<: qA)SC“ﬁ(X)Ci)mC(X/) :> :/ dk k2 Z |wZ1(7"m)| %
0,m, 0 4
silwp—en) -ty _VE(r)we(r') Y™ (0, Q)Y (0", ¢')Ogp
T

X

1 e~ ilwpten)(t=t') ve(r)wp (1) Y0, 0)Y (8, ¢") O
Ve ()W (1) (wp + ep) ( apFen 1)
(3.40)

2
<: @incT(Xyi)scat(X/) :> :/ dk k2 Z |wé(rm)| >
0,m, 0 g
i(wp—epy(t—t) Wi (r)ve (r) Yzm*(@ﬁ)yem(@' ¢/)OM
wz‘(rm)vy(rm) (wp o elu) < P . 1)

X le

ol tem)(t—t) we(r)vp(r') Y0, )Y, (0", 6")Op,
wg(rm)vg,(rm) (wp + GIU) (ewp;eu _ 1)
(3.41)

Ahora que se tienen los valores esperados de los campos, se calculan las componentes
del tensor energia-momento que son de interés. Primero se busca obtener 7., dado
por (3.35). Para ello se calculan cada uno de los términos en (3.38) reemplazando
por los respectivos valores medios (3.39), (3.40) y (3.41). En el apéndice E se detalla
este calculo, donde se obtiene para cada una de las partes de T}..:

5 . Y7 (6,)Y8(6,0)
Tscat/scat :/ dk |wf (e—2") O I )
N Z;nﬁ’;ﬂ et OO i r)oe(rm)
y 1 . 1
wp—ep wptep
o D) e ()
(3.42)

Tscat/inc _/ dkj Z |'l,Ug/ |2 ]{jQ ei%(é_g/) }/’é’ﬂﬁ‘(@,ﬁb)ym(e ¢)OZ€/
" Lm0 2r2 Vg (rm)we (rm) (wp —ep) < - 1)

SO Y0, 00,0100
+ ; “rpct
vg(Tm)wg/ (Tm) (wp + e,u) <6 T 1)
(3.43)
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Tj:}c/scat :/ dk Z |w€ Tm ’2 k? e—ig(ﬂ'—ﬁ) )/Em*<97¢>}/£7’n(07¢)05’€
e 2T 72 | i (rm)ve (rm) (wp — ep) (6%;6“ — 1)

SN Y, (6,60
- " bpten
We (T ) V3 (T'm) (wp + ep) ( n 1)
(3.44)

Entonces, ya se tienen las tres componentes necesarias para calcular la com-
ponente T, del tensor energia-momento segin (3.38). Sin embargo, se esta maés
interesado en como aparece el T}, en la ecuacién de la fuerza (3.31). Por lo tanto,
se calcula 72T, y rT,¢ en lugar de simplemente T}, y T,5. Entonces para obtener
la componente 727, solamente resta juntar las expresiones (3.42), (3.43) y (3.44)
(multiplicadas por 72):

T2T7‘r :TQT’,:s:at/scat + TQTff“t/mC + TQT:;I:LC/Scat

/ Y, (0,0)Y," (0
T2TTT'_/ dk Z Z |wer (1) |2 oi5 (=) OMHOM” “(0,9)Y0"( ’¢)x

00 m 01=|m| v (rm)ve (Tm)

1 1
X +

(wp = o) (€7 = 1) (wp+ep) (™7 —1)
we(rn) €3 Y0, 0)Y(60,6) O
2 vl (, — e (e < 1)

+

O 2 G A D i (R )) 7 (R (O
2 We (T )V (Tm) (wp + ep) <ew%+eM — 1)
we(rm)[* €720 Y0, 0)Ym (0, 9) O
2 wi(rp)ve(rm) (wp — ep0) ( wp—en 1)

jwe (rm)|* €~ 12 (tf) Y (0,0)Y;"(0,9)Ouw
2 om0 ) (w, + ep) (™7 <1)

(3.45)

Afortunadamente puede simplificarse mucho esta expresion intercambiando ¢ <> ¢/
en el cuarto y sexto renglén de la tultima igualdad, tal que se escriben todos los
armonicos esféricos con los mismos indices Y;*(0, ¢)Y,; (0, ¢) (este intercambio es
posible porque se esta sumando sobre todos los valores posibles de £y ¢'):

) k> 1 1
rol,., = dk g po— + e X
: wm”<%—wwff—4)<%+ww -1)

x e 2 EEOY0, 6)YM (0, 9)NGp  (3.46)
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donde se define

- wer ro)* e ym 1 welrm)® e 1wl
D D o T o R L T e o S P o T e R
(3.47)
Puede observarse una propiedad interesante en la definicién de N/}, al intercambiar
¢ +» 0’ se obtiene el conjugado de Njj;, es decir, NJj; = (N]7)* (esto resulta de utilidad
mas adelante). Ademads, usando la propiedad del resultado clasico O, = Oy}, (2.92),
se observa que N} satisface la misma propiedad N, = N

Por otro lado, existe otra componente del tensor energia-momento que en prin-
cipio es no nula: T,y. El cdlculo para esta componente es completamente analogo al
realizado para obtener T,,.: se separa el tensor en tres términos (como puede verse en
(3.38)), se usa la definicién del tensor (3.36), se reemplaza por los correspondientes
valores esperados de los campos (ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.41)) y finalmente se
juntan todos los términos. Al hacer esto (ver apéndice ), resulta que T}y tiene un
r~? al igual que T, pero la diferencia es que, segiin como aparece el T),, en la fuerza
(3.31), ahora se necesita rT,4. Entonces, se tiene esta otra componente en la fuerza
T, que va como r~! y en consecuencia, como se toma una superficie infinita con
r — 00, se desprecia frente al término r27),.

En conclusion, la tinica componente del tensor energia-momento que contribuye
a la fuerza dada por (3.31) es 72T}, el cual viene dado por (3.46). Ahora se esta en
condiciones de calcular la fuerza de empuje sobre el sistema BH-espejo (aka cohete
superradiante de agujero negro).

3.5. Cdlculo de la Fuerza de Empuje

Para determinar la fuerza de empuje inducida por el campo radiado sobre el
sistema BH-espejo, se usa la expresién obtenida en (3.31). Como se sabe que la unica
direccién no nula de la fuerza es en el eje z (por la simetria del problema, discutido
en la seccién 3.3), entonces puede concentrarse en la fuerza en esta direccion:

Fy; = 27?/ df sind (r* cos @ Tp, — 1 sinf Tyg)|, 00 (3.48)
0

Primero, como se dijo al final de la seccién anterior, notese que el termino r7}g va
como r~! por lo que no contribuird a la fuerza F3 cuando se toma una superficie
infinita con r — oo. Entonces solamente hay que computar el termino con T, usando
el resultado (3.46):

> k2 1 1
Fy=2r | dk Y — — + i x
0 | (w —e)(epf—1> (w +e)<epT —1)
00m p — Ep p T EH

x 5 (=t) Zg,/ df sinf cos8 Y, (0,0)Y;"(0,0) (3.49)
0
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Para continuar el cdlculo, se necesita usar la integral (ver apéndice G):

m ' s . 1 (0 —m)(l' +m)
/0 df sinf cos0 Y, (0,0)Y,"(0,¢) = Gy (5&@’—1\/(%/ F )20 —1)

(0 —m)(+ m)
Op_1.0r 3.50
o1 \/(2£+1)(2£—1) (3:50)
Reemplazando todo en la fuerza (3.49), se tiene

© k2 1 1
& :/0 o ™ (wp — ep) < - 1) ! (wp +ep) (ewP;w - 1) :

(¢ —m)(e+m) C—mtm) o
X g;ne 2 (1) (&,el-l\/(%, T1)20—1) + 5z—1,5/\/(2£+ )2l = 1>> o
(3.51)

Usando las deltas y simplificando, se obtiene

1 1
_l’_

Fs:_;/o dh ke (wp—e,u)<wp w—l) (wp—l—eu)(Wer—l)

€+m m)(l +m)
X; Z Qg/ )(20 — e T Z 2£+1 28—1)N

{=|m|

X

(3.52)

donde Ny} ; y Ny, vienen dados por su definicién (3.47). Como en cada término
se suman sobre todos los ¢ y ¢ posibles, estos indices son mudos, por lo tanto
puede tomarse simplemente ¢’ = {. Luego, N/, resulta por su definicién hermitico,
obteniendo

2 1 1
F3:_%/o K (wp—eu)<ew e”—1>+(wp+eu)<w+w—1>

€—|—m) .
DI ze+1 Jor—1) ™ Vi)

m {=|m)|

X

(3.53)

Analizando un poco este resultado, se obtiene una sumatoria sobre todos los valores
posibles de m, es decir (por lo visto en la seccién 2.2.3) m € Z—{0}. Sin embargo, se
observa que el indice m es par en el sumando ya que la sumatoria en ¢ depende del
valor absoluto |m/|, la raiz resulta la misma frente al cambio m — —m y N,/ = N
(como se ve al definir (3.47)). Por lo tanto, sumar sobre el indice m para Z* o para
Z~ resulta lo mismo, entonces se toma m > 0 y se multiplica por 2, obteniendo
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finalmente la fuerza del cohete de BH:

4 1 1
Fy = —;/0 dk k? o — e ( sen 1) ! (wp + ep) (e“”"iﬁ“ - 1) "

g _
X Z Z 4g2 _ml Jm [ Z},J

m>04=m

(3.54)

donde m y ¢ € Z*. Para analizar numéricamente este resultado, resultara 1til escribir
esta ultima expresién en términos de las funciones radiales wy(r), ve(r) y we(r)
que satisfacen las condiciones de contorno y que se obtienen numéricamente. En el
apéndice H se desarrolla este procedimiento, de donde resulta:

Nm = 1 1 [<M_1)mfym]Z€” [(M_l)m’ym][_llu
CEL T k24 £ ()2 0 (T )V 1 (i) ot PGS
’ 1 —1\m,.m —1\m_ml*
+2k:7‘72nf(7"m) UF (1) Ve—1(Tm) (KM )" }4—1,4_ [(M )"y ]M—1> (3.55)

Es decir, se logra escribir Aj;_; en términos tinicamente de las soluciones radiales
evaluadas en el espejo (Ug(?”m> v ue(rm), esta tltima solo se encuentra dentro de
la definicién de (M~1)™) y de las v™ que son matrices de coeficientes definidas en
(2.79).

En conclusién, se estudia la configuracion BH-espejo semiesférico en un bano
térmico considerando asi particulas y antiparticulas cuantizadas incidentes desde
todas direcciones y energias. A partir del tensor energia-momento de este sistema,
se obtiene la fuerza total (3.54) realizada por el sistema a una esfera de radio infinita
que encierra a todo el sistema. La forma de la configuracion y el echo de que exista
una fuerza resultante no nula, motiva el nombre de cohete superradiante de BH. En
la proxima seccion se analizan los resultados obtenidos analiticamente tanto de esta
seccion como de la anterior mediante un andalisis numérico.
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4. Resultados Numéricos

En esta seccién se desarrolla el andlisis numérico de los resultados obtenidos
en las secciones previas. Se comienza con las soluciones u(r), vy(r) y we(r) de la
ecuacion radial (2.20), tal que la primera satisface la condicién de contorno en el
horizonte del BH (estudiada en la seccién 2.2.1) y las ultimas dos satisfacen la
condicién de contorno en infinito (seccién 2.2.2). Luego, se obtiene numéricamente
el resultado de imponer la condicién de contorno en el espejo (O, definida en
(2.91)), en particular, se analiza el campo resultante en todo el espacio debido a una
onda plana incidente con determinado angulo de incidencia y energia. Finalmente,
se obtiene una estimacion de la fuerza sobre el sistema BH-Espejo (cohete de BH)
para los valores del sistema propuestos.

4.1. Soluciones radiales

En la seccion 2.1 se encuentra la ecuacion radial que se quiere resolver numéri-
camente:

%@ (2 Fr)0,Res(r) + ((w+eh(7")) 0(0+1)

- m§> Ri(r)=0  (2.20)

foy e
donde f(r) es el término de la métrica de RN
2M  Q?
=({1——+4 — 1.14
o= (1- 2+ %) (1.14)
y h(r) es el potencial
h(r) = —%—l—u (1.19)

presentadas ambas en la seccién 1.3.1. Para trabajar con esta ecuacion, se comienza
asignando valores constantes a las variables que caracterizan al background (masa
de la particula m,, carga de la particula e y potencial quimico del background )
y al BH (su masa M y su carga ) que determinan su horizonte exterior r, ), como
se muestra en la tabla 4.1. El criterio utilizado para la eleccion de estos parametros
fue primero la condicion de superradiancia hallada en la seccion 2.2.1,

w < Wy (4.1)
donde ya se define la frecuencia superradiante
ws = —e h(ry) (2.27)

y la relacién de dispersion
w==EVEkE+m?—eu==tw, —eu (3.1)

donde para simplificar las expresiones se llama w, = Vv k? +m? (es la relaciéon de
dispersion usual de una onda plana). En la figura 4.1 se grafican las relaciones de
dispersion (linea roja y azul para particulas y antiparticulas respectivamente) y la
frecuencia superradiante en funciéon de k, donde se identifican los modos superra-
diantes como aquellos cuya energia se encuentra dentro de la zona sombreada verde.
Se observa que para los valores propuestos se tiene tanto modos superradiantes como
otros que no, tanto para particulas como para antiparticulas.

Primero se obtienen las soluciones numéricas de (2.20) que satisfacen la condicién
de contorno en el BH, y segundo en infinito.
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Figura 4.1: Representacion grafica de la regiéon de superradiacién donde se satisface la condicién
w < ws (regién sombreada verde) y de las energias de las particulas y antiparticulas (lineas roja y
azul respectivamente) dadas por la relacién de dispersion (3.1) (el signo + corresponde a particulas
mientras que el signo — corresponde a antiparticulas). Entonces, para valores de k tales que w esta
en la regién sombreada se tienen modos superradiantes, mientras que arriba de esta regién se tienen
particulas incidentes que no superradian en el BH. El intervalo k € (0,4.5) del grafico indica los
valores de k que se consideran en la determinacién de la fuerza (la razén del cut off en k se ve en la
figura 4.9). Los puntos rojos y azules corresponden a la interseccién entre las curvas de energia y la
frecuencia superradiante, estos valores son k =~ 0.98 y k ~ 4 respectivamente. Los valores utilizados
para obtener este grafico se encuentran en la tabla 4.1.

Background BH
rm | T ole|my |t || M| Q| 1s| 710
160 | 0.5 | —=1.5 | 1| 0.2 | 10 || 50 | 40 | 80 | 80.04

Tabla 4.1: Valores de las constantes que caracterizan al sistema elegidos, donde: r,, es la distancia
radial a la que se coloca el espejo, T'y u son la temperatura y el potencial quimico del bano térmico,
e y my son la carga y la masa de las particulas y antiparticulas que conforman el bafo térmico,
roo €8 la distancia radial que se considera como “infinito” (ya que las soluciones toman su forma
asintética), M y @ son la masa y la carga del BH, r; es el horizonte exterior del BH (resultante
de su My Q) y ro es el punto cercano al horizonte donde se encuentra la solucién a partir del
desarrollo de Frobenius.

4.1.1. Solucién en el horizonte

Para resolver la ecuacién 2.20 numéricamente se utiliza el comando NDSolve
del Wolfram Mathematica 12.3 [Wolfram-Research 2019]. Primero se obtienen las
soluciones a esta ecuacién que satisfacen la condicién de contorno en el horizonte
exterior 7, del BH, es decir u,(r). Sin embargo, hay que tener cuidado en el horizonte
r = r, ya que hay una singularidad debido a que, por definicién, r, es un raiz de
f(r). Esta singularidad imposibilita la resolucién numérica porque se necesita un
valor inicial para resolver la ecuacion y, en este caso, es una singularidad. La manera
de evitar esta singularidad es usando el método de Frobenius para obtener un valor
de Ry(r) en un punto cercano al horizonte. Mientras mas lejos de la singularidad se
este mejor, y de esto depende el orden hasta el que se tome el desarrollo de Frobenius.
En este caso, se utiliza un desarrollo a orden 4. Este desarrollo deja dos soluciones
linealmente independientes, para saber cual es la correcta se usa la condiciéon de
contorno en el horizonte (2.34), la cual dice que signo tomar en la raiz obtenida
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k=1.5y I=55 k=1.5y I=55
uy(r) uyr)

40 ry I'm 15 I'm

20,
— Re[u(n)] 5 — Re[u/(n)]

; Im{u(n] = " Imy,(n)]

100" |11/ 1TTsal 200 250 800 156 B | 180 162 ~er |

-20!

-40

Figura 4.2: Soluciones u,(r) (parte real e imaginaria) de la ecuacién (2.20) obtenida numéricamente
usando los pardmetros de la tabla 4.1 e imponiendo la condiciéon de contorno correspondiente al
BH. La linea vertical negra indica donde se encuentra el horizonte exterior r,, mientras que la
linea roja indica la distancia radial r,, donde se coloca el espejo semiesférico perfecto. En el panel
derecho se tiene un zoom de la regién cercana a donde se coloca el espejo. Se gréfica para un valor
de k = 1.5 tal que no haya superradianza (como se muestra en la figura 4.1, donde se esta en el
caso de particulas) y un valor arbitrario £ = 55.

mediante la ecuacién indicial (ya sea que haya superradiacién o no). Finalmente, con
este nivel de aproximacion se logra evaluar R,(ro) usando el desarrollo de Frobenius,
donde g = 4 + 0.04 = 80.04 (usando los valores de la tabla 4.1) es el nuevo punto
inicial para la resolucién numérica. El valor de ry tiene un rango de validez ya que
a medida que aumenta k la aproximacién realizada en el desarrollo de Frobenius
comienza a fallar, luego o hay que tomar un mayor orden en el desarrollo o hay que
disminuir r¢ y por ende acercarse a la singularidad. En el rango de valores k en el
que se trabaja (k € (0,4.5)) se verifica que el r elegido es una buena aproximacién
para todo k.

Ahora si se obtiene la solucién numérica wu,(r) que satisface la condicién de
contorno en el horizonte r,. En la figura 4.2 se encuentra la solucién numérica
obtenida para el valor de k = 1.5 (tal que no hay superradianza como se indica en
la figura 4.1 para el caso de particulas) y ¢ = 55 (este valor es arbitrario, cuando se
calcule la fuerza se define un cut off en ). Se observa en la figura que esta funcién
es oscilatoria, a medida que se acerca al BH oscila cada vez mas rapidamente y
a medida que aleja se comporta como una onda esférica satisfaciendo también la
condicion en infinito.

4.1.2. Solucion en infinito

El procedimiento para resolver numéricamente la ecuacién (2.20) cuyas soluciones
satisfacen la condicién de contorno en infinito coincide en principio con el caso del
BH, donde se necesita un valor inicial para empezar con el cdlculo numérico. Para
ello, se usa el comportamiento asintético estudiado en la seccion 2.2.2 de las funciones
wy(r) y ve(r), los cuales resulta para la onda plana incidente

wg(T') ~ jg(k'l“) (2.52)
mientras que para la parte dispersada
ve(r) =~ hél)(kr) (2.47)

Entonces, evaluando estas funciones en un valor de r lo suficientemente grande
como para considerarlo como infinito (como se ve més adelante), se obtienen los
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k=1.5y 1=55

0.006
0.004

ﬂ Re[v(r)]
0.002

| Re[w(r)]

Im[v)(r)]

~0.002 Im[w,(r)]

-0.004

-0.006 -

Figura 4.3: Soluciones ve(r) y wy(r) de la ecuacién (2.20) (partes reales e imaginarias), obtenidas
numéricamente imponiendo la condicién de contorno correspondiente cuando r — oo. La linea
vertical marrén indica la distancia radial r,,, donde se coloca el espejo semiesférico perfecto. Se
grafica en particular en la zona cercana al espejo, donde se observa que las partes reales de v,(r)
y we(r) coinciden completamente (lineas azul y naranja), ademads la parte imaginaria de wy(r) es
nula, lo que se corresponde con el resultado we(r) = Relve(r)] (ec. (2.57)). Para el grafico se toman
los valores arbitrarios k = 1.5 y £ = 55, mientras que para los demdas parametros que caracterizan
al sistema se usan los valores de la tabla 4.1.

valores iniciales para la resolucién numeérica. Sin embargo, este procedimiento no
funciona bien, el infinito no se puede poner muy lejos porque se encuentra otra sin-
gularidad numérica. Alternativamente se hace un procedimiento inverso, en lugar
de imponer los valores iniciales tanto para Ry(r) como para R)(r) en un valor lejos
de la geometria de RN, se imponen valores iniciales a una distancia r = r,, donde
se encuentra el espejo y desde ahi se integra numéricamente hasta “infinito”. Sin
embargo, los valores impuestos en el espejo no son los correspondientes al comporta-
miento asintotico (2.52) y (2.47), entonces para obtener estas funciones se ajusta a
la solucién numérica en “infinito” usando la Bessel (ya que wy(r) y ve(r) son Bessel
esféricas o combinacién de estas). Como en particular para el célculo de la fuerza
se esta interesado en los valores que toman estas funciones en el espejo, se obtie-
nen los coeficientes de este ajuste que determinan estos valores. En el apéndice I se
desarrolla este método y se analiza su validez, proponiendo un buen valor de r lo
suficientemente grande (que se llama 7., ver tabla 4.1) tal que podemos considerar
que las funciones wy(r) y ve(r) toman su forma asintética.

A partir del método descripto en el parrafo anterior, se obtienen la soluciones
numéricas wy(r) y ve(r) como puede verse en la figura 4.3, donde se toma a modo
de ejemplo k£ = 1.5 y £ = 55 y se grafica en la zona cercana al espejo semiesférico
perfecto colocado. En este grafico puede observase que, como se indico en la seccion
2.2.2, wy(r) = Re[vg(r)], por esta razon, en el gréifico 4.4 solamente se muestra el
comportamiento asintdtico de la funcién v,(r), donde se ve que coincide por el dado
en (2.47).

4.2. Matching en el espejo

Habiendo obtenido las soluciones numéricas que satisfacen las condiciones de
contorno en el BH r, y en el infinito r.,, ahora resta proceder con las condiciones
de contorno impuestas por el espejo semiesférico perfecto colocado a una distancia
rm = 160 estudiada en la seccién 2.2.3. En dicha seccién, se obtiene el resultado de
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Figura 4.4: Parte real e imaginaria de la solucién vy(r) (Iinea azul) y de la funcién de Hankel esférica
de primera especie hél)(r) (linea naranja). Se observa que a medida que se aleja de la posicién del
espejo 7y, (linea vertical marrén), es decir que se aleja de la geometria de RN, efectivamente la
solucion se comporta como una funcion de Hankel satisfaciendo asi la condiciéon de contorno en
infinito, como puede verse en los subgraficos. Los gréficos se encuentran en escala logaritmica,
mientras que los subgraficos que hacen un acercamiento a medida que se acerca al valor ro, que se
toma como infinito estan a escala lineal. Para el grafico se toman los valores arbitrarios k = 0.7 y
¢ = 5, mientras que para los demds parametros que caracterizan el sistema, se usan los valores de
la tabla 4.1.

la dispersién de un campo incidente en todo el espacio (fuera del BH):

o (x) siory <r<ry,

o(x) = dt(x) st o7, <r

(4.2)

donde ®T(x) = ®¢(x) + ®*(x) y cada uno de estos campos viene dado por:

(

v 0 = a4y 0,0) (2.41)
(Dscat (X) _ efth Z bzn UZES:) Y'em(e’ (b) (248)
re(x) = ey e —;‘f(g:) Y™ (0, ) (2.53)

En el caso de una onda incidente plana, los coeficientes ¢ en el desarrollo del
campo incidente estan completamente determinados por el angulo de incidencia n y
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del impulso k:
Y
mo__ > =
= S AR () (2.54)
Entonces, usando los resultados de la seccion 2.2.3, se obtiene el resto de los coefi-
cientes aj’ y bj" del campo,

af = Y U (2.88)
'=|m)|
b =Y & (Up — duw) (2.90)
\ '=|m)|
donde
Ufnl}’ = [(P)/m - 1)71(HD)71(7m - 1>71,.)/m[D] o (286>

con HP y IP matrices diagonal cuyos elementos vienen dados por

-1 _ (7 ) Ve (T')
e ) — werayeg(rn) -
R — ! (2.75)

krZ, f(rm) we(rm)ve(rTm)

donde se usa la definicién 2.72 de H, para escribir su inversa. Ademads, se tiene que

\/(2£+ 1)(20 + 1)l (4 pr(e) P(x)  si ¢ — ¢ impar
m
o 0 si ¢/ — { par (con £ # (')
1 sill =
(2.79)
En resumen, una vez propuesto un angulo de incidencia y amplitud se tienen
completamente determinados los coeficientes ¢}*, luego se obtienen los coeficientes a;"
y b7 usando las matrices U™. El comportamiento de estas matrices esta determinado
simplemente por las matrices de coeficientes v™ (y en consecuencia de (y™—1)71) y
de los elementos I, y Hy que, por sus definiciones, son combinacién de las soluciones
radiales u}’, v)" y wy* evaluadas en el espejo 7, (ya obtenidas numéricamente en las
secciones anteriores). Primero, observando los elementos de matriz vy, y (7™ — 1)24,1
resulta que pueden tomarse 2 aproximaciones: (7) v, tiene 1 en su diagonal principal
y luego disminuye de manera alternada a medida que nos alejamos de la diagonal,
luego se toman solo 30 elementos de un lado y del otro de la diagonal principal
y al resto se los consideran todos nulos, y (i) se toman que los elementos vy
practicamente no dependen de m. Estas aproximaciones se discuten en detalle en
el apéndice J, luego las vy v (7" — l)e},1 resultantes son de la forma presente en
las figuras 4.5a y 4.5b respectivamente. Como ya fue mencionado, los elementos de
estas matrices son coeficientes que dependen de ¢, ¢’ y m pero no dependen de los
parametros del sistema (como los presentes en la tabla 4.1) ni de las caracteristicas
del campo incidente (es decir del impulso k y del dngulo de incidencia 7)
Por otro lado, se estudian los elementos H, !¢ I,. Si bien se obtiene que el
resultado depende tanto de H, 1 como de I,, primero se estudia H, U ya que la
fuerza total obtenida en la secciéon 3.5 solo depende explicitamente de este. En la
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Figura 4.5: Representacién gréafica de las matrices de coeficientes v y (y™ — 1)~ con m = 1
(figuras 4.5a y 4.5b respectivamente). Para obtener 7™ se toman las aproximaciones discutidas en
detalle en el apéndice J, luego usando esta matriz se obtiene la matriz (7™ —1) 1. Puede observarse
que los elementos (7" — 1),/ mantienen la paridad de (Y™ — 1)z, es decir que para ¢’ — ¢ par se
tienen elementos nulos.

figura 4.6 se muestra la H, ! para un valor fijo en k (ya que estos elementos si
dependen de k). Primero se observa la existencia de un pico para cierto valor de ¢ a
k fijo, este pico puede entenderse utilizando la ecuacién radial,

%ar(ﬁf(r)armw(r)H <°"+f€(f)<r)) _e(e;n_mz R(r)=0  (2.20)

Ahora bien, puede escribirse esta ecuaciéon como un sistema de primer orden, para
ello se define

ye(r) = r2f(r)0, Ry(r) (4.4)

Usando esta definicion y la ecuacion radial, podemos escribir entonces el sistema de
ecuaciones
o ((w+eh(r)? Ll+1) )
) = = (SR MY ) (45)
ye(r)

Ry(r) = 4.6

Z(r> 7“2f(7°) ( )
Nétese que cuando el paréntesis ((”Jrjfg ()r))Q — Z(gl) — mz) se anula para cierto valor

de ¢ (con k y r fijo) entonces la derivada y,(r) se anula, luego en este punto se
tiene un mfnimo de R)(r). Por lo tanto, como en el denominador de H, ' (definido
en (4.3)) las funciones u)(r,,) y v)(r,,) tienen un minimo, su inversa H, ' tiene un
maximo para este valor de ¢ (llamado £, ), definido como:

(w + 6h<7”m))2 Epico(fpz’co + 1) 2
— 5 —m, =0 (4.7)
f(rm) Tm
Este argumento se verifica numéricamente en la figura 4.6, donde se observa que el
pico esperado se corresponde con el pico obtenido numéricamente. La existencia de
este pico sirve para definir un corte en los valores de ¢. Por otro lado, en la figura 4.6
se observa un comportamiento preocupante: la parte real de estos elementos no decae
lo suficientemente rapido a medida que crece ¢. Esto dificulta el andlisis numérico
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Figura 4.6: Representacién grafica de las partes reales e imaginaria de los elementos H, ! tomando
un valor fijo de k = 1.2. Ademas, se muestra mediante la linea vertical punteada la posicion donde
se espera que esté el pico por el argumento dado en 4.7, para el cual se observa que en ambos casos
se corresponde con el pico obtenido numéricamente. Se observa también que la parte real (a) no
decae rapidamente después de este pico, mientras que la parte imaginaria (b) si lo hace.

ya que, si bien se encuentra un argumento para hallar el pico, no parece haber un
cut off claro o un dominio predominante tal que pueda cortarse la sumatoria en £.
Sin embargo, resulta de la siguiente seccion que, al considerar el bano térmico, el
resultado de la fuerza depende tanto de H, ! como de I, que tiene definido el mismo
pico para su parte real e imaginaria y se anula rdpidamente (a diferencia de H, !
que solo su parte imaginaria se anula rdpidamente), por ende puede definirse un cut
off en ¢ usando el argumento del parrafo anterior para identificar el pico (como se
observa en la figura 4.6). Por lo tanto, para estudiar la solucién cldsica obtenida
a partir de la dispersién de una onda plana, se usa como ¢ maximo ({qz) €l Cpico
analizado anteriormente mas 10, es decir £,,4; = €pico + 10 (se suma 10 porque, como
vemos en la figura 4.6, a partir del pico en la parte imaginaria con tomar 10 valores
més en ¢ alcanza para considerar que se anula luego de este £,,4,).

Por 1ltimo, en la figura 4.7 se muestra el comportamiento de H, e I, en funcién
de los valores de k usando el corte en £,,,,. (el cual aumenta con k). Se observa como el
valor de £,;., aumenta con k, sin embargo el razonamiento planteado para identificar
tedricamente estos picos se corresponde con los picos obtenidos numéricamente.

Ahora que se comprenden las partes que conforman la solucién, finalmente se
estudia el resultado de incidir una onda plana sobre el sistema BH-espejo, el cual
sirve para comprender el funcionamiento del cohete superradiante de BH. Para ello,
se utilizan las aproximaciones previamente introducidas que son validas tanto en
este caso como también para el cdlculo de la fuerza, es decir las aproximaciones rea-
lizadas sobre las matrices de elementos v;}, y el cut off £,,,,, definido usando I, (estas
aproximaciones se analizan en el apéndice K a partir de los resultados obtenidos para
la fuerza). Entonces, suponiendo que incide una onda plana con las caracteristicas
de la tabla 4.2 se eligen los campos ®¢(x) y ®i"¢(x) tal que superradia y no super-
radia respectivamente. Luego, considerando estados estacionario (sin la dependencia
temporal en los campos (4.2)), se obtienen los coeficientes de los campos y en con-
secuencia el campo resultante en todo el espacio. En las subfiguras 4.8 se observa
en particular el campo en la direccién de incidencia para los distintos valores de k
elegidos, se grafican tanto las partes reales como las imaginarias del campo, como
también el modulo cuadrado del campo. En las figuras se observa como se cumple
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Im[H; "]
—— k=0.8 —— k=0.8
o k=1.7 - k=1.7
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Figura 4.7: Representacién grafica de las partes reales e imaginarias de H, ! e I, para distintos
valores de k y usando el cut off £,,,, para los distintos valores de k. Las lineas punteadas verticales
en las figuras (a) y (b) indican la posicién tedrica del £p;c,, los cuales observamos que se correspon-
den con los picos obtenidos numéricamente.

C(x) | 2(x)
n | 0,3 | (0,%)
k| 08 1.4
Az [ 100 100

Tabla 4.2: Caracteristicas elegidas para el campo incidente, donde 7 es el dngulo de incidencia (el
cual se escribe como un par ordenado (¢, 6)), A; es la amplitud de la onda y k es el momento en
el espacio de Fourier. Se eligen tomar 2 valores distintos de k tal que en un caso se trate de un
campo superradiante (®i¢(x)) mientras que en el otro caso no hay superradianza (®"¢(x)).

la condicién de continuidad entre el campo ®* exterior a la geometria BH-espejo
y el campo @~ interior a la geometria hasta el punto ry (donde obtuvimos la solu-
cién mediante el desarrollo de Frobenius para evitar la singularidad numérica en el
horizonte del BH). Sin embargo, como esta unién no es lo suficientemente suave, se
observa que la condicién de continuidad en las derivadas esta fallando (en particular
para el campo superradiate, subfiguras 4.8a, 4.8c y 4.8¢), esto puede atribuirse a
una falla en las aproximaciones realizadas (como se discute en el apéndice K, aun-
que se debe seguir estudiando). Ademds, en las subfiguras 4.8e y 4.8f se observa una
diferencia entre el campo superradiante y el no superradiante, y es que en el primer
caso el modulo cuadrado del campo decrece rapidamente a medida que se acerca
al BH acercandose a cero, mientras que este comportamiento no se observa para el
campo no superradiante. Para comprender mejor este fenémeno de superradianza
serfa interesante graficar no solo el campo en la direccion de incidencia sino elegir un
corte de la geometria tomando todos los valores posibles del angulo €, obteniendo
asi un perfil del funcionamiento del cohete superradiante de BH. Este anélisis no fue
realizado en este trabajo pero se llevara a cabo en el futuro.
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Figura 4.8: Representacion gréfica de los campos @4(x) y ®,,5(x) obtenidos numéricamente usando
para los pardmetros que caracterizan al sistema los valores de la tabla 4.1, mientras que para los
valores del campo incidente se toman los de la tabla 4.2 (tratdndose por un lado de un campo
®,(x) que superradia y por el otro ®,5(x) que no superradia). Se grafican tanto las partes reales
e imaginarias de estos campos como también el modulo cuadrado, donde en cada subfigura se
muestra de distintos colores las partes correspondientes al campo ®* exterior a la geometria BH-
espejo (colores azul y violeta para @5 y ®,,5 respectivamente) y al campo ®~ interior a la geometria
(colores rojo y naranja para ®; y &, respectivamente). Puede observase como se satisface la
condicién de continuidad de los campos a la distancia r,,, donde se coloca el espejo (donde ocurre
el cambio de color), sin embargo esto no significa que en esa posicién estd el espejo ya que se esta

graficando el campo para el dngulo de incidencia § = § (medido desde el eje z) mientras que el
espejo semiesférico se encuentra en 6 € (%, 37”) No se grafica hasta el horizonte exterior r del BH

sino hasta el punto ry donde obtuvimos la solucién radial mediante el desarrollo de Frobenius para
evitar la singularidad numérica en el horizonte. Se observa que si bien se cumple la continuidad
del campo, como esta unién no es lo suficientemente suave entonces la condicién de continuidad en
las derivadas esta fallando (en particular para el campo superradiate, subfiguras 4.8a, 4.8¢ y 4.8e).
Por otro lado, en las subfiguras 4.8¢ y 4.8f se observa una diferencia entre &5 y ®,,,, y es que en
el primer caso el modulo cuadrado del campo decrece rapidamente a medida que se acerca al BH
acercadndose a cero, mientras que este comportamiento no se ve para el campo no superradiante.
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4 Resultados Numéricos 4.3 Fuerza del cohete de BH

4.3. Fuerza del cohete de BH

En las secciones previas se analiza numéricamente los resultados obtenidos para el
caso clésico, es decir cuando una onda plana incide sobre la configuracion BH-espejo.
Con estas herramientas, considerando ademas el bano de particulas y antiparticulas
mediante la cuantizacion de los campos, se obtiene numéricamente la fuerza total
sobre el cohete de BH. En la seccién 3.5 se obtiene una expresion analitica para
dicha fuerza en términos de las soluciones radiales y las matrices de coeficientes ~;":

F. 1 / h dk k? ! + ! X
3= —— wp—ep WpTep
mJo (wp —ep) <6 r _1> (wp +ep) (6 g _1> (3.54)
D
(02 —m? -
XZZ 452_1 m[” J
m>0f=m
donde
w1 1 (M) ™™ g (M) ™y g
Het kZT;lnf(rm)Q vy (rm>véfl(rm) or=|m| ‘Uf”(Tm)P

7 1
+ 2kr2 f(rm) v (rm)ve—1(Tm)

([(M_1>m7mL—1,e - [(M_I)WVmE,eA) (3.59)

o

(Mg =3 (" = L Hy (0" = g, (2.85)

t'=|m|

Primero, se observa que en la fuerza (3.54) aparecen los términos de las distri-
buciones BE, es decir que la dependencia en k viene dada predominantemente por
estas exponenciales. Por lo tanto, pueden usarse estas distribuciones para definir un
cut off en k, para ello se elige una temperatura tal que efectivamente haya particu-
las en el rango de k en el que trabajamos y se observa como decae a medida que
aumenta k. Eligiendo una temperatura 7' = 0.5 y usando los demés pardametros de
la tabla 4.1, se obtiene un corte en k., = 4.5. En la figura 4.9 se muestran las
distribuciones de particulas y antiparticulas obtenidas con estos parametros, donde
ademas se indica la zona sombreada donde hay superradiacion tanto para particulas
como para antiparticulas.

Para determinar la fuerza se necesita obtener (M~1)7 definida en (2.85), donde
se escribe (M~1)7 en términos de los elementos (v —1),, y H, " (va estudiados en
la seccién anterior). Entonces, usando las aproximaciones estudiadas anteriormente,
I, corta el indice en /,,,, (como puede verse explicitamente en el apéndice H, ec.
(H.5)). Ademds, se cortan las (7% — 1), a partir de la diagonal mds 30 puntos,
entonces la matriz (M ~1)™ en principio es de dimension (¢,,4; +30) X ({nae+30). Sin
embargo, al proceder de esta manera surgen 2 observaciones con las que hay tener
cuidado al momento de cortar la matriz (M ~')™: (i) usando de la aproximacién de
las 7y, si bien existen 30 puntos no nulos después de ¢,,,, estos son tan pequenos
que el determinante de M™ resulta ser aproximadamente nulo y por ende no existe
su inversa (M ™')™, por lo tanto se considera a la matriz (M~1)™ de dimensién
linaz X Uimaz; ademds, (i) resulta que como (7 — 1) tiene ceros alternados dadas
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Figura 4.9: Representacion gréafica de las distribuciones de BE para particulas y antiparticulas
(lineas roja y azul respectivamente) utilizando los pardmetros que se encuentran en la tabla 4.1.
Ademsds, se indican las regiones de superradiacién donde se satisface la condicién w < wy (regién
sombreada verde). El intervalo k € (0,4.5) del grafico indica los valores de k que se considera en
la determinacién de la fuerza. El valor k.., = 4.5 se elige observando que la distribuciéon para
antiparticulas a una energia igual a 67" es 234 veces menor que usando la energia del bano térmico
T (se considera antiparticulas porque es la mayor distribucién).

por la relaciéon entre sus subindices, entonces si la dimensién donde se la corta es
impar se tiene un determinante nulo y por ende no existe (yj; — 1), mientras
que si la dimension es par entonces si resulta invertible, luego si /,,,, es impar se
toma la matriz (0 — 1) X (€nae — 1) mientras que si £,,4, s par entonces se toma
lrnaz X Umaz- A partir de estas observaciones, se trabajan con matrices cuadradas de
dimensién % definido como:

max?

Emam —1 1 gma:v 1
epm‘ _ S1 €S 1mpar (48)

max o Si lypaz €5 par

Luego, puede trabajarse de manera matricial:
(MY = (" =) (H) (" = 1) (4.9)

donde (y"—1)"1y (HP)~! son todas matrices cuadradas de dimensién ¢#¢7 . Numéri-
camente resulta mucho mas eficiente trabajar con matrices que con la notaciéon
en componentes, reduciendo considerablemente el tiempo demorado por el calculo
numérico, por mas que en algunos casos se calculan elementos que no se utilizan
(por ejemplo se obtiene toda la matriz N™ aunque para obtener la fuerza solo se
necesitan las componentes NZZA)' Por otro lado, usando la aproximacion de que
los elementos ;5 no dependen de m, la dependencia en m solamente afecta la di-
mensién de las matrices (y™ — 1)1, (HP)™ y I” (ya que los subindices siempre
satisfacen que son mayores o iguales a m) y por ende se reduce de la misma manera
la dimensién de (M~1)™ a medida que aumenta m. Sin embargo, en el apéndice J
puede verse que a medida que m = £ esta aproximacién comienza a fallar, es decir
que se observa como los elementos vy, comienzan a diferenciarse cuando aumenta
m hasta tomar valores cercanos a ciertos valores fijos de £ y ¢'. Ahora bien, en la
fuerza (3.54) se observa que existe un termino ¢ — m? multiplicando a Ny, por
lo tanto los términos con m ~ ¢ para lo cuales la aproximacién comienza a fallar
son los que menos contribuyen a la fuerza total. Por tltimo, resta definir un cut off
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Figura 4.10: Representacion grafica del resultado numérico obtenido para la fuerza de empuje,
donde los puntos azules son el integrando en la expresién para la fuerza 3.54 y la linea roja es la
interpolacion entre estos puntos, luego la fuerza total es la integral bajo esta curva. En la subfigura
4.10a se observa un pico en el valor de k correspondiente a la divergencia en la distribucién de BE
para antiparticulas (ver figura 4.9). En la subfigura 4.10b se observa que este salto es continuo en
lugar de ser discontinuo como se espera, sin embargo este resultado se entiende mejor a partir de
la figura 4.11.

sobre los indices m ya que en la fuerza (3.54) hay también una sumatoria en m.
Resulta natural usar el mismo corte ¢,,,, encontrado a partir de I,, porque para
valores de m mayores a £,,,, quedan en la sumatoria en ¢ los términos mayores a
lmaz (ya que m < /), los cuales se observan en 4.7 que decaen rdpidamente a cero
y en consecuencia la contribuciéon debido a valores de m mayores a £,,,, es nula.

Adema3s, teniendo en cuenta que m < P  gse excluye el caso m = P vya que
) max

max?
siempre es cero debido al término 2 — m? en la fuerza. En resumen, se usa como
cut off Mg, = B4 — 1.

Ahora se tienen todas las herramientas necesarias para proceder con el calcu-
lo numérico de la fuerza. En la figura 4.10 se representa graficamente el resultado
numérico obtenido para la fuerza de empuje, donde los puntos azules son el inte-
grando en la expresion para la fuerza 3.54 y la linea roja es la interpolacion entre
estos puntos, luego la fuerza total es la integral bajo esta curva. De este resultado
primero llama la atencién el pico que se ve bien marcado en la subfigura 4.10a, esto
se debe a la divergencia que hay en la exponencial debido a la distribucién de Bose-
Einstein (como se ve en la figura 4.9). Ademads, considerando las distribuciones de
BE de la figura 4.9, se espera que esta divergencia sea discreta ya que para valores
menores de k se tienen particulas’ (superradiantes hasta cierto punto y luego no)
que decrece hasta que prende el término de antiparticulas. Sin embargo, se observa
en la subfigura 4.10b que el salto no es discreto, sino que siempre aumenta hasta
tomar el maximo valor debido a la divergencia. Este resultado puede entenderse
analizando con mas detalle la distribucién de BE para antiparticulas, como puede
verse en la figura 4.11. Se observa que para k menores a la divergencia se obtiene

un numero de ocupacién negativo que antes no se consideraba, sin embargo en este

9No es posible separar la fuerza entre una contribucién debido a particulas y otra debido a
antiparticulas, ya que dentro del integrando se tienen las soluciones radiales y sus conjugadas aco-
pladas que mezclan las particulas y antiparticulas del bano térmico. Cuando se habla de particulas
y antiparticulas en este contexto se refiere a los términos debido a la distribucién de BE donde es
posible diferenciar el signo correspondiente a cada caso.
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Figura 4.11: Representacién grafica de la distribucién de Bose-Einstein para antiparticulas (linea
azul) y la region de superradiacién donde se satisface la condicién w < w; (regién sombreada verde).
Se observa que, en correspondencia con los resultados para la fuerza en la figura 4.10, ademas
de tener un nimero de ocupacién positivo también se estdn teniendo en cuenta los ntimeros de
ocupacion negativos, por lo tanto hay superradianza en todo el intervalo de k hasta k ~ 4. Ademas,
se observa la existencia de una divergencia que se corresponde con el pico existente para el resultado
de la fuerza.

contexto de campos este niimero negativo es posible ya que solo indica el signo de
la carga neta. Por lo tanto, en el calculo de la fuerza se esta teniendo en cuenta
también estas particulas que ademas superradian, entonces en la figura 4.10 se tiene
superradianza en todo el intervalo de k hasta k ~ 4 (donde se observa en la figura
4.1 que ya no hay superradiacién tanto para particulas como para antiparticulas).
Luego, para estudiar la contribucion a la fuerza debido a la superradianza deberia
extenderse el intervalo para k tomado en este trabajo. Por otro lado, la existencia
de la divergencia es algo que ain falta comprender y que se seguird estudiando en
el futuro.

Por 1ltimo, en el apéndice K se estudia la validez de las aproximaciones numéricas
adoptadas, las cuales pueden resumirse en tres puntos: (7) el corte utilizado en
limar Para cortar la sumatoria en ¢, (i) que las matrices de coeficientes v}}, tienen
elementos no nulos cerca de la diagonal y ceros a medida que se aleja de esta, y
(74) que los elementos 7, no dependen de m, solamente depende de m la dimensién
de la matriz. De este apéndice resulta que las aproximaciones (i) y (i) son muy
buenas mientras que la aproximacion (4ii) falla para algunos valores de m. Por esta
razon, el valor de la fuerza total obtenida de la integral bajo la curva en la figura
4.10 no resulta de interés ain. Los resultados presentados son més bien una primera
aproximacién de la fuerza de empuje sobre el cohete superradiante de BH (ademés
falta recuperar las dimensiones para poder comparar el valor de la fuerza resultante).

60
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5. Conclusion

El fenémeno de superradiancia en agujeros negros consiste en la absorcion de
informacion en forma de paquetes de onda, y al mismo tiempo la emision de energia
en forma de ondas planas monocromaéticas por parte del agujero negro. Se estudia
este fenémeno en una configuracién de agujero negro con carga (BH) concéntrico a
un espejo semiesférico perfecto que, debido a su forma y a la existencia de una fuerza
total resultado de los modos superradiantes dispersados en este, se llama “cohete
superradiante de BH” (o simplemente cohete de BH).

Primero, se considera la dispersion de un campo escalar cargado clasico inci-
diendo sobre esta configuracién. Para ello, se resuelve la ecuacion de Klein-Gordon
minimamente acoplada con el campo de gauge A, en espacio curvo, dado por la
métrica de Reissner-Nordstrom (RN). Se obtiene el campo en toda la region del
espacio-tiempo permitida a partir de las soluciones radiales que satisfacen las con-
diciones de contorno en el horizonte (ya sean modos superradiantes o no) y en el
infinito, para luego pegar las partes del campo imponiendo las condiciones de con-
torno en el espejo. Se logra escribir una relacién analitica entre los coeficientes del
campo incidente (que se considera como una onda plana) con los coeficientes del
campo dispersado y con el campo dentro de la configuracion de BH-espejo, obte-
niendo asi el campo en todo el espacio en funcién de las caracteristicas de la onda
incidente (dngulo de incidencia, amplitud e impulso) y los valores de las soluciones
radiales que toman en el espejo (que luego se determinan numéricamente).

Segundo, a partir del resultado anterior para un campo clasico, se procede con la
cuantizacion del campo considerando la configuracion BH-espejo inmerso en un bano
térmico de particulas y antiparticulas escalares cargadas que no esta en equilibrio
termodindmico con el BH. Asumiendo que las particulas siguen una distribucion
de Bose-Einstein (BE) y utilizando el tensor de energia-momento del sistema, se
obtiene la fuerza total sobre el cohete de BH.

Tercero, se analizaron numéricamente los resultados obtenidos tanto por la dis-
persion de un campo escalar como por el cohete de BH en el bano térmico. En el
caso de un campo escalar, primero se obtiene numéricamente las soluciones radiales
que satisfacen las condiciones de contorno, luego proponiendo algunos valores pa-
ra el campo incidente tal que haya o no superradiacion, se obtienen estos campos
en la direccién de incidencia donde se observa una diferencia de comportamiento
cerca del horizonte exterior del BH (donde ocurre o no la superradianza). A partir
de estos resultados numéricos y de la expresién analitica obtenida, se determina la
fuerza total del cohete de BH en la cual se observa un pico para cierto valor del
impulso k£ donde existe una divergencia debido a la distribucion de BE utilizada.
Si bien el comportamiento entorno al pico se puede interpretar como que se esta
considerando tanto el nimero de ocupacién positivo como el negativo (el cual in-
dica la carga neta), resta estudiar la existencia de esta divergencia para un valor
de k no nulo. Ademas, se concluye que para comprender mejor como contribuye la
superradianza a la fuerza total se debe extender el intervalo de energia bajo estudio
y estudiar el comportamiento de la solucién con el indice azimutal cuantico m, ya
que la aproximacion realizada para este tltimo caso falla para ciertos valores de m.

Cabe destacar que el dispositivo de cohete de BH estudiado es resultado del
fenomeno de superradianza, el cual es un fenémeno puramente clasico. Sin bien
cuando incluimos el bano térmico se consideran campos cuanticos, esto es necesario
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para vincular la temperatura del bano con las particulas mediante la distribucion
de BE por lo que no debe confundirse la superradianza con un fenémeno cuéntico.
Un modelo alternativo de cohete de BH donde se utiliza la radiacion de Hawking en
lugar de superradianza (el cual si es un fenémeno cudntico) puede verse en [Semiz
1995].

Puede construirse un cohete superradiante de BH recurriendo a un experimento
mental. Primero es necesario un BH de RN o de Kerr (no estudiado ain pero se
presupone que el mismo efecto de cohete de BH ocurrird en este caso) tal que hayan
modos superradiantes. La energia extraida debido a la superradiacién depende de la
temperatura del BH, luego se necesita un BH pequeno ya que a menor area del BH
mayor es la temperatura (aunque mientras mas pequeno mas rapido se evapora).
Se coloca ahora el espejo semi esférico perfecto tal que el BH esté en el centro de
este. Finalmente se necesita un bano térmico, para ello se coloca la configuracion
BH-espejo en un horno con una temperatura alta tal que sea fisicamente posible y
que se tenga una buena cantidad de particulas superradiantes (ya que a medida que
aumenta la energia en la distribucién de BE mayor cantidad de particulas se tendran
en los estados excitados). El resultado de este experimento es una fuerza sobre la
configuracion BH-espejo que funciona como propulsor del cohete superradiante de
BH.

En cuanto a una posible aplicacion astrofisica, se parte de la bomba BH en un BH
astrofisico [Pani et al. 2012, seccién 5.8.3] como motivacién para luego complemen-
tar esta idea con el cohete de BH. En un BH astrofisico existe un disco de acrecion
de plasma entorno al BH del cual ondas de plasma magnetosonicas son generadas,
luego estas ondas pueden entrar en la region entre el BH y el borde interior del disco
de acrecidn (el cual se encuentra en la ISCO, Innermost Stable Circular Orbit). Una
vez que entren en esta region, el borde interior del disco de acrecién puede actuar
como una barrera reflectora, luego las ondas pueden ser multiplemente reflejadas
y amplificarse por la superradianza, aumentando su energia. Este incremento de la
energia continuara hasta que la magnetosfera que rodea al sistema no sea capaz de
soportar la presion dentro de la cavidad (bomba de BH) [Aguirre 2000; Van Putten
1999]. Ahora bien, en este modelo se supone un disco de acreciéon homogéneo, sin
embargo es razonable considerar que el disco de acrecion es inhomogéneo. Entonces,
en este caso se tiene una amplificacién superradiante inhomogénea que podria mo-
delarse como un cohete superradiante, por lo tanto existira una fuerza neta sobre el
sistema BH junto al disco de acrecion.

Para finalizar, se comentan algunas perspectivas a futuro de este trabajo:

= Mejorar la precision del analisis numérico realizado, en particular estudiar la
falla en la aproximacién del indice azimutal cuantico m y la no continuidad de
la derivada del campo superradiante en la posicién del espejo.

» Obtener un gréfico de un corte del cohete de BH tomando todos los valores
de 6 posibles para cierta onda plana incidente en determinada direccién (y
no solo el campo en la direccién de incidencia como se hizo). Se espera de
esta manera obtener una mejor interpretacién del fenémeno de superradiacion
antes de considerar muchas particulas incidiendo de todas direcciones debido
al bano térmico.

» Estudiar el comportamiento obtenido a partir del resultado numérico de la
fuerza, en particular la existencia del pico y extender el rango de energias bajo
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estudio para considerar una mayor region sin superradianza. Ademds, para
comparar el resultado de la fuerza superradiante, puede resultar instructivo
comparar con el caso de un BH de Schwarzschild donde no hay superradianza.

Continuar el analisis numérico de la fuerza variando distintos parametro del
sistema, por ejemplo aumentar la carga del BH hasta llegar a un BH de RN
extremo y variar la posicion del espejo semiesférico. Se analizard si el compor-
tamiento de este sistema es el mismo que en la bomba de BH, es decir se vera
si la fuerza es mayor para el caso de un BH extremo y si existe una distancia
para el espejo donde la fuerza sea maxima (como ocurre en la bomba de BH).

Recuperar las dimensiones fisicas de las variables trabajadas para una posible
aplicacion astrofisica.

Estudiar el caso de campos espinoriales en lugar del campo escalar considerado,
ampliando asi el estudio a particulas fermidnicas incidiendo sobre el cohete de

BH.
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A Definicién: v} v M}

A. Definicion: vy, y

En este apéndice se desarrollan las expresiones (2.66) y (2.71) derivadas de las
condiciones de contorno que se deben cumplir en el espejo semiesférico perfecto. Los
resultados que se obtienen a continuacion son los presentados en la seccion 2.2.3.
Comenzando por las ecuaciones (2.66) y (2.71) que se derivan en dicha seccién:

Za}”Yfm(ﬁ, »)=0 para g <f<m (2.66)
¢m
Z (ay'Hy — ' 1) Y,"(0,0) =0 para 0<6 < g (2.71)
¢m
donde para simplificar se llama
o) ) il ) o

Ue(rm)  ve(rm)

En las ecuaciones (2.66) y (2.71) se tiene una suma de los armonicos esféricos pesados
por unos coeficientes constantes'” igual a cero. Desarrollando los arménicos esféricos
por su definicién (2.18) en las ecuaciones (2.66) y (2.71),

ZCLZ 22 + 1mpe (COS 6)6 =0 (Al)
Z (ay*Hy — ' 1y) | 20 + 1Mpm(COS 0)e™? =0 (A.2)
4 0 L ¢ e (ﬁ + m)' l :
\ m

Luego, multiplicando en ambas expresiones la exponencial e=”"'? e integrando sobre
el angulo ¢:

g m)' m o imeo _—im’¢
Zae 2€—|—1+—m)!Pg (COS@)/O dp e™%e =0 (A.3)

m m g_m)' m o ime ,—im’
;ﬁ; (a)*Hy — ') \/25 + lmpZ (cos 9)/0 dp e™Pe™™? =0  (A4)

Usando la ortonormalidad de las exponenciales complejas, las integrales en ¢ dan la
delta &,

(—m)
Z ap'y [ 20+ 1+—m)!P€ (cos 0)bmm =0 (A.5)
; (a*Hy, — &' 1y) \/ 20 + 1mpe (08 0 = 0 (A.6)
\ ,m

Ahora bien, mirando la sumatoria sobre m (Zf;b:_ ;) €l tinico termino no nulo debido
a la delta es el que satisface m = m/, para cierto ¢ que permita el valor de m’.

10Constantes en el sentido de que no dependen de # ni de ¢, pero si dependen de £ y m.
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Entonces para valores de ¢ menores a m = m/, la delta es nula y puede escribirse
que la sumatoria en ¢ comenzara en ¢ = |m/:

Z \/25+1,/€ m) PZ - (A.7)
=il

o0

N (afHe— L) /(201 1) %Pﬁ(m) =0 (A.8)

[ ¢=Im|

para todomen Zy con 0 < x = cosf) < 1 (ya que § < ¢ < 7 en ambos casos, donde
en la primera ecuacién se cambia x — —x para que estén definidos en el mismo
intervalo de z, por esta razén aparece (—1)*). Ahora se procede de manera similar
que antes para integrar la componente z, es decir se multiplican ambas ecuaciones
r /(20 4+ 1)

z' +m P[,” x) y se integra en el dominio de z,

> <—1>ﬂa;71\/ e e+ ) IEIE [ iy ) =0

o=|m| +m)!1(¢' +m)!
e;n (ay"Hy — ¢ Ir) \/(% +1)(20 + 1) Ei - Z;:Eﬁ " :;L;' / P} () Py (z) = 0
(A.9)
(A.10)

Usando la ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre en el intervalo

(—1,1) [Weisstein 2022a], se obtiene informacién sobre el polinomio en el intervalo
(0,1):

[ e - 2 e = [ rr@rra s [ o

-1
(A.11)
Intercambiando x — —z en la segunda integral y juntando los términos restantes:

(1 (1 [ PP @Pr @) = 5 rmks, (A.12)

; T2+ 1(0—m)!

Por lo tanto, los polinomios asociados de Legendre son ortogonales en el intervalo
(0,1) siempre y cuando ¢’ — ¢ sea par. Entonces para simplificar se define:

\/(2e+1)(2£'+ 1) O [ P () Py(x)  si ¢ — Cimpar

(L+m)!1 (0 +m)!
Veor =
“ 0 si ¢/ — { par
1 sil =4

(A.13)
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donde el valor particular vj} = 1 puede verse inmediatamente de (A.12). Luego, las
ecuaciones (A.9) y (A.10) pueden reescribirse usando la definicién de v;}, como:

( o0

> (=D af v (A.14)
£=|m]|

> (aHe— ') v (A.15)

\ £=|m|

donde, debido a la gamma definida, los tnicos términos no nulos son con ¢ — /¢
impar. Se quiere cambiar los indices y en lugar de sumar sobre ¢ se quiere sumar
sobre ¢/ — (. Para ello, primero se separan los términos ¢/ — ¢ = 0 (con vy} = 1) ya
que estos estan incluido en las sumatorias y asi los tinicos términos no nulos en las
sumatorias son con ¢/ — ¢ impar:

( )
ag’ — Z (—1)f JGZL—[VZ?/—@)W (A.16)
O —t=|m]|
¢ —¢ impar
eS)
CLZan — Can[ + Z (a?}ieHg/,g — CZLZIZ/,Z) "}/(Tne/ié)e/ (Al?)
' —l=|m
o -2 irrlpalr

\

Como inicialmente ¢/ — ¢ = |m/|, cuando se separa el coeficiente ¢ = ¢’ entonces se
restringe |m| # 0, lo cual no se escribe explicitamente en la sumatoria ya que esta
incluido en la condicién ¢ — ¢ impar. Por otro lado, nétese que el termino (—1)¢~*
de la primera ecuacién se encuentra elevado en una potencia impar por lo que queda
solamente un signo menos. Mas aun, para simplificar la notacién, puede sumarse
directamente sobre ¢’ ya que ~;}, dejara los términos con ¢ — ¢ impar. En este caso,
para que se satisfaga la condicién ¢/ — ¢ = |m/|, se toma simplemente ¢’ > |m].
Juntando todo, resulta que las condiciones de contorno llevan a:

( -
ap = Y apyp =0 (A.18)
>|m|
¢/ —¢ impar
afHy— T+ Y (apHy — ¢ Tp) v =0 (A.19)
>Im|
L ¢'—¢ impar

donde las ecuaciones (A.18) y (A.19) son consecuencia de la continuidad en el espejo
y de la derivada respectivamente.

De la ecuacién (A.18) puede escribirse el coeficiente aj* en términos de la su-
matoria en ¢ — ¢. Ahora bien, la relacién entre ¢ y |m| o ¢ y |m| no puede ser
cualquiera. Por ejemplo, si se tienen coeficientes aj’ cuyos indices satisfacen que
¢ — |m| es par entonces a no tiene otra opcién més que cumplir que ¢/ — |m| sea
impar, ya que debe satisfacerse ¢/ —M— l +M = ¢’ —( impar. Luego eligiendo una
paridad para ¢ — |m/| del coeficiente a}* entonces el ¢/ — |m| del coeficiente a}} tiene
la paridad opuesta (asi siempre se satisface impar+par=impar, i.e. ' — ¢ impar). Lo
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mismo ocurre en la ecuacién (A.19), pero ahora puede solucionarse este problema
de paridad insertando la expresién (A.18) en (A.19):

oo oo o0
m m m.m m m m
ae He — Cf I[ + E E ah ,YhZIHZ/’ygel — E C@’ I[/’YZZ/ = 0 (A20>
¢>m|  h=|m| '>|m|
¢'—¢ impar h—¢' impar ¢'—¢ impar

Ademas, se observa que en la doble sumatoria (una suma con ¢’ — ¢ impar y otra con
h — ¢ impar) pueden intercambiarse los indices en la segunda sumatoria por h — ¢,
lo cual es simplemente la suma entre ¢ — ¢ y h — ', es decir que es la suma de dos
nimeros impares por lo que h — £ es par:

oo o0 o
m m m_.m m m m
a/e HZ — Ce ]g + E E ah /YhZ’He/’YZZ’ — E CZI Igl’}/zg/ = 0 (A21>
>[m| hz|m| '>]m|
¢'—¢impar  h—{ par ¢’ —¢ impar

Reordenando un poco esta expresiéon, primero se vuelve a juntar el termino ¢j'ly
(que corresponde a ¢ = ¢) con la sumatoria sobre los mismos coeficientes. Segundo,
usando la definicién de la gamma (A.13),se escribe la sumatoria sobre todo ¢ en
lugar de solo sobre ¢/ — ¢ impar, partiendo de ¢ = |m|. De la misma manera se
procede con el termino aj’ Hy, obteniendo:

o (o) (o]
m . m m m m
E E ap Vho Hevgy = E cp Lovep (A.22)
h>|m| ¢/=|mi| =Im|
h—{ par
Esta ultima expresion también puede escribirse como fue presentada en la seccion
2.2.3:

Z alr M = fr (2.76)
h=|m|

donde para simplificar se define:

D tieim| YheHevgy st h—Cpar
My = (2.77)
0 si h — ¢ impar

=) e (2.78)

O'=|m)|

Se quiere escribir la definicion de M} en términos de las 7. Para ello, primero se
observa que M} tiene una paridad en sus indices bien definida (si h — ¢ es impar
es cero, sino es un coeficiente), mientras que para la 7}, se observa que por su
definicién (A.13) no tiene una paridad bien definida porque es nula cuando ¢ — ¢’ es
par excepto en el caso particular ¢ = ¢'. Entonces lo primero que se tiene que hacer
es escribir 7y}, de tal manera que tenga la paridad bien definida, para ello se elimina
el caso especial restando la delta vy}, — 0. Por lo tanto, los términos no nulos en
vy — O son aquellos con ¢/ — ¢ impar. Ahora bien, los tinicos términos no nulos en la
sumatoria en ¢ en (2.77) son aquellos que cumplen por un lado que ¢/ — ¢ es impar y
por otro que £'—h es impar. Como los tinicos términos no nulos son para ¢'—{y {'—h
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impares, esto implica que h — ¢ es par ya que es la diferencia entre las cantidades
impares ¢/ —{ y ¢’ — h. Ademas, la cantidad no nula es justamente -}, que se tiene
en la definicién de M} cuando h — ¢ es impar. Por lo tanto, 7, — d,» contienen la
misma informacién sobre la paridad entre ¢ y h que M;};, entonces puede escribirse
la definicion de M} sin la separacion entre los casos h — ¢ par e impar (porque esta
adentro de la definicién de la v} — dgr):

o0

My =" (i = One) H (v — der') (A.23)

t'=|m|

Ademas, se observa que por su definicién )}, es simétrica en sus indices inferiores
9 o0

(vip = @), entonces puede escribirse vy, en lugar de vy (obviamente la delta

también es simétrica). Entonces, escribiendo la definicién de M}} como un producto

matricial, se obtiene finalmente el resultado que se usa y se continua en la seccién
2.2.3

o0

My = (" = DHP(y" =], = Y (i — ne) Ho (v — Se0) (2.80)

0'=|m)|

donde HP es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son H,. Ademsés,
debido a la simetria de «;}, resulta que M} también es simétrica en los indices
inferiores (M} = M}}).

Por otro lado, se observa también una propiedad sobre el indice m en la definicién
de v}y (A.13). Evaluando 7,/

\/ (20 + 1)(20 + 1) CREmE (4 pm () Py (a) il — Cimpar
T =
0 si ¢/ — { par
(A.24)
Usando la propiedad de los polinomios asociados de Legendre [Weisstein 2022a]:

M pm (A.25)

Reemplazando, se obtiene entonces:

m (l+m)1(l'+m)! m
Yoo = = Yo
0 si ¢/ — { par

¢(2e+1)(2£'+1)wf Pr(z)Pr(x)  sil — Cimpar

(A.26)
Es decir, por su definicién (A.13) resulta que 7}}, es par en el indice m (v, = V).
Ademds, se observa que My}, tiene la misma paridad en el indice m que ~}; (ya que
por su definicién (2.77), My, es producto de v}, con Hy que no depende de m, y
el valor inicial de ¢ en la sumatoria depende del valor absoluto |m|), por lo tanto
también resulta que M,," = M}},.
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B. Valores medios entre operadores a;' bm y ¢

En este apéndice se demuestran las ecuaciones presentadas en la seccién 3.1 (ec.
(3.8), (3.10), (3.11) y (3.12)). Para ello, se parte de la definicién de ¢} (ec. (3.6)):

o5t

ey = ALY () we(rm, 3.6
= o e (1) we(rm) (3.6)

y de su andlogo para antiparticulas:

i 5t

&m — B-Y™ () wy(r,, 3.9
‘=55 2(wp+€m“()e() (3.9)

Calculando inmediatamente el valor de expectacion del operador cuadratico é’lf”é’ﬂ

sobre todas las posibles direcciones de incidencia:

RELT)
/dndn <mTcZL>:/dﬁdn

(272) m\/j (B.1)

X Yy ()Y (i Ywj (r Jwe (rm) (AL AR)

g(( —0)
X
(2737 Jwy, — efiy Jwi — ep
Bk —K)
Y ()Y s e (1 2L O

et —1
(B.2)

/dn di’ (&en’y = [ didi!

O usando la delta de Dirac en coordenadas esféricas,

GEO-0)
/dndn (&yten —/dﬁdﬁ, Wm\/mx
wy () we (1) 0(k — k) 6(0 — 0')0(¢ — ¢)
XYY ) sin6)
(B.3)

La integral es sobre todas las direcciones posibles pero no sobre k, entonces en el
integrando queda solo la dependencia angular. Ademds, tomando w, = wj, ya que
este sera el tinico caso no nulo debido a la delta §(k — £'),

/dn dn < mTéZL > — wz (rm)wé;("::z) eig(g/_g)(s(k —2 l{/) «
7(wp — ep) (e T — 1) k
/ 6—0)%
[ an vy <)

(B.4)

Primero usando las deltas angulares,

5 (rm)we ()t s E =0 §(k — K ,
[anant apieyy = i Cole e SEER) [ gnyegyvetm) (55
m(wp, —ep) (e T — 1) k
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B Valores medios entre operadores a;*, b;" y ¢

Usando ahora la ortonormalidad de los arménicos esféricos,

/V”mz<m%$>= w““”wﬁﬁf Mkék)éy””@w%m/ (B.6)
T(wp, — ep) ( - 1)

Nuevamente, puede tomarse ¢ = ¢’ en la exponencial y en la funciéon w ya que estos
seran los Unicos términos no nulos debido a la delta dy». Finalmente se obtiene:
2 /
wp(r ok —k
/d” di' (&ep") = e mzl o ( 12 >5ee'5mm' (3.8)
m(wp — ep) ( - 1)

Procediendo de la misma manera para antiparticulas, donde en este caso se usa la
definicién (3.9) y se obtiene el valor de expectacién del operador cuadrético consi-
derando todas las posibles direcciones de incidencia,

2 Lt
/dn dn <~mTé?7' > = |w£( >;|;+eu 5(k B K )5ggl(smm/ (39)
mlop+ep) (57 —1)

Por otro lado, a partir de (3.8) y de los resultados clésicos (ec. (2.88) y (2.90)),

pueden obtenerse de la misma manera resultados analogos para las combinaciones
entre ¢;' y by" que se presentan en la seccién 3.1:

/ dn dit (&) = / divdi! (7" Y e Ope) = D Opp / dn di (&M em)

e//:|m/| Z// ‘m/‘
Werr\Tm 2 o(k — k/
= Z Opren e wl‘,w ( 12 )513z"5mm'
01=|m/| 7T((,<)p — GIU) (6 T — 1>
(B.7)
Usando la delta dpp» se tiene entonces:
A )| ok — K
/ di di (&MY = Oy, [e(r >| ( = ) 5 (3.10)
m(wp — ep) (e T — 1>
Otro resultado 1util,
/ dn di/ (b]Ten'y = / divdi' (Y O’y = Y O / dn di/ (e’
¢'=|m)| 0'=|m)|
(7)) |2 ok — k'
S o, we()f -k, o
wp—en L2
0 =|m| W(wp — e/,L) (e T — 1)
(B.8)
Usando la delta d,4» se tiene entonces:
(1) |2 ok —k
/ di di! (B = 0g, [we (r W),J-w ( _ ) (3.11)
m(wp — ep) (e T — 1) k
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B Valores medios entre operadores a;*, b;" y ¢

Otro resultado 1til,

/ dn dn’ <I§7T(§g}’> _ / div di’ { Z Z éz,,ozg,,@,,,Oe,@m

Z”=|m| e///:‘mll

= Z Z OZK//Og/g////dn dn’ <C€u Cg///>

g//:‘m‘ eu/:|m/|

5@//@/// 5mm’

i i |wer (rim) Oy Qg 0(k — )

- Wp ep 2
0 =|m]| 0 =|m/| 71—( — 6#) ( ) k
(B.9)

Usando la delta dgpn se tiene entonces:

2 2 ok — K
/dﬁ dv mebf/ Z OM//O@@H |wé (Tﬂ’:i' en ( ]{;2 )5mm/ (312)
o'=|m| (wp — ep) < - 1)

Andlogamente se encuentran las mismas expresiones para los operadores de an-

tiparticulas é;" y 52” intercambiando p — —p.
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C. Fuerza del cohete de BH: Cambio de base

En este apéndice se demuestra como cambiar el tensor energia-momento escrito
originalmente en coordenadas cartesianas (como puede verse en la expresion obte-
nida para la fuerza del cohete de BH (3.29)),

F; = / r2dQnl Tijlr oo (3.29)

a coordenadas esféricas (ya que en la seccién 3.2 se escribe el 7, en estas coor-
denadas). Para comenzar, nétese que en el integrando se tiene un tensor (1,0) (el
vector n’) contraido con un tensor (0,2) (el T;;), por lo tanto el integrando trans-
forma globalmente como un tensor (0,1) (una 1-forma). Entonces, puede escribirse
el integrando en esféricas y transformarlo a cartesianas usando solo una matriz de
transformacion:

-/

. . or?
L% T;j =N, T‘Z]' Oxi (Cl)

i/ 7’ . Y .
donde las coordenadas z7° son las esféricas (7,0, ¢). Ademas, puede cambiarse la
componente cartesiana i por la esférica i’ ya que esta contraida (es un indice mudo).
Al hacer esto, se pasa el vector normal n!. a coordenadas esféricas, el cual toma la
, . .

forma n!. = (1,0,0) (donde se toma +1 porque el vector normal es radial, es decir

saliente a la superficie), luego la tinica componente no nula sera la radial:

/

ox?

i —
ny Ty = Trj 5

(C.2)

Entonces solamente resta obtener la matriz de transformacion, para ello resulta
conveniente primero obtener la transformacion inversa,

Oy cos ¢ sinf sing sinf  cos6
[W} = | —rsing sinf rcos¢ sinf 0 (C.3)
v rcos¢ cos)  rsing cosf rsinf
y luego invertir:
: in ¢ csco ¢ cosf
ale axj _1 CcoS ¢ sin 9 _ sin TCS(; Cf)S TCOSG
— | =|z—=| =|sin¢gsinfd == ‘z’TCSC . d’rcos (C4)
o’ o’ cosf 0 —siné

r

Entonces, desarrollando explicitamente la suma resultante en el integrando, se ob-
tiene la expresién (3.30) presentada en la seccién 3.3:

F— / A9 (T 51 + To60,0) + Ty0036) e (3.30)

donde segin (C.4): 9;1 = (cos ¢sin b, sin ¢ sin b, cos ), d;¢ = r~1(—sin ¢ csc b, cos ¢ csc §,0)
y 0;0 = r~1(cos ¢ cosf,sin¢g cos, —sinb).
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D. Valores medios entre los campos incidente y
dispersado

En este apéndice se obtienen los valores medios entre los campos (({: ®5eatt (x)dseot (x') :),
(: Dot (x)Dine(x') 1) y (: et (x)die(x') 1)), resultados requeridos en la seccién 3.4
para calcular las componentes del tensor energia-momento. Para ello se usan los
campos obtenidos en la seccion 3.1:

(I)scat<r 0 ¢ / Bk Z ( —i(wp—ep)t 7 bz ( ) )/Zm(‘g, ¢)

Ue(;”;) (3.14)
el(wp"‘eﬂ me Uf mx

et s 0.9)

mnc o 3 zwp ep)t ’IU@(T) m

" (r, 0, ¢, 1) _/OO de( we(rm)YK (6, p) -

i(wpteu)t 2mf "LUZ(T) Y™ (0
t+e Ce wz(rm) L (a¢)

Primero se obtiene el valor medio (: ®*(x)® (x') :), entonces reemplazando por
la expresién (3.14):

<: (i)scatT(X)(i)scat(X/) : _ /d?’k} Z < i(wp—ep)t me Uz( ) }/fm*(ea(b)

07 (rm)

te i(wptep)t b Uf(r) Ym(G (b))

ve(rm)
e —i(wy,—ep)t ! ,Uf'( ) Y
(e iy 2y, )

+€i(w;+eu)t’ z;n"' Uf’( ) }/e’;n * 0/ )
03 (Tim)
(D.1)

x/d3k’ >

om!

Desarrollando el producto,
<: éscatT(X>ci)scat(X/) :> _ /dgk d3k3/ Z Z «
Lm £ m’

i(wp—ep)t—(w,—eu)t’) UZ<T)UZ' (7"/) me m ot N Jimtrm’
X |e P ———=Y,/"(0,0)Y," (0, b, by
|: UZ(?"m)W/(Tm) )4 ( Qb) J4 ( Qb) < ¢ Ve >

tellorentttup et (0, )Y (0, 6) (BT

"0, )Y (0, ¢) (O by

o~ A
+ e—z((wp—i—eu)t (wpteu)t’) U@( )’Uﬁ (T) ym 07 Ytnl* 0/7 / l;’ﬂ,% pm
Uf(rm)vg/ (Tm) L ( ¢) L ( ¢) < f4 {4 >
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D Valores medios entre los campos incidente y dispersado

Como ya fue estudiado en el apéndice B, el tinico valor medio no nulo entre los
coeficientes I;}T‘ es el <I;7T327'>, luego los términos tachados son nulos. Ademas, usando
coordenadas esféricas para la variable k y k' en el espacio de Fourier, puede usarse
para la parte angular el valor esperado del operador I;’} sobre todas las direcciones
posibles obtenido en (3.12) (desarrollado en el apéndice B), evaluando asi el valor
medio de los campos:

(: Do (x) Dol (x) 1) = / FdkE?dE Y Y Y %

m 0w 0 =|m|

1((wp—ep)t—(w), —ep)t’) 'UZ (T)UW (T/) mx m/ (ol 1t
X |e P —————=Y,"(0,0)Y,)" (0,0")x
|: UZ(Tm)W (Tm) 14 ( ¢) 14 ( ¢ )

|wg// (Tm)|ZOZg//Oglg// 5mm/ (S(k‘ — k’/)
X p ep kx?
m(wp — ep) ( - 1)

—i((wptep)t—(w,+epu)t’) v(r)op(r') <om mx(nl
+e » » ——=—=Y,"(0,0)Y, (0, ") x
Ug(rm)vz/(rm) 0 ( ¢) ( )

|we~ (1) I Ofpn Overr Sy 6(k — k')
p+eu 2
m(wp + ep) ( - 1) g

(D.3)
Usando las deltas y simplificando un poco esta tltima expresion, se obtiene:

<: (i)scatJr(X)ci)scat(X/) :> :/dk‘ k2 Z Z |w£”5:m)’ X

00 m 01 =|m|
ny v (r)ve () Y (0,0)Y (0", ¢") O Open
UZ(T’m)Ug/<Tm) ((.Up . elu/) (ewp;eu _ 1)

% ei(wpfe,u) (t—t

o ilpten)(t—t) ve(r)vp (1) Y0, 9)Yi (0", @) Oy Oer
’Ug(’f’m)Ue (Tm> (wp + elu) < wp-‘re# _ 1)
(3.39)

Andlogamente se obtiene ahora el valor medio (: ®*¢tf(x)®™¢(x’) ;), entonces
reemplazando por la expresién (3.14) y (3.15):

<: (i)scatT(X)(i)mc(X/) . /dgk Z ( i(wp—ep tme Uf( ) }/Km*<‘97 (b)

07 (Tm)

_i_efi(prre,u)tgzn Ug(?“) ngm(g)gb))

Ve(Tm)

x/d%’ >

<€—i(w;—e,u) Cg’/ w(’( )3/@ (9/7¢/)
om!

Wyr (Tm)

etteprent gt W) s cb’)) )
K wy (Tm) ¢
(D.4)

79



D Valores medios entre los campos incidente y dispersado

Desarrollando el producto,
<: (i)scatT(X)qA)inc<X/) :> _ /dgk d3]{3/ Z Z «
Lm £ m/’

i(wp—ep)t—(w,—eu)t’) U;f(T)wf’ (T/) me m' (ol N yimtam/
X e P ———==Y,"(0,0)Y," (¢, b, ¢y
|: UZ(Tm)wg/(Tm) l ( QS) 14 ( QS ) < (2’ >

el (lr—emttop bt (9, 9)Y (0 o) () 1E)

e ettt —ent) (6, 9)Y;" (0, 0') (be)

—i((wpten)t—(wp+eu)t’) Uf(r)wﬁ’ (T/) m mix gt ar\ [ AmTm
te prret) _VADCONT) yomig gyymts (g ) (67T
UE(Tm)wZ/(Tm) l ( ¢) ¢ ( QS ) < (4 L >

(D.5)

El tinico valor medio no nulo entre los coeficientes b;* y & son (bjTen'y y (¢7 o)
(ver apéndice B), luego los términos tachados son nulos. Ademds, usando coorde-
nadas esféricas para la variable k y k' en el espacio de Fourier, pueden usarse para
la parte angular los valores esperados entre los operadores Z)}?l y ¢ sobre todas las
direcciones posibles obtenidos en (3.11) y (3.10) (desarrollado en el apéndice B),
evaluando asf el valor medio de los campos:

(: @ (x) ™ (x') o) = / K dk K dE Y Y x

Lm0 m’'

i(wp—ep)t—(w,—eu)t’) UZ (T)U)gl (T/) mx m' (ol 1t
X [e"\r P —————=Y,"(0,0)Y," (6, ¢") X
|: UZ(Tm)wK’(rm) L ( ¢) 14 ( ¢ )

O;},|wg/ (T’m)Pém/m (S(IC - k’/)
wp—en 2
7(wp — ep) (e T — 1> k

_- @ remyey Ve(r)wy (r') /
P i(wptep)t (wp—i-eu)t)—ym 9, ym'x 9/7 /
'UZ(Tm)wZ/ (Tm) l ( ¢) V4 ( qb )

X

Ogg/|’LUg/ (Tm)|2(5m/m 5(]{3 — k’/)
7(wp + ep) (ewp;eu - 1> k?
(D.6)

Usando las deltas y simplificando un poco esta tltima expresién, se obtiene:

2
<: (I)scat]‘<x)q>inc(x/) :> :/ dk k2 Z ’wf (Tm)‘ «
£,m, 0 g
i(wp—ep)(t—t') vy (rywe (r') Y™ (0, 9)Y5" (0", ¢)Ofp
T

X le

iwpreny -ty Ve(r)wp (r') Y6, 9)Y (8, ¢) O
V() w5 (1) (wp + e) (ewp;eu B 1)
(3.40)

+e
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D Valores medios entre los campos incidente y dispersado

Finalmente, andlogamente se obtiene el valor medio (: &7 (x)dseat(x') :), en-
tonces reemplazando por la expresién (3.14) y (3.15):

<: Ci)inCT(X)(i)scat<X/) : _ /dgki Z ( i(wp—ep)t AmT wé( ) nm*(97¢)x

wy (rm)

—i(wp eu)t~m ( )
te * Cp @Ug(’l“m)n (07¢>>

x/d3k’ >

o.m!

—i(wp,—ep)t’ Bm’ Uf'( ) Ym’ 0. &
(& ’ ’ y
( 14 vy ( rm) 14 ( ¢ )

A -~
i(w;+eu)t’BTCL'T Ve (T ) len’* 0. & :
t+e 14 UZ/(Tm) 14 ( 7¢) >
(D.7)

Desarrollando el producto,

(: Dt (x) Do (x') 1) = /d3l<: K Z Z X

Lm £ m/

1((wp—ep)t—(w),—en)t’) wz (T)UW (7”) m* m ol 1\ JamTrim!
« |e pew) LATIONT) yome g gy g1 g (@t
|: wZOﬂm)Ué’(rm) 14 ( ¢) 14 ( ¢)< (A4 >

+e ) (& o Ty

+e

_f_e—i((wp—l-e,u)t—(w;)—i—eu)t’) Wy (T)UZ’ (T/)
W (T )V} (7))

Y (0,8)Y (0, ') (bl )
(D.8)

Nuevamente, los términos tachados son nulos ya que los tnicos valores medios no
nulos son <b2nTc}77 )y (&) Tbp) (ver apéndice B). Ademds, usando coordenadas esféri-
cas para la variable k y k' en el espacio de Fourier, pueden usarse para la parte
angular los valores esperados entre los operadores 137} y ¢;* sobre todas las direccio-

nes posibles obtenidos en (3.11) y (3.10) (desarrollado en el apéndice B), evaluando
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D Valores medios entre los campos incidente y dispersado

asi el valor medio de los campos:

(: &t (x) Do (x') 1) = / dk k> dE' K? Y ) x

lLm 0'm/

i(wp—ep)t—(wl —ep)t’) wZ (T)Uf' (T/) me m' (ol i/
X |e\r P ————=Y"(0,0)Y, (¢,¢") %
|: w;‘(rm)vy (Tm) l ( QS) ¢ ( QS )

Og/g|wg(7“m)|25mm/ 5(k — k‘/)
Wp—ep 2
m(wp — ep) < T — 1) k

—i((wptep)t—(w!, +eu)t) we(r)vp(r') m'x gl
+e P » ————=Y,"(0,0)Y, (0, ¢") x
wZ(ﬁn)Uz (Tm) l ( ) ( ¢ )

O olwe(ry) PO 0(k — k)
7(wp + ep) <epr+eH — 1) k2

X

(D.9)

Usando las deltas y simplificando un poco esta tltima expresion, se obtiene:
<, Ci)mCT(X)(i)SC“t(X/) > :/ dk kQ Z |w6(7’m)|2 y
. . em, ¢ T

silwp—en)t—ty_We(r)ve (') Y™ (0, 9)Ye" (0", ') Oy

g Wi (i) Ve (i) (wp, — ep) (ewp;eu — 1)

Ciwprem -ty We(r)up (r') Y (0, 9)Y (0, ¢1) 05,
wg(rm)vz‘,(rm) (wp + e,u) (ewp;eu _ 1)
(3.41)

+e
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E. Calculo de la componente 7,

En este apéndice se obtienen las descomposiciones de la componente 7)., del
tensor energia-momento en las distintas contribuciones del campo (®*“ y o)
como se hizo en (3.38):

T, = T:;:at/scat + Trsrcat/inc + T;';Lc/scat (338)

donde cada una estas partes satisfacen la misma definicién de T,, obtenida en la
seccién 3.2 (ec. (3.35)):

1 , 1
Trr = 5 <8£8t + Z@M(a{ - &5) + &ﬁ; - ﬁaéag — m@éa(b - m; + 62M2) X
x (: T(x)B(X) ) |wex (3.35)
Entonces, para obtener cada uno de estos términos se reemplaza por el correspon-
diente valor medio de los campos obtenidos en el apéndice D:

. &scatt Fscat I\ N\ __ 2 |’wg//(7'm>’2
(: O ()P (x) 1) = [dk kY Y
0.0 m ¢=|m| T
i(wp—ep)(t—t') U; (T)/UE/(T/) Y’em*(e’ qb)yzn(el’ QSI)OzZ"OE’E”

x |e Vi (rm)ve (rm) () — ep) (ewp;w B 1)

o ilpten)(t—t) ve(r)vp (r') Y0, 9)Y" (0", ¢') Oy Oer
U[(Tm)v;/(rm> (wp + elu) <ewp;eu _ 1)
(3.39)

2
<: (DscatT(X)(I)inc<X/) :> :/ dk k2 Z |w€/(Tm)| >
4m, 0 4
) v (rwe (r') Y™(0,0)Y" (0, ¢")Opy

> ei(wpfe,u)(tft’ -
s e

e ilpen)(t—t) ve(r)wi (r') Y0, )Y (0", ¢') O
Ve (1) Wy (1) (wp + ) (ewp;eu B 1)
(5.10)

<: (i)ch(X)i)scat(X,) :> :/ dk kQ Z ’UM(;m)‘Q y

Lm0
) w; (T)UW(T,) }/Em*<97 ¢)Ygzn(‘9,a (b/)O@/Z
Wi (1) Ve (1) (w, — e) <€wp;eu B 1)

. _ 4
X ez(wp ep)(t—t

1o ilwpten)(t—t) w(r)up(r') Y (0, 0)Y" (6", ¢") 05,

We(Tm) vy (1) (wp + i) <6wp;eu B 1)
(3.41)
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scat/scat
Trr

Comenzando con el célculo de la componente , se usa la definicién (3.35)

y se reemplaza por el valor medio (3.39):
1
72 sin?()

X (2 @M (x) D% () 2) [y (E.1)

scat/ sca 1 - 1
e — 1 (a;at Fiep(d) — 20+ 0,0, 50,0~ 3,05 — m? + ¢ #2)

Como se esta interesado en  — 00, la funcién v,(r) satisface la condicién de contorno
en infinito (estudiada en la seccién 2.2.2) dada por la ecuacién (2.47):

ikr
~ o iF ) E 2.47
vlr) = e = (2.47)

cuya derivada a orden dominante cuando r — oo es:
ikr

1€

Opvg(T) = e~ = kv, (r) (E.2)

r

. ., . t t
Luego a orden dominante en esta regién, se tiene para la componente 75"/

scat/scat __
Tr'r -

(940; + ien(d] — 8) + 0,0, — m2 + ) {: D ()P (X)) |

(040, + ien(d] — 8) + k> — m2 + 2) (- & () D (x') :) |y
(E.3)

NN =

Para la derivada restante 0; hay que ser un poco mas cuidadoso ya que hay un
cambio de signo dentro del valor medio:

2
0(: &1 ()bt (x') 2) = 0, / aki2 Yy el
N
0,0 m 0 =|m)|

i(wp—ep) (t—t") vy (r)ve(r') Y (0,0)Y7 (0", 8" )05 Open
UZ(Tm)’Ug/O"m) (Wp . e,u) (ewp;ﬁu B 1) (E4)

X le

Ciwpremy(t—ty Ve up (r') Y0, 9)Y (8", ¢") O Orer
W(Tm)fl};’(rm) (wp + elu) (ewp;w — 1)

+e

/ . &scatt Tscat I\ .\ __ 2 |wf”(rm)|2
0,0,(: & ()0 (X)) 1) = [ dk KDY Y X

00 m 0 =|m)|
vy v (r)ve(r) Y, (0,9)Y" (0", ¢) 05 Over
T o ()

Ciwpremyt—ty Ve up (r') YR (6, 9)Y (8", @) O Orer
Ve(Tm )05 (Tm) (wp + ep) (ew";;eH — 1)
(E.5)

+(w, + ep)’e

84



E Calculo de la componente T;.,

y para el otro término con derivadas temporales se tiene

iep(9 — 9) (- Dt (x) B (') 3y = iep(D — ) / RS Y x
£, m 0" =|m)|
><|7vU£”(7“m)|2 pilwp—en)(t—t') vp (r)ve (r') Y™ (0, 9)Y" (0", ¢") Ofp Oper
B S S e

4o Uwpten)(t=t) Ve (T)UZ(T') Yem(ev (b)YET’n* (¢, ¢/)OZ’£”OM”
V(T )V (1) (w, + ep1) <€wp;eu B 1)
(E.6)

(0] = 00 (<) ) = [awre 30 3 et

00" m 0" =|m)|

X 2€M(Wp . eu)é(wpfey)(tft’) vy (T)UZ'OJ) nm*<87 ¢)n7n(9’7 ¢/)OZ£“OZ’Z”
T

ey V() Y70, )Y (O, ) O Ore

—2ep(w, +ep)e . D
p Uf(rm)vzl (Tm) (wp + 6[1:) <6$ — 1)

(E.7)

Reemplazando estas expresiones en (E.3), usando el valor asintético (2.47) de
ve(r) y finalmente tomando x" = x, se obtiene

scat/scat __ > |U)gl!(7"m)|2
Trr !/ t_/o dk Z Z T

0,0 m 0" =|m|
((wp — ep)? + 2ep(w, — ep) + k* —m?2 + e*p?)

(wp —ep) (ewp;w - 1>

T g
eZQ(Z Z)OZZ//OK’E” X

Y (0, 0)Y," (0, ¢)
720 (73, )0 (7))

((wp + ep)? = 2ep(wy, + ep) + k? — m?2 + e*p?)
(wp + ep) <ewp7+“w - 1)

3T (p—p
€ 12(6 Z)OZ/ZNOZZNX

Y0, 9)Yi (0, )

17200 (T3 ) U3 (7))

(E.8)
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E Calculo de la componente T,.,

Usando la relacién de dispersion (3.1) puede simplificarse un poco mas:

Tscat/scat :/ dk Z Z ’wén e ig (L~ KI)OMNOE’Z” Y‘gm*(97¢)}/é;n(0’¢)
N 0.0 m 1 =|m| Tz (wp — ep) ( - 1) Vg (rm)ve (1)
L 0,00 Y 0.9)YE(0.9)
PR (e TN

(E.9)

Ademas, observando que puede intercambiarse £ <+ ¢’ ya que se esta sumando sobre
todos los valores posibles de ¢ y ¢/ en cada término, se obtiene finalmente:

. e Y™ (6, 9) Y (0, 9)
Tfrcat/scat :/ dk |wé 3 ((=4) O HOZ/Z// ’ ¢ d X
P O
1 1
X wp—ep + wp+e,u
e (7 21)  (aprem (7 1)
(3.42)

Ahora se calcula de la misma manera la componente Taeme e (3.38) usan-
do la definicién de 7). en (3.35). Para ello, se usa el valor medio obtenido en
(3.40). Ademds, nétese que la dependencia temporal es la misma que el caso an-
terior scat/scat (ya que la diferencia entre los distintos campos se encuentra en la
parte radial), luego se tiene:

) 1 A A
Tce/ine == (040, + iep(0] — 00) + 0,0, — m + ApP) {: B () B (x) ) L
_ 2 |we (rim) |
= / dk kY X
tmnt
X [((wp — en)” + 2ep(w, — ep) + 0,0, — mp, + ) el
v (r)we (r') Y™ (0,9)Y," (60", ) Oy
’UZ(Tm)wg/(’l“m) (Wp - elLL) < p e _ 1)
+ ((wp + ep)? — 2ep(wy + ept) + 0,0, — m2 + e2p?) e rtem =ty
ve(r)wi (') Y0, 9)Y" (0", ') O
V(1) Wy (1) (wp + 1) < spten 1)
(E.10)

X

Nuevamente se usa la forma asintética (2.47) de vy(r). Ademas, ahora también se
tiene la funcién wy(r) que satisface la condicién de contorno en infinito (estudiada
en la seccién 2.2.2) dada por la ecuacién (2.52):

.e—i(kJT-f—ég) 1 l i2kr 259
UM(T’)_ZT((— ) — € ) ( N )
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E Calculo de la componente T;.,

y su derivada es

e~ ulkr+t3) ((—1)5(—2' + kr) + 2k (i + kr))

Orwp(r) =~ ST (E.11)
A orden dominante para r — oo resulta
—i(kr+£0%) —1)¢ i2kr
e 2 +e
Opwi(r) ~ (=) ) (E.12)
2r
scat/inc

Luego reemplazando en T,
derivadas (E.2) y (E.12), se tiene

2
scat/inc __ 2 ‘wgl (Tm)’
T _/dk:k: D et

0m 0

X [(((wp — ep)? + 2ep(w, — ep) — m2 + €1 Ywe (r') — ikdLwy (1)) X
vi(r)  Y™(0,0)Y (0", ¢')Og

’U;(Tm)wg/(rm> (Wp o €,LL) < p en 1)

(@ + e1)? — el + egt) — m? + i () + ik () x

o o—ilepten)(t—t) v(r) Y™ (0,0)Y (0, ¢) O
* wp+eu

Ve ()W (1) (wp + ep) ( _ 1)

(E.13)

con las expresiones asintéticas (2.47), (2.52) y sus

5 gilwp—em)(t—t)

2 .
Tscat/inc _ dk ‘QUKI (Tm)| ¢ >
" / Z 2T 2r'r

Lmp
x [((_1)f’(w§ —m?— k?) ¢ (w2 —m? + k:2)> X
o ilen—en)(t—t) € D k) Ym0, 9) Y (0, ¢) O
)

/UZ (’]"m)wgl(?”m wp . elu epreH >

it e~ 15 (U='+1) gik(r+1") ng(ea ¢)Yé§n*(9’, ¢')Ow
Uf(?ﬂm)wz(/(rm) (wp + elu) <6% — 1)
(E.14)

- ((—1)4/((,‘)]27 - mf, — k) — e_iQkT/(wp m + k:2)>

% e—i(wp+eu

Finalmente, tomando x' = x y usando la relacién de dispersién (3.1), se obtiene:

Tscat/inc :/ dkj Z |'l,Ug/ |2 ]{jQ ei%(é_g/) }/’é’ﬂﬁ‘(@,Qb)Ym(e ¢)OZ€/
" tm 2r2 Vg (rm)we (rm) (wp —ep) ( - 1)

SO Y0, 00,0100
+ ; “rpct
Vg(rm )W} (1) (wp + ep) <6 S 1)
(3.43)
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E Calculo de la componente T,.,

Ahora se calcula de la misma manera la componente Tir”** de (3.38) usando
la definicién de T,, en (3.35). Para ello, se usa el valor medio obtenido en (3.41).
Ademas, nuevamente la dependencia temporal es la misma que en los casos anterio-
res, luego se tiene:

) 1 A A
T;;zc/scat 25 (agaj + ieu(d{ _ at) + 87,8;, o mi + €2M2) <: q)ch(X)cI)scat(X/) :> |x/:x
2
— dk k2 |wg(7”m)|
/ Z 2 %
£,m, 0

X [((wp — ep)’ + 2ep(wy — ep) + 0,0, — m) + ¢*pp?) el =)

wi (r)ve(r') Y™ (0, 9)Y;" (0", ¢')Or

wZ<Tm)Ug/(Tm) (Wp — e,u,) (eL;w — 1)

+ ((wp + ep)? — 2ep(wy + ep) + 0,0, — m2 + e2p?) e rtemt=t

we(r)vp(r') Y0, 0)Y (0, ¢) 05,
wz(?“m)vzf/ (Tm) (wp + ep) (ewp;w — 1)
(E.15)

X

Como se esta interesado cuando r — oo, usando las expresiones asintéticas (2.47) y
(2.52) que vy(r) y we(r) toman respectivamente, y sus respectivas derivadas (E.2) y
(E.12):

2/
T:;ZC/SCat_/ dk Z ’wf(rm” ( Z>X

S~ 27 2r'r
51,

—i2kr
—m2 — k%) — (w —m} + k*)e” M) x

% [ei(wp—e,u)(t—t’) ((_1)4( 12> 2

eTHE D) i (6, )Y (6, ¢')Oue
O (o, e (7 1)

. e—z'(wp-i-eu)(t—t’) ((_1)l<w2 _ m127 _ k2) _ €i2kr(w2 . mz + k2)> >

X

015 (' —+1) g—ik(r+r") Y (0, 9)Y(0',6) 05,
we(rm)vz (Tm> (wp + elu) <€WP;5M _ 1)
~ (E.16)

X

Finalmente, tomando x' = x y usando la relacién de dispersién (3.1), se obtiene:

T:;IC/SC(It :/ dk Z |wg(27"m)’2 k2 —i5(¢-h) Y'Km*<07¢>yv£7’n<e7¢>04’£

e
™ 2 wi(rm)ve(rm) (wp — ep) (e%;eu — 1)

Lm0
S VPO 0.00,

—i—we(rm)vz‘,(rm) (wp + ep) (e“P;fEu _ 1>
(3.44)
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F. Calculo de la componente T}y

En este apéndice se obtiene la componente 7,4 del tensor energia-momento, para
ello se descompone el tensor en las distintas contribuciones del campo (@5 y @ne)
como se hizo en (3.38). Luego, usando la definicion de T,¢ (ec. (3.36))

1 N A
To = 5 (9:05+ 9,0) (: DT (X)Q(X) 2} = (3.36)

se reemplaza por el correspondiente valor medio de los campos obtenidos en el
apéndice D:

<: (i)scat]‘(x>(i)scat<x/) :> :/dk k2 Z Z |wéu(7”m>|2 y
s
L4 m 4" =|m)|

iwp—em -ty VL (r)ve(r) Y (0, 9)Yi" (6", ¢') O Oper
T )y

X le

+6—i(Wp+6u)(t—t,) ng(T')’UZ/ (T/) ng(e, QS)}/ZYL*(Q/, ¢/)OZ/£NO£0/
W(”f‘m)vz(rm) (Wp + elu) (60013;8# . 1)
(3.39)

(: Beatt (x)bine(x) ) :/ d 12 Z |wzf(77r"m)| "

Lm e

i(wp—ep) (t—t') vp (Mwe (') Y™ (0, 9)Y (0", ¢") O
ep

G ) (o) (7% 1)

X le

o ilpen)(t—t) ve(r)wi (r') Y0, 9) Y (0", ¢") O
* wptep

Ve(rm)w (rm) (wp +ep) (e T — 1)
(3.40)

<: Ci)inCT<X>q386at(X,) :> :/ dk k}2 Z |w€(77;m>‘2 «

e
) wi(r)ve(r') Y™ (0, 9)Y (0", ") O
T e (5 1

% 6i(u.zp—eu)(t—t’

+€—i(wp+eu)(t—t’) wé(T)UZ/ (T/) erm(eﬁ d))Y;n*(G/’ ¢/)OZ€

wg(rm)vz/ ('f'm) (Wp + elu) <ewp;e,u . 1)
(3.41)
Comenzando con el calculo de la componente T/ **" | se usa la definicién (3.36)
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F Célculo de la componente T,

y se reemplaza por el valor medio (3.39):

T:gcat/scat (6 a@ + a/aa) <: Ci)scatT(X)ci)scat(X/) :> |x’:x

:/dk; YOS —lngQ(;m)Px

00 m e =|m|
gilwp—en(e—t) Orvi (r)ve (1) Y™ (0, 9)0pY (" (¢, ¢') O Ovrer
Uy 3 (7)) Ve () (wp — ep) ( Pt _ 1)
i(wptep)(t—t") 9 UZ( )UZ’(T/) Y’Zm(a ¢)aéYZn*(9/ (b/)O;/g//OM”
Ve(rm )V (Tm) (wp + ep) < et 1)
01 (1)L (1) BYE™ (0, )Y (0, &) O O
U rm)ve (rm) (= epr) (77~ 1)

vg(r)a,iv;f, (T‘/) 89Yg”(6, ¢)Y2/n* (9, (b/)OZ/guOggn
V(7)) V5 () (w, + ep) ( cuten 1)

X

+e

4 pilwn—em(t—t) U

[y eilwnten)(t=t)

(F.1)

En la region r — oo, v,(r) toma la forma (2.47):

ikr
ve(r) = e FEHDE " (2.47)
y su derivada (E.2):
Z'eikr .
Ayvg(r) o~ ——e 3D — Ly, (r) (E.2)
r

Luego, reemplazando y ademds tomando x’ = x se obtiene:

Tscat/scat /dk Z Z |U)g// Tm‘ ’Lk

0,0 m 01 =|m|

% eig(f—f') OZK”OK%H Y (9 qb)agym*(@ ¢) Ym*(e, ¢)8 ( )
07 (rm)ve (i) (wp — ep) ( e 1)

iz—ey_ OpeOuwr [ Y["(0,0)0Y5" (0, ¢) — Y™ (0, 9)pY," (6, ¢)
Ve (1) 0 (7)) (@, + e) < Soren

+ e

(F.2)

Anélogamente se obtiene la componente T/, Usando la definicién (3.36) y
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F Célculo de la componente Ty

reemplazando por el valor medio (3.40):
scat/inc 1 2 2
Tt =5 (8.0 + 0,09) (: @SCMT(X)@%M(X') ) |—x
/ dk k? Z |W’

ei(wpfeu)(tft)a vy (r)we (r') Y™ (0, 0)0,Y5" (0, ¢") Ofp
Uy (1) wer (1) (w, — epn) ( ap—en 1)
v (r)Orwe (') 0pY,™ (6, 9)Yy" (9' ¢ )0 (F.3)
e ) (o) (o7 1)
Y-ty Orve(r)wy (r') Y™ (0, 9)0p Y (6", ¢) O
ve(R)wj (rm) (wp + e) <€wp;eu B 1>

X

1 gilwp—en(t=t) Y

+ e—i(wp—l—eu

e ilrten)(t—t) ve(r) 0wy (r') Y (0, 9) Yy (0", ¢") O
Ve (T ) w5 (1) (Wp+€ﬂ)< cpton 1)

x'=x

En la regién r — oo, ademads v,(r) y su derivada que toman la forma (2.47) y (E.2)
respectivamente, se tiene wy(r) que toma la forma (2.52):

.e—i(kr-I—ﬂg) | ' . 55
U)g(’l")_ZT((—)—e ) (0)

y su derivada (F.12):

e—i(kr-&-f%) ((_1)Z 4 €i2kr)

Bl = - (E.12)
Luego, reemplazando y ademds tomando x’ = x se obtiene:
scat/znc _/ dk Z |U)g/ _X
£m, e
R (D) e~ 1) Y (6, 9)96Y (6, 6) O
U (T wer (T (wp — ep) ( R 1)
+ e 2D ((—1)% e 1) 9Y7™(6, ) Y (0, 6) O
UZ(rm)wg/(T’m) (wp — elu) < wP ep o 1> (F4)
N e—ig(f—é’”rl) ((_l)z’eiri _ 1) }/ém(a gb)@eYZ/n*( qb)OM'
W) (ot ep) (5 1)

e—ig(€—€’+1) ((_1)Z’ez‘2kr + 1) 80}/;”(9, ¢)}/€7/n*(‘9 d))OM/

+ W(Tm)wg,(rm) (wp +ep) ( epten 1)

Finalmente se obtiene la componente T'a”***. Usando la definicién (3.36) y
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F Célculo de la componente T,

reemplazando por el valor medio (3.41):
ngc/scat (a 89 4 8'89) <: qA)incT(X)(i)scat(X/) :> |x’:x
_ 2 |we(rm)
_/ dk k ZZZI TX

il —em) (1) Fywy (r)ve(r') Y (0, )9y Ye" (0, ¢')Ove
wZ(Tm)W ( ) (wp —e ) (epr — 1>
(r") Y™ (0, 9) Y, (0", ") Ot
) (wp —eu)( b _1>
iy Orwe(r)up (r') Y, (0, 9) Y (0, ¢') Opy
w€<7"m)vzk’(rm> (wp + ep) ( sepo _ 1)

X

+ el(wp ep)( w;(r)a v\

Wy (1) ve (T,

| pilwp—em)(t-

(i) Wer) O vp (') 0gYy™ (6, 9) Y™ (0, ') Oy

+€—i(wp—eu
wg(Tm)'UZ/(Tm) (Wp + e'u) <ewp;e,u + 1)

En la region r — oo, vy(r) y we(r) toman respectivamente la forma (2.47) y (2.52)
(y sus derivadas (E.2) y (E.12) respectivamente). Luego, reemplazando y ademas
tomando X’ = x se obtiene:

i (G174 1) Y (0, 6)90Yi (0, 6) O
T e ()
—iT (1) ((=1)%e™ —1) 9pY;™ (0, 0)Y(0, ¢) O
wz‘(rm)vy(rm) (wp _ e,u) ( wp—cn 1) <F6)
+ eig(e/_e_u) (<_1)€€72ikr + 1) Yem(ea ¢)80YVZT’71*(0’ ¢)OZ’Z
We (T )0} (T (w, + ep1) (ewp;eﬂ ~ 1)

+e

+eif (U —t+1) ((_1)Z€_i2kr — 1) DY, (0,0)Y, (0, ¢)O;’€
* wp+eu
We(71 )V (Tm) (wp + ep) ( - 1)

Entonces, ya se tienen las tres contribuciones del tensor 7,4, sumando ahora las
expresiones (F.2), (F.4) y (F.6) se obtiene la componente buscada. Sin embargo, por
como aparece el T),, en la fuerza (3.31), se necesita la componente 77,5. Entonces,
notese que 7,4 tiene un 7"*2, por lo tanto 7T}y va como r~' En consecuencia, como
se esta tomando una superficie infinita con r — oo, la componente 7}y se anula en
infinito.
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G. Calculo auxiliar: Integral con Y,

En este apéndice se demuestra la integral (3.50) presentada como resultado en la
seccién 3.5. Primero, reemplazando los arménicos esféricos por su definicién (2.18)
en términos de los polinomios asociados de Legendre:

204+ 1 —m)!
dr (0 +m)!

/ d@sin&cosQYZm*(Q,gb)Yg’,”(Q,qb):/ d@sin@cosg\/ 11" (cos 6) x
0 0

xe\w\/ 20+ 1 (¢ —m) P (cos ) (Gu1)

20+ 1 (e—m>!\/2ef+ 10 —m)!

/Ode sin® cos 0 Y,"(6,¢)Y, (9,¢):\/ it ((+m)! A7 (EH—m)!><

x/ df sinf cos® P;"(cos8)P;(cosd) (G.2)
0

La integral restante con los polinomios asociados de Legendre puede calcularse ha-
ciendo el cambio de variables x = cos 6:

1
/ dx x P"(x) P (x) (G.3)
-1
Usando la relacién de recurrencia (ver por ejemplo [Weisstein 2022al):
(0 —m+1) (¢ +m)
o pm >y
it D@t Gr)
Reemplazando en la integral, se obtiene:

[ arrr@arp) = [ aer) (Yo e+ G )
(G'5)

Usando la ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre (ver [Weisstein
2022a)):

xP)(z) = P (x) (G.4)

[ e Pr@rr@ = 5 Eﬁ & ;;3;5 (G6)

La integral de los polinomios queda:
1
—m+1) 2 ({+m)
dr x P"(x)P)'(x) =
[ dwe @Rz ) = S e
+m) 2 (L+m)!
(200 +1)20+1(—m)!

Juntando todo en (G.2) se obtiene la integral deseada:

_1 ) [ @
/0 df sinf cos0 Y, (0,¢)Y," (0, ¢) —4—\/ 20+1 (é—l—m)‘\/(% +1)(€’—|—m)!
(0'—m+1) 2 (€+m)!(S
X( QU+ 1) 2041(—m)

('+m) 2 (64—m)!(S
20+1)20+1(0—m) " >
(G.8)
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Esta expresién puede simplificarse, primero distribuyendo en los términos,

1 0 —m) (W — 1 1 14 !
— (2€’+1)( m)! ( mt )\/ ( +m),5e,e'+1

27 (0 +m)! (20 +1) 20+1(¢—m)

1
— .20 +1
+ o (20 4+ 1)

(0 —m)! (¢ +m) 1 (€+m)!5
C+m)l e+ 20+1(0=m)t
(G.9)

Usando las deltas para escribir en cada término sélo ¢ o ¢ (para ello se cambia la
primera delta 5g,g/+1 por 55_1,5/),

| C—1—m)(l=1=m+1) [ 1 (t+m)
s\ BV D T e — \/2€+1(€—m)! e-1.

2T
1 , (f/ _ m)! (ﬁ’ +m) 1 (g/ 1 +m)!

Simplificando ahora si los términos restantes entre si queda:

L [(t+m)(l—m) 1| (0 +m)( —m)
%\/(% Fnee—n T %\/(2@ T)Er—1) (G-11)

Volviendo a la ecuacién (G.8) y reemplazando por este tltimo resultado, se obtiene
como resultado la ecuacién (3.50) utilizada en la seccién 3.5:

™ . . . 1 (0 —m)(l +m)
/0 df sin 8 COSQ}/E (0,¢)Y’41 (‘97¢> = o (5&5'1\/(26/ + 1)(26/ _ 1)

(L —m)(f +m)
+5z—1,e'\/(2€_|_ 1)(20 = 1)) (3.50)
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H. Desarrollo de N},

En este apéndice se desarrolla el término Ny» obtenido en la seccién 3.4 para
lograr escribir este resultado en términos de las soluciones radiales wu,(r), ve(r) y
wy(r) de la ecuacién (2.20) (presentadas en la seccién 2). Entonces, partiendo de la
definicion de Ny :

" [wer (r) > s L Jwe(ra)l® e 1 wi(ra) P
w = Z O O + 5 — - — O + 5 —OM

& v on () 2w ()0 () " 200 (0 ()
(3.47)

donde en (2.91) se define Op}, como:
O = Ugyp — e (2.91)

Ahora bien, en lugar de trabajar con el indice libre ', como ya se obtuvo el resultado
de la fuerza donde solamente se necesita N, ; (ver (3.54)), se evaliia solamente esta
componente. Ademés, reemplazando en la definicién de Ny a O}, por Uy

Z ”Ll)g//(?"m)‘2 1 ‘wg 1(Tm)|
m = ” 5 1’ i/ 17 5 " U
/\/’M_l 0'=|m)| UZ(TW)W—l(Tm)( “ w ) (U b e )+2w€ 1(7’m)1}g(7“ ) M !

1 Julrm)P
2091 (rm)w (rm)

Uiy, (H.1)

Desarrollando el producto entre los términos con las deltas,

2
w r
N’K’”é—l - E - ’ €//< m)‘ (ngu Ué 1,0 5[&”(][77_117@// - Ug?/;ké(_lj” + 5&//(%_17(//)
7 0'=|m)| UE (rm>'Ug_1(7"m)
1 fwes(rm)|? 1 Jwe(rm)?

Um* + -
2 w1 () V5 (rm) G 9, 1(rm)wy (1)

Uiy, (H2)

Usando las deltas,

|wer (1) |we(rm)|? |we—1(rm)|?
4 - U’m//Um ") — Um -
P D o o o Ko o T o R e o T o

0
1 |w£ P 1 el
2wt ()05 (o) 2 0y (0 (o)

Agrupando los términos con indices iguales de U™,

| 2

Uiy, (H.3)

m G| — jwe(rm)? -y (11 1
N = Z Ui Uy on + ———<U% | 5 -

g//:|m| UZ (rm>U€*1 (Tm) /szl (Tm) 2 wz (Tm) vz<rm)

\wg_l(rm)P 1 1 B
0t () <§we_1<rm> w_1<rm>) (H4)

Introduciendo ahora la definicién de Uy, obtenida en la seccién 2.2.3,

UZ?’ = Z (M_l)%%%—ff’ = [(M_1> }M’ Ly (284)
h=|m|
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donde para simplificar la notacién se usa la tltima igualdad. Ademas, se tiene el
resultado (2.75) permite escribir I, de manera conveniente:

_ ? 1
ko f (rm) we(rm)ve(rm)

Entonces, volviendo a la ecuacién (H.4), reemplazando primero U™ por su definicién
(2.84),

A= Y o) Pl

Vi (rm)ve (rm)

Iy =

(2.75)

|2

(M) ™ (M) ™

0'=|m|
|we(rm)|? 1 11 1
[ATw)l g 1A= tymaym - -
T () A" 2wy (rm) v (rm)
B « Jwei(rm)? (1 1 1 )
+ I*_ M 1I\m, m _ _ H.5
-1 [( ) 8 }Ag_l UZ(Tm> 2wg_1(Tm) UZ—l(Tm) ( )
Reemplazando I, por el resultado (2.75),
o 1 1 Z [(Mil)me]ZzH [(Mﬁl)m'ym]e_uﬂ
CEL T 2 ()2 03 (P )01 () |ver (7m) |2

¢'=m|
Oy ol (R WP e Gw:(lm - vzéﬂm))

ey, st (L —)) o

el U;(rm)UZ—l(rm) wa—l(rm) - Ve—1(Tm)

Juntando las fracciones entre paréntesis, puede escribirse:

m 1 1 [(Mil)me]ZzH [(Mﬁl)m'ym]e_l,zﬂ

ST 2 ()2 0 (P Vet (P [ver (rm)?
) m <[(M—1)m~ym}é_1,@ m(rm”:vm(rm) <v;(rm) —22w2‘(7°m)>

S (rm) [ve-a (rm) 2

Ahora bien, de la seccién 2.2.2 se sabe que wy(r) es la parte real de v,(r) (ec.
(2.57)), resulta entonces que v(ry,) — 2we(ry,) = —v; (). Luego, reemplazando en
los paréntesis y agrupando los términos restantes se obtiene finalmente:

B 1 1 [(Mil)me]ZzH [(Mﬁl)m'ym]e_l,z//
kQT%@f(TmP UZ(Tm>U€—1(Tm) |UZ” (Tm)|2
i 1
+ 3 "
2kr’ﬁﬂ%}f(rrﬂl) Up (rm)vffl('rm)
En resumen, se logra escribir N, ; (del cual depende el resultado final de la fuer-
za obtenido en la seccién 3.5) en términos dnicamente de las soluciones radiales
evaluadas en el espejo (ve(ry,) v ue(r.,), esta ultima solo se encuentra dentro de la
definicién de (M~1)™ dada por (2.85)) y de las 4™ que son matrices de coeficientes

constantes. Se continua el anélisis de la fuerza usando el resultado 3.55 en la seccidén
3.5.

¢'=|m|

m
N

¢'=|m|

(™ = [y, ) - (3:59)
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I. Meétodo numérico: Soluciones en infinito

En este apéndice se desarrolla el método presentado en la seccién 4.1.2 para
obtener numéricamente las soluciones wy(r) y v,(r) que satisfacen la condicién de
contorno en infinito. Sea cierta combinacion dy(r) = ajv,(r) + byw,(r) tal que se
satisface en la posicion del espejo r = ry,:

di(rm) =1y de(rm) = B (L1)

Mientras que otra combinacién g,(r) = asve(r) + bawy(r) satisface

9o(rm) = @z y 9e(rm) = B2 (1.2)

donde oy, 1, az y [y son constantes. Las funciones dy(r) y g¢(r) son soluciones
numéricas de la ecuacion (2.20), obtenidas utilizando los anteriores valores iniciales
«; y B; que toman en r = 1, para comenzar la resolucién numérica. Pueden escribirse
las condiciones iniciales en el espejo de manera matricial usando las combinaciones
anteriormente definidas. En el primer caso se tiene:

(5)- (i ) (o) "

en tanto para el segundo caso se tiene:

(5)= (i) () w

o bien juntando estas 2 condiciones,

(5 o) = (g vy () 15)

Despejando las soluciones evaluadas en el espejo,

vp(r)  w(r) AT ai as \
( ve(r)  we(r) ) - ( B Pa ) ( b1 ay ) (16)
r=rm

Entonces, dadas las soluciones numéricas dy(r) y g¢(r) obtenidas a partir de las
condiciones iniciales a, (1, as v B2 impuestas, se ajustan en una region lejana las
funciones wy(r) y ve(r) donde se comportan como Bessels esféricas. Con este ajuste
se obtienen los parametros ay, by, as y by los cuales, junto a las condiciones iniciales
impuestas, determinan completamente las funciones wy(r,,) y ve(r,,) v sus derivadas
en el mismo punto. Se observa que las condiciones iniciales impuestas pueden tomar
cualquier valor siempre y cuando se satisfaga que los pares (aq, 51) v (a2, f2) sean
linealmente independientes y se verifique que en “infinito” se ajusten las Bessels
esféricas. En este caso, las condiciones iniciales impuestas son:

(v)-(6 1) 07

En caso de querer escribir las funciones wy(r) y vy(r) en todo su dominio, teniendo
ya los valores de los ajustes de las combinaciones dy(r) y g¢(r), se despejan de estas
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combinaciones las funciones deseadas:
bod —-b
we(r) = 2 5(7") 19/2(7”)
(Ile — a2b1

ve(r) = ge(r) as (bzde(r) _ bm(r))

by by a1by — asby

(1.8)

Para completar este método se necesita atribuir el “infinito” a un valor de r los
suficiente grande (llamado 7). Para ello, se considera que este valor debe ser tal
que la métrica es aproximadamente plana (es decir f(r) ~ 1, ec. (1.14)) y el campo
de gauge debido al BH cargado se apaga (es decir h(r) =~ p, ec. (1.19)). Proponiendo
para este valor 7o, = 10* resulta:

h(rs)

F(ro) ~ 0.990016 ~ 1.00533 (1.9)

Si este valor elegido es correcto, entonces en un entorno a este punto, por ejemplo
r € (oo — 20,7), las funciones wy(r) y ve(r) toman su forma asintética estudiada
en la seccién (2.2.2):

we(r) == je(kr) (2.52)
ve(r) ~ BV (kr) (2.47)

donde j,(kr) es la funcion de Bessel esférica y hgl)(kr) es la funcién de Hankel
esférica de primera especie. Entonces, se resuelve numéricamente la ecuacién radial
(2.20) imponiendo las condiciones iniciales mostradas en (1.7), es decir se obtiene
numéricamente dy(r) y ge(r), luego se llevan estas soluciones hasta el intervalo r €
(ro — 50, 7+) donde se ajustan las combinaciones aihﬁl)(kn“) + b;je(kr) con i =1,2.
En la figura [.1 se muestran distintos graficos obtenidos para distintos valores de k
y fijando el ¢ en un valor arbitrario. Puede observarse en esta figura que el valor de
Teo Propuesto es un buen valor ya que por ejemplo para £ = 1.5 se obtiene un ajuste
muy bueno con un k% = 0.989, indicando que las soluciones numéricas en este punto
efectivamente se comportan como una combinacién de Bessels esféricas (figuras [.1a
y L.1c). Sin embargo, al aumentar el k a k = 4.5 (el cual es el maximo & con el que
se trabaja, como puede verse en la seccién 4.3) se observa que el ajuste ya no es tan
bueno, obteniendo un R? = 0.741 (figuras I.1c y [.1d). Este tdltimo ajuste pareciera
indicar que el r,, no es lo suficientemente grande, luego si se aumenta el valor de
Too = 10 a 7o = 2 x 10* se obtiene un mejor ajuste con un R? = 0.929 (figuras I.1e
y L.1f). Sin embargo, se elige ro, = 10* y se considera que el ajuste obtenido para
k = 4.5 es aceptable, ya que al tomar un r,, mayor surgen complicaciones con la
capacidad de la computadora utilizada que imposibilitan la finalizacion del calculo
numérico.

En conclusién, con el método explicado en este apéndice se obtienen los valores
que toman las funciones wy(r) y v,(r) en el espejo a una distancia r,,, estos valores
son los necesarios para la determinacién de la fuerza a partir del resultado (3.54).
Ademas, se pueden construir las funciones en todo su dominio usando (I.8), lo cual
resulta util para analizar su comportamiento y obtener un resultado del caso clasico
estudiado en la seccion 2, es decir la dispersion de una onda plana incidente. Por
tltimo, se propone un valor ro, = 10* el cual es lo suficientemente grande como
para que efectivamente las funciones wy(r) y v,(r) tomen su forma asintética que se
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necesita ajustar. Los resultados obtenidos a partir de este método son presentados
en la seccion 4.1.2.

1 . i :
o dikr) — agh{"(kr)+by ji(kr) « gikr) — aph{"(kr)+byji(kr)
0.015F 0.015-
0.010 | 0,010
0.005 0.005
| k=1.5 i k=1.5
0.000 - = £ 338518 R2-0.989 o000 § 5% 333 3 R?-0.989
9960} Doy 0 BOdD DP 11000 4 9460 9% O DOg0 9% 1@000 4
! ro=1.x1@ I r.=1.x10
-0.005 -0.005 -
-0.010¢ -0 0103
-0.015+ -0.0157
(a) (b)
1 . i :
o dikr) — agh{"(kr)+by ji(kr) « gikr) — aph{"(kr)+byji(kr)
0.015] 0.015 §
f g T T T (R # O s e R o p
0010+ R : 0.010 X Rl
f FEREERE 3 904
o i % ofd o
0.005 - o 3 . 0.005 49 o4 o
f o K «  k=4.5 I 49 3
f H t g4
0.000 - ¢ R?-0.741 0000 : . 4 ol
9085 9090 Doo 3 86 9990 9905, o
{ o o o ole r.=1.x10 [ o
-0.005 4999 o9 o9 o4 -0.005 - q
- ol o *la L)
oq o a9 & R ol ol
-0.010 ; EEEEEE: : :. i i : -0.0105— HEEEE : -
0015 ¥ : [} [ J —0015 ¥ i § ¥
(c) (d)
L | . 1 "
o dikr) — agh{"(kr)+byji(kr) o gikr) — aph{"(kr)+byji(kr)
[ e ¢
0.005 : 0.005
H
[ k=4.5 [ k=4.5
0.000 : . : : : : | R?-0.930  0.000 -1 : : : : . R*-0.929
1 19989 D996 999% P0000 " 18483 9990 9896 20000 4
r.=2.x10 I )
.
-0.005 -0.005 - :
(e) ()

Figura I.1: Representacién grifica de las soluciones numéricas d¢(r) v g¢(r) obtenidas mediante
las condiciones iniciales impuestas en (I.7) (puntos negros) con el respectivo ajuste (linea roja)
propuesto por la combinacién aihy)(k:r) + b;je(kr) con i = 1,2 (usando los pardmetros de la tabla
4.1). Se muestran tinicamente la parte real ya que como se imponen condiciones iniciales reales
entonces la parte imaginaria queda nula. En todos los casos se usa un valor arbitrario { = 5 y el
ajuste se toma siempre sobre el mismo intervalo r € (ro, — 50,7+,) (donde 74 es el valor que se
elige como “infinito”), sin embargo se muestran los gréficos en distintos intervalos para una ayuda
visual. En las figuras [.1a y 1.1b se observa que el ajuste realizado sobre las soluciones numéricas
es muy bueno arrojando un valor de R? muy cercano a 1. Por otro lado, al aumentar el valor de k
dejando fijo el valor de 7., como se observa en los gréaficos I.1c y 1.1d, el ajuste ya no es tan bueno
arrojando un valor de R? = 0.74. Por ultimo, se observa que es posible arreglar este dltimo ajuste
alejando el infinito, es decir si en lugar de tomar 7o, = 10* se tomase ro, = 2 x 10%, como puede
verse en las figuras I.1e y 1.1f, obteniendo nuevamente un buen ajuste con un R? cercano a 1.
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En este apéndice se estudia la forma de las matrices v y las aproximaciones
presentadas en la seccion 4.2. Los elementos de estas matrices vienen dados por

\/(% +1)(20' + l)w fol P (x) P (x) si ¢/ — ¢ impar

L+m)!(¢'+m)
Ve =
“ 0 si ' — {par (con £ # (')
1 sill =4

(2.79)
Ademés, se esta interesado en la definicién restandole la identidad (y™ — 1), la cual
tiene la paridad entre sus indices bien definida:

—m)!(¢'—m)! rl pm m . .
\/(2€+ 1)(20 + 1)% Jo P/ (x) P (x) si ¢/ — ¢ impar

(V" = D)o =
0 si 0" — ¢ par

(J.1)
En particular, como se ve en la seccién 4.2, se necesita la inversa de esta ultima
matriz. En la figura J.1a puede observarse la forma que tiene la matriz v a m
fijo. Usando esta matriz, se obtiene la matriz (7™ — 1)~!, como puede verse en la
figura J.1b. En el caso de la 4™ se observa que tiene el valor maximo en la diagonal
principal (igual a 1) y luego disminuye de manera alternada a medida que se aleja
de la diagonal. De manera similar se tiene para la matriz (y™ — 1)~!, excepto que
el valor maximo no se encuentra exactamente en la diagonal sino en los elementos
contiguos. Ademads, en este ultimo caso se observa que la matriz mantiene la paridad
entre los indices de cada elemento de matriz.

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0

Figura J.1: Representacién grafica de las matrices de coeficientes v™ y (v™ — 1)~! con m = 1
(figuras J.la y J.1b respectivamente). Puede observarse que los elementos v}, estdn concentrados
en la diagonal principal y luego decaen rapidamente a medida que se aleja de la diagonal. De manera
similar se observa para (Y™ — 1)~! excepto que el valor méximo no se encuentra exactamente en
la diagonal sino en los elementos contiguos y que el decrecimiento a medida que se aleja de la
diagonal no es tan rapido como ocurre con ;. Ademds, se observa que (v — 1)[[,1 mantiene que
sus elementos con ¢/ — £ par son nulos.

@7 (b) (7 — 1)1

Las observaciones del parrafo anterior sugieren una primera aproximacion en
las 4™ para simplificar el calculo numérico: se calculan los elementos de la diagonal
principal y hasta 30 puntos de cada lado de la diagonal, mientras que el resto se toma
igual a cero. En la figura J.2a se muestra la ™ obtenida bajo esta aproximacion,
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1.0
0810
06 |
0.4 0.5 “
02 0,0

05,

50

I 100

(b) (v =)~

Figura J.2: Representacién gréifica de las matrices de coeficientes ™ y (v™ — 1)~ con m = 1
(figuras J.2a y J.2b respectivamente). Para obtener 4™ se calculan los elementos de la diagonal
principal y hasta 30 puntos de cada lado de la diagonal, mientras que el resto se toma igual a
cero. Luego, usando esta matriz se obtiene la matriz (v — 1)~!, donde se observa que se sigue
manteniendo que para ¢’ — £ par los elementos son nulos.

7%02,1005
m=1 m = 144 m = 287 m = 430 m = 572 m="T16
—0.21189 | —0.21253 | —0.211861 | —0.212595 | —0.211737 | —0.212852
m = 859 m = 967 m = 977 m = 987 m =997 | m = 1002
—0.211027 | —0.207868 | —0.206311 | —0.202956 | —0.190364 | —0.325856

Tabla J.1: Valores de 7}y, fijando ¢ = 1002 y ¢ = 1005 y variando el m. Se observa que estos valores
coinciden para distintos m excepto cuando m se acerca a los valores de £y £'.

ademds se muestra en la figura J.2b la matriz (Y™ — 1)~! obtenida a partir de dicha
aproximacion.

Por otro lado, usando la anterior aproximacién, se analiza el comportamiento de
la 7}, en funcién del indice m. Para ello, se fija el indice ¢ en un valor arbitrario
mientras se varfa el indice ¢, luego se procede de la misma manera variando el
indice m. El resultado de este procedimiento se encuentra en la figura J.3, donde se
observa que los puntos cercanos al pico correspondiente a la diagonal practicamente
coinciden (no coinciden completamente aunque la variacién es tan pequena que se
le atribuye al error numérico de las integrales en v}},). También se observa como el
inicio de esta matriz se va moviendo a medida que aumenta m ya que las sumatorias
en ¢ y ¢' comienzan en m, por lo tanto, la dimensién de v}, depende de m. Estas
observaciones llevan a una segunda aproximacion sobre 7} se consideran que las
matrices 7, son independientes de m, en el sentido de que si m' # m y £ y ¢ son
mayores que m y m' entonces vy ~ «yggf. Por lo tanto, puede simplemente calcularse
vy con m = 1y para valores distintos de m se modifica el valor inicial de ¢ y ¢'. Por
ultimo, en la tabla J.1 se analiza un poco mas esta aproximaciéon, donde ahora se
fija el valor de £ y ¢ tal que estemos cerca del pico £ = ¢/, luego se varia m. En esta
tabla puede observarse que a medida que el valor de m se aproxima a los valores fijos
de £y ¢', comienza a apreciarse una diferencia entre los valores de v}},. Sin embargo,
del célculo numérico de la fuerza (seccion 4.3) resulta que la fuerza tiene un termino
con (2> —m?, por lo tanto los términos con m ~ ¢ son los que menos contribuyen.

En resumen, para simplificar el trabajo numérico necesario para determinar ;}, se
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10}

—— M=1
m=25

—+— mM=50

—— mM=80

Figura J.3: Comportamiento de la fila con £ = 160 de la matriz de coeficientes 7y, barriendo en ¢
para distintos valores de m. En el grafico no se pueden distinguir todos los puntos ya que coinciden
dentro del error numérico. Se observa que a medida que aumenta m también lo hace el valor inicial
de v}},, esto es porque se sigue manteniendo que m < ¢, £, luego se observa que la dependencia de
gy con m es Unicamente en su dimension.

realizan 2 aproximaciones: (i) solo se calculan los elementos de la diagonal principal
y hasta 30 puntos de cada lado de la diagonal, mientras que el resto se toma igual
a cero, y (ii) los elementos v}, no dependen de m (la dependencia con m solamente
aparece en la dimensién de las matrices de coeficientes 4™). Estas aproximaciones
se utilizan en la seccién 4.2 para estudiar la dispersién clasica de una onda plana
incidente, como también en la seccion 4.3 para analizar el valor de la fuerza del cohete
de BH. En esta tltima seccién, se ponen a prueba estas aproximaciones verificando
la bondad de las mismas.
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K. Analisis de las aproximaciones numeéricas rea-
lizadas
En este apéndice se discuten las aproximaciones realizadas para obtener el resul-

tado numérico de la fuerza en la seccién 4.3. Partiendo de la expresion para fuerza
obtenida en la seccién 3.5:

4 [ 1
Fs = ——/ dk k*
mJo (wp — ep) (6

Las aproximaciones numéricas realizadas para la determinacién de la fuerza pueden
resumirse en 3 puntos: (i) el corte utilizado en ¢,,,, para cortar la sumatoria en ¢,
(7) las matrices de coeficientes 7y}, tiene elementos no nulos cerca de la diagonal y
ceros a medida que se aleja, y (iii) los elementos ~,}, no dependen de m, solamente
depende de m la dimension de la matriz. Comenzando con la primera aproximacion,
en la cual se propone un corte en el indice ¢ que viene dado por I, ya que, como se ve
en la seccién 4.2, este tiene un pico €., y luego decae muy rapidamente (ver figura
4.7), entonces se toma como corte ly,q, = pico+ 10 (recordando que siempre se toma
este valor si es par y el valor anterior si es impar). Para analizar este corte, se obtiene
numéricamente el valor de la fuerza de empuje para un k fijo (k = 1.2) tomando
distintos maximos de ¢. Para dicho valor de k, se espera que f,,,, = 178 (usando
el argumento de la seccién 4.2 para predecir teéricamente el €y, ), luego se toman
como maximos de £: 120, 150, 178, 208 y 238. El resultado de este procedimiento se
muestra en la figura K.1, donde se observa que el integrando en la fuerza aumenta
con lyq, hasta £,,,, = 178 (ya que si se toman menos términos se esta dejando fuera
de la suma términos que contribuyen al total), mientras que si se pasa este valor
de £, entonces el integrando no varia (la diferencia apreciable en la figura se le
atribuye al error numérico), es decir que no hace falta tomar més ¢ en las sumatorias.

integrando

/max

140 160 180 200 220 240
-100 -
-200 "
-300
-400 -
-500 -

-600 | 178 o0y

Figura K.1: Representacion grafica del valor que toman las sumatorias en m y ¢ en el integrando
de la fuerza (3.54) usando los distintos valores de £,,4, que se indican en la figura como corte de
las sumatorias (tanto de £ como de m). Se observa como los valores se estabilizan en £,q:—178,
esto es de esperarse ya que este es el valor tedrico que se usa como corte, luego si se toman mas
¢ entonces no contribuyen al total y si se toman menos entonces se dejan afuera términos que si
contribuyen al total.
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"max

=m

4 R m
[ » ) 60 80

& = ¥ con aproximaciones

I » ¥ sin aproximaciones
-100 -

-150 1

Figura K.2: Representacién grifica de la sumatoria en £ partiendo en £ = m hasta £, ( gz:;),

usando los elementos de matriz y}}, con aproximaciones (puntos rojos) y sin aproximaciones (puntos

azules), es decir, sin tomar como cero a los elementos lejanos a la diagonal principal de ~, ni

tomando que es independiente de m. De esta figura se concluye que la aproximacion de tomar
los elementos nulos lejos de la diagonal es una buena aproximacién, mientras que aproximar a los
elementos 7y} como independientes de m es valida para todo m impar pero para m par solo vale
para m grande.

Por otro lado, se analiza ahora como varia el resultado de la fuerza usando las
aproximaciones (71) y (éii) en la matriz de coeficientes 7jj,. Para ello, se fija k = 0.8
y se calcula numéricamente cada término en la sumatoria en m, es decir sumando
sobre todo ¢ partiendo en ¢ = m hasta ¢,,,, (que ya sabe que es un buen corte).
En la figura K.2 se muestra el resultado obtenido de hacer el anterior procedimiento
usando por un lado la v}}, con las aproximaciones (puntos rojos) y por otro una -},
sin aproximaciones (puntos azules), es decir que se calculan todos los elementos de
v fuera de la diagonal (mientras que en la aproximacion se toman nulos) y para
distintos valores de m (mientras que en la aproximacién se toman independientes
de m). De esta figura, primero se concluye que tomar como cero a medida que se
aleja de la diagonal es una buena aproximacion, ya que en caso contrario deberia
apreciarse una mayor diferencia en todos los puntos (esto también se verifica usando
solo esta aproximacién observando que reproduce los mismos resultados). Segundo,
la aproximacién de que 7y} es independiente de m es buena para m grande pero
mala para m pequeno. Ademas, llama la atencién como esta aproximacion falla en
particular para m par, mientras que para todo m impar funciona bien.

En conclusion, de las tres aproximaciones necesarias para hacer el calculo numeéri-
co de la fuerza se observa que solo dos son buenas aproximaciones, mientras que
suponer que los elementos de matriz ), es independiente de m no es una buena
aproximacién. Resta seguir estudiando este ultimo caso, donde ademas la aproxi-
macion falla en particular para m par. Para entender mejor el comportamiento de
la solucién con m, podria estudiarse una solucién analitica de vy cuyos coeficientes
son integrales de polinomios asociados de Legendre. Para ello, puede escribirse por
ejemplo el producto de los polinomios como un desarrollo en serie de otro polinomio
de Legendre e integrar ahora solo este polinomio, luego pueden obtenerse los coefi-
cientes del desarrollo que vienen dados por los 3-j simbolos de Wigner (los cuales son
proporcionales a los coeficientes de Clebsh-Gordan) [Mavromatis y Alassar 1999].
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