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Abstract

El fenómeno de superradiancia en agujeros negros consiste en la absorción de in-
formación en forma de paquetes de onda, y al mismo tiempo la emisión de enerǵıa
en forma de ondas planas monocromáticas por parte del agujero negro. Se investigó
este fenómeno para campos escalares con carga cuando se coloca un espejo semi-
esférico concéntrico a un agujero negro estático y con carga. Se considera el sistema
agujero negro-espejo inmerso en un baño térmico a una temperatura distinta a la
del agujero negro. En primera instancia, se resolvió la ecuación de Klein-Gordon
mı́nimamente acoplada para un campo escalar cargado en espacio curvo, dado por
la métrica de Reissner-Nordström, obteniendo la condición de superradianza en el
horizonte. Luego, se cuantizó el sistema teniendo en cuenta que el baño térmico sigue
la estad́ıstica de Bose-Einstein y se calculó, mediante el tensor enerǵıa-momento del
campo, el empuje total producido cuando los modos escalares emitidos por un agu-
jero negro superradiante son reflejados por el espejo semiesférico. La forma que tiene
el sistema junto al empuje obtenido nos permite describir este resultado como un
“cohete superradiante de agujero negro” (o simplemente cohete de agujero negro),
el cual es resultado de un fenómeno clásico (superradianza) y no de un fenómeno
cuántico (radiación Hawking) como se ha estudiado en la bibliograf́ıa. Por último,
se analizaron numéricamente los resultados obtenidos tanto por la dispersión de un
campo escalar como por el cohete de agujero negro en el baño térmico. En el caso de
un campo escalar, obtenemos numéricamente las soluciones radiales que satisfacen
las condiciones de contorno, luego proponiendo algunos valores para el campo inci-
dente se observa una diferencia de comportamiento cerca del horizonte exterior del
agujero negro (donde ocurre o no la superradianza). A partir de estos resultados, se
determina la fuerza total del cohete de agujero negro en la cual se observa un pico
para cierto valor del impulso k, donde existe una divergencia debido a la distribución
de Bose-Einstein utilizada y que debe seguir siendo estudiada. Además, concluimos
que la fuerza total obtenida es una primera aproximación y que para obtener un buen
valor cuantitativo debe mejorarse en particular la aproximación numérica realizada
sobre el ı́ndice azimutal cuántico m, ya que esta falla para ciertos valores.
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1 Introducción

1. Introducción

1.1. Superradianza: Contexto Histórico

La superradiación es un proceso en el cual la radiación reflejada debido a un
sistema se ve aumentada respecto a la radiación incidente inicial. Este proceso de
amplificación de la radiación tiene larga historia que se remonta a los oŕıgenes de
la mecánica cuántica, cuando Klein demostró que la ecuación de Dirac permite que
los electrones pueden ser transmitidos incluso en regiones clásicamente prohibidas
[Klein 1929]. En 1954, Dicke introdujo el concepto de superradianza, que designa
un fenómeno colectivo por el que la radiación se amplifica por la coherencia de los
emisores [Dicke 1954]. En 1971, Zel’dovich demostró que la dispersión de la radia-
ción en superficies absorbentes en rotación da lugar, en determinadas condiciones,
a ondas de mayor amplitud [Zel’Dovich 1971, 1972]. Este fenómeno ahora es más
bien conocido como superradianza (rotacional) y requiere que la radiación incidente,
asumida monocromática de frecuencia ω, satisfaga

ω < mΩ (1.1)

con m el número azimutal respecto a una rotación axial y Ω la velocidad angular
del cuerpo. La superradianza rotacional pertenece a una mayor clase de problemas
clásicos que muestra emisión de enerǵıa espontánea o debido a un estimulo, por
ejemplo el efecto de Vavilov-Cherenkov, el efecto Doppler anómalo, y otros ejemplos
como el “movimiento superlumı́nico”. Cuando los efectos cuánticos fueron incorpo-
rados, se argumentaba que la superradianza rotacional se convertiŕıa en un proceso
espontáneo y que los cuerpos rotantes - incluyendo los agujeros negros (BHs) -
comenzaŕıan a frenarse debido a la emisión espontánea de fotones cuya enerǵıa sa-
tisface (1.1). Por otro lado, cuando se analiza superradianza de BH desde un punto
de vista termodinámico, se llega a conclusiones similares [Bekenstein 1973b; Bekens-
tein y Schiffer 1998]. Desde un punto de vista histórico, los primeros estudios de la
superradianza en BH cumplieron un papel fundamental en el descubrimiento de la
evaporación de BH [Hawking 1975, 1988].

El interés en la superradiación en BH creció recientemente en distintas áreas, co-
mo astrof́ısica y f́ısica de altas enerǵıas (v́ıa la dualidad gravedad/gauge), y aspectos
fundamentales de la Relatividad General (GR). La inestabilidad superradiante pue-
de utilizarse para restringir la masa de los grados de libertad ultraligeros [Arvanitaki,
Dimopoulos et al. 2010; Arvanitaki y Dubovsky 2011; Brito, Cardoso y Pani 2013;
Pani et al. 2012], con la importante aplicación en la búsqueda de materia oscura y en
f́ısica más allá del Modelo Estándar. La superradianza en BH también está asociada
a la existencia de nuevas soluciones asintoticamente planas de BH con pelo (“hairy
BH”) [Herdeiro y Radu 2014] y a transiciones de fase entre objetos negros (sin emi-
sión) con spin o carga en un espacio-tiempo asintoticamente anti-De Sitter (AdS)
[Cardoso y Dias 2004; Dias, Figueras et al. 2012; Dias, Horowitz y Santos 2011] o
en mayores dimensiones [Shibata y Yoshino 2010]. Finalmente, la superradiación es
fundamental para analizar la estabilidad de BHs y si ocurre un colapso gravitacional
en geometŕıas confinadas. Por otro lado, la fuerte conexión entre recientes aplicacio-
nes y el fenómeno original de superradiación no siempre fue reconocido plenamente.
Este es el caso, por ejemplo, de los modelos holográficos de los superfluidos [Hartnoll,
Herzog y Horowitz 2008] que dependen de la ruptura espontánea de la simetŕıa de los
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1 Introducción 1.2 Paradoja de Klein: Primer ejemplo de superradianza

BHs cargados en el espacio-tiempo AdS [Gubser 2008]. En AdS global, la transición
de fase asociada puede ser interpretada en términos de inestabilidad superradiante
de un BH AdS de Reissner-Nordström desencadenado por un campo escalar cargado
[Dias, Figueras et al. 2012; Hartnoll 2011].2

A partir del estudio de la inestabilidad superradiante de un BH en una geo-
metŕıa cerrada como motivación, se busca responder a la pregunta: ¿Qué pasaŕıa
si la geometŕıa no fuese cerrada? En particular, se considera un agujero negro de
Reissner-Nordström rodeado por un espejo semiesférico perfecto en un baño térmico
de part́ıculas y antipart́ıculas escalares con carga. Luego, se obtiene la fuerza total
sobre esta geometŕıa que da forma a lo que se llama “cohete de agujero negro”.

1.2. Paradoja de Klein: Primer ejemplo de superradianza

La paradoja de Klein [Klein 1929] es el primer ejemplo que podemos encontrar
del fenómeno de superradianza. Hoy en d́ıa, esta paradoja está bien estudiada tanto
para el caso bosónico como fermiónico [W. Greiner et al. 2000; Winter 1959a]. En
particular, como más adelante se trabaja con un campo escalar escalar cargado,
se presenta en esta sección la paradoja de Klein para el caso bosónico. En este
caso, resulta que al tratar con un campo escalar cargado y la ecuación de Klein-
Gordon con un potencial del tipo escalón puede producirse la creación de pares de
part́ıculas cargadas cuando el potencial lo es suficientemente fuerte [Hund 1941]. Es
interesante destacar que este resultado puede verse como precursor de los resultados
de la teoŕıa de campos moderna de Schwinger [Schwinger 1951] y Hawking [Hawking
1975], quienes demostraron que la creación espontánea de pares de part́ıculas es
posible en presencia de un campo electromagnético (EM) fuerte y de un campo
gravitatorio, tanto para bosones como para fermiones. De hecho, hoy se sabe que
la resolución de la “antigua” paradoja de Klein es debido a la creación de pares
part́ıcula-antipart́ıcula en la barrera de potencial [Pani et al. 2012], lo que explica
la parte transmitida no amortiguada.

Se considera un campo escalar sin masa mı́nimamente acoplado con un campo
EM generado por un potencial Aµ de dimensión (1+1), cuya ecuación de movimiento
sera la ecuación de Klein-Gordon

(∂µ − ieAµ)(∂
µ − ieAµ)Φ = 0 (1.2)

donde e es la carga del campo escalar. Para simplificar, consideremos un potencial
externo Aµ = (A0, 0), con el comportamiento asintótico

A0 →

{
0 si x → −∞
V si x → +∞

(1.3)

Usando el ansatz Φ = e−iωt, la ecuación 1.2 puede separarse obteniendo la ecuación
diferencial ordinaria (EDO)

d2f

dx2
+ (ω − eA0)

2f = 0 (1.4)

2Un estudio más detallado sobre los acontecimientos historicos de la superradianza puede en-
contrarse en [Brito, Cardoso y Pani 2020]
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1.2 Paradoja de Klein: Primer ejemplo de superradianza 1 Introducción

Se considera un haz de part́ıculas proveniente desde −∞ y dispersado debido al
potencial con una amplitud de reflexión y transmisión R y T respectivamente. Con
estas condiciones de contorno, resulta de la EDO (1.4) que la solución de la ecuación
1.2 se comporta asintóticamente como{

f(x) = Ieiωx +Re−iωx cuando x → −∞
f(x) = T eikx cuando x → +∞

(1.5)

donde

k = ±(ω − eV ) (1.6)

Para definir el signo de ω debemos ver la velocidad de grupo vg

vg =
∂ω

∂k
= ±1 (1.7)

Para la parte incidente y transmitida de la onda, se requiere que la velocidad de
grupo sea positiva, vg > 0, tal que viajen de izquierda a derecha en la dirección x.
Por lo tanto, tomamos ω > 0 y el signo positivo en (1.6).

Los coeficientes de reflexión y transmisión dependen de la forma espećıfica del
potencial A0. Sin embargo, como la EDO (1.4) es del tipo Sturm-Liouville, se sabe
que las 2 soluciones linealmente independientes f1 y f2 satisfacen que el Wronskiano

W =

[
f1
df2
dx

− f2
df1
dx

]
x=x′

(1.8)

es conservado, donde este Wronskiano esta evaluado en x′ donde se satisface la con-
dición de contorno. Por otro lado, de la ecuación (1.4) se observa que si f es solución
entonces f ∗ es otra solución linealmente independiente (la EDO tiene coeficientes
constantes). Entonces tomando las soluciones linealmente independientes f1 = f y
f2 = f ∗, resulta que la definición del Wronskiano coincide con la definición de la
densidad de corriente de la part́ıcula. Evaluando el Wronskiano, o equivalentemente
la densidad de corriente de la part́ıcula, y usando las soluciones (1.5) que satisfacen
las condiciones de contorno (es decir en ±∞) se obtiene

|R|2 = |I|2 − ω − eV

ω
|T |2 (1.9)

Entonces, para

0 < ω < eV (1.10)

resulta posible obtener una amplificación superradiante de la corriente reflejada, es
decir |R| > |I| (fenómeno de superradiación).

La superradianza se puede relacionar con la creación de pares al estudiar el
potencial usado en la paradoja de Klein. Para ello, se considera un modo superra-
diante que satisfaga la relación (1.10) y sea P ≤ 1 la probabilidad de producción
espontánea de un sólo par de part́ıcula-antipart́ıcula. Como se trata del caso bosóni-
co, estas part́ıculas siguen la distribución de Bose-Einstein [Hansen y Ravndal 1981],
luego el número medio de part́ıculas n̄ viene dado por:

n̄ =
1

P−1 − 1
(1.11)

10



1 Introducción 1.3 Superradiación en agujeros negros

Ahora, usando el procedimiento de la segunda cuantización, el número producido
de pares en un dado estado en la región superradiante (1.10) es [Manogue 1988]

n̄ =

∣∣∣∣ω − eV

ω

∣∣∣∣ |T |2 (1.12)

Por lo tanto, de la definición (1.11) se ve que n̄ → ∞ cuando P → 1 y n̄ → 0 cuando
P → 0. Luego, las ecuaciones (1.9), (1.11) y (1.12) muestran que |R|2 → |I|2 cuando
P → 0, entonces la superradianza es posible solo cuando P ̸= 0, es decir que la
superradianza ocurre debido a la creación espontánea de pares.

En conclusión, la paradoja de Klein es un ejemplo de superradiación donde la ra-
diación incidente se ve amplificada. Este fenómeno se interpreta como la existencia
de una probabilidad no nula de que se creen espontáneamente un par part́ıcula-
antipart́ıcula. Sin embargo, si bien los fenómenos de superradianza y de creación
espontánea de pares en campos fuertes están relacionados, son diferentes. De hecho,
la creación de pares sin superradiación puede ocurrir siempre y cuando este permi-
tida energéticamente. Por otro lado, la superradiación es suficiente para asegurar la
existencia de la creación espontánea de pares. Este resultado es bien conocido en
BH, por ejemplo si bien para un BH de Schwarzschild no es posible la superradiación
(como se ve en la siguiente sección), hay emisión de radiación Hawking [Hawking
1975] (esto último puede considerarse como el análogo gravitacional a la creación de
pares en presencia de un campo EM fuerte). Por último, cabe destacar que en este
proceso de superradianza se conserva la enerǵıa, como puede verse por ejemplo en
un experimento hipotético [Winter 1959b].

1.3. Superradiación en agujeros negros

En Relatividad General clásica, un agujero negro (BH) es una región del espacio-
tiempo delimitada por un horizonte de eventos al cual es posible acceder desde el
exterior pero no es posible escapar desde el interior [Hawking y Ellis 2011]. Entonces,
según esta descripción, la información que entra a un BH queda atrapada y ningún
observador externo puede acceder a ella. Resulta intrigante entonces que exista un
proceso clásico como la superradiación que nos permita extraer enerǵıa de un BH.
Sin embargo, para que este proceso se lleve a cabo no puede tratarse simplemente de
un BH de Schwarzschild (caracterizado únicamente por su masa M) ya que si una
part́ıcula cae al BH entonces su área aumenta o, termodinámicamente hablando,
la entroṕıa del BH aumenta [Bekenstein 1973a]. Como ya hemos mencionado en la
sección 1.1, el primer tipo de BH donde se encuentra superradianza es en BH rotantes
(BH de Kerr). El proceso de superradianza funciona de la misma manera que la
paradoja de Klein estudiada en la sección 1.2: existe una amplificación de ondas
incidentes al BH de Kerr, siempre y cuando la frecuencia ω y el número cuántico
azimutal m satisfagan la condición de superradiación ω < mΩ+, donde Ω+ es la
velocidad angular del horizonte exterior de Kerr [Bardeen, Press y Teukolsky 1972;
Press y Teukolsky 1972]. En este caso, la extracción de enerǵıa y en consecuencia el
decrecimiento de la masa M de un BH, necesariamente debe ser acompañado por la
extracción del momento angular (y en consecuencia una disminución del spin J) del
BH. De hecho, puede demostrarse [Christodoulou 1970] que el proceso análogo para
part́ıculas de este proceso – el proceso de Penrose [Penrose 1969] – es irreversible, por
ende el área del BH nunca decrece [Christodoulou y Ruffini 1971]. Además, debido
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1.3 Superradiación en agujeros negros 1 Introducción

a la identificación de la entroṕıa como el área del BH [Bardeen, Carter y Hawking
1973; Bekenstein 1973a] resulta que lo que estamos extrayendo del BH es enerǵıa
rotacional y no información.

El mecanismo de superradianza ocurre también en BH de Reissner-Nordström
(RN) de la misma manera a como ocurre en BH de Kerr, donde ahora se ve amplifi-
cada una onda cargada (necesariamente debe estar cargada, como se ve en detalle en
la sección 1.3.2) siempre y cuando la frecuencia ω y la carga q satisfagan la condición
de superradianza ω < qh(r+) donde h(r+) es el potencial en el horizonte exterior r+
[Bekenstein 1973b]. En este caso, la extracción de enerǵıa del BH de masa M ne-
cesariamente debe estar acompañada por la extracción de carga (y en consecuencia
hay una disminución de la carga Q del BH), tal que el área/entroṕıa del BH siempre
aumente.

El fenómeno de superradianza existe en geometŕıas de Kerr y RN donde es posible
extraer enerǵıa de estos BH, entonces ahora cabe preguntarse sobre la estabilidad
de estos modos superradiantes y cómo es posible usar la enerǵıa extráıda del BH.
Un primer enfoque sobre estas preguntas es considerar un BH (originalmente de
Kerr [Zel’Dovich 1971], luego de RN [Degollado, Herdeiro y Rúnarsson 2013]) en
un background que atrape los modos superradiantes en las cercańıas del BH, este
mecanismo funciona cualitativamente aśı: se coloca un BH rodeado por un espejo
esférico perfecto, luego los modos superradiantes dispersados y amplificados por el
BH son reflejados en el espejo retornando al BH, convirtiéndolos en una inestabilidad
en este background. Este mecanismo se denomina bomba de agujero negro [Press
y Teukolsky 1972], está bien estudiado tanto para BH de Kerr como de RN. Entonces,
partiendo como motivación con la bomba de BH, una pregunta que surge es ¿qué
pasaŕıa si la configuración no fuese cerrada? Es decir, si en lugar de imponer las
condiciones de contorno de un espejo esférico perfecto se usase un espejo semiesférico,
luego cabŕıa esperar que los modos superradiantes dispersados por el BH y reflejados
por el espejo interactúen con el background de manera no despreciable, generando
un impulso sobre el espejo. Esta configuración de BH y espejo semiesférico se llama
cohete superradiante de agujero negro (o simplemente cohete de BH), y en particular
se estudia el caso de un BH de RN. Para ello, se introduce la geometŕıa de RN y
luego se ve con más detalle la bomba de BH cargado, el cual brinda un entendimiento
inicial sobre la superradiación en BH con carga.

1.3.1. Agujeros negros con carga

En el problema a resolver se considera un BH estático y cargado, el cual está
caracterizado solamente por su masa M y su carga Q. La solución de la ecuación
de Einstein en este caso viene dada por la métrica de Reissner-Nordström [Carroll
2014, sec 6.5]:

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
(1.13)

con

f(r) =

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
(1.14)

donde se trabaja con las unidades de Planck c = 1, G = 1 y 4πϵ0 = 1 (además
kB = 1 y ℏ = 1 como se usa más adelante). Esta métrica se obtiene de la misma
manera como se obtiene la de Schwarzschild proponiendo una solución esféricamente
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1 Introducción 1.3 Superradiación en agujeros negros

simétrica y estática, pero ahora el cuerpo no está en el vaćıo aislado sino que esta en
un espacio inmerso en un campo eléctrico estático. Luego el T µν es no nulo, sino que
vendrá dado por el tensor electromagnético [Hobson, Efstathiou y Lasenby 2006, sec
12]:

T µν = − 1

4π

(
F µρF ν

ρ − 1

4
gµνFρσF

ρσ

)
(1.15)

y el Fµν es el correspondiente al de un campo eléctrico uniforme radial:

[Fµν ] = E(r)


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (1.16)

donde en principio E(r) es una función arbitraria de la variable r que puede ser
interpretada como la componente radial del campo E cuando r → ∞. Resolviendo
en conjunto las ecuaciones de Einstein y Maxwell (con la tetra-corriente Jµ = 0 ya
que se esta fuera de la distribución de carga) se obtiene la métrica (1.13) con las
constantes M y Q, pero también se obtiene E(r) que, como era de esperarse, es el
campo de una carga puntual (i.e. el BH):

E(r) =
Q

r2
(1.17)

Es decir el campo de una carga puntual en un cierto marco de referencia donde se
observa el BH estático (los resultados serán validos en cualquier marco de referencia
usando la notación covariante). Luego, el potencial es:

Aµ = (h(r), 0, 0, 0) (1.18)

con

h(r) = −Q

r
+ µ (1.19)

donde el potencial qúımico µ aparece porque en lugar de considerar el campo en el
vaćıo (o lo que es lo mismo, a T = 0K), resulta interesante considerarlo inmerso
en un baño de part́ıculas con un µ (o lo que es lo mismo, en un baño térmico con
T ̸= 0). Se trabaja el campo en el gauge de Lorenz:

∇µA
µ = 0 (1.20)

donde la derivada covariante de un vector V ν se define como [Carroll 2014, sec 3]:

∇µV
ν = ∂µV

ν + Γν
µλV

λ (1.21)

donde los śımbolos de Christoffel Γν
µλ se escriben uńıvocamente en términos de la

métrica:

Γλ
µν =

1

2
gλσ (∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν) (1.22)

En el caso de una derivada covariante de una función escalar, como la función no
depende de la base vectorial (es escalar) entonces

∇µϕ = ∂µϕ (1.23)
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1.3 Superradiación en agujeros negros 1 Introducción

Definiendo un vector como
V µ = ∂µϕ (1.24)

y usando la definición de la derivada covariante de un vector, se puede probar la
siguiente propiedad [Carroll 2014, pág 101]:

∇2ϕ = ∇µ∇µϕ =
1√
|g|

∂µ

(√
|g|gµν∂νϕ

)
(1.25)

donde |g| es el determinante de la métrica [gµν ].
Se considera la estructura de la geometŕıa de Reissner-Nordström, es decir la

solución de las ecuaciones de campo acopladas de Einstein–Maxwell para una carga
puntual localizada en el origen r = 0, en cuyo caso la métrica RN es válida para
valores positivos de r. Calculando el invariante de Kretschmann [Gkigkitzis, Haranas
y Ragos 2014],

K = RµνρσR
µνρσ =

48M2

r6

(
1 +

2Q2

rM
+

7Q4

48r2M2

)
(1.26)

resulta que la única singularidad es en r = 0. Luego la métrica (1.13) en las coorde-
nadas de Schwarzschild (t, r, θ, ϕ) tiene un horizonte de eventos cuando:

f(r) ≡ 1− 2M

r
+

Q2

r2
= 0 (1.27)

De resolver esta ecuación cuadrática se obtienen las ráıces:

r± = M ±
(
M2 −Q2

) 1
2 (1.28)

Luego hay 3 casos diferentes dependiendo de la relación entre los parámetros M y
Q del BH :

Si M2 < Q2, se obtiene que r± son ambos imaginarios y la métrica es regular
para todos los valores de r positivos (pero aún tiene la singularidad en r = 0).
Este caso no es considerado f́ısicamente real ya que la singularidad r = 0 es
una singularidad desnuda, i.e. es una singularidad que no esta rodeada por un
horizonte.

Si M2 > Q2 se tienen 2 ráıces reales en r = r±, i.e. tiene dos horizontes.
Para r > r+, la función f(r) es positiva entonces las coordenadas t y r son
tipo-tiempo y tipo-espacio respectivamente. En la región r− < r < r+, f(r)
se vuelve negativo y la naturaleza f́ısica de las coordenadas t y r se invierte.
Luego, una part́ıcula masiva o un fotón que penetre la superficie r = r+ desde
afuera deberá moverse en la dirección decreciente de r (i.e. no puede escapar
como ocurre con Schwarzschild), entonces r = r+ es un horizonte de eventos.
Pero ahora, a diferencia de Schwarzschild, la part́ıcula cae irreversiblemente
solamente hasta r = r− porque para r < r− la función f(r) es nuevamente
positiva y t y r recuperan su comportamiento tipo-tiempo y tipo-espacio. En
la región r = r− se puede mover “libremente” (como para r > r+). Analizando
la trayectoria radial de un fotón en las coordenadas avanzadas de Eddington-
Finkelstein se obtiene un gráfico como se muestra en la figura 1.1, donde puede
observarse que en este caso lo que queda es un agujero negro con forma de
cascaron cuyos radios son los horizontes r+ y r−.
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Figura 1.1: Trayectoria de un fotón en la métrica Reissner-Nordström en las coordenadas avanzadas
de Eddington-Finkelstein.
Fuente: [Hobson, Efstathiou y Lasenby 2006, sec 12.7, pág 303]

Si M2 = Q2 (llamado agujero negro de RN extremo), f(r) es positivo en todos
lados excepto en r = M donde es igual a 0, es decir r es tipo-espacio en todos
lados excepto en r = M donde se vuelve nulo. Por lo tanto, hay un horizonte
de eventos en r = M . Este caso es prácticamente el mismo que el anterior
pero sin la región r− < r < r+, luego si el caso anterior es un cascarón esférico
entonces este caso corresponde a una esfera hueca. Lo que es más, el cero de
la función f(r) en este caso es doblemente cero, es decir que es un cero de la
derivada también.

1.3.2. Motivación: Bomba de agujero negro cargado

Se presenta ahora la bomba de BH con carga y algunos resultados [Degollado,
Herdeiro y Rúnarsson 2013] que son introductorios para el cohete de BH (un BH
cargado rodeado por un espejo semiesférico perfecto). Primero, para obtener mo-
dos superradiantes necesitamos que el campo incidente este cargado, además resulta
natural que sea masivo, en vista de las part́ıculas fundamentales conocidas. Se con-
sidera por simplicidad a este campo cargado y masivo como un campo escalar en
un espacio curvo dado por la métrica de RN (1.13). El comportamiento estándar
del campo es que asintóticamente en infinito decae exponencialmente, puede demos-
trarse que para que se cumpla esta condición se requiere que qQ < Mmp (donde
mp es la masa de la part́ıcula bajo estudio)[Furuhashi y Nambu 2004]. Sin embargo,
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Figura 1.2: Parte imaginaria de la frecuencia versus el radio del espejo rm para distintas relaciones
entre la carga q y la masa µ = 0.3 del campo escalar (en nuestra notación, llamamos mp a la masa).
Se incluye también la ĺınea Im(ω) = 0 para ayudar a visualizar donde Im(ω) > 0.
Fuente: [Degollado, Herdeiro y Rúnarsson 2013]

en esta última referencia también se demuestra que esta condición no puede satisfa-
cerse simultáneamente con la condición de superradiación, es decir, para los modos
superradiantes.

En el párrafo anterior se presenta evidencia de que un estado no puede satisfacer
la condición de contorno en infinito y en el BH (es decir superradiación) simultánea-
mente. Una manera de alterar la condición en infinito es colocando un espejo esférico
perfecto a una distancia radial rm tal que el campo se anule exactamente a esta dis-
tancia y a la respectiva frecuencia determinada por la posición del espejo [Cardoso,
Dias et al. 2004; Dolan 2007; Press y Teukolsky 1972]. Como uno puede poner el
espejo a una distancia arbitraria, el campo escalar puede tener frecuencias en el
régimen superradiante. En la figura 1.2 se muestran los resultados obtenidos en [De-
gollado, Herdeiro y Rúnarsson 2013], puede observarse que cuando la relación q

mp
es

la unidad entonces para ninguna carga Q del BH se obtiene la condición Im(ω) > 0,
es decir no hay modos superradiantes. A medida que aumenta esta relación, exis-
te un valor mı́nimo para el radio del espejo tal que la parte imaginaria se vuelve
positiva para determinado Q. Estos resultados llevan a las siguientes interpretacio-
nes. Primero, los modos superradiantes tienen una frecuencia máxima, es decir que
tendrán una longitud de onda mı́nima y por ende un radio mı́nimo del espejo a
partir del cual Im(ω) > 0. Segundo, un análisis del área del BH de RN muestra
que el crecimiento del área requiere que el cociente entre las cantidades extráıdas
de carga dQ y de masa dM sea mayor a la unidad. De hecho, si el área A = 4πr2+
aumenta una pequeña cantidad dA, entonces requiriendo que dA > 0 se obtiene

dA =
∂A

∂M
dM +

∂A

∂Q
dQ ⇒ dQ

dM
> 1 (1.29)

Además, resulta que para obtener la máxima amplificación del campo escalar se
necesita (i) que el BH sea extremo, o al menos cerca del extremo, y (ii) el campo
escalar debe ser lo más liviano posible pero con la mayor carga posible.

En resumen, del estudio de la bomba de BH cargado realizado en [Degollado,
Herdeiro y Rúnarsson 2013] cabe preguntarse qué pasaŕıa si en lugar de imponer
las condiciones de contorno debido a un espejo esférico cerrado entorno al BH, se

16



1 Introducción 1.3 Superradiación en agujeros negros

Figura 1.3: Representación gráfica del sistema BH-Espejo semiesférico perfecto con el que se tra-
baja, donde se considera al espejo colocado en el hemisferio inferior.

considerase un espejo semiesférico como se muestra en la figura 1.3. Se quiere estu-
diar como se comporta este sistema al considerar part́ıculas cargadas con distintas
enerǵıa e incidiendo en distintas direcciones, es decir, considerando tanto los modos
superradiantes como los que no. Para ello, se coloca el sistema BH-espejo en un baño
térmico de part́ıculas y antipart́ıculas con un potencial qúımico µ y que siguen la
distribución de Bose-Einstein (BE). Para tener en cuenta el baño térmico, se tienen
que cuantizar los campos de manera similar a como se hizo en la paradoja de Klein
(sec. 1.2). Luego, se obtiene la fuerza neta sobre la configuración BH-espejo debido
al background térmico, este resultado y la forma que tiene el sistema bajo estudio
es lo que motiva el nombre de cohete de BH. Finalmente, se analiza este resultado
numéricamente, donde clásicamente se obtienen resultados similares al caso de la
bomba de BH para el comportamiento de los modos superradiantes y se obtiene una
estimación de la fuerza de empuje de nuestro cohete de BH para ciertas caracteŕısti-
cas del BH y de los campos. Estos temas se abordan de la siguiente manera:

En la sección 2 se estudia un campo escalar clásico con carga en espacio cur-
vo (métrica de RN), se obtiene la ecuación de movimiento de este campo y
se imponen las condiciones de contorno en el BH, en el espejo y en infini-
to obteniendo aśı el campo en todo el espacio para determinada onda plana
incidente.

En la sección 3 se procede con la cuantización del campo obtenido clásica-
mente considerando part́ıculas incidiendo desde todas direcciones con distin-
tas enerǵıas y que siguen la distribución BE. Luego se obtiene el tensor de
enerǵıa-momento del sistema con el cual se obtiene la fuerza de empuje sobre
el cohete de BH.

En la sección 4 se analizan los resultados anaĺıticos obtenidos tanto en el caso
clásico como en el caso cuántico, obteniendo finalmente una primera estimación
de la fuerza.
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2. Dispersión de un Campo Escalar

El objetivo es estudiar el fenómeno de superradianza en un agujero negro con
carga, como el introducido en la sección 1.3.1, e imponiendo condiciones de contorno
colocando un espejo semiesférico perfecto con el BH concéntrico (de manera similar
a la bomba de agujero negro estudiada en la sección 1.3.2, pero ahora el espejo en
lugar de estar cerrado esta abierto). Para tener en cuenta part́ıculas con distintas
enerǵıas y amplitudes se considera este sistema de BH-espejo embebido en una en
un baño térmico de part́ıculas y antipart́ıculas cargadas con potencial qúımico µ
y que seguirán la estad́ıstica de Bose-Einstein (por tratarse de part́ıculas escalares
de spin 0). Luego se obtiene el empuje ejercido sobre una superficie que rodea al
sistema a partir del T µν . Tratando este problema por pasos, primero consideraremos
solamente un campo escalar cargado en lugar del baño térmico, con las condiciones
de contorno que impondrán el BH y el espejo perfecto, para luego usar este resultado
para la cuantización del campo y considerar el baño de part́ıculas.

2.1. Dinámica de un campo escalar cargado

Se considera un campo escalar de masa mp y con carga e, cuya ecuación de
movimiento viene dada por la ecuación de Klein-Gordon:[

∂µ∂
µ −m2

p

]
Φ = 0 (2.1)

donde nuevamente se toman las unidades de Planck c = 1 y ℏ = 1. Acoplando las
interacciones electromagnéticas v́ıa la sustitución:

pµ → pµ − eAµ , ∂µ → ∂µ − ieAµ (2.2)

Se obtiene la ecuación de Klein-Gordon para un campo escalar con carga:

(∂µ − ieAµ) (∂
µ − ieAµ) Φ−m2

pΦ = 0 (2.3)

Esta ecuación es relativista pero no tiene en cuenta la curvatura del espacio-tiempo.
Se puede tener en cuenta la curvatura simplemente reemplazando las derivadas par-
ciales ∂µ por las derivadas covariantes ∇µ:

gµν (∇µ − ieAµ) (∇ν − ieAν) Φ−m2
pΦ = 0 (2.4)

Esta es la ecuación de movimiento general para un campo escalar cargado de masa
mp y carga e en un espacio curvo. En este caso la métrica es de Reissner-Nordström
dada por (1.13) y las ecuaciones pueden resolverse teniendo en cuenta la introducción
presentada en la sección 1.3.1. Primero, usando que la métrica es diagonal,

gµµ (∇µ − ieAµ) (∇µ − ieAµ) Φ−m2
pΦ = 0 (2.5)

gµµ
(
∇µ∇µ − ieAµ∇µ − e2AµAµ

)
Φ− iegµµ∇µ(AµΦ)−m2

pΦ = 0 (2.6)

gµµ
(
∇µ∇µ − ieAµ∇µ − e2AµAµ

)
Φ− iegµµ(Φ∇µAµ + Aµ∇µΦ)−m2

pΦ = 0 (2.7)
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En el gauge de Lorenz (1.20),

gµµ
(
∇µ∇µ − i2eAµ∇µ − e2AµAµ

)
Φ−m2

pΦ = 0 (2.8)

Observando la definición del Aµ dada por (1.18), la única componente no nula es t
luego (

∇2 − gtti2eAt∇t − gtte2(At)
2
)
Φ−m2

pΦ = 0 (2.9)

Como la derivada covariante actúa sobre una función escalar, usando la definición
de la función escalar y la propiedad (1.25) (y usando de nuevo que la métrica es
diagonal) se tiene(

1√
|g|

∂µ

(√
|g|gµµ∂µ

)
− gttieAt∂t − gtte2(At)

2

)
Φ−m2

pΦ = 0 (2.10)

Para la métrica de Reissner-Nordström introducida en la sección 1.3.1, su determi-
nante es

|g| = det([gµν ]) = −r4 sin2 θ (2.11)

Enfocándose en el primer término de (2.10), desarrollando la sumatoria y viendo
que la métrica sólo depende de r y θ se tiene

1√
|g|

∂µ

(√
|g|gµµ∂µ

)
= gtt∂2

t +
1√
|g|

(
∂r

(√
|g|grr∂r

)
+ ∂θ

(√
|g|gθθ∂θ

))
+ gϕϕ∂2

ϕ

(2.12)
Juntando todo en (2.10) se tiene

0 =

[
gtt∂2

t +
1√
|g|

∂r

(√
|g|grr∂r

)
+ gϕϕ∂2

ϕ − gtti2eAt∂t − gtte2A2
t −m2

p

+
1√
|g|

∂θ

(√
|g|gθθ∂θ

)]
Φ (2.13)

Reemplazando por los valores de la métrica (1.13),

0 =

[
− 1

f(r)
∂2
t +

1

r2
∂r
(
r2f(r)∂r

)
+

1

r2

(
1

sin θ
∂θ (sin θ ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

∇2
Ω

+
1

f(r)

(
i2e h(r)∂t + e2h(r)2

)
−m2

p

]
Φ (2.14)

donde ya se ha llamado por simplicidad en la sección 1.3.1:

f(r) = 1− 2M

r
+

Q2

r2
y h(r) = At = −Q

r
+ µ (2.15)

Acomodando un poco, finalmente se tiene

1

r2
∂r
(
r2f(r)∂rΦ

)
+

(
1

r2
∇2

Ω − 1

f(r)
(∂t − ie h(r))2 −m2

p

)
Φ = 0 (2.16)
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Esta es la ecuación de movimiento que queda por resolver ahora, que además tendrá
que satisfacer ciertas condiciones de contorno impuestas por el BH y el espejo semi-
esférico perfecto. Estos campos resultan ser complejos, puede verse una demostración
en [Pani et al. 2012, sección 4.4] donde se reescribe la ecuación de movimiento de-
finiendo un potencial efectivo, luego asumiendo que este potencial es real (como es
el caso de un BH con carga) y usando que el background es estacionario, entonces
las ecuaciones de movimiento son invariantes frente a las transformaciones t → −t
y ω → −ω; por lo tanto, existe otra solución Φ̄ que satisface las condiciones de
contorno complejas.

Se quiere encontrar una solución de la ecuación (2.16). Primero puede obser-
varse que la dependencia angular esta contenida solamente en ∇2

Ω, operador cuyas
autofunciones y autovalores conocemos [Weisstein 2022d]:

∇2
ΩY

m
ℓ (θ, ϕ) = −ℓ(ℓ+ 1)Y m

ℓ (θ, ϕ) (2.17)

con ℓ > 0 y −ℓ < m < ℓ, y los armónicos esféricos (las autofunciones de ∇2
Ω) vienen

dados por

Y m
ℓ (θ, ϕ) =

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ (2.18)

donde Pm
ℓ (cos θ) son los polinomios asociados de Legendre. Por otro lado, para la

dependencia temporal se considera una solución exponencial con enerǵıa ω.
Proponiendo entonces una solución producto de la forma:

Φ(r, θ, ω, t) = Rℓ(r)Y
m
ℓ (θ, ϕ)e−iωt (2.19)

donde ya se escribe R(r) = Rℓ(r) para enfatizar la dependencia de la parte radial
de la solución con ℓ (además de ω). Insertando la solución propuesta (2.19) en la
ecuación de movimiento (2.16), se obtiene la ecuación diferencial radial del campo:

1

r2
∂r
(
r2f(r)∂rRℓ(r)

)
+

(
(ω + e h(r))2

f(r)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
−m2

p

)
Rℓ(r) = 0 (2.20)

Puede observarse que esta ecuación homogénea es del tipo Sturm-Liouville donde,
usando la notación usual, tenemos p(r) = −r2f(r) y q(r) es el paréntesis en el otro
termino multiplicado por r2. Por lo tanto, la solución general, que es combinación
de la solución producto propuesta, es:

Φ(r, θ, ω, t) = e−iωt
∑
ℓ,m

αω
ℓmRℓ(r)Y

m
ℓ (θ, ϕ) (2.21)

donde los coeficientes αω
ℓm se obtienen de imponer las condiciones de contorno del

problema, que en este caso son en el horizonte exterior r+, en el espejo y en infinito
(el espacio es asintóticamente plano).

Para implementar las condiciones de contorno se separa la solución en diferentes
regiones como puede verse en la figura 2.1. Primero se obtiene una solución valida
dentro la geometŕıa BH-espejo la cual se llama Φ−(x) y que satisface la condición
de contorno en el horizonte r+. Por otro lado, se obtiene una solución en la región
exterior al BH-espejo la cual se llama Φ+(x) y que satisface las condiciones de
contorno requeridas en infinito. Luego, juntando estas soluciones en el espejo (con
las condiciones de contorno necesarias para que esto ocurra) se obtiene el campo en
todo el espacio.
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Figura 2.1: Representación gráfica del agujero negro con carga y del espejo semiesférico perfecto a
estudiar (colocado solamente en el hemisferio inferior), donde se separa el campo en las regiones
exteriores e interiores a esta configuración (Φ+(x) y Φ−(x) respectivamente).

2.2. Condiciones de contorno

2.2.1. Horizonte: Superradianza

Para saber que condiciones de contorno poner en el horizonte exterior r+, se
analiza el comportamiento de la ecuación (2.20) en este ĺımite. Para ello, se desarrolla
f(r) entorno a r+ (que es ráız de f(r)) a orden dominante cuando r → r+ (primero
no nulo):

f(r) =�
���f(r+) + f ′(r+)(r − r+) +O[(r − r+)

2] (2.22)

Recordando la definición (1.14) de f(r), se calcula la derivada

f ′(r+) =
2

r2+

(
rg −

q2

r+

)
= 4πTBH (2.23)

donde se usa la definición de la temperatura de un BH TBH [EE et al. 2010]. Luego,
se tiene

f(r) ≈ 4πTBH (r − r+) (2.24)

Similarmente, se desarrolla h(r) pero en este caso el termino de orden cero no se
anula y es quien domina cuando r → r+, entonces

h(r) = h(r+) +O[(r − r+)] (2.25)

Insertando estos desarrollos en la ecuación (2.20),

4πTBH

r2
∂r
(
r2(r − r+)∂rRℓ(r)

)
+

(
(ω + e h(r+))

2

4πTBH (r − r+)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
−m2

p

)
Rℓ(r) = 0

(2.26)
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Como se esta en el ĺımite de r cercano a r+, pueden despreciarse algunos términos
frente al orden dominante (r − r+)

−1. Más aún, llamando a la frecuencia superra-
diante ωs

3:
ωs = −e h(r+) (2.27)

se tiene

4πTBH

r2
∂r
(
r2(r − r+)∂rRℓ(r)

)
+

(ω − ωs)
2

4πTBH (r − r+)
Rℓ(r) = 0 (2.28)

Desarrollando la derivada y ordenando un poco,

r − r+
r2

(r2(r− r+)∂
2
rRℓ(r) + 2r(r− r+)∂rRℓ(r) + r2∂rRℓ(r)) +

(
ω − ωs

4πTBH

)2

Rℓ(r) = 0

(2.29)

(
r − r+
r2

[r2(r − r+)∂
2
r + (2r(r − r+) + r2)∂r] +

(
ω − ωs

4πTBH

)2
)
Rℓ(r) = 0 (2.30)

Nuevamente, como se esta en el ĺımite r → r+, se queda a orden dominante. Final-
mente se obtiene aśı que la ecuación radial (2.20) cuando r → r+ toma la forma:(

(r − r+)
2∂2

r + (r − r+)∂r +

(
ω − ωs

4πTBH

)2
)
Rℓ(r) = 0 (2.31)

Esta ecuación puede resolverse fácilmente. Primero, llamando por simplicidad

r̃ = r − r+ y κ =
ω − ωs

4πTBH

(2.32)

La ecuación puede escribirse simplemente como(
r̃2∂2

r̃ + r̃∂r̃ + κ2
)
Rℓ(r̃) = 0 (2.33)

Esta es una ecuación de Euler cuya solución es de la forma r̃n, donde n se obtiene
reemplazando en la ecuación. Haciendo esto, se encuentra que n = ±iκ y que las
soluciones independiente son r̃±iκ, o lo que es lo mismo e±iκ log(r̃). En este último caso,
se observa que las soluciones representan una onda incidente o saliente dependiendo
del signo. Como sabemos que las ondas salientes no son f́ısicamente posible (seŕıan
ondas salientes desde el interior del BH, lo cual no es posible), entonces la condición
de contorno en el BH deja solamente las ondas entrantes al BH (queda el signo
menos).

En conclusión, se encuentra que la solución radial (la cual se llama uℓ(r)) para
r → r+ toma la forma:

uℓ(r) ≃ e−iκ log(r−r+) (2.34)

donde

κ =
ω − ωs

4πTBH

(2.35)

3El echo de que h(r+) sea no nulo implica entonces que haya superradiación, tiene significado
f́ısico y no puede simplemente anularse este potencial en el horizonte mediante una transformación
de gauge.
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2.2 Condiciones de contorno 2 Dispersión de un Campo Escalar

Figura 2.2: Soluciones uℓ(r) (parte real e imaginaria) de la ecuación (2.20) obtenidas numéricamente
imponiendo la condición de contorno correspondiente al BH. La ĺınea vertical negra indica donde
se encuentra el horizonte exterior r+, mientras que la ĺınea roja indica la distancia radial rm donde
se coloca el espejo semiesférico perfecto. En el panel derecho se tiene un zoom de la región cercana
a donde se coloca el espejo. Se gráfica para los valores arbitrarios k = 1.5 y ℓ = 55, además, para
los demás parámetros que caracterizan el sistema (detallados en la sección 4), se usan los valores
de la tabla 4.1.

Teniendo en cuenta la dependencia temporal de la solución, se tiene que cerca del
BH:

uℓ(r, t) ≃ e−iκ log(r−r+)−iωt (2.36)

Recordando la definición de la velocidad de grupo,

vg ≡
∂ω

∂k
(2.37)

donde en este caso, k = −κ (comparando la solución obtenida con la forma de
una onda plana mediante la cual se define vg). Se puede obtener vg simplemente
diferenciando la definición de κ y despejando, obteniendo

vg = −4πTBH (2.38)

Por otro lado, la velocidad de fase se define como:

vp ≡
ω

k
(2.39)

De nuevo, en este caso k = −κ por lo que la velocidad de fase será (a partir de la
definición de κ)

vp =
4πTBH
ωs

ω
− 1

(2.40)

Luego por un lado se tiene una velocidad de grupo vg la cual siempre es negativa
(ec. (2.38)) indicando que el paquete de onda (es decir “información”) cae dentro del
BH. Pero si ωs > ω entonces se tiene una velocidad de fase vp que se vuelve positiva
(ec. (2.40)) indicando que ondas planas (es decir “enerǵıa”) esta siendo radiada desde
el horizonte. Este es el fenómeno de superradianza introducido previamente en la
sección 1.3. Efectivamente, recordando la definición de la frecuencia superradiante
(2.27), puede escribirse que existen modos superradiantes cuando ω < eh(r+) donde
e es la carga de la part́ıcula y h(r+) es el potencial evaluado en el horizonte del BH.

En conclusión, cuando se observa la solución radial uℓ(r) cerca del BH (2.34)
aparecen los modos superradiantes, sin embargo para obtener la solución a medida
que se aleja del BH se requieren de métodos numéricos para determinarla. En la
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2 Dispersión de un Campo Escalar 2.2 Condiciones de contorno

sección 4 se aborda el detalle de esta cuestión, un resultado de este análisis numérico
se puede ver en la figura 2.2 donde se muestra la función uℓ(r) para determinados
valores de k y ℓ. Finalmente, si se coloca el espejo a una distancia rm del origen,
llamando uℓ(r) a la solución radial en la región r+ < r < rm (la cual toma la forma
(2.34) cuando r → r+, es decir, cerca del BH), entonces la solución general (ec.
(2.21)) en esta región puede escribirse como

Φ−(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

amℓ
uℓ(r)

uℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ) si r+ < r < rm (2.41)

donde se reescala αω
ℓm =

amℓ
uℓ(rm)

para simplificar al evaluar el campo en el espejo.

2.2.2. Infinito

Para conocer que condición de contorno imponer en infinito, se procede con un
análisis similar al caso del horizonte pero ahora para r → ∞. En este ĺımite, se tiene
f(r) ≈ 1 (métrica asintóticamente plana) y h(r) ≈ µ (no hay campo debido al BH
cargado), luego la ecuación (2.20) toma la forma:(

∂2
r +

2

r
∂r −

ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ (ω + eµ)2 −m2

p

)
Rℓ(r) = 0 (2.42)

Esta es una ecuación de Bessel [Weisstein 2022b] cuyas soluciones son la funciones
de Bessel esféricas:

jℓ(kr) =

√
π

2

Jℓ+ 1
2
(kr)

√
kr

nℓ(kr) =

√
π

2

Yℓ+ 1
2
(kr)

√
kr

(2.43)

con

k =
√

(ω + eµ)2 −m2
p (2.44)

Además, como se esta estudiando el campo escalar en la región exterior a la configu-
ración BH-espejo (lo que se llama Φ+(x) en la figura 2.1), se tiene una componente
del campo incidente Φinc(x) (el cual es una onda plana) y otra del campo dispersado
Φscat(x):

Φ+(x) = Φscat(x) + Φinc(x) (2.45)

Se analiza primero la contribución del campo dispersado Φscat(x). En este caso se
tiene una combinación de las Bessel, luego puede tomarse como solución radial a la
función de Hankel esférica de primera especie [Weisstein 2022c] la cual satisface la
condición de que en infinito sea una onda esférica saliente:

h
(1)
ℓ (kr) = jℓ(kr) + i nℓ(kr) ≃ e−iπ

2
(ℓ+1) e

ikr

kr
cuando r → ∞ (2.46)

Entonces la solución de la ecuación (2.20), la cual se llama vℓ(r), es una función que
en infinito se comporta como una Hankel:

vℓ(r) ≃ h
(1)
ℓ (kr) ≃ e−iπ

2
(ℓ+1) e

ikr

kr
cuando r → ∞ (2.47)
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Usando la solución general (2.21) puede escribirse el campo dispersado en la región
rm < r:

Φscat(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

bmℓ
vℓ(r)

vℓ(R)
Y m
ℓ (θ, ϕ) (2.48)

donde se reescala nuevamente αω
ℓm =

bmℓ
vℓ(R)

.

Por otro lado, analizando ahora la contribución de la parte incidente Φinc(x),

se considera una onda plana incidente con momento k⃗ = k n̂ y amplitud Ak de la
forma:

Φinc(x) =
1

(2π)3
1√
2ω

Ak⃗e
i(kr n̂·r̂−ωt) (2.49)

donde k viene dado por (2.44). Además, puede escribirse la onda plana de manera
alternativa como un desarrollo en la base de ondas esféricas:

Φinc(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

βm
ℓ jℓ(kr)Y

m
ℓ (θ, ϕ) (2.50)

donde los coeficientes βm
ℓ vienen dados por

βm
ℓ =

ei
π
2
ℓ

2π2
√
2ω

Ak⃗Y
m∗
ℓ (ň) (2.51)

Luego, se llama wℓ(r) a la solución radial de (2.20), que es una función que en infinito
se comporta como una Bessel esférica [Krane 1991]:

wℓ(r) ≃ jℓ(kr) ≃ i
e−i(kr+ℓπ

2
)

2kr

(
(−1)ℓ − ei2kr

)
cuando r → ∞ (2.52)

Usando ahora la solución general (2.21), se escribe la parte incidente del campo en
la región rm < r:

Φinc(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

cmℓ
wℓ(r)

wℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ) (2.53)

con

cmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√
2ω

Ak⃗Y
m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (2.54)

En conclusión, juntando la parte dispersada e incidente ((2.48) y (2.53) respec-
tivamente) se tiene la solución en la región rm < r:

Φ+(x) = Φscat(x) + Φinc(x)

= e−iωt
∑
ℓ,m

(
bmℓ

vℓ(r)

vℓ(rm)
+ cmℓ

wℓ(r)

wℓ(rm)

)
Y m
ℓ (θ, ϕ) si rm < r

(2.55)

donde las funciones vℓ(r) y wℓ(r) satisfacen las condiciones de contorno dadas por
(2.47) y (2.52) respectivamente. En la sección 4 puede verse como se usa este com-
portamiento asintótico para obtener numéricamente las soluciones vℓ(r) y wℓ(r), y
en la figura 2.3 se grafican a modo de ejemplo estas funciones para determinados
valores de k y ℓ. Por otro lado, se observa que las funciones (2.47) y (2.52) están
relacionadas ya que en infinito se comportan como una Bessel y Hankel esféricas
respectivamente, entonces en infinito se cumple:

wℓ(r) ≃ Re [vℓ(r)] cuando r → ∞ (2.56)
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Figura 2.3: Soluciones vℓ(r) y wℓ(r) de la ecuación (2.20) (partes reales e imaginarias), obtenidas
numéricamente imponiendo la condición de contorno correspondiente cuando r → ∞. La ĺınea
vertical marrón indica la distancia radial rm donde se coloca el espejo semiesférico perfecto. Se
grafica en particular la zona cercana donde se encuentra el espejo, donde puede observarse como
las partes reales de vℓ(r) y wℓ(r) coinciden completamente (ĺıneas azul y naranja), además la parte
imaginaria de wℓ(r) es nula, lo que se corresponde con el resultado (2.57). Para el gráfico se toman
los valores arbitrarios k = 1.5 y ℓ = 55, mientras que para los demás parámetros que caracterizan
al sistema (detallados en la sección 4), se usan los valores de la tabla 4.1.

Sin embargo, como vℓ(r) y wℓ(r) son soluciones de la misma ecuación diferencial
lineal (2.16) entonces esta relación se satisface en todo su dominio:

wℓ(r) = Re [vℓ(r)] si rm > r (2.57)

Entonces, se tiene por un lado la solución (2.55) en la región rm < r y la solución
(2.41) en la región r+ < r < rm, lo que resta hacer es unir estas soluciones en el
espejo a r = rm usando las condiciones de contorno que esto implica.

2.2.3. Espejo

Se considera ahora el espejo semiesférico perfecto de radio rm en el hemisferio
inferior al BH (el cual es concéntrico con el espejo) como puede verse en la figura 2.1.
Se quiere el campo Φ(x) en todo el espacio, para ello se unen en el espejo las partes
Φ−(x) y Φ+(x) ya obtenidas en (2.41) y (2.55) respectivamente. Como el espejo es
perfecto, el campo escalar se anula en su superficie a r = rm:

Φ(rm, θ, ϕ, t) = 0 para
π

2
≤ θ ≤ π (2.58)

Además, el campo debe ser continuo en todo el espacio, por lo tanto no solo se pide
continuidad en el hemisferio inferior (donde se encuentra el espejo) sino que también
se pide continuidad en el hemisferio superior (donde no hay espejo). Por lo tanto, el
campo debe ser continuo sobre toda la esfera de radio rm:

Φ+(rm, θ, ϕ, t) = Φ−(rm, θ, ϕ, t) sobre la esfera de radio rm (2.59)

Por otro lado, como el campo se anula en la superficie del espejo no es posible pedir
que la derivada sea continua ya que esto implica que se anula la derivada también
por lo que la solución es la trivial, es decir nula en todo el espacio4. Distinto ocurre en

4De la misma manera ocurre cuando se resuelve la ecuación en Schrödinger en un pozo de
potencial infinito, se debe permitir la discontinuidad en las paredes del pozo para tener una solución
no trivial [Zwiebach 2016]
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el hemisferio superior (donde no hay espejo), donde la derivada si debe ser continua:

d

dr
Φ+(r, θ, ϕ, t)|r=rm =

d

dr
Φ−(r, θ, ϕ, t)|r=rm para 0 ≤ θ <

π

2
(2.60)

Con estas tres condiciones de contorno se encuentra una relación entre los coeficientes
amℓ , b

m
ℓ y cmℓ , en particular se escriben los primeros dos en términos de los coeficientes

de la onda incidente cmℓ .
Entonces debido a la condición (2.59),

Φ+(rm, θ, ϕ, t) = Φ−(rm, θ, ϕ, t) (2.61)

e−iωt
∑
ℓ,m

(
bmℓ

@
@
@
@

vℓ(rm)

vℓ(rm)
+ cmℓ

Z
Z
Z
Z

wℓ(rm)

wℓ(rm)

)
Y m
ℓ (θ, ϕ) = e−iωt

∑
ℓ,m

amℓ
Z

Z
Z
Z

uℓ(rm)

uℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ) (2.62)

e−iωt
∑
ℓ,m

(bmℓ + cmℓ − amℓ )Y
m
ℓ (θ, ϕ) = 0 (2.63)

Como los harmónicos esféricos son linealmente independientes, entonces

bmℓ = amℓ − cmℓ (2.64)

Por otro lado, se encuentra amℓ usando la condición de que se trata de un espejo
perfecto (2.58),

Φ−(rm, θ, ϕ, t) = e−iωt
∑
ℓ,m

amℓ
Z
Z

Z
Z

uℓ(rm)

uℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ) = 0 (2.65)

∑
ℓ,m

amℓ Y
m
ℓ (θ, ϕ) = 0 para

π

2
≤ θ ≤ π (2.66)

Además, se tiene la condición de la derivada continua (2.60)

d

dr
Φ+(r, θ, ϕ, t)|r=rm = Φ−(r, θ, ϕ, t)|r=rm (2.67)

e−iωt
∑
ℓ,m

(
bmℓ

v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
+ cmℓ

w′
ℓ(rm)

wℓ(rm)

)
Y m
ℓ (θ, ϕ) = e−iωt

∑
ℓ,m

amℓ
u′
ℓ(rm)

uℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ) (2.68)

HHHe−iωt
∑
ℓ,m

(
bmℓ

v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
+ cmℓ

w′
ℓ(rm)

wℓ(rm)
− amℓ

u′
ℓ(rm)

uℓ(rm)

)
Y m
ℓ (θ, ϕ) = 0 (2.69)

Usando el resultado (2.64),∑
ℓ,m

(
amℓ

(
v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
− u′

ℓ(rm)

uℓ(rm)

)
+ cmℓ

(
w′

ℓ(rm)

wℓ(rm)
− v′ℓ(rm)

vℓ(rm)

))
Y ℓ
m(θ, ϕ) = 0 (2.70)

∑
ℓ,m

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)Y
m
ℓ (θ, ϕ) = 0 para 0 ≤ θ <

π

2
(2.71)
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donde para simplificar se llama

Hℓ =
u′
ℓ(rm)

uℓ(rm)
− v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
y Iℓ =

w′
ℓ(rm)

wℓ(rm)
− v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
(2.72)

Puede observarse que estas definiciones no son otra cosa más que el Wronskiano entre
las soluciones radiales divididas el producto de las mismas (como puede verificarse
simplemente juntando las fracciones), todo evaluando a la distancia del espejo rm.
Por lo tanto, como las funciones uℓ, vℓ y wℓ son las soluciones de la ecuación de
Strun-Liouville (2.20), puede cambiarse la coordenada donde se evalúan (de manera
similar a como se hizo en la sección 1.2 para la paradoja de Klein) usando que
p(r) = −r2f(r) por el Wronskiano es constante. Esta herramienta no puede usarse
en Hℓ ya que uℓ y vℓ están definidas en distintos dominios y satisfacen distintas
condiciones de contorno. Por otro lado, en el caso de Iℓ, pueden llevarse las funciones
dentro del Wronskiano a infinito donde conocemos su comportamiento asintótico

Iℓ =
[r2f(r)(vℓ(r)w

′
ℓ(r)− v′ℓ(r)wℓ(r))]r=rm

r2mf(rm)wℓ(rm)vℓ(rm)
=

[r2f(r)(vℓ(r)w
′
ℓ(r)− v′ℓ(r)wℓ(r))]r→∞

r2mf(rm)wℓ(rm)vℓ(rm)
(2.73)

Entonces, usando en el numerador los valores asintóticos de vℓ(r) y wℓ(r), dados por
(2.47) y (2.52) respectivamente, cuyas derivadas a orden dominante cuando r → ∞
son:

v′ℓ(r) ≃
ieikr

r
e−iπ

2
(ℓ+1) y w′

ℓ(r) ≃
e−i(kr+ℓπ

2
)
(
(−1)ℓ + ei2kr

)
2r

(2.74)

Reemplazando todo en Iℓ se obtiene

Iℓ = − i

kr2mf(rm)

1

wℓ(rm)vℓ(rm)
(2.75)

Ahora bien, con un poco de paciencia (ver apéndice A), resulta que las ecuaciones
(2.66) y (2.71) derivadas de las condiciones de contorno llevan al resultado:

∞∑
h=|m|

amh M
m
ℓh = fm

ℓ (2.76)

donde para simplificar se define:

Mm
hℓ =


∑∞

ℓ′=|m| γ
m
hℓ′Hℓ′γ

m
ℓℓ′ si h− ℓ par

0 si h− ℓ impar
(2.77)

y

fm
ℓ =

∞∑
ℓ′=|m|

cmℓ′ Iℓ′γ
m
ℓℓ′ (2.78)

Además se tienen las m matrices γm definidas en el apéndice A como:

γm
ℓℓ′ =


√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ−m)!(ℓ′−m)!

(ℓ+m)!(ℓ′+m)!

∫ 1

0
Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par
(2.79)
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con el valor particular γm
ℓℓ = 1, son simétricas en los ı́ndices inferiores (γm

ℓℓ′ = γm
ℓ′ℓ)

y el ı́ndice m es par (γ−m
ℓℓ′ = γm

ℓℓ′). Usando la definición de las γm
ℓℓ′ , se escribe la

definición de Mm
hℓ (2.77) como un producto matricial (ver detalle en el apéndice A):

Mm
hℓ =

[
(γm − 1)HD(γm − 1)

]
hℓ

=
∞∑

ℓ′=|m|

(γm
hℓ′ − δhℓ′)Hℓ′(γ

m
ℓ′ℓ − δℓ′ℓ) (2.80)

donde HD es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son Hℓ y 1 es la
matriz identidad de la misma dimensión que γm. Además, debido a la simetŕıa de
γm
ℓℓ′ , resulta que Mm

hℓ también es simétrica en los ı́ndices inferiores (Mm
hℓ = Mm

ℓh) y es
par en el ı́ndice m (M−m

ℓℓ′ = Mm
ℓℓ′), como puede verse a finales del apéndice A.

Luego, a partir de la ecuación (2.76) se obtienen los coeficientes amℓ en términos
de los coeficientes cmℓ . Para ello, nótese que si se fija m entonces la ecuación (2.76)
puede pensarse como un producto de una matrizMm por un vector a⃗m de coeficientes
amℓ igualado a otro vector f⃗m de coeficientes fm

ℓ :

Mma⃗m = f⃗m (2.81)

Se tienen entonces 2m+1 ecuaciones de este tipo, una para cada valor posible de m.
Esta ecuación puede invertirse ya que el operador Mm es no singular, esto es, si la
inhomogeneidad f⃗m es nula (lo que corresponde a que no haya un campo incidente)
entonces la única solución a⃗m es la trivial, es decir que no hay campo dispersado.
Entonces, invirtiendo esta ecuación se tiene:

a⃗m = (M−1)mf⃗m =
∞∑

h=|m|

(M−1)mfm
h (2.82)

esto es, escrito en componentes,

amℓ =
∞∑

h=|m|

(Mm
hℓ)

−1

∞∑
ℓ′=|m|

cmℓ′ Iℓ′γ
m
hl′ =

∞∑
ℓ′=|m|

cmℓ′

Iℓ′
∞∑

h=|m|

(Mm
hℓ)

−1γm
hℓ′

 (2.83)

Llamando al último paréntesis Um
ℓℓ′ e identificando el producto matricial (usan-

do además que la matriz inversa de una matriz simétrica es simétrica, entonces
(M−1)mhℓ = (M−1)mℓh):

Um
ℓℓ′ =

∞∑
h=|m|

(M−1)mℓhγ
m
hℓ′Iℓ′ =

[
(M−1)mγmID

]
ℓℓ′

(2.84)

donde ID es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son Iℓ. Por otro lado,
usando la expresión matricial (2.80) para Mm

ℓh, la matriz inversa resulta ser

(M−1)mℓh =
[
(γm − 1)−1(HD)−1(γm − 1)−1

]
ℓh

=
∞∑

ℓ′=|m|

(γm − 1)−1
ℓℓ′H

−1
ℓ′ (γm − 1)−1

ℓ′h

(2.85)
Reemplazando en la definición de Um

ℓℓ′ (2.84), se obtiene

Um
ℓℓ′ =

[
(γm − 1)−1(HD)−1(γm − 1)−1γmID

]
ℓℓ′

(2.86)
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o en componentes,

Um
ℓℓ′ = Iℓ′

∞∑
h=|m|

∞∑
h′=|m|

(γm − 1)−1
ℓh′H

−1
h′ (γ

m − 1)−1
h′hγ

m
hℓ′ (2.87)

Entonces, ahora que se tiene bien definido Um
ℓℓ′ tal que solamente depende de las

matrices de componentes γm y de las soluciones radiales uℓ, vℓ y wℓ evaluadas en
el espejo (estas funciones están dentro de Hℓ y Iℓ, definiciones (2.72) y (2.75) res-
pectivamente), se escriben los coeficientes amℓ correspondientes al campo dentro del
espejo en términos de los coeficientes cmℓ determinados por la onda plana incidente
(ec. (2.54)):

amℓ =
∞∑

ℓ′=|m|

cmℓ′ U
m
ℓℓ′ (2.88)

Además, se obtiene una relación análoga para el coeficiente bmℓ recordando la relación
entre bmℓ y los otros coeficientes (2.64):

bmℓ = amℓ − cmℓ =
∞∑

ℓ′=|m|

cmℓ′ U
m
ℓℓ′ − cmℓ

bmℓ =
∞∑

ℓ′=|m|

cmℓ′ (U
m
ℓℓ′ − δℓℓ′)

(2.89)

Puede escribirse entonces

bmℓ =
∞∑

ℓ′=|m|

cmℓ′ O
m
ℓℓ′ (2.90)

donde se define
Om

ℓℓ′ = Um
ℓℓ′ − δℓℓ′ (2.91)

Es decir que se consigue los coeficientes amℓ y bmℓ como función de los coeficientes
de la onda incidente cmℓ . Además, como Mm

ℓℓ′ satisface que M−m
ℓℓ′ = Mm

ℓℓ′ , entonces
también satisface esta propiedad Om

ℓℓ′ y Um
ℓℓ′ :

O−m
ℓℓ′ = Om

ℓℓ′ , U−m
ℓℓ′ = Um

ℓℓ′ (2.92)

En resumen, se estudia la dispersión de una onda plana incidente cuyos coefi-
cientes cmℓ vienen determinados por su amplitud y ángulo de incidencia (ec. (2.54)).
Se relacionan los coeficientes del campo dispersado y dentro de la configuración BH-
espejo (bmℓ y amℓ respectivamente) con los parámetros iniciales del campo incidente
cmℓ . Por otro lado, como el sistema no es invariante frente a rotaciones (no hay rota-
ción que deje invariante al eje z), el resultado del empuje ejercido sobre el sistema
(es decir el empuje sobre el cohete BH) depende del ángulo de incidencia con res-
pecto al eje z. Además, si difiere la amplitud también lo hace el empuje. Entonces se
tiene que encontrar la manera de saber la dirección de incidencia y la amplitud del
campo incidente. La manera correcta de responder esta pregunta es pensando al BH
y al espejo semiesférico perfecto embebido en un background térmico de part́ıculas
escalares, el cual seŕıa por ejemplo el fondo cósmico de radiación (CMB)5. Como el

5En realidad, el CMB son fotones, i.e. campos vectoriales, por lo que el cálculo con campos
escalares es un simplificación.
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baño térmico de part́ıculas –escalares– se encuentra a una temperatura finita, eso
quiere decir que hay un cierto número de part́ıculas en cada estado (o lo que es lo
mismo, para cada modo posible ya sea superradiante o no) que se relaciona con la
temperatura del baño mediante la distribución de Bose-Einstein (BE). Esto resulta
en part́ıculas incidiendo desde todas las direcciones posibles y a diferentes amplitu-
des dada por la temperatura usada en la distribución BE. Entonces lo que se quiere
hacer es escribir todo en términos de la distribución BE. Para hacer esto primero se
cuantizan los campos escalares.
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3. Cohete de Agujero Negro

3.1. Cuantización del campo

En la sección 2 estudia un campo escalar cargado incidiendo sobre la configura-
ción BH-espejo (que, por su forma y por la fuerza que se quiere obtener, se llama
“cohete” superradiante de agujero negro). Para calcular el empuje sobre el sistema
BH-espejo se procede primero con la cuantización del campo escalar (por lo dicho
al final de la sección anterior). Es decir, considerando al sistema en un baño de
part́ıculas y antipart́ıculas a una temperatura finita T con un potencial qúımico µ.
Como en infinito la métrica RN se vuelve plana, el campo cuántico será tal que
en infinito satisfaga la definición de k en (2.44), donde despejando ω se escribe la
relación de dispersión:

ω = ±
√

k2 +m2
p − eµ = ±ωp − eµ (3.1)

donde para simplificar las expresiones se llama ωp =
√

k2 +m2
p (es la relación de

dispersión usual de una onda plana). Se observa entonces la relación de dispersión
de ondas planas más una constante, luego puede usarse la base de ondas plana
multiplicada por la exponencial constante eieµt (el cambio de signo se debe a que va

el conjugado del vector base). Entonces, integrando sobre todos los momentos k⃗, el
campo cuántico en infinito toma la forma [Walter Greiner y Reinhardt 1996]:

Φ̂(x) =

∫
d3k

(2π)3

(
Âk⃗e

i(k⃗·r⃗−(ωp−eµ)t)√
2(ωp − eµ)

+
B̂†

k⃗
e−i(k⃗·r⃗−(ωp+eµ)t)√
2(ωp + eµ)

)
(3.2)

donde µ es el potencial qúımico total, el cual en este caso como la única cantidad
conservada es la carga (no hay conservación de las part́ıculas en este contexto cuánti-
co), entonces el potencial qúımico es el de la part́ıcula con carga e por el potencial
eléctrico (1.18). Los operadores Â y B̂ crean part́ıculas y antipart́ıculas respecti-

vamente con momento k⃗. Los denominadores en los campos ha sido definidos para
satisfacer automáticamente la relación de conmutación canónica:

[Φ(t, x⃗), Φ̇†(t, y⃗)] = [Φ†(t, x⃗), Φ̇(t, y⃗)] = iδ(3)(x⃗− y⃗) (3.3)

y 0 cualquier otro conmutador entre estos campos. Reescribiendo los operadores Âk⃗

y B̂k⃗ en términos de los campos Φ y Φ̇, puede usarse la relación de conmutación
canónica y escribir una relación análoga para los operadores:

[Âk⃗, Â
†
k⃗′
] = [B̂k⃗, B̂

†
k⃗′
] = (2π)3δ(3)(k⃗ − k⃗′) (3.4)

y 0 cualquier otro conmutador entre estos operadores.
Asumiendo una distribución térmica isotrópica de ondas planas de temperatura

T y potencial qúımico µ, entonces el valor de expectación cuadrático de los opera-
dores ÂÂ† y B̂B̂† vienen dados por (usando el valor de expectación del número de
ocupación de una gas de bosones [Pathria y Beale 2011]):

⟨Â†Â⟩ = 1

e
ωp−eµ

T − 1
(2π)3δ3(k⃗ − k⃗′)

⟨B̂†B̂⟩ = 1

e
ωp+eµ

T − 1
(2π)3δ3(k⃗ − k⃗′)

(3.5)
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donde el cambio de signo entre part́ıculas y antipart́ıculas (Â†Â y B̂†B̂ respectiva-
mente) se debe al corrimiento en la enerǵıa ω correspondiente a cada caso, como
puede verse en la ecuación (3.2). Cualquier otro valor de expectación entre estos
operadores es nulo.

Ahora bien, de la sección 2 ya esta determinada la solución en toda la región per-
mitida en el espacio-tiempo para un campo clásico, donde se tienen los coeficientes
amℓ y bmℓ en términos de los coeficientes cmℓ de la onda plana incidente. Por otro lado,
para cuantizar el campo basta con promover los coeficientes amℓ , b

m
ℓ y cmℓ a opera-

dores. Entonces usando la relación entre estos coeficientes encontrada clásicamente,
solamente resta cuantizar los coeficientes cmℓ . Esto último resulta inmediato usando
(2.54) donde se relacionan los coeficientes cmℓ con la amplitud de la onda incidente
Ak⃗ y la dirección de incidencia ň:

cmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√
2ω

Ak⃗Y
m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (2.54)

Entonces escribiendo esto como un operador,

ĉmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√

2(ωp − eµ)
Âk⃗Y

m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (3.6)

donde Âk⃗ es el operador de creación de part́ıculas que ya introducido. Para dife-
renciar el caso de part́ıculas y antipart́ıculas, se escriben a los operadores de las

part́ıculas como âmℓ , b̂
m
ℓ y ĉmℓ , y a los operadores de las antipart́ıculas como ˆ̃amℓ ,

ˆ̃bmℓ

y ˆ̃cmℓ . Análogamente al caso de las part́ıculas, ya se tienen ˆ̃amℓ y ˆ̃bmℓ en términos de
ˆ̃cmℓ , y en consecuencia como se relacionan con la amplitud de la onda incidente Bk⃗

mediante:

ˆ̃cmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√

2(ωp + eµ)
B̂k⃗Y

m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (3.7)

Conociendo la forma del operador (3.6) y del valor esperado (3.5) del producto de
operadores de creación y destrucción de part́ıculas ÂÂ†, se encuentra inmediata-
mente el valor esperado del operador cuadrático ĉmℓ ĉ

m†
ℓ sobre todas las direcciones

posibles (ver apéndice B):∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
|wℓ(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓℓ′δmm′ (3.8)

y equivalentemente se tiene una expresión para el caso de antipart́ıculas incidiendo
de todas las direcciones posibles:∫

dň dň′ ⟨ˆ̃cm†
ℓ

ˆ̃cm
′

ℓ′ ⟩ =
|wℓ(rm)|2

π(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓℓ′δmm′ (3.9)

A partir de (3.8) y de los resultados clásicos (ec. (2.88) y (2.90)), pueden obte-
nerse de la misma manera resultados análogos para las combinaciones de ĉmℓ y b̂mℓ
(demostraciones en el apéndice B):∫

dň dň′ ⟨ĉm†
ℓ b̂m

′

ℓ′ ⟩ = Oℓ′ℓ
|wℓ(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δmm′ (3.10)
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∫
dň dň′ ⟨b̂m†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ = O∗
ℓℓ′

|wℓ′(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δm′m (3.11)

∫
dň dň′ ⟨b̂m†

ℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩ =
∞∑

ℓ′′=|m|

O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

|wℓ′′(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δmm′ (3.12)

Análogamente, se hallan las mismas expresiones para los operadores ˆ̃cmℓ y ˆ̃bmℓ inter-
cambiando µ → −µ. Estos resultados son de utilidad más adelante.

En resumen, ya se tiene la solución clásica del campo Φ+(x) en la región rm <
r fuera del sistema BH-espejo en (2.55) (más adelante se explica porque se esta
interesado en particular en esta región), el cual puede cuantizarse promoviendo los
coeficientes b y c a operadores, sumando sobre todos los momentos k posibles y
agregando el término para antipart́ıculas:

Φ̂+(r, θ, ϕ, t) = Φ̂scat(r, θ, ϕ, t) + Φ̂inc(r, θ, ϕ, t) si rm < r (3.13)

donde

Φ̂scat(r, θ, ϕ, t) =

∫ ∞

∞
d3k

∑
ℓ,m

(
e−i(ωp−eµ)t b̂mℓ

vℓ(r)

vℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

+ei(ωp+eµ)t ˆ̃bm†
ℓ

v∗ℓ (r)

v∗ℓ (rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)

) (3.14)

Φ̂inc(r, θ, ϕ, t) =

∫ ∞

∞
d3k

∑
ℓ,m

(
e−i(ωp−eµ)t ĉmℓ

wℓ(r)

wℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

+ei(ωp+eµ)t ˆ̃cm†
ℓ

w∗
ℓ (r)

w∗
ℓ (rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)

) (3.15)

Ahora se tienen todas las herramientas necesarias para estudiar la configuración
BH-espejo inmerso en el baño térmico de part́ıculas y antipart́ıculas. Para calcular
la fuerza de empuje producido por este sistema primero se necesita obtener el tensor
de enerǵıa-momento.

3.2. Tensor Enerǵıa-Momento

Se esta particularmente interesado en el tensor enerǵıa-momento en infinito (co-
mo se ve en la siguiente sección), es decir que se quiere determinar el tensor enerǵıa-
momento de un campo escalar complejo (o campo cargado) libre (donde no hay
interacción con el BH). El Lagrangiano de un campo complejo es [Reyes y Delgado
2017]:

L = (∂αΦ̂)(∂
αΦ̂†)−m2

pΦ̂Φ̂
† (3.16)

Usando el orden normal (o orden de Wick) para sacar la enerǵıa infinita de L, se
tiene

L =: (∂αΦ̂)(∂
αΦ̂†)−m2

pΦ̂Φ̂
† : (3.17)
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Por otro lado, el tensor de enerǵıa-momento es [Reyes y Delgado 2017]:

T µν =
∂L

∂(∂µΦ̂)
∂νΦ̂ +

∂L
∂(∂µΦ̂†)

∂νΦ̂† − gµνL (3.18)

Reemplazando con el Lagrangiano (3.17),

T µν =
∂

∂(∂µΦ̂)
(: (∂αΦ̂)(∂

αΦ̂†) :)∂νΦ̂ +
∂

∂(∂µΦ̂†)
(: (∂αΦ̂)(g

αβ∂βΦ̂†) :)∂νΦ̂†

− gµν(: (∂αΦ̂)(∂
αΦ̂†)−m2

pΦ̂Φ̂
† :)

=: δµα∂
αΦ̂† : ∂νΦ̂+ : gαβδµβ∂αΦ̂ : ∂νΦ̂† − gµν(: (∂αΦ̂)(∂

αΦ̂†)−m2
pΦ̂Φ̂

† :)

=: ∂µΦ̂† : ∂νΦ̂+ : ∂µΦ̂ : ∂νΦ̂† − gµν(: (∂αΦ̂)(∂
αΦ̂†)−m2

pΦ̂Φ̂
† :)

(3.19)

Por supuesto, todos los campos están evaluados en el tetravector posición Φ̂(x) pero
que no se escribe expĺıcitamente para simplificar. Sin embargo, ahora resulta útil
considerarlo porque permite reescribir las derivadas como:

∂µΦ̂(x) = ∂′
µΦ̂(x

′)|x′=x (3.20)

Entonces la última expresión del tensor enerǵıa-momento puede escribirse como

T µν =: ∂µΦ̂†(x) : ∂νΦ̂(x′)|x′=x+ : ∂µΦ̂(x′)|x′=x : ∂νΦ̂†(x)

− gµν(: (∂αΦ̂(x
′)|x′=x)(∂

αΦ̂†(x))−m2
pΦ(x

′)|x′=xΦ̂
†(x) :) (3.21)

El orden normal no es un operador lineal pero como ahora se trata de operadores
que actúan en diferentes espacios de Fock, puede escribirse

T µν =: ∂µΦ̂†(x)∂νΦ̂(x′) : |x′=x+ : ∂µΦ̂(x′)∂νΦ̂†(x) : |x′=x

− gµν(: (∂αΦ̂(x
′)(∂αΦ̂†(x))−m2

pΦ̂(x
′)Φ̂†(x) :)|x′=x (3.22)

Entonces, pueden separarse las derivadas que actúan sobre diferentes espacios como
∂µ (en x) y ∂′µ (en x′). Finalmente se tiene el tensor enerǵıa-momento para un
campo complejo cuántico:

T µν =
(
∂µ∂′ν + ∂′µ∂ν − gµν(∂′

α∂
α −m2

p)
) (

: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :
)
|x′=x (3.23)

Sin embargo, se quiere considerar el sistema en un baño de part́ıculas y antipart́ıculas
cargadas a una temperatura finita T y con un potencial qúımico µ. Luego resulta
más útil tomar el valor medio del correspondiente tensor enerǵıa-momento (3.23)
(dividido por 2 para evitar el doble conteo en el valor medio):

T µν =
1

2

(
∂µ∂′ν + ∂′µ∂ν − gµν(∂′

α∂
α −m2

p)
)
⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.24)

Por último, acoplando el campo electromagnético6 v́ıa la sustitución (2.2), que en
este caso la sustitución queda:{

∂µΦ̂
†(x) −→ ∂µΦ̂

†(x) + ieAµΦ̂
†(x)

∂′
µΦ̂(x

′) −→ ∂′
µΦ̂(x

′)− ieA′
µΦ̂(x

′)
(3.25)

6Al principio de esta sección se dijo que es de interés el campo libre sin interacción con el BH
entonces pareciera una contradicción en este punto, sin embargo mirando el Aµ (ec. (1.18)) se
observa que para r → ∞ (región que es de interés) el campo no es nulo sino que sobrevive el µ del
baño térmico.
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Con lo cual deja para el tensor de enerǵıa-momento7:

T µν =
1

2
((∂µ + ieAµ)(∂′ν − ieA′ν) + (∂′µ − ieA′µ)(∂ν + ieAν)

−gµν((∂′
α − ieA′

α)(∂
α + ieAα)−m2

p)
)
⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.26)

Este resultado es necesario más adelante para el cálculo del empuje sobre el
sistema BH-espejo.

3.3. Fuerza sobre el sistema

Para calcular el empuje inducido por el campo radiado sobre el sistema BH-
espejo,se utiliza el tensor de enerǵıa-momento T µν . El tetramomento puede escribirse
usando el teorema de Noether, el cual permite escribirlo como la carga conservada
debido a una traslación espacio-temporal. Se definen las cargas locales contenidas
en un volumen cerrado V del espacio-tiempo como:

P ν
V (t) =

∫
V

d3x T 0ν(t, x⃗) (3.27)

Luego la derivada temporal8 del momento quedará

P ν
V

dt
=

∫
V

d3x ∂0T
0ν = −

∫
V

d3x ∂iT
iν

P ν
V

dt
= −

∫
∂V

dA niT
iν

(3.28)

donde en la primera ĺınea se usa que la corriente es conservada por lo que puede
cambiarse la derivada temporal por la espacial, luego en la segunda ĺınea se usa el
teorema de Gauss (donde ni es el vector normal saliente a la superficie). Entonces,
para las componentes j = 1, 2, 3 queda la derivada temporal del momento espacial,
es decir la fuerza F j

V .

En conclusión, el flujo de cada componente espacial del tensor enerǵıa momento
sobre una superficie cerrada que encierra al sistema da el cambio del momento por
unidad de tiempo en la dirección correspondiente a la componente que se haya to-
mado. Entonces tomando una superficie infinita que encierra al sistema, el flujo de
cada componente espacial de T ν

µ da el cambio total del momento por unidad de tiem-
po en la correspondiente componente, es decir la fuerza total en la correspondiente
dirección.

Dado el tensor de enerǵıa-momento del campo escalar (3.23), se puede obtener
el empuje total sobre una esfera de radio r → ∞ que encierre al sistema BH-espejo:

Fj =

∫
r2dΩ ni

r Tij|r→∞ (3.29)

7Puede verificarse este resultado usando la definición del tensor enerǵıa-momento como la deri-
vada funcional de la acción (ver por ejemplo [Joglekar y Mishra 1990])

8La derivada temporal es la usual ya que se esta considerando que el volumen que encierra al
sistema es infinito (ec. (3.31)), por lo tanto la métrica en este ĺımite es plana, además el potencial
qúımico en la componente 0 es constante.
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donde los ı́ndices i, j representan a las coordenadas cartesianas xi y ni
r apunta en la

dirección radial. Es conveniente escribir este resultado en coordenadas esféricas (ver
apéndice C) ya que de la sección 3.2 ya se tiene escrito el Tµν en estas coordenadas

Fj =

∫
dΩ r2(Trr∂jr + Trϕ∂jϕ) + Trθ∂jθ|r→∞ (3.30)

donde ∂jr = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ), ∂jϕ = r−1(− sinϕ csc θ, cosϕ csc θ, 0) y
∂jθ = r−1(cosϕ cos θ, sinϕ cos θ,− sin θ). Debido a la simetŕıa del sistema (es inva-
riante frente a rotaciones en el eje z) la parte espacial del tensor enerǵıa-momento
en infinito no puede depender de ϕ. Luego como en (3.30) se tienen las derivadas
de las coordenadas esféricas, entonces la única componente no nula es la correspon-
diente a la coordenada x3 (es decir z). Por lo tanto, desarrollando el ángulo sólido e
integrando en ϕ se obtiene:

Fj = δj3 2π

∫ π

0

dθ sinθ (r2 cos θ Trr − r sin θ Trθ)|r→∞ (3.31)

En conclusión, como es de esperarse por la simetŕıa del problema, la fuerza de empuje
inducida al sistema por el background de part́ıculas resulta ser en la dirección z
(por como se armo el sistema, ver figura 2.1). Ahora solamente resta que calcular
expĺıcitamente las componentes Trr y Trθ del tensor enerǵıa-momento del campo.

3.4. Cálculo del Tensor Enerǵıa-Momento

Ya se obtuvo en (3.26) el tensor de enerǵıa momento para el baño de part́ıculas
y antipart́ıculas cargadas a una temperatura finita T con un potencial qúımico µ.
Ahora bien, para determinar la fuerza (3.31) solamente se tienen que calcular las
componentes Trr y Trθ. Primero, como se esta interesado en la forma que el Tµν toma
cuando r → ∞, entonces viendo el potencial Aµ (1.18) en este ĺımite se tiene:

Aµ = A′
µ = (µ, 0, 0, 0) (3.32)

Ahora usando (3.26) se obtiene para la componente Trr:

Trr =
1

2

(
∂r∂

′
r + ∂′

r∂r − grr(g
αβ(∂′

α − ieAα)(∂β + ieAβ)−m2
p)
)
⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x

(3.33)
Desarrollando la métrica dada por (1.13),

Trr =
1

2

(
∂r∂

′
r +

HHH∂′
r∂r + f(r)−1

(
f(r)−1(∂′

t − ieµ)(∂t + ieµ)−XXXXXf(r)∂′
r∂r −

1

r2
∂′
θ∂θ

− 1

r2 sin2(θ)
∂′
ϕ∂ϕ −m2

p

))
⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.34)

Tomando f(r) ≃ 1 (en el ĺımite r → ∞),

Trr =
1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + ∂r∂
′
r −

1

r2
∂′
θ∂θ −

1

r2 sin2(θ)
∂′
ϕ∂ϕ −m2

p + e2µ2

)
×

× ⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.35)
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Por otro lado, para la componente Trθ, usando que la métrica es diagonal, inmedia-
tamente se obtiene

Trθ =
1

2
(∂r∂

′
θ + ∂′

r∂θ) ⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.36)

Por lo tanto, para obtener estas componentes del tensor enerǵıa-momento resta
obtener el valor esperado de los campos ⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩. Como se esta analizando
el tensor en una superficie de radio infinito, se esta en la región fuera del espejo
(rm < r) por lo que el campo toma la forma Φ = Φ+ dado por la ecuación (3.13).
En (3.13) se observa como puede separarse el campo en dos términos, donde uno
corresponde al campo incidente y el otro al campo dispersado. Entonces para el
producto entre estos campos ⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ también puede separarse en términos:

⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x = ⟨: [Φ̂scat†(x) + Φ̂inc†(x)][Φ̂scat(x′) + Φ̂inc(x′)] :⟩ |x′=x

=
[
⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩+ ⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩

+ ⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩+
hhhhhhhhhhh⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂inc(x′) :⟩

]
|x′=x

(3.37)

donde el último término se desprecia ya que es cuadrático en los campos incidentes
y se esta interesado en una superficie en infinito.

Volviendo al cálculo del tensor enerǵıa-momento, usando la misma notación que
en la anterior descomposición del producto de los campos, se separa en términos el
tensor donde cada parte tiene la misma forma tensorial pero aplicado a distintos
campos (incidente o dispersado). Puede escribirse entonces

{
Trr = T scat/scat

rr + T scat/inc
rr + T inc/scat

rr

Trθ = T
scat/scat
rθ + T

scat/inc
rθ + T

inc/scat
rθ

(3.38)

donde ahora solamente queda por obtener cada uno de estos términos. Para hacer
esto, primero se obtiene cada uno de los valores medios entre los campos (ver detalle
en el apéndice D):

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.39)
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⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)w
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.40)

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) wℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.41)

Ahora que se tienen los valores esperados de los campos, se calculan las componentes
del tensor enerǵıa-momento que son de interés. Primero se busca obtener Trr dado
por (3.35). Para ello se calculan cada uno de los términos en (3.38) reemplazando
por los respectivos valores medios (3.39), (3.40) y (3.41). En el apéndice E se detalla
este cálculo, donde se obtiene para cada una de las partes de Trr:

T scat/scat
rr =

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π

k2

r2
ei

π
2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
×

×

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.42)

T scat/inc
rr =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π

k2

2r2

 ei
π
2
(ℓ−ℓ′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)O
∗
ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
e−iπ

2
(ℓ−ℓ′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

(3.43)
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T inc/scat
rr =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

2π

k2

r2

 e−iπ
2
(ℓ′−ℓ)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
ei

π
2
(ℓ′−ℓ)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

(3.44)

Entonces, ya se tienen las tres componentes necesarias para calcular la com-
ponente Trr del tensor enerǵıa-momento según (3.38). Sin embargo, se esta más
interesado en como aparece el Tµν en la ecuación de la fuerza (3.31). Por lo tanto,
se calcula r2Trr y rTrθ en lugar de simplemente Trr y Trθ. Entonces para obtener
la componente r2Trr solamente resta juntar las expresiones (3.42), (3.43) y (3.44)
(multiplicadas por r2):

r2Trr =r2T scat/scat
rr + r2T scat/inc

rr + r2T inc/scat
rr

r2Trr =

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

k2

π

 ∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2 ei
π
2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
×

×

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


+
|wℓ′(rm)|2

2

ei
π
2
(ℓ−ℓ′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)O
∗
ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
|wℓ(rm)|2

2

ei
π
2
(ℓ′−ℓ)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

+
|wℓ(rm)|2

2

e−iπ
2
(ℓ′−ℓ)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
|wℓ′(rm)|2

2

e−iπ
2
(ℓ−ℓ′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.45)

Afortunadamente puede simplificarse mucho esta expresión intercambiando ℓ ↔ ℓ′

en el cuarto y sexto renglón de la última igualdad, tal que se escriben todos los
armónicos esféricos con los mismos ı́ndices Y m∗

ℓ (θ, ϕ)Y m
ℓ′ (θ, ϕ) (este intercambio es

posible porque se esta sumando sobre todos los valores posibles de ℓ y ℓ′):

r2Trr =

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

k2

π

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

× ei
π
2
(ℓ−ℓ′)Y m∗

ℓ (θ, ϕ)Y m
ℓ′ (θ, ϕ)Nm

ℓℓ′ (3.46)
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donde se define

Nm
ℓℓ′ =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
Om∗

ℓℓ′′O
m
ℓ′ℓ′′ +

1

2

|wℓ′(rm)|2

wℓ′(rm)v∗ℓ (rm)
Om∗

ℓℓ′ +
1

2

|wℓ(rm)|2

vℓ′(rm)w∗
ℓ (rm)

Om
ℓ′ℓ

(3.47)
Puede observarse una propiedad interesante en la definición de Nm

ℓℓ′ , al intercambiar
ℓ ↔ ℓ′ se obtiene el conjugado deNm

ℓℓ′ , es decir,Nm
ℓℓ′ = (Nm

ℓ′ℓ)
∗ (esto resulta de utilidad

más adelante). Además, usando la propiedad del resultado clásico O−m
ℓℓ′ = Om

ℓℓ′ (2.92),
se observa que Nm

ℓℓ′ satisface la misma propiedad N−m
ℓℓ′ = Nm

ℓℓ′ .

Por otro lado, existe otra componente del tensor enerǵıa-momento que en prin-
cipio es no nula: Trθ. El cálculo para esta componente es completamente análogo al
realizado para obtener Trr: se separa el tensor en tres términos (como puede verse en
(3.38)), se usa la definición del tensor (3.36), se reemplaza por los correspondientes
valores esperados de los campos (ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.41)) y finalmente se
juntan todos los términos. Al hacer esto (ver apéndice F), resulta que Trθ tiene un
r−2 al igual que Trr pero la diferencia es que, según como aparece el Tµν en la fuerza
(3.31), ahora se necesita rTrθ. Entonces, se tiene esta otra componente en la fuerza
rTrθ que va como r−1 y en consecuencia, como se toma una superficie infinita con
r → ∞, se desprecia frente al término r2Trr.

En conclusión, la única componente del tensor enerǵıa-momento que contribuye
a la fuerza dada por (3.31) es r2Trr, el cual viene dado por (3.46). Ahora se esta en
condiciones de calcular la fuerza de empuje sobre el sistema BH-espejo (aka cohete
superradiante de agujero negro).

3.5. Cálculo de la Fuerza de Empuje

Para determinar la fuerza de empuje inducida por el campo radiado sobre el
sistema BH-espejo, se usa la expresión obtenida en (3.31). Como se sabe que la única
dirección no nula de la fuerza es en el eje z (por la simetŕıa del problema, discutido
en la sección 3.3), entonces puede concentrarse en la fuerza en esta dirección:

F3 = 2π

∫ π

0

dθ sinθ (r2 cos θ Trr − r sin θ Trθ)|r→∞ (3.48)

Primero, como se dijo al final de la sección anterior, nótese que el termino rTrθ va
como r−1 por lo que no contribuirá a la fuerza F3 cuando se toma una superficie
infinita con r → ∞. Entonces solamente hay que computar el termino con Trr usando
el resultado (3.46):

F3 = 2π

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

k2

π

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

× ei
π
2
(ℓ−ℓ′)Nm

ℓℓ′

∫ π

0

dθ sin θ cos θ Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ) (3.49)
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Para continuar el cálculo, se necesita usar la integral (ver apéndice G):

∫ π

0

dθ sin θ cos θ Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ) =
1

2π

(
δℓ,ℓ′−1

√
(ℓ′ −m)(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)(2ℓ′ − 1)

+δℓ−1,ℓ′

√
(ℓ−m)(ℓ+m)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)

)
(3.50)

Reemplazando todo en la fuerza (3.49), se tiene

F3 =

∫ ∞

0

dk
k2

π

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

×
∑
ℓ,ℓ′,m

ei
π
2
(ℓ−ℓ′)

(
δℓ,ℓ′−1

√
(ℓ′ −m)(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)(2ℓ′ − 1)
+ δℓ−1,ℓ′

√
(ℓ−m)(ℓ+m)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)

)
Nm

ℓℓ′

(3.51)

Usando las deltas y simplificando, se obtiene

F3 =− i

π

∫ ∞

0

dk k2

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

×
∑
m

∑
ℓ′=|m|

√
(ℓ′ −m)(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)(2ℓ′ − 1)
Nm

ℓ′−1,ℓ′ −
∑
ℓ=|m|

√
(ℓ−m)(ℓ+m)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)
Nm

ℓ,ℓ


(3.52)

donde Nm
ℓ,ℓ−1 y Nm

ℓ,ℓ+1 vienen dados por su definición (3.47). Como en cada término
se suman sobre todos los ℓ y ℓ′ posibles, estos ı́ndices son mudos, por lo tanto
puede tomarse simplemente ℓ′ = ℓ. Luego, Nm

ℓ,ℓ−1 resulta por su definición hermı́tico,
obteniendo

F3 = − 2

π

∫ ∞

0

dk k2

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

×
∑
m

∑
ℓ=|m|

√
(ℓ−m)(ℓ+m)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)
Im
[
Nm

ℓ,ℓ−1

] (3.53)

Analizando un poco este resultado, se obtiene una sumatoria sobre todos los valores
posibles de m, es decir (por lo visto en la sección 2.2.3) m ∈ Z−{0}. Sin embargo, se
observa que el ı́ndice m es par en el sumando ya que la sumatoria en ℓ depende del
valor absoluto |m|, la ráız resulta la misma frente al cambio m → −m y N−m

ℓℓ′ = Nm
ℓℓ′

(como se ve al definir (3.47)). Por lo tanto, sumar sobre el ı́ndice m para Z+ o para
Z− resulta lo mismo, entonces se toma m > 0 y se multiplica por 2, obteniendo
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finalmente la fuerza del cohete de BH:

F3 = − 4

π

∫ ∞

0

dk k2

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

×
∑
m>0

∑
ℓ=m

√
(ℓ2 −m2)

(4ℓ2 − 1)
Im
[
Nm

ℓ,ℓ−1

] (3.54)

dondem y ℓ ∈ Z+. Para analizar numéricamente este resultado, resultara útil escribir
esta última expresión en términos de las funciones radiales uℓ(r), vℓ(r) y wℓ(r)
que satisfacen las condiciones de contorno y que se obtienen numéricamente. En el
apéndice H se desarrolla este procedimiento, de donde resulta:

Nm
ℓ,ℓ−1 =

1

k2r4mf(rm)
2

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

∑
ℓ′′=|m|

[(M−1)mγm]
∗
ℓℓ′′ [(M

−1)mγm]ℓ−1,ℓ′′

|vℓ′′(rm)|2

+
i

2kr2mf(rm)

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

([
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ

−
[
(M−1)mγm

]∗
ℓ,ℓ−1

)
(3.55)

Es decir, se logra escribir Nm
ℓ,ℓ−1 en términos únicamente de las soluciones radiales

evaluadas en el espejo (vℓ(rm) y uℓ(rm), esta última solo se encuentra dentro de
la definición de (M−1)m) y de las γm que son matrices de coeficientes definidas en
(2.79).

En conclusión, se estudia la configuración BH-espejo semiesférico en un baño
térmico considerando aśı part́ıculas y antipart́ıculas cuantizadas incidentes desde
todas direcciones y enerǵıas. A partir del tensor enerǵıa-momento de este sistema,
se obtiene la fuerza total (3.54) realizada por el sistema a una esfera de radio infinita
que encierra a todo el sistema. La forma de la configuración y el echo de que exista
una fuerza resultante no nula, motiva el nombre de cohete superradiante de BH. En
la próxima sección se analizan los resultados obtenidos anaĺıticamente tanto de esta
sección como de la anterior mediante un análisis numérico.
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4. Resultados Numéricos

En esta sección se desarrolla el análisis numérico de los resultados obtenidos
en las secciones previas. Se comienza con las soluciones uℓ(r), vℓ(r) y wℓ(r) de la
ecuación radial (2.20), tal que la primera satisface la condición de contorno en el
horizonte del BH (estudiada en la sección 2.2.1) y las últimas dos satisfacen la
condición de contorno en infinito (sección 2.2.2). Luego, se obtiene numéricamente
el resultado de imponer la condición de contorno en el espejo (Oℓℓ′ , definida en
(2.91)), en particular, se analiza el campo resultante en todo el espacio debido a una
onda plana incidente con determinado ángulo de incidencia y enerǵıa. Finalmente,
se obtiene una estimación de la fuerza sobre el sistema BH-Espejo (cohete de BH)
para los valores del sistema propuestos.

4.1. Soluciones radiales

En la sección 2.1 se encuentra la ecuación radial que se quiere resolver numéri-
camente:

1

r2
∂r
(
r2f(r)∂rRℓω(r)

)
+

(
(ω + e h(r))2

f(r)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
−m2

p

)
Rℓ(r) = 0 (2.20)

donde f(r) es el término de la métrica de RN

f(r) =

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
(1.14)

y h(r) es el potencial

h(r) = −Q

r
+ µ (1.19)

presentadas ambas en la sección 1.3.1. Para trabajar con esta ecuación, se comienza
asignando valores constantes a las variables que caracterizan al background (masa
de la part́ıcula mp, carga de la part́ıcula e y potencial qúımico del background µ)
y al BH (su masa M y su carga Q que determinan su horizonte exterior r+), como
se muestra en la tabla 4.1. El criterio utilizado para la elección de estos parámetros
fue primero la condición de superradiancia hallada en la sección 2.2.1,

ω < ωs (4.1)

donde ya se define la frecuencia superradiante

ωs = −e h(r+) (2.27)

y la relación de dispersión

ω = ±
√
k2 +m2 − eµ = ±ωp − eµ (3.1)

donde para simplificar las expresiones se llama ωp =
√
k2 +m2 (es la relación de

dispersión usual de una onda plana). En la figura 4.1 se grafican las relaciones de
dispersión (ĺınea roja y azul para part́ıculas y antipart́ıculas respectivamente) y la
frecuencia superradiante en función de k, donde se identifican los modos superra-
diantes como aquellos cuya enerǵıa se encuentra dentro de la zona sombreada verde.
Se observa que para los valores propuestos se tiene tanto modos superradiantes como
otros que no, tanto para part́ıculas como para antipart́ıculas.

Primero se obtienen las soluciones numéricas de (2.20) que satisfacen la condición
de contorno en el BH, y segundo en infinito.
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Figura 4.1: Representación gráfica de la región de superradiación donde se satisface la condición
ω < ωs (región sombreada verde) y de las enerǵıas de las part́ıculas y antipart́ıculas (ĺıneas roja y
azul respectivamente) dadas por la relación de dispersión (3.1) (el signo + corresponde a part́ıculas
mientras que el signo − corresponde a antipart́ıculas). Entonces, para valores de k tales que ω esta
en la región sombreada se tienen modos superradiantes, mientras que arriba de esta región se tienen
part́ıculas incidentes que no superradian en el BH. El intervalo k ∈ (0, 4.5) del gráfico indica los
valores de k que se consideran en la determinación de la fuerza (la razón del cut off en k se ve en la
figura 4.9). Los puntos rojos y azules corresponden a la intersección entre las curvas de enerǵıa y la
frecuencia superradiante, estos valores son k ≈ 0.98 y k ≈ 4 respectivamente. Los valores utilizados
para obtener este gráfico se encuentran en la tabla 4.1.

Background BH
rm T µ e mp r∞ M Q r+ r0
160 0.5 −1.5 1 0.2 104 50 40 80 80.04

Tabla 4.1: Valores de las constantes que caracterizan al sistema elegidos, donde: rm es la distancia
radial a la que se coloca el espejo, T y µ son la temperatura y el potencial qúımico del baño térmico,
e y mp son la carga y la masa de las part́ıculas y antipart́ıculas que conforman el baño térmico,
r∞ es la distancia radial que se considera como “infinito” (ya que las soluciones toman su forma
asintótica), M y Q son la masa y la carga del BH, r+ es el horizonte exterior del BH (resultante
de su M y Q) y r0 es el punto cercano al horizonte donde se encuentra la solución a partir del
desarrollo de Frobenius.

4.1.1. Solución en el horizonte

Para resolver la ecuación 2.20 numéricamente se utiliza el comando NDSolve
del Wolfram Mathematica 12.3 [Wolfram-Research 2019]. Primero se obtienen las
soluciones a esta ecuación que satisfacen la condición de contorno en el horizonte
exterior r+ del BH, es decir uℓ(r). Sin embargo, hay que tener cuidado en el horizonte
r = r+ ya que hay una singularidad debido a que, por definición, r+ es un ráız de
f(r). Esta singularidad imposibilita la resolución numérica porque se necesita un
valor inicial para resolver la ecuación y, en este caso, es una singularidad. La manera
de evitar esta singularidad es usando el método de Frobenius para obtener un valor
de Rℓ(r) en un punto cercano al horizonte. Mientras más lejos de la singularidad se
este mejor, y de esto depende el orden hasta el que se tome el desarrollo de Frobenius.
En este caso, se utiliza un desarrollo a orden 4. Este desarrollo deja dos soluciones
linealmente independientes, para saber cual es la correcta se usa la condición de
contorno en el horizonte (2.34), la cual dice que signo tomar en la ráız obtenida
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Figura 4.2: Soluciones uℓ(r) (parte real e imaginaria) de la ecuación (2.20) obtenida numéricamente
usando los parámetros de la tabla 4.1 e imponiendo la condición de contorno correspondiente al
BH. La ĺınea vertical negra indica donde se encuentra el horizonte exterior r+, mientras que la
ĺınea roja indica la distancia radial rm donde se coloca el espejo semiesférico perfecto. En el panel
derecho se tiene un zoom de la región cercana a donde se coloca el espejo. Se gráfica para un valor
de k = 1.5 tal que no haya superradianza (como se muestra en la figura 4.1, donde se esta en el
caso de part́ıculas) y un valor arbitrario ℓ = 55.

mediante la ecuación indicial (ya sea que haya superradiación o no). Finalmente, con
este nivel de aproximación se logra evaluar Rℓ(r0) usando el desarrollo de Frobenius,
donde r0 = r+ + 0.04 = 80.04 (usando los valores de la tabla 4.1) es el nuevo punto
inicial para la resolución numérica. El valor de r0 tiene un rango de validez ya que
a medida que aumenta k la aproximación realizada en el desarrollo de Frobenius
comienza a fallar, luego o hay que tomar un mayor orden en el desarrollo o hay que
disminuir r0 y por ende acercarse a la singularidad. En el rango de valores k en el
que se trabaja (k ∈ (0, 4.5)) se verifica que el r0 elegido es una buena aproximación
para todo k.

Ahora si se obtiene la solución numérica uℓ(r) que satisface la condición de
contorno en el horizonte r+. En la figura 4.2 se encuentra la solución numérica
obtenida para el valor de k = 1.5 (tal que no hay superradianza como se indica en
la figura 4.1 para el caso de part́ıculas) y ℓ = 55 (este valor es arbitrario, cuando se
calcule la fuerza se define un cut off en ℓ). Se observa en la figura que esta función
es oscilatoria, a medida que se acerca al BH oscila cada vez más rápidamente y
a medida que aleja se comporta como una onda esférica satisfaciendo también la
condición en infinito.

4.1.2. Solución en infinito

El procedimiento para resolver numéricamente la ecuación (2.20) cuyas soluciones
satisfacen la condición de contorno en infinito coincide en principio con el caso del
BH, donde se necesita un valor inicial para empezar con el cálculo numérico. Para
ello, se usa el comportamiento asintótico estudiado en la sección 2.2.2 de las funciones
wℓ(r) y vℓ(r), los cuales resulta para la onda plana incidente

wℓ(r) ≃ jℓ(kr) (2.52)

mientras que para la parte dispersada

vℓ(r) ≃ h
(1)
ℓ (kr) (2.47)

Entonces, evaluando estas funciones en un valor de r lo suficientemente grande
como para considerarlo como infinito (como se ve más adelante), se obtienen los
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Figura 4.3: Soluciones vℓ(r) y wℓ(r) de la ecuación (2.20) (partes reales e imaginarias), obtenidas
numéricamente imponiendo la condición de contorno correspondiente cuando r → ∞. La ĺınea
vertical marrón indica la distancia radial rm donde se coloca el espejo semiesférico perfecto. Se
grafica en particular en la zona cercana al espejo, donde se observa que las partes reales de vℓ(r)
y wℓ(r) coinciden completamente (ĺıneas azul y naranja), además la parte imaginaria de wℓ(r) es
nula, lo que se corresponde con el resultado wℓ(r) = Re[vℓ(r)] (ec. (2.57)). Para el gráfico se toman
los valores arbitrarios k = 1.5 y ℓ = 55, mientras que para los demás parámetros que caracterizan
al sistema se usan los valores de la tabla 4.1.

valores iniciales para la resolución numérica. Sin embargo, este procedimiento no
funciona bien, el infinito no se puede poner muy lejos porque se encuentra otra sin-
gularidad numérica. Alternativamente se hace un procedimiento inverso, en lugar
de imponer los valores iniciales tanto para Rℓ(r) como para R′

ℓ(r) en un valor lejos
de la geometŕıa de RN, se imponen valores iniciales a una distancia r = rm donde
se encuentra el espejo y desde ah́ı se integra numéricamente hasta “infinito”. Sin
embargo, los valores impuestos en el espejo no son los correspondientes al comporta-
miento asintótico (2.52) y (2.47), entonces para obtener estas funciones se ajusta a
la solución numérica en “infinito” usando la Bessel (ya que wℓ(r) y vℓ(r) son Bessel
esféricas o combinación de estas). Como en particular para el cálculo de la fuerza
se esta interesado en los valores que toman estas funciones en el espejo, se obtie-
nen los coeficientes de este ajuste que determinan estos valores. En el apéndice I se
desarrolla este método y se analiza su validez, proponiendo un buen valor de r lo
suficientemente grande (que se llama r∞, ver tabla 4.1) tal que podemos considerar
que las funciones wℓ(r) y vℓ(r) toman su forma asintótica.

A partir del método descripto en el párrafo anterior, se obtienen la soluciones
numéricas wℓ(r) y vℓ(r) como puede verse en la figura 4.3, donde se toma a modo
de ejemplo k = 1.5 y ℓ = 55 y se grafica en la zona cercana al espejo semiesférico
perfecto colocado. En este gráfico puede observase que, como se indico en la sección
2.2.2, wℓ(r) = Re[vℓ(r)], por esta razón, en el gráfico 4.4 solamente se muestra el
comportamiento asintótico de la función vℓ(r), donde se ve que coincide por el dado
en (2.47).

4.2. Matching en el espejo

Habiendo obtenido las soluciones numéricas que satisfacen las condiciones de
contorno en el BH r+ y en el infinito r∞, ahora resta proceder con las condiciones
de contorno impuestas por el espejo semiesférico perfecto colocado a una distancia
rm = 160 estudiada en la sección 2.2.3. En dicha sección, se obtiene el resultado de
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Figura 4.4: Parte real e imaginaria de la solución vℓ(r) (ĺınea azul) y de la función de Hankel esférica

de primera especie h
(1)
ℓ (r) (ĺınea naranja). Se observa que a medida que se aleja de la posición del

espejo rm (ĺınea vertical marrón), es decir que se aleja de la geometŕıa de RN, efectivamente la
solución se comporta como una función de Hankel satisfaciendo aśı la condición de contorno en
infinito, como puede verse en los subgráficos. Los gráficos se encuentran en escala logaŕıtmica,
mientras que los subgráficos que hacen un acercamiento a medida que se acerca al valor r∞ que se
toma como infinito estan a escala lineal. Para el gráfico se toman los valores arbitrarios k = 0.7 y
ℓ = 5, mientras que para los demás parámetros que caracterizan el sistema, se usan los valores de
la tabla 4.1.

la dispersión de un campo incidente en todo el espacio (fuera del BH):

Φ(x) =

{
Φ−(x) si r+ < r ≤ rm

Φ+(x) si rm ≤ r
(4.2)

donde Φ+(x) = Φinc(x) + Φscat(x) y cada uno de estos campos viene dado por:

Φ−(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

amℓ
uℓ(r)

uℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

Φscat(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

bmℓ
vℓ(r)

vℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

Φinc(x) = e−iωt
∑
ℓ,m

cmℓ
wℓ(r)

wℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

(2.41)

(2.48)

(2.53)

En el caso de una onda incidente plana, los coeficientes cmℓ en el desarrollo del
campo incidente están completamente determinados por el ángulo de incidencia ň y
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del impulso k:

cmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√
2ω

Ak⃗Y
m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (2.54)

Entonces, usando los resultados de la sección 2.2.3, se obtiene el resto de los coefi-
cientes amℓ y bmℓ del campo, 

amℓ =
∞∑

ℓ′=|m|

cmℓ′ U
m
ℓℓ′

bmℓ =
∞∑

ℓ′=|m|

cmℓ′ (U
m
ℓℓ′ − δℓℓ′)

(2.88)

(2.90)

donde
Um
ℓℓ′ =

[
(γm − 1)−1(HD)−1(γm − 1)−1γmID

]
ℓℓ′

(2.86)

con HD y ID matrices diagonal cuyos elementos vienen dados por
H−1

ℓ =
uℓ(rm)vℓ(rm)

u′
ℓ(rm)vℓ(rm)− uℓ(rm)v′ℓ(rm)

Iℓ = − i

kr2mf(rm)

1

wℓ(rm)vℓ(rm)

(4.3)

(2.75)

donde se usa la definición 2.72 de Hℓ para escribir su inversa. Además, se tiene que

γm
ℓℓ′ =


√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ−m)!(ℓ′−m)!

(ℓ+m)!(ℓ′+m)!

∫ 1

0
Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par (con ℓ ̸= ℓ′)
1 si ℓ′ = ℓ

(2.79)
En resumen, una vez propuesto un ángulo de incidencia y amplitud se tienen

completamente determinados los coeficientes cmℓ , luego se obtienen los coeficientes amℓ
y bmℓ usando las matrices Um. El comportamiento de estas matrices esta determinado
simplemente por las matrices de coeficientes γm (y en consecuencia de (γm−1)−1) y
de los elementos Iℓ y Hℓ que, por sus definiciones, son combinación de las soluciones
radiales um

ℓ , v
m
ℓ y wm

ℓ evaluadas en el espejo rm (ya obtenidas numéricamente en las
secciones anteriores). Primero, observando los elementos de matriz γm

ℓℓ′ y (γm−1)−1
ℓℓ′

resulta que pueden tomarse 2 aproximaciones: (i) γm
ℓℓ′ tiene 1 en su diagonal principal

y luego disminuye de manera alternada a medida que nos alejamos de la diagonal,
luego se toman solo 30 elementos de un lado y del otro de la diagonal principal
y al resto se los consideran todos nulos, y (ii) se toman que los elementos γm

ℓℓ′

prácticamente no dependen de m. Estas aproximaciones se discuten en detalle en
el apéndice J, luego las γm

ℓℓ′ y (γm − 1)−1
ℓℓ′ resultantes son de la forma presente en

las figuras 4.5a y 4.5b respectivamente. Como ya fue mencionado, los elementos de
estas matrices son coeficientes que dependen de ℓ, ℓ′ y m pero no dependen de los
parámetros del sistema (como los presentes en la tabla 4.1) ni de las caracteŕısticas
del campo incidente (es decir del impulso k y del ángulo de incidencia ň)

Por otro lado, se estudian los elementos H−1
ℓ e Iℓ. Si bien se obtiene que el

resultado depende tanto de H−1
ℓ como de Iℓ, primero se estudia H−1

ℓ ya que la
fuerza total obtenida en la sección 3.5 solo depende expĺıcitamente de este. En la
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(a) γm

(b) (γm − 1)−1

Figura 4.5: Representación gráfica de las matrices de coeficientes γm y (γm − 1)−1 con m = 1
(figuras 4.5a y 4.5b respectivamente). Para obtener γm se toman las aproximaciones discutidas en
detalle en el apéndice J, luego usando esta matriz se obtiene la matriz (γm−1)−1. Puede observarse
que los elementos (γm − 1)−1

ℓℓ′ mantienen la paridad de (γm − 1)ℓℓ′ , es decir que para ℓ′ − ℓ par se
tienen elementos nulos.

figura 4.6 se muestra la H−1
ℓ para un valor fijo en k (ya que estos elementos si

dependen de k). Primero se observa la existencia de un pico para cierto valor de ℓ a
k fijo, este pico puede entenderse utilizando la ecuación radial,

1

r2
∂r
(
r2f(r)∂rRℓω(r)

)
+

(
(ω + e h(r))2

f(r)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
−m2

p

)
Rℓ(r) = 0 (2.20)

Ahora bien, puede escribirse esta ecuación como un sistema de primer orden, para
ello se define

yℓ(r) = r2f(r)∂rRℓ(r) (4.4)

Usando esta definición y la ecuación radial, podemos escribir entonces el sistema de
ecuaciones 

y′ℓ(r) = −r2
(
(ω + eh(r))2

f(r)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
−m2

p

)
Rℓ(r)

R′
ℓ(r) =

yℓ(r)

r2f(r)

(4.5)

(4.6)

Nótese que cuando el paréntesis
(

(ω+eh(r))2

f(r)
− ℓ(ℓ+1)

r2
−m2

)
se anula para cierto valor

de ℓ (con k y r fijo) entonces la derivada y′ℓ(r) se anula, luego en este punto se
tiene un mı́nimo de R′

ℓ(r). Por lo tanto, como en el denominador de H−1
ℓ (definido

en (4.3)) las funciones u′
ℓ(rm) y v′ℓ(rm) tienen un mı́nimo, su inversa H−1

ℓ tiene un
máximo para este valor de ℓ (llamado ℓpico), definido como:

(ω + eh(rm))
2

f(rm)
− ℓpico(ℓpico + 1)

r2m
−m2

p = 0 (4.7)

Este argumento se verifica numéricamente en la figura 4.6, donde se observa que el
pico esperado se corresponde con el pico obtenido numéricamente. La existencia de
este pico sirve para definir un corte en los valores de ℓ. Por otro lado, en la figura 4.6
se observa un comportamiento preocupante: la parte real de estos elementos no decae
lo suficientemente rápido a medida que crece ℓ. Esto dificulta el análisis numérico
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(a) (b)

Figura 4.6: Representación gráfica de las partes reales e imaginaria de los elementos H−1
ℓ tomando

un valor fijo de k = 1.2. Además, se muestra mediante la ĺınea vertical punteada la posición donde
se espera que esté el pico por el argumento dado en 4.7, para el cual se observa que en ambos casos
se corresponde con el pico obtenido numéricamente. Se observa también que la parte real (a) no
decae rápidamente después de este pico, mientras que la parte imaginaria (b) si lo hace.

ya que, si bien se encuentra un argumento para hallar el pico, no parece haber un
cut off claro o un dominio predominante tal que pueda cortarse la sumatoria en ℓ.
Sin embargo, resulta de la siguiente sección que, al considerar el baño térmico, el
resultado de la fuerza depende tanto de H−1

ℓ como de Iℓ que tiene definido el mismo
pico para su parte real e imaginaria y se anula rápidamente (a diferencia de H−1

ℓ

que solo su parte imaginaria se anula rápidamente), por ende puede definirse un cut
off en ℓ usando el argumento del párrafo anterior para identificar el pico (como se
observa en la figura 4.6). Por lo tanto, para estudiar la solución clásica obtenida
a partir de la dispersión de una onda plana, se usa como ℓ máximo (ℓmax) el ℓpico
analizado anteriormente más 10, es decir ℓmax = ℓpico+10 (se suma 10 porque, como
vemos en la figura 4.6, a partir del pico en la parte imaginaria con tomar 10 valores
más en ℓ alcanza para considerar que se anula luego de este ℓmax).

Por último, en la figura 4.7 se muestra el comportamiento de H−1
ℓ e Iℓ en función

de los valores de k usando el corte en ℓmax (el cual aumenta con k). Se observa como el
valor de ℓpico aumenta con k, sin embargo el razonamiento planteado para identificar
teóricamente estos picos se corresponde con los picos obtenidos numéricamente.

Ahora que se comprenden las partes que conforman la solución, finalmente se
estudia el resultado de incidir una onda plana sobre el sistema BH-espejo, el cual
sirve para comprender el funcionamiento del cohete superradiante de BH. Para ello,
se utilizan las aproximaciones previamente introducidas que son válidas tanto en
este caso como también para el cálculo de la fuerza, es decir las aproximaciones rea-
lizadas sobre las matrices de elementos γm

ℓℓ′ y el cut off ℓmax definido usando Iℓ (estas
aproximaciones se analizan en el apéndice K a partir de los resultados obtenidos para
la fuerza). Entonces, suponiendo que incide una onda plana con las caracteŕısticas
de la tabla 4.2 se eligen los campos Φinc

s (x) y Φinc
ns (x) tal que superrad́ıa y no super-

rad́ıa respectivamente. Luego, considerando estados estacionario (sin la dependencia
temporal en los campos (4.2)), se obtienen los coeficientes de los campos y en con-
secuencia el campo resultante en todo el espacio. En las subfiguras 4.8 se observa
en particular el campo en la dirección de incidencia para los distintos valores de k
elegidos, se grafican tanto las partes reales como las imaginarias del campo, como
también el modulo cuadrado del campo. En las figuras se observa como se cumple
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Representación gráfica de las partes reales e imaginarias de H−1
ℓ e Iℓ para distintos

valores de k y usando el cut off ℓmax para los distintos valores de k. Las ĺıneas punteadas verticales
en las figuras (a) y (b) indican la posición teórica del ℓpico, los cuales observamos que se correspon-
den con los picos obtenidos numéricamente.

Φinc
ns (x) Φinc

s (x)
ň (0, π

4
) (0, π

4
)

k 0.8 1.4
Ak⃗ 100 100

Tabla 4.2: Caracteŕısticas elegidas para el campo incidente, donde ň es el ángulo de incidencia (el
cual se escribe como un par ordenado (ϕ, θ)), Ak⃗ es la amplitud de la onda y k es el momento en
el espacio de Fourier. Se eligen tomar 2 valores distintos de k tal que en un caso se trate de un
campo superradiante (Φinc

s (x)) mientras que en el otro caso no hay superradianza (Φinc
ns (x)).

la condición de continuidad entre el campo Φ+ exterior a la geometŕıa BH-espejo
y el campo Φ− interior a la geometŕıa hasta el punto r0 (donde obtuvimos la solu-
ción mediante el desarrollo de Frobenius para evitar la singularidad numérica en el
horizonte del BH). Sin embargo, como esta unión no es lo suficientemente suave, se
observa que la condición de continuidad en las derivadas esta fallando (en particular
para el campo superradiate, subfiguras 4.8a, 4.8c y 4.8e), esto puede atribuirse a
una falla en las aproximaciones realizadas (como se discute en el apéndice K, aun-
que se debe seguir estudiando). Además, en las subfiguras 4.8e y 4.8f se observa una
diferencia entre el campo superradiante y el no superradiante, y es que en el primer
caso el modulo cuadrado del campo decrece rápidamente a medida que se acerca
al BH acercándose a cero, mientras que este comportamiento no se observa para el
campo no superradiante. Para comprender mejor este fenómeno de superradianza
seŕıa interesante graficar no solo el campo en la dirección de incidencia sino elegir un
corte de la geometŕıa tomando todos los valores posibles del ángulo θ, obteniendo
aśı un perfil del funcionamiento del cohete superradiante de BH. Este análisis no fue
realizado en este trabajo pero se llevará a cabo en el futuro.
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(a) Re [Φs(x)] (b) Re [Φns(x)]

(c) Im [Φs(x)] (d) Im [Φns(x)]

(e) |Φs(x)|2 (f) |Φns(x)|2

Figura 4.8: Representación gráfica de los campos Φs(x) y Φns(x) obtenidos numéricamente usando
para los parámetros que caracterizan al sistema los valores de la tabla 4.1, mientras que para los
valores del campo incidente se toman los de la tabla 4.2 (tratándose por un lado de un campo
Φs(x) que superrad́ıa y por el otro Φns(x) que no superrad́ıa). Se grafican tanto las partes reales
e imaginarias de estos campos como también el modulo cuadrado, donde en cada subfigura se
muestra de distintos colores las partes correspondientes al campo Φ+ exterior a la geometŕıa BH-
espejo (colores azul y violeta para Φs y Φns respectivamente) y al campo Φ− interior a la geometŕıa
(colores rojo y naranja para Φs y Φns respectivamente). Puede observase como se satisface la
condición de continuidad de los campos a la distancia rm donde se coloca el espejo (donde ocurre
el cambio de color), sin embargo esto no significa que en esa posición está el espejo ya que se esta
graficando el campo para el ángulo de incidencia θ = π

4 (medido desde el eje z) mientras que el
espejo semiesférico se encuentra en θ ∈

(
π
2 ,

3π
2

)
. No se grafica hasta el horizonte exterior r+ del BH

sino hasta el punto r0 donde obtuvimos la solución radial mediante el desarrollo de Frobenius para
evitar la singularidad numérica en el horizonte. Se observa que si bien se cumple la continuidad
del campo, como esta unión no es lo suficientemente suave entonces la condición de continuidad en
las derivadas esta fallando (en particular para el campo superradiate, subfiguras 4.8a, 4.8c y 4.8e).
Por otro lado, en las subfiguras 4.8e y 4.8f se observa una diferencia entre Φs y Φns, y es que en
el primer caso el modulo cuadrado del campo decrece rápidamente a medida que se acerca al BH
acercándose a cero, mientras que este comportamiento no se ve para el campo no superradiante.
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4.3. Fuerza del cohete de BH

En las secciones previas se analiza numéricamente los resultados obtenidos para el
caso clásico, es decir cuando una onda plana incide sobre la configuración BH-espejo.
Con estas herramientas, considerando además el baño de part́ıculas y antipart́ıculas
mediante la cuantización de los campos, se obtiene numéricamente la fuerza total
sobre el cohete de BH. En la sección 3.5 se obtiene una expresión anaĺıtica para
dicha fuerza en términos de las soluciones radiales y las matrices de coeficientes γm

ℓ :

F3 = − 4

π

∫ ∞

0

dk k2

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

×
∑
m>0

∑
ℓ=m

√
(ℓ2 −m2)

(4ℓ2 − 1)
Im
[
Nm

ℓ,ℓ−1

] (3.54)

donde

Nm
ℓ,ℓ−1 =

1

k2r4mf(rm)
2

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

∑
ℓ′′=|m|

[(M−1)mγm]
∗
ℓℓ′′ [(M

−1)mγm]ℓ−1,ℓ′′

|vℓ′′(rm)|2

+
i

2kr2mf(rm)

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

([
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ

−
[
(M−1)mγm

]∗
ℓ,ℓ−1

)
(3.55)

y

(M−1)mℓh =
∞∑

ℓ′=|m|

(γm − 1)−1
ℓℓ′H

−1
ℓ′ (γm − 1)−1

ℓ′h (2.85)

Primero, se observa que en la fuerza (3.54) aparecen los términos de las distri-
buciones BE, es decir que la dependencia en k viene dada predominantemente por
estas exponenciales. Por lo tanto, pueden usarse estas distribuciones para definir un
cut off en k, para ello se elige una temperatura tal que efectivamente haya part́ıcu-
las en el rango de k en el que trabajamos y se observa como decae a medida que
aumenta k. Eligiendo una temperatura T = 0.5 y usando los demás parámetros de
la tabla 4.1, se obtiene un corte en kmax = 4.5. En la figura 4.9 se muestran las
distribuciones de part́ıculas y antipart́ıculas obtenidas con estos parámetros, donde
además se indica la zona sombreada donde hay superradiación tanto para part́ıculas
como para antipart́ıculas.

Para determinar la fuerza se necesita obtener (M−1)mℓh definida en (2.85), donde
se escribe (M−1)mℓh en términos de los elementos (γm−1)−1

ℓℓ′ y H−1
ℓ′ (ya estudiados en

la sección anterior). Entonces, usando las aproximaciones estudiadas anteriormente,
Iℓ corta el ı́ndice en ℓmax (como puede verse expĺıcitamente en el apéndice H, ec.
(H.5)). Además, se cortan las (γm

ℓℓ′ − 1)−1
ℓℓ′ a partir de la diagonal más 30 puntos,

entonces la matriz (M−1)m en principio es de dimensión (ℓmax+30)×(ℓmax+30). Sin
embargo, al proceder de esta manera surgen 2 observaciones con las que hay tener
cuidado al momento de cortar la matriz (M−1)m: (i) usando de la aproximación de
las γm

ℓℓ′ , si bien existen 30 puntos no nulos después de ℓmax estos son tan pequeños
que el determinante de Mm resulta ser aproximadamente nulo y por ende no existe
su inversa (M−1)m, por lo tanto se considera a la matriz (M−1)m de dimensión
ℓmax × ℓmax; además, (ii) resulta que como (γm

ℓℓ′ − 1)ℓℓ′ tiene ceros alternados dadas
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Figura 4.9: Representación gráfica de las distribuciones de BE para part́ıculas y antipart́ıculas
(ĺıneas roja y azul respectivamente) utilizando los parámetros que se encuentran en la tabla 4.1.
Además, se indican las regiones de superradiación donde se satisface la condición ω < ωs (región
sombreada verde). El intervalo k ∈ (0, 4.5) del gráfico indica los valores de k que se considera en
la determinación de la fuerza. El valor kmax = 4.5 se elige observando que la distribución para
antipart́ıculas a una enerǵıa igual a 6T es 234 veces menor que usando la enerǵıa del baño térmico
T (se considera antipart́ıculas porque es la mayor distribución).

por la relación entre sus sub́ındices, entonces si la dimensión donde se la corta es
impar se tiene un determinante nulo y por ende no existe (γm

ℓℓ′ − 1)−1, mientras
que si la dimensión es par entonces si resulta invertible, luego si ℓmax es impar se
toma la matriz (ℓmax − 1)× (ℓmax − 1) mientras que si ℓmax es par entonces se toma
ℓmax × ℓmax. A partir de estas observaciones, se trabajan con matrices cuadradas de
dimensión ℓparmax, definido como:

ℓparmax =

{
ℓmax − 1 si ℓmax es impar

ℓmax si ℓmax es par
(4.8)

Luego, puede trabajarse de manera matricial:

(M−1)m = (γm − 1)−1(HD)−1(γm − 1)−1 (4.9)

donde (γm−1)−1 y (HD)−1 son todas matrices cuadradas de dimensión ℓparmax. Numéri-
camente resulta mucho más eficiente trabajar con matrices que con la notación
en componentes, reduciendo considerablemente el tiempo demorado por el cálculo
numérico, por más que en algunos casos se calculan elementos que no se utilizan
(por ejemplo se obtiene toda la matriz Nm aunque para obtener la fuerza solo se
necesitan las componentes Nm

ℓ,ℓ−1). Por otro lado, usando la aproximación de que
los elementos γm

ℓℓ′ no dependen de m, la dependencia en m solamente afecta la di-
mensión de las matrices (γm − 1)−1, (HD)−1 y ID (ya que los sub́ındices siempre
satisfacen que son mayores o iguales a m) y por ende se reduce de la misma manera
la dimensión de (M−1)m a medida que aumenta m. Sin embargo, en el apéndice J
puede verse que a medida que m ≈ ℓ esta aproximación comienza a fallar, es decir
que se observa como los elementos γm

ℓℓ′ comienzan a diferenciarse cuando aumenta
m hasta tomar valores cercanos a ciertos valores fijos de ℓ y ℓ′. Ahora bien, en la
fuerza (3.54) se observa que existe un termino ℓ2 −m2 multiplicando a Nm

ℓ,ℓ−1, por
lo tanto los términos con m ≈ ℓ para lo cuales la aproximación comienza a fallar
son los que menos contribuyen a la fuerza total. Por último, resta definir un cut off
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(a)
(b)

Figura 4.10: Representación gráfica del resultado numérico obtenido para la fuerza de empuje,
donde los puntos azules son el integrando en la expresión para la fuerza 3.54 y la ĺınea roja es la
interpolación entre estos puntos, luego la fuerza total es la integral bajo esta curva. En la subfigura
4.10a se observa un pico en el valor de k correspondiente a la divergencia en la distribución de BE
para antipart́ıculas (ver figura 4.9). En la subfigura 4.10b se observa que este salto es continuo en
lugar de ser discontinuo como se espera, sin embargo este resultado se entiende mejor a partir de
la figura 4.11.

sobre los ı́ndices m ya que en la fuerza (3.54) hay también una sumatoria en m.
Resulta natural usar el mismo corte ℓmax encontrado a partir de Iℓ, porque para
valores de m mayores a ℓmax quedan en la sumatoria en ℓ los términos mayores a
ℓmax (ya que m ≤ ℓ), los cuales se observan en 4.7 que decaen rápidamente a cero
y en consecuencia la contribución debido a valores de m mayores a ℓmax es nula.
Además, teniendo en cuenta que m ≤ ℓparmax, se excluye el caso m = ℓparmax ya que
siempre es cero debido al término ℓ2 − m2 en la fuerza. En resumen, se usa como
cut off mmax = ℓparmax − 1.

Ahora se tienen todas las herramientas necesarias para proceder con el calcu-
lo numérico de la fuerza. En la figura 4.10 se representa gráficamente el resultado
numérico obtenido para la fuerza de empuje, donde los puntos azules son el inte-
grando en la expresión para la fuerza 3.54 y la ĺınea roja es la interpolación entre
estos puntos, luego la fuerza total es la integral bajo esta curva. De este resultado
primero llama la atención el pico que se ve bien marcado en la subfigura 4.10a, esto
se debe a la divergencia que hay en la exponencial debido a la distribución de Bose-
Einstein (como se ve en la figura 4.9). Además, considerando las distribuciones de
BE de la figura 4.9, se espera que esta divergencia sea discreta ya que para valores
menores de k se tienen part́ıculas9 (superradiantes hasta cierto punto y luego no)
que decrece hasta que prende el término de antipart́ıculas. Sin embargo, se observa
en la subfigura 4.10b que el salto no es discreto, sino que siempre aumenta hasta
tomar el máximo valor debido a la divergencia. Este resultado puede entenderse
analizando con más detalle la distribución de BE para antipart́ıculas, como puede
verse en la figura 4.11. Se observa que para k menores a la divergencia se obtiene
un numero de ocupación negativo que antes no se consideraba, sin embargo en este

9No es posible separar la fuerza entre una contribución debido a part́ıculas y otra debido a
antipart́ıculas, ya que dentro del integrando se tienen las soluciones radiales y sus conjugadas aco-
pladas que mezclan las part́ıculas y antipart́ıculas del baño térmico. Cuando se habla de part́ıculas
y antipart́ıculas en este contexto se refiere a los términos debido a la distribución de BE donde es
posible diferenciar el signo correspondiente a cada caso.
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Figura 4.11: Representación gráfica de la distribución de Bose-Einstein para antipart́ıculas (ĺınea
azul) y la región de superradiación donde se satisface la condición ω < ωs (región sombreada verde).
Se observa que, en correspondencia con los resultados para la fuerza en la figura 4.10, además
de tener un número de ocupación positivo también se están teniendo en cuenta los números de
ocupación negativos, por lo tanto hay superradianza en todo el intervalo de k hasta k ≈ 4. Además,
se observa la existencia de una divergencia que se corresponde con el pico existente para el resultado
de la fuerza.

contexto de campos este número negativo es posible ya que solo indica el signo de
la carga neta. Por lo tanto, en el calculo de la fuerza se esta teniendo en cuenta
también estas part́ıculas que además superrad́ıan, entonces en la figura 4.10 se tiene
superradianza en todo el intervalo de k hasta k ≈ 4 (donde se observa en la figura
4.1 que ya no hay superradiación tanto para part́ıculas como para antipart́ıculas).
Luego, para estudiar la contribución a la fuerza debido a la superradianza debeŕıa
extenderse el intervalo para k tomado en este trabajo. Por otro lado, la existencia
de la divergencia es algo que aún falta comprender y que se seguirá estudiando en
el futuro.

Por último, en el apéndice K se estudia la validez de las aproximaciones numéricas
adoptadas, las cuales pueden resumirse en tres puntos: (i) el corte utilizado en
ℓmax para cortar la sumatoria en ℓ, (ii) que las matrices de coeficientes γm

ℓℓ′ tienen
elementos no nulos cerca de la diagonal y ceros a medida que se aleja de esta, y
(iii) que los elementos γm

ℓℓ′ no dependen de m, solamente depende de m la dimensión
de la matriz. De este apéndice resulta que las aproximaciones (i) y (ii) son muy
buenas mientras que la aproximación (iii) falla para algunos valores de m. Por esta
razón, el valor de la fuerza total obtenida de la integral bajo la curva en la figura
4.10 no resulta de interés aún. Los resultados presentados son más bien una primera
aproximación de la fuerza de empuje sobre el cohete superradiante de BH (además
falta recuperar las dimensiones para poder comparar el valor de la fuerza resultante).
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5. Conclusión

El fenómeno de superradiancia en agujeros negros consiste en la absorción de
información en forma de paquetes de onda, y al mismo tiempo la emisión de enerǵıa
en forma de ondas planas monocromáticas por parte del agujero negro. Se estudia
este fenómeno en una configuración de agujero negro con carga (BH) concéntrico a
un espejo semiesférico perfecto que, debido a su forma y a la existencia de una fuerza
total resultado de los modos superradiantes dispersados en este, se llama “cohete
superradiante de BH” (o simplemente cohete de BH).

Primero, se considera la dispersión de un campo escalar cargado clásico inci-
diendo sobre esta configuración. Para ello, se resuelve la ecuación de Klein-Gordon
mı́nimamente acoplada con el campo de gauge Aµ en espacio curvo, dado por la
métrica de Reissner-Nordström (RN). Se obtiene el campo en toda la región del
espacio-tiempo permitida a partir de las soluciones radiales que satisfacen las con-
diciones de contorno en el horizonte (ya sean modos superradiantes o no) y en el
infinito, para luego pegar las partes del campo imponiendo las condiciones de con-
torno en el espejo. Se logra escribir una relación anaĺıtica entre los coeficientes del
campo incidente (que se considera como una onda plana) con los coeficientes del
campo dispersado y con el campo dentro de la configuración de BH-espejo, obte-
niendo aśı el campo en todo el espacio en función de las caracteŕısticas de la onda
incidente (ángulo de incidencia, amplitud e impulso) y los valores de las soluciones
radiales que toman en el espejo (que luego se determinan numéricamente).

Segundo, a partir del resultado anterior para un campo clásico, se procede con la
cuantización del campo considerando la configuración BH-espejo inmerso en un baño
térmico de part́ıculas y antipart́ıculas escalares cargadas que no esta en equilibrio
termodinámico con el BH. Asumiendo que las part́ıculas siguen una distribución
de Bose-Einstein (BE) y utilizando el tensor de enerǵıa-momento del sistema, se
obtiene la fuerza total sobre el cohete de BH.

Tercero, se analizaron numéricamente los resultados obtenidos tanto por la dis-
persión de un campo escalar como por el cohete de BH en el baño térmico. En el
caso de un campo escalar, primero se obtiene numéricamente las soluciones radiales
que satisfacen las condiciones de contorno, luego proponiendo algunos valores pa-
ra el campo incidente tal que haya o no superradiación, se obtienen estos campos
en la dirección de incidencia donde se observa una diferencia de comportamiento
cerca del horizonte exterior del BH (donde ocurre o no la superradianza). A partir
de estos resultados numéricos y de la expresión anaĺıtica obtenida, se determina la
fuerza total del cohete de BH en la cual se observa un pico para cierto valor del
impulso k donde existe una divergencia debido a la distribución de BE utilizada.
Si bien el comportamiento entorno al pico se puede interpretar como que se esta
considerando tanto el número de ocupación positivo como el negativo (el cual in-
dica la carga neta), resta estudiar la existencia de esta divergencia para un valor
de k no nulo. Además, se concluye que para comprender mejor cómo contribuye la
superradianza a la fuerza total se debe extender el intervalo de enerǵıa bajo estudio
y estudiar el comportamiento de la solución con el ı́ndice azimutal cuántico m, ya
que la aproximación realizada para este último caso falla para ciertos valores de m.

Cabe destacar que el dispositivo de cohete de BH estudiado es resultado del
fenómeno de superradianza, el cual es un fenómeno puramente clásico. Sin bien
cuando incluimos el baño térmico se consideran campos cuánticos, esto es necesario
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para vincular la temperatura del baño con las part́ıculas mediante la distribución
de BE por lo que no debe confundirse la superradianza con un fenómeno cuántico.
Un modelo alternativo de cohete de BH donde se utiliza la radiación de Hawking en
lugar de superradianza (el cual si es un fenómeno cuántico) puede verse en [Semiz
1995].

Puede construirse un cohete superradiante de BH recurriendo a un experimento
mental. Primero es necesario un BH de RN o de Kerr (no estudiado aún pero se
presupone que el mismo efecto de cohete de BH ocurrirá en este caso) tal que hayan
modos superradiantes. La enerǵıa extráıda debido a la superradiación depende de la
temperatura del BH, luego se necesita un BH pequeño ya que a menor área del BH
mayor es la temperatura (aunque mientras más pequeño más rápido se evapora).
Se coloca ahora el espejo semi esférico perfecto tal que el BH esté en el centro de
este. Finalmente se necesita un baño térmico, para ello se coloca la configuración
BH-espejo en un horno con una temperatura alta tal que sea f́ısicamente posible y
que se tenga una buena cantidad de part́ıculas superradiantes (ya que a medida que
aumenta la enerǵıa en la distribución de BE mayor cantidad de part́ıculas se tendrán
en los estados excitados). El resultado de este experimento es una fuerza sobre la
configuración BH-espejo que funciona como propulsor del cohete superradiante de
BH.

En cuanto a una posible aplicación astrof́ısica, se parte de la bomba BH en un BH
astrof́ısico [Pani et al. 2012, sección 5.8.3] como motivación para luego complemen-
tar esta idea con el cohete de BH. En un BH astrof́ısico existe un disco de acreción
de plasma entorno al BH del cual ondas de plasma magnetosónicas son generadas,
luego estas ondas pueden entrar en la región entre el BH y el borde interior del disco
de acreción (el cual se encuentra en la ISCO, Innermost Stable Circular Orbit). Una
vez que entren en esta región, el borde interior del disco de acreción puede actuar
como una barrera reflectora, luego las ondas pueden ser multiplemente reflejadas
y amplificarse por la superradianza, aumentando su enerǵıa. Este incremento de la
enerǵıa continuara hasta que la magnetosfera que rodea al sistema no sea capaz de
soportar la presión dentro de la cavidad (bomba de BH) [Aguirre 2000; Van Putten
1999]. Ahora bien, en este modelo se supone un disco de acreción homogéneo, sin
embargo es razonable considerar que el disco de acreción es inhomogéneo. Entonces,
en este caso se tiene una amplificación superradiante inhomogénea que podŕıa mo-
delarse como un cohete superradiante, por lo tanto existirá una fuerza neta sobre el
sistema BH junto al disco de acreción.

Para finalizar, se comentan algunas perspectivas a futuro de este trabajo:

Mejorar la precisión del análisis numérico realizado, en particular estudiar la
falla en la aproximación del ı́ndice azimutal cuántico m y la no continuidad de
la derivada del campo superradiante en la posición del espejo.

Obtener un gráfico de un corte del cohete de BH tomando todos los valores
de θ posibles para cierta onda plana incidente en determinada dirección (y
no solo el campo en la dirección de incidencia como se hizo). Se espera de
esta manera obtener una mejor interpretación del fenómeno de superradiación
antes de considerar muchas part́ıculas incidiendo de todas direcciones debido
al baño térmico.

Estudiar el comportamiento obtenido a partir del resultado numérico de la
fuerza, en particular la existencia del pico y extender el rango de enerǵıas bajo
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5 Conclusión

estudio para considerar una mayor región sin superradianza. Además, para
comparar el resultado de la fuerza superradiante, puede resultar instructivo
comparar con el caso de un BH de Schwarzschild donde no hay superradianza.

Continuar el análisis numérico de la fuerza variando distintos parámetro del
sistema, por ejemplo aumentar la carga del BH hasta llegar a un BH de RN
extremo y variar la posición del espejo semiesférico. Se analizará si el compor-
tamiento de este sistema es el mismo que en la bomba de BH, es decir se verá
si la fuerza es mayor para el caso de un BH extremo y si existe una distancia
para el espejo donde la fuerza sea máxima (como ocurre en la bomba de BH).

Recuperar las dimensiones f́ısicas de las variables trabajadas para una posible
aplicación astrof́ısica.

Estudiar el caso de campos espinoriales en lugar del campo escalar considerado,
ampliando aśı el estudio a part́ıculas fermiónicas incidiendo sobre el cohete de
BH.
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A. Definición: γm
ℓℓ′ y Mm

hℓ

En este apéndice se desarrollan las expresiones (2.66) y (2.71) derivadas de las
condiciones de contorno que se deben cumplir en el espejo semiesférico perfecto. Los
resultados que se obtienen a continuación son los presentados en la sección 2.2.3.
Comenzando por las ecuaciones (2.66) y (2.71) que se derivan en dicha sección:

∑
ℓ,m

amℓ Y
m
ℓ (θ, ϕ) = 0 para

π

2
≤ θ ≤ π

∑
ℓ,m

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)Y
m
ℓ (θ, ϕ) = 0 para 0 ≤ θ <

π

2

(2.66)

(2.71)

donde para simplificar se llama

Hℓ =
u′
ℓ(rm)

uℓ(rm)
− v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
y Iℓ =

w′
ℓ(rm)

wℓ(rm)
− v′ℓ(rm)

vℓ(rm)
(2.72)

En las ecuaciones (2.66) y (2.71) se tiene una suma de los armónicos esféricos pesados
por unos coeficientes constantes10 igual a cero. Desarrollando los armónicos esféricos
por su definición (2.18) en las ecuaciones (2.66) y (2.71),

∑
ℓ,m

amℓ

√
2ℓ+ 1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ = 0

∑
ℓ,m

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)

√
2ℓ+ 1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ = 0

(A.1)

(A.2)

Luego, multiplicando en ambas expresiones la exponencial e−im′ϕ e integrando sobre
el ángulo ϕ:

∑
ℓ,m

amℓ

√
2ℓ+ 1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)

∫ 2π

0

dϕ eimϕe−im′ϕ = 0

∑
ℓ,m

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)

√
2ℓ+ 1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)

∫ 2π

0

dϕ eimϕe−im′ϕ = 0

(A.3)

(A.4)

Usando la ortonormalidad de las exponenciales complejas, las integrales en ϕ dan la
delta δmm′ 

∑
ℓ,m

amℓ

√
2ℓ+ 1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)δmm′ = 0

∑
ℓ,m

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)

√
2ℓ+ 1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)δmm′ = 0

(A.5)

(A.6)

Ahora bien, mirando la sumatoria sobrem (
∑ℓ

m=−ℓ), el único termino no nulo debido
a la delta es el que satisface m = m′, para cierto ℓ que permita el valor de m′.

10Constantes en el sentido de que no dependen de θ ni de ϕ, pero si dependen de ℓ y m.
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Entonces para valores de ℓ menores a m = m′, la delta es nula y puede escribirse
que la sumatoria en ℓ comenzará en ℓ = |m|:

∞∑
ℓ=|m|

(−1)ℓamℓ
√
(2ℓ+ 1)

√
(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (x) = 0

∞∑
ℓ=|m|

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)
√

(2ℓ+ 1)

√
(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (x) = 0

(A.7)

(A.8)

para todo m en Z y con 0 < x = cos θ < 1 (ya que π
2
< θ < π en ambos casos, donde

en la primera ecuación se cambia x → −x para que estén definidos en el mismo
intervalo de x, por esta razón aparece (−1)ℓ). Ahora se procede de manera similar
que antes para integrar la componente x, es decir se multiplican ambas ecuaciones

por
√
(2ℓ′ + 1)

√
(ℓ′−m)!
(ℓ′+m)!

Pm
ℓ′ (x) y se integra en el dominio de x,



∞∑
ℓ=|m|

(−1)ℓamℓ

√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)

(ℓ−m)!(ℓ′ −m)!

(ℓ+m)!(ℓ′ +m)!

∫ 1

0

Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) = 0

∞∑
ℓ=|m|

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ)

√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)

(ℓ−m)!(ℓ′ −m)!

(ℓ+m)!(ℓ′ +m)!

∫ 1

0

Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) = 0

(A.9)

(A.10)

Usando la ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre en el intervalo
(−1, 1) [Weisstein 2022a], se obtiene información sobre el polinomio en el intervalo
(0, 1):∫ 1

−1

Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) =
2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′ =

∫ 1

0

Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) +

∫ 0

−1

Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x)

(A.11)
Intercambiando x → −x en la segunda integral y juntando los términos restantes:

(1 + (−1)ℓ
′−l)

∫ 1

0

Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) =
2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′ (A.12)

Por lo tanto, los polinomios asociados de Legendre son ortogonales en el intervalo
(0, 1) siempre y cuando ℓ′ − ℓ sea par. Entonces para simplificar se define:

γm
ℓℓ′ =


√

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ−m)!(ℓ′−m)!
(ℓ+m)!(ℓ′+m)!

∫ 1

0
Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par
1 si ℓ′ = ℓ

(A.13)
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donde el valor particular γm
ℓℓ = 1 puede verse inmediatamente de (A.12). Luego, las

ecuaciones (A.9) y (A.10) pueden reescribirse usando la definición de γm
ℓℓ′ como:

∞∑
ℓ=|m|

(−1)ℓamℓ γ
m
ℓℓ′

∞∑
ℓ=|m|

(amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ) γ
m
ℓℓ′

(A.14)

(A.15)

donde, debido a la gamma definida, los únicos términos no nulos son con ℓ′ − ℓ
impar. Se quiere cambiar los ı́ndices y en lugar de sumar sobre ℓ se quiere sumar
sobre ℓ′ − ℓ. Para ello, primero se separan los términos ℓ′ − ℓ = 0 (con γm

ℓℓ = 1) ya
que estos están incluido en las sumatorias y aśı los únicos términos no nulos en las
sumatorias son con ℓ′ − ℓ impar:

amℓ −
∞∑

ℓ′−ℓ=|m|
ℓ′−ℓ impar

(−1)ℓ
′−ℓamℓ′−ℓγ

m
(ℓ′−ℓ)ℓ′

amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ +
∞∑

ℓ′−ℓ=|m|
ℓ′−ℓ impar

(
amℓ′−ℓHℓ′−ℓ − cmℓ′−ℓIℓ′−ℓ

)
γm
(ℓ′−ℓ)ℓ′

(A.16)

(A.17)

Como inicialmente ℓ′ − ℓ = |m|, cuando se separa el coeficiente ℓ = ℓ′ entonces se
restringe |m| ̸= 0, lo cual no se escribe expĺıcitamente en la sumatoria ya que esta
incluido en la condición ℓ′ − ℓ impar. Por otro lado, nótese que el termino (−1)ℓ

′−ℓ

de la primera ecuación se encuentra elevado en una potencia impar por lo que queda
solamente un signo menos. Más aún, para simplificar la notación, puede sumarse
directamente sobre ℓ′ ya que γm

ℓℓ′ dejara los términos con ℓ′ − ℓ impar. En este caso,
para que se satisfaga la condición ℓ′ − ℓ = |m|, se toma simplemente ℓ′ ≥ |m|.
Juntando todo, resulta que las condiciones de contorno llevan a:

amℓ −
∞∑

ℓ′≥|m|
ℓ′−ℓ impar

amℓ′ γ
m
ℓℓ′ = 0

amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ +
∞∑

ℓ′≥|m|
ℓ′−ℓ impar

(amℓ′ Hℓ′ − cmℓ′ Iℓ′) γ
m
ℓℓ′ = 0

(A.18)

(A.19)

donde las ecuaciones (A.18) y (A.19) son consecuencia de la continuidad en el espejo
y de la derivada respectivamente.

De la ecuación (A.18) puede escribirse el coeficiente amℓ en términos de la su-
matoria en ℓ′ − ℓ. Ahora bien, la relación entre ℓ y |m| o ℓ′ y |m| no puede ser
cualquiera. Por ejemplo, si se tienen coeficientes amℓ cuyos ı́ndices satisfacen que
ℓ − |m| es par entonces amℓ′ no tiene otra opción más que cumplir que ℓ′ − |m| sea
impar, ya que debe satisfacerse ℓ′−Z

Z|m|− ℓ+Z
Z|m| = ℓ′− ℓ impar. Luego eligiendo una

paridad para ℓ− |m| del coeficiente amℓ entonces el ℓ′ − |m| del coeficiente amℓ′ tiene
la paridad opuesta (aśı siempre se satisface impar+par=impar, i.e. ℓ′− ℓ impar). Lo
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mismo ocurre en la ecuación (A.19), pero ahora puede solucionarse este problema
de paridad insertando la expresión (A.18) en (A.19):

amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ +
∞∑

ℓ′≥|m|
ℓ′−ℓ impar

∞∑
h≥|m|

h−ℓ′ impar

amh γ
m
hℓ′Hℓ′γ

m
ℓℓ′ −

∞∑
ℓ′≥|m|

ℓ′−ℓ impar

cmℓ′ Iℓ′γ
m
ℓℓ′ = 0 (A.20)

Además, se observa que en la doble sumatoria (una suma con ℓ′−ℓ impar y otra con
h− ℓ′ impar) pueden intercambiarse los ı́ndices en la segunda sumatoria por h− ℓ,
lo cual es simplemente la suma entre ℓ′ − ℓ y h− ℓ′, es decir que es la suma de dos
números impares por lo que h− ℓ es par:

amℓ Hℓ − cmℓ Iℓ +
∞∑

ℓ′≥|m|
ℓ′−ℓ impar

∞∑
h≥|m|
h−ℓ par

amh γ
m
hℓ′Hℓ′γ

m
ℓℓ′ −

∞∑
ℓ′≥|m|

ℓ′−ℓ impar

cmℓ′ Iℓ′γ
m
ℓℓ′ = 0 (A.21)

Reordenando un poco esta expresión, primero se vuelve a juntar el termino cmℓ Iℓ
(que corresponde a ℓ′ = ℓ) con la sumatoria sobre los mismos coeficientes. Segundo,
usando la definición de la gamma (A.13),se escribe la sumatoria sobre todo ℓ′ en
lugar de solo sobre ℓ′ − ℓ impar, partiendo de ℓ′ = |m|. De la misma manera se
procede con el termino amℓ Hℓ, obteniendo:

∞∑
h≥|m|
h−ℓ par

∞∑
ℓ′=|m|

amh γ
m
hℓ′Hℓ′γ

m
ℓℓ′ =

∞∑
ℓ′=|m|

cmℓ′ Iℓ′γ
m
ℓℓ′ (A.22)

Esta última expresión también puede escribirse como fue presentada en la sección
2.2.3:

∞∑
h=|m|

amh M
m
hℓ = fm

ℓ (2.76)

donde para simplificar se define:

Mm
hℓ =


∑∞

ℓ′=|m| γ
m
hℓ′Hℓ′γ

m
ℓℓ′ si h− ℓ par

0 si h− ℓ impar
(2.77)

y

fm
ℓ =

∞∑
ℓ′=|m|

cmℓ′ Iℓ′γ
m
ℓℓ′ (2.78)

Se quiere escribir la definición de Mm
hℓ en términos de las γm

ℓℓ′ . Para ello, primero se
observa que Mm

hℓ tiene una paridad en sus ı́ndices bien definida (si h − ℓ es impar
es cero, sino es un coeficiente), mientras que para la γm

ℓℓ′ se observa que por su
definición (A.13) no tiene una paridad bien definida porque es nula cuando ℓ− ℓ′ es
par excepto en el caso particular ℓ = ℓ′. Entonces lo primero que se tiene que hacer
es escribir γm

ℓℓ′ de tal manera que tenga la paridad bien definida, para ello se elimina
el caso especial restando la delta γm

ℓℓ′ − δℓℓ′ . Por lo tanto, los términos no nulos en
γm
ℓℓ′−δℓℓ′ son aquellos con ℓ′−ℓ impar. Ahora bien, los únicos términos no nulos en la

sumatoria en ℓ′ en (2.77) son aquellos que cumplen por un lado que ℓ′− ℓ es impar y
por otro que ℓ′−h es impar. Como los únicos términos no nulos son para ℓ′−ℓ y ℓ′−h
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impares, esto implica que h − ℓ es par ya que es la diferencia entre las cantidades
impares ℓ′ − ℓ y ℓ′ − h. Además, la cantidad no nula es justamente γm

ℓℓ′ que se tiene
en la definición de Mm

hℓ cuando h− ℓ es impar. Por lo tanto, γm
ℓℓ′ − δℓℓ′ contienen la

misma información sobre la paridad entre ℓ y h que Mm
hℓ, entonces puede escribirse

la definición de Mm
hℓ sin la separación entre los casos h− ℓ par e impar (porque está

adentro de la definición de la γm
ℓℓ′ − δℓℓ′):

Mm
hℓ =

∞∑
ℓ′=|m|

(γm
hℓ′ − δhℓ′)Hℓ′(γ

m
ℓℓ′ − δℓℓ′) (A.23)

Además, se observa que por su definición γm
ℓℓ′ es simétrica en sus ı́ndices inferiores

(γm
ℓℓ′ = γm

ℓ′ℓ), entonces puede escribirse γℓ′ℓ en lugar de γℓℓ′ (obviamente la delta
también es simétrica). Entonces, escribiendo la definición de Mm

hℓ como un producto
matricial, se obtiene finalmente el resultado que se usa y se continua en la sección
2.2.3

Mm
hℓ =

[
(γm − 1)HD(γm − 1)

]
hℓ

=
∞∑

ℓ′=|m|

(γm
hℓ′ − δhℓ′)Hℓ′(γ

m
ℓ′ℓ − δℓ′ℓ) (2.80)

donde HD es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son Hℓ. Además,
debido a la simetŕıa de γm

ℓℓ′ , resulta que Mm
hℓ también es simétrica en los ı́ndices

inferiores (Mm
hℓ = Mm

ℓh).
Por otro lado, se observa también una propiedad sobre el ı́ndicem en la definición

de γm
ℓℓ′ (A.13). Evaluando γ−m

ℓℓ′ :

γ−m
ℓℓ′ =


√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ+m)!(ℓ′+m)!

(ℓ−m)!(ℓ′−m)!

∫ 1

0
P−m
ℓ (x)P−m

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par
(A.24)

Usando la propiedad de los polinomios asociados de Legendre [Weisstein 2022a]:

P−m
ℓ = (−1)m

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (A.25)

Reemplazando, se obtiene entonces:

γ−m
ℓℓ′ =


√

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ−m)!(ℓ′−m)!
(ℓ+m)!(ℓ′+m)!

∫ 1

0
Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par

= γm
ℓℓ′

(A.26)
Es decir, por su definición (A.13) resulta que γm

ℓℓ′ es par en el ı́ndice m (γ−m
ℓℓ′ = γm

ℓℓ′).
Además, se observa que Mm

ℓℓ′ tiene la misma paridad en el ı́ndice m que γm
ℓℓ′ (ya que

por su definición (2.77), Mm
ℓℓ′ es producto de γm

ℓℓ′ con Hℓ que no depende de m, y
el valor inicial de ℓ en la sumatoria depende del valor absoluto |m|), por lo tanto
también resulta que M−m

ℓℓ′ = Mm
ℓℓ′ .
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B. Valores medios entre operadores âmℓ , b̂
m
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En este apéndice se demuestran las ecuaciones presentadas en la sección 3.1 (ec.
(3.8), (3.10), (3.11) y (3.12)). Para ello, se parte de la definición de ĉmℓ (ec. (3.6)):

ĉmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√

2(ωp − eµ)
Âk⃗Y

m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (3.6)

y de su análogo para antipart́ıculas:

ˆ̃cmℓ =
ei

π
2
ℓ

2π2
√

2(ωp + eµ)
B̂k⃗Y

m∗
ℓ (ň)wℓ(rm) (3.9)

Calculando inmediatamente el valor de expectación del operador cuadrático ĉmℓ ĉ
m†
ℓ

sobre todas las posibles direcciones de incidencia:∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
∫

dň dň′ ei
π
2
(ℓ′−ℓ)

(2π2)2
√

2(ωp − eµ)
√

2(ω′
p − eµ)

×

× Y m
ℓ (ň)Y m′∗

ℓ′ (ň′)w∗
ℓ (rm)wℓ′(rm) ⟨Â†

k⃗
Âk⃗′⟩

(B.1)

∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
∫

dň dň′ ei
π
2
(ℓ′−ℓ)

���(2π)3π
√
ωp − eµ

√
ω′
p − eµ

×

× Y m
ℓ (ň)Y m′∗

ℓ′ (ň′)w∗
ℓ (rm)wℓ′(rm)�

��(2π)3δ3(k⃗ − k⃗′)

e
ωp−eµ

T − 1
(B.2)

O usando la delta de Dirac en coordenadas esféricas,∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
∫

dň dň′ ei
π
2
(ℓ′−ℓ)

π
√
ωp − eµ

√
ω′
p − eµ

×

× Y m
ℓ (ň)Y m′∗

ℓ′ (ň′)
w∗

ℓ (rm)wℓ′(rm)

e
ωp−µ

T − 1

δ(k − k)

k2

δ(θ − θ′)δ(ϕ− ϕ′)

sin(θ)

(B.3)

La integral es sobre todas las direcciones posibles pero no sobre k, entonces en el
integrando queda solo la dependencia angular. Además, tomando ωp = ω′

p ya que
este será el único caso no nulo debido a la delta δ(k − k′),∫

dň dň′ ⟨ĉm†
ℓ ĉm

′

ℓ′ ⟩ =
w∗

ℓ (rm)wℓ′(rm)

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)eiπ2 (ℓ′−ℓ) δ(k − k′)

k2
×

×
∫

dň dň′ Y m
ℓ (ň)Y m′∗

ℓ′ (ň′)
δ(θ − θ′)δ(ϕ− ϕ′)

sin(θ)
(B.4)

Primero usando las deltas angulares,∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
w∗

ℓ (rm)wℓ′(rm)e
iπ
2
(ℓ′−ℓ)

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2

∫
dň Y m

ℓ (ň)Y m′∗
ℓ′ (ň) (B.5)
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Usando ahora la ortonormalidad de los armónicos esféricos,∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
w∗

ℓ (rm)wℓ′(rm)

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
ei

π
2
(ℓ′−ℓ)δℓℓ′δmm′ (B.6)

Nuevamente, puede tomarse ℓ = ℓ′ en la exponencial y en la función w ya que estos
serán los únicos términos no nulos debido a la delta δℓℓ′ . Finalmente se obtiene:∫

dň dň′ ⟨ĉm†
ℓ ĉm

′

ℓ′ ⟩ =
|wℓ(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓℓ′δmm′ (3.8)

Procediendo de la misma manera para antipart́ıculas, donde en este caso se usa la
definición (3.9) y se obtiene el valor de expectación del operador cuadrático consi-
derando todas las posibles direcciones de incidencia,∫

dň dň′ ⟨ˆ̃cm†
ℓ

ˆ̃cm
′

ℓ′ ⟩ =
|wℓ(rm)|2

π(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓℓ′δmm′ (3.9)

Por otro lado, a partir de (3.8) y de los resultados clásicos (ec. (2.88) y (2.90)),
pueden obtenerse de la misma manera resultados análogos para las combinaciones
entre ĉmℓ y b̂mℓ que se presentan en la sección 3.1:∫

dň dň′ ⟨ĉm†
ℓ b̂m

′

ℓ′ ⟩ =
∫

dň dň′ ⟨ĉm†
ℓ

∞∑
ℓ′′=|m′|

ĉm
′

ℓ′′ Oℓ′ℓ′′⟩ =
∑

ℓ′′=|m′|

Oℓ′ℓ′′

∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ ĉm
′

l′′ ⟩

=
∑

ℓ′′=|m′|

Oℓ′ℓ′′
|wℓ′′(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓℓ′′δmm′

(B.7)

Usando la delta δℓ′ℓ′′ se tiene entonces:∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩ = Oℓ′ℓ
|wℓ(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δmm′ (3.10)

Otro resultado útil,∫
dň dň′ ⟨b̂m†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ =
∫

dň dň′ ⟨
∞∑

ℓ′′=|m|

ĉm†
ℓ′′ O

∗
ℓℓ′′ ĉ

m′

ℓ′ ⟩ =
∑

ℓ′′=|m|

O∗
ℓℓ′′

∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ′′ ĉ
m′

ℓ′ ⟩

=
∑

ℓ′′=|m|

O∗
ℓℓ′′

|wℓ′′(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓ′ℓ′′δm′m

(B.8)

Usando la delta δℓ′ℓ′′ se tiene entonces:∫
dň dň′ ⟨b̂m†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ = O∗
ℓℓ′

|wℓ′(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δm′m (3.11)
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Otro resultado útil,∫
dň dň′ ⟨b̂m†

ℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩ =
∫

dň dň′ ⟨
∞∑

ℓ′′=|m|

∞∑
ℓ′′′=|m′|

ĉ†ℓ′′O
∗
ℓℓ′′ ĉℓ′′′Oℓ′ℓ′′′⟩

=
∞∑

ℓ′′=|m|

∞∑
ℓ′′′=|m′|

O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′′

∫
dň dň′ ⟨ĉm†

ℓ′′ ĉ
m′

ℓ′′′⟩

=
∞∑

ℓ′′=|m|

∞∑
ℓ′′′=|m′|

|wℓ′′(rm)|2O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′′

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δℓ′′ℓ′′′δmm′

(B.9)

Usando la delta δℓ′′ℓ′′′ se tiene entonces:∫
dň dň′ ⟨b̂m†

ℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩ =
∞∑

ℓ′′=|m|

O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

|wℓ′′(rm)|2

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2
δmm′ (3.12)

Análogamente se encuentran las mismas expresiones para los operadores de an-

tipart́ıculas ˆ̃cmℓ y ˆ̃bmℓ intercambiando µ → −µ.
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C. Fuerza del cohete de BH: Cambio de base

En este apéndice se demuestra como cambiar el tensor enerǵıa-momento escrito
originalmente en coordenadas cartesianas (como puede verse en la expresión obte-
nida para la fuerza del cohete de BH (3.29)),

Fj =

∫
r2dΩ ni

r Tij|r→∞ (3.29)

a coordenadas esféricas (ya que en la sección 3.2 se escribe el Tµν en estas coor-
denadas). Para comenzar, nótese que en el integrando se tiene un tensor (1, 0) (el
vector ni

r) contráıdo con un tensor (0, 2) (el Tij), por lo tanto el integrando trans-
forma globalmente como un tensor (0, 1) (una 1-forma). Entonces, puede escribirse
el integrando en esféricas y transformarlo a cartesianas usando solo una matriz de
transformación:

ni
r Tij = ni

r Tij′
∂xj′

∂xj
(C.1)

donde las coordenadas xj′ son las esféricas (r, θ, ϕ). Además, puede cambiarse la
componente cartesiana i por la esférica i′ ya que esta contráıda (es un ı́ndice mudo).
Al hacer esto, se pasa el vector normal ni

r a coordenadas esféricas, el cual toma la
forma ni′

r = (1, 0, 0) (donde se toma +1 porque el vector normal es radial, es decir
saliente a la superficie), luego la única componente no nula será la radial:

ni
r Tij = Trj′

∂xj′

∂xj
(C.2)

Entonces solamente resta obtener la matriz de transformación, para ello resulta
conveniente primero obtener la transformación inversa,

[
∂xj

∂xj′

]
=

 cosϕ sin θ sinϕ sin θ cos θ
−r sinϕ sin θ r cosϕ sin θ 0
r cosϕ cos θ r sinϕ cos θ r sin θ

 (C.3)

y luego invertir:

[
∂xj′

∂xj

]
=

[
∂xj

∂xj′

]−1

=

cosϕ sin θ − sinϕ csc θ
r

cosϕ cos θ
r

sinϕ sin θ cosϕ csc θ
r

sinϕ cos θ
r

cos θ 0 − sin θ
r

 (C.4)

Entonces, desarrollando expĺıcitamente la suma resultante en el integrando, se ob-
tiene la expresión (3.30) presentada en la sección 3.3:

Fj =

∫
dΩ r2(Trr∂jr + Trϕ∂jϕ) + Trθ∂jθ|r→∞ (3.30)

donde según (C.4): ∂jr = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ), ∂jϕ = r−1(− sinϕ csc θ, cosϕ csc θ, 0)
y ∂jθ = r−1(cosϕ cos θ, sinϕ cos θ,− sin θ).
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D. Valores medios entre los campos incidente y

dispersado

En este apéndice se obtienen los valores medios entre los campos (⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩,
⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ y ⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂inc(x′) :⟩), resultados requeridos en la sección 3.4
para calcular las componentes del tensor enerǵıa-momento. Para ello se usan los
campos obtenidos en la sección 3.1:

Φ̂scat(r, θ, ϕ, t) =

∫ ∞

∞
d3k

∑
ℓ,m

(
e−i(ωp−eµ)t b̂mℓ

vℓ(r)

vℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

+ei(ωp+eµ)t ˆ̃bm†
ℓ

v∗ℓ (r)

v∗ℓ (rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)

) (3.14)

Φ̂inc(r, θ, ϕ, t) =

∫ ∞

∞
d3k

∑
ℓ,m

(
e−i(ωp−eµ)t ĉmℓ

wℓ(r)

wℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

+ei(ωp+eµ)t ˆ̃cm†
ℓ

w∗
ℓ (r)

w∗
ℓ (rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)

) (3.15)

Primero se obtiene el valor medio ⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩, entonces reemplazando por
la expresión (3.14):

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =⟨:
∫

d3k
∑
ℓ,m

(
ei(ωp−eµ)t b̂m†

ℓ

v∗ℓ (r)

v∗ℓ (rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)

+e−i(ωp+eµ)t ˆ̃bmℓ
vℓ(r)

vℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

)
×
∫

d3k′
∑
ℓ′,m′

(
e−i(ω′

p−eµ)t′ b̂m
′

ℓ′
vℓ′(r

′)

vℓ′(rm)
Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′)

+ei(ω
′
p+eµ)t′ ˆ̃bm

′†
ℓ′

v∗ℓ′(r
′)

v∗ℓ′(rm)
Y m′∗
ℓ′ (θ′, ϕ′)

)
:⟩

(D.1)

Desarrollando el producto,

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

d3k d3k′
∑
ℓ,m

∑
ℓ′,m′

×

×
[
ei((ωp−eµ)t−(ω′

p−eµ)t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨b̂m†
ℓ b̂m

′

ℓ′ ⟩

+

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

ei((ωp−eµ)t+(ω′
p+eµ)t′) v∗ℓ (r)v

∗
ℓ′(r

′)

v∗ℓ (rm)v
∗
ℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨b̂m†
ℓ
ˆ̃bm

′†
ℓ′ ⟩

+

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

e−i((ωp+eµ)t+(ω′
p−eµ)t′) vℓ(r)vℓ′(r

′)

vℓ(rm)vℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ˆ̃bmℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩

+ e−i((ωp+eµ)t−(ω′
p+eµ)t′) vℓ(r)v

∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ˆ̃bm
′†

ℓ′
ˆ̃bmℓ ⟩
]

(D.2)
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Como ya fue estudiado en el apéndice B, el único valor medio no nulo entre los
coeficientes b̂mℓ es el ⟨b̂m†

ℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩, luego los términos tachados son nulos. Además, usando
coordenadas esféricas para la variable k y k′ en el espacio de Fourier, puede usarse
para la parte angular el valor esperado del operador b̂mℓ sobre todas las direcciones
posibles obtenido en (3.12) (desarrollado en el apéndice B), evaluando aśı el valor
medio de los campos:

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

k2 dk k′2 dk′
∑
ℓ,m

∑
ℓ′,m′

∑
ℓ′′=|m|

×

×
[
ei((ωp−eµ)t−(ω′

p−eµ)t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′)×

× |wℓ′′(rm)|2O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′ δmm′

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2

+ e−i((ωp+eµ)t−(ω′
p+eµ)t′) vℓ(r)v

∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)×

× |wℓ′′(rm)|2O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′ δmm′

π(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2


(D.3)

Usando las deltas y simplificando un poco esta última expresión, se obtiene:

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.39)

Análogamente se obtiene ahora el valor medio ⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩, entonces
reemplazando por la expresión (3.14) y (3.15):

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =⟨:
∫

d3k
∑
ℓ,m

(
ei(ωp−eµ)tb̂m†

ℓ

v∗ℓ (r)

v∗ℓ (rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)

+e−i(ωp+eµ)tˆ̃bmℓ
vℓ(r)

vℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

)
×
∫

d3k′
∑
ℓ′,m′

(
e−i(ω′

p−eµ)t′ ĉm
′

ℓ′
wℓ′(r

′)

wℓ′(rm)
Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′)

+ei(ω
′
p+eµ)t′ ˆ̃cm

′†
ℓ′

w∗
ℓ′(r

′)

w∗
ℓ′(rm)

Y m′∗
ℓ′ (θ′, ϕ′)

)
:⟩

(D.4)
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Desarrollando el producto,

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =
∫

d3k d3k′
∑
ℓ,m

∑
ℓ′,m′

×

×
[
ei((ωp−eµ)t−(ω′

p−eµ)t′) v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨b̂m†
ℓ ĉm

′

ℓ′ ⟩

+

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

ei((ωp−eµ)t+(ω′
p+eµ)t′) v∗ℓ (r)w

∗
ℓ′(r

′)

v∗ℓ (rm)w
∗
ℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨b̂m†
ℓ

ˆ̃cm
′†

ℓ′ ⟩

+

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

e−i((ωp+eµ)t+(ω′
p−eµ)t′) vℓ(r)wℓ′(r

′)

vℓ(rm)wℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ˆ̃bmℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩

+ e−i((ωp+eµ)t−(ω′
p+eµ)t′) vℓ(r)w

∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ˆ̃cm
′†

ℓ′
ˆ̃bmℓ ⟩
]

(D.5)

El único valor medio no nulo entre los coeficientes b̂mℓ y ĉmℓ son ⟨b̂m†
ℓ ĉm

′

ℓ′ ⟩ y ⟨ĉm†
ℓ b̂m

′

ℓ′ ⟩
(ver apéndice B), luego los términos tachados son nulos. Además, usando coorde-
nadas esféricas para la variable k y k′ en el espacio de Fourier, pueden usarse para
la parte angular los valores esperados entre los operadores b̂mℓ y ĉmℓ sobre todas las
direcciones posibles obtenidos en (3.11) y (3.10) (desarrollado en el apéndice B),
evaluando aśı el valor medio de los campos:

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =
∫

k2 dk k′2 dk′
∑
ℓ,m

∑
ℓ′,m′

×

×
[
ei((ωp−eµ)t−(ω′

p−eµ)t′) v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′)×

× O∗
ℓℓ′|wℓ′(rm)|2δm′m

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2

+ e−i((ωp+eµ)t−(ω′
p+eµ)t′) vℓ(r)w

∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)

× Oℓℓ′ |wℓ′(rm)|2δm′m

π(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2


(D.6)

Usando las deltas y simplificando un poco esta última expresión, se obtiene:

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)w
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.40)
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D Valores medios entre los campos incidente y dispersado

Finalmente, análogamente se obtiene el valor medio ⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩, en-
tonces reemplazando por la expresión (3.14) y (3.15):

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =⟨:
∫

d3k
∑
ℓ,m

(
ei(ωp−eµ)tĉm†

ℓ

w∗
ℓ (r)

w∗
ℓ (rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)×

+e−i(ωp+eµ)tˆ̃cmℓ
wℓ(r)

wℓ(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)

)
×
∫

d3k′
∑
ℓ′,m′

(
e−i(ω′

p−eµ)t′ b̂m
′

ℓ′
vℓ′(r

′)

vℓ′(rm)
Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′)

+ei(ω
′
p+eµ)t′ˆ̃bm

′†
ℓ′

v∗ℓ′(r
′)

v∗ℓ′(rm)
Y m′∗
ℓ′ (θ′, ϕ′)

)
:⟩

(D.7)

Desarrollando el producto,

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

d3k d3k′
∑
ℓ,m

∑
ℓ′,m′

×

×
[
ei((ωp−eµ)t−(ω′

p−eµ)t′) w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ĉm†
ℓ b̂m

′

ℓ′ ⟩

+

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

ei((ωp−eµ)t+(ω′
p+eµ)t′) w∗

ℓ (r)v
∗
ℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)v

∗
ℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ĉm†
ℓ
ˆ̃bm

′†
ℓ′ ⟩

+

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

e−i((ωp+eµ)t+(ω′
p−eµ)t′) wℓ(r)vℓ′(r

′)

wℓ(rm)vℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ˆ̃cmℓ b̂m
′

ℓ′ ⟩

+e−i((ωp+eµ)t−(ω′
p+eµ)t′) wℓ(r)v

∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′) ⟨ˆ̃bm
′†

r′m
ˆ̃cmℓ ⟩
]

(D.8)

Nuevamente, los términos tachados son nulos ya que los únicos valores medios no
nulos son ⟨b̂m†

ℓ ĉm
′

ℓ′ ⟩ y ⟨ĉm†
ℓ b̂m

′

ℓ′ ⟩ (ver apéndice B). Además, usando coordenadas esféri-
cas para la variable k y k′ en el espacio de Fourier, pueden usarse para la parte
angular los valores esperados entre los operadores b̂mℓ y ĉmℓ sobre todas las direccio-
nes posibles obtenidos en (3.11) y (3.10) (desarrollado en el apéndice B), evaluando
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D Valores medios entre los campos incidente y dispersado

aśı el valor medio de los campos:

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2 dk′ k′2
∑
ℓ,m

∑
ℓ′,m′

×

×
[
ei((ωp−eµ)t−(ω′

p−eµ)t′) w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ′ (θ′, ϕ′)×

× Oℓ′ℓ|wℓ(rm)|2δmm′

π(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2

+ e−i((ωp+eµ)t−(ω′
p+eµ)t′) wℓ(r)v

∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)
Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m′∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)×

× O∗
ℓ′ℓ|wℓ(rm)|2δmm′

π(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) δ(k − k′)

k2


(D.9)

Usando las deltas y simplificando un poco esta última expresión, se obtiene:

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) wℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.41)
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E. Cálculo de la componente Trr

En este apéndice se obtienen las descomposiciones de la componente Trr del
tensor enerǵıa-momento en las distintas contribuciones del campo (Φ̂scat y Φ̂inc),
como se hizo en (3.38):

Trr = T scat/scat
rr + T scat/inc

rr + T inc/scat
rr (3.38)

donde cada una estas partes satisfacen la misma definición de Trr obtenida en la
sección 3.2 (ec. (3.35)):

Trr =
1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + ∂r∂
′
r −

1

r2
∂′
θ∂θ −

1

r2 sin2(θ)
∂′
ϕ∂ϕ −m2

p + e2µ2

)
×

× ⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.35)

Entonces, para obtener cada uno de estos términos se reemplaza por el correspon-
diente valor medio de los campos obtenidos en el apéndice D:

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.39)

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)w
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.40)

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) wℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.41)
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Comenzando con el cálculo de la componente T
scat/scat
rr , se usa la definición (3.35)

y se reemplaza por el valor medio (3.39):

T scat/scat
rr =

1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + ∂r∂
′
r −

1

r2
∂′
θ∂θ −

1

r2 sin2(θ)
∂′
ϕ∂ϕ −m2

p + e2µ2

)
× ⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ |x′=x (E.1)

Como se esta interesado en r → ∞, la función vℓ(r) satisface la condición de contorno
en infinito (estudiada en la sección 2.2.2) dada por la ecuación (2.47):

vℓ(r) ≃ e−iπ
2
(ℓ+1) e

ikr

kr
(2.47)

cuya derivada a orden dominante cuando r → ∞ es:

∂rvℓ(r) ≃
ieikr

r
e−iπ

2
(ℓ+1) = ikvℓ(r) (E.2)

Luego a orden dominante en esta región, se tiene para la componente T
scat/scat
rr :

T scat/scat
rr =

1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + ∂r∂
′
r −m2

p + e2µ2
)
⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ |x′=x

=
1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + k2 −m2
p + e2µ2

)
⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ |x′=x

(E.3)

Para la derivada restante ∂t hay que ser un poco más cuidadoso ya que hay un
cambio de signo dentro del valor medio:

∂′
t∂t⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ = ∂′

t∂t

∫
dk k2

∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(E.4)

∂′
t∂t⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =

∫
dk k2

∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

(ωp − eµ)2ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+(ωp + eµ)2e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(E.5)
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y para el otro término con derivadas temporales se tiene

ieµ(∂′
t − ∂t)⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ = ieµ(∂′

t − ∂t)

∫
dk k2

∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

×

×|wℓ′′(rm)|2

π

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(E.6)

ieµ(∂′
t − ∂t)⟨:Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =

∫
dk k2

∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

2eµ(ωp − eµ)ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

−2eµ(ωp + eµ)e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(E.7)

Reemplazando estas expresiones en (E.3), usando el valor asintótico (2.47) de
vℓ(r) y finalmente tomando x′ = x, se obtiene

T scat/scat
rr =

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

2π((ωp − eµ)2 + 2eµ(ωp − eµ) + k2 −m2
p + e2µ2

)
(ωp − eµ)

(
e

ωp−eµ

T − 1
) ei

π
2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′ ×

× Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)

r2v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

+

(
(ωp + eµ)2 − 2eµ(ωp + eµ) + k2 −m2

p + e2µ2
)

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) e−iπ

2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′×

× Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)

r2vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

]
(E.8)
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Usando la relación de dispersión (3.1) puede simplificarse un poco más:

T scat/scat
rr =

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π

k2

r2

 ei
π
2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) Y m∗

ℓ (θ, ϕ)Y m
ℓ′ (θ, ϕ)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

+
e−iπ

2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
) Y m

ℓ (θ, ϕ)Y m∗
ℓ′ (θ, ϕ)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)


(E.9)

Además, observando que puede intercambiarse ℓ ↔ ℓ′ ya que se esta sumando sobre
todos los valores posibles de ℓ y ℓ′ en cada término, se obtiene finalmente:

T scat/scat
rr =

∫ ∞

0

dk
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π

k2

r2
ei

π
2
(ℓ−ℓ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′
Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
×

×

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.42)

Ahora se calcula de la misma manera la componente T
scat/inc
rr de (3.38) usan-

do la definición de Trr en (3.35). Para ello, se usa el valor medio obtenido en
(3.40). Además, nótese que la dependencia temporal es la misma que el caso an-
terior scat/scat (ya que la diferencia entre los distintos campos se encuentra en la
parte radial), luego se tiene:

T scat/inc
rr =

1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + ∂r∂
′
r −m2

p + e2µ2
)
⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ |x′=x

=

∫
dk k2

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

2π
×

×
[(
(ωp − eµ)2 + 2eµ(ωp − eµ) + ∂r∂

′
r −m2

p + e2µ2
)
ei(ωp−eµ)(t−t′)

× v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
(
(ωp + eµ)2 − 2eµ(ωp + eµ) + ∂r∂

′
r −m2

p + e2µ2
)
e−i(ωp+eµ)(t−t′)×

× vℓ(r)w
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(E.10)

Nuevamente se usa la forma asintótica (2.47) de vℓ(r). Además, ahora también se
tiene la función wℓ(r) que satisface la condición de contorno en infinito (estudiada
en la sección 2.2.2) dada por la ecuación (2.52):

wℓ(r) ≃ i
e−i(kr+ℓπ

2
)

2kr

(
(−1)ℓ − ei2kr

)
(2.52)
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y su derivada es

∂rwℓ(r) ≃
e−i(kr+ℓπ

2
)
(
(−1)ℓ(−i+ kr) + ei2kr(i+ kr)

)
2kr2

(E.11)

A orden dominante para r → ∞ resulta

∂rwℓ(r) ≃
e−i(kr+ℓπ

2
)
(
(−1)ℓ + ei2kr

)
2r

(E.12)

Luego reemplazando en T
scat/inc
rr con las expresiones asintóticas (2.47), (2.52) y sus

derivadas (E.2) y (E.12), se tiene

T scat/inc
rr =

∫
dk k2

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

2π
×

×
[(
((ωp − eµ)2 + 2eµ(ωp − eµ)−m2

p + e2µ2)wℓ′(r
′)− ik∂′

rwℓ′(r
′)
)
×

× ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
(
((ωp + eµ)2 − 2eµ(ωp + eµ)−m2

p + e2µ2)w∗
ℓ′(r

′) + ik∂′
rw

∗
ℓ′(r

′)
)
×

× e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(E.13)

T scat/inc
rr =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

2π

i

2r′r
×

×
[(

(−1)ℓ
′
(ω2

p −m2
p − k2)− ei2kr

′
(ω2

p −m2
p + k2)

)
×

× ei(ωp−eµ)(t−t′) e
iπ
2
(ℓ−ℓ′+1)e−ik(r+r′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

−
(
(−1)ℓ

′
(ω2

p −m2
p − k2)− e−i2kr′(ω2

p −m2
p + k2)

)
×

× e−i(ωp+eµ)(t−t′) e
−iπ

2
(ℓ−ℓ′+1)eik(r+r′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(E.14)

Finalmente, tomando x′ = x y usando la relación de dispersión (3.1), se obtiene:

T scat/inc
rr =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π

k2

2r2

 ei
π
2
(ℓ−ℓ′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)O
∗
ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
e−iπ

2
(ℓ−ℓ′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

(3.43)

87



E Cálculo de la componente Trr

Ahora se calcula de la misma manera la componente T
inc/scat
rr de (3.38) usando

la definición de Trr en (3.35). Para ello, se usa el valor medio obtenido en (3.41).
Además, nuevamente la dependencia temporal es la misma que en los casos anterio-
res, luego se tiene:

T inc/scat
rr =

1

2

(
∂′
t∂t + ieµ(∂′

t − ∂t) + ∂r∂
′
r −m2

p + e2µ2
)
⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ |x′=x

=

∫
dk k2

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

2π
×

×
[(
(ωp − eµ)2 + 2eµ(ωp − eµ) + ∂r∂

′
r −m2

p + e2µ2
)
ei(ωp−eµ)(t−t′)

× w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
(
(ωp + eµ)2 − 2eµ(ωp + eµ) + ∂r∂

′
r −m2

p + e2µ2
)
e−i(ωp+eµ)(t−t′)×

× wℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(E.15)

Como se esta interesado cuando r → ∞, usando las expresiones asintóticas (2.47) y
(2.52) que vℓ(r) y wℓ(r) toman respectivamente, y sus respectivas derivadas (E.2) y
(E.12):

T inc/scat
rr =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

2π

(−i)

2r′r
×

×
[
ei(ωp−eµ)(t−t′)

(
(−1)ℓ(ω2

p −m2
p − k2)− (ω2

p −m2
p + k2)e−i2kr

)
×

× e−iπ
2
(ℓ′−ℓ+1)eik(r+r′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

− e−i(ωp+eµ)(t−t′)
(
(−1)l(ω2 −m2

p − k2)− ei2kr(ω2 −m2
p + k2)

)
×

× ei
π
2
(ℓ′−ℓ+1)e−ik(r+r′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(E.16)

Finalmente, tomando x′ = x y usando la relación de dispersión (3.1), se obtiene:

T inc/scat
rr =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

2π

k2

r2

 e−iπ
2
(ℓ′−ℓ)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
ei

π
2
(ℓ′−ℓ)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

(3.44)
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F. Cálculo de la componente Trθ

En este apéndice se obtiene la componente Trθ del tensor enerǵıa-momento, para
ello se descompone el tensor en las distintas contribuciones del campo (Φ̂scat y Φ̂inc)
como se hizo en (3.38). Luego, usando la definición de Trθ (ec. (3.36))

Trθ =
1

2
(∂r∂

′
θ + ∂′

r∂θ) ⟨: Φ̂†(x)Φ̂(x′) :⟩ |x′=x (3.36)

se reemplaza por el correspondiente valor medio de los campos obtenidos en el
apéndice D:

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)vℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.39)

⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) v∗ℓ (r)wℓ′(r
′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)w
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.40)

⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ =
∫

dk k2
∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) w∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) wℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(3.41)

Comenzando con el cálculo de la componente T
scat/scat
rθ , se usa la definición (3.36)
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y se reemplaza por el valor medio (3.39):

T
scat/scat
rθ =

1

2
(∂r∂

′
θ + ∂′

r∂θ) ⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ |x′=x

=

∫
dk k2

∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

2π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) ∂rv
∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)∂′

θY
m
ℓ′ (θ

′, ϕ′)O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ e−i(ωp+eµ)(t−t′) ∂rvℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)∂′

θY
m∗
ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗

ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

+ ei(ωp−eµ)(t−t′) v
∗
ℓ (r)∂

′
rvℓ′(r

′)

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

∂θY
m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)∂
′
rv

∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

∂θY
m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(F.1)

En la región r → ∞, vℓ(r) toma la forma (2.47):

vℓ(r) ≃ e−iπ
2
(ℓ+1) e

ikr

kr
(2.47)

y su derivada (E.2):

∂rvℓ(r) ≃
ieikr

r
e−iπ

2
(ℓ+1) = ikvℓ(r) (E.2)

Luego, reemplazando y además tomando x′ = x se obtiene:

T
scat/scat
rθ =

∫
dk

∑
ℓ,ℓ′,m

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

2π

ik

r2
×

×

eiπ2 (ℓ−ℓ′) O∗
ℓℓ′′Oℓ′ℓ′′

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m
ℓ′ (θ, ϕ)∂θY

m∗
ℓ (θ, ϕ)− Y m∗

ℓ (θ, ϕ)∂θY
m
ℓ′ (θ, ϕ)

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)


+ e−iπ

2
(ℓ−ℓ′) O∗

ℓ′ℓ′′Oℓℓ′′

vℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)∂θY

m∗
ℓ′ (θ, ϕ)− Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)∂θY
m
ℓ (θ, ϕ)

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(F.2)

Análogamente se obtiene la componente T
scat/inc
rθ . Usando la definición (3.36) y
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reemplazando por el valor medio (3.40):

T
scat/inc
rθ =

1

2
(∂r∂

′
θ + ∂′

r∂θ) ⟨: Φ̂scat†(x)Φ̂inc(x′) :⟩ |x′=x

=

∫
dk k2

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

2π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) ∂rv
∗
ℓ (r)wℓ′(r

′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)∂′

θY
m
ℓ′ (θ

′, ϕ′)O∗
ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ ei(ωp−eµ)(t−t′) v
∗
ℓ (r)∂

′
rwℓ′(r

′)

v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

∂θY
m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)O∗

ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ e−i(ωp+eµ)(t−t′)∂rvℓ(r)w
∗
ℓ′(r

′)

vℓ(R)w∗
ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)∂′

θY
m∗
ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

+e−i(ωp+eµ)(t−t′) vℓ(r)∂
′
rw

∗
ℓ′(r

′)

vℓ(rm)w∗
ℓ′(rm)

∂θY
m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


x′=x

(F.3)

En la región r → ∞, además vℓ(r) y su derivada que toman la forma (2.47) y (E.2)
respectivamente, se tiene wℓ(r) que toma la forma (2.52):

wℓ(r) ≃ i
e−i(kr+ℓπ

2
)

2kr

(
(−1)ℓ − ei2kr

)
(2.52)

y su derivada (E.12):

∂rwℓ(r) ≃
e−i(kr+ℓπ

2
)
(
(−1)ℓ + ei2kr

)
2r

(E.12)

Luego, reemplazando y además tomando x′ = x se obtiene:

T
scat/inc
rθ =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ′(rm)|2

π

k

4r2
×

×

eiπ2 (ℓ−ℓ′+1)
(
(−1)ℓ

′
e−i2kr − 1

)
v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)∂θY

m
ℓ′ (θ, ϕ)O

∗
ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
ei

π
2
(ℓ−ℓ′+1)

(
(−1)ℓ

′
e−i2kr + 1

)
v∗ℓ (rm)wℓ′(rm)

∂θY
m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)O
∗
ℓℓ′

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+
e−iπ

2
(ℓ−ℓ′+1)

(
(−1)ℓ

′
ei2kr − 1

)
vℓ(rm)w∗

ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)∂θY

m∗
ℓ′ (θ, ϕ)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

+
e−iπ

2
(ℓ−ℓ′+1)

(
(−1)ℓ

′
ei2kr + 1

)
vℓ(rm)w∗

ℓ′(rm)

∂θY
m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓℓ′

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(F.4)

Finalmente se obtiene la componente T
inc/scat
rθ . Usando la definición (3.36) y
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reemplazando por el valor medio (3.41):

T
inc/scat
rθ =

1

2
(∂r∂

′
θ + ∂′

r∂θ) ⟨: Φ̂inc†(x)Φ̂scat(x′) :⟩ |x′=x

=

∫
dk k2

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

2π
×

×

ei(ωp−eµ)(t−t′) ∂rw
∗
ℓ (r)vℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)∂′

θY
m
ℓ′ (θ

′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ ei(ωp−eµ)(t−t′) w
∗
ℓ (r)∂

′
rvℓ′(r

′)

w∗
ℓ (rm)vℓ′(rm)

∂θY
m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ
′, ϕ′)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ e−i(ωp−eµ)(t−t′) ∂rwℓ(r)v
∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)∂′

θY
m∗
ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗

ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

+e−i(ωp−eµ)(t−t′) wℓ(r)∂
′
rv

∗
ℓ′(r

′)

wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

∂θY
m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ′, ϕ′)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T + 1
)


x′=x

(F.5)

En la región r → ∞, vℓ(r) y wℓ(r) toman respectivamente la forma (2.47) y (2.52)
(y sus derivadas (E.2) y (E.12) respectivamente). Luego, reemplazando y además
tomando x′ = x se obtiene:

T
inc/scat
rθ =

∫
dk

∑
ℓ,m,ℓ′

|wℓ(rm)|2

π

k

4r2
×

×

e−iπ
2
(ℓ′−ℓ+1)

(
(−1)ℓei2kr + 1

)
w∗

ℓ (rm)vℓ′(rm)

Y m∗
ℓ (θ, ϕ)∂θY

m
ℓ′ (θ, ϕ)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ e−iπ
2
(ℓ′−ℓ+1)

(
(−1)ℓei2kr − 1

)
w∗

ℓ (rm)vℓ′(rm)

∂θY
m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ)Oℓ′ℓ

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
)

+ ei
π
2
(ℓ′−ℓ+1)

(
(−1)ℓe−2ikr + 1

)
wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

Y m
ℓ (θ, ϕ)∂θY

m∗
ℓ′ (θ, ϕ)O∗

ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)

+ei
π
2
(ℓ′−ℓ+1)

(
(−1)ℓe−i2kr − 1

)
wℓ(rm)v∗ℓ′(rm)

∂θY
m
ℓ (θ, ϕ)Y m∗

ℓ′ (θ, ϕ)O∗
ℓ′ℓ

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)


(F.6)

Entonces, ya se tienen las tres contribuciones del tensor Trθ, sumando ahora las
expresiones (F.2), (F.4) y (F.6) se obtiene la componente buscada. Sin embargo, por
como aparece el Tµν en la fuerza (3.31), se necesita la componente rTrθ. Entonces,
nótese que Trθ tiene un r−2, por lo tanto rTrθ va como r−1. En consecuencia, como
se esta tomando una superficie infinita con r → ∞, la componente rTrθ se anula en
infinito.
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G. Cálculo auxiliar: Integral con Y m
ℓ

En este apéndice se demuestra la integral (3.50) presentada como resultado en la
sección 3.5. Primero, reemplazando los armónicos esféricos por su definición (2.18)
en términos de los polinomios asociados de Legendre:∫ π

0

dθ sin θ cos θY m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ) =

∫ π

0

dθ sin θ cos θ

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)×

×XXXXe−imϕ

√
2ℓ′ + 1

4π

(ℓ′ −m)!

(ℓ′ +m)!
Pm
ℓ′ (cos θ)

HHHeimϕ (G.1)

∫ π

0

dθ sin θ cos θ Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ) =

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!

√
2ℓ′ + 1

4π

(ℓ′ −m)!

(ℓ′ +m)!
×

×
∫ π

0

dθ sin θ cos θ Pm
ℓ (cos θ)Pm

ℓ′ (cos θ) (G.2)

La integral restante con los polinomios asociados de Legendre puede calcularse ha-
ciendo el cambio de variables x = cos θ:∫ 1

−1

dx x Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) (G.3)

Usando la relación de recurrencia (ver por ejemplo [Weisstein 2022a]):

xPm
ℓ′ (x) =

(ℓ′ −m+ 1)

(2ℓ′ + 1)
Pm
ℓ′+1(x) +

(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)
Pm
ℓ′−1(x) (G.4)

Reemplazando en la integral, se obtiene:∫ 1

−1

dx Pm
ℓ (x)xPm

ℓ′ (x) =

∫ 1

−1

dxPm
ℓ (x)

(
(ℓ′ −m+ 1)

(2ℓ′ + 1)
Pm
ℓ′+1(x) +

(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)
Pm
ℓ′−1(x)

)
(G.5)

Usando la ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre (ver [Weisstein
2022a]): ∫ 1

−1

dx Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) =
2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′ (G.6)

La integral de los polinomios queda:∫ 1

−1

dx x Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) =
(ℓ′ −m+ 1)

(2ℓ′ + 1)

2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′+1

+
(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)

2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′−1 (G.7)

Juntando todo en (G.2) se obtiene la integral deseada:∫ π

0

dθ sin θ cos θ Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ) =
1

4π

√
(2ℓ+ 1)

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!

√
(2ℓ′ + 1)

(ℓ′ −m)!

(ℓ′ +m)!

×
(
(ℓ′ −m+ 1)

(2ℓ′ + 1)

2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′+1

+
(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)

2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓℓ′−1

)
(G.8)
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Esta expresión puede simplificarse, primero distribuyendo en los términos,

1

2π

√
(2ℓ′ + 1)

(ℓ′ −m)!

(ℓ′ +m)!

(ℓ′ −m+ 1)

(2ℓ′ + 1)

√
1

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓ,ℓ′+1

+
1

2π

√
(2ℓ′ + 1)

(ℓ′ −m)!

(ℓ′ +m)!

(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)

√
1

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓ,ℓ′−1

(G.9)

Usando las deltas para escribir en cada término sólo ℓ o ℓ′ (para ello se cambia la
primera delta δℓ,ℓ′+1 por δℓ−1,ℓ′),

1

2π

√
(2(ℓ− 1) + 1)

(ℓ− 1−m)!

(ℓ− 1 +m)!

(ℓ− 1−m+ 1)

(2(ℓ− 1) + 1)

√
1

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓ−1,ℓ′

+
1

2π

√
(2ℓ′ + 1)

(ℓ′ −m)!

(ℓ′ +m)!

(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)

√
1

2(ℓ′ − 1) + 1

(ℓ′ − 1 +m)!

(ℓ′ − 1−m)!
δℓ,ℓ′−1

(G.10)

Simplificando ahora si los términos restantes entre śı queda:

1

2π

√
(ℓ+m)(ℓ−m)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)
δℓ−1,ℓ′ +

1

2π

√
(ℓ′ +m)(ℓ′ −m)

(2ℓ′ + 1)(2ℓ′ − 1)
δℓ,ℓ′−1 (G.11)

Volviendo a la ecuación (G.8) y reemplazando por este último resultado, se obtiene
como resultado la ecuación (3.50) utilizada en la sección 3.5:

∫ π

0

dθ sin θ cos θ Y m∗
ℓ (θ, ϕ)Y m

ℓ′ (θ, ϕ) =
1

2π

(
δℓ,ℓ′−1

√
(ℓ′ −m)(ℓ′ +m)

(2ℓ′ + 1)(2ℓ′ − 1)

+δℓ−1,ℓ′

√
(ℓ−m)(ℓ+m)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)

)
(3.50)
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H. Desarrollo de Nm
ℓ,ℓ−1

En este apéndice se desarrolla el término Nℓℓ′ obtenido en la sección 3.4 para
lograr escribir este resultado en términos de las soluciones radiales uℓ(r), vℓ(r) y
wℓ(r) de la ecuación (2.20) (presentadas en la sección 2). Entonces, partiendo de la
definición de Nℓℓ′ :

Nm
ℓℓ′ =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ′(rm)
Om∗

ℓℓ′′O
m
ℓ′ℓ′′ +

1

2

|wℓ′(rm)|2

wℓ′(rm)v∗ℓ (rm)
Om∗

ℓℓ′ +
1

2

|wℓ(rm)|2

vℓ′(rm)w∗
ℓ (rm)

Om
ℓ′ℓ

(3.47)
donde en (2.91) se define Om

ℓℓ′ como:

Om
ℓℓ′ = Um

ℓℓ′ − δℓℓ′ (2.91)

Ahora bien, en lugar de trabajar con el ı́ndice libre ℓ′, como ya se obtuvo el resultado
de la fuerza donde solamente se necesita Nm

ℓ,ℓ−1 (ver (3.54)), se evalúa solamente esta
componente. Además, reemplazando en la definición de Nℓℓ′ a Om

ℓℓ′ por U
m
ℓℓ′ :

Nm
ℓ,ℓ−1 =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)
(Um∗

ℓℓ′′−δℓℓ′′)(U
m
ℓ−1,ℓ′′−δℓ−1,ℓ′′)+

1

2

|wℓ−1(rm)|2

wℓ−1(rm)v∗ℓ (rm)
Um∗
ℓ,ℓ−1

+
1

2

|wℓ(rm)|2

vℓ−1(rm)w∗
ℓ (rm)

Um
ℓ−1,ℓ (H.1)

Desarrollando el producto entre los términos con las deltas,

Nm
ℓ,ℓ−1 =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)
(Um∗

ℓℓ′′U
m
ℓ−1,ℓ′′ − δℓℓ′′U

m
ℓ−1,ℓ′′ − Um∗

ℓℓ′′ δℓ−1,ℓ′′ + δℓℓ′′δℓ−1,ℓ′′)

+
1

2

|wℓ−1(rm)|2

wℓ−1(rm)v∗ℓ (rm)
Um∗
ℓ,ℓ−1 +

1

2

|wℓ(rm)|2

vℓ−1(rm)w∗
ℓ (rm)

Um
ℓ−1,ℓ (H.2)

Usando las deltas,

Nm
ℓ,ℓ−1 =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)
(Um∗

ℓℓ′′U
m
ℓ−1,ℓ′′)−

|wℓ(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)
Um
ℓ−1,ℓ−

|wℓ−1(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)
Um∗
ℓ,ℓ−1

+
1

2

|wℓ−1(rm)|2

wℓ−1(rm)v∗ℓ (rm)
Um∗
ℓ,ℓ−1 +

1

2

|wℓ(rm)|2

vℓ−1(rm)w∗
ℓ (rm)

Um
ℓ−1,ℓ (H.3)

Agrupando los términos con ı́ndices iguales de Um,

Nm
ℓ,ℓ−1 =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)
Um∗
ℓℓ′′U

m
ℓ−1,ℓ′′ +

|wℓ(rm)|2

vℓ−1(rm)
Um
ℓ−1,ℓ

(
1

2

1

w∗
ℓ (rm)

− 1

v∗ℓ (rm)

)

+ Um∗
ℓ,ℓ−1

|wℓ−1(rm)|2

v∗ℓ (rm)

(
1

2

1

wℓ−1(rm)
− 1

vℓ−1(rm)

)
(H.4)

Introduciendo ahora la definición de Um
ℓℓ′ obtenida en la sección 2.2.3,

Um
ℓℓ′ =

∞∑
h=|m|

(M−1)mℓhγ
m
hℓ′Iℓ′ =

[
(M−1)mγm

]
ℓℓ′

Iℓ′ (2.84)
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donde para simplificar la notación se usa la última igualdad. Además, se tiene el
resultado (2.75) permite escribir Iℓ de manera conveniente:

Iℓ = − i

kr2mf(rm)

1

wℓ(rm)vℓ(rm)
(2.75)

Entonces, volviendo a la ecuación (H.4), reemplazando primero Um por su definición
(2.84),

Nm
ℓ,ℓ−1 =

∑
ℓ′′=|m|

|wℓ′′(rm)|2|Iℓ′′ |2

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

[
(M−1)mγm

]∗
ℓℓ′′

[
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ′′

+
|wℓ(rm)|2

vℓ−1(rm)
Iℓ
[
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ

(
1

2

1

w∗
ℓ (rm)

− 1

v∗ℓ (rm)

)
+ I∗ℓ−1

[
(M−1)mγm

]∗
ℓ,ℓ−1

|wℓ−1(rm)|2

v∗ℓ (rm)

(
1

2

1

wℓ−1(rm)
− 1

vℓ−1(rm)

)
(H.5)

Reemplazando Iℓ por el resultado (2.75),

Nm
ℓ,ℓ−1 =

1

k2r4mf(rm)
2

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

∑
ℓ′′=|m|

[(M−1)mγm]
∗
ℓℓ′′ [(M

−1)mγm]ℓ−1,ℓ′′

|vℓ′′(rm)|2

− i

kr2mf(rm)

([
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ

w∗
ℓ (rm)

vℓ(rm)vℓ−1(rm)

(
1

2

1

w∗
ℓ (rm)

− 1

v∗ℓ (rm)

)
−
[
(M−1)mγm

]∗
ℓ,ℓ−1

wℓ−1(rm)

v∗ℓ (rm)v
∗
ℓ−1(rm)

(
1

2

1

wℓ−1(rm)
− 1

vℓ−1(rm)

))
(H.6)

Juntando las fracciones entre paréntesis, puede escribirse:

Nm
ℓ,ℓ−1 =

1

k2r4mf(rm)
2

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

∑
ℓ′′=|m|

[(M−1)mγm]
∗
ℓℓ′′ [(M

−1)mγm]ℓ−1,ℓ′′

|vℓ′′(rm)|2

− i

kr2mf(rm)

([
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ

1

|vℓ(rm)|2vℓ−1(rm)

(
v∗ℓ (rm)− 2w∗

ℓ (rm)

2

)
[
(M−1)mγm

]∗
ℓ,ℓ−1

1

v∗ℓ (rm)|vℓ−1(rm)|2

(
vℓ−1(rm)− 2wℓ−1(rm)

2

))
(H.7)

Ahora bien, de la sección 2.2.2 se sabe que wℓ(r) es la parte real de vℓ(r) (ec.
(2.57)), resulta entonces que vℓ(rm)− 2wℓ(rm) = −v∗ℓ (rm). Luego, reemplazando en
los paréntesis y agrupando los términos restantes se obtiene finalmente:

Nm
ℓ,ℓ−1 =

1

k2r4mf(rm)
2

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

∑
ℓ′′=|m|

[(M−1)mγm]
∗
ℓℓ′′ [(M

−1)mγm]ℓ−1,ℓ′′

|vℓ′′(rm)|2

+
i

2kr2mf(rm)

1

v∗ℓ (rm)vℓ−1(rm)

([
(M−1)mγm

]
ℓ−1,ℓ

−
[
(M−1)mγm

]∗
ℓ,ℓ−1

)
(3.55)

En resumen, se logra escribir Nm
ℓ,ℓ−1 (del cual depende el resultado final de la fuer-

za obtenido en la sección 3.5) en términos únicamente de las soluciones radiales
evaluadas en el espejo (vℓ(rm) y uℓ(rm), esta última solo se encuentra dentro de la
definición de (M−1)m dada por (2.85)) y de las γm que son matrices de coeficientes
constantes. Se continua el análisis de la fuerza usando el resultado 3.55 en la sección
3.5.
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I. Método numérico: Soluciones en infinito

En este apéndice se desarrolla el método presentado en la sección 4.1.2 para
obtener numéricamente las soluciones wℓ(r) y vℓ(r) que satisfacen la condición de
contorno en infinito. Sea cierta combinación dℓ(r) = a1vℓ(r) + b1wℓ(r) tal que se
satisface en la posición del espejo r = rm:

d′ℓ(rm) = α1 y dℓ(rm) = β1 (I.1)

Mientras que otra combinación gℓ(r) = a2vℓ(r) + b2wℓ(r) satisface

g′ℓ(rm) = α2 y gℓ(rm) = β2 (I.2)

donde α1, β1, α2 y β2 son constantes. Las funciones dℓ(r) y gℓ(r) son soluciones
numéricas de la ecuación (2.20), obtenidas utilizando los anteriores valores iniciales
αi y βi que toman en r = rm para comenzar la resolución numérica. Pueden escribirse
las condiciones iniciales en el espejo de manera matricial usando las combinaciones
anteriormente definidas. En el primer caso se tiene:(

α1

β1

)
=

(
v′ℓ(r) w′

ℓ(r)
vℓ(r) wℓ(r)

)
r=rm

(
a1
b1

)
(I.3)

en tanto para el segundo caso se tiene:(
α2

β2

)
=

(
v′ℓ(r) w′

ℓ(r)
vℓ(r) wℓ(r)

)
r=rm

(
a2
b2

)
(I.4)

o bien juntando estas 2 condiciones,(
α1 α2

β1 β2

)
=

(
v′ℓ(r) w′

ℓ(r)
vℓ(r) wℓ(r)

)
r=rm

(
a1 a2
b1 a2

)
(I.5)

Despejando las soluciones evaluadas en el espejo,(
v′ℓ(r) w′

ℓ(r)
vℓ(r) wℓ(r)

)
r=rm

=

(
α1 α2

β1 β2

)(
a1 a2
b1 a2

)−1

(I.6)

Entonces, dadas las soluciones numéricas dℓ(r) y gℓ(r) obtenidas a partir de las
condiciones iniciales α1, β1, α2 y β2 impuestas, se ajustan en una región lejana las
funciones wℓ(r) y vℓ(r) donde se comportan como Bessels esféricas. Con este ajuste
se obtienen los parámetros a1, b1, a2 y b2 los cuales, junto a las condiciones iniciales
impuestas, determinan completamente las funciones wℓ(rm) y vℓ(rm) y sus derivadas
en el mismo punto. Se observa que las condiciones iniciales impuestas pueden tomar
cualquier valor siempre y cuando se satisfaga que los pares (α1, β1) y (α2, β2) sean
linealmente independientes y se verifique que en “infinito” se ajusten las Bessels
esféricas. En este caso, las condiciones iniciales impuestas son:(

α1 α2

β1 β2

)
=

(
1 −1
0 1

)
(I.7)

En caso de querer escribir las funciones wℓ(r) y vℓ(r) en todo su dominio, teniendo
ya los valores de los ajustes de las combinaciones dℓ(r) y gℓ(r), se despejan de estas
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combinaciones las funciones deseadas:
wℓ(r) =

b2dℓ(r)− b1gℓ(r)

a1b2 − a2b1

vℓ(r) =
gℓ(r)

b2
− a2

b2

(
b2dℓ(r)− b1gℓ(r)

a1b2 − a2b1

) (I.8)

Para completar este método se necesita atribuir el “infinito” a un valor de r los
suficiente grande (llamado r∞). Para ello, se considera que este valor debe ser tal
que la métrica es aproximadamente plana (es decir f(r) ≈ 1, ec. (1.14)) y el campo
de gauge debido al BH cargado se apaga (es decir h(r) ≈ µ, ec. (1.19)). Proponiendo
para este valor r∞ = 104 resulta:

f(r∞) ≈ 0.990016 y
h(r∞)

µ
≈ 1.00533 (I.9)

Si este valor elegido es correcto, entonces en un entorno a este punto, por ejemplo
r ∈ (r∞ − 20, r∞), las funciones wℓ(r) y vℓ(r) toman su forma asintótica estudiada
en la sección (2.2.2): {

wℓ(r) ≃ jℓ(kr)

vℓ(r) ≃ h
(1)
ℓ (kr)

(2.52)

(2.47)

donde jℓ(kr) es la función de Bessel esférica y h
(1)
ℓ (kr) es la función de Hankel

esférica de primera especie. Entonces, se resuelve numéricamente la ecuación radial
(2.20) imponiendo las condiciones iniciales mostradas en (I.7), es decir se obtiene
numéricamente dℓ(r) y gℓ(r), luego se llevan estas soluciones hasta el intervalo r ∈
(r∞ − 50, r∞) donde se ajustan las combinaciones aih

(1)
ℓ (kr) + bijℓ(kr) con i = 1, 2.

En la figura I.1 se muestran distintos gráficos obtenidos para distintos valores de k
y fijando el ℓ en un valor arbitrario. Puede observarse en esta figura que el valor de
r∞ propuesto es un buen valor ya que por ejemplo para k = 1.5 se obtiene un ajuste
muy bueno con un R2 = 0.989, indicando que las soluciones numéricas en este punto
efectivamente se comportan como una combinación de Bessels esféricas (figuras I.1a
y I.1c). Sin embargo, al aumentar el k a k = 4.5 (el cual es el máximo k con el que
se trabaja, como puede verse en la sección 4.3) se observa que el ajuste ya no es tan
bueno, obteniendo un R2 = 0.741 (figuras I.1c y I.1d). Este último ajuste pareciera
indicar que el r∞ no es lo suficientemente grande, luego si se aumenta el valor de
r∞ = 104 a r∞ = 2× 104 se obtiene un mejor ajuste con un R2 = 0.929 (figuras I.1e
y I.1f). Sin embargo, se elige r∞ = 104 y se considera que el ajuste obtenido para
k = 4.5 es aceptable, ya que al tomar un r∞ mayor surgen complicaciones con la
capacidad de la computadora utilizada que imposibilitan la finalización del cálculo
numérico.

En conclusión, con el método explicado en este apéndice se obtienen los valores
que toman las funciones wℓ(r) y vℓ(r) en el espejo a una distancia rm, estos valores
son los necesarios para la determinación de la fuerza a partir del resultado (3.54).
Además, se pueden construir las funciones en todo su dominio usando (I.8), lo cual
resulta útil para analizar su comportamiento y obtener un resultado del caso clásico
estudiado en la sección 2, es decir la dispersión de una onda plana incidente. Por
último, se propone un valor r∞ = 104 el cual es lo suficientemente grande como
para que efectivamente las funciones wℓ(r) y vℓ(r) tomen su forma asintótica que se
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necesita ajustar. Los resultados obtenidos a partir de este método son presentados
en la sección 4.1.2.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura I.1: Representación gráfica de las soluciones numéricas dℓ(r) y gℓ(r) obtenidas mediante
las condiciones iniciales impuestas en (I.7) (puntos negros) con el respectivo ajuste (ĺınea roja)

propuesto por la combinación aih
(1)
ℓ (kr) + bijℓ(kr) con i = 1, 2 (usando los parámetros de la tabla

4.1). Se muestran únicamente la parte real ya que como se imponen condiciones iniciales reales
entonces la parte imaginaria queda nula. En todos los casos se usa un valor arbitrario ℓ = 5 y el
ajuste se toma siempre sobre el mismo intervalo r ∈ (r∞ − 50, r∞) (donde r∞ es el valor que se
elige como “infinito”), sin embargo se muestran los gráficos en distintos intervalos para una ayuda
visual. En las figuras I.1a y I.1b se observa que el ajuste realizado sobre las soluciones numéricas
es muy bueno arrojando un valor de R2 muy cercano a 1. Por otro lado, al aumentar el valor de k
dejando fijo el valor de r∞, como se observa en los gráficos I.1c y I.1d, el ajuste ya no es tan bueno
arrojando un valor de R2 = 0.74. Por último, se observa que es posible arreglar este último ajuste
alejando el infinito, es decir si en lugar de tomar r∞ = 104 se tomase r∞ = 2 × 104, como puede
verse en las figuras I.1e y I.1f, obteniendo nuevamente un buen ajuste con un R2 cercano a 1.
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J. Análisis numérico de γm
ℓℓ′

En este apéndice se estudia la forma de las matrices γm y las aproximaciones
presentadas en la sección 4.2. Los elementos de estas matrices vienen dados por

γm
ℓℓ′ =


√

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ−m)!(ℓ′−m)!
(ℓ+m)!(ℓ′+m)!

∫ 1

0
Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par (con ℓ ̸= ℓ′)
1 si ℓ′ = ℓ

(2.79)
Además, se esta interesado en la definición restándole la identidad (γm − 1), la cual
tiene la paridad entre sus ı́ndices bien definida:

(γm − 1)ℓℓ′ =


√

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) (ℓ−m)!(ℓ′−m)!
(ℓ+m)!(ℓ′+m)!

∫ 1

0
Pm
ℓ (x)Pm

ℓ′ (x) si ℓ′ − ℓ impar

0 si ℓ′ − ℓ par
(J.1)

En particular, como se ve en la sección 4.2, se necesita la inversa de esta última
matriz. En la figura J.1a puede observarse la forma que tiene la matriz γm a m
fijo. Usando esta matriz, se obtiene la matriz (γm − 1)−1, como puede verse en la
figura J.1b. En el caso de la γm se observa que tiene el valor máximo en la diagonal
principal (igual a 1) y luego disminuye de manera alternada a medida que se aleja
de la diagonal. De manera similar se tiene para la matriz (γm − 1)−1, excepto que
el valor máximo no se encuentra exactamente en la diagonal sino en los elementos
contiguos. Además, en este último caso se observa que la matriz mantiene la paridad
entre los ı́ndices de cada elemento de matriz.

(a) γm

(b) (γm − 1)−1

Figura J.1: Representación gráfica de las matrices de coeficientes γm y (γm − 1)−1 con m = 1
(figuras J.1a y J.1b respectivamente). Puede observarse que los elementos γm

ℓℓ′ están concentrados
en la diagonal principal y luego decaen rápidamente a medida que se aleja de la diagonal. De manera
similar se observa para (γm − 1)−1 excepto que el valor máximo no se encuentra exactamente en
la diagonal sino en los elementos contiguos y que el decrecimiento a medida que se aleja de la
diagonal no es tan rápido como ocurre con γm

ℓℓ′ . Además, se observa que (γm − 1)−1
ℓℓ′ mantiene que

sus elementos con ℓ′ − ℓ par son nulos.

Las observaciones del párrafo anterior sugieren una primera aproximación en
las γm para simplificar el cálculo numérico: se calculan los elementos de la diagonal
principal y hasta 30 puntos de cada lado de la diagonal, mientras que el resto se toma
igual a cero. En la figura J.2a se muestra la γm obtenida bajo esta aproximación,
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(a) γm

(b) (γm − 1)−1

Figura J.2: Representación gráfica de las matrices de coeficientes γm y (γm − 1)−1 con m = 1
(figuras J.2a y J.2b respectivamente). Para obtener γm se calculan los elementos de la diagonal
principal y hasta 30 puntos de cada lado de la diagonal, mientras que el resto se toma igual a
cero. Luego, usando esta matriz se obtiene la matriz (γm − 1)−1, donde se observa que se sigue
manteniendo que para ℓ′ − ℓ par los elementos son nulos.

γm
1002,1005

m = 1 m = 144 m = 287 m = 430 m = 572 m = 716
−0.21189 −0.21253 −0.211861 −0.212595 −0.211737 −0.212852

m = 859 m = 967 m = 977 m = 987 m = 997 m = 1002
−0.211027 −0.207868 −0.206311 −0.202956 −0.190364 −0.325856

Tabla J.1: Valores de γm
ℓℓ′ fijando ℓ = 1002 y ℓ′ = 1005 y variando el m. Se observa que estos valores

coinciden para distintos m excepto cuando m se acerca a los valores de ℓ y ℓ′.

además se muestra en la figura J.2b la matriz (γm−1)−1 obtenida a partir de dicha
aproximación.

Por otro lado, usando la anterior aproximación, se analiza el comportamiento de
la γm

ℓℓ′ en función del ı́ndice m. Para ello, se fija el ı́ndice ℓ en un valor arbitrario
mientras se vaŕıa el ı́ndice ℓ′, luego se procede de la misma manera variando el
ı́ndice m. El resultado de este procedimiento se encuentra en la figura J.3, donde se
observa que los puntos cercanos al pico correspondiente a la diagonal prácticamente
coinciden (no coinciden completamente aunque la variación es tan pequeña que se
le atribuye al error numérico de las integrales en γm

ℓℓ′). También se observa como el
inicio de esta matriz se va moviendo a medida que aumenta m ya que las sumatorias
en ℓ y ℓ′ comienzan en m, por lo tanto, la dimensión de γm

ℓℓ′ depende de m. Estas
observaciones llevan a una segunda aproximación sobre γm

ℓℓ′ : se consideran que las
matrices γm

ℓℓ′ son independientes de m, en el sentido de que si m′ ̸= m y ℓ y ℓ′ son
mayores que m y m′ entonces γm

ℓℓ′ ≈ γm′

ℓℓ′ . Por lo tanto, puede simplemente calcularse
γm
ℓℓ′ con m = 1 y para valores distintos de m se modifica el valor inicial de ℓ y ℓ′. Por

último, en la tabla J.1 se analiza un poco más esta aproximación, donde ahora se
fija el valor de ℓ y ℓ′ tal que estemos cerca del pico ℓ = ℓ′, luego se vaŕıa m. En esta
tabla puede observarse que a medida que el valor de m se aproxima a los valores fijos
de ℓ y ℓ′, comienza a apreciarse una diferencia entre los valores de γm

ℓℓ′ . Sin embargo,
del cálculo numérico de la fuerza (sección 4.3) resulta que la fuerza tiene un termino
con ℓ2 −m2, por lo tanto los términos con m ≈ ℓ son los que menos contribuyen.

En resumen, para simplificar el trabajo numérico necesario para determinar γm
ℓℓ′ se
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Figura J.3: Comportamiento de la fila con ℓ = 160 de la matriz de coeficientes γm
ℓℓ′ barriendo en ℓ′

para distintos valores de m. En el gráfico no se pueden distinguir todos los puntos ya que coinciden
dentro del error numérico. Se observa que a medida que aumenta m también lo hace el valor inicial
de γm

ℓℓ′ , esto es porque se sigue manteniendo que m < ℓ′, ℓ, luego se observa que la dependencia de
γm
ℓℓ′ con m es únicamente en su dimensión.

realizan 2 aproximaciones: (i) solo se calculan los elementos de la diagonal principal
y hasta 30 puntos de cada lado de la diagonal, mientras que el resto se toma igual
a cero, y (ii) los elementos γm

ℓℓ′ no dependen de m (la dependencia con m solamente
aparece en la dimensión de las matrices de coeficientes γm). Estas aproximaciones
se utilizan en la sección 4.2 para estudiar la dispersión clásica de una onda plana
incidente, como también en la sección 4.3 para analizar el valor de la fuerza del cohete
de BH. En esta última sección, se ponen a prueba estas aproximaciones verificando
la bondad de las mismas.
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K. Análisis de las aproximaciones numéricas rea-

lizadas

En este apéndice se discuten las aproximaciones realizadas para obtener el resul-
tado numérico de la fuerza en la sección 4.3. Partiendo de la expresión para fuerza
obtenida en la sección 3.5:

F3 = − 4

π

∫ ∞

0

dk k2

 1

(ωp − eµ)
(
e

ωp−eµ

T − 1
) +

1

(ωp + eµ)
(
e

ωp+eµ

T − 1
)
×

×
∑
m>0

∑
ℓ=m

√
(ℓ2 −m2)

(4ℓ2 − 1)
Im
[
Nm

ℓ,ℓ−1

] (3.54)

Las aproximaciones numéricas realizadas para la determinación de la fuerza pueden
resumirse en 3 puntos: (i) el corte utilizado en ℓmax para cortar la sumatoria en ℓ,
(ii) las matrices de coeficientes γm

ℓℓ′ tiene elementos no nulos cerca de la diagonal y
ceros a medida que se aleja, y (iii) los elementos γm

ℓℓ′ no dependen de m, solamente
depende de m la dimensión de la matriz. Comenzando con la primera aproximación,
en la cual se propone un corte en el ı́ndice ℓ que viene dado por Iℓ ya que, como se ve
en la sección 4.2, este tiene un pico ℓpico y luego decae muy rápidamente (ver figura
4.7), entonces se toma como corte ℓmax = ℓpico+10 (recordando que siempre se toma
este valor si es par y el valor anterior si es impar). Para analizar este corte, se obtiene
numéricamente el valor de la fuerza de empuje para un k fijo (k = 1.2) tomando
distintos máximos de ℓ. Para dicho valor de k, se espera que ℓmax = 178 (usando
el argumento de la sección 4.2 para predecir teóricamente el ℓpico), luego se toman
como máximos de ℓ: 120, 150, 178, 208 y 238. El resultado de este procedimiento se
muestra en la figura K.1, donde se observa que el integrando en la fuerza aumenta
con ℓmax hasta ℓmax = 178 (ya que si se toman menos términos se esta dejando fuera
de la suma términos que contribuyen al total), mientras que si se pasa este valor
de ℓmax entonces el integrando no vaŕıa (la diferencia apreciable en la figura se le
atribuye al error numérico), es decir que no hace falta tomar más ℓ en las sumatorias.

Figura K.1: Representación gráfica del valor que toman las sumatorias en m y ℓ en el integrando
de la fuerza (3.54) usando los distintos valores de ℓmax que se indican en la figura como corte de
las sumatorias (tanto de ℓ como de m). Se observa como los valores se estabilizan en ℓmax=178,
esto es de esperarse ya que este es el valor teórico que se usa como corte, luego si se toman más
ℓ entonces no contribuyen al total y si se toman menos entonces se dejan afuera términos que si
contribuyen al total.
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Figura K.2: Representación gráfica de la sumatoria en ℓ partiendo en ℓ = m hasta ℓmax(
∑ℓmax

ℓ=m ),
usando los elementos de matriz γm

ℓℓ′ con aproximaciones (puntos rojos) y sin aproximaciones (puntos
azules), es decir, sin tomar como cero a los elementos lejanos a la diagonal principal de γm

ℓℓ′ ni
tomando que es independiente de m. De esta figura se concluye que la aproximación de tomar
los elementos nulos lejos de la diagonal es una buena aproximación, mientras que aproximar a los
elementos γm

ℓℓ′ como independientes de m es valida para todo m impar pero para m par solo vale
para m grande.

Por otro lado, se analiza ahora como vaŕıa el resultado de la fuerza usando las
aproximaciones (ii) y (iii) en la matriz de coeficientes γm

ℓℓ′ . Para ello, se fija k = 0.8
y se calcula numéricamente cada término en la sumatoria en m, es decir sumando
sobre todo ℓ partiendo en ℓ = m hasta ℓmax (que ya sabe que es un buen corte).
En la figura K.2 se muestra el resultado obtenido de hacer el anterior procedimiento
usando por un lado la γm

ℓℓ′ con las aproximaciones (puntos rojos) y por otro una γm
ℓℓ′

sin aproximaciones (puntos azules), es decir que se calculan todos los elementos de
γm
ℓℓ′ fuera de la diagonal (mientras que en la aproximación se toman nulos) y para

distintos valores de m (mientras que en la aproximación se toman independientes
de m). De esta figura, primero se concluye que tomar como cero a medida que se
aleja de la diagonal es una buena aproximación, ya que en caso contrario debeŕıa
apreciarse una mayor diferencia en todos los puntos (esto también se verifica usando
solo esta aproximación observando que reproduce los mismos resultados). Segundo,
la aproximación de que γm

ℓℓ′ es independiente de m es buena para m grande pero
mala para m pequeño. Además, llama la atención como esta aproximación falla en
particular para m par, mientras que para todo m impar funciona bien.

En conclusión, de las tres aproximaciones necesarias para hacer el cálculo numéri-
co de la fuerza se observa que solo dos son buenas aproximaciones, mientras que
suponer que los elementos de matriz γm

ℓℓ′ es independiente de m no es una buena
aproximación. Resta seguir estudiando este último caso, donde además la aproxi-
mación falla en particular para m par. Para entender mejor el comportamiento de
la solución con m, podŕıa estudiarse una solución anaĺıtica de γm

ℓℓ′ cuyos coeficientes
son integrales de polinomios asociados de Legendre. Para ello, puede escribirse por
ejemplo el producto de los polinomios como un desarrollo en serie de otro polinomio
de Legendre e integrar ahora solo este polinomio, luego pueden obtenerse los coefi-
cientes del desarrollo que vienen dados por los 3-j śımbolos de Wigner (los cuales son
proporcionales a los coeficientes de Clebsh-Gordan) [Mavromatis y Alassar 1999].
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