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Introduccion

La teoria de perturbaciones constituye un tépico de estudio dentro del andlisis matricial y la teoria de
operadores (ver [46, 26, 50]). Asociados a este tépico, se encuentran los temas cldsicos de dlgebra lineal
numérica y teoria de la aproximacién. En este contexto, podemos pensar en el estudio de la sensibilidad
de los valores de Ritz y los cocientes de Rayleigh de matrices autoadjuntas, es decir, los cambios en los
autovalores de compresiones de matrices autoadjuntas, que es un campo de investigacién solido y bien
establecido en estas dreas (ver [4, 12, 30, 31, 32, 34, 38, 52, 58]).

Podriamos comenzar describiendo el siguiente tema de estudio: dada una matriz compleja y autoadjunta
A de tamano d X d e isometrias X, Y de tamano d x k, con rangos X e ) respectivamente, es de interés
obtener cotas superiores para la variacion absoluta de los valores de Ritz

IMXFAX) = AY*AY)| = (|M(X*AX) = N(Y*AY)| )ier, € R, (1)

donde X*AX e Y*AY son matrices complejas y autoadjuntas de tamano k& X k que se conocen como
cocientes de Rayleigh de A y A(X*A X), A(Y*AY) € R* son los autovalores (contando multiplicidades y
reordenados en forma no creciente) también conocidos como valores de Ritz de A.

Usualmente, las cotas para la variacion absoluta de los valores de Ritz se obtienen en términos de residuos
Rx =AX -PxAX y Ry =AY — Py AY, donde Py y Py denotan los proyectores ortogonales sobre
los subespacios X e ) respectivamente. Notemos que los residuos, miden que tan invariante resulta un
subespacio con respecto a A; por ejemplo, en el caso que X es A-invariante, tenemos que Ry = 0.
También se obtienen cotas en términos de los angulos principales entre los subespacios X e ), denotados
O(X,Y) € [0,7/2]%, que permiten medir la distancia entre dos subespacios; por ejemplo puede conside-
rarse el dngulo més grande entre X' e ) como distancia entre los subespacios ( ver [47] donde se detallan
varias métricas angulares).

En particular, las cotas superiores se clasifican de acuerdo a qué parametros se utilizan para acotar la
variacién de los valores de Ritz (ver [58]). En efecto, las cotas a priori o auténomas son aquellas que
se obtienen en términos de los dngulos principales; las cotas a posteriori o no auténomas son aquellas
obtenidas en términos de (los valores singulares de) residuos, y las cotas mixtas son aquellas obtenidas
en términos de angulos principales y residuos. Conviene destacar que las cotas obtenidas a través de los
angulos principales, podrian no estar disponibles de forma directa en la préactica. Por otro lado, las cotas
a posteriori estan basadas en el cdlculo de los valores singulares de las matrices de residuos. Méas atun,
las cotas basadas en residuos (a posteriori y mixtas) son particularmente convenientes cuando uno de los
subespacios, digamos X es A-invariante (en este caso Rx = 0) a diferencia de las cotas a priori.

La formulacién mediante el andlisis matricial del problema de sensibilidad anterior, permite aplicar esta
teorfa en diferentes dreas de investigacion tales como: comparacién de grafos [32] en términos de anélisis
espectral de los grafos; distincion de senales en el procesamiento de seniales, donde los valores de Ritz
sirven como signos armonicos para diferenciar subespacios; métodos de elementos finitos (FEM) [30], para
la aproximacién de subespacios correspondientes a modos fundamentales; y anélisis matricial, por ejemplo
para cotas para autovalores después de perturbaciones aditivas de la matriz. Ademads, las cotas para la
variacién de los valores de Ritz juegan un papel central en el andlisis de algoritmos para la aproximacién
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simultdnea de autovalores basados en métodos de Rayleigh-Ritz (ver [46, 50]). El papel crucial de la
submayorizacién en la obtencién de cotas para la variacién de los valores de Ritz (reconocido en el articulo
[32]) es bien sabido; esta relaciéon de preorden parcial es una herramienta poderosa de comparacién entre
vectores de entradas reales. En este contexto, las cotas en términos de submayorizacién implican toda
una familia de desigualdades con respecto a normas unitariamente invariantes y respecto a la clase de
funciones convexas no decrecientes ([37]).

Dada una matriz autoadjunta A de tamano d x d, podemos mencionar como medida vectorial de la
dispersién de sus autovalores a la dispersion espectral de A dada por

Sprt(A) = (Ai(A) = Aa—it1(A))ien, o € RV,

donde [d/2] denota la parte entera de d/2.

Este concepto fue considerado en la literatura por Argentati y Knyazev en [30], como un factor dentro
de la cota superior a priori para la variacion absoluta de los valores de Ritz de A. Ademads, los autores
propusieron la siguiente conjetura auténoma que continia abierta

IMX*AX) = MY AY)| <4 SprT(4) sen(0(X,))), (2)

donde sen(©(X,))) denota el vector cuyas entradas son los senos de los dngulos principales entre X' e ),
<w denota la relacién de submayorizacién y el producto de vectores se considera entrada a entrada.

Maés atn, en caso que X sea A-invariante, los autores conjeturaron que

IMX*AX) = AY*AY)| <y Spri(A) sen(0(X,)))2. (3)
Estas conjeturas son extensiones naturales de los resultados obtenidos en [31] (para el caso dim(X) =
dim(Y) =1).

Continuando con el desarrollo de problemas de sensibilidad (de los valores de Ritz) y motivados por
trabajos previos (ver [4, 30, 31, 32]) recientemente Knyazev y Zhu [33] han formulado una serie de cotas
superiores a posteriori y mixtas para la variacion absoluta de los valores de Ritz. En este contexto, los
autores han conjeturado que: si X, C C? son subespacios de dimensién k tales que O1(X,Y) < T

2
entonces
S(Py Rx) + S(PX RY)
cos(O(X, ))) y (4)
MXTAX) = AYTAY)| <w [s(Pr+y Bx) + s(Pxiy Ry)] tan(0(X, V), (5)

INX*AX) - ANY*AY)| <w

donde el cociente se considera entrada a entrada, la suposicién ©1(&', V) < 5 asegura que el divisor es
no nulo y donde s(Z) € R% denota el vector de valores singulares de una matriz compleja Z, contando
multiplicidades y ordenados en forma no creciente.

Utilizando técnicas similares a las propuestas por Knyazev y Zhu, relacionadas con desigualdades de sub-
mayorizacién, expondremos una prueba de esta conjetura en la tesis. Mas atn, estos resultados impulsan
el desarrollo de una serie de desigualdades que permiten obtener cotas a priori para la variacién absoluta
de los valores de Ritz (ver [38]).

Por ejemplo, es posible obtener para dngulos pequenos (01(X,)) < 7/4) la desigualdad

INX*AX) = AY*AY)| <w (2V2) Sprt(A) sen(0(X,))),
cuyo orden de aproximacion coincide con el conjeturado por Knyazev y Zhu.

Por otro lado, podriamos pensar en obtener cotas no auténomas para la variaciéon absoluta de los valores
de Ritz. En este sentido, Knyazev y Zhu proponen (a modo de conjetura en [33]) una mejora para una
version reciente de Nakatsukasa del teorema de la tangente de Davis y Kahan [17]. Nakatsukasa (2009,
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[43]) describe una versién relajada (y mejorada) del teorema de la tangente, que sirve como estimacién a
posteriori para la tangente de los dngulos entre X e ) en términos de residuos como sigue: sea X una
isometria de rango X+, entonces

| Ry||
I an(ogx, v < 1L
donde || - || denota una norma unitariamente invariante y ¢ es una constante de separacién de los espectros

de Y*AY y XTAX,.

La propuesta conjeturada por Knyazev y Zhu, establecia que la cota superior ||Ry|| podia reemplazarse
por ||Py+y Ryl|, donde Pyiy denota el proyector ortogonal sobre X + ). En este sentido, probaremos
no soélo que esto es posible, sino también que la constante de separaciéon 0 < § puede reemplazarse por
otra constante 0 < § < ¢’ de forma que se obtiene la desigualdad

|| Pxyy Ryl
4 ’

que resulta ajustada; incluso en casos donde la desigualdad clasica no lo es.

[[tan(©(X, V) <

El desarrollo de alguno de los resultados anteriormente propuestos, sugiere la necesidad de estudiar con
detalle desigualdades (de mayorizacién) que involucren a la dispersién espectral, teniendo como objetivo
aplicarlas en la obtencion de cotas a priori para la variacion absoluta de los valores de Ritz; y también en
posibles pruebas para las conjeturas (2) y (3). Curiosamente, la dispersién espectral no ha sido estudiada
en la literatura, luego de su introduccién en [30]. Por este motivo, desarrollaremos una serie de propiedades
y desigualdades de (sub)mayorizacién para la dispersién espectral, que se relacionan con problemas de
interés dentro del andlisis matricial.

Por ejemplo, probaremos la siguiente desigualdad de submayorizacién, que relaciona los valores singulares
de un bloque antidiagonal B de una matriz autoadjunta A con la dispersion espectral de A: sid=n+1r
y consideramos A una matriz autoadjunta de d x d por bloques

A= [ B A, ] cr  entonces 25(B) <y Sprt(A). (6)

La desigualdad (6) (que resulta ajustada) ha sido clave para el desarrollo de desigualdades que involucran
a la dispersion espectral; ademds, estd conectada con el trabajo de Tao [51], donde él prueba que para
una matriz semidefinida positiva A por bloques

A4 B | C ' ' .
A= [ B Ay ] cr vale que  2s;(B) <s;(A®A) para i€l,. (7)

Por otro lado, siguiendo los trabajos [6, 51] resulta que la desigualdad (6) estd también relacionada con
la desigualdad de Zhan para valores singulares de la diferencia de matrices semidefinidas positivas (ver
[54, 55, 56]). Motivados por estos resultados, veremos que la desigualdad (6) resulta equivalente a la
desigualdad

S(Al — AQ) <w Spl"+(A1 D AQ) , (8)

para matrices complejas autoadjuntas A; y As de tamano d X d.

Ademds, podemos senalar otro problema asociado; resulta que la ecuacién (8) puede ser extendida al
contexto de conmutadores generalizados como sigue: dadas Aj, As y X matrices complejas de tamafio
d x d tales que A1 y As son autoadjuntas, entonces

S(Al X — XAQ) <w S(X) Spr+(A1 D Ag) , (9)
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donde el producto entre vectores se considera entrada a entrada. Esta ultima desigualdad, conecta a su vez
estas ideas con una serie de trabajos que abordan desigualdades (més generales) para valores singulares
de conmutadores generalizados (ver [22, 27, 28, 29, 53]).

Es conveniente remarcar, que las desigualdades propuestas ((6), (8) y (9)), constituyen cotas novedosas
para matrices autoadjuntas; este tipo de desigualdades sélo estaban disponibles en el caso semidefinido
positivo (sin utilizar la dispersién espectral). En este sentido, la dispersién espectral permite extender
desigualdades conocidas para matrices semidefinidas positivas que no son validas en el caso autoadjunto;
a desigualdades de submayorizacién para matrices autoadjuntas. Si bien las desigualdades que se obtienen
son mas débiles, proveen mejores cotas para normas unitariamente invariantes.

Estos problemas que parecen netamente matriciales, estdn fuertemente vinculados con los problemas de
sensibilidad de los valores de Ritz. Por un lado, la desigualdad de Lidskii permite realizar la siguiente
estimacién:

MNXTAX) =AY AY)| <y s(XTAX —Y*AY). (10)
Por lo tanto, es posible obtener cotas superiores para la variacién absoluta de los valores de Ritz a través
de cotas superiores para

s(X*AX —Y*AY) € R*. (11)

Motivados por ideas geométricas, dada la isometria X de tamano d x k y rango R(X) = X y el subespacio
Y, elegiremos una isometria Y = Y, conveniente, para obtener cotas superiores para la ecuacién (11) en
términos de relaciones de submayorizacién que involucren a los angulos principales entre X e ), y a la
dispersion espectral de A. En el desarrollo de estas ideas, tendran un rol importante las desigualdades
(6) y (9), que permitirdn, mediante la eleccién de curvas con ciertas propiedades minimales, obtener las
siguientes cotas superiores

S(X*AX —Y*AY) <, O(X,Y)Sprt(A),

y en el caso que X es A-invariante
S(X*AX —Y*AY) <, O(X,)?SprT(A).

Una vez obtenidas estas cotas superiores, aplicaremos la desigualdad de Lidskii aditiva (10), para derivar
las siguientes cotas superiores para la variacién absoluta de los valores de Ritz

IMX*AX) — MY*AY)| <y O(X, V) Sprt(A). (12)

Ma4s aun, si X es A-invariante entonces
IMX*AX) — MY *AY)| < O(X,Y)*SprT(A). (13)

Si bien estas estimaciones no resuelven las conjeturas planteadas por Argentati y Knyazev, constituyen
nuevas desigualdades para la variacién absoluta de los valores de Ritz. Méas atin, el tipo de desigualdades
obtenidas previamente en la literatura ([30],[33]) no involucran de forma directa a la dispersién espectral;
de hecho algunas de estas desigualdades sélo son vélidas para ciertas elecciones de subespacios X y no
para subespacios arbitrarios.

Paralelamente, es sabido que el desarrollo de desigualdades que involucran operadores compactos es un
tépico central en teoria de operadores (ver [2, 6,9, 24, 27, 29, 54, 55] entre otros). Por esto, y considerando
el desarrollo de las desigualdades matriciales anteriores (como (6)), podemos pensar en extrapolar este tipo
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de desigualdades al contexto de operadores compactos y autoadjuntos en un espacio de Hilbert separable
de dimensién infinita.

Notemos por H a un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita; L(H) al espacio de operadores
actuando en H y K(H) al ideal de operadores compactos en L(H). Para poner las ideas en contexto,
describiremos algunas desigualdades para valores singulares de operadores compactos que motivan los
resultados posteriores. Asi, comenzamos por la desigualdad Aritmético-Geométrica (AG) de Bhatia y
Kittaneh [9], que establece lo siguiente: dados dos operadores compactos A y B, entonces

2s;(AB*) <s;(A*A+ B*B), para €N, (14)

donde s(C) = (s;(C));en denota la sucesiéon de valores singulares de un operador C' € K(H), ordenados
en forma no creciente. Como consecuencia, se obtiene que dados dos operadores acotados S,C € L(H)
tales que C*C 4 S*S < I y un operador compacto y positivo E € K(H) entonces

25,(SEC*) <si(F), para i€eN, (15)

tomando A = SEY2 y EY2C* = B* en la ecuacién (14). En este sentido, Corach, Porta y Recht,
motivados por su estudio de la geometria en el contexto de algebra de operadores, obtuvieron en [14] la
siguiente desigualdad con respecto a una norma unitariamente invariante N (-)

N(T) < =N(STS™' +S7'T89), (16)

DN | =

donde T' € K(H) y S € L(H) es un operador acotado autoadjunto e inversible. Posteriormente, Bhatia
y Davis probaron en [8] la siguiente desigualdad de tipo AG con respecto a una norma unitariamente
invariante

N(A*XB) < —N(AA*X + XBB*), (17)

N

donde X € K(H) y A, B € L(H) son operadores acotados. En este caso, resulta que las desigualdades
(16) y (17) son equivalentes.

Este tipo de desigualdades, han sido estudiadas y extendidas en distintos contextos ([1, 5, 6]); de hecho
resultan estar relacionadas con conceptos profundamente geométricos (ver [2, 14, 15, 16]). Por otro lado,
las desigualdades de tipo AG estdn relacionadas con la desigualdad de Zhan para valores singulares
(nuevamente, ver [54, 55, 56]), que pueden enunciarse para operadores compactos y positivos como: dados
C,D € K(H) operadores compactos y positivos, entonces

(18)

si(C-D)<s(CoD), para i€N, donde C@D:m g}

De hecho, las desigualdades (18) y (14) resultan equivalentes (ver [6, 55, 56]).

En este contexto, motivados por las ideas matriciales previas (ver [38, 39, 40]) introducimos la nocién
de dispersion espectral de un operador autoadjunto en el dlgebra A = K(H) + CI formada por pertur-
baciones compactas de multiplos del operador identidad actuando en H. A partir de esto, obtendremos
desigualdades en términos de (sub)mayorizacion (<,,) con respecto a la dispersién espectral en el contexto
general de operadores compactos y autoadjuntos.

Para describir la dispersién espectral de un operador compacto y autoadjunto A € K(H), consideramos
la escala espectral completa de A, como la (tnica) sucesion A\(A) = (\i(A))iez, (donde Zo = Z \ {0}) tal
que sus entradas son autovalores de A (o ceros), contando multiplicidades y ordenados de forma que

0> A 1(A)>A4(4) v A4(A) <A 1(A) <0< Aa(A) < Ai(4) para i€N.
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Entonces la dispersion espectral de A € K(H), notada también Sprt(4) € ¢o(N), estd dada por
Spr(A) = (Xi(A) = A=i(A) ien -

Aplicaremos entonces esta definicién para obtener una versién analoga de la desigualdad (6) para operado-
res compactos y la relacionaremos con las siguientes desigualdades del tipo AG: dados S,C € L(H) tales
que C*C' + 5*S = P, donde P es una proyeccién ortogonal, y dado un operador compacto y autoadjunto
E € K(H) entonces

25(SEC™) <, SprT(E). (19)

Esta desigualdad, sustituye a la ecuacién (15) en el contexto de submayorizacién. Ademas, permite derivar
otras desigualdades de tipo AG, que involucren la dispersién espectral; por ejemplo, dados A, B € L(H)
y E € K(H) un operador compacto y autoadjunto, veremos que

s(AE B*) <y % Sprt ((A*A+ B*B)Y?E(A*A+ B*B)'/?) . (20)

Observemos que la dispersién espectral de un operador compacto y autoadjunto es en general mas grande
(entrada a entrada) que los valores singulares; sin embargo, desigualdades de este tipo (como (20) ) s6lo
estaban disponibles para operadores compactos positivos (de hecho las desigualdades entrada a entrada
(14) y (18) no son vélidas para operadores compactos autoadjuntos) de forma que la dispersién espectral
permite extender estas desigualdades al caso de operadores compactos y autoadjuntos. A su vez, este tipo
de desigualdades permitiran obtener desigualdades para normas unitariamente invariantes, asociadas a
ideales simétricamente normados de L(H) (ver [19]).

Organizacién general de la tesis

En el Capitulo 1 daremos los preliminares correspondientes al andlisis matricial y teoria de operadores. En
particular, describiremos los conceptos de (sub)mayorizacién de vectores y sucesiones, daremos desigualda-
des clésicas como las desigualdades de Lidskii y Weyl y mencionaremos la relacién entre (sub)mayorizacién
y el concepto de normas unitariamente invariantes. También describiremos la descomposicién de Halmos
([20]) para dos subespacios y la aplicaremos para describir rotaciones directas entre dos subespacios X e
Y de C.

El Capitulo 2 lo dedicaremos al estudio de la variacién absoluta de los valores de Ritz. En particular,
describiremos con detalle las técnicas necesarias para probar las conjeturas (4) y (5) planteadas por
Knyazev y Zhu en [33]. Ademds, en la Seccién 2.2 revisaremos el teorema de la tangente de Davis y Kahan
[17]; en particular abordaremos la versién relajada de Nakatsukasa [43] y daremos una versién mejorada
que permitird por ejemplo obtener una cota cuadratica para el error a posteriori para aproximacion
simultanea de autovalores de A mediante valores de Ritz. Sobre el final en la Seccién 2.3, definiremos la
dispersion espectral de una matriz autoadjunta y describiremos algunas cotas a priori para la variacion
absoluta de los valores de Ritz, relacionadas con las conjeturas (2) y (3) de Argentati y Knyazev [30].

El desarrollo de esta seccion, nos motivarda para describir en el Capitulo 3 una serie de desigualdades
matriciales que involucran a la dispersion espectral de matrices autoadjuntas. En particular, en la Seccion
3.1 describiremos las propiedades basicas de la dispersién espectral, varias de estas con respecto a la
relacién de (sub)mayorizacién. El desarrollo de estas propiedades permitira en la Seccién 3.2, describir la
desigualdad (6) que resulta clave para el desarrollo de otras desigualdades que involucran a la dispersién
espectral. De hecho, desarrollaremos también en esta seccion una desigualdad relacionada con la desigual-
dad de Zhan [54] para matrices positivas y una desigualdad para estimar los angulos principales entre dos
subespacios en términos de la dispersién espectral. En la Seccién 3.4 estableceremos la desigualdad (9) y
otras desigualdades para conmutadores y conmutadores generalizados. Por tltimo, en la Seccién 3.5 esta-
bleceremos una serie de equivalencias entre la desigualdad (6) y algunas desigualdades expuestas durante
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el capitulo, que demostraran la versatilidad de estos resultados y también permitird tener aplicaciones
directas en el capitulo posterior.

El Capitulo 4 retoma el estudio de sensibilidad de los valores de Ritz. En la Seccién 4.1 establecemos
los resultados sobre el proceso de extraccién de submatrices (4, X,)) — Y *AY,, donde Y, = Y, (X,))
estd definido por Y, = U X para una rotacién directa U de X en ). Dichos resultados permitiran en
las Secciones 4.2 y 4.3 probar los resultados principales de este capitulo, dedicados a estimar el vector
de valores singulares s(X*AX — Y*AY;) en términos de los dngulos principales ©(X,)) y la dispersién
espectral Sprt(A). Las técnicas que utilizaremos para probar estos resultados se basan en estimaciones
matriciales obtenidas en el Capitulo 3. En la Seccién 4.4 aplicaremos los resultados previamente desa-
rrollados para obtener las cotas superiores para la variacién absoluta de los valores de Ritz (12) y (13).
Notemos que estas desigualdades no resuelven las conjeturas (2) y (3). Sin embargo, las cotas obtenidas
en las ecuaciones (12) y (13) resultan comparables con las conjeturas anteriores. Mds atin, probaremos
que las cotas superiores que obtendremos resultan ajustadas.

El Capitulo 5.1 estard dedicado al desarrollo de desigualdades de (sub)mayorizacién para operadores
compactos y autoadjuntos, extendiendo lo expuesto en el Capitulo 3. Primero, introduciremos la definicién
de dispersion espectral para operadores compactos y autoadjuntos y daremos algunas propiedades bésicas.
En la Seccién 5.2 describiremos una desigualdad formalmente andloga (6), que resultard importante para el
desarrollo de las desigualdades posteriores. Ademds, daremos una versién (usando submayorizacién) de la
desigualdad de Zhan (18) pero para operadores compactos y autoadjuntos. En la Seccién 5.3 abordaremos
una serie de desigualdades del tipo Aritmético-Geométrica y probaremos, utilizando una desigualdad
formalmente analoga a (6), las desigualdades (19) y (20).







Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos mencionando la notacién y los resultados clésicos a utilizar; primero daremos los prelimi-
nares correspondientes al andlisis matricial (ver [7, 25]) y luego los preliminares para teoria de operadores

(ver [19]).

Consideramos Mg ;(C) el espacio de matrices complejas de tamaiio d x k y notamos Mg 4(C) = My(C)
al dlgebra de matrices complejas de tamano d x d. Ademds utilizaremos con frecuencia los siguientes
subconjuntos de My(C):

» H(d) el conjunto de matrices autoadjuntas;

M4(C)* el cono de matrices semidefinidas positivas;

Gl(d) el grupo de matrices inversibles;

U(d) el grupo de matrices unitarias;

Gl(d)* = GI(d) N My(C)*.

Para d € N, notamos Iy = {1,...,d}. Dado un vector € C¢ denotamos por D, = diag(z) a la matriz
diagonal en My(C) cuya diagonal es z. Dado z = (;);c1, € R? denotamos por z+ = (:L';-L)ie]ld al vector
que se obtiene reordenando las entradas de x en orden no creciente. De forma similar denotamos por z' =
(a:zT)ieﬂ , al vector que se obtiene reordenando las entradas de = en forma no decreciente. Ademas usamos
las notaciones (R ={z € R? : z =z}, Ryg={z € R:2 >0}y (R%o)i = {x € R%O Doz =t}
Para r € N, notamos 1, = (1,...,1) € R". En general utilizaremos la abreviatura BON para referirnos a
“base ortonormal” y SON para referirnos a “sistema ortonormal” .

Por otro lado, dado un subespacio Z C C¢, notamos por L(Z) al espacio de operadores lineales actuando
en Z. Dada una matriz A € H(d) notamos por A(A) = (\i(A))ier, € (R?)* al vector de autovalores de A
contando multiplicidades y ordenado en forma no creciente. Para B € My(C), s(B) = A(|B|) denota el
vector de valores singulares de B, es decir, los autovalores de |B| = (B*B)Y/? € M4(C)*.

Cabe destacar que dada una matriz A € M4(C) existen unitarios U,V € U(d) tales que
A=UX, V™,

donde X4 € My(C)*t denota la matriz diagonal diag(s(A)). Esta descomposicién es llamada descomposi-
cion en valores singulares de A.
Las operaciones aritméticas entre vectores se realizaran entrada a entrada, es decir, si

z = (z;)ier, € Y = (Yi)ier, € R? entonces

v 24y = (2 + Yi)iel,;
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» 2y = (TiYi)iely;
y asumiendo que y; # 0, para i € Iy
v 0= (@i/Yi)ier, -

M4s ain, si asumimos que z, y € R% entonces escribimos = < y siempre que z; < y;, para i € 1.

1.1. Mayorizacién de vectores en R?

En lo que sigue daremos la definicién de submayorizacién y mayorizacién entre vectores de R?, asi como
algunas propiedades elementales y resultados béasicos. La mayorizacién resulta ser un tépico de gran interés
dentro del andlisis matricial (ver [7, 25]), entre tantas cosas porque permite obtener desigualdades para
normas unitariamente invariantes (como la norma espectral).

Definicién 1.1.1. Sean z, y € R% Decimos que z estd submayorizado por y, y notamos & <, ¥, si

J
fo < Zyj para j€ly.

M=

X d

Siz <y yytre e x; = Y, y; = try, entonces decimos que x estd mayorizado por y, y notamos
i=1 i=1

T =<y. A

Observacién 1.1.2. Sean z € R%; e y € R dos vectores de entradas no negativas (y de diferentes
tamanos). En este caso extendemos la definicién de submayorizacién entre x e y, suma y producto entre
x e y en el siguiente sentido:

Sea 0y, €l vector nulo de R" y ¢ := max{d, h}.

1. decimos que x estd submayorizado por y si

0p— w d<h
T <wy si (@, Ond) <w ¥ para G <h (1.1)
x  =<w (¥, 04—p) para h<d

2. De forma similar definimos x +y y zy € Réo , agregando ceros al final del vector correspondiente,
para que las dimensiones de ambos vectores coincidan.

A

Dada f : [a, b] — R, donde [a, b] C R es un intervalo y z = (2;)se1, € [a, b]? notamos f(2) = (f(2:))ien, €
R,

Observacién 1.1.3. Sea [a, b] C R un intervalo y f : [a, b] — R una funcién convexa. Entonces
1. Sixz, y € [a, b]? satisface x < y, entonces f(x) < f(y).

2. Si x,y € [a, b)? sélo satisface que x <, y pero f es también no decreciente en [a, b], entonces

f(@) <w f(y).
A

10
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Los resultados a continuacién corresponden a multiples desigualdades clasicas de mayorizacién, que invo-
lucran autovalores y valores singulares (las pruebas detalladas pueden verse en [7, 25]). Comenzamos con
algunas desigualdades para valores singulares; dada A € M4(C) notamos por re(4) = 4L~ € H(d).

Teorema 1.1.4. Sean C, D € H(d). Entonces,
1. Desigualdad de Lidskii aditiva: A\(C) — A(D) < A(C — D) < A(C) — AT(D);
2. [MC) = AMD)| <w s(C = D);

3. sea P = {P;i}]_, un sistema de proyectores (proyecciones mutuamente ortogonales en C? tales que

Y bi=1). 8i
Cp(D) € Y PDP, = MCp(D)) < A(D) . (1.2)

i=1
4. Mds atin, si C,D € My(C)™:

AMC)XN(D) < M(CD) <y MC)X(D).
O

La desigualdad superior del item 1. del teorema anterior, es también conocida como desigualdad de Weyl
aditiva para autovalores, por lo que muchas veces nos referiremos a dicha desigualdad de este modo.

Teorema 1.1.5. Sean C, D € My(C). Entonces,
1. desigualdad aditiva de Weyl: s(C + D) <y, s(C) + s(D);
2. desigualdad multiplicativa de Weyl: s(CD) <, s(C) s(D);
3. s(re(C)) < s(C);
4. Mds ain, si CD € H(d) entonces s(CD) <y, s(re(DC)).
O

El siguiente lema condensa algunas desigualdades conocidas de mayorizacién (y submayorizacién) que son
consecuencia de los teoremas anteriores.

Lema 1.1.6. Sean z, y, z € R%. Entonces,
Lot +yt <z +y<at+yh
2. Siz,we RY, z < 2y y < wentonces = +y < z + w.

Miés atin, si 2(-), z(-) : [0,1] — R? son funciones continuas tales que z(t) <, 2(t) = (2(t))* para
t € [0, 1], entonces
1 1
/ x(t) dt <w/ z(t) dt.
0 0

Si ademéas asumimos que x, y, z € R%o entonces,

3. xin <w TY <w xiyi;

11
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4. Sl <yyvyy, z€ (]R‘éo)i entonces r z <y Y 2.

Demostracién. Las pruebas de estos resultados pueden encontrarse en [7], con excepcién de la ultima
parte del item 2. Para ver esto para n € N consideramos la particiéon regular {to=0<1t <. =1}
de [0, 1], de forma que t; = £ para j € {0} UL, y Aj =t; —t;_1 = = = Ay, para j € L,. Por la prlmera
parte del item 2. tenemos que para n € N|

>t A<wZ

7j=1

Como z(-), z(-) son funciones continuas, resulta que

1
/ ) dt = hmz §) Ap < hmz / z(t) dt,
0

donde hemos usado que: si (up)nen ¥ (Vn)nen € R? son sucesiones que convergen a u y v € R? respecti-
vamente, y tales que u, < v, para n € N, entonces u <, v. O

Observacién 1.1.7. Sean z,y € R?%. Si 2 < y entonces,
<yt y z<uy.

En particular, si A, P € My4(C) son tales que P es una proyeccién, s(PAP) < s(A) por lo que s(PAP) <y
s(A4). A

Definicién 1.1.8. Sean A € H(d) y r € 1. Definimos A, € My_1(C) la submatriz principal de A que se
obtiene quitando la fila y columa r-ésima de A, es decir, si A = (aij);je1,, entonces A = (aij); jer,\{r}-

Teorema 1.1.9 (Desigualdades de entrelace). Sean A € H(d), r € Iz y A, € My_1(C) la submatriz
principal de A obtenida en la Definicion 1.1.8. Entonces

Me(A) > Me(Ar) > Mer1(A),  para cada k€.

Es decir que

M(A) > A(A) > Aa(A) > o> A1 (A) > A1 (Ay) > Aa(A).

O
Proposicién 1.1.10. Sea 1 <k < d y sea E € My, 4_1)(C). Entonces
~ 0 F ~ "
E=(pe §) €M@ v NE)=(s(B)~s(E)) € (R
O

12
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1.2. Normas unitariamente invariantes

Recordemos la definicion de norma unitariamente invariante:

Definicién 1.2.1. Una norma N en M4(C) es unitariamente invariante (NUI) si
N(UAV) = N(A), para todo A € My(C) y U, V € U(d). A

Sea A € My(C). Algunos ejemplos de NUIs son la norma espectral

[Allsp = s1(A),
y las normas Ky Fan (de Schatten) para p > 1,
d 1/p
1Al = [ D si(A)”
j=1
En particular, para p = 2 se tiene la norma Frobenius,
1/2

d
[Allr = | D si(A)?
j=1

Ademas, recordamos que N es una NUI estrictamente convexa en My(C) si para cualesquiera A, B €
My4(C), con A # B tales que N(A) = N(B) y t € (0,1) , se tiene que

N(tA+ (1—t)B) < N(A) = N(B).

Definicién 1.2.2. Sea f : C? — R. Diremos que f es una funcidn gauge simétrica si:

1. f es una norma sobre C.

2. fz) = f(lz])-
3. Dada una permutacién o : I — Iy, f(z) = f(zs) = (f(T0y), s f(To,))-
A

Observacién 1.2.3. La relacién entre NUIs y funciones gauge simétricas es estrecha; sea N una NUI en
M4(C), la funcién
gy :C? = Rsy, dadapor gy(z)= N(diag(z)),

resulta una funciéon gauge simétrica.

Reciprocamente, sea f : C¢ — R una funcién gauge simétrica, entonces la funcién N ¢ Mg(C) = Rxo
dada por
Ny(A) = f(s(4)) para A€ Mqy(C),

es una NUIL

De esta forma si NV es una NUI y gy es la funcién gauge simétrica asociada, podemos considerar gy (s(A)) =
N (A) para cualquier matriz A € My4(C).

El siguiente resultado relaciona los conceptos de submayorizacién y NUIs.

Teorema 1.2.4. Dadas A, B € M4(C) los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Para toda norma unitariamente invariante N en M4(C) tenemos que N(A) < N(B).
2. s(A) <y s(B). O

13
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1.3. Geometria relativa entre dos subespacios

A continuacion describiremos la definicién de angulos principales y su relacién con las rotaciones directas
entre subespacios X e ) de C?. Ademads, daremos una caracterizacién de la descomposicién de Halmos
para dos subespacios. Esta descomposicién permite describir a C? en términos de los subespacios X e V.

Angulos principales y rotaciones directas

Notacién 1.3.1. Dado 1 < k < d notamos por Z(k,d) al conjunto de isometrias X € M, (C), es decir,
tales que X*X = I donde Ij denota la identidad de My (C). Notemos que Z(k, d) puede ser identificado
de forma natural con la variedad compleja de Stiefel. Mas atin, si X € C% es un subespacio k dimensional
de C? notamos Zxy (k, d) a las isometrfas X € M, (C) con rango R(X) = X.

JAN

Definicién 1.3.2. Sean X', Y C C¢ subespacios tales que dim(X) = dim()) = k. Consideramos X €
Ix(k,d), Y € Iy(k,d)y X, € Ty (d—k,d).
Los dngulos principales ©(X , V) = (0;);e1, € ([0,7/2]F)% entre X e ) estan definidos por

cos(8;) = sp—j+1(X*Y) o también por sen(d;) =s;(Y*X,) para jel, (1.3)
(ver [47] para mas detalles). A

En [17] Davis y Kahan introducen la nocién fundamental de rotacién directa de X en Y que describimos
a continuacion.

Definicién 1.3.3. Un unitario U € U(d) es una rotacién directa de X en ) si UX = ) y si existen
Co € M(C)F, C1 € Myg_(C)T y Sp € My_1(C) tales que

Co —Si
So G

para alguna matriz unitaria W € U(d), cuyas primeras k columnas forman una BON de X'. En este caso
podemos escribir U = €'Z, donde Z € H(d) es tal que

MZ) = (O(X, V)", —0(X, ¥)",0)" € R,

WU W = [ } e U(d), (1.4)

con O(X, V)" = (0;)ic1, € ((0,7/2]™)* denotando el vector de dngulos principales positivos y por lo
tanto m < [d/2].

A

Observaciéon 1.3.4. Las rotaciones directas poseen cierta propiedad de extremalidad, que juega un rol
central en el estudio de propiedades métricas en la variedad de Grassmann de todos los subespacios k-
dimensionales de C¢. De hecho, Davis y Kahan prueban en [17] que si V € U(d) es tal que VX =Y y U
es una rotacion directa de X en ) entonces

2 sen(6;/2) = s;(1 — U)|x) < s;(1—V)|x) para jelq. (1.5)

Por otro lado si T' € H(d) es tal que \;(T) € [, 7], para j € L5, y V = e L entonces, las desigualdades
de entrelace (1.1.9) muestran que s;((1 —V)|x) < s;(1 = V), para j € 1.

Como \;(T')/2 € [—m/2,m/2] resulta que | sen(\;(T)/2)| = sen(|A;(T")|/2); entonces, un argumento directo
muestra que s;(1 — V) =2 sen(s;(T7)/2), para j € I. Luego, se puede deducir del argumento de Davis y
Kahan (1.5) que

0; =s;(Z) <s;(T') para jelj. (1.6)

14
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En términos generales, la propiedad que caracteriza a las rotaciones directas U € U(d) de X en Y es el
hecho de que son rotaciones minimales de C?, que mueven X en V.

Descomposicién de Halmos

Comenzaremos haciendo una breve descripcién de la descomposicién de Halmos para dos subespacios (ver
[13, 20]). El objetivo es obtener un refinamiento en la estructura por bloques (1.4) de una rotacién directa
Ude X en ).

Dados dos subespacios X, C C¢ tales que dim(X) = dim()) = k, podemos descomponer a C¢ de la
siguiente forma:
Cl=@ny)eXnyYhHextny)extnyhaeg, (1.7)

donde
¢ [(Xnyae@nyhHe @ nye @ nyh]",

representa la parte genérica entre X e ).

M4s atin, como estamos en un contexto de dimensién finita, las dimensiones de X+ NY y X NY* coinciden;
en efecto,
dim(X + Y1) = dim(X) 4+ dim(Y*) — dim(X N Y+) = d — dim(xX N Y1) .

Luego
dim((X +YH1) =dim(x+NY) =d - (d — dim(x N Y1),

de forma que
p € dimx Nyt =dimxtny.

Ademads como prueba Halmos (también puede verse en [13, Teorema 1.1]), tenemos que

r € dimXNg=dim)yYNg.

Por otro lado, como X+ N Gy Y N G son complementos (algebraicos) de X N G como subespacios de G,
resulta que dim Xtng=dmyYng.

Por lo tanto tenemos que

X=XnY)eXnYhHaexng vy Y=EnY)aeXny)aeQng).

Basados en esta descomposicién de Halmos introducimos tres subespacios que nos seran tutiles mas ade-
lante:

Si=XnNYHae NG, S=FrnY)e@tng y S=&tn)y)eQ®ng.

Estos subespacios permiten reescribir a los subespacios X e ) como sigue:

X=@ny)eS y Y=XnNnY) aSs.

Observaciéon 1.3.5. A partir de la descomposiciéon de Halmos (1.7), podemos decir que una rotacién
directa U, fija el subespacio comtin X' M) y el subespacio X NYL. Por lo tanto, U actiia de una manera
trivial (es decir, como la identidad) en (X NY) @ (XL NY+). Por otro lado, U rota el subespacio Sy sobre
Ss.

Con el fin de obtener una representaciéon matricial por bloques de U, notamos ademads que
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(XY e @ nYH] =888 con  dimS =dimS;.

Por lo tanto para describir U, es natural considerar la descomposicién ortogonal
Cl=(XNY) DS &S @ (Xt NYL). En lo que sigue describiremos con detalle las ideas anteriores.

Consideremos los dngulos ©' = ©(S;, S3) € [0, 7/2]P1", y las matrices diagonales
C =diag(cos(®')) y S =diag(sen(®’)) e My, (C)"

De la descomposicién (1.7) observamos que los subespacios X' N Y+ yv X+ N Y son ortogonales; luego los
angulos entre dichos subespacios p-dimensionales son 5 1,. Por lo tanto, como U rota S; en S3, debe rotar
XNYten X1 NY, yen consecuencia las primeras p entradas de ©' se corresponden con dichos dngulos.

Asf, una matriz U € U(d) es una rotacién directa de X en ) si existe una BON B de C¢ obtenida por
yuxtaposicién de bases ortonormales para X N Y, Si, So y X+ N YL, de forma que la representacién
matricial por bloques de U con respecto a B y a estos subespacios es:

I 0 0 0\ XnY
0 C =5 0| &
0o S C 0] & (1.8)
00 0 I/ xtnyt
Mas aun, si s = dim X' N ), entonces
T
O = (3101, 0) ¥ O, ¥)=(0.0,), (1.9)

donde 01, ...,0, € (0, §), representan los angulos entre X NGy Y NG.

Por otro lado, a partir de la representacién matricial por bloques para U, podemos obtener una represen-
tacién para la matriz autoadjunta Z tal que e’ = U. En efecto, consideremos Dg/ la matriz diagonal cuya
diagonal es ©’. En vistas de la Definicién 1.3.3 podemos observar que los autovalores de Z cumplen que
ANZ) = (0,-0,0)" € (RY)" (porque © denota el vector de dngulos principales positivos). Combinando
este hecho con la Proposicién 1.1.10, podemos pensar que Z tiene la siguiente estructura antidiagonal con
respecto a B:

0 0 0 0\ xXnYy

0 0 D@/ 0 Sl

0 Do 0 0 S (1.10)
0 0 0 0/ xtnyt

En este caso, puede corroborarse que ¢4 = U (respetando la base B), recordando que ¢!% = Py %

Por tltimo cabe destacar que esta observacién (y la descomposiciéon de Halmos) permiten concluir que
siempre es posible construir rotaciones directas en C. JAN

El siguiente resultado [47, Teorema 3.1], describe una versién de submayorizacién de la desigualdad
triangular para dngulos principales.

Teorema 1.3.6. Sean X,Y,Z C C? subespacios tales que dim(X) = dim()) = dim(Z) = k, entonces

O(X,Y) <uw O(X, 2) + O(Z,).
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A continuacién describiremos los preliminares correspondientes a teoria de operadores (para mas detalles
ver [19, 36, 49]).

Notacién. Notaremos H a un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita y L(H) al algebra de
operadores lineales sobre H. En este caso, K(H) C L(#) denota el ideal de operadores compactos y
U(H) C L(H) denota el grupo de operadores unitarios actuando en H. Ademé&s notaremos por L(H)%* y
K (H)* alos subespacios reales de operadores autoadjuntos y compactos y autoadjuntos, respectivamente.
También, notaremos por L(H)* al cono de operadores positivos y K(H)" = L(H)* N K(H).

Como antes, notaremos I = {1,...,k} C N, para k € Ny I, =N.

1.4. Submayorizaciéon de sucesiones ¢

En lo que sigue utilizaremos M para denotar N o Zg = Z\ {0}. Consideramos el espacio co(M) de

sucesiones a = (an)nem tales que para todo € > 0, el conjunto {n € M : |a,| > €} es finito. Utilizaremos
ambos conjuntos de indices, N y Zg, para describir reordenamientos de valores singulares y autovalores
de operadores compactos autoadjuntos (como en [36]). Dado k € N, denotamos por Py (M) al conjunto de
subconjuntos finitos de M de exactamente k elementos. Ademads, notamos R<g = {z € R: z < 0}.

Definicién 1.4.1. Sea a = (a,)nem € co(M) N RM una sucesién real. Definimos los siguientes reordena-
mientos asociados con a:

1. Sia e RY) definimos at € co(N) NRY, determinado de forma tinica (recursiva) por las condiciones

n
1 [ 1 .
a7 = max ai a; = max a; ara todo n € N.
L™ kem Y kzl kT Fep, (M) %; P

Por ejemplo, si af = a, , entonces aﬁ = r]?éx ar v asi sucesivamente. Luego ai 41 < ay para todo
T
n € N.
2. Siac€ RI%’HO, definimos a' = —(—a)t € REO. Por lo tanto

n
T . ) t 0
Zak— min Zaz y a,,1 > a, para todo n e N.
k=1 FePn (M) i€F

3. En general, para una sucesion a € co(M) N RM definimos a* y a= € ¢o(M) N R™ dados por:

a si ar >0

a; — k ) k= para keM,
0 si oap <0

ya = —(—a)t =a—a", la parte negativa de a.

4. Finalmente definimos a™ € ¢y(Zg) dado por

1 .
4 Jam), si n<O0
a,” = ara n € Zo .
" {(aﬂ% s n>0 O ’

Cabe destacar que incluso si a tiene una cantidad finita de entradas positivas (o negativas), las
partes positiva y negativa de a™ son (por construccién) sucesiones infinitas. A
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Preliminares 1.5.

Observacién 1.4.2. Notemos que los reordenamientos de sucesiones a € ¢o(M) dados en la Definicién
1.4.1 no poseen entradas nulas cuando a tiene una cantidad infinita de entradas positivas y negativas. Por
lo tanto, en general, ™ no es una permutacién de a. Por otro lado, en caso que a € co(M) tenga sélo k
valores positivos (o negativos), entonces alﬂ =0parak <ieN (o —k < —i). VAN

Definicién 1.4.3. Sean a = (an)nem; € co(M1), b = (bn)nem, € co(M2) sucesiones reales, donde M; = N
o M = Zy, para j = 1,2 (pero posiblemente M; # My). Decimos que a esta submayorizado por b y lo
notamos

n n
a<y b si ZCL£i < Zby para todo n € N.
k=1 k=1
Decimos que a estd mayorizado por b y notamos

a<b si a=<pb vy —a <y —b. A
Observacién 1.4.4. Con la notacién de la Definicién 1.4.3 y usando la Definiciéon 1.4.1 puede verse que

a<,b sl max a+< max b+ n € N.
v FeP, (M) Z FeP, (M) Z ’

Ma3és aun, también obtenemos que a < b si

max Za+ <  max Zb"' y min a; > min Zb_ neN
FePrn(My) ic FeP,(Ma2) FeP,(My) i FePn(Ma2)

A

Ademas consideramos las siguientes construcciones. Primero, dadas dos sucesiones a = (ap)nen € co(N)
¥ b= (bn)nen € co(N), construimos la sucesién (a, b) € c¢y(Zo) determinada por

a_np si n<0
a,b), = ara n € Zyg. 1.11
(@, D) {bn el : (1.11)

Por ejemplo, si ¢ € co(M) N R entonces ¢ = (cf,c*) (ver Definicién 1.4.1). Finalmente, dadas a =
(an)nen € £°(M) y b = (bn)nem € co(M) consideramos

a-bec(M) dadapor (a-b),=anb, , para neM, (1.12)
donde M =N o M = Zj.

El siguiente resultado describe varias propiedades elementales de (sub)mayorizacién entre sucesiones
reales. Las pruebas pueden obtenerse adaptando las ideas del caso finito dimensional.

Lema 1.4.5. Sean z, y, z, w € co(M) N RY sucesiones reales. Entonces,
1. z+4+y -«x”—l—y“;
2. Si z <y entonces |z| <y |y|;
3. Siz<zyy~<wentonces x +y < z+ w.
Si asumimos que M = N, entonces
4. Six <y Yy 2 <y w entonces (z,z) <y, (Y, w).
Si ademds asumimos que x, y, z € ¢o(N) son sucesiones no negativas entonces,
5. % -y <zt - yb

6. Siz <y yey, z€co(N) entonces z - 2 <y ¥y - 2. O
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Preliminares 1.5.

1.5. Operadores compactos autoadjuntos y mayorizacion

Definicién 1.5.1. Sea A € K (K, ) una transformacién compacta. Entonces consideramos
1. la sucesién no creciente s(A) = (8p(A))nen € co(N) de sus valores singulares.
Si ademas asumimos que H = K y A = A*, entonces consideramos:

2. La sucesién de autovalores de A (contando multiplicidad y en algin orden) u(A) € ¢o(N);

3. La sucesién ordenada A(A) < u(A)™ € ¢(Zo), lamada escala espectral completa de A (también
llamada “sistema completo de autovalores” por Markus en [36]). A

Observacién 1.5.2. Sea A € K(H)®** un operador compacto y autoadjunto, y sean p(A4) € ¢o(N) y
MA) € co(Zp) como en la Definicién 1.5.1. Notemos que considerando AT, A~ € K(H)" las partes
positiva y negativa de A, entonces A = AT — A~ y

Ni(A)=N(AT) vy A(A)=-N(A") paratodo i€N. (1.13)

Sea |u(A)| € co(N) (respectivamente |A(A)| € co(Zo)) la sucesién obtenida reemplazando los valores de
u(A) (respectivamente A(A)) con sus valores absolutos, de forma que |u(A)| y |A\(A)| son sucesiones no

negativas. Entonces,
s(A) = |u(A)|* y similarmente  s(A) = |A(A)|* . (1.14)

Por otro lado, tenemos que
s(4) = (A (e, V(=4 ) € o). (1.15)
En lo que sigue, para 1 < k < 0o, notaremos
Pu(H)={P c L(H) : P>=P* =P, vk(P) =k},

al subconjunto de L(#) de todas las proyecciones (ortogonales) de rango k. A

Observacién 1.5.3 (Courant-Fischer). A partir de la observacién anterior y teniendo en cuenta la defi-
nicién de escala espectral completa 1.5.1, daremos otra forma de caracterizar a dicha sucesién.

Dado un operador compacto y autoadjunto A € K ()%, el principio del Minimax de Courant-Fischer, da
una caracterizacion para la escala espectral completa de A (ver [19]). Dado 0 < k denotamos por G(k, H)
a la variedad de Grassman de subespacios k dimensionales de H. Entonces:

Ai(A)= min max (Ax, z A;(A) = mix min (Azx, x ara ¢ €N.
R N R G LW I B
Tl|l= 2ll=

En particular, notemos que si B € K(H)** es un operador de rango finito, con n autovalores positivos
y m autovalores negativos (m,n > 0), entonces \;(B) = 0 para i > n y A_;(B) = 0 para i > m (como
indicaba la Observacién 1.4.2).

YA

Los siguientes resultados son clasicos y corresponden a relaciones espectrales entre operadores compactos
(ver [3, 19, 36, 49]).

Teorema 1.5.4. Sean A, B € K(H)**. Entonces, tenemos las siguientes desigualdades:
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Preliminares 1.5.

1. Desigualdades de entrelace: si P € P(H) (1 < k < 0o0) entonces

)\](A) > )\](PAP) y A (A) < )\_](PAP) para j€E€l. (116)

2. Para todo k € N,

Ai(A) = méx tr(PAP A_i(A) = min tr(PAP).
;()Jgé%r( )y;()]gé%r( )

3. Desigualdad de Weyl para la escala espectral: A\(A + B) < A(A) + A\(B).
4. Desigualdad de Lidskii [36, Teorema 5.1]: A(4) — A(B) < A(A — B). O

También recordamos las desigualdades aditiva y multiplicativa de Weyl para valores singulares:

Teorema 1.5.5. Dados A, B € K(H), siguiendo la notacion de la ecuacion (1.12), tenemos que

sS(A+ B) <y s(A)+s(B) y  s(AB) <w s(A) - s(B). (1.17)
O

Ademas tenemos las siguientes desigualdades: Dado A € K(H), entonces

si(DAE) < ||D||||E||s;(A) paratodo je€N y D EeL(H). (1.18)

Recordamos también la siguiente caracterizacion:

Proposicién 1.5.6. Sea E € K(H)** tomemos E = [ ]g* § ] € K(H @ H). Entonces
AE) = (s(B), —s(E*))™ = (s(B), —s(B))™. O

Ideales simétricamente normados

Las relaciones de submayorizacién tienen un papel central en el estudio de ideales de operadores simétri-
camente normados, desarrollados con detalle en [19].

Observacién 1.5.7. Un ideal de operadores simétricamente normado C de L(#) es un ideal bildtero
junto con una norma simétrica N(-), es decir, una norma con las siguientes propiedades adicionales:

1. Dados A€ Cy D,E € L(H), entonces N(D AFE) < ||D|| N(A) | E||;
2. Para todo operador A tal que rk(A) =1, N(A) = || A]| = s1(4).

Ma3s atn, cualquier norma simétrica resulta unitariamente invariante, como consecuencia del item 1. Es
decir, si U,V € U(H) entonces N(UAV) = N(A), para todo A € C. Ademads, estas normas inducen las
llamadas funciones gauge simétricas (o simétricamente normantes en [19]) gn para sucesiones, de forma

que N(A) = gn(s(A)).
En este contexto, tenemos que: dados B € Cy A € K(H) entonces

s(A) %w s(B) = AeC 'y N(A) =gn(s(4)) <gn(s(B))=N(B). (1.19)

Por simplicidad, en lo que sigue llamaremos a este tipo de normas N (-), norma unitariamente invariante.
Como ejemplo de este tipo de normas, mencionamos las normas p-Schatten , para 1 < p < oo asociadas
a los ideales simétricamente normados de Schatten en L(#H). VAN
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Capitulo 2

Valores de Ritz de matrices autoadjuntas

En este capitulo obtendremos cotas superiores a priori (auténomas), a posteriori (no auténomas) y de tipo
mixto para la variaciéon absoluta de los valores de Ritz de matrices autoadjuntas en términos de subma-
yorizacién. Algunos de nuestros resultados demuestran conjeturas recientes de [30, 33, 58] que permiten
extender varios resultados conocidos para subespacios unidimensionales a subespacios arbitrarios.

El capitulo se divide en tres partes; primero demostraremos la [33, Conjetura 2.1] que establece cotas de
tipo mixto vinculadas al error en la variacién (absoluta) de los valores del Ritz. En la segunda parte,
haremos una revisién al teorema tan © de Nakatsukasa [43] bajo condiciones relajadas y obtendremos una
version mejorada de este resultado. Como consecuencia daremos una estimacién del error cuadréatico a
posteriori para la variacién de los valores del Ritz que mejoran varias cotas conocidas.

Finalmente, estableceremos conexiones entre las cotas de tipo mixto de la primera parte y algunas cotas
a priori para la variacién de los valores de Ritz conjeturadas en [30, 31].

Comenzamos recordando la siguiente:
Notacion 2.0.1. En esta seccién utilizaremos la siguiente notacién:

1. X, Y C C% denotan subespacios de dimensién k. Notamos Zx(k,d) a las isometrias X € Mg 1(C)
con rango R(X) = X. De esta forma fijamos X € Zx(k,d) e Y € Iy(k,d).

2.0(Xx,)) € (Rgoﬂ denota el vector de dngulos principales entre los subespacios X e ); en este caso,
cos(OT(X, ) = s(X*Y) = (s1(X*Y), ..., sp(X*Y)) € (REy)*.
3. Para una matriz (fija) autoadjunta A € H(d) consideramos Ry = AX — X X*AX € M;;(C) y de
forma similar Ry para Y. Notemos que
Ry =AX - XX*AX =AX -~ PyAX = Py . AX € My,(C),

donde Py € M4(C) denota el proyector ortogonal sobre X y X'+ denota el complemento ortogonal
de X. Consideramos de forma andloga estas notaciones para ). En particular X es un subespacio
A-invariante si y s6lo si Rx = 0.

4. Sea X| € Ty (d —k,d). Entonces, la matriz (X, X ) e U(d) y

- . [ X*AX RyX,
A= (XX A XD = W ey |

Cabe destacar que, como Rx = (I — Py) Rx , entonces s(Rx) = s(X] Rx), por lo que podemos
pensar a Ry (salvo por una isgmetrfa) como el bloque (2,1) de A, en la representacién matricial de
(el conjugado unitario de A) A como antes. A
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Valores de Ritz de matrices autoadjuntas 2.1.

2.1. Cotas de mayorizacion mixtas para el error de Rayleigh-Ritz

Utilizaremos la Notacién 2.0.1; més atin en este apartado asumiremos que X' e ) son tales que O1(X, V) <
5, es decir que X*Y € GI(k) es inversible.

El primer resultado propone una cota de submayorizacion para el error en la distancia entre tiras de

autovalores de matrices autoadjuntas:

Teorema 2.1.1. Sean C, D € H(d). Entonces,

1. si T € Gl(d)*t, entonces
s(C'— D) =4 s(T"')s(CT —TD). (2.1)

2. Si T € Gl(d), entonces
IMNC) = AX(D)| < s(T™Y) s(CT —TD). (2.2)

Demostracion. Probaremos primero el item 1. Como T es positiva e inversible, usando el Teorema 1.1.5
(item 2) tenemos que
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s(C—D) = s(CT2T 2 —-T"2T2D)=s(T 2(T2CT2 —T2DT2)T" 2)
1

<w S(T72)2s(T2CT: —T:DT?) = s(T~Y) s(T2(C — D)T?).
Por el Teorema 1.1.5 (items 3. y 4.) y el hecho de que re(DT') = re(T D) tenemos que

s(T2(C — D)T2) <y, s(re[(C — D)T]) = s(re(CT — DT)) = s(re(CT) — re(DT))
= s(re(CT) —re(T'D) ) = s(re(CT —TD))
<w s(CT — TD), (2.3)

Luego utilizando las desigualdades previas y el Lema 1.1.6 tenemos que

s(C'— D) <y s(T7Y) s(CT —TD). (2.4)

Ahora bien para probar el item 2., consideramos la representacién, T'= UXV*, donde U, V € U(d) son
matrices unitarias y ¥ € My4(C) es la matriz diagonal cuya diagonal es s(T") € ]R‘éo (esta representa-
cién corresponde a la descomposicién en valores singulares de T'); notemos que ¥ es definida positiva e
inversible.

Més atin, T~! = V*S~1 U, de forma que s(T~!) = s(X7!). Luego, usando el ftem 2. del Teorema 1.1.4 y
la ecuacién (2.1) (item 1.) tenemos que
IANC) = A(D)| = IMU*CU) = AX(V*DV)| <y s(U*CU = V*DV)
<w s(E Y s(U*CUL — ZV*DV)
s(T™Hs(U(CUSV*—UXV*D)V)
T—Ys(U*(CT — TD)V)
T-Ys(CT -TD).

=S
=S

O

El siguiente resultado describe los autovalores de la compresion de Py1 con respecto a X', en términos de

o(X,)).
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Teorema 2.1.2 ([30]). Sean X, Y C C? tales que dim(X) = dim(Y) = k. Entonces
)\(PXPyJ_PX) = S(PXpyJ_P)() = SQ(PyPXJ_) == SQ(P)(J_P)}) = (SGHQ(G(X,y)),Od_k).

Demostracién. Primero notemos que la descomposicién de Halmos de C¢ en términos de X e ) permite
describir a los proyectores Py y Py como sigue (ver Observacién 1.3.5):

I 00 0\ XNy 0 0 0 0\ xXnYy
o1 00| & B o $* —CS 0| &
Px=10 00 0] s y Py=U0-B)=|y g0 2 o Sy ’
000 0/ Xtnyt 0 0 0 0o/ xtnyt

donde hemos considerado una rotacién directa U € U(d) de X en ) (ver ecuacién (1.8)), de forma que
Py =U* Py U.

Luego
0 0 0 0\ XNy
0 52 00| S
PxPysPx=1o o o ¢ So :
0 0 0 0/ xXtnyt

por lo que A(Px Py1 Px) = (A(S?),04-1) = (sen?(O(X,))), 04—k) -

Por otro lado, utilizando la representacién por bloques para Py y Py1 se obtiene que A(Py1 Py Py1) =
s*(Py1 Py) = (sen®(0(X,¥)), 04-r) -

O
Antes de probar uno de los resultados principales de esta seccion, recordamos el siguiente
Lema 2.1.3 ([4]). Bajo las condiciones de la Notacién 2.0.1,
s(PyRy) < $(Px+y Ry)sen(0(X,))). (2.5)
Demostraciéon. Notemos que

S(PX Ry) = S(Y*Apyl Px) = S(Y*A PyL PyL P)()
= S(Y*A PyL PX-H)) PyL Px) N

pues X, Y C X + ) (como subespacios) lo que implica que
Luego por el Teorema 1.1.5 {tem 2. y el Teorema 2.1.2

S(P;( Ry) = S(Y*A Pyj_ P)(_;,.y PyJ_ Px) <w S(Y*A Pyj_ PX+y) S(PX Pyj_)
<w S(Pxt+y Ry) sen(0(X,))),

donde hemos omitido los 04— en el vector del sen(O(X,))), siguiendo la Observacién 1.1.2.

El siguiente resultado corresponde a la [33, Conjetura 2.1] (ver también el Corolario 2.1.6 debajo).
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Teorema 2.1.4. Bajo la Notacion 2.0.1, si ©1(X, V) < § entonces

S(Py Rx) + S(PX RY)
cos(O(X, )

INX*AX) = MY*AY)| <w [5(Prsy Rx) + s(Prsy Ry)] tan(0(X, V). (2.7)

AMX*AX) = ANY*AY)| < (2.6)

Observacién 2.1.5. Notemos que la condiciéon ©1(X', V) < 5, asegura que la matriz T' = X*Y es inver-
sible. Ademas, ésta condicién simplifica algunos aspectos de la descomposicion de Halmos; por ejemplo,
asegura que X N Y+ = {0} y también X+ NY = {0} dado que las dimensiones de ambos subespacios
coinciden. En consecuencia, C? = (X NY) & (X+nY+H) e gq. A

Demostracién. Consideremos T'= X*Y, por la observacién anterior tenemos que 7' € My (C) es inver-
sible. Usando el Teorema 2.1.1 tenemos que

INMX*AX) = AY*AY)| <0 s(T™H) s ((X*AX)T —T (Y*AY)) . (2.8)

Luego por construccion
1

ST = e@ )

c (RE Y. (2.9)

Siguiendo el argumento en [33, Teorema 4.1] notamos que

(X*AX)T —T(Y*AY) = (X*AX)X*Y — X*YV(Y*AY) = X*APyY — X*PyAY
= X*A(I — PyL)Y — X*(I — Py.)AY
= X*AY — X*APy Y — X*AY + X*P,  AY
= —X*APy Y + X*PyiAY |

Usando que s(C) = s(C*) para C' € My(C), resulta que
S(X*APy1Y) =s(Y*Pyi AX) = s(PyPyi AX) = s(PyRx) € (RE,)".

Analogamente s(X*Py1 AY) = s(PyxRy). Los hechos anteriores y la propiedad subaditiva de los valores
singulares (item 1. del Teorema 1.1.5) implican que

sS(X*AX)T = T(Y*AY)) = s(~X*A Py Y + X*PyL AY) <, s(PxRy) + s(PyRx). (2.10)

Ahora bien combinando las ecuaciones (2.9) y (2.10) con (2.8), y utilizando el item 4. de Lema 1.1.6,
obtenemos (2.6).

Para probar (2.7) recordemos que el Lema 2.1.3 establece que
s(PyRy) <u $(Px+y Ry)sen(0(X,))). (2.11)

Como las entradas de estos vectores estdn ordenadas en forma no creciente, por el item 2. del Lema 1.1.6
tenemos que

S(P/\(Ry) -+ S(Pny) <w (S(P)(+y Ry) + S(P)H_y Rx) ) sen(@(zl’, y)) . (2.12)
Por lo tanto, combinando las ecuaciones (2.6) y (2.12) con el Lema 1.1.6 probamos (2.7).

O]

El hecho de que la ecuacién (2.6) implica (2.7) ya habia sido probado en [33]; de forma que hemos incluido
la prueba por completitud.
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Corolario 2.1.6. Considerando la Notacion 2.0.1, asumimos que ©1(X , V) < §. Si X' es A-invariante
entonces

AXAX) ~ AY*AY)| <u (m (2.13)
INX*AX) = AY*AY)| <w s(Prsy Ry) tan(O(X, V). (2.14)

Demostracion. Notemos que si X is A-invariante, entonces Ry = 0. En efecto Py1 AX = 0 pues
R(AX) C X. Luego el resultado se obtiene a partir del Teorema 2.1.4.

O]

Es natural preguntarse si las cotas obtenidas en los resultados anteriores pueden mejorarse. El siguiente
ejemplo mostrara que las cotas de submayorizacién obtenidas en el Teorema 2.1.4 y el Corolario 2.1.6 son
ajustadas.

Ejemplo 2.1.7. Sea A\ = (a,b,c,d) € R* donde a < b < ¢ < d y consideremos A € H(4) dada por
A = D), es decir, A es la matriz diagonal con diagonal \.

Consideramos ademés el subespacio A-invariante X = span{e;, ez} generado por los dos primeros elemen-
tos de la base canénica de C*. Para 6 € (0,7/2), sea fy = cosf ez +senf es y tomemos Yy = span{er, fo}.
Entonces, los dngulos principales estan dados por ©(X,)y) = (6,0).

Por otro lado consideramos las representaciones matriciales para X, X | e Y con respecto a la base canénin-
4
ca de C

10 00 1 0
01 0 0 0 cosf
X=10 o o Xi=1g g YYo= {0 send
00 0 1 0 0

Luego, un célculo directo permite establecer que A(X*AX) = (b,a) y que AY;AYy) = (bcos?6 +
c sen?,a). Més atin,

0 0 0 0
|0 (b—c) cosf sen?d |0 (b—c) cosf sen? 0
vy = 0 (c—b)cos?0 send o Faltvy = 0 0
0 0 0 0
Por lo tanto, s(Px Ry,) = ((c — b) cos§ sen? 6, 0). Ahora bien,
AXTAX) = A(Vy) AYy)| = ((c — b) sen®6,0)  y (2.15)
P

s(Px Fy,) = ((¢—b) sen?6,0). (2.16)

cos(O(X, Vp))

Es decir, la ecuacién (2.13) del Corolario 2.1.6 resulta ser una igualdad en este caso. Esto muestra ademds
que la ecuacién (2.6) es ajustada, dado que la ecuacién (2.13) resulta ser un caso particular (cuando X
es A-invariante).

Por otro lado notemos que X + )y = span{ey, ez, e3}. Luego, como Pyyy, Ry, = Ry, y s(Ry,) = ((c —
b) cosf senb,0),
s(Px+y, Ry,) tan(©(X, Vp)) = ((c — b) sen?6,0). (2.17)

Entonces las ecuaciones (2.15) y (2.17) muestran que la ecuacién (2.14) del Corolario 2.1.6 es una igualdad
en este caso. Esto muestra que la ecuacién (2.7) es ajustada, dado que la ecuacién (2.14) es un caso
particular (cuando X es A-invariante). A
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Observacién 2.1.8 (Relaciones con trabajos anteriores). En el caso vectorial, cuando X' e ) son espacios
uno dimensionales, el Teorema 2.1.4 implica las cotas superiores de [58, Teorema 3.7], que es uno de los
resultados principales de ese trabajo (ver también el Corolario 2.2.11 y la Observacién 2.2.12).

Por otro lado en [33] Knyazev y Zhu obtienen varias cotas para la variacién absoluta de los valores de
Ritz. Usando la Notacién 2.0.1, los autores prueban (ver [33, Teorema 4.2 y Corolario 4.4]) que

{s(Py Rx)+ s(Px Ry)}”
cos?2(O(X, Y))

INXFAX —Y*AY)|? <, (2.18)

INX*AX) = MY*AY)]? <y {s(Pyviy Rx) + s(Pyiy Ry)}? tan?(0(X, ))). (2.19)

Usando que f : R>g — R>q dada por f(z) = 22 es una funcién convexa creciente, la Observacién 1.1.3

muestra que las ecuaciones (2.18) y (2.19) son consecuencia de las ecuaciones (2.6) y (2.7) del Teorema
2.1.4.

Similarmente, usando que cos ©1(X,Y) = cos Onax(X,Y) < cosO;(X,)), para i € I, tenemos que el
Teorema 2.1.4 implica los [33, Teoremas 4.1 y 4.3].

En [33] los autores muestran que sus resultados son aplicables en varias situaciones como: cotas de mayo-
rizacion de primer orden y cuadraticas; cotas para autovalores de perturbaciones aditivas de una matriz.
Las observaciones anteriores muestran que nuestros resultados también son aplicables en estos contextos.
Ma3s atn, el Teorema 2.1.4 permite formalizar los argumentos relacionados con cotas para autovalores de
perturbaciones aditivas de una matriz y en particular con cotas para autovalores después de remover los
bloques no diagonales de una matriz, desarrollado en [33, Seccién 5] (ver la discusién detallada en ese
trabajo). A

Ademds, las cotas del Teorema 2.1.4 pueden ser utilizadas para realizar un anélisis detallado y obtener
mejores 6rdenes de convergencia para algoritmos iterativos relacionados con el método de Rayleigh-Ritz
(ver [46, 50, 57]).

2.2. El teorema tan O: cotas a posteriori de error cuadratico mejoradas

En esta seccién revisaremos la extensién de Nakatsukasa del teorema tan © de Davis y Kahan [17]. La
motivacién es estudiar una versién mejorada de dicho teorema, conjeturada en [33] (ver Corolario 2.2.9).

Primero recordamos las condiciones de separacién para el resultado de Nakatsukasa. Como antes, segui-
remos la Notacién 2.0.1.

Definicién 2.2.1. Sean A € H(d) y X, Y C C? subespacios con dim(X) = dim()) = k, tales que X
es A-invariante. Sean [X, X ||, [Y,Y|] € U(d) matrices unitarias tales que las columnas de (las matrices
de d x k) X e Y forman bases ortonormales para X e ) respectivamente. Dado 6 > 0 decimos que
(A, X, Y, ) satisface la propiedad de separacién de Davis-Kahan-Nakatsukasa (DKN) si existe a < b
tal que

L N(XTAX ) = N(Pyr APy1) € [a,b], para i € Ij_y;

2. XMi(Y*AY) = \(Py APy) € (00,a— 0] U [b+ d,00), para i € . A
Observacién 2.2.2. En los siguientes resultados utilizaremos la notacién || - || para denotar una NUI.
En este contexto, consideraremos también la notacion ||z|| := g (z)para @ € C?, donde g, denota la
funcién gauge simétrica asociada a || - || (ver Observacién 1.2.3).
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El siguiente resultado es el teorema de Nakatsukasa tan © (bajo condiciones relajadas).

Teorema 2.2.3 ([43]). Sean A € H(d), X,Y C C% y sea § > 0 tal que (A, X, Y, d) satisface la
propiedad de separacion DKN. Entonces, ©1(X,Y) < w/2 y

0 [[tan(O(X, V)| < |[Ry |,
para toda norma unitariamente invariante || - ||. Equivalentemente, § tan(©(X , V)) < s(Ry).

Observaciéon 2.2.4. El Teorema 2.2.3 requiere el conocimiento de la matriz A completa para acotar
superiormente la norma del vector tan(©(X,))). Por lo tanto, serfa interesante acotar la norma del vec-
tor tan(©(X,))) superiormente (s6lo) en términos del operador autoadjunto Ayxyy = Pyyy Alxyyy €
L(X 4+ V) (definido de forma obvia). En el siguiente resultado mostramos que el teorema tan © men-
cionado anteriormente permite obtener este resultado. Ademas, también veremos que es posible describir
la propiedad de separacién DKN para (Axty, X, )V), que resulta ser mas general que la propiedad de
separaciéon DKN para (A, X, )), para la cual se cumple el teorema tan O; argumentando en términos de
desigualdades de entrelace, demostraremos que estas condiciones de separacién para Axy4y proporcionan
mejores constantes de separacién que las condiciones de separacién DKN para la matriz A. A

Formalizaremos el contenido de la observacién anterior en el siguiente resultado. Primero recordemos

algunos detalles de la descomposicién de Halmos.

Observacién 2.2.5. Sean X', Y C C? subespacios con dim X = dim )’ = k. La descomposicién de Halmos

en dos subespacios permitia describir a C¢ de la siguiente forma:
Cl=xnY)e@XnYHeXxtny)eXxtnyhHaeg, (2.20)

donde
¢ L [(XnyednyheEnye @ nyh],

representaba la parte genérica entre X' e )). Cada uno de estos cinco subespacios (que podrian ser nulos)
reducen a las proyecciones Py y Py. Mds aun, los subespacios X; = X NG e YV, = Y NG estdn en posicion
genérica de forma que G = X, + Y, y X, N Y, = {0}. A

Teorema 2.2.6. Sea A € H(d), y sean X, Y C C? tales que dim(X) = dim()) = k. Sea Ay 1y = S*AS €

H(p), donde S € Tyiy(p,d). Entonces,

1. 816 >0 es tal que (A, X, Y, ) satisface la propiedad de separacion DKN entonces existe §' > 6
tal que (Axyy, S*X, S*Y, 0') satisface la propiedad de separacion DKN.

2. 816" >0 es tal que (Axyy, S*X, S*Y, §') satisface la propiedad de separacion DKN, entonces
o' [[tan(O(X, M) < [Ax4y Vs — Vs (Y§ A1y Ys)ll = | Pxsy Ryll, (2.21)

para toda norma unitariamente invariante | - ||, donde Yg = S*Y € M, 1(C).

Demostracién. Probaremos primero el item 1. Sean X ,Y € Mg (C) tales que sus columnas forman
bases ortonormales para X e ) respectivamente. Por hipdtesis, existe a < b tal que, parai € Iy y 7 € I,

MN(XTAX ) €la,b]  y  N(YTAY) € (00,a — 6] U [b+6,00),

donde X | € Zyi(d — k,d). Sea Z = X + Y notemos que S € M, ,(C) es una isometria de CP en Z. Més
aun, la matriz S*AS € H(p). De forma similar, Xg = S*X, Y5 = S*Y € M, ;,(C) son isometrias de Ck
en S*X, S*Y C CP, respectivamente. Ahora bien, consideramos los subespacios

XnY . X=GNX y X)i=004X,
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(ver Observaciones 2.2.5 y 1.3.5), por el Teorema 2.2.3 tenemos que ©1(X,Y) < 7/2 de forma que,
XLtNnYy={0} = xnY+. Luego,

X=XnYed, , Z=XnY)set,eX, vy XL=ZoX.

Sea X' € Mg (p—i)(C) tal que sus columnas forman una BON de X,. C X*. Entonces, X§ = S* X' €

My, (p—k)(C) es una isometria de CP~F* en S* XL = (S*x)+ C cr.

Para chequear la propiedad de separacién DKN para (Axyy, S*X, S*)) consideramos los autovalores
de
(X5)*(S*AS) X5 = (X)*SS*ASS* X' = (X')"AX' e H(p— k),

donde SS* = Pz € My4(C), Pz X' = X' y (X')* Pz = (X')*. Luego vemos que
)\Z((Xéf)*(S*A S) X{g) = )\i(nglApng) para 1€ ]Ipfk .

Ademds como X1 C X L tenemos que ng J_APXg . es una compresién de Py1 A Py.i. Luego, las des-
igualdades de entrelace 1.1.9 muestran que si A\;((Py1A Py1)) € [a,b], para i € Ik, entonces

)\i(PXgLAPXgL) €la,b] para i€l . (2.22)

Por otro lado notemos que
YS(S*AS)Ys =Y "PzAPzY =Y AY

dado que, como antes, SS* = Pz, PzY =Y y Y*Pz = Y*. Por lo tanto, tenemos que
XNi(YS (STAS)Ys) = Ni(YTAY) € (00,a — 6] U[b+0,00) para €. (2.23)

Luego el item 1. es consecuencia de las ecuaciones (2.22) y (2.23) y de que S*X C CP es, por construccién,
un subespacio Axy+y invariante.

Por otro lado para probar el {tem 2. fijamos una NUI ||-||. Usando que X', Y C Z y el hecho de que S* es una
isometria de Z en CP, vemos que O(X,)) = O(S*X, S*Y). Luego aplicando el teorema de Nakatsukasa
tan © (Teorema 2.2.3) a la matriz autoadjunta S*AS € H(p) y los subespacios S*X', S*) C CP vemos
que

o' [ tan(O(X, V)| < [[Ax+y Ys — Y5 (Y5 Ax4y Yo) |,

donde Yg = S*Y € M, 1(C) es una isometria de C* en S*). Ademéas notamos que

AxiyYs — Vg (YiAxiyYs) = S*ASSY — SV (Y*S(S*AS)S*Y)
= ST(AY —Y (Y*AY)),

donde hemos usado que SS* = Pz, Pz Y =Y y Y* Pz = Y*. Por lo tanto
[Ax+yYs = Ys (Ys A1y Ys)|| = [[Pz (AY =Y (YTAY))| = [[Px+y Ry .
O

Observacién 2.2.7. Utilizando la notacién del Teorema 2.2.6 y la Observacién 1.2.4, la ecuacién (2.21)
es equivalente a la siguiente relaciéon de submayorizacion

0" tan(O(X, V) <w s(Ax1+y Vs — Vs (Y§Ax1y Vs)) = s(Pxt+y Ry),

en términos de la constante de separacién §’ para Ay,y = S*AS, S*X y S*Y. JAN
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Considerando la notacién del Teorema 2.2.6, sea § > 0 tal que (A, X', Y, §) satisface la propiedad de

separacion DKN. Dada una NUI || - ||, el Teorema 2.2.3 permite acotar superiormente || tan(©(X,)))||

por

| Ry ||
)

Por otro lado, el item 2. del Teorema 2.2.6 establece que, existe 6’ > § > 0 tal que

(Axty, S*X, S*Y, ¢') satisface la propiedad de separacién DKN, de forma que obtenemos la cota supe-
rior

|| tan(©(X, )] < . (2.24)

P R
Jtan(o(¥, ) < IPxe2 Bl

Dado que ||Py+y Ry || < ||Ry|| y que 6 < ', notamos que la cota superior de la ecuacién (2.25) mejora
la cota clésica (2.24).

(2.25)

Para comparar en mas detalle estos resultados consideramos el siguiente

Ejemplo 2.2.8. Sea A = (a,b,d, c) €R* donde a < b<c<dy sea Ae H(4) dada por A= Ds. A los
efectos de este ejemplo, consideramos el pardmetro real ¢ € (b,d) como una variable (y fijamos a, b, d).

Sean X, Jy C C* como en el Ejemplo 2.1.7, es decir, X = span{es, ea} e Vy = span{e;, fy}. Recordemos
que O(X,)p) = (0,0). En particular, en este caso tan(0O(X,Vy)) = (tan6,0).

Por lo tanto X + )y = span{ey, ea, e3}.

Ahora bien, sean

10 0 0 1 0
0 1 00 0 cosf
X=10 o o Xe=1g g Y Yo=10 seno
0 0 0 1 0 0

Entonces, tenemos que )\(YG*AYQ) = (b cos? 6 + d sen? 0, a), mientras que )\(Xjfl X1) = (d,c). Luego,

tomando 0y(c) = 6y = arcsin ( %) y

d9g=c— (bcos’0+dsen’0) >0 para 0<6 <8,

resulta que (fl,X , Vo, 0g) satisface la propiedad de separacion DKN, dy es la constante de separacién
6ptima (més grande) y la propiedad de separacién vale sélo para 0 < 6 < 6.

Nuevamente, célculos simples permiten obtener que s(Ry,) = ((d — b) cosf sen#,0).

En este caso, la ecuacién (2.24) del Teorema 2.2.3 se traduce en

(d —b)cosf send
¢ — (b cos? 6+ d sen? )

tand < para 0<60<0bp. (2.26)

Notemos que lim,_,,+ 6y = 0 es decir, el rango de 6 para el cual podemos aplicar la cota de la ecuacién
(2.26) tiende a ser pequeno. En el caso limite, cuando b = ¢ ( tenemos multiplicidad de autovalores) no
podemos aplicar la cota de la ecuacién (2.26) (porque la constante de separacién es dp = 0). Finalmente
si consideramos el caso limite para el cual 6 es pequeno, entonces la cota superior es comparable con la
cota (4=2) tanf (> tand).

Por otro lado, X + Yy © X = Ces, es el subespacio generado por e3. En este caso tomando X =
(0,0,1,0)", resulta que A((X%)*A X§) = d. Esto implica que, si consideramos dy = d—(b cos? O+d sen? ) =
(d — b) cos>§ > 0, para 6 € (0,7/2), obtenemos que (Axiy,,S*X,S*Vy,d,) satisface la propiedad de
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separacién DKN, donde S € My 3(C) es la matriz cuyas columnas son los tres primeros elementos de la
base candnica. En este caso tenemos que

s1(Px+y, Ry,) (d—1b)cosf senf
= = tan 6
oy (d—b) cos? 6 v

y por lo tanto, la cota superior de la ecuacién (2.25) coincide con tan #, donde tan(©(X,)y)) = (tan 6, 0),

es decir, la cota superior es ajustada. Ademds notemos que esta cota es aplicable para todo 6 € (0,7/2).
A

El siguiente resultado fue conjeturado en [33] por Knyazev y Zhu.

Corolario 2.2.9. Sean A € H(d), X, Y C C? y & > 0 tales que (A, X, ,6) satisface la propiedad de
separacion DKN. Entonces,

§[[tan(O(X, V)| < [[Pry Byl
para toda NUI || - ||.

Demostracién. Sea S € M ,(C) tal que sus columnas forman una BON para X + Y. Por el item 1. del
Teorema 2.2.6, existe 6’ > § tal que (S*AS, S*X, S*Y, §') satisface la propiedad de separacién DKN.
Por el item 2. de este resultado, tenemos que

§ | tan(O(X, V)| < o' [ tan(O(X, V)| < [[Prty Ry

O]

Finalmente, obtenemos la siguiente cota cuadratica para el error a posteriori para aproximacién simultanea
de autovalores de A mediante valores de Ritz correspondientes a cocientes de Rayleigh, para los cuales la
propiedad de separacion DKN es vélida.

Teorema 2.2.10. Sean A € H(d), X, Y C C? y 6 > 0 tales que (A, X, Y, 8) satisface la propiedad de

separacion DKN. Entonces, para toda NUI || - || tenemos que
Pxyiy Ry|?
INX*AX) = AY*AY)| < W .
Demostracion. Este resultado es una consecuencia directa del Corolario 2.1.6 y el Teorema 2.2.6. [

El Teorema 2.2.10 permite obtener la siguiente extensién del [58, Teorema 5.3] (ver Observacién 2.2.12
debajo) que constituye una cota de mayorizacién cuadrética a posteriori para el error de aproximacién
simultanea para autovalores consecutivos.

Corolario 2.2.11. Sean A € H(d) e Y C C? un subespacio k-dimensional, tales que:
1. M(Y*AY') < X\j(A), donde j € Ig_j es el mayor indice que realiza la desigualdad;
2. i(Y*AY) > Xt (A), para i € Ij.

Sea U el subespacio A-invariante generado por los autovectores asociados a A\i(A), para 1 < i < j y sea
X =({U—-PFy)Y. Sin=2Xx(A) =X\ (Y*AY) > 0 entonces

Pxiy Ry|?
O (ADes, — Aay)] < L

para toda NUI || - ||.
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Demostracién. Sea V = U + Y, notemos que U N'Y = {0} (por la condicién del item 1.); luego,
p =dim(V) = dim(U) + k es decir j = dim(U) = p — k.

Més ain, Vo U = (I — Py)Y = X; en particular, dim(X) = dim()) y V © X =U. Ademds notemos que
01(X,Y) < /2, de otra forma tendriamos que U NY # {0}, pues VO X =U.

Sea V € Iy(p,d) y tomemos Ay = V*AV € H(p). De forma similar consideramos X, Y € My x(C), U €
M p—i(C) tales que sus columnas forman bases ortonormales de X', ) y U respectivamente; tomemos
Xy =V*X, Yy =V*Y € Mp(C) y Uy = V*U € M,,,_1(C). Entonces las columnas de Uy generan
Uy C CP que es un subespacio invariante de Ay .

En particular, las columnas de Xy generan Xy, C CP| que también es un subespacio invariante de Ay . En
este caso X = Uy y O1(Xy,Vy) = 01(X,Y) < 7/2, donde Yy C CP es el subespacio generado por las
columnas de Yy . Ademés por construccion,

)\Z(Y‘jAV Yv) = )\l(Y*A Y) para i€ .

Como X C U™ las desigualdades de entrelace 1.1.9 para compresiones de matrices autoadjuntas y el {tem
2. de la hipdtesis, permiten obtener que para i € I,

(X Ay Xv) = M(X*AX) < Mi(Ap,) = Aji(A) < M(Yidy V), (2.27)

donde U, € Z;;1 (d—j, d). Por otro lado, por hipétesis, (Ay, Xy, Vv, n) satisface la propiedad de separacién
DKN (recordar que &, + = Uy). Por lo tanto, el Teorema 2.2.10 permite concluir que

AvYy — Yy (YP Ay V) |I?
n

P
INCXE Ay Xy) = A(Yp Ay Vo)) < 1P (2.28)

Ahora bien, la ecuacién (2.27) establece que
[(Xitj(A))ier, — Ay Ay Yv)| <w [A(XyAv Xv) — A(Yy Ay Yv)| .
Ademas, un argumento andlogo al de la prueba del Teorema 2.2.6 muestra que

| Prxysyy (Av Yy =Yy (Yp Ay Yv)) || = || Pxyy Ry || .

Luego el resultado se obtiene combinando los dos hechos anteriores con la ecuacién (2.28) y la Observacién
1.2.4.

O
Observaciéon 2.2.12. Notamos que la hipétesis en el item 1. del Corolario 2.2.11 es que exista un
autovalor § de A tal que A\ (Y*AY) < 5. En efecto, en este caso podemos aplicar las desigualdades de

entrelace 1.1.9 para obtener que \(Y*AY) > A\j_y4i(A), para i € I;. Entonces, 3 = \;j(A) para algin
1<j<d—F

Por otro lado, la hipdtesis del item 2. es bastante restrictiva y dificil de chequear en general. Sin embargo,
mencionamos dos casos en los cuales las hipétesis del Corolario 2.2.11 pueden ser chequeadas facilmente :

1. Si se cumple la hipotesis del item 1. para j = d — k, por las desigualdades de entrelace tenemos que
)\Z(Y*AY) > /\i+dfk(A) para i € I,

y por lo tanto las hipdtesis del item 2. se cumplen automaticamente.
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2. En el caso k = 1, es decir si Y = Cy para algin vector unitario y € C?, las hipétesis se convierten
en la existencia de un j € Iz tal que Aj11(A) < (Ay, y) < A;(A); entonces, el Corolario 2.2.11
implica que

[ Prx+y(Ay — (Ay, y) v

Aj(A) = Ay, y)
donde X = Cuxz, para x = (I — Py)y € C% que coincide con [58, Teorema 5.3]. De hecho, como

es mencionado en [58], el Corolario 2.2.11 codifica varias cotas conocidas para estimaciones de
autovalores, incluso en el caso k = 1. A

0 < (Ay, y) = Ajr1(4) <

2.3. Aplicaciones: cotas de mayorizacién a priori para valores de Ritz

En esta seccién estableceremos una relacién entre las cotas mixtas para el error en los valores de Ritz,
obtenidas en la Seccién 2.1 y también con algunas cotas de mayorizacién a priori consideradas en [30, 31].

La siguiente definicion corresponde al concepto de dispersion espectral, que estard presente en los capitulos
siguientes. Sin embargo, no ahondaremos todavia en su rol y sus propiedades. En [30], A. Knyazev et.al.
consideraron como medida vectorial de la dispersién del espectro de una matriz autoadjunta A a lo que
llamamos dispersion espectral completa de A.

Definicién 2.3.1. Sea A € H(d). Definimos la dispersion espectral completa de A como el vector

Spr(4) = A(A) + A(=4) = (\(4) = N[(4) ), € RY. (2.29)
Notemos que Spr(A) € R? es un vector antisimétrico, es decir Spr;(4) = —Spry_;,1(A), para i € I,.
Ademas definimos la dispersion espectral de A como
Spri(A4) = (Mi(A) = Aa—is1(A))iery,, = (Ai(4) — Al(4) )Z.GHW] € R[Zd(/)g] , (2.30)
donde [d/2] denota la parte entera de d/2.
A

Observacién 2.3.2. Sean A € H(d) y Z € C? un subespacio de dim(Z) = p. La dispersién espectral de
A relativa a Z, notada por Spr(A4, Z), estd dada por

Spr(4, 2) = MAz) = A(Az) = (\i(Az) = Ap—i+1(42))ier, € (RP),
donde Az = Pz A|z € L(Z) es un operador autoadjunto (definido de la forma usual). Notemos que si
Z = C4, entonces Spr(A,C%) = Spr(A).

Por un lado, sean X', ) C C? subespacios tales que dim(X) = dim())) = k. En este caso, si s = dim(X'NY),
entonces dim(X + )) = 2k — s y las primeras [%T*S] entradas del vector Spr(A, X + ))) son no negativas.
Por otro lado, los dngulos principales ©(X,)) tienen k — s entradas no nulas. De esta forma, como

[%] > k — s, podemos considerar la siguiente igualdad de vectores
(Spr;(4, X + ) sen(0;(X,)) )ier, = Spr' (4, X + ) sen(0(X,))).

Notemos que Sprt (A, X+)) tiene sélo [%2_5] entradas, por lo que el producto Spr™ (A4, X+)) sen(0O(X,)))
debe entenderse en términos de la Observaciéon 1.1.2.

Este argumento permite describir las conjeturas de Argentati y Knyazev (2.31) y (2.32) a continuacién,
en términos de la dispersién espectral Spr.

A
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Observacidn 2.3.3 (Cotas a priori para variaciones en los valores de Ritz: conjeturas y trabajos previos).
Sea A € H(d) y sean X, C C¢ subespacios tales que dim(X) = dim()) = k. En [30] los autores
conjeturaron que la siguiente cota de submayorizacién para la variacién absoluta de los valores de Ritz es
valida:

IMX*AX) = AMY*AY)| <y Sprt (A, X + ) sen(0O(X,))). (2.31)

Maés ain, en caso que X sea A-invariante, los autores conjeturaron que
INMX*AX) = MY*AY)| <y Sprt (A, X + ) sen(0(X,)))?. (2.32)

Estas conjeturas son extensiones naturales de los resultados obtenidos en [31] (para el caso k = 1).

Aunque la [30, Conjetura 2.1.] afirma la validez de las ecuaciones (2.31) y (2.32) para subespacios arbi-
trarios X y ) tales que dim(X) = dim()), este tipo de cotas son importantes cuando ) es una (pequena)
perturbacién del subespacio X'. En este caso la validez de las ecuaciones (2.31) y (2.32) asegurarian
distintos ordenes de aproximacion de X*A X por Y*AY en términos de angulos principales y de la
dispersion espectral de A (es decir, considerando A, X’ e ) variables). Observemos que este tipo de resul-
tados tendrian aplicaciones inmediatas en el estudio de estabilidad numérica y convergencia de métodos
iterativos relacionados con algoritmos del tipo Rayleigh-Ritz.

En [30, Teorema 2.1.] los autores probaron que, en general,

AXCAX) = AV AY)] <0 Cnin(Ax+y) = Ain(Axs)) sen(O(X, V), (2.33)
mientras que cuando X es A-invariante,

INMX*AX) = AY*AY)| <0 Oméx(Ax+y) — Amm(Axsy)) sen(O(X,V))?, (2.34)

donde Ayiy = Pxiy Alx+y € L(X +)); més aun, en [30, Teorema 2.2.] probaron que en el caso
particular en que X es el subespacio A-invariante correspondiente a los k autovalores mas grandes de A,
entonces

0 S )\(X*A X) - A(Y*A Y) <w ()\Z‘(Agg+y> - )\ml'n(AX-l—y))iE]Ik sen(@(X,y))2 . (235)

Notar que la ecuacién (2.35) constituye una cota mas fuerte que la de la ecuacién (2.34); sin embargo es
mas débil que la cota de la ecuacién (2.32), dado que Spr;(A, X + ) < \i(Ax+y) — Amin(Ax+y), para
1 € Ig.

Ademads, notemos que las cotas de las ecuaciones (2.33) y (2.34) resultan mucho mds débiles que las
conjeturadas en (2.31) y (2.32); en efecto, la cota Apsx(Ax+y) —Amin(Ax+y) no es sensible a los autovalores
intermedios de Ay y. Por ejemplo, tomemos A € H(2d) tal que A\(A) = (lag_1,—1) y X +Y = C% En
este caso Amax(A) — Amm(A) = 2 mientras que Sprt(4) = (2,0,_1), de forma que las cotas que proponen
las conjeturas (2.31) y (2.32) resultan notablemente mas pequenas.

En lo que sigue aplicaremos el Teorema 2.1.4 para obtener resultados relacionados con las conjeturas de
[30] descriptas en las ecuaciones (2.31) y (2.32).

Para obtener estos resultados probaremos primero la siguiente
Proposicién 2.3.4. Sea A € H(d) y sean X, C C? tales que dim(X) = dim()) = k. Entonces
s(Px Ry) <y SprT (A, X +)) sen(0(X,))). (2.36)

Demostracién. Dada una matriz A € My4(C), consideramos A € L(C?) (el operador que induce A
de forma natural). Esto permite pensar que A € L((Cd) tiene distintas representaciones matriciales por
bloques con respecto a descomposiciones ortogonales C* =V @ V1| eligiendo subespacios adecuados V C
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C9. Utilizaremos el siguiente argumento: sea Z = X'+) con dim(Z) = p, consideremos las representaciones
matriciales con respecto a la descomposicién C* = 2 @ Z+:

P* 0 PY 0 Az =«
PX_(O 0>’Py_<o 0> Y A‘<* %)
donde PY, PY, Az = PzA|z € L(Z) son operadores autoadjuntos. En este caso tenemos que

X Yy _ pY Y
PX(APy—PyAPy)_<P (Az PY — PY Az PY) 0)_

0 0
Por otro lado, cdlculos simples permiten ver que
(s(PxRy),04-%) = s(Px (A Py — Py APy)) € (RS)".

Luego, (s(PyRy),0,_) = s(P* (Az PY — PY Az PY)) = s(P*(Iz — PY) Az PY). En consecuencia,
podemos asumir que C% = Z = X 4+ ) y probar que

(S(PX Ry), Odfk) = S(PX (PyLA Py)) <w (Spr*(A) SGH(@(X, y)), Odfk) . (2.37)
Ahora bien por el item 2. del Teorema 1.1.5,
s(PxPy1 APy) = s(Px Py Py1 APy) <y s(PxPy.) s(PyL APy). (2.38)

Por un lado por el Teorema 2.1.2, tenemos que s(PyPy.) = (sen(©(X,))),04_x). Por otro lado, consi-
deramos la matriz inducida por la descomposicién C? =Y @ Y+

_ (An Ay _ (An O (0 Ax
A= <A21 Ay y tomamos Aj := 0 Ay Ay = Ay 0 )7 (2.39)

luego A = Ay + Az. Bajo estas consideraciones, Ay = Py A Py + Py,. APy y por lo tanto por el {tem 3.
del Teorema 1.1.4, A\(A;) < A(A). En consecuencia

—AT(4)) < =X\T(4). (2.40)
Usando la desigualdad aditiva de Lidskii sobre Ag = A — A; (ver item 1. Teorema 1.1.4)
AMAz) < MA) = XT(A). (2.41)
Combinando las ecuaciones (2.40) y (2.41), tenemos que
AMAg) < AM(A) — AT(A) = Spr(A4) e R, (2.42)

Mis arin, la Proposicién 1.1.10, asegura que A(Az) = (s(Aa1), —s(A3;))¥; en particular, s(Aa1) = (\i(As2))icr, -
Ademas, tenemos que s(Py1 APy) = (s(A21),04—%); y por lo tanto

s(PyLAPy) = (5(A21),0q-k) = ((Mi(A2))ier,; 0a—k) <w ((Spr;(A))icy,, 0a—r) , (2.43)

donde Spr(A) = (Spr;(A))ier,. Combinando las ecuaciones (2.38) y (2.43) junto con el Lema 1.1.6 (y
utilizando la Observacion 2.3.2) obtenemos que

s(PyPy1 APy) <y (Sprt(A) sen(O(X,Y)),04-k) € (RL,)*.

Finalmente, el resultado se obtiene de la ultima relacién de mayorizaciéon considerando sélo las primeras
k entradas de cada vector.
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g

Teorema 2.3.5. Sean A € H(d) y X, Y C C? subespacios tales que dim(X) = dim(Y) = k. Si ©1(X,)) <

5, Entonces

2Sprt (A, X + ) sen(0(X,)))
cos(O(X, V) '

INX*AX) — AY*AY)| =y (2.44)

Demostracion. El Teorema 2.1.4 establece que

S(P)(Ry) + S(Pny) .

MNXFAX) = AYTAY)] =<0 == 067, 9))

Luego la Proposicién (2.3.4) junto con el Lema 1.1.6 implican que

s(PyRy) + s(PyRx) 5 2Sprt (A, X +)) sen(O(X,)))
cos(O(X,))) v cos(O(X, Y))

Por lo tanto el resultado se obtiene a partir de estas dos desigualdades. O

El siguiente resultado ilustra la dependencia de s(PyRy) con respecto a sen(©(X,))) en el caso que X
es A-invariante.

Proposicién 2.3.6. Sean A € H(d) y X,Y C C? subespacios tales que dim(X) = dim()) = k. Suponga-
mos que X es A-invariante. Entonces,

s(PxRy) <w 2 (A\i(Ax1y) — Amin(Ax4y))ier, sen’(O(X,))). (2.45)

Demostracién. Siguiendo el argumento en la prueba de la Proposicién 2.3.4, podemos asumir que C?¢ =
X + ). Bajo esta suposicién, consideramos primero el caso A € M4(C)* tal que Ay (A) = 0, para probar
que

s(PxRy) <w 2 (Ni(A))icr, sen’(O(X,))). (2.46)

En efecto, como X es A-invariante podemos escribir A = Py APy + Py 1 APy .. Con esta descomposicién
en mente y utilizando el hecho de que (s(PxRy),04—x) = s(Px Py APy), tenemos que

S(PXP)}LA Py) = S(PxpyLP/yA Py Py + PXPyLPXLA PXLPy)
def

<w S(PXpyJ_PxAP/\gPy) +S(PXP3;J_APXJ_P3)) = M.

Ahora bien el item 2. del Teorema 1.1.5 y el hecho de que 0; < s(Pyx Py) < 14, junto con el Teorema
2.1.2, aseguran que

M <y, S(P)(PyJ_PX) S(A) + S(PXpyJ_) S(A) S(PXJ_Py)
<w 2A(A) (sen®(O(X, V), 04_k) € (RL,)*,

pues A € My(C)" es semidefinida positiva. Por lo tanto la ecuacién (2.46) se deduce del argumento
anterior.

En general, para A € H(d) consideramos la matriz auxiliar A = A — Amin(a) L € M4(C)*. Notemos que
en este caso, R . )
Ry(A) =AY —Y(Y*AY) =AY —Y(Y*AY) = Ry,

¥ AMA) = AA) = Anin(a) La, de forma que Ay (A) = 0. Luego el resultado se obtiene de los hechos previos
y de la ecuacién (2.46) aplicada a A. O
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Teorema 2.3.7. Sean A € H(d) y X,Y C C? subespacios tales que dim(X) = dim(Y) = k y supongamos
que X es A-invariante. Si ©1(X,Y) < 5, entonces

2 Ni(Ax+y) = Amin(Ax1y))ier, sen®*(O(X,)))
cos(O(X, )))

IMX*AX) = AY*AY)| < . (2.47)

Demostracién. El resultado es consecuencia directa del Corolario 2.1.6 y la Proposiciéon 2.3.6 con un
argumento similar al de la prueba del Teorema 2.3.5. O

Corolario 2.3.8. Sean A € H(d) y X,V C C? subespacios tales que dim(X) = dim(Y) = k. Si
©1(X,Y) < §, entonces

INX*AX) = A(Y*AY)| <0 Spr(A, X + ) sen(0(X, V).

2
cos(01(X,)))
Mads aun, si asumimos que X es A-invariante, entonces

2

AXTAX) = AYTAY)] w5y

(Ai(Ax+y) = Amin(Axsp))ier, sen®*(O(X,))).
O

Terminamos esta seccién con algunas observaciones sobre las relaciones entre los Teoremas 2.3.5 y 2.3.7,
el Corolario 2.3.8 y las cotas conjeturadas en (2.31) y (2.32). Como ya mencionamos en la Observacién
2.3.3, las cotas de las ecuaciones (2.31) y (2.32) serfan particularmente relevantes en caso de que ) sea
una (pequena) perturbacién de X, es decir, en caso de que X' y ) son subespacios cercanos (por ejemplo
si ©1(X,)) es chico). Para simplificar la exposicién, supongamos que 01(X,)) < w/4. Esta suposicién se
cumple en una serie de situaciones significativas, algunas de ellas descriptas en [33, Seccién 5.2.]. Podemos
mencionar por ejemplo, una versién del Teorema sen(260) de Davis y Kahan [17, Teorema 8.2], que asegura
bajo ciertas condiciones que 01(X,)) < w/4.

En este caso, si A € H(d) entonces el Corolario 2.3.8 implica que
ANXTAX) =AY AY)| <y (2 \/5) Spr(A, X + ) sen(©(X,))). (2.48)

Por lo tanto, bajo las suposiciones anteriores (01(X,)) < 7/4), la cota superior de la ecuacién (2.48)
tiene el orden de aproximacién conjeturado (cuando se considera A asi como los subespacios X e ) como
variables), salvo por el factor constante 2 v/2.

Si ademés asumimos que X es A-invariante, entonces por el mismo resultado obtenemos que
AXTAX) = AYAY)| <w (2V2) i(Axty) = Amin(Ax 1) ier, sen®(O(X, V). (2.49)

Nuevamente, la cota superior en la ecuacién (2.49) tiene el orden de aproximacién conjeturado (cuando se
considera A asf como los subespacios X e )) como variables), salvo por el factor constante 2 v/2. Ademés,
observemos que esta cota es valida para un subespacio A-invariante arbitrario X’ (a diferencia de la cota
en (2.35) de [30] que es valida s6lo para elecciones especiales de subespacios A-invariantes X).
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Capitulo 3

Dispersion espectral de matrices
autoadjuntas

Dedicaremos este capitulo a describir con mas detalle el concepto de dispersién espectral de matrices
autoadjuntas (ver Definicién 2.3.1); motivados por la [30, Conjetura 2.1.] (ver ecuaciones (2.31) y (2.32))
que estd descripta en términos de la dispersién espectral de una matriz autoadjunta A; y por otro lado,
por la aparicién de cierta forma necesaria, de la dispersién espectral como estimacién en términos de
submayorizacién para s(PyA Py ) (ver Proposicién 2.3.4).

Aunque resulta un concepto natural, la dispersion espectral de matrices autoadjuntas parece no haber sido
considerada en la literatura, salvo por su introduccion en [30]. Asi, comenzaremos con una seccién donde
presentamos algunos resultados basicos relacionados con esta nocion. Después de esto, consideraremos una
desigualdad de submayorizaciéon para la dispersién espectral que tendrda un papel clave en este capitulo
(pero que también impactard de forma directa en el capitulo siguiente). Obtendremos ademads algunas
consecuencias de esta desigualdad, relacionadas con la desigualdad de Zhan [54] y la nocién de rotacién
directa entre subespacios de Davis-Kahan [17] (ver también [47], donde se desarrollan métricas angulares
sobre la variedad de Grassmann de subespacios k-dimensionales de C9).

3.1. Propiedades basicas de la dispersion espectral

En esta seccion presentaremos multiples propiedades basicas de la dispersiéon espectral y describiremos la
relacién entre esta nocién y los valores singulares (y también con otras nociones del andlisis matricial).

Primero recordemos la definicion de dispersién espectral

DEFINICION 2.3.1. Sea A € H(d). Definimos la dispersion espectral completa de A como el vector

Spr(4) = MA) + A(=4) = (\(4) = N[(4) ), € RY. (3.1)
Recordemos que Spr(A4) € R? es un vector antisimétrico, es decir Spr;(A) = —Spry_,,1(4), para i € I,.
Ademas definimos la dispersion espectral de A como
Spri(A) = (Mi(A) = Aa—it1(A))ie o = (Ai(4) — Al(4) )ieﬂ[m] e R (3.2)
donde [d/2] denota la parte entera de d/2. A

Observacién 3.1.1 (Propiedades inmediatas). Sea d = 2k o 2k + 1 de forma que [d/2] =k y A € H(d).
Notemos A(A) = (\y)ier, ¥ AT(A) = (A )ier,.
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1. Para todo t € R tenemos que

Spr(A —tI)=Spr(A) 'y Sprt(A—tI)=Sprt(A). (3.3)
Esto es mas bien evidente dado que A(A —tI) = A(A) — t14.
2. Para r € I, es conocido que (ver [7])

> Ai(A) = max { S (Axi, ;) : {zi}ier, es un SON } y

i€l i€l

1€l i€l 1€l

— Y M@A) =3 M(—4) = méx {— > (Ayi, yi) : {witier, es un SON } :

Entonces para cada r € I, tenemos que

Z Spr;(A) = méax { Z(A xi, i) — (Avi, vi) : {zitier, ¥ {vi}ien, son SON } . (3.4)

1€l 1€l
3. Recordamos que como A € H(d), |A(A)[* = s(A). Luego méax{|\i(4)], ]/\j(A)\} < s;(A), para i € Iy;
por lo tanto podemos concluir que
Sprj (A) < |\ + ])\I\ < 2s;(A) paratodo i€l . (3.5)
En el caso positivo tenemos que

Ae Myg(C)t = Spr;(A) <\ =s;(A) paratodo i€l . (3.6)

4. Por otro lado notemos que
Spl‘;_(A) =X — Adeitl = N — Mp1 + A1 — Ad—it1 para €.
—_— —m
>0 >0

Esto implica que
S(A = M1 1) = (N = Myt Dier - kst — Mg Jier,_, )" < Spr(A) eREy . (3.7)
5. Ademss, si B € H(d) entonces
AA) < A(B) eR? = Spr(A) < Spr(B) = Spr(4) <, Spr™(B) , (3.8)

como consecuencia directa de la Definicién 2.3.1 y el Lema 1.1.6. En efecto, si A(4) < A\(B) entonces

m

Z)\j(A) SZ)\j(B), para m €y,
j=1

J=1

y la igualdad de trazas (junto con la desigualdad anterior) implica que

3

Z )\; (A) > /\;(B) , para mely.

7j=1 7j=1
Luego
S TSprf(A) =3 (A) = A(A) <3 N(B) — Aj(B) =Y Sprf(B) para mely.
j=1 j=1 j=1 j=1
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6. Consideremos una isometria Z € Mg, (C) es decir, Z*Z = I, para algin r € I;. Luego, Z*AZ €

M., (C) es una submatriz principal de un conjugado unitario de A. Por lo tanto podemos aplicar las
desigualdades de entrelace 1.1.9 para obtener

MN(A) <M(z4z) y MN(ZFAZ) < M\i(A) para iel,.
En consecuencia,
Sprf (Z*AZ) < Sprf(A) para i€l 2 Sprt(Z*AZ) <, Sprt(A). (3.9)

Notemos que si bien el vector Sprt(Z*AZ) tiene sélo [r/2] entradas, mientras que Spr(A) tiene
[d/2] entradas, la comparacién (3.9) puede hacerse mediante la Observacién 1.1.2.

. Si U € U(d), por la desigualdad de Lidskii 1.1.4 tenemos que

MA = U*AU) < M(A) + M(=U*AU) = A(A) — AT(A) = Spr(A) .
Mas atn, si N es una NUI tenemos que
méx { N(A—U*AU) : U eU(d) } = N(Dgpy(a)) -

Es decir, [Spr(A)|[* = SprT(A@® A) = (Spr™(A), Spr™(A))* (agregando un 0 si d es impar) permite
calcular el didmetro de la érbita unitaria de A (con respecto a cualquier NUI). En este sentido el
vector Spr(A) puede ser considerado como una medida vectorial del didmetro de la érbita unitaria

de A.

Proposicién 3.1.2. Sea A € H(d). Entonces
1 IS
5 Spr(A) = Spr(4® 4) < 5(4),

A0
donde A& A = <O A) € H(2d).

Demostracion. Notemos por A(A) = (A;)ser, € (RY)¥. Entonces para 1 <i < k = [2],
Spry;_y (A® A) = Sprg;(A® A) = Sprf (A) = A\ = Aa—ir1 < [Ai] + [Aa—ia].
Por un lado tenemos que Sprt (A @ A) es igual a
Spri(A@® A) = (Sprt(4), Sprt(A) eR?  si d =2k,
Sprt(A@ A) = (Sprt(A), Sprt(4), 00t eR? si d=2k+1.

Por lo tanto para chequear que Sprt (A4 @ A) <., 25(A) es suficiente probar que

Z Sprj (A® A) <2 Z si(A) para rely,

iGHQT ie]br

A

(3.10)

para los casos pares 2r. En efecto, supongamos que la desigualdad anterior vale para 2r, con r € I. Luego

(3.5)
> Sprf(A@A)= > Sprf(A@A)+Sprf, (A©A) < 2 ) si(A)+2s941(A) para reEl,

iG]Ingrl i€lla, i€llo,

pues Spr;rH(A DA = Spr;Zrl(A) < 2s;(A).
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Luego para el caso 2r, si r € I, tenemos que

> Sprf(A®A) < ) Spri(A) (3§5) 2 > si(A),

i€l i€l i€l

dado que s(A) = (|)\¢|)f€]1d, y Y si(A) = max{)> |)\j| : |[F| = 2r}. Notemos que la ecuacién (3.10) es
i€lla, Jj€eF
consecuencia de este hecho.

Por otro lado, si A € H(d) entonces, por los items 1. y 4. de la Observacién 3.1.1 y la Proposicién 3.1.2,

%Spr"r(A ®A) <s(A—=XN(A)T) (3—:) Sprt(A) . (3.11)

O]

El siguiente resultado corresponde a una version aditiva de la desigualdad de Lidskii para la dispersion
espectral.

Proposicién 3.1.3. Sean A, B € H(d). Entonces

Spr(A) — Spr(B) < Spr(A — B) < Spr(A) — Spr'(B) = Spr(A) + Spr(B) . (3.12)

Demostracion. Por la desigualdad de Lidskii 1.1.4 y el item 1. del Lema 1.1.6,
Spr(A) —Spr(B) = AA) —A(B)+ A(—A) — \(—B)

Lidskii

MA—-B)+ AN—(A—-B))=Spr(A—-B) .
Para la otra desigualdad, notemos que Spr'(B) = AT(B) — A(B) = —Spr(B). Por lo tanto

Spr(A—B) = MA—B)+ B - A)

Lidskii

MA) = XN(B) + X(B) = AT(A) = Spr(4) - Spr'(B)

utilizando nuevamente el item 1. del Lema 1.1.6.

3.2. Una desigualdad clave para la dispersiéon espectral

Como mencionamos anteriormente en el inicio del capitulo, una de las motivaciones centrales de este capi-
tulo es describir desigualdades para la dispersién espectral, en particular, el siguiente resultado constituye
una mejora de la primera desigualdad de submayorizacion obtenida en la Proposicién 2.3.4.

A B Ck
Teorema 3.2.1. Sea A = [ B Ay } cr € H(k + r). Entonces
25(B) <4 Sprt(4) . (3.13)
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k
L0 ] C € U(k + r). Entonces

Demostraciéon. Consideremos U = [ 0 —1 | ¢

s(UA— AU) = s(A - U*AU) = |\(A — U*AU)|*.
Por la desigualdad de Lidskii (item 1.) 1.1.4 tenemos que
MA - U*AU) < MA) = \I(U*AU) = M(A) — X'(A).

Combinando la ecuacién anterior con la Observacién 1.1.3 para la funcién convexa f(x) = |z| tenemos
que
S(UA = AU) = [NA— U AU)[* <, [A(A) = XA = (Sprt(4), Sprt(4))

(o (Spr“‘(A) , Sprt(4), O) +'si k4 7 es impar). Usando la Proposicién 1.1.10 y notando que

= s(UA—AU)=2(s(B), s(B), O/ ) *,

0 2B ] Ck
UA_AU_[—QB* 0 ] cr

donde s(B) es un vector de tamatio min {r, k} < [%] (usando que rk (B) < min {r, k}).

Luego concluimos que
2 (s(B), s(B), Op—y| ) < (Sprt(A), Sprt(4)) ' — 25(B) <, Sprt(4) . (3.14)
O

Observacién 3.2.2. Notemos que el teorema anterior permite entre otras cosas mejorar los resultados
de la Seccién 2.3, removiendo un factor 2 que aparece en los enunciados de los Teoremas 2.3.5 y 2.3.7 y
de sus corolarios. Ademads, este teorema sera muy importante en el Capitulo 4, pues permitird obtener
estimaciones para la variacién absoluta de los valores de Ritz de una matriz A € H(d) (ver Teorema 4.1.2
y su prueba en 4.2).

Por otro lado, es importante notar que la desigualdad de la ecuacién (3.13) es ajustada. En efecto,
consideremos (k = r)

si A= [ 39* g ] gz — X\A) = (s(B), —s(B))* (ver Proposicién 1.1.10)
Luego en este caso tenemos la igualdad 2 s(B) = Sprt(A4). A
Observacion 3.2.3. Sea A = [ gi i ] g: € My1(C)T. Y. Tao prueba en [51] que
25;(B) < X\j(A) =sj(A) paratodo j€&lpy, . (3.15)

Notemos que en el caso positivo, vale que Spr(A) < A(A) = s(A). Sin embargo, la desigualdad
25;(B) < Sprj(A) para todo  j € Lxiry, (3.16)
2

no es valida para matrices autoadjuntas; incluso falla en el caso en que A es semidefinida positiva. Por
ejemplo, tomemos

S M2+2(C)+ .

=R )
O = N =
_ W = O
W= O
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Entonces s(B) = (1,1) y A(A) = (4,61, 2,61, 2,38, 0,39). Por lo tanto, la ecuacién (3.16) falla para j = 2.

En particular, el Teorema 3.2.1 no implica la desigualdad de Tao. Asi mismo, la desigualdad de Tao

tampoco implica el Teorema 3.2.1, como lo sugiere la ecuacién (3.11) porque A=At (AT ¢ M4 (C)F.
2

Por otro lado, si A € My ,.(C)* tanto el resultado de Tao, como el antes expuesto son aplicables. En este
caso, si N es una NUI y = (Sprt(A), 0) € R¥*7", entonces

2N (8 g”) < N(D,) < N(4) (3.17)

donde D,, es la matriz diagonal con diagonal principal p. En efecto, como p < A(A) = s(A), entonces

(3.2.1)
2 (S(B)7 0) =w (SpI‘+(A), 0) =w S(A)a
y la ecuacién (3.17) es consecuencia de estas relaciones. Senalamos ademds que en el caso (genérico)
A € Gl(k+7r)" obtenemos una desigualdad estricta N(D,,) < N(A), Para una NUI estrictamente convexa
N. Finalmente, notemos que el Teorema 3.2.1 es aplicable en un caso general, cuando A es autoadjunta

(y no sélo semidefinida positiva). A
. | A1 B Ck
Corolario 3.2.4. Sea A = [ B A, ] cr € H(k +r). Entonces
0 B A 0
+ - +| 4 +
Spr [ B 0 ] <wSpr(A) 'y  Spr [ 0 A ] <w Sprr(A) . (3.18)
.. L +| 0 B .

Demostracion. Por la Proposicion 1.1.10 tenemos que Spr B 0 |= 2 s(B), donde hemos removido

algunos ceros finales para igualar las dimensiones, en vistas de la Observacién 1.1.2. Aplicando la ecuacién
(3.13), obtenemos la primera desigualdad (3.18). La segunda se obtiene de las ecuaciones (3.8) y (1.2). O

En lo que sigue desarrollaremos dos aplicaciones distintas para la desigualdad (3.13), una relacionada con
la desigualdad de Zhan [54] y otra relacionada con rotaciones directas entre subespacios [17, 47] .

Observacién 3.2.5. En [54] Zhan prueba que dados A;, Az € My(C)*t entonces
Si(Al — Ag) < Si(Al D AQ) para todo i €1ly. (319)

Estas desigualdades fundamentales son a su vez equivalentes a otros resultados centrales del analisis
matricial (ver [6, 51, 55, 56]). Por otro lado, estas desigualdades entrada a entrada entre valores singulares,
permiten obtener desigualdades de operadores de la forma A; — Ay < V*(A; @ Ag)V, para contracciones
apropiadas V' € Mag 4(C). Més atn, la ecuacién (3.19) implica la relacién de submayorizacién (mas débil)
s(A1 — Az) <y (A1 & Az), (ver ecuacién (1.1)).

En caso que C, D € H(d) son arbitrarios, entonces la desigualdad anterior no es vélida. Sin embargo,
pequenas modificaciones en los argumentos de [54] implican las desigualdades

si(C—D) < 2s(C@®D) paratodo i€ly. (3.20)

Las desigualdades anteriores resultan ajustadas, incluso para matrices autoadjuntas C, D € H(d) (toman-
do C € My(C)" y D = —C). Como antes, estas desigualdades entrada a entrada entre valores singulares,
permiten obtener desigualdades de submayorizacion de operadores relacionadas.

Finalmente, si estamos interesados en obtener desigualdades para normas unitariamente invariantes, es
posible obtener mejores cotas superiores (para el caso positivo) mediante extensiones de las ecuaciones
(3.19) y (3.20) para matrices autoadjuntas, como mostramos en el siguiente resultado. A
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Teorema 3.2.6. Sean Aj, Ay € H(d) matrices autoadjuntas. Entonces

s(A1 — Ag) <y Sprt (A1 @ As) . (3.21)

Demostracién. Tomemos A, Ay € H(d). Sean

1 I T 1 Al +Ay A — Ay
J=— 2d T=— 2d) .
NG [I I}Eu( )y 2 [A1A2 A+ A, | €12
Luego
ZTZ*:(%l £2>=A1@A2;

y por lo tanto, por el Teorema 3.2.1 vemos que s(A; — As) <y, Sprt(T) = Sprt(A; @ As).
O

Observacién 3.2.7. Sean Ay, A2 € M4(C)*. Como mencionamos anteriormente, en este caso tenemos
que Spr;r(Al @ Ag) < s;(A1 @ Ag), para i € I;. Usando este hecho y el Teorema 3.2.6 obtenemos que

N(Ay — A2) < N(Dgp+(4,045)) < N(D(s;(a1045))e1,)

para cualquier norma unitariamente invariante N. Estas desigualdades, constituyen una mejora (incluso
en el caso positivo) con respecto a las desigualdades para NUIs que pueden obtenerse a partir de (3.20).
Por otro lado, notemos que las desigualdades entrada a entrada

Si(Al — AQ) < Spr;r (Al D AQ) para €1y,

3 2

9 3 } y Ao = 3 1. Entonces

son falsas incluso en el caso semidefinido positivo. En efecto, tomemos Ay = [

s(A; — Az) = (2, 2) pero
AMA1®A)=(5,3,3,1) = Spr+(AlEBA2)=(4,0).

Ademsds, remarcamos que las cotas obtenidas en los Teoremas 3.2.1 y 3.2.6 corresponden a vectores
invariantes por traslaciones de la forma M +— M + A I de las matrices M involucradas, a diferencia de las
cotas superiores basadas en valores singulares, como las de las ecuaciones (3.15) y (3.19). Como los vectores
considerados en estos teoremas son invariantes bajo las traslaciones correspondientes, consideramos que
las cotas superiores en términos de la dispersion espectral son muy adecuadas en este contexto.

Finalmente, conviene notar que la desigualdad (3.21) es ajustada; en efecto tomamos A; € My(C)™
arbitrario y consideramos Ay = —A; € H(d). Entonces s(A; — Ay) = 2A(A1) = Sprt(A; @ Ag). A

Observacién 3.2.8. Dada una funcién en C?(R) g : R — R, podemos aproximarla en zg = 0 mediante
su polinomio de Taylor de primer orden como:

9(x) = 9(0) + ¢'(0) # + Re(x),
Re(x) —

donde R.(z) = ¢"(¢) % cumple que lim, o ==~ = 0, para cierto ¢ € [0, z].

Haremos uso de este hecho muiltiples veces durante este capitulo, en el contexto de funciones en C?(R)
aplicadas a vectores de RY, es decir, si z € RY, g(2) = (9(2))icr 43 v también mediante el clculo funcional
continuo.
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Fijado m € N, sea z,,, € R* tal que lim x,, = 0 € R¥ (entrada a entrada). Luego, considerando g : R — R

m—0o0
en C%(R) y utilizando la aproximacién anterior, tenemos que

9(zm) = 9(0) + ¢'(0) 2 + O(m) ,
donde O(m) =: R.(xy,) es tal que 11’_r>n mO(m) = 0.
m—ro0

Ademss si Z,, € H(d) es tal que lim Z,, =0 € My4(C), entonces
m—r0o0

9(Zm) = 9(0) + ¢'(0) Zpn + O1(m) ,

donde O1(m) =: R.(Zy,) es tal que lim m O;(m) = 0. A

m—r0o0

Observacion 3.2.9. El siguiente resultado estd relacionado con las desigualdades de la ecuacion (1.6)
con la misma idea que los casos anteriores, obtener mejores cotas superiores (por la Proposicién 3.1.2),
con respecto a un orden mas débil (submayorizacién en lugar de desigualdades entrada a entrada). A

Teorema 3.2.10. Sean X, C C? subespacios tales que dim(X) = dim()) = k y sea Z € H(d) tal que
e“X =Y. Entonces se verifica la siguiente relacion de submayorizacion

O(X,Y) <u % Sprt(2) . (3.22)

Demostracién. Sea X € M, ;(C) una isometria tal que R(X) = &X. Consideramos la curva suave Y'(-) :
[0,1] = Myx(C) dada por Y (t) = €4 X, para t € [0,1]; ademés consideramos Y(t) = R(Y (t)) C C,
para t € [0, 1]. Notemos que Y(0) = X, Y(0) =X y V(1) = ).

Como cada Y (t) es una isometria, la funcién ©(-) : [0,1] — [0,7/2]¥ dada por O(t) = O(X, V(1)) =
arccos(s"(X*Y(t))) para t € [0,1], es continua y cumple que ©(0) = 0.

Dado m € N, consideramos los subespacios y(%) = R(Y(Z 1)), para j = 0,...,m. Recordemos que el
Teorema 1.3.6 establece una versién de la desigualdad triangular en términos de submayorizaciéon para
angulos principales; aplicando este resultado tenemos que

O(X,Y) <w X OW(L), Y(5H). (3.23)

Notemos que Y (t + h) = e'*2Y (h) con €'*? € U(d), para t, h, t + h € [0,1]; en consecuencia, tenemos
L

que O(Y(L), V(L)) = ©(Y(0), Y(L)), para cada j € L,,—1. En lo que sigue probaremos que,
O(X, V(%)) =w s Spri(X)+O(m) con 77%gnoomO(m) =0. (3.24)
En efecto, como < sen(t)|;—o = 1 y sen(0) = 0 vemos que
O, V(L)) =sen(O(X, V(1)) + Os(m) con lim mOy(m) = 0. (3.25)

utilizando una aproximacién de primer orden de tipo Taylor (ver Observacién 3.2.8).

Sea X| € Mgq—(C) una isometria con rango R(X ) = XL, Para todo m € N, como Y(%) es una
isometria, la ecuacién (1.3) (definicién de dngulos principales) asegura que

sen(0(X, V(L)) =s(Y(L)*X, ) =s(Xem? X)) € ([0,1]F).
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Més atin, como X ¢*Z X ||, =0y %(X e*? X )40 =i X Z X, tenemos que

Xe#ZXL:%XZXL+OQ(m) con  lim mOsy(m)=0. (3.26)

m—r00

Luego, combinando las ecuaciones (3.13), (3.25) y (3.26) junto con la desigualdad de Weyl (Teorema 1.1.5)

obtenemos que
OX, V(L) =<w 5--5(2X Z X1 ) +5(02(m)) + O (m)

(3.13)
<w g5 Sprt(Z2) +O(m),

que prueba que la ecuacién (3.24) vale. En consecuencia, utilizando la ecuacién (3.23) tenemos que
1
O(X,)) <w 5 Sprt(Z) + mO(m).

y el resultado se obtiene tomando m — oo.
O

Como consecuencia del Teorema 3.2.10 damos una versién mas fuerte del [47, Teorema 5.1].

Corolario 3.2.11. Sean X,) C C¢ subespacios tales que dim(X) = dim(Y) = k. Sea R € H(d) tal que
efx =Y. SiU =¢e'Z cU(d) es una rotacion directa de X en'Y, para Z € H(d), entonces

5(Z) < %|Spr(R)\ < s(R).

Demostracién. Si U € U(d) es una rotacién directa de X en Y entonces, hemos visto (ver Definicién
1.3.3) que U = €'Z para Z € H(d) tal que

AZ)= (X, )", -6(X,))"0), donde O(X,Y)" = (0i)ic, €R",

denota el vector de 4ngulos principales positivos, para algin r < [d/2]. Luego, s(Z) = (0(X, Y)*,0(X, Y)*,0)* €
(R%)*. Por otro lado, por el Teorema 3.2.10 tenemos que

5(2) = (O(X, V), (X, )",0) <u 1 (Spr'(R), Spr'(R)* = S |Spr(R)"

Por tltimo por la Proposicién 3.1.2 obtenemos que £[Spr(R)| <. s(R) y el resultado es consecuencia de
estas desigualdades de mayorizacién.

(]
Observacién 3.2.12. Sea A = [ al—)l ; } € H(2). Entonces
2
Sprt(A) = Ay (A) — Aa(A) = [(tr A)% — 4 det A]"* = ((a1 — az)® +4Pp2)"* € Rxg . (3.27)
- A, B ] Ck . :
De forma general, si consideramos A = B A Ck € H(2k) , es natural preguntarse si la desigualdad
2
pY ([(A1 — A)?+4 BB 1/2) < Spr(A), (3.28)

es valida. Notemos que esta desigualdad constituiria una mejora de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.6. Sin embargo,
la ecuacién (3.28) no es cierta en general. Por ejemplo,
2 2

A= cumple que  Sprt(4) = (6,2714, 1,6339) ,

N =N
O = =N
O N = =

0
0 2
9 C
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v A ([(A1 — Ay)? +4B*B] 1/2) — (4,7599, 3,3680). Pero

tr (Sprt(A)) = 7,9053 < 8,1279 = tr ([(A1 — Ay)? +4B°B] 1/2) .

En lo que sigue proponemos una versién débil de la ecuacién (3.28) pero que vale en general (para matrices
autoadjuntas). A

Proposicién 3.2.13. Sea A— | 21 B € € H(2k). Ent
oposicién 3.2.13. Sea A= | 5, A, | CF . Entonces
A((A1 — A2)® +4Re(B)?) =uw Spri(4) . (3.29)
.. . . o 0 I . .
Demostraciéon. Consideramos la matriz unitaria U = [ I 0 ] € U(2k), y conjugamos A, obteniendo
* _ A2 -B*
rav| % ]

Adem4s construimos

D & A_U*AU:[Al—Ag 2 Re(B) ]

2Re(B) Ay — A
Por la desigualdad de Weyl (item 1. del Teorema 1.1.4),

A(D) < M(A) + A(=A) = (Spr(4), —Spr'(4)) € (RZ})* .
Notemos que

(A; — A3)? + ARe(B)? *

D? =
* (A1 — A2)? + 4Re(B)?

Si E £ (A — Ay)?+4Re(B)?, entonces utilizando la Observacién 1.1.3 y el Teorema 1.1.4, tenemos que

(1.2
(ME), ME) ) 2 A(D?) < (Sprt(A)2,Sprt(4)?), (3.30)
dado que z +— 22 es una funcién convexa. Luego la ecuacién (3.29) es consecuencia de la ecuacién (3.30).

O]

Es conveniente notar que la Proposicién 3.2.13 no implica el Teorema 3.2.1 ni el Teorema 3.2.6 (puesto
que la relacién <, no se preserva tomando raiz cuadrada).

3.3. Reformulaciones de la desigualdad clave
En lo que sigue veremos una serie de resultados que son consecuencia de la desigualdad clave dada en

el Teorema 3.2.1. Luego probaremos que esta desigualdad resulta equivalente a varias de las desigualdades
que deducimos aqui (ver Teorema 3.5.1 debajo).
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3.4. Conmutadores generalizados y conjugaciones unitarias

Sean A,Z € H(d), consideremos la curva suave (de unitarios) U(t) = e*Z para t € [0,1]. Los
conmutadores de la forma i (AZ — ZA) € H(d) aparecen naturalmente al trabajar con derivaciones de
U*(t) AU(t) = e7*Z Ae’tZ en t = 0. En efecto

(U*(t) AU 1)) |smo = —e 20 ZAU(@t) + U*(t) A’ Zi Z |i—o = i (AZ — ZA) .

A su vez, estimaciones para s(AZ — ZA) en términos de relaciones de submayorizacién, permiten obtener
cotas para los valores singulares de conmutadores generalizados de la forma AW — W B, donde A, B €

H(d) y W € Mg4(C).

Ahora bien, en el Capitulo 4 estaremos interesados en estimar s(X*A X —Y*AY') donde X,Y € M, ;(C)
son isometrias tales que R(X) = X y R(Y) = Y. En particular, si X’ es un subespacio A-invariante, las
técnicas que permiten estimar dicho vector requieren cotas para s(AW — W B) (ver Seccién 4.3).

Por este motivo, comenzamos esta seccién con la siguiente desigualdad para valores singulares de conmu-
tadores generalizados en términos de la dispersién espectral.

Teorema 3.4.1. Sean A, X € H(d). Entonces
1
AMi(AX =X A)) <w 3 Spr(A) Sprt(X). (3.31)

Demostracion. Si k € I, entonces existe una proyeccion P € H(d) con rk P = k tal que

A (i(AX =X A)) =tr (i(AX - X A)P).
j=1

Mas aun,

tr (i(AX — XA)P) =tr (i (XP - PX)A) <tr (A(i (XP — PX))A(A)),

pues tr(ZW) < tr(M(Z) A(W)), para Z,W € H(d). En efecto, para Z,WW € My(C)* el resultado es
consecuencia de la desigualdad de Weyl 1.1.5 (item 2.).

Si Z,W € H(d), entonces consideramos Z — BI € My(C)t y W — uI € My(C)*t para ciertos 3, u € R.
Luego
w((Z = BI)(W = uI)) = e(ZW) — (BW) — tr(n Z) + tx(B )
< (MZ — BDAW — 1))
— (A(Z) A(W)) — (A1 Z)) — (ABW)) + tr(A (1 8))

de lo que se deduce la desigualdad.
Ahora bien, consideremos la descomposicién matricial por bloques inducida por P:

[ Xn Xi 10 N B R ¢t
X—[Xik2 Xﬂ] y P—{O 0:|:>Z(XP PX)_Z[XTQ 0 }

Notemos B = X123 € My, q—(C); luego por la Proposicion 1.1.10

A(i(XP — PX)) = (s(B), —s(B))" .

Por otro lado el Teorema 3.2.1 implica que s(B) <. 3 Spr(X). Este hecho junto con el ftem 4. del Lema
1.1.6 muestran que

s(B) Sprt(A) < % Sprt(X) Sprt(A). (3.32)
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M4s atin, sea k' < k < d el ntiimero de valores singulares no nulos de B, entonces

k' k'
P (AGE(XP—PX))ANA)) = Z (4)

i=1 =1
y

= sj(B) Spr;(A)
j=1
y

< ) si(B)Sprf(4)
j=1

(3.32) K

< Z Spr Spr (A),

considerando que, Spr;(A) < Sprj‘(A) para j € Iy (completando con ceros a Sprt(A)). Combinando los
argumentos previos obtenemos que

k
Z Aj (z (AX — XA Z Spr Spr Z Spr Spr (A),
j=1
para cada k € I; (ver Observacién 1.1.2), lo que prueba la ecuacién (3.31). O

Aunque el Teorema 3.4.1 contiene mucha informacién, su enunciado es bastante técnico. El siguiente
resultado, que es una consecuencia del Teorema 3.4.1, es mas claro y tiene varias implicaciones directas
(ver Corolario 3.4.4 debajo).

Teorema 3.4.2. Sean A, X € H(d). Entonces
S(AX — X A) <y % Spri(A® A)Sprt (X @ X). (3.33)
Demostracién. Aplicando la ecuacién (3.31) sobre A, —X € H(d), tenemos que
N (AX = XA) = 5 Spr (4) Sprt (=) = 5 Spr (4) Spr (X),

donde hemos usado que Sprt(—X) = Sprt(X).

Ahora bien, consideramos 0 < r < d tal que (\;(i (AX — X A)))jer, denota los autovalores no negativos
de i (AX — X A) (ordenados en forma no creciente). De esta forma

S(AX = XA) = (i (AX = XA)))jer, » Mj(=i (AX — XA) )jer, )"

<w = (Sprt(A)Sprt(X), Sprt(4)Sprt(X))*

DN | =

1
= §Spr+(A69 A)Sprt(X @ X),

que prueba la ecuacién (3.33). O
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Observacién 3.4.3. Notemos que el teorema anterior propone una simetria en la estimacién del conmu-
tador AX — X A. Mas atn, en caso que X o A estén cerca de un multiplo de la identidad, uno esperaria que
s(AX — X A) sea de alguna forma pequeno y este es el caso; fijado € > 0, supongamos que X = uI + X
donde Xy € H(d) es tal que ||X|| < ey p € R. Entonces

s(AX — XA) = s(AXo — XoA) <y eSprT(A® A),
donde hemos estimado Sprt(Xy & Xg) por 2¢ 14, dado que A\(Xp) C [—¢,¢].

Por otro lado, el teorema anterior permite deducir la siguiente desigualdad de submayorizacién (ver
(3.34) debajo) para conmutadores generalizados de la forma AZ — ZB, para A, B € H(d) y Z € M,4(C).
Estimaciones para este tipo de conmutadores (en términos de sus valores singulares) son necesarias para
deducir resultados sobre la variacién absoluta de los valores de Ritz de una matriz A en el caso que X es
un subespacio A-invariante (ver el Teorema 4.1.4 y su prueba en 4.3).

Corolario 3.4.4. Sean Ay, Az € H(d) y X € M4(C). Entonces
S(Al X — XAQ) <w S(X) SpI‘Jr(Al D AQ) . (334)
Demostracién. Consideremos las matrices C = A1 X — X Ay € My4(C),

B:Al@Agz[“él XJeH(zcz) y Z:[_g(* )()(}eiH(Qd).

Notemos que

BZ-ZB= [ X*AlfAQX* AlXEXAz ] = [ CO* (5] € H(2d),
Luego
s(i(BZ —ZB))=s(B(iZ)—(iZ)B)
o %spﬁ(i Z@&iZ) Sprt(B® B)
3.1.2

<w 5(Z)Sprt(B@® B).
Ahora bien, notemos que
s(BZ—7ZB) = (s(A1 X — X A),s(41 X — X 43))",

s(Z) = (s(X),s(X))" v Sprt(B® B) = (Sprt(4; & As),Sprt (41 & As))" .

Combinando los hechos anteriores se obtiene la ecuacién (3.34). O

Observacién 3.4.5. La estimacion del corolario anterior puede compararse con la obtenida por Kittaneh
en [27] para operadores compactos y positivos en un espacio de Hilbert separable (estimaciones que en
particular son vélidas para matrices) que enunciamos a continuacién: Sean A, B € M4(C)* y X € My(C).
Entonces

si(AX — X B) <||X||si(A® B), para i€cly. (3.35)

En este sentido, el Corolario 3.4.4 es vélido para el caso autoadjunto, donde la ecuacién (3.35) no vale en
general. Ademds propone como cota superior a la dispersién espectral de A @ B que en el caso positivo
es mas chica que s(A @ B) (en términos de submayorizacion).
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Observacion 3.4.6. Analizando la prueba del Teorema 3.4.2, vemos que el resultado es consecuencia del
Teorema 3.2.1. Por otro lado, el Corolario 3.4.4 extiende al Teorema 3.2.6 (tomando X = I en la ecuacién
(3.34)); en particular la desigualdad (3.34) es ajustada (ver la Observacién 3.2.7). A

Corolario 3.4.7. Sean A, X € H(d). Entonces

s(AX — X A) <, Spr(X) Sprt (A® A) . (3.36)

Si X € My(C)*t, entonces
1
s(AX — X A) <y 5 | X||SprT (A A) . (3.37)

Demostracién. Para la primera desigualdad, como X € H(d),
1
3 Spri(X @ X) <4 Spr(X),

(ver ecuacién (3.11)). Luego el resultado es consecuencia del Teorema 3.4.2 y el Lema 1.1.6. Para el caso
X € My(C)*t, consideramos Y = X — X[ € H(d) tomando A = || X]||/2. Luego AY —YA=AX — XAy
por el Corolario 3.4.4

S(AX — XA) <y s(X —AI) Sprt(A@ A).

Ahora bien, como s(Y) <Y1 = @ 1 tenemos que s(Y) <y @ 1. Por lo tanto, combinando estos
hechos con la ecuacién anterior y aplicando el Lema 1.1.6 obtenemos la ecuacion (3.37). O

Corolario 3.4.8. Sean A, B € My(C)t y X € My(C). Entonces

s(AX — XB) <y s(X) s(A® B). (3.38)
En particular para cualquier norma unitariamente invariante N,

N(AX — XB) < | X||N(A@ B) . (3.39)
Demostracién. La prueba se deduce del Corolario 3.4.4 y recordando que para C € May(C)+, Spr(C) < \(C) =
s(C). O
Sean A, X € H(d) y sea U := e'X € U(d). Como fue mencionado en el item 7. de la Observacién 3.1.1 (o
como consecuencia de la ecuacién (3.21) del Teorema 3.2.6) tenemos que

s(A—UAU*) <, Sprt(A@ UAU*) = Spr™ (A @ A) = |Spr(4)].

Sin embargo, en el caso en que X estd cerca de un multiplo (real) de la identidad, entonces U = et X

también estd cerca de la identidad; luego, en este caso uno esperaria que A y U* AU también estén cerca.
Similarmente, en caso de que A esté cerca de un miltiplo (real) de la identidad, uno esperaria que A y
U* AU estén cerca. El siguiente resultado provee una estimacién cuantitativa que aborda estas situaciones.

Teorema 3.4.9. Sean A, X € H(d) y U = e'* € U(d). Entonces

s(A— U*AU) < % Sprt(X & X) Spri(Ae A).
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Demostracién. Sea U(+) : [0,1] — H(d) una funcién suave dada por A(t) = =X Ae*X parat € [0,1].
Notemos que A(0) = Ay A(1) = U*AU; usando la desigualdad de Weyl para valores singulares (item 1.
del Teorema 1.1.5)

s(A—U*AU) <y mi:l s(A(%) — A(il)) para todo m € N. (3.40)
=0

m
J
Ademés A(t + h) = e X A(h) et X con e''X € U(d), para t, h, t + h € [0, 1]. Esto permite asegurar que

S(A(L) — A(ZL) = s(A—A(L) para jel . (3.41)

yi
m
Por otro lado, como A — A(0) =0y %A(t)hzo =i (AX — X A) tenemos que (ver Observacién 3.2.8)

s(A — A(%)) = % s(AX — XA)+O(m) con lim mO(m) =0. (3.42)

mM— 00

Luego por el Teorema 3.4.2 tenemos que

s(A—AL)) <w 2 3SprT (X @ X) Sprt(Ae A)+O0(m). (3.43)

1
m
Por lo tanto, combinando las ecuaciones (3.40), (3.41) y (3.43) tenemos que, para un m suficientemente
grande,
1
sS(A—U*AU) <y 3 Spri(X @ X) Sprt(A® A) +mO(m).

El resultado se obtiene tomando m — oo en la expresion anterior.

O

Observacién 3.4.10. Inspeccionando la prueba del Teorema 3.4.9, observamos que este resultado es
consecuencia del Teorema 3.4.2 mediante su aplicacién en la ecuacién (3.43).

3.5. Equivalencias entre desigualdades

Y. Tao prueba en [51] que la desigualdad (3.15) es equivalente a la desigualdad de Zhan (3.19). Més
aun, podemos ver que la desigualdad de Kittaneh (3.35) generaliza a la desigualdad de Zhan. Basados en
estas ideas, veremos la equivalencia entre varias de las desigualdades principales obtenidas en las secciones
3.2 y 3.4. En particular ya hemos probado las desigualdades involucradas en el teorema siguiente (3.5.1);
sin embargo cada una de las desigualdades es de interés en si misma y se enfocan en contextos distintos.

Teorema 3.5.1. Las siguientes desigualdades son equivalentes:

1. Dados A1, Ay € H(d) entonces

8<A1 — AQ) <w Spr+ (A1 D Ag) . (344)
[ 4 B Cd
2. Dado A = [ B Ay ] cd € H(2d) entonces
25(B) <y Sprt(A) . (3.45)
3. Dados A, X € H(d), entonces
1
sS(AX — XA) <y 3 Spri(X @ X) Spri(A® A). (3.46)
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4. Dados A, X € H(d) y U = e'X € U(d) entonces

(A — U AT) <0 % Sprt (X & X) Sprt (A& A). (3.47)

5. Dados X,y C C% y Z € H(d) tales que e'?X =Y, entonces
1
O(X,Y) <uw 3 Sprt(Z) . (3.48)

Demostracién. 1. = 2.: Sea B = U|B| la descomposicién polar de B, donde U € U(d). Si

U 0

W:[o I

] €U(2d) entonces W*AW = [ vAU U*B } = [ vrAU - |B| } .

B*U Ao | B| Ay

Ahora bien, como Spr(A) = Spr(W*AW) y s(B) = s(|B]), para probar la ecuacién (3.45) podemos asumir

que B € H(d). En este caso, tomando R = [ ? é ] € U(2d) NH(2d), vemos que
A, B A+ RAR Atdr
RAR = |: B A :| 9 = |: é A1-5A2

Por la desigualdad de Weyl (item 1. del Teorema 1.1.4),

3 A+ RA
= a4) S sprr (AT < sprt(a).

A+ RAR\  MA) + \(RAR)
/\< . >< /

En consecuencia, para probar la ecuacién (3.45) podemos asumir que B € H(d) y que A3 = As.

I I A
‘e _ 1 } _ 1
Ademds tomemos Z = 7 [ N ] € U(2d). En este caso tenemos que A [ B A ] y por lo tanto
* _ Al - B 0 + * _ +
Z*AZ = [ 0 A+ B ] y  Spr'(Z*AZ)=Spr(A) . (3.49)

(3.44) 3.49
Lucgo 25(B) = s([A1 — B] — [A1 + B]) = Spr*([A; — Bl & [A; + B]) "2 sprt (4).
Por otro lado ya hemos probado que (ver Observaciones 3.4.6 y 3.4.10) 2. — 3. — 4.

4. = 3. Sean A, X € H(d). Consideramos D(t) = A — e~"*X AeitX parat € [0,1]. Entonces, D(-) es
una funcién suave tal que D(0) = 0y D'(0) = —i (AX — X A). Luego por la desigualdad de Weyl para
valores singulares tenemos que (y nuevamente un argumento de tipo Taylor)

s(t(AX — XA)) =s(A—e "X A'*) 1+ 0(t) con lim —2% =0.
Luego por la ecuacién (3.47) vemos que
Lo 4 n O(t)
s(AX — X A) <y §Spr (X & X) Spr (AEBA)—i—T.

Luego 3. se obtiene tomando el limite ¢ — 0. Como 3. implica el Corolario 3.4.4, que implica 1. (tomando
X = 1) vemos que 1. - 4. son equivalentes. Ademads, ya hemos probado(en la prueba del Teorema 3.2.10)
que 2. = 5. Por lo tanto, bastaria probar que 5. — 2.
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En efecto, fijemos A € H(2d) como en 2. Sea X = C? @0 C C? @ C? y sea Y(t) = 't AX, para t € [0,1].
Sean

X = [ I(;i } , X1 = { 1? ] € Mq(C) vy Y(t)=¢€'""X para tel0,1].
d

Luego, por la ecuacién (1.3), tenemos que
sen(O(X, V(1)) = s(Y(1)* X 1) = s(X 4 X ).

Como Y*(0) X, =0y L(Y*(t) X|)[;=0 = iX AX, = iB € My(C) obtenemos que (ver Observacién
3.2.8)

=0.

ts(B) =sen(O(X, Y(t))) + O1(t) con  lim O.(t)

t—0t 1

Por otro lado, como ©(X, Y(t)) es una funcién continua de ¢ € [0, 1] tal que ©(X, Y(0)) = 0, tenemos
que

sen(O(X, Y(t))) = O(X, Y(t)) + Oz(t) con  lim (1)

t—0t 1

=0.
Los hechos anteriores junto con la ecuacién (3.48) de 5. prueban que
t 2
ts(B) <w 3 Sprt(A) + O1(t) + O2(t) = 25(B) <y Sprt(A) + n (O1(t) + O2(1)) -

Por lo tanto 2. se obtiene de la desigualdad anterior tomando el limite ¢t — 0. O

Observacién 3.5.2. Cabe destacar que el item 2. del Teorema 3.5.1 implica el Teorema 3.2.1 en su forma
general (cuando el bloque B puede ser rectangular). Este hecho es consecuencia de la ecuacién (3.9) en
la Observacion 3.1.1. a\
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Capitulo 4

Submatrices principales, angulos y
dispersion espectral

El objetivo de esta seccién es describir una serie de desigualdades para la variacion absoluta de los va-
lores de Ritz, muy relacionadas con la [30, Conjetura 2.1]. En este desarrollo, algunas de las desigualdades
de mayorizacion previamente obtenidas en la Seccién 3.3 seran cruciales.

En la Seccién 4.1 establecemos los resultados sobre el proceso de extraccién de submatrices (4, X,)) —
Y *AY,, donde Y, = Y, (X, U) estd definido por Y, = U X para una rotacién directa U de X en ). En este
caso, acotaremos el vector de valores singulares s(X*AX —Y*AY,) en términos de los dngulos principales
O(X,Y) vy la dispersién espectral Sprt(A). En la Seccién 4.4 aplicaremos los resultados previamente
desarrollados para obtener cotas superiores para la variacién absoluta de los valores de Ritz.

4.1. Variacion de submatrices principales

Observacién 4.1.1. Comenzaremos recordando algunas notaciones y hechos que utilizaremos para de-
sarrollar los argumentos principales. Siguiendo la Notacién 2.0.1, X, Y C C? denotan subespacios k-
dimensionales de C?. Ademds, Zx(k,d) corresponde al conjunto de isometrias X € M, ,(C) con rango
R(X)=2X.

Por otro lado, recordamos que los dngulos principales entre X e ), notados O(X,)) = (6))jer, €
([0, 7/2]%)*, estan dados por

cos(0) = (cos(0;))jer, = (8k—j+1(XY))jery (4.1)
donde X € Zy(k,d) e Y € Zy(k,d) (ver Definicién 1.3.2).

Por tltimo, recordamos que la descomposicién de Halmos permite describir C¢ en términos de los subes-
pacios X e Y. Asumiendo que (ver la prueba del Teorema 4.1.2 debajo)

x+tnyt={o},
recordamos que podemos considerar los subespacios de C%:
Si=XnYHexng , S=&nyY)eXtng vy S=XnY)aeQng).

De esta forma,
Cl=(XNY)®SDS,. (4.2)

Sea U una rotacién directa de X en ), consideremos p = dim(X N Y+) y r = dim(X N G). En este caso,
existen bases ortonormales para 81 y Sa, vy matrices diagonales semidefinidas positivas

C =diag(cos(®)) y S =diag(sen(®’)) e M, (C)T,
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donde ©' = ($1,, 01,...,0,) denotan los dngulos principales entre S; y S3, tales que
I 0 0
uv=1(0 C -S]. (4.3)
0o s C

Esta descomposicién matricial se obtiene a partir de la BON construida por yuxtaposicién de bases
ortonormales para X NY, S1 y S2. Asi (61,...,0,) € (0,7/2)" denota los dngulos principales entre X NG
e YN G. Méas aun, en este caso si s = dim X’ N ), entonces

o= (21,00, ..0) v Ox =0,

A

A continuacién enunciamos los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4, cuyas pruebas daremos posteriormente en las
secciones 4.2 y 4.3.

Teorema 4.1.2. Sean A, B € H(d) y sean X, Y C C¢ subespacios tales que dim(X) = dim()) = k. Sean
U = U(X,Y) una rotacién directa de X en'Y y © = O(X,Y) € ([0,7/2]%)* los dngulos principales entre
X e Y definidos en (4.1). Dado X € Ty (k,d), si consideramos

Y, =Y(X,U) € UX € Iy(k,d),

entonces tenemos que

(4.4)

S(X*AX — Y BY,) <u s(A— B) + O(X,) (Spr+ (A);Spﬁ (B)> .

Observacién 4.1.3. El teorema anterior corresponde a una situacién general de dos matrices autoad-
juntas A, B € H(d), que permite estimar los valores singulares de X* A X — Y* BY, en términos de dos
cantidades; por un lado s(4— B) detecta la cercanfa de A y By por otro O(X,Y) y & (Spr*(A4)+Spr™(B))
proveen un control mediante la distancia entre los subespacios X e ), en términos de los dngulos princi-
pales v la dispersion espectral de A y B respectivamente. Notemos que en el caso que A y B estdn cerca
de muiltiplos de la identidad, el término s(A — B) es el que tiene mayor peso en la estimacion, al igual
que cuando los subespacios X e ) estan cerca.

A

El siguiente resultado corresponde al caso invariante (cuando X es A-invariante), que permite obtener
cotas superiores mas fuertes para pequenas perturbaciones ) de X.

Teorema 4.1.4. Bajo las hipdtesis del Teorema 4.1.2, y asumiendo ademads que el subespacio k-dimensional
X es A-invariante, tenemos que

S(X*AX — Y AY,) <y O%(X,Y)Sprt (A). (4.5)
O
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Observacién 4.1.5. Notemos que el teorema anterior permite mejorar la estimacion para el caso A = B
del Teorema 4.1.2, admitiendo una cota de orden cuadratico con respecto a los dngulos ©(X,)). Esta
mejora, que se debe a la condicién adicional de que X es A-invariante, se obtiene a través del refinamiento
de las técnicas utilizadas para probar 4.1.2.

Por otro lado, este caso permitird obtener cotas superiores para la variacién absoluta de los valores de

Ritz de A a través de la desigualdad de Lidskii
ANXTAX) = AYAY, )| <w s(XTAX - VAY,).

4.2. Prueba del Teorema 4.1.2

En lo que sigue describiremos las técnicas y los resultados necesarios para probar los Teoremas 4.1.2 y
4.1.4. Para esto recordamos la siguiente notacion:

1. A, B € H(d).
2. X, Y C C% son subespacios tales que dim(X) = dim()) =k y X € Zx(k,d).
3. U=U(X,Y) € U(d) denota una rotacién directa de X en ).

def

4. Y, =Y, (X,U) € UX € Ty(k,d).

5. O(X, Y) € ([0,7/2]%)* denota los 4ngulos principales entre X e ).

El enfoque para probar el Teorema 4.1.2 se basa en el siguiente argumento: vamos a considerar las curvas
suaves

L(-):[0,1] > H(d) e Y.(-):[0,1] = Z(k,d), (4.6)
tales que L(0) = A, L(1) = B, Y,(0) = X e Y, (1) = Y,. Ademads, consideramos la curva suave
~v:[0,1] = H(k) dadapor ~(t)=Y,.(t)" L(t)Y,.(t) para te€]0,1]. (4.7)
Una vez construida ~(-) aplicaremos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.1. Sea v : [0,1] = M, ((C) una curva suave tal que v(0) = C y (1) = D. Entonces

S(D—0C) <w/0 s(v/(1)) dt.

Demostracion. Notemos que por el teorema fundamental del cdlculo tenemos que

D~ C=~(1) —(0) = /0 V(1) dt. (48)

Por otro lado, para n € N consideramos la particién regular {to =0 < t; < ... <1, = 1} de [0,1] de
forma que t; = 2, para j € {0} UL, y Aj =t —t; 1 = % = A, para j € I,,. Luego,

n

1 1
[ r@de=tm S a0y [ s de= tim S s0e) A (@9)
0 0 =
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donde utilizamos que 7/ (t) € M,, ¢(C) y s(7/(t)) € R™, para t € [0,1], son continuas (por hipétesis y por
la continuidad de los valores singulares). Luego por la desigualdad de Weyl aditiva (ver Teorema 1.1.5)
tenemos que

S(7'(t)) A (4.10)

n n
S(Z ’Yl(tj) Ap) <w

=1 =

Finalmente el resultado se obtiene combinando las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.10), junto con la continuidad

de los valores singulares y el siguiente hecho: si (up)nen ¥ (Vn)neny € R™ son sucesiones que convergen a

u vy v € R™ respectivamente y tales que u,, <, v, para cada n € N, entonces u <, v. O

Si bien los argumentos considerados anteriormente son validos para cualquier eleccién de curvas suaves
L(-) e Y,(:) como en la ecuacién (4.6), estamos particularmente interesados en elecciones que permitan
obtener mejores cotas superiores. Por lo tanto, buscamos aquellas curvas L(:) e Y,.(-) para las cuales la
curva asociada 7(+) de la ecuacién (4.7) es minimal en cierto sentido.

Es importante senalar que no vamos a estudiar el problema de minimalidad asociado, simplemente ele-
giremos L(-) e Y,(-) de forma que tengan propiedades de minimalidad por separado y usaremos estas
elecciones para construir y(-).

Para L(-) hay una eleccién natural; el segmento que une A y B, es decir,
Lt)y=(1—-t)A+tB para tel0,1]. (4.11)

A continuacién construiremos Y;.(t), basados en los conceptos previamente descriptos en la descomposicién
de Halmos. En funcién del argumento anterior, definimos

I 0 0
uty= [0 ce) —s@ | eu, (4.12)
0 St O

donde S(-), C(:): [0, 1] = H(p + r) estan dados por
S(t) = diag(sen(t®')) y  C(t) = diag(cos(t®’)) € Mp;.(C)T. (4.13)

AsiU(0) =1y U(1) =U. A partir de la construccién explicita de U(t) definimos

I 0 I 0
Y,t)=U{t)X =10 C(t) con X=1[0 I], (4.14)
0 S(t) 0 0

donde la representacion matricial por bloques es con respecto a la descomposicién
Cl=(XANY) DS &Sy, como antes.

En este caso, resulta que
Y=Y, ()" L(t) Y, (t) = X" (U@)*L(t)U(t)) X para te]0,1]. (4.15)
Notemos que, derivando la ecuacién anterior obtenemos
YY) =XUR)' LU X+ X (U @) LU+ U L) U'(t)) X . (4.16)

El primer término de la ecuacién (4.16) puede ser estimado utilizando la desigualdad de Lidskii. Esto nos
deja con el andlisis del segundo término. Usando identidades trigonométricas obtenemos que U(t 4+ h) =
U(t)U(h) parat, h, t+h € [0,1] y también U(t)* = U(—t), para t € [0, 1]; por lo tanto U’(t) = U(t) U'(0)
y de forma similar (U'(t))* = —U’(0) U(¢)*. En consecuencia, considerando

At =U®) L) U), (4.17)
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resulta que
X (U LOUG)+UB LU (t)) X = X" (A@})U'(0) = U'(0) A(t)) X . (4.18)

Derivando la ecuacién (4.12) obtenemos que

0 O 0
U0 =0 0 —Deo|eci Hd)),
0 De 0
donde Der es la matriz diagonal con diagonal ©' = (§1,, 61,...,6,) definida anteriormente y i - H(d)

denota al espacio de matrices antihermitianas.

Consideremos la representacion matricial de A(t) = (A;; (t))f‘ j=1 con respecto a la descomposicion de la
ecuacién (4.2). Un célculo directo, utilizando la descomposicién matricial por bloques anterior, muestra
que

X (A(®) U(0) — U'(0) A(t)) X = 2 Re(<8 ﬁﬁiﬁii) < Dl/)). (4.19)

Observacion 4.2.2. Manteniendo la notacién anterior y utilizando la desigualdad multiplicativa de Weyl
(Teorema 1.1.5) tenemos que

S(X* (A U'(0) — U'(0) A(t)) X) <u 205 ( <A13(t)> ) , (4.20)
Agg(t)
donde hemos usado que © = (©',0;) € (R‘;OV y la Observacién 1.1.2. Ahora bien, podemos considerar la
siguiente representacién por bloques para A(t)

A () An(t) | Aws(t)

A = | An(t) As(t) | Ass(t) | | (4.21)
Asi(f) Asa(t) | Ass(t)

con respecto a la descomposicién

Cl=[(XnY) @S ]as:.

Aq3(t)
Ags(t)
3.2.1 aplicado a A(t) y el Lema 1.1.6, tenemos que

Luego la matriz ( ) puede verse como un bloque anti-diagonal de A(t). Por lo tanto, por el Teorema

s(X* (A(t)U'(0) — U'(0) A(t)) X) < 2O s < <ﬁ;§8> > <w O Spr(A(t)). (4.22)

A

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.1.2 que enunciamos nuevamente a continuacién.

Teorema 4.1.2. Sean A, B € H(d) y sean X', Y C C? subespacios tales que dim(X) = dim()) = k. Sean
U = U(X,Y) una rotacién directa de X en Yy © = O(X,)) € ([0, 7/2]%)* los dngulos principales entre
X e ) definidos en (4.1). Dado X € Zx(k,d), si consideramos

def

Y, =Y (X,U) ¥ UX € Ty(k,d),

entonces tenemos que

S(X*AX — Y BY,) <y s(A— B) + O(X,)) (Spﬁ (A) + Spr* (B)> .

2
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Demostracién. Supongamos primero que X+ N Y+ = {0}. Sea () : [0,1] — H(k) definida como en la
ecuacién (4.15), donde Y;(+) estd definido como en la ecuacién (4.14). Notemos que por construccion «y es
una curva suave tal que v(0) = X*AX y v(1) =Y, * BY, . Por la Proposicién 4.2.1 tenemos que

sS(X*AX — Y BY,) < /01 s(Y/(1)) dt. (4.23)

Usando la ecuacién (4.16) y la desigualdad de Weyl (ver Teorema 1.1.5), tenemos que

s(Y' () =w s(X*U(#)" L'(1) U(t) X) o)
4.24
+s(X* ((U'(1)" L) U(8) + U ()" L) U'(t) ) X),

donde L(t) = (1 —t) A+t B, para t € [0,1] como antes. Luego L'(t) = B — A y por lo tanto
sS(X*U)' LU X)=s(X*Ut)*(B—-A)U(t)X) <w s(A— B),

donde hemos usado la Observacién 1.1.7. Los hechos anteriores junto con el item 2. del Lema 1.1.6
muestran que

/ (XU L U () X) d <y (A B). (4.25)
0

Notemos que A(t) y L(t) son conjugados unitarios, por lo tanto tienen la misma dispersién espectral.
Luego, por la Proposicién 3.1.3 tenemos que

Sprt(A(t)) = Sprt(L(t)) < (1 —t)Spr*(A) +tSprt(B). (4.26)

Por las ecuaciones (4.22) y (4.26) y usando el item 2. del Lema 1.1.6,
1
/ sS(X*((U'@) " LOYUR)+U@)* L) U'(t) ) X) dt <y
0

1 1
1
) (Spr+(A)/ (1—1t)dt+ Spr+(B)/ t dt) =3 O (Sprt(A)+ Sprt(B)).
0 0
Usando esta ultima relacién de submayorizacién, junto con las ecuaciones (4.24) y (4.25) obtenemos

1 o+ o+
0

(4.27)

Luego el resultado se obtiene combinando las ecuaciones(4.23) y (4.27).

En caso que X+ N Y+ # {0}, consideramos el subespacio Z = X +Y C C?y Z € Zz(m,d), donde
m = dim(Z).

Sean A" = Z*AZ, B ' = Z*BZ € H(m) ysean X' = Z*X e Y' = Z*Y, € Z(k,m). Si X' = R(X')
e V' = R(Y') denotan los rangos de X’ e Y’ tenemos que (X')* N (Y')t = {0}. Ademds, (X')*Y’ =
(X*Z)(Z*Y,) = X* PzY, = X*Y, (donde Pz € H(d) denota la proyeccién ortogonal sobre Z C C%).
Luego, concluimos que ©(X’,)) = O(X,)) € (R¥)¥, por definicién de dngulos principales.

Este argumento permite aplicar la primera parte de la prueba a las matrices A’, B’ € H(m), la isometria
X' y el subespacio )'. En este caso, consideramos una isometria ¥;) = U’ X', donde U’ € U(m) es una

rotacién directa de X’ en ). Ahora bien, notemos que Z*UZ es una rotacién directa de X’ en )’ de
forma que podemos tomar Y, = Z*U Z Z*X = Z*Y, = Y'. Luego, obtenemos la siguiente desigualdad

Sprt (A4’) + Spr* (B’)) .

(4.28)

s(X)*AX' —(Y')'B'Y') < s;(A—B)f_, +© ( 5
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Ma3és aun, notemos que

(XA X'=X*Pz APz X =X*AX y
(Y')*B'Y' =Y Pz BPzY, =Y'BY,.

Por lo tanto,
s(XVAX' —(Y)'BY)=s(X"AX -Y BY,). (4.29)

Por otro lado, usando la Observacién 1.1.7 (o las desigualdades de entrelace) vemos que
s(A'—BY=s(Z*(A-B)Z) <y s(A—B) vy
Sprt(A’) <, Sprt(4) , Sprt(B') <, Sprt(B).

Finalmente, el resultado es consecuencia de las desigualdades de submayorizacion anteriores, combinadas
con las ecuaciones (4.28) y (4.29). O

4.3. Prueba del Teorema 4.1.4

Notacion 4.3.1. Repasamos la notacién a utilizar para la prueba del Teorema 4.1.4. Consideramos:
1. A€ H(d).
2. X, Y C C% son subespacios tales que dim(X) = dim())) = k y X es A-invariante.
3. U=U(X,)Y) € U(d), es una rotacién directa de X en ).

4. Y, =Y, (X,U) € UX € Iy(k,d). A

La técnica para probar este resultado es similar a la utilizada en la secciéon anterior. Primero probaremos
un caso particular del Teorema 4.1.4 cuando k = dim(X’) = dim()’) < d/2 (ver Proposiciones 4.3.2 y 4.3.3
debajo). Luego, reduciremos el caso general a este caso particular previamente desarrollado. En lo que
sigue consideramos la descomposicién

Cl=x®Xxt asumiendoque XNY= {0} vy Xtnyt= {0}.

Notemos que en este caso

A= A 0 es decir  Ajg = A3 =0. (4.30)

Dada una rotacion directa U de X en ), consideramos la descomposicién por bloques

(e s
U“”‘(S(t) c<t>>’

donde S(-), C(-): [0, 1] = H(p + r) estdn dados por
S(t) = diag(sen(t©)) vy  C(t) = diag(cos(t©)) € M, (C)"
En este contexto © = O(X,Y) = (5 1,, 61,...,0,) € ([0,7/2]%)% donde, como antes,
p=dimX Ny =dimx+nYy) y r=dmXoXnyH))=k-p.
En este caso, definimos

Yi(t) = U(t) X = <S(t)> con X = (é) , (4.31)
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donde consideramos la representacién por bloques con respecto a la descomposicién C4 = X @ X+. En
este caso, tomamos

vy@t) =Y, () AY,(t) = X (U)*AU(t)) X = X*A(t) X para te][0,1], (4.32)
donde A(t) = U(t)* AU(t). Derivando,
Y (t)=X*"A'(t) X = X* (A(t) U'(0) = U'(0) A(t)) X, (4.33)

donde hemos usado que U(t + h) = U(t)U(h), para t, h, t + h € [0,1], de forma que U'(t) = U(t) U’'(0)
y similarmente (U’(t))* = —U’(0) U(¢)*. De forma andloga al desarrollo en la ecuacién (4.19), usando las

representaciones matriciales por bloques anteriores y tomando A(t) := (A;; (t))i j—1, tenemos que

Y'(t) = X" (A(t) U'(0) — U'(0) A(t)) X = 2 Re( A12(t) De) - (4.34)

Recordemos que X es un subespacio A-invariante, de forma que la representaciéon por bloques de A es la
expuesta en la ecuacion (4.30). Luego, si consideramos la representacién por bloques A(t) = U(t)* AU(t) =
(Aij(t))?,j:1 tenemos que,

Alg(t) = S(t) A22 C(t) — C(t) AH S(t) para t &€ [0, 1] . (4.35)

La ecuacién (4.35) muestra que X’ podria no ser A(t)-invariante, para t € (0, 1]; sin embargo, basados en
el hecho de que X es A-invariante, probaremos que es posible obtener una cota superior conveniente para
el crecimiento de los valores singulares de 7/(¢), para t € (0, 1]. En efecto, usando la ecuacién (4.35) vemos
que

2 Re(Alg(t) D@) =2 Re( (S(t) AQQ C(t) - C(t) A11 S(t) ) D@) .

Miés atn, como S(t), C(t) y Do conmutan entre si, entonces
2 Re(Alg(t) D@) =2 Re( S(t)(AQQ D@ — D@ AH) C(t) ) . (4.36)
Usando los items 2. y 3. del Teorema 1.1.5 junto con las ecuaciones (4.34) y (4.36) obtenemos que

s(Y(t)) =25 (Re(A1a(t) Do) ) <w 2¢O s(Azs Do — De A1) (4.37)

donde hemos usado que s(S(t) ) = A(S(t) ) =sen(t©) < ¢ O (entrada a entrada) y que 0 < C(t) < I.
Proposicién 4.3.2. Bajo la Notacion 4.5.1, supongamos que X 1Y = {0}. Entonces

s(X*AX — Y AY,) <, 0% Spr(A), (4.38)
Demostracién. Consideramos primero el caso X+ nN Y+ = {0}. Bajo esta suposicién, consideramos la

curva y(t) para t € [0,1] dada en la ecuacién (4.32). Como v(0) = X*AX y v(1) = Y,* AY,, la Proposicién
4.2.1 muestra que

S(X*AX — Y AY,) <y /01 s(y/(t)) dt . (4.39)
Ademas, por la ecuacién (4.37), tenemos que

s(Y'(t)) <w 2t O s(Az2 Do — Dg A11) . (4.40)
Ahora bien, el Corolario 3.4.4 establece que

S(A22 D@ — D@ All) <w C] Spr+(A11 ©® A22) =06 SpI‘+(A> 5 (441)
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donde hemos usado que A = A1 @ Agg por hipdtesis (X es A-invariante). Por lo tanto, combinando las
ecuaciones (4.40) y (4.41),

s(7 (1) <w 2602 Sprt(A) “) s(X* AX —VFAY,) <p ©2Sprt(A)

donde hemos usado el Lema 1.1.6. Finalmente, para el caso X-NY* # {0} podemos realizar un argumento
analogo al utilizado en el final de la prueba del Teorema 4.1.2, para reducirlo al caso X+ N Y+ = {0}y
probar la desigualdad (4.38).

O

Proposicién 4.3.3. Utilizando la Notacion 4.3.1 y asumiendo que X, Y C C? son subespacios tales que
dim(X) = dim(Y) = k < d/2. Entonces tenemos que

s(X*AX — Y AY,) <, ©%Spr(A). (4.42)

Demostracién. Asumamos que k = dim(X) = dim()) < d/2 y que X' e ) son subespacios arbitrarios
tales que X' es A-invariante. Si X N) = {0} entonces la ecuacién (4.42) es consecuencia de la Proposicién
4.3.2. En caso que X' N} # {0} consideramos la siguiente

Afirmacion: para todo t € [0,7/2] existe un subespacio k-dimensional )(t) C C¢ y una rotacién directa

W(t) € U(d) de X en Y(t) de forma que X N Y(t) = {0} para t € (0,7/2],

lim Pygy=PycH(d) y lim W(t)=U.

t—0t t—0t

Asumamos primero que la afirmacion es cierta (por un momento). Sea Y, = W(t) X, para t € [0, 7/2]
y notemos que lim; ,o+ Y,; = UX =Y, (como en el enunciado del teorema). Dado que X N Y(t) = {0}
para t € (0,7/2], por la Proposicién 4.3.2 tenemos que

s(XTAX =Y AY, ) <w O(X, V(t)?Sprt(A) para te (0,7/2].
Por continuidad de los valores singulares (y por lo tanto de los dngulos principales) concluimos que

S(X*AX —YFAY,) = lim s(X*AX =Y AY, ) <u Jim, O(X, Y(t))*SprT(A)

t—0t

= O(X,))*Sprt(A).

Prueba de la afirmacion. Si dim(X NY) = s > 1, notamos que
dim(X+ nYt) = dim(x4) + dim(Y+) — dim(X N YY)t > s.
Por otro lado, tenemos las descomposiciones
X=@nY)aXnYHe@ng) e Y=@XnY)o@ n))eng),

donde G denota la parte genérica de los subespacios X e ) (ver descomposicion de Halmos). Sean ©' =
(21,,6; ...,0,) los dngulos principales entre Sy := (X NYL) @& (X NG) y (X NY) @ (YNG), donde
p=dim(X NYL) =dim(X+NY)yr=dimXNG) =dim(Y NG); entonces, ® = O(X, ) = (0, 0,) €
[0,7/2]%, donde k = p +r + s.

Sea U € U(d) una rotacién directa de X' en ). Entonces existe una BON B para C¢, compatible con la

descomposicién

Cl=xnY)aesSesSaextnyh, (4.43)
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donde Sy = (Xt NY) @ (AL NG), tal que

I 0 0 0
0 C —S 0

U=|y ¢ & ol (4.44)
00 0 I

donde C =diag(cos(®’)) y S =diag(sen(0’)) € My, (C)T
son matrices diagonales semidefinidas positivas.

Sean {v;};er, vectores en B que forman una BON de X N Y y {w;};e1, los vectores en B que forman
un sistema ortonormal en X+ N Y+ (usando que dim X+ N Y+ > s). Luego tomamos u;(t) = cos(t) v; +
sen(t) w;, para j € Iy y S(t) el subespacio generado por el sistema ortonormal {u;(t)};e1,, parat € [0,7/2].
Ademas, consideramos

V) =St)® (X+*nY)® (YNG) para tel0,7/2].
Por construccion, dim(Y(t) = k) y para 0 < t < 6, tenemos que
O(X, V(1) = (6;()jer, = (&', t1,) € (0, /2"

En particular, X N Y(t) = {0} para 0 <t < 0. Ademas lim;_,o+ Py(;) = Py, pues
S(0)=xNY.

Consideremos la descomposicién ortogonal
Cl=z020T, (4.45)
donde 7 = (Xt nY+) e 8(%),
Z=@ny)e@nyHe@Eng y Z=@nye@ ngess).

Ahora bien, a partir de la descomposicién dada en la ecuacién (4.45), construimos la matriz por bloques
W (t) dada por

Cl(t) -5y (t) 0
W)= | S1(t) Cyi(t) O para te€[0,7/2], (4.46)
0 0 1

donde C(t) = diag(cos(t) 1, cos(0®')) y Si(t) = diag(sen(t) 1, sen(©’)). Luego, W(-) es una funcién
continua tal que W (t) es una rotacién directa de X en Y(t), para t € [0,7/2], y tal que W(0) = U
(comparar las ecuaciones (4.44) y (4.46)). Estos hechos prueban la afirmacién.

O
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.1.4, que enunciamos nuevamente a continuacién.
Teorema 4.1.4. Bajo las hipdtesis del Teorema 4.1.2, y asumiendo ademas que el subespacio k-dimensional
X es A-invariante, tenemos que
S(X*AX — Y AY,) <y O%(X,Y)Sprt (A). (4.47)

Demostraciéon. En caso que k < d/2, el resultado es consecuencia de la Proposicién 4.3.3. Por otro lado, si
k > d/2 consideramos los subespacios X', ) inmersos en Ccd = ClpCld-9 para cierto k < d’/2, tomando
X' =X80g_q C C¥yy = V&0g—ay C C%. Notemos que en este caso O(X',)') = O(X, ), 0@—a))-
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De forma similar, insertamos X, A y U obteniendo X' = <)()<> € Zyi(k,d’),

A= <61 Ah&)z) EH(A) v U= (g ?> culd),
d+1

donde h = [5=] (parte entera). En este caso U’ es una rotacién directa de X’ en )’ tal que

A 2T UX o Y,
o= (3) - 3)-

X*AX — Y;*AYT>

Luego tenemos que

(X/)*A/X/_(Y;/)*Alyvr/: < 0

Por lo tanto, por la Proposicién 4.3.3 resulta que

S(XTAX — Y7 AY,) = s(X) A X' — (Y))'A'Y)) <4 (X, V') Spr(4').
Finalmente, por construccion,

Spr(A) = (Spr'(4),0n) = O(X",Y)*Spr'(4A') = O(X, Y)*Sprt(4) ,

donde b/ = [£] — [4] > 1. O

4.4. Una aplicacién: sobre la variacion absoluta de los valores de Ritz

Como ya hemos mencionado anteriormente, una de las motivaciones pare el estudio de la variacién absoluta
de los valores de Ritz de A € H(d) alrededor del subespacio X de C?, es que dicha variacién provee de una
medida indirecta de la calidad del subespacio X como posible subespacio invariante de A. Como ejemplo de
dicho fenémeno, recordamos la siguiente desigualdad mencionada en la Seccién 2.1: sea Py y la proyeccién
ortogonal sobre el subespacio X + Y de C%, sean Ry = AX — X(X*AX) y Ry = AY — Y(Y*AY) los
residuos de A en X e Y. Si X' e Y se encuentran en posiciéon aguda (es decir, de forma que 6; < 7/2, para
j € I) entonces el Corolario 2.1.6 establece que

AXAX) = A(Y*AY)| <4 [s(Pasy Bx) + s(Pasy Ry)] (tan(6;))_, . (4.48)

Ahora bien, cuando X e ) estan cerca, los residuos de A en X e Y son comparables; mas aun, como
podemos comparar tan(f;) ~ 6;, para j € I, concluimos que la desigualdad de la ecuacién (4.48) provee
una cota superior de primer orden para la variacién absoluta de los valores de Ritz de A alrededor de X,
en términos del residuo Rx (donde la distancia entre los subespacios es medida en términos de los dngulos
principales). Por lo tanto, si Rx es pequenio, entonces la variacién absoluta también resulta pequena.

En este sentido estamos interesados en obtener cotas superiores auténomas para la variacién absoluta de
los valores de Ritz de A € H(d) asociados con los subespacios k-dimensionales X’ e ), en términos de los
angulos principales entre X e ), y la dispersion espectral de A. En este contexto, Knyazev y Argentati
conjeturaron (ver [30, Conjetura 2.1]) las cotas superiores de las ecuaciones (2.31) (caso general) y (2.32)
(caso X es A-invariante). El siguiente resultado confirma parcialmente dichas conjeturas.

Teorema 4.4.1. Sea A € H(d) y sean X, Y € Z(k,d), con rangos X = R(X) e Y = R(Y) tales que
dim(&X) = dim(Y) = k. i © = ©(X,)) entonces:

1. tenemos que
IMX*AX) — AMY*AY)| <, ©Sprt(A). (4.49)
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2. Mds aun, si X es A-invariante, tenemos que

INX*AX) — MY*AY)| <, ©2SprT(A). (4.50)

Demostracion. Sea U € U(d) una rotacién directa de X en )V y sea Y, = U X como en el Teorema 4.1.2.
Como R(Y;) = R(Y) entonces V =YY € U(k) y tenemos que

AY*AY) = AV Y AY V*) = MY* Py APy Y;) = A(Y* AY,) € RF.
Por la desigualdad de Lidskii (Teorema 1.1.4) y el Teorema 4.1.2 tenemos que

AMXTAX) - A(YTAY)| = [MXTAX) - AV AY,)|
<w | MXTAX —YFAY,)|
= S(X*AX - Y} AY,) <, ©Sprt(A).

Para probar el item 2. debemos realizar un argumento andlogo y utilizar el Teorema 4.1.4.

Observacion 4.4.2. Comparando las Conjeturas (2.31) y (2.32) con el Teorema 4.4.1, notamos que no
aparece como factor Sprt (A, X +)) sino Spr*(A). Esto que a priori pareceria indicar una peor estimacién
en términos de la dispersién espectral, es en realidad un detalle técnico.

En efecto, inspeccionando la prueba del Teorema 4.1.2 para el caso A = B, podemos observar la aparicién
en las estimaciones finales de una matriz A’ = Z*A Z, que se corresponde con la compresién Ay y =
PxyyA|,.,, que a su vez produce estimaciones en términos de Spr*(A’) = Spr™ (4, X + ). De esta
forma, las estimaciones obtenidas pueden interpretarse sin pérdida de generalidad en términos de A.

Por lo tanto la tnica diferencia entre las Conjeturas (2.31) y (2.32) y el Teorema 4.4.1, recae en las cotas
ligeramente méas grandes © (respectivamente ©2) en lugar de sen(©) (respectivamente sen?(0)). Estos
ntimeros se encuentran asintéticamente cerca cuando © — 07 y pueden ser comparados globalmente
mediante la constante 7/2.

Sin embargo, las Conjeturas (2.31) y (2.32) han sido testeadas numéricamente de forma exhaustiva. Para
explorar nuestros resultados, consideramos los siguientes ejemplos, que prueban que tanto las Conjeturas
(2.31) y (2.32) y el Teorema 4.4.1 son ajustadas. A

Ejemplo 4.4.3. Consideremos a > b > 0 y sea

ceH4).

O Q OO
O OO
O O O
O O o O

Si {e1, €2, €3, €4} denota la base canénica de C*, sea X = Span{ey, e2}. Por otro lado, dado 8 € [0,7/2]
sean

0) =cos(f)e; +sen(f)es vy f2(0) = cos(f)ea +sen(f)es. (4.51)

Sl
Ademas, tomamos )(0) = Span{ f1(0), f2(0)}, para 6 € [0, 7/2]. Luego, mediante un calculo directo puede
verse que O(X, Y(0)) = (0, 0). Por lo tanto, las isometrias X, Y;-(0) del Teorema 4.1.2 (asociadas a los
subespacios X e Y(#)) estdn dadas por

10 cos(6) 0
(0 1 - 0 cos(6)

X=10 0 y Y(6)= sen(0) 0 (4.52)
0 0 0 sen(6)
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Un célculo directo permite ver que

X'AX =0 'y Y.(0)'AY,(0) = (a Seg(%) b se§(29)> '

Por lo tanto, para 6 € [0, 7/2],
A(XTAX) — A(Y,(0)° AV, (0))] = [N(XTAX — Y, (0)° AY; (6))] = sen(26) (a,),

y en particular, la desigualdad de Lidskii es una igualdad en este caso. Por otro lado, resulta que \(4) =
(a,b, —b, —a) € (R*)* que muestra que Spr™(A) = 2 (a,b). Por lo tanto, las desigualdades de los Teoremas
4.1.2 (con A= B) y 4.4.1 (item 1.) se convierten en

sen(20) (a,b) <u 2(0, 0) (a,b) =26 (a,b),
donde la relacion de submayorizacién anterior es equivalente a las siguientes desigualdades
sen(20)a <260a y  sen(20)(a+0b) <260(a+0b),

que son ajustadas; esto puede verse considerando # — 0%. M4s atin, obtenemos que

i AEAX) AT (0 AV.0)]
9—0+ O(X, Y(0))Sprt(A) ’

considerando el cociente entrada a entrada. Este hecho muestra que nuestra cota superior para la variacién

absoluta de los valores de Ritz es ajustada. JAN

Ejemplo 4.4.4. Consideremos a > b > (0 y sea

a 0 0 O
0 b 00

A= 000 0 ceH4).
0 00O

Tomamos la base canénica {e1, ea, €3, e4} de C* y consideramos X = Span{ey, ea}. Notemos que en este
caso X es un subespacio A-invariante. Por otro lado, dado 6 € [0,7/2] sea Y(0) = Span{f1(0), f2(0)},
donde los f;(f) estan dados como en la ecuacién (4.51). Luego como en el ejemplo anterior, tenemos que
O(X, Y(0)) = (0, 0). En este caso, las isometrias X, Y;.(6) como en el Teorema 4.1.4 estdn dadas por la
ecuacién (4.52). Luego, realizando algunos célculos se puede ver que

XTAX = <g 2) v Y(0) A (0) = <a 0082(9) b 0022(9)> '

Por lo tanto, para 6 € [0,7/2],
ACXTAX) — AV (0)" AY: (8))] = IA(X*AX — Y,(0)* AY; (8))] = sen(6) (a,b)

y en particular la desigualdad de Lidskii es una igualdad en este caso. M&s ain, resulta que A\(A) =
(a,b,0,0) € (R*)+ que prueba que SprT(A) = (a,b). En consecuencia los Teoremas 4.1.4 y 4.4.1 (ftem 2.)
se convierten en

sen?(6) (a,b) < (6, 0)? (a,b) = 6% (a,b),
donde la relacion de submayorizacién anterior es equivalente a las desigualdades
sen’(@)a<6*a y  sen’(0)(a+b)<60*(a+b),
que resultan ajustadas; esto puede verse considerando § — 0%. Notemos que ademds se obtiene que
- [AXTAX) — A(Yr(0)"AY:(9))]
im
6—0+ O(X,Y(0))2Sprt(A)

Esto muestra que nuestra cota superior para la variacién absoluta de los valores de Ritz es ajustada. A

=15.
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Observacién 4.4.5. Consideremos la notacién del Teorema 4.4.1. Uno puede preguntarse por qué nues-
tras cotas no coinciden con las cotas conjeturadas en la Observacién 2.3.3. Ahora que hemos descrito
nuestras técnicas en detalle, podemos dar una opinién sobre este tema. El hecho de que nuestras cotas
dependan de ©(X,)), que desde un punto de vista geométrico corresponde a la longitud del arco entre
subespacios, es una consecuencia de la eleccién de curvas que conducen a la construccién de ~y(t) como en
las ecuaciones (4.15) y (4.32), basados en rotaciones directas. Por otro lado sen(0O(X,))), que desde un
punto de vista geométrico corresponde a la longitud cordal entre subespacios, parece estar asociado con
curvas més cortas J(t). Aun asi, la importancia de nuestra eleccién (t) es que su derivada +'(t) conduce
a desigualdades de valores singulares que nos permiten reducir el problema al nivel infinitesimal.

Por ejemplo, notemos que la curva mds corta u(t) = (1 —t)X*AX —tY*AY, t € [0,1], que une X*A X
y Y*AY no proporciona tal reduccién, ya que p/(t) = Y*AY — X*A X, para t € [0, 1]. Sin embargo, la
técnica geométrica considerada aqui es bastante flexible por lo que podriamos utilizarla en el futuro para
seguir trabajando en estos problemas. A

Como comentario final, notemos que es natural preguntarse si las estimaciones de los Teoremas 4.1.2
y 4.1.4 pueden ser usadas para obtener estimaciones para la distancia entre compresiones (que podemos
pensar como aproximaciones de rango bajo de A) dadas por Py A Py y Py A Py. Resulta que no es el caso.
En efecto, en el caso trivial cuando A = I tenemos que Py I Py — Py I Py = Py — Py; pero Sprt (1) =0
es el vector nulo, por lo que no hay esperanzas de obtener una cota superior para Py A Py — Py APy
en términos de Sprt(A) en general. Ademss, en general no hay dependencia de Py A Py — Py APy en
términos de ©(X,))? cuando X es A-invariante (nuevamente tomando A = I puede verse este hecho).
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Capitulo 5

Dispersion espectral de operadores
compactos y autoadjuntos

Teniendo en cuenta lo desarrollado en el Capitulo 3, es natural preguntarse si el concepto de dispersion
espectral puede extrapolarse al contexto de operadores compactos y autoadjuntos en un espacio de Hil-
bert separable de dimensién infinita. En este sentido, desarrollaremos primero el concepto de dispersién
espectral y veremos algunas propiedades basicas, con el objetivo de revisar la desigualdad Aritmético-
Geométrica y otras desigualdades asociadas. Asi probaremos una desigualdad clave (que podria decirse
andloga al Teorema 3.2.1), que permitird obtener una versién de la desigualdad Aritmético-Geométrica
(AG) de Bhatia y Kittaneh [9] y consecuencias relacionadas con la desigualdad de Zhan (ver [54, 55]).

5.1. Dispersion espectral de operadores autoadjuntos

En esta seccién introduciremos las propiedades bésicas para la dispersién espectral. En particular,
H denotard un espacio de Hilbert separable (de dimensién infinita) y trabajaremos con el &dlgebra de
perturbaciones compactas de multiplos de la identidad A(H) = K(H) & CI. Ademés probaremos una
desigualdad clave para operadores autoadjuntos A € A(H) que dard una cota superior para los valores
singulares de cualquier bloque antidiagonal de A (con respecto a la relacién de submayorizacién).

Definicién y propiedades basicas

En esta seccién trabajaremos con la C*-subdlgebra unital A(H) = K(H) @ CI C L(#H) y con su parte
autoadjunta A(H)%* = A(H)NL(H)**. En lo que sigue, construiremos la dispersién espectral completa en
términos de un operador arbitrario A € A(H)*?, basados en el caso compacto considerado en la Definicién
1.5.1.

Observacién 5.1.1. Dado A € A(H)** remarcamos que existe un unico p € R tal que
Ag £ A—ple KH)™.

En efecto, si A € A(H)**, entonces A = p I+ Ag donde Ay es compacto y p € R. Supongamos que existen
acRy A € K(H) tales que A =« I + A;. Luego

Oé]—|—A1 :/LI+A0,

y por lo tanto Ay — Ag = (1 — «) I. Sin embargo, Ay — Ay € K(H), pero r I ¢ K(H) para r # 0 (de otra
forma K(H) = B(H)). En consecuencia u = a 'y A; = Ap.

En lo que sigue, Ay € K(H)** denotara siempre al tinico operador compacto asociado a A € A(H)** como
antes.
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En estos términos, podemos construir la escala espectral completa de A en funcién de la escala espectral
completa de Ay € K(H)%* (ver Definicién 1.5.1) de la siguiente forma: consideramos la escala espectral
completa de A dada por

AA) = NAg) +pl e 2(Zy), (5.1)

donde 1 € ¢°°(Zy) es la sucesién cuyas entradas son iguales a 1. Notemos que

An(A) S A_g)(A) S p < Apg1(A) < Au(A) , paratodo neN. A

La siguiente nocién estd motivada por la dispersion espectral de matrices autoadjuntas, introducida en
[30] (que hemos usado en los capitulos anteriores).

Definicién 5.1.2. Dado A € A(H)** definimos la dispersion espectral completa de A, notada Spr(A) €
co(Zo) como la sucesion: si A = Ao+ pI con Ag € K(H)*®, entonces

Spr(A) = (A(A) — A_i(A) iczo = AM(Ao) + A(—A). (5.2)

Ademas, consideramos la dispersion espectral de A, como la parte no negativa de Spr(A4) € ¢o(N):

Sprt(4) = (Spr;(A) )ieN . (5.3)

YA

Observacién 5.1.3. Por construccion, la dispersién espectral de un operador en A(H)%* es una medida
vectorial de la dispersién de sus autovalores. Es conveniente aclarar, que la definicién aqui introducida de
dispersion espectral es esencialmente una extension del caso matricial.

Por otro lado, siguiendo la Observacién 1.5.3, consideremos z = (2,1) € R? y la matriz A = diag(2,1) €
My (C). Asociado a A, podemos construir un operador compacto de rango finito cuya representaciéon por
bloques es A = A @ Op2py).

Luego, siguiendo la Definicién 2.3.1, Spr*(A4) = 1. Sin embargo, la ecuacién (5.2) establece que Sprt(A4) =
(2,1,0,...).

Esta diferencia sugiere que las propiedades de la dispersion espectral para operadores compactos pueden
ser distintas a las propiedades de la dispersién espectral de matrices, lo que motiva los siguientes resultados.

A

En el siguiente resultado describimos varias propiedades basicas de la dispersién espectral en A(H)%.

Proposicién 5.1.4. Sean A, B € A(H)**. Las siguientes propiedades son vdlidas:
1. Spr(A) € cgi(Zo) es antisimétrico (Spr_;(A) = —Spr;(4)) y Spr(4) e cé(N) N Rgo-
2. La dispersion espectral es invariante bajo traslaciones, es decir, para cualquier ¢ € R,

Spr(A+cI) = Spr(A) .

3. Para ¢ € R tenemos que Spr(c A) = |c|Spr(A). En particular, Spr™(A) = Spr(—A).

Demostracién. Los items 1. y 2. son consecuencia directa de la definicién de dispersién espectral (ver
ecuacién (5.2)). El item 3. es consecuencia del siguiente hecho: dado A € A(H)** entonces A\(cA) = cA(A)
sic>0y AcA) =c(A_i(A))iez, si c<O. O
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El siguiente resultado describe varias relaciones entre la dispersion espectral y los valores singulares de un
operador compacto y autoadjunto. Notemos que algunas de las desigualdades propuestas son formalmente
analogas a las vistas en la Observaciéon 3.1.1 y la Proposicién 3.1.2. Sin embargo, algunas propiedades de
la Proposicion 5.1.5 (como el caso positivo del item 1. y el {tem 6.) sélo son validas en el caso compacto.

Proposicién 5.1.5. Sean A, B € K(H)**.

1. Las siguientes desigualdades entrada a entrada son vdlidas:
Spr; (A) = [Ni(A)] + |Ai(A)] < 2si(4)  para todo i€ N. (5.4)

En el caso positivo, tenemos que:

A€ K(H)™ = Sprj(A) = X\i(A) =s;(A) para todo i€N. (5.5)
A 0
2. Sea A Aec K(H®H)™ dadoporA@A:[ 0 A].Entonces
1 .
5 Sprt (4@ 4) <, s(4) CL9 Q). (5.6)

3. Sin embargo, para A € K(H)® tenemos que s(A) <, SprT(A).
4. Si M(A) = A\(B) entonces SprT(A) <, Sprt(B).
5. Si P = P* = P? entonces, para todo i € N,

Spr; (PAP) < Spr}(A) = Spr*(PAP) <, Spr*(A) . (5.7)

6. Con el orden para los autovalores definido en 1.5.1, vale que

MA®0y) = AA) = Sprt(A@0y) =Sprt(A) . (5.8)

7. Desigualdad aditiva para la dispersion espectral:

Spr(A) — Spr(B) < Spr(A — B) < Spr(A) + Spr(B) .

Demostracién. Como s(A) = |[A(A)[* (ver la Definicién 1.4.1 y la Observacién 1.5.2), tenemos que
max{|\i(A4)|, [ A\_i(A)|} < s;(A) paratodo i€N. (5.9)

Esto prueba el item 1. Para probar el item 2. notemos que

k
2 > Sprj (A) si n=2k
n i=1
> Sprf(Ae A) =
i=1 k
2 > Sprj (A) + SprkJrH(A) si n=2k+1
=1

)

n
Ademas, recordemos que > s;(A) = max{>_ |\i(A)| : F C Zy, |F| =n}. Entonces, usando que
i=1 i€F

Spriiy (A) = 1 (A)] + Aoy (A)] < 2 max{[ A1 (A)], A=) (A)]}
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y que
k k

2 Sprf (A) =2 [N(A) + Ai(4)]
i=1 i=1

se obtiene la relacién de la ecuacién (5.6).

(1.14)

Para probar el item 3. notemos que s(A) IN(A)[*, por lo que, para k € N obtenemos

k k1 k2
D si(A) =D XA+ A4
i=1 i=1

=1

para ciertos 0 < kq, ko tales que k1 + ko = k. Luego,

k k k
D si(A) <D O N(A) + A i(A)] =D Spri(A)
i i=1 i=1

Para probar el item 4., fijamos k € N. Como A(A) < A(B), entonces

k k k k
DAY NB) vy D A(A) =D A
i=1 i=1 i=1 i=1
Por lo tanto,
k k k k
> Spri(A) = > Ai(A) = Ai(A) Y N(B) = ALi(B) =) Spry(B)
i=1 i=1 i=1 i=1

Para probar el item 5., aplicando las desigualdades de entrelace (1.16), obtenemos
)\](A) ZA](PAP) >0 y )\,](A) S)\,](PAP) <0 para jel,

donde 1 < k = rk(P) < co. En particular, vemos que Spr (PAP) < Spr (A), para j € . Notemos que,
para j ¢ I, tenemos que A\;(PAP) = A_j(PAP) = 0 y entonces también vale que Spr (PAP) =0 <
Sprj (A). Luego la relacién de submayorizacién Spr™(PAP) <,, Sprt(A) se obtiene de estos hechos.

El item 6. se obtiene notando que agregar ceros en los autovalores no afecta en el orden de A(A) dado en
la Definicién 1.5.1 (ver también Observacién 1.5.3).

Para probar el item 7. notemos que por la desigualdad de Lidskii aditiva y el item 3. del Lema 1.4.5
Spr(A) —Spr(B) = AA) = A(B)+ A(—A4) — \(—B)

Lid{s{kii AMA = B) + A(—(A— B)) = Spr(A — B) .

Para la otra desigualdad, utilizamos la desigualdad de Weyl aditiva. En efecto, notemos que Spr(4— B) =
AMA — B) + AM(—(A — B)). Por lo que

Spr(A—B) = MA-B)+AB-A)

Weyl

< AA) +A(—B)+ A(B) + A(—A) = Spr(A) + Spr(B) ,

Nuevamente utilizando el item 3. del Lema 1.4.5. O]
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Observacién 5.1.6. En lo que sigue obtendremos algunas desigualdades que involucran a la dispersion
espectral de operadores compactos. En este contexto algunos de estos resultados serdn formalmente andlo-
gos a aquellos previamente obtenidos en [39] para la dispersién espectral de matrices. Por este motivo,
recordamos que la dispersién espectral de una matriz A € H(d) no coincide con la dispersién espectral del
operador obtenido insertando A como un operador compacto de rango finito A € K (H)5* (ver Observacién
5.1.3).

Esta distincién lleva por ejemplo a que las ecuaciones (5.5), (5.8) y la desigualdad del item 3. de la
Proposicién 5.1.5 (es decir, s(A) <, Sprt(A)) fallen en el contexto matricial. Por lo tanto, las pruebas
que exhibimos son necesarias en el contexto de operadores compactos. A

5.2. Una desigualdad clave: el caso compacto

En lo que sigue enunciamos una version para operadores compactos y autoadjuntos del Teorema 3.2.1.

A1 B

Teorema 5.2.1. Sea A € A(H @ K)** tal que A = .
B* Ay

A. Entonces, B € K(K, H) (por construccion) y

} 7,; es la representacion por bloques de

25(B) =<y Sprt(A). (5.10)
.2 . I 0 H
Demostracién. Consideramos U = [ 0 —1I ] c € U(H @& K). Entonces UA— AU e K(H®K) y
* (1.14) * 1
sS(UA—AU)=s(A—-U"AU) =" |NA-UAU)|.

Sea Ag € K(H)*® el operador asociado a A como en la Observacién 5.1.1. Por la desigualdad de Weyl del
Teorema 1.5.4, tenemos que

MA—-UAU) = NAg—U"AgU) < A\(Ag) + A(-U*"ApU) = Spr(Ag) = Spr(A).
Usando el item 2. del Lema 1.4.5 deducimos que
S(UA— AU) = [NA - U*AU)[* < [Spr(A)[¥ = (SprT(4), Sprt(4))*+,

donde (Sprt(A), Sprt(A)) € co(Zo) es construido como en la ecuacién (1.11). Luego, mediante un
célculo directo y utilizando la Proposicién 1.1.10 y la ecuacién (1.14) vemos que
_ 0 2B | H _ 1
UA_AU_[—2B* 0 } K = s(UA—-AU)=2(s(B), s(B))~,

y concluimos que

2(s(B), s(B)) =" (Sprt(A), Sprt(A)) v = 25(B) <, Spri(4) . O
El siguiente resultado esta relacionado con la desigualdad de Zhan para valores singulares de la diferencia
de operadores compactos y positivos (ver [54, 55]).

Teorema 5.2.2. Sean A, B € K(H)**. Entonces, si notamos A® B = [ 1(;1 0 ] e K(HoH)*™,

B
s(A— B) =y, Spr(A® B). (5.11)
Luego para cualquier norma unitariamente invariante N,

N(A-B) < gn(SprT(A@B)). (5.12)
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Demostracién. Consideremos los operadores

1 _
]GU(H@H) y =t [ AFBA=B gy

1[I I
7= [ 2 |A-B A+B

V2l -1 T
Notemos que ZC Z* = A@® B € K(H @ H) . Entonces por el Teorema 5.2.1,
s(A— B) =, Sprt(C) =Spr (A® B) . (5.13)

Finalmente, por la ecuacién (1.19) sabemos que (5.11) = (5.12). O

Observacién 5.2.3. En [54], Zhan obtiene las desigualdades para valores singulares s;(A — B) < s;(A®
B), para j € N, donde A y B son operadores compactos y positivos. En este caso las desigualdades de
Zhan fallan para operadores compactos y autoadjuntos (por ejemplo tomando A compacto y positivo y
considerando B = —A).

En este contexto, el Teorema 5.2.2 provee una desigualdad de submayorizacién que resulta ser una ex-
tension para operadores compactos y autoadjuntos de la desigualdad de Zhan. Por otro lado, el Teorema
5.2.2 no puede ser mejorado a una desigualdad entrada a entrada entre valores singulares. En efecto, sean

1 2 10
A:|:2 1]@0@2(1\]) y B:|:O 1]@0@2(1\]).

Entonces A(A @ B) = ((...,O, -1,3,1,1,0, ...)),deformaque
s(A-B)=(2,2,0...) y Sprf(A@eB)=(4,1,1,0...),

lo que prueba que s2(A — B) > Spry (A @ B).

De forma similar, la desigualdad de submayorizacién obtenida en la ecuacién (5.10) no puede ser mejorada
a una desigualdad entrada a entrada. Por ejemplo tomemos

12 1/2 0 2
1/2 1/2 2 0
0 2 1/2 1/2|FVem -
25 0 1/2 1/2

A=

Entonces A(4) = ((...,0, -1, -2),(3,2,0,..)) y Sprt(4) = (5, 3,0, ...). Tomando el bloque Aj
como B = (0

\]

2

[an}

) tenemos que s(B) = (2,2,0,..) pero
4 =2s9(B) > Spry (A) = 3. A

5.3. Desigualdades de tipo AG y submayorizacién

Sean A, B € K(H), La desigualdad Aritmético-Geométrica de Bhatia y Kittaneh establece que :
2s;(AB*) <s;(A"A+ B*B), para i€N. (5.14)

Ahora bien, supongamos que C, S € L(H) son tales que C*C + S*S < I y sea E € K(H)™". Entonces,
podemos aplicar la desigualdad AG para concluir que, para j € I

s;(SEC*) = s;( (SEY?)(CEY?)") < %sj (EY2(S*S+C*C)EV?) < %sj(E) . (5.15)
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La ecuacién (5.15) fue obtenida en [5], donde también se prueba que resulta ser mds fuerte que las
desigualdades de tipo AG obtenidas en [1], (ver también [21, 23] donde se prueban desigualdades de tipo
AG para funciones convexas y para normas unitariamente invariantes). En particular (ver Observacién
1.5.7) para cualquier norma unitariamente invariante N tenemos que

N(SEC*) < %N(E). (5.16)

Miés atin, de las ecuaciones (5.15) y (5.16) es posible derivar desigualdades de tipo AG mds generales. Sin
embargo, las ecuaciones (5.15) y (5.16) fallan para operadores autoadjuntos £ € K (H)** como vemos en
el siguiente:

Ejemplo 5.3.1. Como en ejemplos previos, utilizaremos que una matriz A € M, (C) puede ser insertada
como un operador de rango finito en K(H) (pensando en el operador A = A @ Oz2()), lo que permite
construir contraejemplos facilmente usando matrices. Ahora bien, vemos que la ecuacién (5.16) es falsa si
F € K(H)**\ K(H)". En efecto, consideremos N(X) = || X ||z = (tr(X*X))'/? la norma Frobenius (que
es unitariamente invariante). Sean

s=| " sen((jT/S)}7E:[(1) (1)] ' 02[608(5/3) COS<(7]T/5> |

entonces C*C + §*S = I y ||S E C*||2 & 0,7598 mientras que 3 || E||2 = 1. A

En lo que sigue obtendremos una generalizacién de la ecuacién (5.16) para operadores autoadjuntos
E € K(H)%*; estas desigualdades son nuevas, en el sentido de que involucran cotas superiores en términos
de la dispersion espectral de operadores autoadjuntos en K(#H). Notemos que, si bien estos resultados
estdn basados en relaciones (mdas débiles) de submayorizacién, implican desigualdades para normas uni-
tariamente invariantes como en la ecuacién (5.16).

Proposicién 5.3.2. Sean C, S € L(H) tales que C*C + S*S = P, donde P = P? y sea E € K(H).
Entonces
25(SEC™) <, SprT(E). (5.17)

Demostracién. Considerando la descomposicién polar de S = U |S| y C = V |C] y la ecuacién (1.18),
podemos asumir que S, C € L(H)™, pues

si(S ECY) = si(U|S|E|C| V) <||U[[|[V*][s:i(|S] E[C]) = s:(|S| E|C]) Vi € N,

y
(S| E|C) = s{(U*S EC™V) < [|U*||[|V]| s:(SEC*) = s;(SEC*) Vi € N,

de forma que s(S EC*) = s(|S| E|C|).
En este caso, notemos que
P(S*+CHP=P=S5*+C* = (S? - PS*P)+(C?* - PC*P) =0,

por lo que §? = PS?P y C? = PC?P. Luego tomando S = (PS?P)Y/2 y C = (PC?P)Y/? vemos que
C=CP=PCPyS=S5P=PSP. En consecuencia, S(PEP)C = SEC y usando la ecuacién (5.7),

Sprt(PEP) <, Spr' (E).

Por lo tanto, podemos restringirnos a B(R(P)) y asumir que P = I. En este caso si C% + §% = I,

obtenemos que C'y S = (I — C?)'/2 conmutan. Este hecho implica que U = [ g _C,S } cUHSH).
Mas atn,
« | CEC CES sa
UE @ 0y)U" = [ SEC SES ] eEKH®H)
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S 9 5(SEC) <, Spr(U(E ® 03)U") = Spr (B @ 0y) = Spr* (B).

donde hemos usado el Teorema 5.2.1 y la ecuacién (5.8) de la Proposicién 5.1.5. O

Observacién 5.3.3. Con la notacién de la Proposicién 5.3.2, si E € K(H)" entonces Spr™ (E) (L0 s(B),

Luego, la Proposicién 5.3.2 implica que N(SEC) < % N(E) y por lo tanto recuperamos la ecuacién (5.16).

En caso que E € K(H)% \ K(H)" entonces resulta que s(E) < Spr'(E) de forma estricta, es decir, si N
es una norma unitariamente invariante estrictamente convexa entonces

N(E) < N(Sprt(E)).

Por ejemplo, si consideramos N (X) = || X ||z = (tr(X*X))'/2? entonces tenemos que

1B =Y X(E)? < Y (\(B) = A5(E))* = [Ispr(B)|3,

J€Zg JEN
para todo operador autoadjunto de Hilbert-Schmidt E ¢ K(H)". A

En lo que sigue, enunciamos un resultado conocido de R. Douglas [18] que establece un criterio para
factorizar operadores que necesitaremos mas adelante.

Teorema 5.3.4 (Douglas). Sean A, B € L(H). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. R(A) C R(B).
2. Existe A € R>( tal que AA* < ABB*.
3. Existe C' € L(H) tal que A = BC.
En este caso, existe una unica solucién reducida
CeB(M) talquu A=BC y R(C)C R(B*)=kerBt. (5.18)

O

El siguiente resultado ilustra una desigualdad de tipo AG aplicable a normas unitariamente invariantes.
Teorema 5.3.5. Sean A, B € L(H) y sea E € K(H)**. Entonces

S(AEB") < % Sprt ((A*A+ B*B)V2 E (A*A + B*B)'?). (5.19)

Demostracién. Por el Teorema 5.3.4, como A*A < A*A+ B*B (y B*B también), las ecuaciones lineales
de operadores
A=S(A*"A+B*B)'? y B=C(A*A+B*B)'/?, (5.20)

admiten soluciones tnicas S, C' € L(H) que cumplen
(5.18)
ker(A*A 4+ B*B)Y/? = R((A*A+ B*B)Y/?)Y " C R(S*)* N R(C*)* = ker(S) Nker(C) .
En consecuencia, si z € R((A*A + B*B)Y/?) y & € H es tal que z = (A*A + B*B)'/?z entonces
(S*S+C°C)z,2) = ||S(A"A+ B*B) 23| + | C(A" A+ B* B)/2]?

U2V Al +|B ] = (AT A+ B*B)a, x) = |+ .
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Por otro lado, si z € ker(AA* + BB*)Y/? entonces (S*S + C*C)z = 0. Luego, si consideramos P la
proyeccién ortogonal sobre la clausura de R((A* A+ B*B)'/?), entonces los argumentos previos muestran
que {(S*S + C*C)z, z) = (Pz,z), para z € H; y por lo tanto, S*S + C*C = P. Més ain

AEB* = S(A*A+ B*B)'/? E(A*A+ B*B)Y/2 C*.

Ahora aplicando la Proposicién 5.3.2 sobre A E B* (siguiendo la expresién anterior) obtenemos la ecuacién
(5.19). O

Ejemplo 5.3.6. Sean A, By E como en el Teorema 5.3.5, pero supongamos que £ > 0. Como s ( (A*A+
B*B)Y?E(A*A+B*B)Y?) = s (EY?(A*A+B*B) EV/?) y Spr™(C) = s(C) para C € K(H)", entonces
la ecuacién (5.14) y su consecuente (5.15), que son desigualdades valor singular a valor singular, resultan
més fuertes que la ecuacién (5.19) en el caso positivo. Mds atin, la desigualdad de la ecuacién (5.19) es
un sustituto de (5.15) en el caso autoadjunto no positivo.

Sin embargo, para el caso autoadjunto, la ecuacién (5.19) no puede ser mejorada a una desigualdad valor
singular a valor singular como la ecuacién (5.15). En efecto, consideramos

1 0 —1 -1 0 1/2 1 0 2
A=[0 1 0}, B=|10 1 0 y E=1010
1 0 1 1/2 0 1 2 01
Lo oo
Luego, F=A*A+B*B=[ 0 2 0 | estal que
0 o0

AF2EFz) =((..,0,=13) (32, 2.0,...)) y Sprf(F2EF2)=(13,2,0,...).
Msés atn, s(AE B*) =~ (4,74, 1,58, 1, 0....), lo que prueba que

3,16 ~ 2sy(AE B*) > Sprf (F2EF3) =2 . A

El siguiente resultado complementa la Proposicion 5.3.2.

Proposicién 5.3.7. Sean C, S € L(H)" tales que C? + S? = P, con P = P2 y sean By, By € K(H)*.
FEntonces

1
S(SElc + CEQS) —<w 5 Spr+(E1 b —E2) . (521)
Demostracién. Como en la prueba de la Proposicién 5.3.2, podemos asumir que P = [ y construir una

c -5
s C ] € U(H & H). Entonces

matriz unitaria por bloques U = [

CEC - SEy)S CES+ SEXC

SE.C 4 CES SES— CEC | EEHEH)

UE, @ —E)U* = [

Gl 5 (SEL\C + CES) <o Spr(U(Ey & —Ea)U*) = Sprt (B & —Es),
Donde utilizamos el Teorema 5.2.1. U
Por otro lado, si £ € K(H)** entonces
Spri(E® —E) = (2|ME)|)* =2 s(E) .

Usamos este hecho en el siguiente

7
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Corolario 5.3.8. Sean C, S € L(H)" tales que C? + S? = P, con P = P? y sea E € K(H)**. Entonces

1 1
s(Re(SEC)) < 1 Spri(E® —F) = 3 s(E). (5.22)
Demostracién. Notemos que Re(SEC) = w y por lo tanto el resultado es consecuencia de la

Proposicion 5.3.7 con By = Ey = E. ]

Terminaremos esta seccion recopilando varios resultados equivalentes expuestos anteriormente. Mas aun,
cada uno de estos puede ser interpretado en términos de desigualdades para normas unitariamente inva-
riantes.

Teorema 5.3.9. Las siguientes desigualdades son equivalentes: dados E, F € K(H)**, X € K(H) y
A, B, Pe€ L(H), con P= P* = P2

1. 28(PE (I — P)) =y Sprt(E);
2. s(AEB*) <, 3 Spr™((A*A+ B*B)Y2 E (A*A + B*B)'/?);
3. s(E—F) <y SprT(E® F).
Demostracién. Inspeccionando la prueba del Teorema 5.3.5 vemos que 1. — 2. (via la Proposicién 5.3.2).

Por otro lado, tomando A = Py B=1— P en 2. vemos que A*A + B*B = I y recuperamos el item 1.
Esto prueba la equivalencia entre 1. y 2.

Para probar que 3. — 1.podemos asumir que H = K & Ky que P = Pig(o) - Entonces
| v B | K _ 1
E = [ B E, ] © con s(PE(I — P)) =s(B) € co(N)*.
Sea B = U|B]| la descomposicién polar de B. Entonces U € B(K) es una isometria parcial. Si construimos
la isometria parcial W € L(H) = B(K & K) dada por
U 0 U*E\U U*B | | UEWU |B|
0 Ik B*U Ey | | B Es

Entonces, por el ftem 5. de la Proposicién 5.1.5 vemos que Sprt (W*EW) <, Spr'(E) y s(B) = s(|B).
Por lo tanto, para probar el item 1. podemos asumir que B € K (K)**. En este caso, tomando el operador

W = [ } entonces W*EW = [

unitario y autoadjunto R = [ ? é ] € B(K® K), tenemos que
E, B E+ RER Btk B
I Il B

Por el item 3. del Teorema 1.5.4 (desigualdad de Weyl) y el item 4. de la Proposicién 5.1.5

\ <E+2RER> LAE) +2)\(RER) E+fER> o Spr(B).

En consecuencia, para probar el item 1. podemos asumir que B € K(K)** y E; = Es.

= \E) = Spr™" (

) I I - .
Ahora bien, tomamos Z = % [ ] € B(K @ K) que resulta unitario. Por construccién resulta que

-1 I

B E; 0 Ei1+B

Finalmente, usando el item 5. tenemos que

E:{El B ] — Z*EZ:[El_B 0 ] , Sprt(Z*EZ) = SprT(E) . (5.23)

25(B) = s([E1 — B — [By + B]) <w Spr™([E1 — Bl & [By + B]) "2 sprt ().
Esto prueba que 3. — 1.

Por otro lado 1. — 3. fue probado en el Teorema 5.2.2.
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