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3.1 Métodos de 1a Mecanica Cuantica

3.1.1 Introduccion

La Mecanica cuantica establece que la energia y otras propiedades fisicas relacionadas
con sistemas submicroscopicos, entre ellos &tomos y moléculas, pueden obtenerse resolviendo

la ecuacion de Schrodinger [75]:

HY=EV¥ 3.1)

Sin embargo, excepto para algunos sistemas simples no es posible obtener soluciones
exactas de la ecuacion (3.1). Los métodos utilizados en el calculo de estructuras electronicas
se caracterizan por diferentes aproximaciones matematicas utilizadas en la resolucion de esta

ecuacion.

3.1.2 Ecuacion de Schrodinger

La ecuacion propuesta por Schrodinger en 1926 describe la funcion de onda de una

particula:

2 .
, ih OV 1)
VIV PFEY) = —— (3.2)

T°m 2r Ot

En esta ecuacion, W es la funcion de onda, m es la masa de la particula, 4 la constante de
Planck y V es el potencial en el cual se mueve la particula. El producto de ¥ por su compleja
conjugada (W*.¥) generalmente escrito como |‘P2 | se interpreta como una distribucion de
probabilidad de la particula.

La ecuacion de Schrodinger para un conjunto cualquiera de particulas (sean electrones,
protones, neutrones o cualquier otra particula como los atomos y moléculas constituidas por
protones, electrones y neutrones) es muy similar. En este caso ¥ es una funcién de las

coordenadas de todas las particulas del sistema y del tiempo, ¢.
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La energia y muchas otras propiedades de la particula pueden obtenerse resolviendo la
ecuacion de Schrodinger para W, utilizando condiciones de contorno apropiadas. Muchas
funciones de onda diferentes pueden ser soluciones aceptables de la ecuacion de onda,
correspondiendo a diferentes estados estacionarios del sistema.

Si el potencial ¥ no es funcion del tiempo, la ecuacion de Schrodinger puede
simplificarse utilizando un procedimiento matematico conocido como separacion de
variables. Asi, la funcion de onda puede escribirse como un producto de una funcion espacial

y una funcion del tiempo.

w(7,6) = (7 ) olt) 33)

Sustituyendo este producto en la ecuacion (3.2) se obtienen dos ecuaciones, una
dependiente so6lo de la posicion de la particula y la otra dependiente sélo del tiempo.

Esta aproximacion es generalmente valida para problemas moleculares y puede,
entonces, dirigirse la atencion basicamente a la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo

Hy(t) = Ey (1) (3.4)

donde E es la energia de la particula y H el operador hamiltoniano, dado por:

—}4?

= V24V (3.5)
T m

H

Las diferentes soluciones posibles para la ecuaciéon de Schrédinger independiente del
tiempo corresponden a los diferentes estados estacionarios de la particula. La solucion que
corresponde a la menor energia es la denominada del estado fundamental.

Cabe destacar que esta ecuacion no tiene en cuenta efectos relativistas, por lo que no es
valida para tratamiento de particulas con velocidades proximas a la de la luz, como es el caso

de los electrones de las capas internas en atomos pesados.
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3.1.3. El operador hamiltoniano molecular

Para un sistema molecular dado, ¥ es una funcioén de las posiciones de los electrones
({r;}) y de los nucleos ({R;}) que lo componen. Es interesante notar que los electrones se
tratan individualmente, al contrario de los ntcleos en que cada nucleén (proton, neutrén o
quarks) se trata en forma colectiva, como si fuera una unica particula.

El operador hamiltoniano estd constituido por términos relacionados con la energia

cinética y potencial
H=E.+V (3.6)
La energia cinética es una sumatoria sobre todas las particulas de la molécula:

L I (SRSl W (G

= o2
8n° kmkkﬁxk oy; sz 8t” & mk

(3.7)

La componente de la energia potencial es una interaccion couldmbica entre cada par de
particulas cargadas, donde cada nucleo, se trata como una Unica particula con carga Z (Z =

numero atoémico).

1 ejek
V=——
drm T i< Arik

(3.8)

ArTji es la distancia entre las particulas j y k, y €; y e son las cargas correspondientes. Cada

electron posee carga -e (e = carga del electron) y el nicleo tiene carga +Z,. Luego

Nu(Ze MM(ZiZse®
ZZ . ZZ 22| 39
71\ Ari i I>j A”zj T o\ Aru

El primer término corresponde a la atraccion electron-ntcleo, el segundo, a la repulsion

electron-electron y el tercero, a la repulsion nucleo-nucleo.
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3.1.4 Unidades atomicas

Las ecuaciones fundamentales de la mecanica cudntica se expresan generalmente en
unidades atdémicas, con el objeto de simplificarlas eliminando las constantes fundamentales.
La unidad atomica de longitud es el radio de Bohr ( g, ), dada por

h2

a,=——=0,52917725 A
4r"m e

La unidad atomica de energia estd dada en hartrees, definida como la energia

relacionada a la repulsion entre dos electrones separados por la distancia de 1 bohr.

2

lhartree = ¢ _ 627,5095Kcal | mol

a,

Las masas se especifican en términos de la masa de un electron (m, = 1). Estas unidades

se utilizaran en las ecuaciones de aqui en mas.

3.1.5 La aproximacion de Born-Oppenheimer

La aproximacién de Born-Oppenheimer, que consiste en la separacion del movimiento
de nucleos y electrones, permite simplificar la solucion de la ecuacion de Schrodinger. Esta
aproximacion es razonable dado que la masa de un nicleo es muchas veces mayor que la de
un electrén y, por lo tanto, se mueve muy lentamente con respecto a los electrones. Es
posible, entonces, separar la funcion de onda total en una funcion de onda electronica y una
nuclear, con lo que el hamiltoniano completo para un sistema molecular puede escribirse

como:

H = Egl (F) + Eglucl (R’) + Vel—nucl (R, ’7) + Vel—el (’7) + Vnucl—nucl (R) (3.10)

La aproximacion de Born-Oppenheimer permite la solucion de las dos partes del

problema simultaneamente, de modo que es posible construir un hamiltoniano en el que se
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anule el término de energia cinética de los dos nucleos. De esta forma, puede escribirse un

hamiltoniano, en unidades atdbmicas, como:

2 M M ZIZJ
ZV ZZ ‘ 5% 2.2 —— | G.1D)
| —Ti i) |n ”J| I IoJ ‘ I—RJ‘

El hamiltoniano de la ecuacion 3.11 se utiliza en la ecuacién de Schrodinger para
describir el movimiento de los electrones en el campo potencial de los nucleos fijos en el

espacio:

H ¥ (F,R)=E'(R) ¥ (¥,R) (3.12)

Por resolucién de esta ecuacion se obtiene una funcidn potencial nuclear efectiva E
que depende paramétricamente de las coordenadas nucleares y describe una superficie de
energia potencial para el sistema. El concepto de superficie de potencial, que es consecuencia
directa de la aproximacion de Born-Oppenheimer, es una informacién muy util en el estudio
de mecanismos de reaccion toda vez que el mecanismo de una reaccion quimica esta dado
por la evolucion de un sistema dado a través de determinados “caminos de reaccion”, de un
punto a otro de la superficie de energia potencial.

El potencial efectivo E“ también puede utilizarse como funcién potencial para el

hamiltoniano nuclear:

Hnucl :Ecnucl (]_é) +Eel (k) (313)

Este hamiltoniano se usa en la ecuacién de Schrédinger para la descripcion del
movimiento nuclear, y se obtienen como solucion los estados vibracionales, rotacionales y
translacionales de la molécula. La resolucion de la ecuacion de Schrodinger nuclear, al menos

aproximadamente, es necesaria para la prediccion del espectro vibracional de las moléculas.
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3.1.6 Restricciones de la funcion de onda

La densidad de probabilidad para una o un conjunto de particulas en un elemento
infinitesimal de volumen dt = (dx dy dz) y descrito por la funcion de onda ¥ estd dado por
¥ ¥ dr. La funcion de onda debe ser normalizada. La probabilidad integrada en todo el
espacio debe ser igual 1, equivalente al 100% de certeza de encontrar las particulas. De este

modo, se puede multiplicar ¥ por una constante de tal forma que se satisfaga la ecuacion

[v'wdr=1 (3.14)

La constante 7 es la constante de normalizacion del sistema.

Dado que los electrones son fermiones y que, como es sabido, son particulas que tienen
como propiedades la asimetria de sus propiedades y niimero cuantico de spin + 2, la funcién
electronica también debe presentar estas caracteristicas. Esto puede obtenerse si ¥ fuera
asimétrica, lo que implica que la funcion tiene que cambiar de signo cuando las posiciones de

dos particulas idénticas se cambian, tal como se muestra en la siguiente ecuacion:

(T B oo TN ) = =T Ty TP ) (3.15)

3.1.7 Aproximaciones

La solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger no es posible para sistemas con mas
de un electrén por lo que los métodos utilizados en el célculo de estructuras electronicas se
caracterizan por diferentes aproximaciones matematicas utilizadas en la resolucion de esta
ecuacion

Existen dos clases principales de métodos: los métodos semiempiricos, que utilizan
parametros obtenidos experimentalmente para simplificar los célculos, y los métodos ab
initio, que no utilizan tales parametros y los calculos se basan solamente en los principios de
la mecénica cuantica.

La principal ventaja de los métodos semiempiricos respecto de las técnicas ab initio mas

rigurosas reside en el menor tiempo de coémputo requerido. Si bien la velocidad y la capacidad
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de célculo de las computadoras se han incrementado en los ultimos afios, los métodos ab
initio contintian siendo prohibitivos en algunos campos de aplicacion de la mecénica cuantica,
especialmente aquellos que involucran moléculas de gran tamafio.

En el caso de los métodos ab initio, para obtener una solucion aproximada de la funcion
de onda existen un gran numero de hipotesis y de procedimientos simplificadores. Las
diferentes maneras de obtener la funcion de onda aproximada para el sistema investigado dan
origen a los diversos “niveles de calculo” ab initio hoy disponibles, que estrictamente
deberian denominarse “niveles de aproximacion”. Los mas comunes son los siguientes:

« Método Hartree- Fock (HF)

« Teoria de Perturbaciones de Mgller-Plesset

« Teoria del Funcional de la Densidad

« Interaccion de configuraciones

Dada la metodologia adoptada para esta tesis, solo se hard una breve revision de algunas

técnicas disponibles para célculos ab initio.

3.1.8 Método HF

La primera aproximacion a considerar corresponde a la interpretacion de ¥".¥.dt como
una densidad de probabilidad para los electrones de un sistema dado. La teoria de orbitales
moleculares (teoria MO, Molecular Orbital) descompone la funcion de onda multielectronica
y miltinuclear, ¥, en una combinacién de orbitales moleculares monoelectronicos y
multicéntricos: ¢; , ¢, ... con ello, es posible transformar una ecuacion electronica, que es
funcion de las posiciones de N particulas, en N ecuaciones que involucran las coordenadas de
solo un electrén, o sea monoelectronicas. Para satisfacer algunas de las condiciones impuestas
a W, tal como se discutio anteriormente, se elige un conjunto de orbitales moleculares

normalizados y ortogonales (llamado conjunto ortonormal)

[[[#*dxdydz=1 (3.16)

”M * ¢ dxdydz = 0 (3.17)

O, usando una notacién mas compacta (notacion de “bra” y “ket”),
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2,

) =1 (3.18)

¢,

$,)=0  i#] (3.19)

Hartree propuso el uso de esa técnica para construir la funcion de onda ¥ como

producto de estos orbitales (llamado producto de Hartree)

w7 ))= 0171 ).02(2 )...on (Fv ) (3.20)

Sin embargo, esta funcién no satisface la condicion de antisimetria de la funcion de
onda, por lo que resulta inadecuada para el problema electronico.

La funcién de onda mas simple es la que resulta de la combinacion de los orbitales
moleculares como determinante.

Antes de formar este determinante, conocido como determinante de Slater, es necesario
considerar el momento de spin electronico, que no fue considerado hasta ahora. Los
electrones poseen momentos de spin + '4 (simbolizado por 1) o — %4 (simbolizado por |). Un
conjunto completo de funciones para la descripcion del spin electronico consiste en dos

funciones ortonormales o y B, de tal modo que

a(m)=1 a(l)=0 (3.21)
p(M=0 p=1 (3.22)
La funcion de onda que describe tanto la distribucidon espacial como su espin electronico
se llama spin-orbital, x (¢, spin).

Cada orbital espacial ¢; puede dar origen a dos spin-orbitales diferentes, uno que

corresponde al spin a y otro al spin 3, tal como se muestra a continuacion

oL

Y= {4’51 (3.23)
oifp

Es posible ahora construir la funcion de onda antisimétrica para un sistema de N

electrones:
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xi(l) x;(1) - xk(l)

Xz(Z) XJ(Z) Xk(ZV) (3.24)

Xi(N) xj(N) - xk(N)

El factor (N!/ )2 es un factor de normalizacién. Este determinante de Slater tiene N
electrones ocupando N spin-orbitales (¢i, ¢3, ..., cx) sin especificar cudl electron estd en un
determinado orbital. Cada linea estd formada por la representacion de todos los estados
posibles de un electron i a todas las combinaciones de spin-orbitales. El cambio de
coordenadas de dos electrones cualesquiera, lo que equivale cambiar dos lineas de

determinante, tiene el efecto de cambiar el signo de la funcién de onda.
3.1.8.1 Funciones de Base

Una de las herramientas matemadaticas mas poderosas de que se dispone es la
representacion de una funcion cualquiera como una mezcla de funciones més elementales con

coeficientes cuidadosamente elegidos.

fx)=cipi(x)+ c202(x)+...= i&'@i (x) (3.25)

Las funciones @i(x) se llaman funciones de base. El conjunto de funciones ¢ (x)

necesarias para la representacion de f(x) se llama conjunto de base. Si la base fuera infinita, la
relacion de igualdad es rigurosamente valida desde el punto de vista matematico. Sin
embargo, como no se puede usar una base infinita desde el punto de vista practico, el nimero
total de funciones de base utilizado, el tamafio de la base, puede tener efecto en la capacidad
de los resultados finales.

De este modo, un orbital molecular puede escribirse como:

b= Ciupn (3.26)
u=l
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donde los coeficientes c¢;, se conocen como coeficientes de expansion de los orbitales
moleculares o como los autovectores de la funcion de onda. Las funciones de base ¢, también
son normalizadas y generalmente centradas en los nucleos atomicos, los que poseen
semejanza con los orbitales atdémicos. Las funciones gaussianas que son utilizadas en calculos

ab initio por la mayor simplicidad en el calculo de las integrales, tienen la forma general:

»)
0(r,0,9)=Y(0,9)P(r)e* (3.27)
donde Y representa un armonico esférico, P es un polinomio y { es una constante que
determina cuan difusa es la funcion (extension radial). Las funciones gaussianas de tipo s, py y
dyy, respectivamente, se dan como ejemplo a continuacién (los armoénicos esféricos se

representan en forma cartesiana)

20V
gls(é,r)=(—j e (3.28)
T
1
12807 ‘i
g2p. (1) = 7[5 ye ™ (3.29)
7\V4
g3, (£,r)= % xye ¢ (3.30)
T

La combinacion de estas gaussianas, también llamadas “primitivas”, se usa para formar
las funciones de base gaussianas. Estas, a su vez, se llaman gaussianas contraidas y tienen la

siguiente forma
Pu =) Cpugp (3.31)
P

donde c,, son constantes fijas y, en general, normalizadas para una base dada. Asi, los

orbitales moleculares pueden construirse de la siguiente forma

Qi = ) CiuPu = D Ciun| D dmgp (3.32)
n=l u=1 p
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Para distintas descripciones fueron propuestas varias bases y la mas usadas
habitualmente en calculos ab initio se muestran en la Tabla 3.1. Es necesario destacar que
siempre es posible construir una base apropiada, por lo cual es necesario solamente utilizar

técnicas de construccion de base [76].

Tabla 3.1: Tipos mas comunes de bases usadas en calculos ab initio

Base Tipo de Base Modo de descripcion de los orbitales atomicos

STO-3G Minima 1 funcidn de base con 3 primitivas gaussianas por orbital

Carozo: 1 funcion de base con 3 primitivas gaussianas
Doble zeta . ., o
3-21G . Valencia: 2 funcion de base, una con 2 primitivas
(split valence) . ,
gaussianas y otra con s6lo 1

Carozo: 1 funcion de base con 4 primitivas gaussianas
Doble zeta . . .2
4-31G . Valencia: 2 funciones de base, una con 3 primitivas
(split valence) .
gaussianas y otra con solo 1

6-31G Doble zeta Carozo: 1 funcion de base con 6 primitivas gaussianas
(split valence) Valencia: 2 funcion de base, una con 3 y otra con 1
o Doble zeta : . . .,
6- 31++G Idem a 6-31G, con funciones difusas y con polarizacion

(split valence)

3.1.8.2 El principio variacional

Se ha dicho que para obtener la funciéon de onda del sistema (V) es necesario la
determinacion de los orbitales moleculares ¢;. El problema ahora es la determinacioén de los
coeficientes c¢;, con lo cual es posible construir los orbitales moleculares y Y. La
aproximacion Hartree-Fock utiliza, para ello, el principio variacional, que establece que la
energia del estado fundamental de cualquier funciéon normalizada antisimétricamente de las
coordenadas electronicas (X ) sera siempre mayor que la energia para la funcion de onda

exacta

E(E)> E(y) Exy (3.33)
En otras palabras, la energia de la funcién de onda exacta sirve como un limite inferior

para las energias calculadas a partir de cualquier otra funcion normalizada y antisimétrica.

40



Capitulo 3 — Metodologia

Luego, el problema se limita a encontrar un conjunto de coeficientes c;, que minimiza la

energia de la funcion de onda resultante.
3.1.8.3 Las ecuaciones de Roothaan-Hall

El principio variacional utiliza las siguientes ecuaciones describiendo los coeficientes

ciy como derivados por Roothaan y Hall:

ZL:(F,,V ~£,5,,)C,, =0 m,n=1,2,..L (3.34)

v=1

Si la ecuacion (3.34) se escribe en forma de matriz

F¢ = S¢E (3.35)

Donde cada elemento es una matriz. El término E es una matriz diagonal de energias de
orbitales, en la que cada uno de sus elementos c; es la energia del orbital molecular ¢;. /" es la
llamada matriz de Fock y representa los efectos medios del campo potencial de todos los
electrones en cada orbital. Para un sistema de capa electronica cerrada, sus elementos estan

dados por:

L L
F=H, " +3 3P (uvi10)- A(y/l/va)] (3.36)

A=1 o=1

donde H,,“"** es otro elemento de matriz que representa la energia de un electrén en el

campo de todos los otros nucleos y P, es la matriz densidad, definida como

ocupados

P, =2 Y cec, (3.37)
i=l

Los coeficientes se suman sobre los orbitales ocupados y el factor de 2 viene de que
cada orbital estd ocupado con dos electrones. La matriz S es la matriz de solapamiento, que

indica la superposicion de orbitales.
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La matriz de Fock depende de los coeficientes cj, que se quieren determinar dado que la
matriz de densidad es, también, funcion de éstos. Luego, la ecuacion (3.36) no es lineal y debe
resolverse iterativamente. Esta resolucion iterativa se llama método del campo autoconsistente
(SCF, del inglés Self-Consistent-Field). Después de la convergencia, la energia es un minimo
y los orbitales generan un campo que produce los mismos orbitales, lo que explica el nombre
del método. La solucion produce un grupo de orbitales, algunos ocupados por electrones (¢, j,
...) y otros no ocupados llamados orbitales virtuales (¢, b, ...). El nimero total de funciones de
orbitales es igual al nimero de funciones de base utilizado. Las integrales de repulsion de dos

electrones tienen la forma

(wio)=[[[ e, (e, (1):% (2)p, (2)dxdydz (3.38)

En el tratamiento de Hartree-Fock cada electrén ve a todos los otros electrones como
una distribuciéon media y no estd incluida una interaccion electron-electron instantanea
(movimiento correlacionado o correlacion electronica [77]. La falta de descripcion de
correlacion electronica es una gran deficiencia de esta aproximacion, especialmente, en la
descripcion de procesos donde estos efectos son especialmente importantes, tal como los
procesos de ruptura y formacion de enlaces quimicos (calculos de las estructuras de estados
de transicion), entre otros. Otros métodos, llamados post-Hartree-Fock, intentan corregir esta
deficiencia de la teoria de Hartree-Fock.

Existen diversos niveles de aproximacion que intentan recuperar los efectos de
correlacion no considerados, como el método de interaccion de configuraciones
(Configuration Interaction, CI) y sus variantes QCI (quadratic configuration interaction),
QCISD que agrega algunos efectos de correlacion de orden infinito, QCISD(T) que adiciona
excitaciones triples a QCISD lo que brinda mayor precision y QCISD(TQ) que adiciona
excitaciones triples y cuddruples a QCISD, la teoria de perturbaciones y la teoria de

funcionales de la densidad. Esta lltima se describe en mayor detalle a continuacion.
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3.1.9 Teoria del Funcional de la densidad

La Teoria del Funcional de la Densidad (Density Functional Theory, DFT) puede
definirse como aquélla que persigue el objetivo de calcular la energia electronica del estado
fundamental de un sistema de N electrones por medio unicamente de su densidad, sin
necesidad de conocer previamente la funcion de onda de dicho sistema. De este modo, el
problema 3N-dimensional original se reduce a uno tridimensional que, en principio, debe ser
mas sencillo de resolver.

A fines de la década del 20, Thomas [78] y Fermi [79], de manera independiente y
utilizando argumentos estadisticos, establecieron la forma del primer funcional de la densidad,

en este caso para la energia cinética

Trr[p(r)] 37: )/_[p % dr (3.39)

Siguiendo argumentos similares, Dirac [80] propuso en 1930 un funcional de la

densidad para la energia de intercambio

Ko[p(r)]=- ( j [p(r) /dr (3.40)

La primer expresion para la energia electronica total de un sistema de N electrones

sometidos a un campo externo, v(r), puede escribirse como un funcional de la densidad

Errp [p(r)] Trr [p( )]+I )dr+ _[p

drdr +KD[ (r)] (3.41)

r=r |
sujeta a la condicion de normalizacion sobre la densidad

Ip(r)dr =N (3.42)

En la ecuacion (3.41), conocida como modelo de Thomas, Fermi y Dirac (TFD), el

segundo término de la derecha representa la interacciéon de la nube electronica con el
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potencial externo (que en el caso de 4&tomos y moléculas es el creado por el o los nucleos) y el
tercer término es la interaccidn electrostatica clasica entre electrones.

Es importante hacer notar que todos los términos de la ecuacion (3.41) son de naturaleza
local, lo que se traduce en una reduccion significativa en el tiempo de calculo comparado con
técnicas basadas en el método Hartree-Fock.

Desafortunadamente, la exactitud del modelo no resultdé adecuada para predicciones
cuantitativas. Incluso el modelo TFD es incapaz de predecir la formacion del enlace quimico
[81]. Fue necesario esperar poco mas de treinta afios para que Hohenberg y Kohn

establecieran las bases de la DFT moderna [82], que incluye al modelo TFD como un caso
particular. Para un sistema de N electrones, el potencial externo v(r) determina

completamente el hamiltoniano del sistema y de aqui su energia, funcion de onda y demas
propiedades. Hohenberg y Kohn demostraron que la densidad puede jugar el papel de variable
fundamental del problema determinando tanto el potencial como el nimero de electrones, y
de aqui el resto de las propiedades electronicas. Asi, es posible escribir la ecuacion (3.41) de

forma completamente general como

E[p(r)] = T[p(r)] + Jv(r)p(r)dr + Vee [p(r)] (3.43)

donde T [p(r)] y Vee [p(r)] son los funcionales de la energia cinética y de la repulsion
electronica, respectivamente. Hohenberg y Kohn también proporcionaron un principio
variacional para la energia estableciendo que si /;(,») es una densidad de prueba distinta de la

exacta, p(r), pero con sus mismas condiciones de contorno y propiedades globales se cumple

que

E[p(r)} < E{/;(r)} (3.44)

A pesar de que las ecuaciones (3.43) y (3.44) sientan las bases de la DFT moderna, no
predicen ninguna forma explicita para T' [p(r)] ni para Vee [p(r )] Conocer la forma explicita

exacta de estos funcionales es ain un problema no resuelto. Afortunadamente, se ha avanzado

mucho en este campo y en la actualidad existe un nimero importante de funcionales que,
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incorporados a la ecuacion (3.43), proveen resultados de suficiente exactitud y confiabilidad
como para realizar predicciones en muchos campos de la quimica.
Es interesante hacer notar que la ecuacion (3.43) se reduce a la ecuacidon (3.41) si se

satisface que

T[p(r)] = Trr[p(r)] (3.45)

Vlplr= j%dw’r#l@[p(r)] (3.46)

3.1.9.1 La DFT moderna

La ecuacién (3.43), a pesar de ser una expresion exacta, presenta el inconveniente del
dsconocimiento de T [p(r)] y Vee [p(r)] En 1965, Kohn y Sham [83] presentaron una

solucion al problema de la indeterminacion del funcional de la energia cinética. Consideraron

un sistema de referencia de N electrones no interactuantes sometidos Unicamente a la accion

de un potencial externo Vs (r) y cuya energia se escribe como

Ed[p(r)] =T [p(r)]+ Ivs (r)p(r)dr (3.47)

Si se invoca la existencia de un conjunto base auxiliar {¢}, se puede escribir la

densidad en funcién del mismo

ps(r)=>"¢i(r )i (r) (3.48)

i=1

s 1 :
y al operador de la energia cinética como —EVf . De esta forma, la ecuacion (3.47) se

transforma en
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Es[p(r)]:—éz.[(v di (r )j) r)dr +ZJVS )dr

El proximo paso es reescribir la ecuacion (3.43) como

Elp(r)l=Tlp(r)]+ Ts [p(r)] = T [p(r)]+ Vee ()] = 7o (r)] +

Jp(r)]+ [v(r)o(r)dr
= Ts[p(r)]+ 3[p()]+ [ v(r)o(r)dr + Eex [p(r)]

donde

I p drdr

Ir—rl

Exe[p(r)]=Vee[p(r)]- o)+ T [p(r)] - Ts ()]

En la ecuaciéon (3.53), Exc [p(r)] es la energia de intercambio y correlacion y esta

sistema de electrones no interactuantes, T [p(r )]

Asumiendo que la ecuacion (3.48) es valida también para el sistema de electrones

interactuantes, la ecuacion (3.51) puede escribirse como

Eplr)== 3 X[ (20 (i + (e )olr +

]Md dr’ +Exc[P( )]

2|rr|
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(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

conformada por la parte no cldsica de la interaccion electronica y por el error cometido al

reemplazar al verdadero funcional de la energia cinética, T' [p(r)], por el correspondiente al

(3.54)
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Aplicando el principio variacional a la ecuacion (3.54) con respecto a pequeias
variaciones en el conjunto base {¢} y con la restriccion de normalizacion sobre la densidad,

la ecuacion (3.42), se obtiene

Hv v (r )}qﬁ( )= e (F)i=1—>N 359

donde

Vef (r)z v(r)+ J.|rpg V)|dr +ch( ) (3.56)
y

Ve (r) = %{;g’ﬁﬂ (3.57)

es el potencial de intercambio y correlacion, de naturaleza absolutamente local. Los ¢
corresponden a los multiplicadores de Lagrange que surgen de la condicion de normalizacion

sobre la densidad. Las ecuaciones (3.55) a (3.57) se conocen como ecuaciones de Kohn-Sham
(KS). Es interesante notar que como Ve (r), ecuacion (3.56), depende de las funciones

auxiliares introducidas, las ecuaciones KS deben resolverse de manera iterativa dando lugar al
método KS autoconsistente (KS-self-consistent field, KS-SCF).
Del analisis de las ecuaciones KS surgen, al menos, tres puntos de importancia:

1. la introduccion de N funciones auxiliares permite tratar al funcional de la energia cinética
de una manera indirecta, es decir, a través de 7% [p(r)] en lugar de T' [p(r)], pero exacta.
El precio de esta exactitud es tener que resolver autoconsistentemente N ecuaciones
monoelectronicas en lugar de s6lo una como en el modelo TFD.

2. gracias al caracter local de Ve (r) las ecuaciones KS-SCF son mucho mas faciles de

resolver que las andlogas HF con la funcion de onda multielectronica representada por un
unico determinante de Slater. En rigor, presentan la misma dificultad que las ecuaciones de

Hartree donde el intercambio estéd excluido.
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3. las funciones auxiliares {¢}en las ecuaciones KS-SCF no necesariamente representan los

familiares orbitales atomicos que resultan de resolver la ecuacion de Schrodinger. Como
consecuencia, los autovalores asociados no necesariamente tienen el significado de las

energias orbitales. En rigor, no poseen significado fisico. No obstante, gracias a que
Vef (}") tiene el comportamiento asintotico correcto [im—swVer (V)z 0, el autovalor que

corresponde a la ultima funcién ocupada se asocia con el primer potencial de ionizacion

cambiado de signo.

Debe notarse que, aunque el modelo KS-SCF proporciona una solucion al

desconocimiento del funcional 7T [p(r)], el nuevo funcional FExc [p(r)] permanece

desconocido. Es usual separar las contribuciones a FExc [p(r)]segl’m
Exc[p(r)]:Ex [p(r)]+ Ec[p(r)] (3.58)

lo cual conduce a dos potenciales, Vx (r) y Ve (r), dentro de ver (r), ecuacion (3.56). La
forma mas sencilla de modelar Ex [p(r)] y Ec¢ [p(r)] es a través de expresiones locales.

Entonces, si

Ex[p(r)]=Kp[p(r)] (3.59)

Eelp(r)]=E2 [p(r) (3.60)

Ec[p(r)]= EE™ [p(r)] (3.61)

donde EZY [p(r)] y EIN [p(r)] son los funcionales de correlacion local propuestos por

von Barth y Hedin [84] y por Vosko, Wilk y Nusair [85], respectivamente. Se define asi una
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nueva metodologia de trabajo denominada Aproximacion de la Densidad Local (Local
Density Approximation, LDA) enmarcada en el modelo KS-SCF. Cuando los sistemas de
interés presentan capa abierta, se tiene la Aproximacion de la Densidad de Espin Local (Local
Spin Density Approximation, LSDA).

Desafortunadamente, tanto la LDA como la LSDA conducen a una sobreestimacion en
la energia de disociacion de enlace y a longitudes de enlace demasiado cortas, hechos que
pueden invalidar por si solos el caracter predictivo de una herramienta teodrica. Los
tratamientos que van mas alla de la L(S)DA corrigen estos defectos y son objeto de estudio en

la proxima seccion.
3.1.9.2 Mas alla de 1a L(S)DA

Existen basicamente tres maneras de mejorar los resultados obtenidos con la L(S)DA,
aunque solo una de ellas es ampliamente utilizada en todos los programas disponibles. No
obstante, se describirdn brevemente las dos metodologias menos difundidas para luego hacer

mayor hincapié en la tercera, la mas aceptada.

3.1.9.2.1 Correccion por autointeraccion

En un 4tomo o en una molécula, un electron interactia con el resto de los electrones y
claramente no tiene sentido que interactie consigo mismo. En el modelo HF Ia

autointeraccion que aparece debida al término culémbico se compensa por la autointeraccion
proveniente del intercambio. Desafortunadamente, el caracter aproximado de Exc [p(r)] enla

L(S)DA conduce a una autointeraccion neta en los resultados.

Si se escribe el funcional para la repulsion electronica como

Vee (1), (1)]= | () + 07 (1) Exe | (). 07 ()] (3.62)

el requerimiento para excluir la autointeraccion es

Vee|pe (1)0]= I o2 (#) ]+ Exe ot (). 0]=0 (3.63)
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Perdew y Zunger [86] propusieron una correccion a Vee [pa (r), pﬁ (r)] que da origen a

la metodologia de Correccidon por Autointeraccion (Self-Interaction Correction, SIC)

VS ()0 ()= T () pP ()] Ee [ (). p? (7))
Z(J [ 7 (r)]+ Exe [p,." (r),o]) (3.64)

io

3.1.9.2.2 Modelado del hueco de intercambio y correlacion

La matriz densidad reducida de segundo orden, y(rr B rr'), describe por si sola la

interaccion electronica en atomos y moléculas [87]

"")drdr dr’...

B N(N—])I‘P*(r,r',r",...)&”(r,r',r"

r=r

—I{MIS" (rrr W r ... )} drdr’
2 |r r |
= jV ) (3.65)
=7
Si no existiesen efectos cuanticos se tendria
j plr (3.66)
Ir —r |
con lo cual
,oa 1 ,
y(rr rr )= Ep(r)p(r ) (3.67)
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La manera mas sencilla de incorporar los efectos no clasicos es a través de una funcioén

de correlacion de pares h(r,r )

y(rr ',rr')z%p(r)p(r')(] +h(rr")) (3.68)
que debe satisfacer la condicién de normalizacion
Ip(r ')h(r,r ')dr '=—1
[ prc(rr )dr'=-1 (3.69)

donde pxc (r,r') recibe el nombre de hueco de intercambio y correlacion. Con este nuevo

ingrediente, Vee se puede escribir como

£(r)) (3.70)

Pac (r,r')z f(r)h(lr -7’

pxc(r,r')zf'(r')h(lr—r',g(r)) (3.71)

donde f, /'y g son funciones de la densidad.

Las representaciones mas exitosas para esta formulaciéon son las conocidas como
Aproximacion de la Densidad Promediada (Averaged Density Approximation, ADA) [88] y
la Aproximacion de la Densidad Ponderada (Weighted Density Approximation, WDA) [89].

3.1.9.2.3 Utilizacion de gradientes de la densidad

Los funcionales de intercambio y correlacion que intervienen en la L(S)DA surgen de
un modelo de gas de electrones uniforme, donde cualquier variacion (gradiente) de la
densidad resultard nula. Sistemas reales como atomos, moléculas y sélidos estan lejos de ser
sistemas uniformes u homogéneos. Parece razonable introducir correcciones al modelo

homogéneo a través de gradientes de la densidad.

La primera correccién a FExc [p(r)] aparece como una correccion de segundo orden
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2
E)(cg)[p(r)] = ctej |Vp(r} dr (3.72)

El principal problema con esta expresion es que su potencial asociado

)= L)

mucho trabajo con el fin de salvar este problema dando lugar a lo que hoy se conoce como

diverge y, por lo tanto, no puede aplicarse. No obstante, se ha realizado

Aproximacion de la densidad (de Espin) No Local (Non-Local (Spin) Density Approximation,
NL(S)DA).

Algunos esquemas introducen de manera conjunta el intercambio y la correlacion.
Ejemplos de este tipo de funcionales son los propuestos por Langreth y Mehl [90] y Perdew
[91] (Generalizad Gradient Approximation, GGA). Otros presentan un tratamiento no local
para el intercambio o para la correlacion.

El punto de partida para tratar el intercambio en la NL(S)DA es el término debido a

Dirac, ecuacion (3.40), modificado por un factor que dé cuenta de la inhomogeneidad

13

B <=3 2] [Flohte) e 67)

T

donde

F(s)= (]+as2 +bs? +cs6)/15 (3.74)
y

_[Velr)
S_p4/3(r) (3.75)

con a, b y c constantes.
Este funcional de intercambio es debido a Perdew y Wang [92] y suele verse

referenciado como PWR86.
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Otro funcional de intercambio, sin dudas el mas utilizado en la actualidad, fue propuesto
por Becke [93] y suele denominarse brevemente como B88 o simplemente B y es algo distinto

al anterior

2

13
B3] [ e ) s 37

Donde s esta definido por la ecuacion (3.75) y a es una constante.

Para tratar la correlacion mas alla de la L(S)DA, que contiene a los funcionales BH y
VWN, se cuenta hoy en dia con cuatro funcionales muy utilizados: el de Lie y Clementi (LC)
[94], el de Perdew (P86) [95], el de Lee, Yang y Parr (LYP) [96] y el de Wilson y Levy (WL)
[97].

Para finalizar, se comentaran brevemente dos esquemas relativamente recientes que se
denominan “hibridos”.

i. Esquema “mitad y mitad” (BHandH [98]:

En este caso la energia de intercambio y correlacion se calcula como

Exe=1 (EfF + By )4 ! prema (3.77)
2 2
donde Effes la energia de intercambio exacta (Hartree-Fock) pero calculada con las
funciones auxiliares KS-SCF obtenidas de resultados L(S)DA.

ii. Esquema hibrido de tres parametros (Becke3 6 B3) [99]:

Aqui la energia de intercambio y correlacion se calcula como

Exc = aoEfF + (1—ao \EEOPA 1 g EBSS 4 EHOPA 4 4 EFGA (3.78)

donde a,, a, y a. son coeficientes que se determinan por ajuste con resultados experimentales.

3.1.9.3 Rendimiento de la DFT versus HF y Post HF

Luego de una infinidad de comparaciones que aun hoy se siguen realizando se puede

afirmar que para bases de calidad doble-zeta mas polarizacion, la DFT en su version
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NL(S)DA KS-SCF proporciona resultados comparables a los que se obtienen a nivel
HF+MP2 (y, en algunos casos HF+MP4) para propiedades como geometrias y energias de
enlace, momentos dipolares, frecuencias de vibracion, campos de fuerza y otras [100].

Se ha demostrado también que hay una pérdida de exactitud infima si se incluyen las
correcciones no locales a la L(S)DA luego del proceso autoconsistente, es decir, siguiendo la
filosofia de la teoria de perturbaciones [101].

Finalmente, debe decirse que si bien algunas propiedades como las magnéticas y las de
sistemas que presentan interacciones débiles y muy débiles, como enlaces de hidrogeno o
fuerzas de van der Waals, son descritas pobremente, los esquemas hibridos, en particular el
método B3LYP de Becke [99] que incluye el funcional de correlacion LYP [96], presentan
una solucion a estos problemas siempre y cuando la calidad de la base sea triple zeta mas

funciones de polarizacién y difusas o superior [102]

3.1.10 Error de superposicion del conjunto base. Interacciones débiles

A medida que fue avanzandose en el uso de los cdlculos ab initio para mejorar la
exactitud y para abordar problemas tales como las débiles interacciones de van der Waals o
las de enlaces de hidrogeno, se hizo evidente que el uso de un conjunto incompleto resulta en
errores significativos en el calculo de las curvas de energia potencial.

El llamado error de superposicion del conjunto base (BSSE, Basis Set Superposition
Error) se origina por la tendencia que tienen los electrones asociados a un dado dtomo, a usar
las funciones base de un atomo vecino para disminuir su energia. Por ejemplo, cada
fragmento AH y B, puede experimentar dos fuentes de disminucidon de energia cuando se
aproximan el uno al otro para formar el complejo A-H-B, la que corresponde a la formacioén
del enlace mismo y ademds una disminucion extra, artificial que surge como resultado de
haber mejorado la descripcion de cada fragmento por aumentar el numero de funciones base.
Como resultado de ello, la energia de interaccion resulta sobreestimada. El problema es tanto
mas dramatico cuanto mas débil es la interaccion que se estudia, ya que en algunos casos el

error llega a ser del mismo orden de magnitud que la energia de interaccion.
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Entre las distintas técnicas propuestas para corregir este error, la mas utilizada es la de
Boys-Bernardi [103], conocida como método counterpoise. En este método la energia de

interaccion se calcula mediante:
AE = E4H5 (Ejg‘B +E§‘H‘BJ (3.79)

Donde el supraindice indica, en cada caso, que tanto las funciones de AH como las de B

se usan para describir a los fragmentos individuales y al complejo. Asi, por ejemplo, el
calculo de FE jg B involucra a los orbitales de B (sin sus nucleos y electrones) en adicion a

los nucleos, electrones y orbitales de AH. Las funciones B utilizadas se llaman “atomos
fantasmas” debido a la ausencia de los ntcleos y de los electrones.
Cuando se ignora este error, se calcula la energia de interaccion y la funcién de onda de

cada fragmento incluyendo solo las funciones base asignadas a dicho fragmento:
AH-B AH B
AE = EAH-B (g | p5) (3.80)

El uso de un conjunto base mas pequefio para cada fragmento conduce a una energia
mas alta y en consecuencia a una mayor energia de los fragmentos combinados. De esta forma
se sobreestima la diferencia de energia entre el complejo y los fragmentos aislados.

En la literatura, se encuentran opiniones controvertidas con respecto a la eficacia del
método counterpoise para corregir el error de superposicion del conjunto base. Algunos
autores opinan que este método es un pobre sustituto del empleo de bases extendidas en el
calculo de las energias de interaccion. Schwenke y Truhlar [104] calcularon la energia de
interaccion del dimero (HF), usando desde bases minimas hasta bases extendidas y aplicando
en cada caso la correccion counterpoise. Encontraron que la fiabilidad de dicha correlacién no
aumenta al incrementar el tamafio de la base y concluyeron que el costo extra que el método
de correccidon requiere no garantiza la obtencion de un resultado mas exacto. Frisch y col.
llegan a una conclusion similar en un estudio posterior [105]

Otros autores, como Szalewics y col. [106] sefialaron que la energia de interaccion SCF
puede reproducirse satisfactoriamente cuando se utilizan bases pequefias, de calidad DZ, con

apropiadas funciones de polarizacion en forma conjunta con el método counterpoise. Alberts
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y col. [107] también proponen el uso de este método para complejos débilmente enlazados
como por ejemplo HF/ CO y CO,/ N,CO.

Szczesniak y Scheiner [108] estudiaron el dimero de agua a los niveles SCF y post-HF
con una amplia variedad de conjuntos base y encontraron que la energia de interaccion
presenta un comportamiento erratico a pequefios cambios en los parametros de la base, en
tanto que las energias totalmente corregidas por BSSE resultan mucho mas uniformes.
Contrariamente a lo sefialado por otros autores [109, 110], Szczesniak y Scheiner sefialan que
el método counterpoise no sobreestima el error de superposicion del conjunto base [111].

Una revision mas detallada del efecto del error de superposicion del conjunto base y de
otros efectos secundarios sobre el estudio de interacciones débiles, tales como los enlaces de

hidrégeno, puede encontrarse en la referencia [112].
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3.2 Teoria de Atomos en Moléculas

3.2.1 Introduccion

La teoria de atomos en moléculas (Atoms in Molecules, AIM) [15, 16] provee una
definicion simple, rigurosa y elegante de los 4tomos y de los enlaces quimicos.

Esta teoria, fundada tres décadas atrds, sentd las bases de que una molécula puede
particionarse naturalmente en atomos [113] cuya energia puede definirse precisamente usando
la mecanica cuantica. Asi, cada atomo obedece al teorema del virial del mismo modo que lo
hace la molécula como un todo. La capacidad para definir la energia de un atomo en el
interior de una molécula permite considerar al subespacio atomico en una porcion de espacio
dominada por el nucleo respectivo. Una de las consecuencias de esta particion es que los
atomos exhiben una desconcertante variedad de formas, lo que refleja la singularidad de cada
“atomo molecular” y la complejidad de la quimica en si misma.

A través de los afios, la teoria AIM ha evolucionado hacia un programa que establece un
puente entre las modernas funciones de onda ab initio y el conocimiento quimico. Una de las
principales linecas de pensamiento en el desarrollo de este programa es el uso de la
distribucion electronica p(r) y de cantidades relacionadas tales como el Laplaciano de p(r),
V?p(r), como punto de partida para el analisis.

Diversos niveles de teoria (y de conjuntos base) pueden conducir a p(r), la que también
puede ser observada experimentalmente. Teniendo a la distribucion electronica como fuente
de informacion para estudiar un considerable conjunto de caracteristicas quimicas, los
conceptos basados en ella seran independientes del modo en que fue obtenida p(r), en
contraste, por ejemplo, con diversos analisis poblacionales que solo tiene significado dentro

de un contexto tedrico o computacional especifico [114].

3.2.2 Atomos y la topologia de la densidad de carga
La teoria AIM, fundamentada en los rigurosos principios de la mecanica cudntica,

proporciona el sustento tedrico de la hipdtesis de estructura molecular en la que se reconoce a

una molécula como a un conjunto de atomos unidos por una red de enlaces.
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La definicion de atomo topologico, basada en la estructura que exhibe la distribucion de
carga electronica, es una manifestacion de las fuerzas que actiian dentro del sistema. Las
propiedades atomicas se describen por las ecuaciones de movimiento y teoremas asociados a
la mecanica cuéantica que se aplican al sistema como un todo. Un 4tomo, definido como la
uniéon de un atractor y su cuenca asociada, determina las propiedades topoldgicas de la
distribucion de carga molecular.

El estudio de las propiedades topoldgicas de la densidad de carga p(r) se hace evidente
a través del estudio del campo del vector gradiente asociado Vp(r) [15, 115], cuyas
propiedades proporcionan la definicion de los elementos de estructura molecular, de
estabilidad estructural y permiten delinear los mecanismos de cambios estructurales [116,
117].

La teoria de estructura molecular identifica el conjunto de interacciones atomicas, que
pueden caracterizarse estudiando las propiedades del campo escalar derivado de la densidad
de carga, su distribucion laplaciana Vzp(r). El Laplaciano, una importante propiedad de un
campo escalar [118], permite determinar en forma directa las regiones en donde esta
concentrado. Ademas, siendo el laplaciano de la densidad de carga el lazo de union entre la
forma de p(r) y sus propiedades mecanicas, su estudio resulta de particular importancia en el
andlisis de las interacciones atomicas.

La mecanica de la densidad de carga esta determinada por el tensor cuantico de estrés
[119, 120], cantidad introducida en la mecanica cuantica por Pauli [121]. Como consecuencia
de las propiedades del tensor de estrés, el signo del Laplaciano de p(r) determina las
magnitudes relativas de los valores locales de las densidades de energias cinética y potencial.
Asi, un mapa de las regiones en donde el Vzp(r) < 0, es decir, regiones donde la carga
electronica esta concentrada, muestra las regiones donde la densidad de energia potencial
contribuye en forma predominante en la disminucion de la energia del sistema. De este modo,
existe una intima union entre las propiedades topoldgicas de p(r) y su Laplaciano por lo que,
a través de las propiedades del Laplaciano, se puede establecer una relacion entre la forma de

la distribucion de carga y la mecanica que la gobierna.
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3.2.2.1 Propiedades topologicas de la densidad de carga

La densidad de carga p(r) para un sistema de N electrones y una configuracion nuclear

X fija, se define como:

p(r,X)=N > [{TTdrj firx, X)p(x,X) (3.81)
espines | j#i

Donde y es una solucion antisimetrizada de la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo, x representa el conjunto de coordenadas electronicas espaciales y de espin y r las
coordenadas espaciales de un electrén.

La densidad p(r, X), en adelante p(r), es una descripcion de la distribucion de carga de
un electron promediada sobre el movimiento de los restantes electrones.

Si y se aproxima por medio de un unico determinante de Slater (una suma
antisimetrizada de productos de espines-orbitales monoelectronicos ¢;), la expresion de la

densidad viene dada por la sumatoria sobre los productos de los estados monoelectronicos

p(r)=" 0i (*)pi(r) (3.82)

Si la funcion de estado se determina mas alla de la aproximacion monoelectronica a
través de alguna forma de interaccion de configuraciones, la expresion correspondiente a la
ecuacion (3.82) se obtiene reemplazando a los espines—orbitales por el conjunto de funciones
electronicas que diagonalizan la matriz densidad monoelectronica (los llamados orbitales

naturales, n;)
POt )=Y i (O ni(0) =32 (v )’ (3.83)

donde los numeros de ocupacion (A;) poseen valores entre cero y uno [122].
En la teoria de Atomos en Moléculas las propiedades de un sistema se describen sobre
la base de una funcién de distribucion en el espacio real, la densidad de carga, con lo que se

obtiene una base para la definicion de la estructura en ese espacio [15].
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Las propiedades topologicas de una distribucion de carga electronica, asociada con una
configuracion nuclear X, se resumen por el nimero y tipo de puntos criticos de p(r), puntos

donde el vector gradiente de p(r) se anula [123], Vp(r) se define como:

V() =i P OP() g OP(T) (3.84)
ox oy 0z

Si la funcion en ese punto es un minimo o un maximo lo determina el signo de su

segunda derivada o curvatura en ese punto. En general, para una eleccion arbitraria de ejes
coordenados, pueden encontrarse nueve derivadas segundas de la forma 0°p/Oxdyen la

determinacion de las curvaturas de p(r) en un punto del espacio. Este arreglo ordenado 3 x 3

se llama la matriz Hessiana de la densidad de carga, A :

2
A,-,-:{ 0 p} (3.85)

donde r representa el vector posicion del punto critico.

Diagonalizada esta matriz, los nuevos ejes coordenados se llaman ejes principales de
curvatura dado que las magnitudes de las tres derivadas segundas de p(r) calculadas con
respecto a estos ejes son extremadas.

La traza de la matriz Hessiana, es decir, la suma de sus elementos diagonales, es
invariante a la rotacién del sistema de coordenadas. Asi, el valor de la cantidad VZp(r),

llamado el Laplaciano de p(r)
V2 p=VNp=0p/ox’ +0° ploy’ +0° ploz’ (3.86)

es invariante a la eleccion de ejes coordenados. Los ejes principales y sus correspondientes
curvaturas en el punto critico en p(r) se obtienen como los autovectores y correspondientes
autovalores en la diagonalizacion de la matriz Hessiana de p(r.). Asi, los pares de nombres
“curvatura y autovalor” y “ejes de curvatura y autovectores” pueden usarse indistintamente

para describir las propiedades del punto critico en p(r).
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El rango de un punto critico, denotado por m, es igual al nimero de autovalores no
nulos o curvaturas de p(r) no nulas en el punto critico. La signatura, denotada por o, es
simplemente la suma algebraica de los signos de los autovalores. Los puntos criticos se
designan dando los dos valores (®,c).

Con pocas excepciones, los puntos criticos de la distribucion de carga para moléculas
con una configuracion estable de los nucleos son todos de rango tres. Es en términos de las
propiedades de los puntos criticos con @ = 3 que se definen los elementos de una estructura
molecular. Un punto critico con ® < 3, es decir, con al menos una curvatura igual a cero, es
un punto critico degenerado. Tal punto critico es inestable en el sentido de que, ante cualquier
perturbacion pequefia, como la causada por un desplazamiento de los nucleos, el punto critico
desaparece o se bifurca en un numero de puntos criticos no degenerados o estables (v=3). La
aparicion de un punto critico degenerado en una distribucion de carga molecular indica el
principio de un cambio estructural.

Los puntos criticos no degenerados, es decir de rango ® = 3, se encuentran en p(r) para
todos los X que pertenecen a un subconjunto denso del espacio de configuracion nuclear.

Los elementos de estructura se definen en términos de las propiedades de estos puntos
criticos [116, 124].

Hay cuatro valores posibles de signatura para puntos criticos de rango tres: (3, -3), (3, -
1), 3, +3) y (3, +1). En un punto critico (3, -3) las tres curvaturas son negativas y p(r) es en
un maximo local en r.. En un punto critico (3, -1) dos curvaturas son negativas y p(r) es un
maximo en I, en el plano definido por los ejes correspondientes. p(r) es un minimo en r. a lo
largo del tercer eje perpendicular a este plano. Un punto critico (3, +1) posee dos curvaturas
positivas y p(r) es un minimo en r, en el plano definido por los ejes correspondientes. p(r) es
un minimo en r. a lo largo del tercer eje perpendicular a este plano. Por ultimo, en un punto
critico (3, +3) todas las curvas son positivas y p(r) es un minimo local en r,.

La funcién Vp(r) define un campo de trayectorias o vectores dirigidos en cada punto a
lo largo del gradiente de la densidad de carga. Los vectores o trayectorias de gradiente se
originan en puntos criticos con curvatura positiva, y terminan en puntos criticos con curvatura
negativa.

Cuando los tres autovalores tienen el mismo signo, +3 o -3, es posible construir un
conjunto infinito de tres trayectorias de gradiente mutuamente ortogonales que se originan o

terminan, respectivamente, en el punto critico. Asi, un punto critico (3, +3) es un minimo en
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la densidad de carga y ésta aumenta en cualquier direccion a partir del punto critico. Un punto
critico (3, -3), en cambio, es un maximo en p(r). La densidad de carga disminuye en cualquier
direccion a partir del punto critico. El conjunto de trayectorias de gradiente que terminan en
un punto critico en p(r) definen un espacio de volumen en un sistema molecular.

Dos autovalores del mismo signo, signatura +1 o -1, generan infinitos conjuntos de
pares de trayectorias mutuamente ortogonales que se originan o terminan, respectivamente, en
el punto critico y definen una superficie perpendicular al eje definido por la trayectoria de
gradiente asociada al autovalor de distinto signo. Si el autovalor de distinto signo es positivo,
punto critico (3, -1), se originan dos trayectorias de gradientes de sentidos opuestos que
definen un eje nico en el espacio a lo largo del cual p(r) aumenta a partir del punto critico. Si
el autovalor de distinto signo es negativo, punto critico (3, +1), p(r) disminuye a lo largo del

eje definido por este autovalor, a partir del punto critico.

3.2.2.2 Elementos de estructura molecular

Existe una region abierta del espacio que rodea a un punto critico (3, -3) tal que todas
las trayectorias de gradiente que se originan en este espacio terminan sobre el punto critico.
Asi, un punto critico (3, -3) se comporta como un atractor del campo del vector gradiente de
la distribucion de carga. La mayor region del espacio en la que se verifique esta observacion y
que ademas el flujo de Vp(r) resulte invariante se denomina cuenca del atractor.

Debido a que los puntos criticos (3, -3) de una distribucion de carga electronica
coinciden, en general, con las posiciones de los nucleos [125], los nucleos act@ian como
atractores del vector gradiente de p(r, X). El resultado de esta identificacion es tal que el
espacio de una distribuciéon de carga molecular, el espacio real, se particiona en regiones
disjuntas, las cuencas, cada una de las cuales contiene un punto atractor o ntcleo. Un atomo,
libre o enlazado, se define entonces como la unién de un atractor y su cuenca asociada. Para
un atomo aislado, la cuenca cubre enteramente el espacio tridimensional, R®. Para un 4tomo
en una molécula, la cuenca es un subconjunto abierto de R’ y los 4tomos vecinos estan
separados por superficies interatdomicas. La existencia de una superficie interatomica indica la

presencia de un punto critico (3, -1) entre dos nucleos vecinos.
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Los puntos criticos (3, +1) y (3, +3) surgen como consecuencia de arreglos geométricos
particulares de los caminos de enlaces y definen los dos elementos restantes de una estructura
molecular: anillos y cajas.

Los puntos criticos (3, +1) se encuentran en el centro de los anillos formados por tres o
mas nucleos. El eje a lo largo del cual p(r) disminuye a partir del punto critico es
perpendicular al plano del anillo y constituye la linea de frontera a lo largo de la cual se
intersecan las superficies de los fragmentos atdmicos que forman el anillo. La superficie
asociada a este punto es el plano del anillo. A diferencia de lo que ocurre en un punto critico
(3, -1), las trayectorias de gradiente que se originan en este punto critico y que terminan en los
nucleos vecinos no definen trayectorias de enlaces. El unico autovector negativo genera un
par de caminos de gradiente que terminan en el punto critico y define un unico eje
perpendicular a la superficie del anillo en el punto critico. Un anillo, como elemento de
estructura, se define como la parte de un grafo molecular que encierra una superficie de anillo.
Si los caminos de enlace se arreglan de modo que encierran el interior de una molécula con
superficies de anillos, se encuentra un punto critico (3, +3) de caja en el interior de la caja
resultante. La densidad de carga es un minimo local en dicho punto critico. Una caja, como
otro elemento de estructura, es una parte de un grafo molecular que contiene al menos dos
anillos, tal que la unién de las superficies de anillo delimita una region de R® que contiene un

punto critico (3, +3).

3.2.2.3 Enlaces quimicos y grafos moleculares

Debido a las propiedades topoldgicas de un punto critico (3, -1), las superficies

interatomicas, S(r), tienen un caracter Unico: son las Unicas superficies continuas y cerradas

que satisfacen la condicion de flujo cero [126].

Vp(r)n(r)=0 vreS(r) (3.87)

donde n(r) es el vector normal a la superficie S en r, lo que significa que todas las trayectorias
generadas en las cercanias de un nucleo dado terminan sobre éste y ninguna atraviesa la

cuenca de un atomo vecino.
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Los pares de caminos de gradiente que se originan en cada punto critico (3, -1) terminan
sobre los nucleos vecinos definiendo una linea a lo largo de la cual la densidad de carga es
maxima con respecto a cualquier linea vecina. Esta linea se llama linea de interaccion
atomica. Se ha demostrado [127] que la acumulacidon de carga a lo largo de esta linea de
interaccion es una condicion necesaria para asegurar la unioén entre dos atomos. También es
una condicidn suficiente cuando las fuerzas entre los nicleos estan balanceadas y el sistema
posee una energia minima a la separacion internuclear de equilibrio. En este caso, la linea de
maxima densidad de carga entre los ntcleos se llama linea de enlace o camino de enlace, y el

punto critico (3, -1) se llama punto critico de enlace (PCE) (ver Figura 3.1).

Nicleo A Niicleo B

Figura 3.1: Representacion esquematica de un punto critico de enlace (PCE) entre los nicleos A y B.
La curva que une A y B (el camino de enlace) no es necesariamente una linea recta. La distribucion
electronica p(r) se incrementa hacia el PCE en un plano perpendicular al camino de enlace. En el PCE

p(r) es un minimo a lo largo del camino de enlace (tomado de la ref. [114])

Para una determinada configuracion X de nucleos, se denomina grafo molecular a la red
de caminos de enlaces que une nucleos vecinos. Es importante destacar que se ha observado
que los grafos moleculares obtenidos de esta manera coinciden con los que se obtendrian
uniendo aquellos pares de d&tomos que consideran enlazados en base a argumentos quimicos.

El nimero de caminos de enlace es igual al nimero de uniones quimicas y no al nimero
supuesto de enlaces por pares de electrones cuando esta descripcion asigna enlaces multiples a
pares de atomos enlazados. Dado que la densidad de un orbital m no esta separada
espacialmente de la de un orbital o [128], todos los enlaces, incluyendo los enlaces multiples,
son topologicamente equivalentes y exhiben un unico punto critico (3, -1) con un maximo de

p(r) en r,, sobre la superficie atomica.
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La densidad de carga a lo largo de un camino de enlace tiene su valor minimo en el
punto critico de enlace y la curvatura asociada o autovalor del Hessiano de p(r) en r., A3, es
positiva. Por otro lado, la densidad de carga en una superficie interatomica tiene su valor
maximo en el punto critico de enlace y las dos curvaturas asociadas de p(r) en 1o, A1 y Ao,
dirigidas a lo largo de los ejes perpendiculares al camino de enlace, son negativas. En un
enlace con simetria cilindrica las dos curvaturas negativas de p(r) en el punto critico son de
igual magnitud. Sin embargo, si la carga electronica esta acumulada preferentemente en un
plano dado a lo largo del camino de enlace (como en un enlace con caracter 7, por ejemplo),
la velocidad de disminucion de p(r) es menor a lo largo de este eje que esta en ese plano que a
lo largo de un plano perpendicular a ¢l, y la magnitud de la curvatura correspondiente de p(r)
€s mas pequena.

Siendo A; > A, la cantidad

g=1_1 (3.88)

se denomina elipticidad del enlace y constituye una medida de la acumulacion de la carga en
un plano dado. Para explicar la elipticidad puede imaginarse (Figura 3.2) un plano
perpendicular al camino de enlace (CE) entre los &tomos A y B, definido por los autovectores

u; y u, (correspondientes a los autovalores A; y A).

Figura 3.2: Representacion grafica para explicar la elipticidad en el PCE de dos atomos A y B

enlazados.
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El vector u; es tangente al PCE y esta asociado con el autovalor positivo A3. La relacion
[A1/A2] mide cudnto el enlace se elonga en la direccién u; en comparacion con la direccion u,.
Cuando esta relacion es grande existe una estructura eliptica que indica un caracter © del

enlace. Cuando A; = A, el enlace es mas cilindrico.

En un enlace con simetria cilindrica, como el enlace C-C en etano, al ser de igual
magnitud las dos curvaturas negativas, la elipticidad es cero. En cambio, cuando la carga
electronica estd acumulada en un determinado plano a lo largo del camino de enlace, como en
un enlace C-C de etileno, la elipticidad es mayor que cero.

El nimero y tipo de puntos criticos que pueden coexistir en un sistema con un numero
finito de nucleos estd gobernado por la relacion de Poincaré-Hopf [123a]. Teniendo en cuenta
la asociacion dada anteriormente de cada tipo de punto critico con un elemento de estructura
molecular, esta relacion establece que n — b +r— ¢ =1, donde n es el nimero de nucleos, b es
el nimero de caminos de enlaces (o lineas de interacciones atomicas), » es el nimero de
anillos y ¢ es el nimero de cajas. El conjunto de nimeros (n, b, r, ¢) se llama conjunto
caracteristico de la molécula.

Algunas propiedades de un sistema, tales como la energia total, la energia cinética y la
energia potencial, estdn determinadas por la matriz densidad monoelectronica y no por la
densidad de carga, al menos no en forma operacional. La matriz densidad monoelectronica o

matriz densidad de primer orden, I D(r, r’) se define como:
r,r,)= NJ.drz...drNdr’z...dr’N v, )y (0, )  (3.89)

donde la funcién estd normalizada a N. La presencia de los dos indices (el segundo primado)
permite distinguir las dos funciones bajo el signo integral y marca la diferencia con respecto a

la funcion densidad. Expresada en funcion de los orbitales naturales, se tiene
rer) =30 (c)ni(r) (3.90)

Cuando r = r’, la ecuacion (3.90) es idéntica a la ecuacion (3.83), por lo que p(r) es el

elemento diagonal de T V(r, 1”).
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Si bien las ecuaciones (3.90) y (3.83) son formalmente iguales, la energia cinética
exclusivamente puede calcularse a partir de la primera dado que sélo en este caso se puede
insertar el correspondiente operador entre los orbitales naturales y dejar que actien
separadamente sobre 1; 6 1); ¥,

El valor promedio de una propiedad que dependa de las coordenadas de dos electrones
puede expresarse en funcion de los elementos diagonales de la matriz densidad de segundo
orden, I (2)(r1 I, I'1 Ip) (ecuacion 3.65).

Asi, el elemento diagonal de I M= p(r) da la densidad total de electrones enr y I" Dy,
r,) da la densidad total de pares en r; y r,. La expresion de I' ® obtenida a partir de una
funcion de una onda monodeterminantal, expresada en funcion de los espines orbitales o

viene dada por

rorr rr)=12% > {¢i*(l’1 )4, (r ) (x );(r )~
¢, (r )g,(r )g; (r )gy(r, )} (3.91)

3.2.3 Mecanica de un atomo en una molécula

Cuando se impone la ley equivalente a la definicion topoldgica de un atomo, como una
restriccion variacional sobre el principio de accion estacionaria, se obtiene una definicion de
las propiedades de un atomo en una molécula [120]. En particular, se obtiene la derivada

variacional de la ecuacion de movimiento de Heisenberg para el valor promedio de la

propiedad A de un atomo Q:
dAQ) 1{(. - ]> }
=2 i a)  +eeprfaslosiar),, ~3an el (3.92)

donde c.c. es el complejo conjugado y Ja es la densidad de corriente para el observable A

definida como

34 = (w2mily V(A - Gy iy (3.93)
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y pa es la densidad efectiva monoparticula para la propiedad A:
pA = (N/Z)I drt{\u*;l + (flw) z//} (3.94)

La densidad Lagrangiana multiparticula L(z//,Vz//, z//,t) y su correspondiente densidad

monoparticula L(r), estan dadas por la expresion

L(r) = [drr (. Vyint)

= Idrt{(ih/t)(w*w - g&*w} @2/2m)zvz‘\|l* Viy - V\V*l//} (3.95)

Cuando vy satisface la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, la ecuacion (3.95) se

reduce a

Ler)=—? 4m )7 o) (3.96)

Donde p(r) es la densidad de carga.

La ecuacion de movimiento para A(Q), derivada desde el principio de accidn

estacionaria, es Unica para una region del espacio real Q cuyo lagrangiano es

1(Q)= [ dri(r)= (12 sam fascr )Vp(r e (3.97)

El lagrangiano asi definido es nulo como consecuencia del flujo nulo en Vp(r) en cada

punto de la superficie S(€2, r) que delimita la region Q
Vp(r)n(r)=0 vreS(@Qr) (3.98)

La ecuacion (3.98) es equivalente a la definicion topoldgica de un 4&tomo como la union
de un atractor y su cuenca. La red de lineas de interaccion que une los nucleos atomicos
define la estructura de un sistema la que, en general, persiste sobre una region abierta del

espacio de configuraciones nucleares [126].
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La idea de relacionar las propiedades de una molécula con un conjunto de interacciones
de a pares que caracterizan la mecanica que gobierna a la estructura estd incorporada en la
propia definicion de estructura.

Las interacciones atdmicas determinadas por esta definicion de estructura molecular
pueden pertenecer a una de dos amplias clases generales, cada una caracterizada por un
conjunto particular de propiedades mecanicas [127]. Las interacciones de capa cerrada, como
las que se encuentran en los enlaces i6nicos, en enlaces de hidrogeno, en los estados
repulsivos de los gases nobles y en interacciones de van der Waals, estdn gobernadas por una
contraccion de la densidad de carga hacia cada uno de los ntcleos intervinientes. La mecanica
de tales interacciones estd caracterizada por un valor relativamente grande de la energia
cinética. En este tipo de interacciones, las regiones de baja energia potencial estan localizadas
separadamente dentro de la frontera de cada uno de los atomos o moléculas que intervienen en
la interaccion.

Las interacciones de carga compartida, tipica de los enlaces covalentes, estan
gobernadas por una contraccion de la densidad de carga hacia las lineas de interaccion que
une a los nucleos. La mecanica de tales interacciones se caracteriza por un valor relativamente
grande de la energia potencial en la region internuclear.

Es necesario destacar que estas clasificaciones descriptas corresponden a casos limites,
por lo que existen interacciones con propiedades intermedias entre estos limites.

A continuacion se describen las relaciones mecanocuanticas que fundamentan la

A

descripcion topologica de las interacciones atomicas. Cuando el operador A en la ecuacion
de movimiento de Heisenberg (ec. 3.92) se iguala al momento de un electron se obtiene la

expresion atomica de la fuerza de Ehrenfest [129] que actia sobre la cuenca del atomo Q.

F(Q)= dr] drely” (VP ol = m[dr(aaee oy - fas(@n)ermr)  (3.99)
Q

En la ecuacion (3.99), V es el operador de energia potencial total y J es la densidad de
corriente. El tensor de estrés, 6, puede expresarse en términos de la matriz densidad de

primer orden como

G(r) = (W /4Am)|{(VV +V'V) = (VV'+V'V )}F(I)(r,r‘)‘ B (3.100)
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Dado que la densidad de corriente también puede expresarse en términos de I' ), la
ecuacion (3.99) relaciona todas las fuerzas que actian sobre la carga electronica de un atomo,
con el gradiente de T' .

En un estado estacionario, la fuerza que actia sobre cada elemento dS de la superficie
de un 4tomo esta dada por la integral de la fuerza 6dS ejercida por sus atomos vecinos. Una
superficie atdmica S(Q) estd compuesta, en general, por un cierto numero de superficies

interatomicas S(Q2,Q"), por lo que la ecuacion (3.99) puede expresarse como

F(Q)= [drv.é(r)= > §ds(@ ' r)5(r)n(r) (3.101)

Q="

La suma en la ecuacion (3.101) abarca a los atomos vecinos al atomo Q unidos a €l por
una linea de interaccion, por lo que esta ecuacidon proporciona la base fisica para un modelo
en la cual una molécula se describe como un conjunto de 4&tomos interactuantes. A través de la
definicidon de estructura, la ecuacion (3.101) delimita el conjunto de interacciones atémicas
que determina la fuerza que actia sobre cada atomo en una molécula para una configuracion

nuclear dada.

Cuando el operador A4 de la ecuacion de Heisemberg se iguala al operador del virial,
r.p de un electron, se obtiene el teorema del virial para un 4&tomo en una molécula. Para un

estado estacionario este teorema viene dado por:
V() +21(Q) = ~L(2) = (> m |, drv? p(r) (3.102)

Donde 7/(Q) es el virial de las fuerzas que actian sobre la cuenca y la superficie del 4&tomo y

T(Q) es su energia cinética promedio. Como el lagrangiano, L(Q), (ecuacion 3.97) es cero
tanto para un atomo en una molécula como para un sistema aislado, la ecuacion (3.102) se

reduce a la expresion usual del teorema virial
V(Q)+2T(Q)=0 (3.103)

Lo antes expuesto muestra que se aplica un unico teorema a un atomo en una molécula,

a un grupo de 4tomos unidos a una molécula o a un sistema total aislado.
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La energia cinética 7(Q2) se define alternativamente como

7(Q)= jg K(r)dr = —(r/ /ZrnX ngr{VZ r® (r,r‘Xr:r,} (3.104)
O bien:
7(Q)= jg G(r)dr = —(h2 /2m) er{vvr(“ (r,r‘)(r:r,} (3.105)

y el virial (€2) como
V(Q)= [ drl-rV.5(r)+V(r.5)
= [, drl=rv.&(r) + §as(c)r.5(r)n(r) (3.106)

Los dos términos de la ecuacion (3.106) determinan, respectivamente, el virial de las
fuerzas que actan sobre la cuenca y sobre la superficie del &tomo. Como Q) es igual al
virial de las fuerzas ejercidas sobre los electrones de un 4tomo 2 o sobre la molécula entera,
es, respectivamente, la energia potencial promedio de los electrones en el 4&tomo Q o en la
molécula entera.

El lagrangiano del campo de Schrédinger usado para definir la densidad lagrangiana en
la ec. (3.95) permite definir el tensor momento-energia para dicho campo. Las componentes
espaciales de este tensor satisfacen un conjunto de ecuaciones de divergencia que, al ser
integradas sobre las coordenadas de todos los electrones menos uno, dan la expresion
diferencial de la ley de fuerza de Ehrenfest.

La fuerza que actia sobre un elemento de carga electronica localizada en r es [117,

130]:

Nfdvy' (— VI?),/ = F(r,1) = mdJ(r )/ot —V.5(r) (3.107)

La integracion de la ecuacion (3.107) sobre una cuenca atomica da directamente la ley

de fuerza integrada, ecuacion (3.99). La densidad de fuerza F (r, t) es la fuerza instantanea
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total, ejercida sobre el electron en la posicion 1; y que promediada sobre los movimientos de

los electrones da
_ —/ . WY1 -(2) \
F(r,t)_{ZZaVQr—XaD }p(r)—ZJ.dr V(r-r])'r?0r,r) (3.108)
(¢4

donde T' @ es el elemento diagonal de la matriz densidad de segundo orden normalizada a
N(N-1)/2. La densidad de fuerza F(r, t) puede interpretarse como la fuerza total ejercida sobre
el elemento de carga localizada en r que obedece la ecuacion de movimiento en el espacio
tridimensional, ecuacion (3.107).

Para un estado estacionario, la densidad de fuerza esta determinada por la divergencia
del tensor de estrés y es igual al gradiente del potencial electrostatico @ (r) multiplicado por
p(r) mas una contribucién no conservativa que surge del movimiento correlacionado de los

electrones [131].

—/

®(r) ==Y Za(lr - Xa| ]+ [drp(Yr —r) (3.109)

El virial de la densidad de fuerza para un estado estacionario da la expresion local del

teorema del virial
(22 4m 2 p(v) = =0V G(x )+ V. (v 5(x ) + 2G() (3.110)

expresion que integrada da, término a término, la expresion del teorema del virial atdomico
ecuacion (3.110). En virtud de esta correspondencia, la ecuacion (3.110) puede escribirse

como
~L(r)=v(r)+2G(r) (3.111)
donde L(r) es la densidad lagrangiana y G(r) es la densidad de energia cinética de la ecuacion

(3.105). Como la integracion de r) da 7/ (energia potencial promedio de los electrones),

Ur) es la densidad de energia potencial electronica.
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En la ecuaciéon (3.111), la suma de las contribuciones de las densidades de energia
cinética y potencial al teorema del virial esta relacionada a una propiedad de la densidad de
carga, su laplaciano Vzp(r).

La densidad de energia cinética G(r) es, por definicion, siempre positiva, y 9r) igual a
Tré (r), es siempre negativa. Asi, el signo del laplaciano de p(r) determina cual de las dos
contribuciones al teorema del virial, y por lo tanto a la energia total del sistema, es dominante
en una region particular del espacio.

El laplaciano de una funcién escalar tiene la propiedad de ser negativo en aquellas
regiones en donde dicha funcidén esta concentrada, de manera que la ecuacion (3.111)
identifica las regiones espaciales de una molécula donde la contribucion estabilizante de la

energia potencial es dominante.

3.2.4. Clasificacion de interacciones atomicas

El valor del laplaciano de p(r) en r. es negativo para interacciones que usualmente se
describen como covalentes. La distribucion de carga en estas interacciones esta dominada por
la curvaturas negativas de p(r) y la carga electronica estd concentrada en la region
internuclear como resultado de la contraccion perpendicular de p(r) hacia la linea de
interaccion o camino de enlace. La concentracion de carga se refleja en un valor relativamente
grande de p(r.) y en una relacion | i/ A3 mayor que la unidad. La region del espacio en la
cual el laplaciano es negativo contiene al punto critico y es contigua a las regiones de valencia
de ambos atomos. Estos comparten la densidad electrénica con lo que se origina una unica
region de energia potencial relativamente baja que se extiende sobre la cuenca de los atomos.

Contrariamente, las interacciones del tipo de capa cerrada estdin dominadas por el
principio de exclusion de Pauli. La densidad de carga en el punto critico de enlace, p(r.),
toma valores relativamente bajos, la relacion | 1,/ A3 es menor que la unidad. El signo del
laplaciano esta determinado por la curvatura positiva de p(r) a lo largo de la linea de
interaccion, mientras que el principio de exclusion conduce a una reduccion de carga en la
superficie interatomica. Estas interacciones estdn dominadas por la concentracion de carga

desde la superficie interatomica hacia cada uno de los nucleos. El laplaciano de p(r) es
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positivo sobre toda la region de interaccion y la contribucion de la energia cinética en esta
region es mayor que la contribucion de la energia potencial.

La relacion G(r.)/p(r.), la energia cinética por carga electronica, es menor que la unidad
para una interaccion covalente y mayor que la unidad en una capa cerrada. Asi, cuando la
curvatura positiva de p(r) es grande y dominante como resultado de la contraccion de p(r)
hacia los nucleos, la energia cinética por electron es grande.

En las interacciones covalentes, la acumulacion de carga en la regioén internuclear
conduce a un debilitamiento de los gradientes de p(r) y de su curvatura correspondiente a lo
largo de la linea de interaccion. Debido a la concentracion de carga y el valor negativo del
laplaciano en esta region, la energia potencial es dominante y la energia cinética por electron
es pequena [132].

En los dos tipos de interacciones limites consideradas el punto critico interatomico esta
situado relativamente lejos de una superficie nodal del Laplaciano y las interacciones se
caracterizan por el comportamiento de p(r) en r.. Sin embargo, en algunas interacciones el
punto critico se localiza cerca de un plano nodal en V’p(r). En estos casos las cuencas
atdmicas vecinas en la superficie interatdmica exhiben un comportamiento opuesto con
respecto al signo del Laplaciano de p(r). Estas interacciones presentan propiedades que estan
comprendidas entre las que corresponden a las covalentes y las que corresponden a la capa

cerrada, por lo que se denominan las interacciones intermedias [127].

3.2.5. Propiedades atomicas

La mecanica de un dtomo en una molécula se establece a través de la ley de fuerza
atomica de Ehrenfest y del virial atdémico. El modo de integracion que se utiliza para obtener
un promedio atomico viene determinado por la definicion del funcional de energia del
subsistema, Gy,{Q;]]. La definicion de este funcional esti determinada por el requisito de
que la definicion de un sistema abierto, como el que se obtiene a partir del principio de accion
estacionaria, se establezca en términos de una propiedad fisica del sistema total. Este requisito
impone una base monoparticula sobre la definiciéon de 4&tomo como el que se expresa en la

condicion de contorno de flujo cero en Vp(r) y en la definicion de sus propiedades promedio.
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El principio de accion estacionaria se aplica tanto a un sistema que se extiende hasta el
infinito como a uno limitado por la superficie de flujo cero en Vp(r) [133, 134]. Para asegurar
los resultados, es necesario plantear cual es el conjunto de todos los subsistemas posibles a los

cuales es aplicable este principio. Para ello debe considerarse la variacion del funcional

Glw,{Qi}], que se define como

gly.{il]= |, du|, deo..[ dr. 62 2m Vi Vi + @+ G

donde {Qi} representa al conjunto de subespacios. La integracion de las coordenadas del
electron 1 estdn restringidas a la region ;. Al aplicar el procedimiento variacional, la
condicion para que se satisfaga el principio de accion estacionaria es que cada subsistema Q;

esté limitado por una superficie S; que satisface una condicion de flujo cero de la forma
Vipi(ri)n(ri ) =0 Vri € Si (3.113)

donde:

pi(ri)zjgl...j J...J‘QN...(Hdrjﬂ)//*l// (3.114)

La cantidad pj(r;) es la densidad de probabilidad de que un electron esté en r; cuando
cada uno de los electrones restantes esta en uno de los subsistemas Qj. Asi, pi(r;) en general
no describe una distribucion de carga fisicamente posible para su evaluacion el elemento
diagonal de la matriz densidad de N particulas.

La cantidad pj(r;) solo tiene significado fisico cuando todas las superficies S;, excepto
una, se toman en el infinito. p; se reduce entonces a (1/N)p, (donde p, es la distribucion de
carga mensurable) y la condicion que define los subespacios Q;, ecuacion (3.113), se reduce
a la condicion de flujo cero en Vp(r), ecuacion (3.87). De este modo, fisicamente sélo es
posible una unica solucién de todo el conjunto de subsistemas que preservan la equivalencia

de sus propiedades variacionales con las del sistema total.
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3.2.5.1 Definicion de propiedades atomicas

A continuacién se describen y definen las propiedades atdmicas promedio utilizadas en

el contexto de esta tesis.

El promedio atomico de un observable A se obtiene mediante la integracion de la

correspondiente densidad de la propiedad pa(r), ecuacién (3.94), sobre la cuenca del dtomo
A(Q)=(4), = af dr'(N/z){y,*/}y/ +(ay) y/} (3.115)
esto es
AlQ)= jgdm(r) (3.116)

La consecuencia mas importante de la definicion de una propiedad atomica, tal como se

expresa en la ecuacion (3.114) o en la (3.115), es que el valor promedio de un observable para

el sistema total <A> , es igual a la suma de sus contribuciones atémicas A(Q)

(4)=>,4(@) (3.117)

La ecuacion (3.117) establece que cada atomo contribuye en forma aditiva a la
propiedad total del sistema y es valida tanto para operadores que dependen de las coordenadas

de una particula como para los que dependen de las coordenadas de dos particulas.

Poblacién electrénica: la poblacion electrénica de un atomo en una molécula, N(Q) (namero

promedio de electrones) se obtiene cuando A = 1. En este caso pa(r) se reduce a la densidad

de carga electrénica p(r)

N(Q)= jQ p(r )de (3.118)
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Carga: la carga neta sobre un atomo q(Q) estd dada por la diferencia entre su carga nuclear,

Zg, y su carga promedio, -N(Q)e:
¢(Q)=(Za - N(Q))e (3.119)

Cuando 4 es igual a rg (distancia radial nucleo-electrén) o a alguna potencia n de esta

distancia, se obtiene el promedio correspondiente sobre la densidad de carga del atomo.
Q) = JQ rpp(r)d (3.120)

El volumen atémico, v(Q2), es una medida de la regién del espacio encerrada por la
interseccion de las superficies interatobmicas con una envolvente de la densidad de carga de
algin valor elegido. Una superficie atomica es la uniéon de un cierto namero de superficies
interatdmicas, una por cada espacio vecino, unido a Q. Si el a&tomo no estd en el interior del
sistema, alguna porcion de la superficie puede estar infinitamente distante del atractor. Estas
proporciones abiertas de la superficie atomica se reemplazan por una envolvente de la

densidad de carga, superficie en la cual p(r) tiene un valor constante.

El primer momento de una distribucion de carga atomica, se obtiene promediando el vector

ro (con origen en el nicleo), sobre la densidad de carga del &tomo

M(Q)= —e_[

o rar(r)ds (3.121)

El primer momento proporciona una medida de la extension y direccion de la
polarizacion dipolar de la densidad de carga atdmica, que se origina cuando el centro de carga

negativa se ha desplazado del centro de carga positiva.
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3.2.6 Modelos quimicos y el Laplaciano de la densidad de carga

3.2.6.1 Propiedades del laplaciano de la densidad de carga

En una dimension, la curvatura de p(r) es una medida de la diferencia entre su valor
promedio en puntos vecinos a r y su valor en r. El andlogo tridimensional es el laplaciano de
p(r). Ademas de cuantificar en sentido absoluto las regiones en donde la carga esta
concentrada (valores de laplaciano negativos) y reducida (valores de laplaciano positivos), el
laplaciano de la densidad de carga juega un importante papel teérico en el estudio de la
densidad de carga ya que determina la densidad lagraniana monoparticula de un sistema
mecanocudntico.

Si bien la integracion sobre todo el espacio del laplaciano de cualquier funcién de buen
comportamiento da cero, en el caso de la funcion p(r) este hecho tiene una implicacion fisica
importante: la integral de accion y el lagraniano se anulan para un sistema cudntico aislado.
Para ciertos subsistemas (4tomos) de un sistema aislado se observa la misma propiedad de
p(r) y, debido a esta propiedad comun, se aplica un Unico principio de accion estacionaria a
toda la molécula y a los a&tomos dentro de ella.

El laplaciano de p(r), a través de las magnitudes relativas de sus tres curvaturas,
determina el desequilibrio en las contribuciones de las energias cinéticas y potencial de un
sistema, ecuacion (3.111). La base para la clasificacion de las interacciones atomicas reside en
esta propiedad de relacionar las regiones de concentracion y de reduccion de carga con
regiones en donde dominan la disminucién de energia potencial y el aumento de la energia

cinética, respectivamente.

3.2.6.2 Distribucion laplaciana en atomos y moléculas

Si bien los maximos en una distribucion de carga aparecen solo en las posiciones
nucleares, atin en un atomo aislado la contraccion de p(r) hacia los ntcleos no es dominante a
todas las distancias desde los nucleos debido a que la integral atdmica de Vzp(r) debe ser
cero. De este modo, ademas de las regiones en donde la contraccion de p(r) a lo largo de la

linea radial hacia los nucleos es dominante y V>p(r) > 0, deben existir regiones donde la
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magnitud de las curvaturas de p(r) perpendiculares a esta linea radial con valores negativos
para el laplaciano de p(r). Asi, V*p(r) exhibe nodos esféricos en un atomo y el niimero de
nodos esta relacionado a su estructura de capa. Para cada capa cudntica principal existen pares
de regiones, negativas y positivas, siendo la region mas interna un maximo local.

La interaccion entre dos dtomos conduce a la formacion de un punto critico (3, -1) y las
curvaturas de p(r) compiten en la determinacion del signo del laplaciano. Los autovectores
asociados con los autovalores negativos generan el conjunto de trayectorias de Vp(r) que
terminan en el punto critico (el punto critico se comporta como un atractor en dos dimesiones)
y definen la superficie interatomica. La densidad de carga p(r) es un méaximo local sobre la
superficie interatdbmica en la posicién del punto critico, en el cual las curvaturas negativas
alcanzan su maximo valor. El autovector asociado con el unico autovalor positivo del
Hessiano de p(r) en r, define el par de trayectorias de Vp(r) que se originan en el punto
critico y terminan en los nucleos vecinos. En este caso p(r) es un minimo en r; a lo largo de la
linea de interaccion atomica.

La superficie interatdmica, formada por la interaccion entre las cuencas de dos
atractores tridimensionales, puede verse como la cuenca de un atractor bidimensional situada
en el punto critico interatomico. Las dos curvaturas negativas de p(r) en r, miden el grado de
contraccion de la densidad en la superficie interatomica, perpendicular a la linea de
interaccion, hacia este seudoatractor. La curvatura positiva mide el grado de contraccion de
p(r), paralelo a la linea de interaccion, desde este seudoatractor hacia cada uno de los nucleos
vecinos.

Si las curvaturas negativas dominan, la carga electronica estd localmente concentrada en la
region internuclear y la energia potencial en esta region tiene un valor relativamente grande.
Generalmente su magnitud excede en 2 a la contribucidn de la energia cinética en esta misma
region y la interaccién estd determinada por la baja energia potencial resultante de la
formacion del punto critico (3, -1).

Si, en cambio, la curvatura positiva es dominante, p(r) se concentra separadamente en
cada una de las cuencas atomicas y la interaccion esta dominada por la contribucion positiva

relativamente grande de la energia cinética al sistema.
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3.2.6.3. Maximos en el Laplaciano V>p(r)

El Laplaciano de la densidad de carga define la concentracion de carga de la capa de
valencia que es importante desde el punto de vista quimico. Al producirse una combinacién
quimica, la capa de concentracion de carga se distorsiona dando origen a los maximos de
concentracion de carga que corresponden en numero y posicion relativa a los pares
electronicos [15] anticipados por el modelo de Lewis y otros relacionados, tales como el
modelo de geometria molecular de repulsion de los pares electronicos de la capa de valencia
(Valence Shell Electron Pair Repulsion, VSEPR) [135]. La descripcion de los cambios que
ocurren en la concentracion de carga requiere el estudio de la topologia de la distribucion del
Laplaciano.

Los puntos criticos de Vzp(r), es decir, los puntos criticos donde el gradiente de Vzp(r)
es cero, se clasifican por su rango y signatura del mismo modo en que se clasifican los puntos
criticos en la densidad de carga.

Los puntos criticos en el Laplaciano ocurren donde V(Vzp(r)) = 0 y los autovalores del
Hessiano de V’p(r) son las curvaturas principales de Vp(r) en el punto critico. Las
discusiones topoldgicas siempre se refieren al Laplaciano negativo, la cantidad - Vp(r).
Debido a que la carga esta concentrada donde VZp(r) < 0, un maximo local en - V*p(r) es
sinénimo de un méximo en la concentracion de carga electronica. Asi, un maximo local en -
V2 p(r), un punto (3, -3), con Vzp(r) < 0, denota una concentracion en la carga electronica. Un
minimo local en - Vzp(r), en cambio, un punto critico (3, +3), con Vzp(r) > (), denota una
disminucioén local en la carga electrdonica.

La capa electronica externa de un atomo se divide en una region sobre la cual VZp(r) <
0 y una region externa sobre la cual V2p(r) > 0. La porcion de la capa sobre la cual Vp(r) <0
se llama capa de valencia de concentracion de carga (Valence-Shell Charge Concentration,
VSCCO). En el interior de esta capa esta la esfera sobre cuya superficie la carga electronica de
valencia estd maxima y uniformemente concentrada.

Cada punto en la superficie de la esfera de maxima concentraciéon en la VSCC es un
punto critico (1, -1). En general, esta superficie persiste cuando un atomo se combina
quimicamente pero la esfera se distorsiona y la superficie ya no tiene una concentracion
uniforme. Como consecuencia, las dos curvaturas tangenciales asumen valores positivos y

negativos. La topologia del Laplaciano de p(r) sobre esta superficie es equivalente a la
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descripcion de elevaciones y valles en la superficie del terreno. Si se forma un maximo local
sobre la superficie, las dos curvaturas tangenciales son negativas y se origina un punto critico
(3,-3)en - Vzp(r). Si las dos curvaturas asumen valores de signo opuesto, hay un punto de
ensilladura en la superficie y el resultado es la aparicion de un punto critico (3, -1) en -
V2p(r).

El Laplaciano de la densidad electronica constituye un concepto de relevancia para la
quimica [136], no s6lo por su capacidad para identificar los puntos criticos en - V2p(r) con los
pares electronicos en el modelo VSEPR. También permite predecir el sitio preferido de
protonacion de una molécula y reinterpretar la acidez o basicidad de Lewis. En la reaccion
entre una base (nucleofilo) y un acido (electréfilo) de Lewis puede hacerse un paralelo con la
existencia de un maximo en V>p(r) en la capa de valencia de un 4tomo en una molécula que

. , . 2 . , ’
se combina con un minimo en V“p(r) en la capa de valencia de un atomo en otra molécula.
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