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Resumen

La investigacion se enmarca en la Teoria del Aprendizaje Significativo, la Teoria
Sociocultural y el Modelo de Pirie & Kieren en el andlisis del proceso de comprension ,
se apoya en la Educacion Matematica como disciplina del conocimiento que se ocupa
del estudio de los fendmenos didacticos ligados al saber y al conocimiento matematico y
en la Didactica de la Matematica entendida como una disciplina cientifica que se encarga
de investigar metodica y sistematicamente el proceso de ensefianza-aprendizaje de las

matematicas.

El objeto de estudio corresponde al concepto de funcion, el cual se considera como
el foco de las matematicas que, se ha construido y transformado a través de la historia
constituyéndose en una herramienta util para modelar y comprender fendmenos en las

ciencias naturales, econdmicas, sociales y humanas, entre otras.

El estudio se realiza en un curso de Desarrollo del Pensamiento Logico en el nivel
universitario en la Universidad de Antioquia. La pregunta que la orienta es: (En qué
medida puede desarrollarse aprendizaje significativo y la comprension del concepto de
funcion en particular la funcién a tramos y como influyen algunos subsumidores como
dominio, rango, limite, continuidad y derivada en dicho aprendizaje desde la resolucion
de problemas con la implementacién de un material potencialmente significativo que

involucra tal concepto?

Como parte de la busqueda de la respuesta a la pregunta de investigacion emplea
una metodologia a la luz del paradigma cualitativo, bajo un enfoque estudio de caso. Asi,
se analiza el desarrollo del aprendizaje significativo desde Ausubel y Vigostky y la
comprension desde la propuesta de Pirie & Kieren y los conceptos de Kaput, Batanero y

Pecharroman entre otros.
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En esa via, se disefian cinco materiales que pretenden ser potencialmente
significativos en el marco de la Teoria del Aprendizaje Significativo, que se aplican a los
estudiantes, no solo con la pretension de que su aprendizaje del concepto de funcién a
tramos sea significativo, sino que el mismo sea importante para comprender otros
conceptos que lo utilizan en el Andlisis Matematico como los limites y las derivadas,

conceptos involucrados en el material.

La investigacion aporta a la Educacion Matematica en particular al tratamiento de
los fendmenos de produccion y desarrollo de conocimiento y al estudio de las
interacciones entre la epistemologia, los procesos cognitivos y su dimension

sociocultural, ademas, de la de relaciones que se dan entre ambas Teorias.

El andlisis de los datos y los resultados obtenidos en esta investigacion permiten
concluir que el disefio y posterior implementacion de un material potencialmente
significativo, logra llevar a cabo las relaciones entre los marcos de Aprendizaje

Significativo y Sociocultural a través de la practica social.

Palabras clave: Aprendizaje significativo, comprension, estructura cognitiva, material

potencialmente significativo, practica social.
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Abstract

The research is framed of the Meaningful Learning Theory and Sociocultural
Theory and the Pirie & Kieren model in the analysis of the comprehension process, they
are supported by Mathematical Education as a discipline of knowledge that deals with
the study of didactic phenomena linked to mathematical knowledge and knowledge and
in the Didactics of Mathematics understood as a scientific discipline that is in charge of
methodically and systematically investigating the teaching-learning process of

mathematics.

The object of study corresponds to the concept of function, which is considered as
the focus of mathematics that has been built and transformed through history, becoming
a useful tool to model and understand phenomena in the natural, economic, and social

sciences. and human, among others.

The study is carried out in a course of Development of Logical Thinking at the
university level at the University of Antioquia. The guiding question is: ;{ To what extent
can significant learning and understanding of the concept of function be developed, in
particular the piecewise function and how do some subsumers such as domain, range,
limit, continuity and derivative influence such learning from the resolution of problems
with the implementation of a material potentially significant that such a concept

mnvolves?

As part of the search for the answer to the research question, it uses a methodology
in light of the qualitative paradigm, under a case study approach. Thus, the development
of meaningful learning from Ausubel and Vigostky and understanding from Pirie &

Kieren's proposal and the concepts of Kaput, Batanero and Pecharromén among others.
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In this way, five materials are designed that claim to be potentially significant
within the framework of the Theory of Meaningful Learning, which are applied to
students, not only with the claim that their learning of the concept of function is
significant, but also that it is important to understand other concepts that use it in

Mathematical Analysis such as limits and derivatives, concepts involved in the material.

The research contributes to Mathematical Education in particular to the treatment
of the phenomena of production and development of knowledge and to the study of the
interactions between epistemology, cognitive processes and their sociocultural

dimension, what's more to the relationships that exist between both Theories.

The analysis of the data and the results obtained in this research allow to conclude
that the design and subsequent implementation of a potentially significant material,
manages to carry out the relationships between the Meaningful and Sociocultural

Learning frameworks through social practice.

Keywords: Meaningful learning, understanding, cognitive structure, potentially

significant material, social practice.
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Organizacion de la investigacion

La memoria de la investigacion inicia con su respectiva introduccion, seguida por
ocho capitulos que corresponden a la linealidad del proceso realizado, los cuales se

describen brevemente a continuacion.

El Capitulo I presenta la introduccion y desde alli se plantea la problematica, se
desarrolla la justificacion del problema a investigar, ademas, estudios que se han
realizado relacionados con las dificultades y obstaculos concernientes al aprendizaje
significativo. Asi mismo, se plantea el desarrollo de conocimiento matematico y la
comprension del concepto de funcion, los cuales respaldan la descripcion del problema,
se exponen las preguntas de investigacion orientadoras del proceso investigativo, los

objetivos e hipotesis.

El Capitulo II presenta los fundamentos teoricos, se exponen las Teorias del
Aprendizaje Significativo de Ausubel, la Teoria Sociocultural de Vygotsky, que son

esenciales por cuanto se realiza la conexion entre ambas fundamentaciones.

El Capitulo III exhibe el marco conceptual desde el cual se hace un recorrido
historico sobre la evolucion del concepto de funcion, sus diferentes acepciones y
generalizaciones y de las configuraciones epistémicas que se han manejado a través de
la historia que, muestra la evolucion del conocimiento matematico como un elemento
fundamental en la cultura el cual compartimos con los estudiantes. Desde la perspectiva
cognitiva, se explicita como la historia y la evolucion del concepto funcion ha logrado
ofrecer fundamentos matematicos y didacticos que, hicieron parte del proceso histdrico-
cultural acogidos por la humanidad para desarrollar sus conocimientos que
probablemente los estudiantes incurran en un proceso similar. Luego se presenta el
desarrollo actual del concepto, la funcidon a tramos y los conceptos de limite y derivada

de una funcién.
20



El Capitulo IV acoge la metodologia de la investigacion, describe el tipo de estudio,
las etapas de la investigacion, los participantes, la conexion entre las dos
fundamentaciones, los instrumentos utilizados para recoger la informacion, el disefio de

los instrumentos y la caracterizacion de cada uno de ellos.

El Capitulo V presenta el estudio previo de la investigacion, incluye la
identificacion de los elementos del andlisis designado como pre-test, se obtienen
elementos sobre la comprension matematica de los conceptos de funciéon y funcion a
tramos y las dificultades conceptuales, que no permiten anclar en la estructura cognitiva

otros conceptos pertinentes al objeto de estudio.

El Capitulo VI ostenta el disefio del material potencialmente significativo, que se
propone de acuerdo a los resultados obtenidos en el pre-test. Dicho material permitiria
anclar los conceptos existentes en la estructura cognitiva de manera que se pueda lograr
la comprension de varios tipos de conceptos como limite, continuidad y derivada de la

funcion a tramos.

El Capitulo VII presenta los resultados a través del andlisis cualitativo, obtenidos
de la aplicacion del material que es considerado potencialmente significativo. Cada
pregunta del pos-test tiene su respectivo analisis que involucra los subsumidores, el
aprendizaje significativo, la comprension del concepto y el anclaje de nuevos conceptos.
Se analizan las categorias y subcategorias con la respectiva caracterizacion. Asi mismo,
este capitulo es considerado el foco central de la investigacion debido a que se describe
codmo los estudiantes a través de la resolucion de problemas logran anclar los conceptos
de limite, continuidad y derivada de funciones a tramos y a la vez desarrollar
conocimiento matematico. Se resalta, ademas, la importancia del contexto sociocultural;

la identificacion del proceso de aprendizaje significativo el cual tiene como objetivo
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articular la actividad matematica con el entorno social y cultural, orientando la atencion
en el desarrollo del conocimiento y la comprension de los objetos matematicos.

En el Capitulo VIII se exponen las conclusiones, algunas reflexiones sobre la
Educacion Matematica, se responden las preguntas de investigacion, algunas cuestiones

abiertas y las principales aportaciones hechas por el autor a la comunidad educativa.

Al final se encuentran las Referencias Bibliograficas utilizadas en el cuerpo de la

investigacion.

La mayoria de los capitulos presentan mapas conceptuales que son los que guian
el proceso de los contenidos en las respectivas secciones, graficas que surgen como
resultado de los andlisis de los datos, las cuales fueron elaboradas por el investigador al
igual que los mapas conceptuales. Las ilustraciones, son el producto de las respuestas
dadas por los estudiantes a las preguntas del pretest y al material educativo

potencialmente significativo.
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1. Problematica de la investigacion
Introduccion

“El concepto de funcién es uno de los conceptos fundamentales en la matematica,
pero también es uno para el cual los estudiantes tienen problemas para desarrollar una
comprension satisfactoria” (Diaz, 2013). Dicho concepto resulta fundamental para la en
las matematicas a cualquier nivel educativo, sobre todo en el estudio del Célculo en la

educacion superior (Farfan y Garcia, 2005).

En Colombia, los Estandares Basicos de Competencias en Lenguaje, Matematicas,
Ciencias y Ciudadanas', incluyen el pensamiento variacional, donde el concepto de
funcion se circunscribe en la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como su
aplicacion en la modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbolico,

alli se seniala:

Uno de los propdsitos es contribuir desde la Educacion Basica Primaria distintos
caminos y acercamientos significativos para la comprension y uso de los
conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos, para el
aprendizaje con sentido del calculo numérico y algebraico y, en la Educacion
Media, del calculo diferencial e integral. Este pensamiento cumple un papel
preponderante en la resolucion de problemas sustentados en el estudio de la
variacion y el cambio, y en la modelacion de procesos de la vida cotidiana, las

ciencias naturales y sociales y las matematicas mismas. (MEN, 2006, p. 66)

! https://www.mineducacion.gov.co/portal/
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En los estudios de pregrado este concepto es transcendental para las matematicas
modernas y es esencial en areas relacionadas de las ciencias. Una s6lida comprension del
concepto es esencial para cualquier estudiante que desee adquirir conocimientos de
Célculo, Analisis y favorece el desarrollo de futuros cientificos, ingenieros y

matematicos en el proceso de elaboracion de modelos matematicos.

Ademas, en la educacion superior incluyendo facultades de educacion, introducen
el concepto en el curriculo desde los primeros niveles o cursos de Matematicas
Operativas, Introduccion al Célculo, Calculo diferencial e Integral, donde se incluyen

temas referentes a la funcion, sus tipos y la funcién a tramos.

Los cursos de Calculo se desarrollan alrededor del estudio de temas ligados al
concepto funcion, tales como: clases de funciones, dominio, rango, limite de una funcion,
derivada de una funcion, operaciones con funciones y funciones trascendentales, entre
otros; convirtiéndose en uno de los cimientos mas importantes para el Calculo y la
modelacion de situaciones y fendmenos en varios ambitos de la ciencia, de forma que los
resultados y procesos en distintas ciencias pueden verse afectados por una inadecuada

conceptualizacion y aplicacion del concepto.

De igual forma, las funciones a tramos se inscriben en las funciones trascendentales
y son importantes en el sentido que se aplican en las modelaciones del comportamiento
de fendmenos econdmicos, fisicos, sociales y matematicos, ademads, permite una mejor

vision de diversos conceptos especificos tales como limites, continuidad y derivadas.

En las ciencias naturales y en nuestra vida rutinaria aparecen fenomenos que son
modelos de funciones, que tienen un comportamiento continuo, como el volumen de agua
en una represa, el crecimiento de una planta, el desplazamiento de un vehiculo, pero

también se presentan fenomenos de discontinuidades como las corrientes eléctricas.
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Dada la importancia de este concepto, en esta investigacion se aborda el
aprendizaje significativo del mismo en un curso universitario con estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de Antioquia. El concepto de
funcion, en particular del concepto funcion a tramos permite anclar otros conceptos del
Célculo y Analisis Matematico como son: limites laterales, continuidad puntual y en un

intervalo y derivadas laterales de una funcion.

Este abordaje se realizara utilizando las nociones de aprendizaje significativo y el
desarrollo de conocimiento matematico. Para ello, es necesario tener en cuenta las
fundamentaciones teodricas que permitan y posibiliten la articulacion de saberes
matematicos, que reconozcan el papel que juegan tanto la actividad humana en los

procesos socioculturales como en la practica social en el desarrollo del conocimiento.

Para analizar la comprension, el aprendizaje significativo y el desarrollo de
conocimiento matematico en condiciones socioculturales que emergen de la practica
social, nos guiamos por dos fundamentaciones como son la Teoria cognitiva del
Aprendizaje Significativo (Ausubel, 1963, 1976, 2002) y la Teoria Sociocultural
(Vygotsky, 1978,1979), ademas, por la propuesta de Pirie & Kieren las cuales se
vislumbran como alternativas que contribuyen a restablecer el anclaje de nuevos
contenidos a través de material educativo potencialmente significativo.

Ausubel (1963, 1976, 2002) presenta un modelo teérico basado en el aprendizaje
significativo y centrado en el contexto educativo y un material en si mismo no arbitrario
para la comprension de los objetos. Se ocupa en especial del proceso de aprendizaje de
los conceptos cientificos a partir de los conceptos que los estudiantes ya han anclado en
su estructura cognitiva, anclaje que permite relacionarse con la interiorizacion esbozada

por Vygotsky (1978,1979).
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Asimismo, Ausubel (1976, 2002) se focaliza en conocer y explicar las condiciones
y caracteristicas del aprendizaje que se pueden relacionar con formas efectivas y eficaces
de provocar de manera deliberada cambios cognitivos estables, susceptibles de dotar de

significado individual y social a los objetos matematicos.

Vygotsky (1978) plantea que la actividad socialmente significativa que genera
aprendizaje, debe basarse en el analisis del potencial del estudiante para llegar a niveles
superiores del desarrollo cognitivo, lo cual se debe realizar por medio de los instrumentos
que son mediadores de la actividad, ello permite a los sujetos dinamizar el proceso de
desarrollo humano de conocimiento y la constitucion de significado conferido a los

objetos.

La Teoria Sociocultural fundamenta y respalda la dindmica del desarrollo de
conocimiento y la comprension de los objetos, teniendo como referente los procesos
psicologicos superiores y los simbolos -el significado logico de los materiales- y su
transformacion en la vida social de los sujetos -internalizacion de instrumentos y signos-

(Moreira, 2000).

La Teoria Sociocultural de Vygotsky (1978,1979) se articula, converge y se
complementa con la Teoria de Ausubel (1976, 2002) en el sentido dado a los aprendizajes
significativos en contextos dentro de una comunidad de practica social, en la cual los
sujetos toman conciencia de los objetos en interaccion, ubicados en un contexto amplio

de influencias histoéricas, sociales y culturales, en este sentido Planas (2010) afirma:

No tiene sentido pensar la actividad matemadtica en el contexto tnico de la persona
que la realiza [...] tampoco tiene sentido pensar la actividad matematica
unicamente ambientada en el entorno sociocultural, historico y politico sin atender
a las particularidades cognitivas de las personas involucradas en dicha actividad.

(p. 166).
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Ambas Teorias examinan el papel de los instrumentos fisicos y simbolicos como
la escritura, las formulas, los signos y diferentes tipos de notaciones o sistemas de
representacion que reestructuran la memoria, la atencion y la percepcion, de forma tal
que la cognicién esté situada dentro de circunstancias sociales, culturales e histdricas

especificas.

En la construccion o desarrollo de conocimiento las fundamentaciones estarian
representando formas diferentes y no excluyentes de conocer, de pensar y, en
consecuencia, de aprender, es decir, ambas adquieren aplicabilidad en el ambiente

educativo y pedagogico.

En consecuencia, la investigacion admite el tratamiento del fendmeno de desarrollo
de conocimiento que permite el estudio de las interacciones entre la epistemologia,
procesos cognitivos y su dimension sociocultural a través de una estrategia que incluye
el material potencialmente significativo, que circunscribe la actividad de resolucion de

problemas.
1.1. Justificacion de la investigacion

El concepto de funcion a tramos en la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la
Universidad de Antioquia, es abordada en algunos topicos de fundamentos de
Introduccién al Célculo, Célculo en una variable y Caélculo en varias variables,
Ecuaciones Diferenciales y Analisis, en los que intervienen temdticas como funciones,

limites y derivadas.

Se evidencian multiples obstaculos en el aprendizaje del concepto formal por parte
de los estudiantes y, dificultades en la comprension de los conceptos y procesos

matematicos. De igual forma, existen obstidculos de tipo cognitivos, dificultades de
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aprendizaje significativo y escasa comprension del concepto funcion?, los cuales abarcan
el desarrollo del conocimiento matematico y el valor de la cultura, dificultades que son

la matriz que ha generado esta investigacion.

Las dificultades cognitivas de los estudiantes cuando abordan la nocion de funcion
(Akko¢ & Tall, 2005), se refieren al desconocimiento de la diversidad de

representaciones asociadas con esta nocion.

Ademas, cuando los estudiantes focalizan el estudio de la funcién en procesos
algoritmicos conllevan la consideracion de la funcion como una féormula, con una escasa
y limitada significacion, donde la construccion de registros en tablas es un simple

requisito y la grafica no tendrd interpretacion (Artigue, 1998).

En ocasiones los estudiantes no logran identificar o admitir como funciones
aquellas cuya generalidad y arbitrariedad no permite expresarlas algebraicamente o

mediante graficas cartesianas.

La nocion de funcidn es el foco de las matematicas y se ha formado y transformado
a través de la historia (Gagatsis, Elia, Mousoulides, 2006) constituyéndose en un

referente para las ciencias naturales, sociales y humanas.

Sin embargo, el concepto ha sido controversial y estudiado desde varios puntos:
histérico, epistemoldgico, matematico y educativo, razén por la cual los reportes sobre
el problema de su aprendizaje por parte de profesores y estudiantes son de interés para

los investigadores de diversos campos.

2 Comprender el concepto funcion es el acto mental que realiza una persona de hacer corresponder al
término 'funcién' otro objeto. Con el término 'funcion' se designa una entidad cultural, un objeto no
ostensivo -simbolos, graficos-.
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En el escenario curricular la funcidon tiene implementacion en los modelos de
distintos fendmenos propios de los sistemas analiticos, de igual forma, se utiliza para
realizar diferentes prototipos de modelacion tanto en la ingenieria, las ciencias naturales,
sociales y humanas, ademads, franquea desde los cursos de la educacion media hasta

cursos universitarios de Calculo Diferencial e Integral.
Investigaciones como las de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu (2003) sefialan:

Desde finales del siglo diecinueve se ha recomendado de manera reiterada
incrementar en los curriculos escolares el énfasis en el estudio de las funciones
(Klein,1883; Hamley, 1934; College Entrance Examination Board, 1959). De
manera mas reciente, la literatura que propende por incluir el tema de funciones
desde muy temprano en la instruccion, apoya que se promueva el pensamiento
conceptual acerca de funciones. (p. 122)

Los autores indujeron a que los estudiantes asimilen e interpreten enunciados
referentes a la forma como crece o decrece la tasa de inflacion y, en general, basaron sus
ideas en que los estudiantes deben desarrollar una “comprension mas profunda de las
maneras en que los cambios en las cantidades se pueden representar matematicamente”

(NCTM, 2000, p. 305).

Asi mismo, la National Research Council (1996) ha exaltado que los estudiantes
usen funciones matematicas para identificar patrones y anomalias en los datos, lo cual

permite una mejor comprension del objeto en cuestion.

Las investigaciones de (NCTM, 1989; Thorpe, 1989; Vinner & Dreyfus, 1989;
Monk, 1992; Sfard, 1992; Kaput, 1994; NCTM 2000) que tienden a incluir el tema de
funciones desde muy temprano en la instruccion, afirman que debe promoverse el
desarrollo del conocimiento acerca de las funciones, lo que incluye investigar patrones

de cambio.
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Ligado a lo anterior, los investigadores (Arzarello & Edwards, 2005; Arzarello,
2006; Radford, 2006, 2009, 2010) sugieren revisar y ahondar en la forma en que surgen
y evolucionan el desarrollo del pensamiento matematico en general y en particular las
formas de pensamiento aritmético, algebraico y geométrico. Como consecuencia, se
encuentran patrones los cuales contribuyen a la emergencia del simbolismo algebraico e
influyen en la cognicién enfatizando el rol jugado por los conceptos en diferentes

contextos.

En este sentido, Brown, Collins & Duguid (1989) revelan que “al ignorar la
naturaleza situada de la cognicién, la educacion frustra su propio objetivo de

proporcionar conocimiento” (p. 2).

Moreira (2010) ha manifestado la importancia del aprendizaje significativo -en
adelante AS- en diferentes contextos y la relevancia acerca de la forma de presentar los
conceptos de manera contextualizada y del valor de la cultura cuando los estudiantes

resuelven problemas matematicos, argumentando que se genera un pensamiento critico.

El AS es aprendizaje con significado, comprension, retencion, capacidad de
transferencia. Sanchez y Ramis (2005) indican que la resolucion de problemas incita en
los estudiantes a usar apropiadamente los recursos de aprendizaje, al mismo tiempo que

emplear el conocimiento y habilidades adquiridas.

Bransford, Brown, & Cocking (1999), reconocen que el conocimiento previo que
los estudiantes traen consigo son sustanciales para su aprendizaje y no s6lo como sujetos
que siguen los dictados de los profesores, identifican el aprendizaje centrado en el
estudiante con una determinada concepcion sobre el curriculo y el conocimiento mas

nuclear e integrado de una disciplina.
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En la literatura existente sobre los tipos de dificultades (Tall & Vinner, 1981; Le6n
y Vergel, 1997; Planchart, 2005; Gutiérrez, 2007; Ospina, 2012) sefialan que existen y
reaparecen los problemas de acercamiento al concepto de funcion, pero, lo que no
sabemos es como se producen, como emergen y como se mantienen. Es decir, de cierta
manera no sabemos por qué no se comprenden ciertos conceptos involucrados en la
solucion de problemas referentes al concepto de funcion, con qué tropiezan, qué
conflictos surgen, pero, ademds, no sabemos en si como ni por qué se genera la ausencia
de comprension. Mientras no sepamos mucho mas sobre ello, no lograremos superar esos

obstaculos.

En sintesis, se plantea el tratamiento de los fendmenos de produccion y desarrollo
de conocimiento matemadtico, cuando se utiliza material educativo potencialmente
significativo concerniente al concepto de funcién a tramos, donde la actividad de

resolucion de problemas permitiré el anclaje influyente de otros objetos matematicos.

Lo anterior, nos conlleva a la identificacion de elementos bajo un corte cognitivo
y sociocultural, basados en el trabajo matematico y analisis del desempefio en interaccion
social de los estudiantes que, permite visionar esta investigacion desde una perspectiva
que se focaliza en el planteamiento del proceso de desarrollo del conocimiento
matematico y la comprension del concepto de la funcidn a tramos, cuando se utiliza un
material potencialmente significativo reconocido en las précticas sociales durante la

actividad de resolucion de problemas.

Las diversas investigaciones desarrolladas en la linea a la que pertenece este trabajo
permiten esbozar elementos de construccion de conocimiento, sin embargo, queremos
resaltar la poca o escasa vision social de la construccion del conocimiento que se
desarrolla cuando los estudiantes resuelven problemas a partir del concepto de funcion y

en particular la funcion a tramos.
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Las diversas investigaciones desarrolladas en la linea a la que pertenece este trabajo
permiten esbozar elementos de construccion de conocimiento, sin embargo, queremos
resaltar la poca o escasa vision social y cultural en el desarrollo del conocimiento que se
despliega cuando los estudiantes resuelven problemas a partir del concepto de funciéon y

en particular la funcion a tramos.

Surge asi, esta propuesta de investigacion que se apoya en algunos de los
investigadores anteriores, los cuales contribuyen en coémo es posible ayudar a desarrollar
el aprendizaje significativo y como se reconoce los conocimientos previos que los
estudiantes tienen en su estructura cognitiva. De igual forma pretendemos aportar otros
elementos constitutivos a la hora de explorar y describir como los estudiantes adquieren
aprendizaje con significado y comprenden el concepto de funcién y en particular de
funcién a tramos teniendo en cuenta la resolucion de problemas matematicos -RP en

adelante-.
1.2. Planteamiento del problema
1.2.1. Presentacion del problema

En este apartado se ubica la problematica que da respaldo a la investigacion desde
una perspectiva mas amplia, dado que el estudio que se describe presenta y analiza la
relacion con el saber, con las matematicas y el conocimiento matematico subyacente en

el concepto de funcion a tramos, su aprendizaje y comprension durante la actividad® RP.

3 En esta investigacién la actividad es considerada un proceso interactivo entre hombre-mundo que
satisfacen una necesidad (Leontiev, 1978). La actividad, segin el autor, tiene como particularidad el
motivo por el cual el sujeto se dispone a proceder a partir de una necesidad, asi, la resolucion de problemas
es considerada una actividad humana y el aprendizaje es la necesidad.
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En matematicas, diferentes formas de pensamiento que abarcan varios significados
del concepto de funcién, surgieron a partir del aio 1000 DC y contintia evolucionando
hoy en dia. Dirichlet (Citado en Thompson, 2017, p. 422) afirmé “los valores de una
variable estan determinados unicamente por los valores de otra con una ley de
correspondencia precisa entre x e y [eso] puede enunciarse claramente”, con lo cual se

refiere a elementos que caracterizan a la funcion.

Thompson afirma que, Dirichlet brind¢6 la definicion de funcion a tramos f, definida

0, sixesirracional
1, sixesracional

“f =|
sobre los numeros reales por la regla para aclarar que
una ley de correspondencia puede ser arbitraria y que las funciones podrian ser altamente

discontinuas” (p. 422).

Un problema generalizado de comprension del concepto de funciéon como una
relacion entre variables y desconocimiento de elementos circunscritos a dicho concepto,
ha suscitado desde el siglo pasado diversas investigaciones a su alrededor (Sierpinska,

1992; Ruiz, 1998).

En este marco basamos nuestro interés en el aprendizaje significativo,
esencialmente a partir de un analisis cognitivo del concepto bajo influencia sociocultural,

para el que hicimos uso de Teoria del Aprendizaje Significativo y la Teoria sociocultural.

Algunos de los estudiantes de la Licenciatura de Matematicas y Fisica de la
Universidad de Antioquia, del curso Desarrollo del Pensamiento Logico, no son ajenos
a dichos problemas, pues no comprenden el concepto de funcioén y en particular el de
funcion a tramos y cuando intentan resolver problemas presentan dificultades para

resolverlos cuando en estos se involucra dicho concepto.
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De igual forma se observa la tendencia a conceptualizar las funciones como
expresiones analiticas, tienen muy naturalizada la idea que las funciones deben
representarse por una sola expresion algebraica. Esto permite explicar algunas de las
dificultades sobre el AS detectadas en la presente investigacion para identificar funciones

definidas por tramos en forma algebraica y sus diferentes representaciones durante la RP.

Las limitaciones anteriores referidas con el concepto parecen focalizarse tanto en
su complejidad como en su generalidad, como consecuencia de multiples aspectos y la
variedad de representaciones*, ademas, de una diversidad de conceptos propios del

Analisis Matematico que se exteriorizan con diferentes niveles de abstraccion.
1.2.2. Sobre la problemadtica

En este apartado presentamos resultados de las principales investigaciones
relacionadas con diversos aspectos del tema que nos han servido de referencia para

nuestro estudio.

Estos trabajos son seleccionados puesto que dan cuenta sobre dificultades de
aprendizaje y la comprension de objetos matematicos; contribuyen en esta investigacion
a establecer y relacionar algunas de las categorias de analisis utilizadas en la
metodologia, ayudandonos a observar que el desarrollo del conocimiento emerge a partir

del rechazo de formas previas de conocimiento en la estructura cognitiva de los

4 Kaput (1987) sefiala: El concepto de representacion da por supuesta la consideracion de dos entidades
relacionadas, pero funcionalmente separadas. Uno de estos entes se denomina el objeto representante
(simbolo o representacion), el otro es el objeto representado (concepto), también esta implicita cierta
correspondencia entre el mundo de los objetos representantes y el mundo delos objetos representados. (p.
23)
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estudiantes, conocimientos adquiridos durante un tiempo de forma logica y practica en

contextos culturales.

La actual investigacion involucra el aprendizaje desde las teorias cognitivas
concebido como procesos mediante los cuales los hombres adquieren o desarrollan
conocimientos. Procesos que involucran lenguaje, percepcion, memoria, razonamiento y

resolucion de problemas.

En ese sentido, el desarrollo cognitivo de los individuos se halla relacionado con
la interaccion social en el marco de la cultura preponderante, es decir, que responde al
proceso de socializacion, donde la produccion individual de los significados y desarrollo
de conocimiento es parte de una construccion dindmica compartida en el seno de la

sociedad.

El marco tedrico construido por Ausubel (1973, 1976, 2002) pretende dar cuenta
de los elementos por los que se lleva a cabo la adquisicion y la retencion de los grandes
corpus de significado. Aunque se trata de una Teoria psicologica ya que se ocupa de los
procesos mismos que el individuo pone en juego para aprender, esta investigacion no
trata temas relativos a la psicologia misma ni desde un punto de vista general, ni desde
la optica del desarrollo, sino que se focaliza en lo que los estudiantes aprenden,
comprenden y la forma como desarrollan conocimiento bajo condiciones requeridas

durante la practica social.

El aprendizaje como proceso dindmico del desarrollo de estructuras cognitivas, se
fundamenta en esta investigacion en el AS, el desarrollo social y cultural del
conocimiento matematico, se identifica con el saber relacionado con la comprension del

significado de un concepto matematico.
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1.2.3. Dificultades en el aprendizaje sobre el concepto de funcion y su

compresion’

Vamos a exponer algunas de las investigaciones o trabajos mas relevantes que se
han investigado centrado en los procesos cognitivos que abordan el concepto de funcion.
Los vinculos del calculo tanto con la matematica bésica elemental como con el Analisis
matematico y su papel en las ciencias y su transformacion en un conjunto de

conocimientos con valor tedrico y empirico indispensable en la educacion superior.

En el campo de la Educacion Matematica se han fundamentado situaciones donde
se identifican algunas dificultades de aprendizaje que han sido reportadas por diferentes
investigadores (Orton, 1983; Artigue, 1998; Cantoral, 2000; Artigue, 2003; Moreno-
Armella, Hegedus & Kaput, 2008; Salinas & Alanis, 2009) y a través de diferentes

perspectivas tedricas como la Socioepistemologia y la Ingenieria Didactica.

Estos trabajos se han orientado al desarrollo de acercamientos didécticos que
favorecen la construccion de significados, se han incluido por su interés en esta
investigacion tanto por el nivel de los procesos como por el tratamiento de los conceptos
propios del Calculo y del Analisis Matematico, especialmente de los conceptos de

funcion, limite, continuidad, derivada y convergencia, entre otros.

Investigadores como Tall & Vinner (1981) obtienen evidencias sobre los escasos

aprendizajes por parte de los estudiantes universitarios, ante nociones matematicas como

> La comprension, es un proceso en el cual el estudiante fundamenta, desarrolla, interpreta,
representa y relaciona diferentes componentes del concepto del objeto en cuestion. Se trata de determinar
qué conoce, y para qué lo utiliza, de investigar lo que hace para resolver un problema, es decir, es un todo
dinamico, recursivo, jerarquizado de una reorganizacion de la estructura cognitiva.
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namero real, limite, continuidad, series infinitas, como ausencia para dar sentido y

significado al concepto de funcion.
Vinner & Dreyfus (1989) reportan:

Los estudiantes por otro lado, no necesariamente usan la definicion del concepto
para decidir si un objeto matematico dado es o no un ejemplo de dicho concepto.
En la mayoria de los casos deciden sobre la base del concepto imagen, es decir, el
conjunto de todas las imagenes mentales asociadas en la mente de los estudiantes
con el nombre del concepto, junto a todas las propiedades que la caracterizan. La
imagen del estudiante es el resultado de su experiencia con ejemplos y no
ejemplos. del concepto. (p. 356)
Los autores aclaran que por imagenes mentales consideran “algunos tipos de
representacion -imagenes, formas simbolicas, diagramas, graficas-” (p. 356). Sin
embargo, expresan los autores que el conjunto de objetos matematicos considerado
por los estudiantes cuando estos aportan representaciones visuales, propiedades del
concepto de funcidn, no son necesariamente el mismo objeto matematico que el

determinado por la definicion.

Existe una diferencia entre un concepto matematico, tal y como se expresa y es
concretizado rigurosamente, y el concepto matematico tal como es concebido y
apropiado por el estudiante, es decir, simplemente coexiste una asociacion con el nombre

del concepto.

Tall & Vinner (1981) identifican varios problemas en la concepcion de conceptos
matematicos, en especial el concepto de funcidon, que parecen ser comunes a los
estudiantes de todos los paises. Estos problemas en su mayoria de comprension se revelan

como inconsistencias entre los significados asociados con el concepto, ya que son
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activados por el estudiante ante demandas cognitivas en relacion con diferentes

situaciones problematicas.

Otras investigaciones (Ledn y Vergel, 1997; Planchart, 2005; Gutiérrez, 2007; Rey
et al., 2009; Ospina, 2012) dan cuenta de la complejidad de la comprension del concepto
de funcién, descubriendo que una de las dificultades que se evidencia es la manera como
se promueve el aprendizaje debido a que “en muchos casos, primero se formaliza el
conocimiento a ensefiar y luego se aplica en la resolucion de ejercicios que, en general,
estan construidos exclusivamente para la aplicacion directa del concepto aprendido, sin

ningun tipo de transformacion” (Rey et al., 2009, p. 153).

Las investigaciones muestran que los estudiantes presentan dificultades con la
conceptualizacion de los procesos o procedimientos y que éstas se refieren a la ruptura
existente entre lo conceptual y lo algoritmico, en este sentido, la ensefianza del Calculo
privilegia el tratamiento algoritmico, en detrimento propiamente de la comprension de

nociones basicas (Quezada, 1986; Artigue, 1998; Cantoral, 2000).

Sierpinska (1992) plantea el problema general de la comprension de un concepto
matematico, y a partir de un desarrollo historico-epistemolédgico del concepto de funcion,
reporta algunos obstaculos epistemoldgicos donde se reconoce que, el analisis debe

centrarse en el paso desde antiguas formas de conocer a nuevas formas de conocer.

Lo que la autora plantea es un reconocimiento en el cual los estudiantes deben
situar en practica los conocimientos adquiridos a casos especificos para desarrollar
nuevos conocimientos, reconoce que se debe partir de lo que el estudiante ya ha

comprendido.

También devela la autora que los estudiantes presentan inconvenientes para

comprender el enlace entre diferentes representaciones, “en manipulacion de graficos y
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simbolos relacionados con las funciones tales como f(x), x — vy, sen (x+t)” (Sierpinska,

1992, p. 25).

En su estudio se aprecian los andlisis de las componentes cognitiva y
epistemologica, incluyendo, ademas, fendmenos como la motivacion, los conocimientos
previos que tienen los estudiantes en su estructura cognitiva y relacion con las

comprensiones de los diferentes registros de representacion.

Los trabajos de Farfan y Hitt (1990), Hitt (1994) reportan que la comprension del
concepto de funcion es un proceso cognitivo complejo, tanto para estudiantes como para
los maestros durante el proceso de aprendizaje del concepto; en referencia al trazado de
graficas de funciones indica que profesores y estudiantes tienden a representar a aquellas
funciones con la propiedad de ser continuas, dejando de lado las demads, en especial las

funciones discontinuas y a tramos.

Los estudiantes que provienen del bachillerato e ingresan a la universidad traen una
comprension deficiente sobre el concepto de funcidn, y los cursos universitarios de
primer nivel hacen poco para solucionar esta dificultad, la afirmacién anterior es
consecuencia del analisis de un estudio de caso realizado por Monk & Nemirovsky
(1994) con estudiantes de los Estados Unidos y Carlson (1998) la confirma con
estudiantes del College of Algebra.

En el estudio Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu (2003) indican que:

Al examinar el pensamiento de estudiantes de calculo que estan intentado
interpretar la naturaleza cambiante de la razon de cambio para intervalos del
dominio de una funcion, diversos estudios (Monk, 1992; Monk y Nemirovsky,
1994; Nemirovsky, 1996; Carlson, 1998) han revelado que esta habilidad se

desarrolla lentamente y ademds se han reportado problemas especificos en la
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habilidad de los estudiantes para interpretar informaciéon en las graficas de
funciones. Estudios realizados por Monk (1992) y Kaput (1992) han notado que
estudiantes de calculo muestran una tendencia fuerte a distraerse por la forma
cambiante de una grafica y en general no parecen ver la grafica de una funcién

como un medio para definir la relacion de covariacion entre dos variables. (p. 125)
Posteriormente concluyeron que los estudiantes parecian no tener una comprension

de las variables que estaban cambiando en la funcidn, es decir, no tenian claro la nocién
de correspondencia ligada a la nocién de funcidon como covariacion de los valores del

dominio y del rango.

Diversas investigaciones (Bartell, Webel, Bowen & Dyson, 2013; Magiera, van
den Kieboom & Moyer, 2013) sehalan que, en general los estudiantes no construyen un
adecuado significado del concepto de funcién, lo que implica concebir al objeto como
una herramienta conceptual que se desarrolla a través de su uso, es decir, el significado
depende de relaciones entre sus objetos constituyentes o componentes y, la relaciéon con

otros objetos.

Investigaciones acerca de la comprension sobre el concepto de funcion que tienen
los estudiantes de nivel de pregrado, han documentado sobre la dificultad para modelar
relaciones funcionales de situaciones que involucran la razén de cambio de una variable
cuando varia continuamente en una relacion dependiente con otra variable (Carlson,

2003).

De igual forma, los estudiantes del estudio de caso de la U de A no perciben el
concepto de funcion involucrado cuando resuelven problemas referentes a limites,
derivadas y continuidad de una funcién en un punto o un intervalo, debido a la poca
comprension que poseen de este de este concepto. Se observo una escasa construccion

de las funciones focalizadas en la relacion de f'y f* donde frepresenta la ordenada y f* la
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pendiente de la recta tangente, lo cual es permitido desde un sistema de representacion
diferente al calculo de f’(a). si f es derivable en a, entonces es continua en a, se nota asi

una dificultad para solucionar problemas que involucran la continuidad puntual.

Asi, se deja de lado la comprension de la derivada como una nueva funcion y la
relacion entre el aspecto local y global dado en un punto f’(a) y la idea de funcion

derivada f"' (x), que permite pasar de una perspectiva puntual a una global.

Asimismo, se encontraron dificultades en la transformacion a diferentes registros
del objeto matematico en los estudiantes, cuando tienen que considerar otros tipos de
funciones definidas por procesos equivalentes, o cuando tienen que ocuparse no con
funciones elementales sino con funciones definidas por una propiedad general

cualquiera, incluyendo funciones a tramos.

1.2.4. Desde la resolucion de problemas y aprendizaje del concepto de

funcion y sus dificultades

Los problemas pueden valerse como fuente de nuevos aprendizajes de conceptos,
y también para resignificar conocimientos aprendidos, ademds, debe facilitar los
diferentes contextos en los cuales se desarrollen conocimientos matematicos lo cual

implica que los estudiantes adquieran aprendizaje y en particular AS.

Schoenfeld (1985) afirma que “Cuando la instruccion se focaliza casi
exclusivamente sobre el dominio de hechos y procedimientos, los estudiantes no
desarrollan probablemente algunas de las de habilidades de orden superior, necesarias

para usar las matematicas” (p. xiii.).

Sierpinska (1992) ha tratado de encontrar la respuesta de diferentes formas a la
problematica anterior, ha utilizado la RP, el uso de calculadoras y computadores,

concluyendo que esas soluciones pedagdgicas se experimentaron en clases y aunque
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hubo un impacto, durante el aprendizaje observaron saltos prominentes de conceptos que
impedian formar o reconocer nuevos objetos, a lo que ha llamado obstaculos

epistemologicos.

En cuanto a la resolucion de problemas “(...) La percepcion de las funciones como
una herramienta apropiada para modelar o matematizar relaciones entre magnitudes
fisicas (u otras) es una condicion para dar sentido al concepto de funcién en su totalidad”

(Sierpinska, citada por Ruiz,1998, p. 64).

En este sentido Artigue (1998) indica que los estudiantes presentan dificultades y
no adquieren ni desarrollan conocimientos cuando resuelven problemas relacionados por
ejemplo con limites, derivadas y funcion integral, conceptos que debieron ser anclados
en su estructura cognitiva, debido a que no han comprendido el concepto de funcion, y
en particular el de funcién a tramos, ni logran relacionarlo con algunos conocimientos
previamente estudiados -como funcion de variable real, composicidon de funciones- en su

primer afio en la universidad.

De otra parte, el aprendizaje de las matematicas ha pasado de Teorias generales de
aprendizaje a estudios del aprendizaje de contenidos matematico especificos (Kilpatrick,
1998), aunque se han realizado investigaciones alrededor de las estructuras cognitivas
que los estudiantes generan cuando resuelven tipos particulares de problemas (Nesher &
Kilpatrick, 1990; Burscheid, Struve, & Walther 1992, Grouws et al., 1992), las
investigaciones ain no han logrado aclarar los esquemas cognitivos generales que

utilizan los sujetos cuando se resuelven problemas matematicos.

Grouws, Good & Dougherty (1990) recalcan la necesidad de investigar las
practicas escolares en relacion con la comprension de los objetos involucrados en la RP.
Indican que “en algunos casos, pueden ser manifestaciones de nociones, creencias y

preferencias que actian como fuerzas impulsoras en la configuracion del
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comportamiento del maestro” (p. 135), indican los autores que, es importante llegar a la

comprension de los objetos pasando por diversos registros, si se quiere mejorar la RP.

Avila y Aparicio (2006) reportan sobre el problema del concepto de funcion y la
transformacion a otros registros de representacion, cuando se les pide a estudiantes que

han realizado cursos de célculo evaluar o resolver problemas que involucran la funcion

3
f—s |x+2|dx’ observan dificultades epistemologicas al

a tramos valor absoluto
representar la funcidon asociada en su forma gréfica y su forma algebraica, presenciando

que no hay un adecuado desarrollo de conocimiento matematico.

En el contexto universitario Rey et al., (2009) plantean que los estudiantes que
ingresan a la universidad encuentran dificultades para interpretar, definir y graficar
funciones que permitan modelar situaciones problematicas, tanto del campo de la
matematica como de otras areas del conocimiento, y que se encuentra una diversidad de
concepciones asociadas a la nocion de funcion, ello como consecuencia a un enfoque

basado en el uso de rutinas y procedimientos algoritmicos.

1.2.4.1. El concepto de funcion como objeto de ensefianza y aprendizaje.

En su desarrollo histérico el concepto de funcion ha ido evolucionado por la necesidad

de ser generalizado tanto en su conceptualizacion como aplicacion, por esa razon es uno
de los conceptos mas dificiles tanto para su ensefianza como para su aprendizaje.

Segun Bloch (2003) los maestros universitarios no asumen de buena forma que los

estudiantes no muestren las habilidades adecuadas para realizar demostraciones y que

utilizan tanto los graficos y las ecuaciones como si fueran tipos de etiquetas de una

funcioén, en lugar de medios materiales para expresar conceptos.

Vrancken, Gregorini, Engler, Miiller & Heckiein (2006) reportan dificultades
presentadas por los estudiantes en el concepto de funciones como: identificar el dominio,
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representar la grafica de una funcién y distinguir la variable independiente y la variable

dependiente.

Loépez y Sosa (2007) presentan un reporte correspondiente a una investigacion
realizada con el proposito de identificar cudles son los factores que influyen en las
dificultades de aprendizaje y los errores cometidos por alumnos del nivel medio superior

al momento de manipular el concepto funcion.

Los autores indican que durante la ensefianza suelen presentarse diversas formas
de representar al mismo objeto matematico (diagramas sagitales, conjuntos, graficas,
entre otras.), pero dichas representaciones estan desvinculadas y non encaminadas hacia
la conceptualizacion de funcidon como relacion de correspondencia ni como relacion entre

variables.

Finalmente concluyen que es necesario considerar aspectos cognitivos,
epistemologicos y didacticos para el aprendizaje de funciones, basados en actividades y
experiencias que promuevan el lenguaje y el pensamiento variacional, la visualizacién y

la modelacion de situaciones o fenOmenos.

En las clases de Calculo los términos variable dependiente e independiente se
utilizan en ocasiones de manera equivalente, pudiendo degenerar en una dialéctica que
es necesario controlar (Barwell, 2013). Sin embargo, el concepto de variable para su
aprendizaje es raramente discutido en asignaturas en la universidad (Biehler & Kempen,

2013).

Saa y Trochez (2013) realizan un trabajo de ensefianza de la funcién por tramos
partiendo de sus diferentes registros de representacion semiotica integrando el periddico

y GeoGebra, e implementan una secuencia didactica, para estudiantes de grado 9°.
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Toman como referentes la Teoria de Situaciones Didacticas y las representaciones

semioticas.

El estudio involucra cuatro fundamentaciones teoricas y se enfocan en la
caracterizacion del disefio de una secuencia didéctica, y por otro lado, se orientan a
ensefiar el manejo de Geogebra que no es el objetivo, al igual el uso de limite de una

funcién, contenido que es de grado superior -11°- en Colombia.

Otras investigaciones (Guevara, 2011; Lozano, 2017; Neira, 2017; Parra, 2020)
que se plasman en tesis doctorales, trabajos de maestria y articulos en Colombia,
muestran que la repitencia, desercion escolar, incomprension de conceptos, obstaculos
epistemologicos, el inadecuado manejo de razonamientos, la escasa competencia
algebraica, son la problematica que enfrentan los estudiantes en la resolucion de
problemas referentes al concepto de funcion, cuando los estudiantes inician su formacion
en matematicas en la universidad en diferentes carreras, que tienen que cursar Calculo
Diferencial o Calculo I, en parte debido a cursos desarrollados mediante trabajo

algoritmico y algebraico.

Parra (2020) llevé a cabo un estudio en la Universidad de Antioquia donde
manifiesta que existen topicos relacionados con el Célculo, y el manejo erroneo de
algunos de sus temas subyacentes a la materia, los cuales obstaculizan el desarrollo
profundo de los conceptos como son, el concepto de funcidn, limite, maximos y minimos,
continuidad, derivada e integral, que genera limitaciones para realizar aplicaciones del

calculo.

Lozano (2017) busca contextualizar el estudio del concepto de funcién desde los
enfoques de representaciones semidticas y comunicacional, estudia sus caracteristicas,

sus diferentes representaciones y aplicaciones particulares de las funciones elementales.
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La propuesta implementada se enfoca en mejorar la ensefianza de las funciones
elementales desde marcos y apoyos en recursos que favorezcan el aprendizaje, propone
su ensefianza desde sus diferentes representaciones, conversiones y tratamientos,
mediante el uso de recursos TIC y algunas tecnologias computacionales, y el trabajo
colaborativo para la construccion de discurso matematico. El trabajo se realiza con

estudiantes de pregrado de Fundamentos de Matematicas.

Neira (2017) bajo un enfoque Ontosemidtico -EOS- trata de responder a la
pregunta: ;Qué elementos conceptuales trae el estudiante para trabajar las nociones
intuitivas del Célculo? Como puede notarse, se pregunta por conceptos previos,
encontrando que tienen obstaculos en el concepto de funcion, entre otros, precisamente
en este estadio de desarrollo cognitivo y conceptual. Con respecto a las funciones,
Lozano y Neira encuentran una dependencia del manejo representacional grafico o
tabular, localizan dificultades en los estudiantes para articular los distintos registros de
representacion con sus representaciones semiodticas, por ejemplo, indican que la forma
“y =47, no representa una funciéon debido a que no hay una asociacion de la variable

independiente x.

Ambos trabajos, aunque presentan enfoques diferentes, presentan una concepcion
del conocimiento matematico segin la cual, es s6lo por medio de representaciones
semidticas que es posible una actividad sobre los objetos matematicos, sin embargo, se
deja de lado tanto el aprendizaje como hecho social, cultural educativo, el AS ylaRP y

sobre la funcidn a tramos.
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Gallo, Manrique y Prada (2017) expresan que el concepto matematico de funcién
facilita la transicion entre la Educacion Bésica y Media®y la Educacion Superior, pero a
pesar de abordarse en diversos grados, se han reconocido dificultades “en estudiantes en
su primer curso universitario de Calculo al no tener la correcta apropiacion del concepto,
puesto que este es fundamental para el aprendizaje de los diversos contenidos propios

del Calculo como lo son limite, continuidad y derivada” (p. 43).
Gallo et al., concluyen en su trabajo:

De igual forma se evidencian vacios, el desconocimiento de conceptos como
funcion inyectiva, sobreyectiva ademas de no reconocer funciones a trozos en
ningun tipo de registro. Uno de los inconvenientes mas comunes en los docentes
en formacion’ fue la interpretacion y analisis de enunciados, presentan dificultades

de comprension. (p. 48)

El trabajo involucra situaciones o actividades para resolver en grupos, las cuales
incluyen el concepto de funcidn, analisis de enunciados para generar una expresion
algebraica y verificar si corresponde a una funcion, reconocer una funcién a partir del

registro grafico para luego proponer su respectiva expresion algebraica.

6 El sistema educativo colombiano lo conforman: la Educacion Inicial, la Educacion Preescolar,
la Educacion Basica (primaria cinco grados y secundaria cuatro grados), la Educacion Media (dos
grados) y, la Educacion Superior.

" Docentes en formacion alude a estudiantes que estan realizando la Licenciatura en Matematicas.
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1.2.4.2. Desde el aprendizaje significativo. El AS pretende dar cuenta de los
mecanismos por los que se lleva a cabo la comprension y la retencion de nuevos
conocimientos que se pueden relacionar con formas efectivas y eficaces de provocar de
manera deliberada cambios cognitivos estables, susceptibles de dotar de significado
individual y social.
“Los estudiantes deben aprender matematicas comprendiéndolas, y construir

activamente nuevos conocimientos a partir de la experiencia y de los conocimientos

previos” (NCTM, 2000, p. 20).

Bransford, Brown & Cocking (1999) indicaron que los estudiantes que memorizan
hechos o procedimientos sin comprenderlos, son inseguros a la hora de utilizar lo que

saben, y tal aprendizaje es muy fragil.

Borges (2007) manifiesta la escasez de aprendizaje significativo y las dificultades
en el manejo del concepto de funcion, las cuales permanecen incluso después de haber

cursado y aprobado los contenidos de Calculo Bésico.

Guevara (2011) utiliza el enfoque de aprendizaje significativo y sistemas de

i lizar del de funcid de Precalculo® en 1
representaciones para analizar del concepto de funcion para cursos de Precélculo® en la
universidad. Desarrolla como estrategia mddulos para guiar las clases, incorporando
actividades de simulacion y modelacion, manipulacion de herramientas informaticas y

aplicativas.

El trabajo tiene en cuenta los conceptos, las proposiciones y los procedimientos

que se derivan significativamente de una funcion matematica con el objetivo de que el

8 En Colombia los cursos de célculo se desarrollan en torno al estudio de propiedades o aspectos asociados
al concepto funcion, tales como: tipos de funciones, dominio, rango, operaciones con funciones. Derivada,
limite de una funcion.
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aprendizaje sea significativo. Ademads, de facilitar una ensefianza significativa para los
estudiantes de los conceptos de funciones polindmicas y funciones racionales a partir de

la modelacion y uso de Geogebra.

El estudio anterior en forma general muestra como dar significado a los contenidos
que involucran el concepto de funcidn, especificamente se dedica a ensefiar dicho
concepto involucrando la modelacion de fendmenos fisicos y geométricos, el trabajo no
involucra la funcidon a tramos. Ademads, no ilustra los obsticulos que afrontan los

estudiantes al instruirse sobre algunos contenidos durante la RP.
Prada, Herndndez y Ramirez (2016) sefalan:

Los docentes ofrecen a sus estudiantes herramientas mecénicas para realizar
algunos procesos, como determinar si una expresion algebraica es una funcion, o
también la manera de hallar un limite al infinito o determinar un maximo relativo a
través del proceso de derivacion. Sin embargo, el hecho de que el estudiante realice
los procesos mecanicos de forma mas o menos correcta no implica que haya

alcanzado una comprension satisfactoria de dichos conceptos. (p. 190)

Lo anterior indica que el proceso de interaccion a través del cual los conceptos
deben relacionarse con el nuevo material para el anclaje de nuevos conocimientos, no es
el adecuado, probablemente debido a que la ensefianza universitaria tradicional, tiende a

contribuir con el aprendizaje mecanico como protocolos de RP.

Es decir, la interaccién entre conocimientos nuevos y previos esta ausente y
segiin Moreira (2012) “En dicha interaccion el nuevo conocimiento debe relacionarse
de manera no arbitraria y substantiva (no literal) con aquello que el aprendiz ya sabe.

AS es aprendizaje con comprension, con significado, con capacidad de transferencia”

(p. 11).
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La habilidad para relacionar la informacién adquirida sobre un objeto, no le sirve
de anclaje para comprender y dar sentido al objeto matematico, captar nueva informacién
de manera adecuada y clara, es decir, no se logra la progresiva transformacion del
conocimiento, presentan dificultades en la estructura cognitiva en relacion a un conjunto
de principios tedricos organizado estructuralmente de reconocer el mismo objeto
matematico en contextos diferentes y en representaciones distintas, y usarlo en la RP en

particular la funcion por tramos.

Muchos investigadores han tratado de encontrar la respuesta de diferentes formas
a la problematica sobre AS algunos de ellos han utilizado la RP, calculadoras y
computadores (Sierpinska,1992). El fondo de la cuestion radica en que, los estudiantes
no han construido un significado adecuado del concepto de funcidon ni la forma de

transformar dicha nocién en sus diferentes sistemas de representacion.

La construccion de un significado parcial del concepto durante los primeros afos
de universidad puede generarles dificultades en su desempeio en los cursos de célculo.
Ademads, las concepciones previas de los estudiantes pueden tener aspectos
contradictorios, que se manifiestan seglin las situaciones y son muy resistentes al cambio.
Por tal motivo, es necesario entender la influencia del AS en los procesos a través de los

cuales los estudiantes comprenden, dotan de significado al concepto de funcion en la RP.

La influencia del AS indica promover el cambio conceptual, transformar al sujeto
y su relacion no arbitraria y sustantiva en su estructura cognitiva. Es decir, se busca que
el AS influya tanto en la adquisicion de la practica social como historico-cultural que ha
alcanzado producir la sociedad humana, en tanto experiencia que debe pasar desde el
plano social al plano individual de la actividad de cada estudiante, ello se posibilita desde

las actividades planteadas en el material potencialmente significativo, herramienta que
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permite mediar en el cambio, desarrollo y transformacion de la estructura cognitiva del

estudiante.

En esta investigacion desde la perspectiva del AS, se realizan algunas
contribuciones y aportes significativos a los procesos de ensefianza y aprendizaje en la
Educacion Matematica, desde la forma en que se promueve el conocimiento cientifico,
y desde la riqueza que posee este constructo y, que aun no ha sido explorada a

profundidad.

Acorde a lo anterior, es trascendental observar como influye el AS en los
estudiantes cuando desarrollan conocimiento matematico a partir de los conceptos e ideas
adquiridas con anterioridad, coémo relacionan y transforman los objetos matematicos,
coémo los comprenden, le dan sentido y significado (Pozo, 1999; Moreira, 2000), es decir,
cdmo generan nuevas relaciones entre diferentes representaciones que convergen en el
desarrollo de conocimiento, en particular el conocimiento matematico generado en la

actividad de RP (Pozo y Rodrigo, 2014).

Caro (2013) realiza una propuesta sobre estrategias de ensenanza referente a la
modelacion de funciones por tramos para estudiantes de grado once -11°- mediada por
aprendizaje significativo, de modo que permita el ascenso de lo concreto a lo abstracto,
el objetivo es que los estudiantes identifiquen el modelo que representa un problema

aplicando las heuristicas de Schoenfeld.

Teniendo como foco los antecedentes investigativos acerca de la escaza influencia
del AS y la comprension social y cultural dado al objeto funcion y que, ademas, la
mayoria de investigaciones no se focalizan en la funcidn a tramos ni en el uso de material
potencialmente significativo, surge esta propuesta con metodologia cualitativa y método

de estudio de caso.
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A partir de estas dificultades detectadas por los autores anteriores, se propone en
la presente investigacion analizar el AS adquirido por los estudiantes y la comprension
matematica del concepto de funcion a tramos, ligada con el desarrollo de conocimiento

matematico teniendo en cuenta los conceptos previos que poseen los estudiantes.

Los conocimientos previos engloban no solo los conocimientos propios del
concepto de funcion, sino también las relaciones coherentes que el estudiante establece

con el nuevo conocimiento, de esta manera, el aprendizaje sera significativo

Se trata de un enfoque cognitivo orientado desde la practica social, encaminado a
establecer el funcionamiento epistémico que subyace en la RP y sus procedimientos

matematicos.

Lo expuesto anteriormente indica que, algunos estudiantes necesitan efectuar una
mirada preliminar en forma mas estructurada del concepto la funcion y de la funcion a
tramos y sus sistemas de representacion, para ello presentamos la pregunta de

investigacion y los objetivos que nos guiaran a resolverla.
1.3. Pregunta de investigacion

e (En qué medida puede desarrollarse aprendizaje significativo y la
comprension del concepto de funcion en particular la funcion a tramos y como
influyen algunos subsumidores como dominio, rango, limite, continuidad y
derivada en dicho aprendizaje desde la resolucion de problemas con la
implementacion de un material potencialmente significativo que involucra tal

concepto?
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1.4. Objetivos
1.4.1. General

Interpretar los aprendizajes significativos, la comprension y el tratamiento de los
fendmenos que ocurren en la produccion y desarrollo de conocimiento, que experimenta
un grupo de estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de
Antioquia, cuando utilizan un material potencialmente significativo en la resolucion de

problemas que involucra el concepto de funcion a tramos.
1.4.2. Especificos

e Identificar la posible vinculacion de los aprendizajes significativos
adquiridos con el desarrollo de nuevos conceptos y conocimientos matematicos a
través de la RP que involucran la funcion a tramos, mediante un material educativo
disefiado para ser potencialmente significativo.

e Analizar los subsumidores para el aprendizaje del concepto de funcion y de
la funcién a tramos y los conocimientos desarrollados que emergen de un sistema
de practica social y cultural como consecuencia de la naturaleza de la actividad
resolucion de problemas.

e Establecer como el material potencialmente significativo en un sistema de
practica social y cultural aporta al aprendizaje significativo de los estudiantes

referente a la funcidn a tramos a partir de los subsumidores.
1.5. Hipdtesis

Las hipotesis que orientan la tesis investigacion se fundamentan en los siguientes

presupuestos:
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e La influencia del AS apoyado por un marco sociocultural posibilita la
transicion hacia el desarrollo del conocimiento matematico y la construccion de
una relacion particular con el saber, basados en la actividad de RP.

e Es posible tanto comprender como dar significado a un objeto matematico,
cuando se tiene la capacidad de realizar transformaciones y transitar por diferentes
sistemas de representacion del objeto en cuestion.

e La actividad de RP sobre la funcion a tramos requiere no solo de procesos
cognitivos, de hecho, requiere ciertas estructuras cognitivas especificas cuyo

desarrollo tienen génesis en la actividad sociocultural.
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CAPITULO II
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2. Marco teorico de la investigacion

En este capitulo se exponen los marcos tedricos que fundamentan la investigacion
como son la Teoria del Aprendizaje Significativo y la Teoria Sociocultural y el modelo
de Pirie & Kieren que, permiten caracterizar y encuadrar la presente investigacion, estos
enfoques de corte cognitivo y sociocultural tienen como objetivo contribuir al desarrollo

del conocimiento matematico y el AS desde la préctica social.

Las teorias cognitivas estan fundadas en los procesos mediante los cuales el
estudiante adquiere y desarrolla conocimientos. Se desvela por el estudio de procesos

tales como lenguaje, percepcion, memoria, razonamiento y la actividad de RP.

El cognitivismo es un enfoque estructuralista de la psicologia, que “Pretende
explicar el aprendizaje humano como un proceso integral en el que entran a funcionar
mecanismos mentales complejos como la comprension, el anélisis y la propia aplicacion

del saber en un contexto social” (Arboleda, 2005, p. 180).

Ausubel (1973) focaliza el cognitivismo en un contexto educativo, es decir, en los
esquemas de circunstancias de interiorizacion a través de la instruccion. De igual forma
la propuesta sociocultural de Vygotsky (1981) estd centrada en la estructura y desarrollo
cultural, siendo la actividad del hombre el eje del proceso de ese desarrollo. La

interaccion social se convierte en el motor del aprendizaje.

La adquisicion de conceptos matematicos y desarrollo de conocimiento en el nivel
universitario, requiere en los estudiantes un proceso cognitivo, especificamente en el
desarrollo de las capacidades de razonamiento, abstraccion, analisis y representacion de

los objetos matematicos.

Por medio de procesos cognitivos el aprendizaje resulta mas factible y la nueva

informacion puede ser almacenada en la memoria por mucho tiempo. El proceso de
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aprendizaje puede ser explicado, por medio del analisis de los procesos mentales, pero
también en funcidn del papel que desempeiian los instrumentos en la préctica social. De

esta manera, los artefactos son consustanciales al pensamiento, no son simples ayudas.

Se trata de realizar acercamientos y articulaciones entre la Teoria cognitiva del AS
y la Sociocultural. Para ello se incorporan los diferentes componentes de los procesos
cognitivos basados en la resolucion de problemas, desde las dos teorias se otorga sustento

a esta investigacion.

En este sentido tienen confluencia las dos fundamentaciones tedricas ambas
establecen aspectos del pensamiento que han sido objeto de estudio en el andlisis de la
practica social a través de la actividad humana, que se apoyan de una forma u otra en el

principio de accesibilidad al conocimiento.

Moreira (2017) hace una afirmacion en la cual nos basamos para justificar la
aproximacion de ambas Teorias desde el punto de vista metodoldgico “la vision clasica
de Ausubel puede ser complementada y enriquecida por otras visiones que la posicionan
con mayor potencial como referente para organizar una ensefianza volcada hacia la

comprension, el significado” (p. 2).

Otorgar significados a los objetos matematicos esta lejos de la pasividad, donde las
condiciones para el AS son la potencialidad significativa de los materiales educativos -
libros de texto, conceptos, ideas, herramientas, instrumentos, sistemas numéricos,
teoremas, labor conjunta, entre otros- pero con intencionalidad de transformar en
psicologico el significado logico de dichos materiales, lo anterior no indica una

autonomia intelectual.

57



2.1. Mapas conceptuales

Incluimos mapas conceptuales en algunos apartes de la investigacion con el objeto
de guiarla conceptualmente. Estos mapas son diagramas que indican relaciones entre
conceptos, o entre palabras que usamos para representar. Los mapas conceptuales
constituyen una representacion explicita y manifiesta de los conceptos y proposiciones

que posee una persona (Novak y Gowin, 1998).

Los mapas conceptuales desempefian una funcidon clave para representar y
organizar los contenidos, pero también ayudan a los estudiantes en su desempefio escolar

al tener aprendizajes -no memoristicos- (Novak, 1988).

El siguiente mapa es la ruta de navegacion en la cual se presentan los componentes
tedricos que sustentan el desarrollo de la investigacion, son el eje conductor para
responder a la pregunta de investigacion y al planteamiento de los objetivos, seleccionar

la metodologia, la elaboracion de estrategia metodologica y el anélisis de informacion.
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Mapa conceptual 1

Marco tedrico: teorias involucradas en la investigacion

Teoria Aprendizaje Sgnificativo o Teoria sociocultural
Ausubel Vyosyky

‘I' Te— —
\ desde implican des||de \'\

B |
Conocimientos y Teoria Actividad
saberes Leontiev |

H". potenciados por

. [influencia de AS} ___;£Sistema de [l:réctica]
50C1a

d_f‘fp
otorga al objeto
Comprension Significado
a traves
genera

"
Desarrollo de conocimiento
matematico

La problematica de la presente investigacion estd inscrita en tal proposito, en el de
analizar los niveles de comprension que atafien, primordialmente, a la conceptualizacion
del objeto funcion, particularmente la funcidn a tramos, el cual se constituye en uno de

los conceptos matematicos méas complejos de la matematica avanzada.
2.2. Teoria del Aprendizaje Significativo

La Teoria del AS representa un cuerpo tedrico desde la perspectiva psicologica del

aprendizaje. Ausubel (1963, 1973,1976, 2002) ha construido dicho marco teniendo en
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cuenta los mecanismos por los que se lleva a cabo la construccion de conocimiento en el

aula.

El AS surgi6 como Teoria de la cognicién como oposicion al aprendizaje repetitivo
y a la condicién no significativa del aprendizaje y va encaminado a reconocer el
establecimiento de las relaciones fundamentales y no de un modo arbitrario entre lo que

debe aprenderse y lo que es conocido por el aprendiz.

La Teoria del AS se focaliza en el interés por entender y explicar las condiciones
y propiedades del aprendizaje, que se logran relacionar con formas efectivas y eficaces
de impulsar de manera premeditada cambios cognitivos estables y susceptibles de

conferir significado tanto a nivel individual como social (Ausubel, 1976).
Segun Ausubel (1983)

El aprendizaje significativo ocurre cuando los contenidos son relacionados de modo
no arbitrario y sustancial (no al pie de la letra) con lo que el estudiante ya sabe. Por
relacion sustancial y no arbitraria se debe entender que las ideas se relacionan con
alguin aspecto existente especificamente relevante de la estructura cognoscitiva del
alumno, como una imagen, un simbolo ya significativo, un concepto o una

proposicion. (p. 18)
Para Moreira (2000) el AS:

Es un proceso a través del cual una misma informacion se relaciona, de
manera no arbitraria y sustantiva (no literal) con un aspecto relevante de la
estructura cognitiva del individuo. Es decir, en este proceso la nueva
informacion interacciona con una estructura de conocimiento especifica

llamada subsumidor, existente en la estructura cognitiva de quien aprende.

(p- 11)
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Aprender de un modo significativo consiste en efectuar un proceso de actualizacion
de los esquemas cognitivos relativos a la situacion en consideracion, es decir, poder

atribuir un significado al material objeto de estudio Ausubel (2002).

El siguiente mapa contiene los tipos de AS y expone y las condiciones que lo
posibilitan.
Mapa conceptual 2

Ruta del Aprendizaje significativo

Aprendizaje significativo
AS —————puede ser

requiere

Estructuras cognitivas
pre-existentes

Actitud del aprendiz I

requiere

requiere

Material potencialmente
significativo

|
//c&n\\

relar‘.lona
— i T Conceptos, ideas | |
‘ Significado légico |——— i::zgts;ﬁ:% Subsumidores [ Subordinado]— Combinatorio
-

asimilacion

1)
- e /
materialnuevo | —genéfa___ oncepto de i - N
funcion asoaadof— disociacién—

2.2.1. Tipos de aprendizaje significativo

Es significativo reiterar que el AS no es una conexion escueta del nuevo
conocimiento con el existente en la estructura cognitiva del aprendiz, el AS implica la

modificacion, transformacion y evolucion del nuevo conocimiento.
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Para que se produzca AS, debe existir, por un lado, una intencionalidad y una
predisposicion o actitud del estudiante para aprender y, por otro, la tarea de aprendizaje
-en nuestro caso esta en el material potencialmente significativo que incluye la RP- lo
que debe ser aprendido, debe ser potencialmente significativo. En este momento se trata
de que: “El aprendizaje significativo receptivo’ ocurre en la medida que materiales
potencialmente significativos llegan a la estructura cognitiva y con ella interaccionan
siendo apropiadamente subsumidos por un sistema conceptual relevante y mas inclusivo”

(Ausubel, 1963, p. 25).

Con relacion a lo anterior Ausubel (1978) distingue tres tipos de aprendizaje

significativo: representacional, de conceptos y proposicional.
2.2.2. Aprendizaje representacional

“Supone la atribucion de significados a determinados simbolos (tipicamente
palabras), es decir, la identificacion, en significado, de simbolos que pasan a significar,

para el individuo, aquello que sus referentes significan” (Moreira, 2000, p. 20).

Es captar el significado de los simbolos o palabras y darles sentido, es decir,
comprender lo que representan. Ocurre cuando se asemejan en significado simbolos
arbitrarios con sus referentes -objetos, eventos, conceptos- y significan para el aprendiz

cualquier significado al que sus referentes aludan.

Lo anterior no indica una simple asociacién entre el simbolo y el objeto

matematico, debido a que en la medida en que el aprendizaje sea significativo, existen

® Cursivas colocadas por el investigador.
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relaciones substantivas y no arbitrarias, es una apuesta de equivalencia representacional

basada en los subsumidores.

) = {—x, x<0
Asi, para la funcion X, x =20 ge establece una equivalencia en

significado entre los simbolos algebraicos y un referente -grafica del valor absoluto-.
Grifica 1

Valor absoluto: f(x) =|x|

2.2.3. Aprendizaje de conceptos

Ausubel (1978) describe los conceptos como: “objetos, eventos, situaciones o
propiedades que poseen atributos criteriales -esenciales- comunes y se designan, en una

cultura dada por alglin signo o simbolo aceptado” (p. 86).

Regresando al ejemplo anterior, cuando el estudiante adquiere el significado mas

£) = {—x, x <0

genérico de X, x 2 0 dicha funcion sirve también como significante para el
concepto cultural f(x), es decir, la equivalencia se lleva a cabo entre la expresion

algebraica y los atributos criteriales comunes a multiples ejemplos del referente.
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En este tipo de aprendizaje el estudiante abstrae de la realidad objetiva aquellos
atributos comunes a los objetos que les hace pertenecer a una cierta clase de la asociacion

simbolo / atributos genéricos.

Segun Moreira (1999) el aprendizaje de conceptos es, “un aprendizaje
representacional, pues los conceptos son, también, representados por simbolos
particulares, pero son genéricos o categoricos dado que representan abstracciones de los
atributos esenciales de los referentes, es decir, representan regularidades en objetos o

eventos” (p.13). Es un tipo superior de aprendizaje de representaciones.

Asi como el simbolo puede ser adquirido antes del concepto en si, puede también
ocurrir lo contrario, es decir, abstraer los atributos criteriales de una clase de objetos, a
exhibir mas precision, asi como diferenciacion, pero ain no es claro establecer una

equivalencia representacional entre el simbolo y la regularidad observada.

Los conceptos juegan un rol en la Teoria del AS puesto que la comprension de los
conceptos estd involucrada en la resolucion de problemas y depende en gran medida de

la disponibilidad en la estructura cognitiva del estudiante (Ausubel, 2000).
2.2.4. Aprendizaje proposicional

Ocurre cuando “la tarea no es aprender significativamente lo que representan
palabras aisladas o combinadas, sino aprender el significado de ideas en forma de

proposicion” (Moreira, 1999, p. 14).

Lo anterior indica que no es aprender el significado de los conceptos sino el
significado de las ideas expresadas verbalmente, simbolicamente a través de esos

conceptos, es decir, debe darsele sentido a los objetos.
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Como lo afirma Ausubel (2000) en el verdadero aprendizaje proposicional, “el
objetivo de la actividad de aprendizaje no es aprender proposiciones de equivalencia
representativa, sino aprender el significado de proposiciones verbales que expresan ideas

distintas a las de equivalencia representacional” (p. 81).

En este tipo de aprendizaje no se trata de asimilar el significado de términos o
simbolos aislados, sino de ideas que resultan de una combinacion ldgica de términos en

una sentencia.

“Para que se puedan aprender los significados de una proposicion verbal es preciso
antes aprender los significados de sus términos componentes o lo que esos términos

representan” (Moreira, 2000, p. 22).

Por ejemplo, la proposicion referente al teorema sobre los limites laterales, solo podra
aprenderse significativamente, si han sido aprendidos los conceptos que combinados

constituyen la proposicion sobre la existencia del limite de una funcion lim f(x).
x—a

Para Ausubel (2000) es en el aprendizaje proposicional donde se logra aprender el

significado de una nueva idea por cuanto que:

(1) la propia proposicion se genera al combinar o relacionar entre si multiples
palabras individuales (conceptos), cada una representando un referente unitario;
y

(2) que las palabras individuales se combinan de tal manera (generalmente en forma
de oracion) que la nueva idea resultante es mas que solo la suma de los

significados de las palabras individuales componentes. (p. 81)

Sin embargo, los conceptos, objetos y situaciones estan representados por sistemas

semidticos -palabras, simbolos, signos- y, para aprender el significado del concepto, se
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debe saber qué concepto estd representado en los nuevos registros del concepto dado o
aprendiendo que el nuevo concepto es equivalente en significado a lo que significa el
concepto si mismo, es evidentemente la relacidon con un tipo de aprendizaje

representacional (Ausubel, 2000).

Lo anterior indica la diferencia entre los dos tipos de AS -de concepto y
proposicional- referente al aprendizaje por concepto, los atributos de criterio de un nuevo
concepto estan relacionados con ideas significativas en la estructura cognitiva'® para
originar un nuevo significado genérico pero unitario, mientras que, en el aprendizaje
proposicional, una nueva proposicion esta relacionada con la estructura cognitiva para

producir un nuevo significado compuesto.

De igual manera, en el aprendizaje verbal significativo se involucran la interaccion
entre el estimulo verbal y la estructura cognitiva, para percibir mensajes verbales y
aprender tanto social como cognitivamente su significado como resultado de
interpretarlos a la luz del conocimiento existente. Ausubel (2010) afirma que “La
percepcion implica un contenido inmediato de conciencia antes de la intervencion de
procesos cognitivos tan complejos como los que estan involucrados en el aprendizaje de

recepcion (comprension de las ideas presentadas)” (p. 82).

Se considera que para esta investigacion existe una vinculacion entre los tipos de
aprendizaje significativo y el desarrollo del conocimiento matematico, en relacion con el
saber y el resultado de la interaccion entre los sujetos o aprendices que, se vislumbran

como una alternativa que contribuyen a mejorar la comprension de nuevos contenidos a

10 Cuando el aprendizaje ocurre por asimilacion de nuevos conceptos y proposiciones en una estructura
conceptual y proposicional ya existente que tiene el estudiante. A tal estructura de conocimiento se le llama
estructura cognitiva.
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través de material potencialmente significativo cuando resuelven problemas que

contienen el concepto de funcion y en particular de funcién a trozos.
2.2.5. Aprendizaje supraordinado

El aprendizaje subordinado es correlativo "si es una extension elaboracion,
modificacion o limitacién de proposiciones previamente aprendidas" (Ausubel, 1983, p.
47). En este caso el nuevo conocimiento es integrado con los subsumidores significativos
mas inclusivos, pero su significado no es implicito por lo que los atributos de criterio del
concepto incluido pueden ser modificados. Es decir, las nuevas ideas son una

elaboracion, modificacion o limitacion de las ideas mas generales o inclusivas.

Cuando ocurre lo contrario, que se va de lo especifico a lo general se le conoce
como aprendizaje supraordinado. La adquisicion de nuevos conocimientos en el
aprendizaje supraordinado se realiza por medio de un proceso de reconciliacion

integradora.

Ausubel (1983) considera la asimilaciéon como el proceso mediante el cual "la
nueva informacion es vinculada con aspectos relevantes y pre-existentes en la estructura
cognitiva, proceso en que se modifica la informacion recientemente adquirida y la

estructura preexistente” (p. 71).

El aprendizaje supraordinado ocurre cuando una nueva proposicion se relaciona
con ideas subordinadas especificas ya establecidas, "tienen lugar en el curso del
razonamiento inductivo o cuando el material expuesto [...] implica la sintesis de ideas

componentes" (Ausubel, 1983, p. 83).

En este tipo de aprendizaje, al introducir los nuevos conceptos se deben establecer

las semejanzas y diferencias con las ideas existentes en la estructura cognitiva y a partir
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de dichos analisis, si existen los componentes adecuados, se generan ideas mas inclusivas

y generales.

El aprendizaje supraordinado se puede tornar subordinado en determinado
momento, ello confirma que la estructura cognitiva es transformada constantemente;
pues el estudiante puede estar aprendiendo nuevos conceptos por subordinacion y a la
vez, estar realizando aprendizajes supraordinados ya que posteriormente puede ocurrir

lo inverso resaltando la caracteristica dinamica de la evolucion de la estructura cognitiva.
2.2.6. Aprendizaje combinatorio

Cuando los nuevos conocimientos no se relacionan de manera subordinada, ni
supraordinada con la estructura cognitiva previa, sino que se relaciona de manera general
con aspectos relevantes de la estructura cognitiva, se tiene el aprendizaje combinatorio.
Es como si el nuevo conocimiento fuera potencialmente significativo con toda la

estructura cognitiva.

En el aprendizaje combinatorio, las proposiciones son, posiblemente las menos
relacionables y menos capaces de conectarse con los conocimientos previos, y por lo
tanto con mas dificultad para su aprendizaje y retencion que las proposiciones
subordinadas y supraordinadas; este hecho es una consecuencia inmediata de la

disponibilidad de subsumidores relevantes y especificos para el aprendizaje significativo.
2.2.7. Proceso de Asimilacion

A medida que el estudiante ha adquirido una cierta cantidad de conceptos, la
diferenciacion de esos conceptos y la adquisicion de otros nuevos se lleva a cabo a través

de la asimilacion de conceptos.
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La asimilacién permitird la interaccion entre el nuevo material que sera aprendido
y los subsumidores lo cual ocasiona una reorganizacion de los nuevos conocimientos y
los previos, para constituir una estructura cognitiva diferenciada, esta interaccion del
nuevo conocimiento y las ideas apropiadas que existen en la estructura cognitiva

propician su asimilacion.

La adquisicion de nuevos conocimientos de un proceso de diferenciacion
progresiva se llama aprendizaje subordinado, va de lo mas general a lo especifico o
particular. Este aprendizaje se presenta cuando el nuevo conocimiento es vinculado con
los conocimientos adecuados de la estructura cognitiva previa del estudiante, es decir,
cuando existe una relacién de subordinacion entre el nuevo material y la estructura

cognitiva pre existente, es el caracteristico proceso de subsuncion.

Este tipo de aprendizaje estd ligado con la estructura cognitiva del estudiante, es
decir, ya debe existir alli, con las ideas mas inclusivas y generales de manera que los

nuevos conocimientos puedan servir de ideas de afianzamiento.

Si no existen en la estructura cognitiva este tipo de aprendizaje, las ideas mas
inclusivas y generales deben ser introducidas como organizadores previos al inicio del
material de aprendizaje, en un nivel de abstraccion mayor que el de los nuevos conceptos

que los estudiantes deben aprender significativamente.

El aprendizaje subordinado puede ser de dos tipos: Derivativo y Correlativo. El
primero ocurre cuando el material es aprendido y comprendido como un ejemplo
especifico de un concepto ya existente, confirma o ilustra una proposicion general
previamente aprendida, es decir, la inclusion derivativa corresponde a cuando las nuevas

ideas son una extension o ejemplo de las ideas mas generales.
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El significado es directamente derivable o estd implicito en un concepto o
proposicion mas inclusiva ya existente en la estructura cognitiva, por ejemplo, si estamos
hablando de la proporcidon directa, mencionar que se trata de una funcidn inyectiva, se
estard promoviendo un aprendizaje derivativo en el estudiante, que tenga claro y preciso
el concepto de funcidén en su estructura cognitiva. Cabe indicar que los atributos de

criterio del concepto no cambian, sino que reconocen nuevos ejemplos.

El principio de la asimilacion se representa en la siguiente grafica:

Grafica 2

Principio de asimilacion. Tomado de Moreira (2000, p.24)

Nueva -
. - Relacionada
informacion .
. y asimilada por
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Lo anterior puede interpretarse como:
Grafica 3

Interpretacion de la asimilacion. Adaptado de Moreira (2000, p.24)

a+ A

A’a’
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Donde:

a: idea, concepto o proposicion nueva potencialmente significativa.

+: Relacionada o asimilada por.

A: Idea mas general ya establecida en la estructura cognitiva. Subsumidor.

ey . Produccion.
A’ a’: Producto de la interaccion.
El producto de la interaccion del proceso de aprendizaje no es solamente el nuevo

significado de (a’), sino que incluye la modificacion -transformacion- del subsumidor y

es el significado compuesto (A’ a’).

Como lo indica Moreira (2000) “La importancia del proceso de asimilacion no esta
solamente en la adquisicion y retencion de significados, sino también en el hecho de que

implica un mecanismo de olvido subyacente de esos significados™ (p. 25).

Después del resultado de interaccion A’ a’, se inicia el olvido como un estado de
asimilacion, al cual se le conoce como asimilacion obliteradora, es decir, se alcanza un

grado de disociabilidad nulo, y A’ a’ se reduce a A’.

Grafica 4

Proceso de asimilacion. Tomado de Moreira (2000, p. 26)

a interactiia con A A’ a’ — A’+a’

—_— —
— |
J
\

J

A’

|

‘ Asimilacion l

\ J

—
‘ Asimilaciéon obliteradora ‘

‘ Residuo subsumidor modificado ‘

71



Los significados recién asimilados llegan a estar disponibles durante el tiempo de
aprendizaje, debido a que durante cierto periodo son disociables de sus subsumidores,
por lo que pueden ser reproducidos como entidades individuales lo que favorece la

retencion de a'.

“Olvidar representa asi una pérdida progresiva de disociabilidad de las ideas recién
asimiladas respecto a la matriz ideativa a la que estén incorporadas en relacion con la

cual surgen sus significados” (Ausubel, 1983, p. 126).

En sintesis, la particularidad del proceso de asimilacion radica en que los nuevos
significados son alcanzados a través de la interaccion de los nuevos conocimientos con
los conceptos o proposiciones previas, existentes en la estructura cognitiva del
estudiante, de esa interaccion resulta un producto (A’ a’), en el que no solo el nuevo
conocimiento adquiere un nuevo significado (a’) sino, también el subsumidor (A)
adquiere otros significados (A’). Durante la etapa de retencion el producto es disociable
en A’y a’, para después de un tiempo ingresar en la fase obliteradora donde (A’ a’) se

reduce a A’ dando lugar al olvido.

En el proceso de asimilacion, existen tres conceptos esenciales como lo son: la
fuerza de disociacion, el umbral de disponibilidad y 1a potencialidad significativa de los

materiales de aprendizaje.

Respecto de la Fuerza de disociacion, esta determinada por la separacion entre el
concepto o proposicion aprendido y la idea apropiada de la estructura cognitiva que le
sirvio de anclaje. Esta fuerza varia con el tiempo teniendo un méximo en el momento de
la terminacion del aprendizaje. La reduccion de esta fuerza hace que el material
aprendido sea cada vez menos excluyente en relacion a la idea pertinente que le sirvié de

anclaje, lo cual hace cada vez més dificil su reproduccion. Se produce entonces el olvido
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gradual del material aprendido, hasta llegar un momento en el cual lo aprendido ya no

puede ser reproducido.

El umbral de disponibilidad corresponde a la minima fuerza de disociacion para la
cual un aprendiz puede recordar un material aprendido significativamente. Los
materiales aprendidos pueden ser reproducidos por encima de ese valor, y por debajo de
ese valor ya no pueden ser rescatados y se produce el olvido. Pero atin en esta zona un
material aprendido significativamente puede ser recuperado mediante retroalimentacion

de manera que aumente su fuerza de disociacion y supere el umbral de disponibilidad.

El umbral de disponibilidad depende de las ideas, comportamiento, actitudes

particulares del estudiante o grupo con el que esté realizando la actividad de aprendizaje.

Por su parte la potencialidad significativa de los materiales de aprendizaje, indica
que deben poseer un significado logico y un significado psicologico. El significado
logico es propio e inherente al material y corresponde a las caracteristicas del mismo que
permiten que pueda ser relacionado de manera no arbitraria y sustantiva con elementos
pertinentes de la estructura cognoscitiva del estudiante. El significado psicoldgico
corresponde al significado dado por el estudiante. Para lo cual éste debe poseer en su
estructura cognitiva las ideas pertinentes con las cuales poder relacionar de manera no

arbitraria y sustantiva el nuevo conocimiento.

El significado psicoldgico es, por tanto, el resultado de “la relacion sustantiva y no
arbitraria de material l6gicamente significativo con la estructura cognitiva del aprendiz”
(Moreira, 2000 p. 15). El significado sicologico es real o fenomenoldgico, mientras que

el significado 16gico s6lo depende de la naturaleza del material en si mismo.
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2.2.8. Material potencialmente significativo

Para Ausubel (1963) el rol del docente es imprescindible para disefar material
potencialmente significativo, al respecto afirma que “Aprendizaje significativo es un
proceso que presupone que tanto el aprendiz presente una actitud de aprendizaje
significativo como que el material a ser aprendido debe ser potencialmente significativo

para él/ella” (p. 22).

El material considerado potencialmente significativo hace referencia al significado
inherente a ciertos tipos de materiales simbolicos y la disponibilidad del contenido

adecuado en la estructura cognitiva del estudiante.

Un material preparado para ensefiar y aprender no es significativo en si mismo,
solo es significativo cuando se asocia en interaccion con las estructuras cognitivas de los
estudiantes. Pero puede ser potencialmente significativo si presenta diferenciacion entre

los conceptos, organizacion jerarquica y una estructura clara en sus relaciones.

El material educativo tiene el objetivo de conducir al estudiante a aprehender y
compartir significados. En este contexto, lo mas relevante del AS es el conocimiento
previo del estudiante “El desarrollo de material potencialmente significativo debe ser
capaz de extraer las concepciones previas y desde este punto, crear situaciones para dar

nuevos significados al conocimiento” (Silva, Zdmpero, & Laburt, 2014, p. 81).

La adquisicion de significados segiin Ausubel, es el resultado de la interaccion
entre el nuevo material que se va a aprender y la estructura cognitiva existente, es una
asimilacion de antiguos y nuevos significados que contribuyen a la diferenciacion de la

estructura cognitiva.
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Moreira (2012) afirma que el material de aprendizaje debe ser potencialmente
significativo, lo que es consecuente con tener significado 16gico'!, que se corresponda

dentro del dominio de la capacidad humana de aprender.

El AS se produce cuando un nuevo concepto se enlaza con un concepto relevante,
llamado subsumidor, existente en la estructura cognitiva, esto implica que, los nuevos
conceptos, teoremas y proposiciones pueden ser aprendidos significativamente en la
medida en que otros conceptos o proposiciones relevantes estén disponibles en la

estructura cognitiva del estudiante y que actuen como anclaje de los primeros.
2.2.9. Subsumidores

Los subsumidores son conceptos, ideas, proposiciones, principios, leyes, existentes
en la estructura cognitiva, que sirve como anclaje de los nuevos conocimientos que

adquieren significados para el estudiante.

La existencia de subsumidores relevantes es condicion para AS y la adquisicion de
signos o simbolos, de conceptos lo cual ocurre de manera gradual e idiosincratica en cada

sujeto.

Se adquiere AS cuando un nuevo conocimiento se ancla en conceptos relevantes -
subsumidores-, que se encuentran en la estructura cognitiva, la cual se considera como
el lugar “donde se encuentran las ideas previas que generalmente estan representadas por
conceptos, simbolos e imagenes que permiten organizar un puente cognitivo que las

relacione con los nuevos conocimientos” (Yepes, 2011, p. 48).

! El significado légico depende de la naturaleza del material, posibilidad de relacion entre material e
ideas correspondientemente significativas.
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No se produce AS si no estan presentes las ideas de anclaje pertinentes en la
estructura cognitiva del estudiante. Es un requisito necesario sin el cual no hay modo de
vincular los nuevos conocimientos con los existentes. En este caso se origina el
aprendizaje mecdanico, el cual se ocasiona por la escasez de subsumidores relevantes o
adecuados, de tal forma que los nuevos conocimientos son acumulados arbitrariamente,

sin interactuar con conocimientos previos.
2.2.10. Significado légico y psicolégico

Cuando los conceptos o las proposiciones tienen significado logico, pueden
relacionarse de manera sustantiva -no literal- y no arbitraria con elementos de la
estructura cognitiva del individuo, siendo su interaccion -si se produce- lo que posibilita

su transformacion en significado sicologico (Ausubel, 1973).

El significado logico es el significado atribuido por el estudiante a los contenidos
aprendidos, de tal modo que el subsumidor que actué de anclaje se ha modificado y la

informacion que se recibi6 se ha interpretado o transformado.

El significado logico se refiere a la capacidad que tiene el material de aprendizaje
que se le brinda al estudiante de enlazarse con algunas ideas de anclaje que estén
presentes en su estructura cognitiva y que sean pertinentes para ello. Deberia ser un

material no aleatorio, plausible y razonable (Ausubel, 2000).

El significado psicologico es el resultado de “la relacion sustantiva y no arbitraria
de material l6gicamente significativo con la estructura cognitiva del aprendiz” (Moreira,

2000, p.15).

El significado psicoldgico es real o fenomenoldgico, mientras que el significado

logico s6lo depende de la naturaleza del material en si mismo (Ausubel, 2002).
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En el AS los esquemas cognitivos del estudiante no se limitan a asimilar la nueva
informacion, sino que se concentra en una constante revision, modificacion y ampliacion
del conocimiento produciéndose nuevos vinculos entre ellos, de esta forma, se logra la

comprender y dar significado a los objetos matematicos.

En esta investigacion, lo anterior es eje alrededor del cual gira la comprension y
significado del objeto funcidon, complementado desde la actividad RP y las actividades
requeridas para el anclaje influyente del AS de los contenidos del concepto de funcion a

tramos.

El concepto de AS lleva a re-examinar el rol que los contenidos tienen en el proceso
de aprendizaje ampliando su significado inclusive considerar las estrategias y distintos
tipos de procedimientos tales como: el sistema de preguntas para indagar, explorar y

observar con un caracter cientifico.
2.3. El conocimiento

Desde la exposicion de Descartes “cogito ergo sum” -Pienso luego existo- como
principio racional, el cogito es una intuicion del yo como primera realidad y, para
acentuar el papel de la razén en el conocimiento, psicdlogos y filésofos han debatido la

naturaleza de éste, Kant (1928) afirma:

La matematica y la fisica son los dos conocimientos teéricos de la razén que deben
determinar sus objetos a priori; la primera con entera pureza, la segunda con pureza
al menos parcial, pero entonces segin la medida de otras fuentes cognoscitivas que

las de la razon. (p. 13)

Se interpreta que para Descartes solo existen dos clases de conocimiento: el teorico y

el practico de la razon, cuya matriz es la experiencia y las practicas discursivas, incluye
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a las matematicas como una ciencia pura, de esto se resalta que lo real -matematicas- es

una verdad absoluta.

En este sentido, Hegel (1982) afirma que “lo absoluto convertido en real es el
espiritu” (p.5), y la fenomenologia va a mostrar el conocimiento que el espiritu logra
progresivamente de si mismo, es decir su emergencia. Hegel desde el materialismo
dialéctico se refiere a la conciencia como un proceso de actividad humana y desde esta
Optica tiene relevancia la emergencia y desarrollo del conocimiento del hombre como
movimiento de formas de actividad en las sociedades historica y culturalmente

constituidas, en particular la actividad ligada a la RP.

Se considera la RP como una actividad humana y como tal, involucra procesos de
razonamientos, desde esta perspectiva, Cantoral (2016) indica que el pensamiento
matematico:

Es como una reflexion espontanea que los matematicos hacen sobre la naturaleza

de su conocimiento [...] como una parte de un ambiente cientifico en el cual los

conceptos y las técnicas matematicas surgen y se desarrollan en la resolucion de
tareas y que el pensamiento matematico se desarrolla entre los seres humanos al

enfrentar cotidianamente multiples tareas. (p. 61)

La RP incluye las actividades que éstos presentan asi, puede decirse que e/
conocimiento es un producto de la actividad humana, precisamente, muy especifica que
es el pensamiento, por ello, el conocimiento es dindmico, como demostrando que el
conocimiento matematico que incluye conceptos y pruebas nunca es estatico, sino que
experimenta cambios. El conocimiento no es abstracto y universal, sino que estd

vinculado en numerosos contextos y siempre debe considerarse historico (Gee, 2013).

En términos epistemologicos, los modos de conceptualizar, conocer y pensar no

pueden ser adecuadamente descritos solamente en términos de précticas discursivas, es
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trascendental partir desde una concepcion no mentalista del pensamiento, es decir, el
pensamiento es una practica social y como tal se circunscribe en el uso los artefactos,
ayudas consustanciales en la materializacion del desarrollo del conocimiento y la

constitucion del saber:

“practica social”, entendida como aquello que nos hace comportarnos, en
términos de comunidades, tal y como lo hacemos, y no de una manera diferente;
una practica social nace como respuesta a una necesidad que es una especie de
acuerdo, explicito o no, de la comunidad para trabajar en una cierta direccion
(v.gr. la construccion de cierto conocimiento especifico). (Cantoral y Lopez,
2010, p. 117)

Lo anterior, da soporte a esta propuesta desde la practica social, que propicia la
forma en que las acciones de los estudiantes adquieren ciertas comprensiones de objetos
matematicos a partir de la RP. Es decir, de contribuir al transito del conocimiento al saber
a través de una herramienta basica la cual es un material potencialmente significativo

como mecanismo con valor de uso.

En este sentido, Piaget (1995) afirma que “El conocimiento en esencia es colectivo
y la vida social constituye un factor esencial en la creacién y crecimiento del

conocimiento, tanto pre cientifico como cientifico” (p. 30).

En esta investigacion se supone que existe una interrelacion reciproca entre el
conocimiento matematico y los contextos sociales. Esto es indispensable para la

investigacion cientifica del desarrollo sociocultural del conocimiento matematico.
Desde esta posicion, estamos de acuerdo con Steinbring (2005) cuando afirma que:

La adquisicion de conocimiento matematico en el contexto del aula y otras

situaciones de aprendizaje, se da un papel muy importante a la conexion entre las

79



condiciones sociales, los factores que influyen y el conocimiento matematico que
se debe adquirir y desarrollar. (p.11)
Asi, durante la comprension del concepto de funcidn los estudiantes representan
sus ideas matematicas en conceptos y situaciones, que pueden complementar con el
significado derivado de su entorno social; con la intencion de desarrollar y generalizar

sus conceptos matematicos.
2.3.1. El conocimiento matemadtico y el saber

El conocimiento matematico es resultado de una evolucion historica, de un proceso

cultural, cuyo estado actual no es, la culminacion definitiva del conocimiento.

Reconocemos la existencia de diversas formas de conocimiento que se han tratado
con frecuencia en la matematica y en la educacion matematica, por ejemplo,
instrumental, relacional, conceptual, procedimental, algoritmico, formal, visual,
intuitivo, implicito, explicito, elemental, avanzado, sin embargo, en esta investigacion
tratamos el conocimiento matematico en relacion con el saber, teniendo como foco las

practicas sociales.

El conocimiento matematico como el de la ciencia nunca alcanza una forma final
pero siempre es corregible y discutible, representa las experiencias de los sujetos que
interactian en entornos historicos y socioculturales inscritos en un sistema educativo que
promueve la formacion y el saber cultural de la matematica generado en las practicas

sociales.

Es imprescindible el papel de la practica social en el paso del conocimiento al
saber, en este sentido Cantoral (2016) afirma “Sostenemos que el conocimiento

matematico, aun aquel que consideramos avanzado, tiene un origen y una funcion social
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asociados a un conjunto de actividades practicas socialmente valoradas y normadas”

(p-11).

El saber es construccion social del conocimiento, es un proceso intencionado para
el uso compartido del conocimiento. “se trata de mecanismos constructivos, altamente
sofisticados, de naturaleza social, que se caracteriza por producir interacciones, explicitas

o implicitas, entre mente, conocimiento y cultura” (Cantoral, 2005, p. 57).

Radford (2017) expresa que el saber no es un objeto que se construye o se
transmite, “sino posibilidad, es decir, algo potencial que emerge de la actividad humana
y que se imbrica en un proceso de movimiento -de devenir, para ser mas precisos- para

materializarse o expresarse en conocimiento” (p. 100).

El saber son formas de movimiento que adquieren realidad a través de la actividad,
Ademas, sugiere Radford (2012) que el saber es “un conjunto de procesos corporizados
de accion y de reflexion constituidos historica y culturalmente” (p. 10). Es decir, es pura
posibilidad, y puede adquirir realidad a través de la actividad concreta la actividad que
mediatiza el saber y el conocimiento, esta constituido de formas siempre en movimiento

de reflexion y accidn historica y culturalmente codificadas.

La produccion del saber no corresponde a necesidades de adaptacion, sino que esta
enmarcado por formas culturales de pensamiento imbricadas en una realidad
material y simbdlica, la cual provee las bases para interpretar y transformar el

mundo de las personas y los conceptos que éstas forman acerca de ese mundo.

(Radford, 2013, p. 44)

Asi, el pensamiento funcional es forma de accion y reflexion que ha permanecido

codificada en la cultura. Es una forma cultural codificada de pensamiento, ha sido
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desarrollado y refinado en el curso de la historia cultural. Este pre-existe en una forma

ideal desarrollada antes de que los estudiantes participen de actividades de aula.
2.3.2. Influencia sobre el aprendizaje significativo

Como se ha indicado anteriormente, la investigacion se fundamenta en la Teoria
de Ausubel (1963) y la Teoria Sociocultural de Vigostky (1978) las cuales influyen en el
AS con acercamientos en la adquisicion y acumulacidon de gran cantidad de ideas e
informaciones representadas en cualquier campo de conocimiento, en particular para la
comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus elementos
subyacentes que conllevan al desarrollo de conocimiento matematico desde las practicas

sociales.
2.3.3. La comprension

Comprender significa percibir mentalmente algo, adquirir el significado de algo,
reconocer en un objeto todo lo que en €l es conocible. En este sentido, resulta como un
modo manifiesto de conocimiento. Asi, conocer es una actividad intencional, dirigida a
un estado de cosas que debe aprehenderse, que tiene como resultado lo que se denomina
saber disponible intersubjetivo, organizado y estructurado mediante representaciones

(Krings, Baumgartner & Wild, 1978).

Se entiende por comprensidn “una representacion estructural o conceptual
ordenada, de las relaciones entre las partes de la informacién que se debe aprender, y
entre esa informacién y esas ideas y nuestra base de conocimientos y experiencia"

(Wittrock, 1990; p. 569).

La comprension puede verse como un proceso de representaciones multiples, que

permite al estudiante la participacion en la construccion de objetos matematicos,
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relaciones y métodos mediante la participacion en practicas sociales en las cuales se

comparten los artefactos culturales y lingiiisticas (Kaput, 1989).

Se admite que un determinado conocimiento es estable en un individuo, si éste
puede articular diferentes representaciones del concepto sin contradicciones. La
comprension de un contenido conceptual, reposa en la coordinacion de al menos dos
registros de representacion y esta coordinacion se manifiesta por la rapidez y la

espontaneidad de la actividad cognitiva de conversion.

Segun Batanero (2005) “la comprension es un proceso continuo y creciente por el
cual el estudiante construye y relaciona progresivamente los diferentes elementos del
significado que atafien al concepto” (p. 257). La comprension se vislumbra en los
estudiantes cuando realizan acciones pertinentes al proceso de RP, Pecharroman (2013)

indica que:

Cuando el individuo perciba las representaciones del objeto como medios de
expresion de un mismo objeto y, por tanto, independice el objeto de sus
representaciones, y cuando perciba la funcionalidad que permite el uso y no los
usos particulares, el alumno habra aprendido y comprendido el objeto y sera capaz

de que se desarrolle este aprendizaje con nueva informacion sobre €l. (p. 132)

Se acepta que los estudiantes exteriorizan comprensiones diferentes sobre un
mismo concepto o estructura matematica, es decir, se logra integrar imagenes mentales,

representaciones y propiedades propias del concepto, asi:

Cuando escuchas la palabra "funcion", de un lado, podria recordar la expresion
“y = f(x)”, podria visualizar el grafico de una funciéon como y = x? 0 y = sinx, y
= Inx etc. Por lo que hemos dicho, estd claro que solo es posible hablar de una

imagen conceptual en relacion a un individuo especifico. Ademads, el mismo
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individuo puede reaccionar de manera diferente a un término determinado

(nombre del concepto) en diferentes situaciones. (Vinner, 2002, p. 68)

La construccion de estas imagenes del concepto, esta muy relacionada con el AS,
debido a que ocurre cuando el estudiante halla nueva informacion y debe fortalecerla y
transformarla en su estructura cognitiva ya presente. Asi, la comprension del concepto

sera utilizada para resolver problemas y demostrar teoremas cuando ello sea necesario.

Sierpinska (1992) aporta algunas formas de identificacion de la comprension del

concepto de un objeto matematico, en particular del objeto funcion:

Cuando se puede decir qué es y qué no es un objeto, cuando tomamos conciencia
de la relacion con otros conceptos, cuando notamos que esas relaciones son
analogas con las que estamos familiarizados, cuando hemos captado la posicion
que tiene el objeto dentro de una teoria y sus posibles aplicaciones, entonces

podemos decir que entendimos algo al respecto. (p. 26)

Tomando en cuenta las representaciones, comprender un concepto matematico
consiste en conocer sus principales representaciones, el significado de cada una de ellas,
asi como operar con las reglas internas de cada sistema, y también en convertir una

representacion en otra.

La comprension es un proceso complejo de relevancia social y educativa, ligado a
disciplinas como la psicologia y la epistemologia entre otras, su desarrollo es la base de
los procesos psiquicos cognitivos, ha sido preocupacién de cémo los estudiantes
comprenden diferentes conceptos para aplicarlos en la resolucion de problemas y el

vinculo del proceso de aprendizaje relacionado con el entorno sociocultural.

En consecuencia, se asume como un fenomeno multidimensional, vinculado al

significado que se le atribuye a un objeto matematico, con las representaciones internas
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de conceptos o redes de conceptos y las representaciones externas como el lenguaje,

conjunto de simbolos culturales que manifiestan el concepto, en una situacién contextual.
En ese sentido, Hiebert & Carpenter (1992) afirman:

Para pensar sobre ideas matematicas y comunicarlas necesitamos representarlas
de alglin modo. La comunicacion requiere que las representaciones sean externas,
tomando la forma de lenguaje oral, simbolos escritos, dibujos u objetos fisicos.
(...) Para pensar sobre ideas matematicas necesitamos representarlas internamente,

de manera que permita a la mente operar sobre ellas.” (p. 66)

Segun Rodriguez, Ponce & Pérez (2016) la comprension matematica trata de
establecer qué conoce, como lo conoce y para qué lo utiliza; de averiguar lo que hace para
resolver un problema y por qué lo hace, para lo que utilizan diferentes representaciones

del objeto matematico.

Lo anterior, permite establecer el Modelo de Pirie & Kieren (1994) sobre la
comprension como un proceso de relevancia social que se adecua conscientemente a la

actuacion y la comunicacion -forma de expresar conceptos- de los estudiantes.

A continuacidn, se presenta el mapa conceptual 3 gira en torno al desarrollo de la

comprension y su nexo con el concepto de funcion.
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Mapa conceptual 3

Modelo Pirie & Kieren y su relacion con la comprension del objeto funcion
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2.3.4. Modelo de Pirie & Kieren

Concepto funcidn Resolucidn de
problemas

Esta propuesta consiste en el andlisis de la progresion de la comprension de un
concepto matematico. El Modelo se plasma en ocho niveles que componen su aspecto
descriptivo -evolucion- puntualizan el progreso matemadtico referente a conceptos o

relaciones entre conceptos.

El origen inicial se fundamenta en la observacion y la manera como se logra la
comprension de las matematicas a nivel escolar medio y superior -universitario- en

conceptos como las fracciones y las funciones cuadraticas.
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Pirie (1988) indica que la comprension es un proceso dindmico completo y no una
adquisicion de uno o multiples valores, ni una combinacion lineal de categorias de
conocimiento, es un proceso continuo de organizacion de estructuras de conocimiento de

una persona.

El Modelo presenta caracteristicas fundamentales como el folding back, que tiene
que ver con el proceso dinamico de redoblar. Pirie & Kieren (1989, p. 11) afirman “El
redoblamiento permite a una persona funcionar en un nivel exterior y enfrentarse con un
desafio para regresar a un nivel de comprensién maés interno con el fin de reconstruir esa

comprension como base para nuevos niveles externos de comprension”.

El foldink back (redoblar) impulsa la reexaminacion de la comprension de un nivel
de forma diferente, a partir de las acciones que surgieron originalmente cuando se trabajo

el problema en ese nivel.

La siguiente caracteristica se refiere a los limites de falta de necesidad, éstos se
refieren al ascenso del estudiante hacia un nivel mas elaborado y estable, que no demanda

obligatoriamente de los elementos de los niveles mas bajos (Piere y Kieren, 1992)

A continuacidn, se presenta en orden ascendente la descripcion de cada uno de los
niveles que permiten conocer la forma como un estudiante inicia el desarrollo y
construccion o reconstruccion de conocimiento de un objeto. Los ocho niveles potenciales
o modos de crecimiento abarcan desde el mas interno al més externo, propuestos para la
comprension matematica e incluyen a cualquier estudiante que pretenda resolver

problemas sobre cualquier tema especifico.

El proceso inicia con el nivel de Primitive Knowing (PK) -conocimiento primitivo-
. Se refiere a todo lo que el estudiante conoce y sabe hacer antes de confrontarse con el

nuevo concepto matematico a estudiar En este nivel, el investigador o docente asume lo
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que el estudiante puede plasmar inicialmente, como el conocimiento previo y la capacidad
de manejo de un lenguaje sobre los conceptos basicos que posee sobre un objeto. Por

supuesto, nunca es posible saber qué es este conocimiento primitivo en su totalidad.

Pirie & Kieren (1994) aclaran el concepto de imagen, que sera utilizado en los dos

niveles siguientes.

Tenemos, por ejemplo, el uso de la palabra “imagen” etiquetada en dos niveles.
Ya que la evidencia en estos niveles se basa frecuentemente en la representacion
pictdrica. Corremos el riesgo de que la comprension en estos niveles se considera
restringida solo a este modo de expresion, y no se considere que se abarque
también imagenes mentales. Sin embargo, sentimos que el concepto de imagenes
mentales estd suficientemente establecido para ser comprendido dentro de nuestra

teoria. (p. 62)

El segundo nivel se le llama Image Making (IM) -creacion de imdgenes- en este
nivel el estudiante debe realizar distinciones entre el conocimiento previo € imagenes

formadas en su estructura cognitiva y aplicar dicha distincién de una manera nueva.

El estudiante es capaz de hacer distinciones del concepto u objeto matematico con
base en sus capacidades y conocimientos previos. Realiza acciones -fisicas o mentales-

con el fin de crear una idea del nuevo concepto.

El tercer nivel se llama Image Having (IH) -comprension de la imagen-, es un acto
de forma que se tiene del objeto, sin tener que actuar sobre €él. El estudiante se forma una
imagen en su estructura cognitiva, por la realizacion de actividades sugeridas por el
docente. Las imdgenes asociadas con una sola actividad son sustituidas por una imagen

mental. El desarrollo de estas imdgenes mentales orientadas por un proceso mental, libera
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las matematicas del estudiante a partir de la necesidad de realizar acciones fisicas, es

decir, el uso de artefactos que no son meras ayudas sino constitutivas del pensamiento.

De esta forma, el estudiante estd capacitado para utilizar una construccion mental
sobre el concepto matematico, pero sin la necesidad de trabajar con ejemplos particulares
o realizar una abstraccion del concepto mismo. Por tanto, se ve en la necesidad de sustituir

imagenes asociadas al concepto por una imagen mental del mismo.

Un cuarto nivel Property Noticing (PN) -observacion de la propiedad-, ocurre
cuando el estudiante puede manipular o combinar aspectos de las imagenes que ya posee
para construir propiedades relevantes y especificas al contexto y tratar de generalizarlas.

El estudiante construye significados para representar el objeto.

Una vez que el estudiante ha construido varias iméagenes, puede examinarlas,
establecer conexiones y distinciones entre ellas, es una forma de standing back -
redoblamiento, ir hacia atrés- y reflexionar sobre la manera de regresar a niveles inferiores
existente a fin de promover la comprension del objeto. En este nivel se observan las
propiedades construidas hasta entonces, las cuales se combinan para construir
definiciones que pueden evolucionar y definir caracteristicas particulares, mientras que

se ignoran otros elementos del concepto puesto en escena.

En el siguiente nivel Formalising (F) -formalizacion-, el estudiante conoce las
propiedades y tiene la capacidad para abstraer caracteristicas o cualidades comunes de la

imagen previa dependiendo del conocimiento que caracterizo su propiedad notada.

En este nivel cualquier estudiante estaria preparado y sera capaz de enunciar y
considerar una definicion matematica formal de un concepto o algoritmo, sin hacer

referencia a una accion o imagen particular.
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Observing (O) -observacion- Un estudiante que esta formalizando conceptos, también
estd en condiciones de reflexionar, coordinar actividades, establecer y expresar
conexiones entre conceptos matematicos que le permitan deducir patrones y
regularidades al momento de expresar algoritmos y teoremas.

El nivel Structuring (S) -estructuracion- ocurre cuando el estudiante intenta pensar
en sus observaciones formales como una teoria. Esto significa que el estudiante es
consciente de como una colecciébn de teoremas estd interrelacionada y requiere la
justificacion o verificacion de declaraciones a través de argumentacion logica o

metamatematica.

Inventising (I) -invencion-, es el nivel mas externo de los ocho. Dentro de un tema
dado, un estudiante en este nivel tiene una estructura completa de comprension y, por lo
tanto, puede romper con las ideas preconcebidas que provocaron una construccioén
erronea de los objetos matematicos y crear nuevas preguntas que podrian convertirse en

un concepto totalmente nuevo.

Este Modelo es tenido en cuenta en esta investigacion en el analisis del concepto
funcion, por la manera en que enfoca los conocimientos previos que debe tener un
estudiante cuando resuelve situaciones o problemas, hasta llegar a un desarrollo o

construccion de conocimientos.

Estamos de acuerdo con Pirie & Kieren al decir que, es importante que se entienda
que la comprension es un proceso de crecimiento dindmico, no es limitada, ni tampoco
finita, sino recursiva y no, ubica o categoriza a un estudiante en alguno de los niveles que
presenta el modelo ya que los niveles ilustran modos de evoluciéon mas que fases

aparentemente monotonas.
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2.3.5. Significado

Se reconoce que el significado de los conceptos matematicos se apoya no solo
sobre su definicion formal sino, de un modo fundamental, sobre los procesos implicados
en su funcionamiento. Por esta razon se pone el énfasis en el estudio de los procesos

cognitivos de los estudiantes en lugar de en sus destrezas o producciones actuales.

El significado expresa el saber personal/institucional, es definido por el
sujeto/institucion en el desarrollo de la actividad, por ello es subjetivo, describe las

propiedades de un concepto en el seno de un sistema cultural.

Godino y Batanero (1994) indican que el significado de un objeto puede ser
institucional o personal y lo consideran como el sistema de practicas!?
(institucionales/personales) asociadas al campo de problemas de las que emerge dicho

objeto en un momento dado.

El significado institucional se desarrolla desde la misma naturaleza del objeto
matematico. El significado de un objeto matematico se desarrolla desde la funcionalidad
organizativa que le da origen y lo representa, en el caso de la funcidn es la relacion. Si la
funcion es una relacién entre magnitudes variables, la funcion ctibica no deja de tener

ese significado.

La adquisiciéon de significados, es un producto del aprendizaje significativo.

Rodriguez (2011, pp.11-12, citando a Ausubel, 1976):

12 L lamamos practica a toda actuacion o manifestacion (lingliistica o no) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion, validar la solucion y generalizarla a otros
contextos y problemas (Godino y Batanero, 1994, p. 8)
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El significado real para el individuo (significado psicolégico) emerge cuando el
significado potencial (significado 16gico) del material de aprendizaje se convierte
en contenido cognitivo diferenciado e idiosincrasico por haber sido relacionado,
de manera substantiva y no arbitraria, e interactuado con ideas relevantes

existentes en la estructura cognitiva del individuo. (p. 23)

Los objetos matematicos deben ser considerados como simbolos de unidades
culturales, emergentes de un sistema de usos ligados a las actividades de resolucion de
problemas que realizan ciertos grupos de personas y que van evolucionando con el

tiempo (Godino, Batanero, 1994).

En este sentido, la propuesta realiza determinados tipos de practicas a partir del
material potencialmente significativo, lo que establece que emerjan gradualmente los

objetos matematicos pues el significado de estos objetos esta ligado a la actividad RP.

Segtin Leontiev (1978) la actividad sitta a los sujetos y les suministra el significado
a través de la toma de conciencia que est4 directamente relacionada con la actividad. Los
significados estdn socialmente centrados, mientras que el sentido es la perspectiva del
individuo. El significado de los objetos matematicos debe estar referido a la accion que

realiza un sujeto en relacion con dichos objetos.

En esta propuesta la conciencia se toma en el sentido dado por (Vygotsky, 1979)
la cual debe ser comprendida como un caso particular de la experiencia social. De esta
forma, las acciones de los individuos dentro de la actividad estan siempre motivadas por
el sentido, que incorpora cognicion. Por ello, la toma de conciencia primero se produce

a nivel social y luego a nivel personal.

El significado esté ligado al campo de problemas del que los objetos emergen en

un momento dado. Su naturaleza se opone al caricter intencional del objeto,
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permitiéndonos enfocar desde otro punto de vista las cuestiones de disefio de material y

desarrollo del conocimiento de los sujetos.

La cognicién involucra procesos tales como relacionar el nuevo material con
aspectos relevantes de la estructura cognitiva existente, verificando como se puede
conciliar el nuevo significado resultante con el conocimiento establecido, y recodificarlo

en un lenguaje mas familiar e idiosincrasico (Ausubel, 2010).

El término ‘Aprendizaje y ensefianza significativos’ hace referencia a aquellas

formas pedagogicas de accion que conllevan a:

(1) una comprension profunda de los conceptos matematicos y (2) a la creacion
de un espacio politico y social dentro del cual puedan desarrollarse
subjetividades reflexivas, solidarias y responsables. La comprension y la
produccion de saberes y subjetividades en el aula, asi como la identificacion de
formas pedagogicas de accion que conlleven a una ensenanza y aprendizaje

significativos. (Radford, 2014, p. 136)

En la presente propuesta una accidén pedagodgica que promueve la comprension,
estd focalizada en el material potencialmente significativo. En el curso del aprendizaje
significativo, el significado l6gico de los materiales de aprendizaje se transforma en

significado psicologico para el aprendiz (Ausubel, 2002).
2.3.6. El desarrollo del conocimiento

Es una estructura organizada que forma una jerarquia conceptual, en la cual
elementos mdas especificos de conocimiento son relacionados a conceptos, ideas,

proposiciones mas generales e inclusivos. (Ausubel, 1976, 2002; Moreira, 2010).
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Inicialmente las ideas, conceptos y procesos de la matematica no estan
formalmente bien definidos en la estructura cognitiva de los estudiantes, sin embargo, se
aprende a reconocerlos por la experiencia y uso en contextos apropiados. Luego durante
ese proceso, esos conceptos e ideas pueden ser refinados y memorizados para el manejo

de conceptos en la RP, en ese sentido se desarrolla el conocimiento matematico.

No es posible aislar el desarrollo del conocimiento matematico de las acciones
sobre los objetos, ni de la intuicioén y de las aproximaciones inductivas ligadas a la RP
en contextos particulares, ni tampoco de los instrumentos de representacion
culturalmente elaboradas en apoyo de la actividad matematica. En este sentido, es
importante a tener en cuenta en el AS de un concepto la imagen conceptual que cada
estudiante ha elaborado en su estructura cognitiva, en una situacion determinada, en un

momento determinado.

La imagen conceptual describe la estructura cognitiva de un individuo, que se
asocia con el concepto, que incluye todas las imagenes mentales (cualquier clase de
representacion: forma simbolica, diagrama, grafica) y las propiedades y los procesos que

le caracterizan (Tall & Vinner 1981).

El conocimiento matematico y su desarrollo no estd construido a priori por cada
generacion, hace parte de un aprendizaje como un proceso cuyo objetivo es de adaptacion
a las practicas sociales, en ese sentido, se modifica constantemente, es decir se desarrolla

conocimiento matematico en las practicas sociales.

Basados en lo anterior, en esta investigacion estamos interesados en los
procedimientos y las formulaciones escritas que los estudiantes producen cuando
resuelven problemas matematicos, del mismo modo analizar los mecanismos mediante

los cuales la cultura y el contexto contribuyen al desarrollo del conocimiento matematico.
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Identificar los subsumidores a partir de la funcion a tramos es parte fundamental
como lo son los conocimientos desarrollados que emergen de un sistema de practica
social y cultural, por ello, el conocimiento del estudiante debe vincularse con los
aprendizajes significativos adquiridos con la construccion de nuevos conceptos, de
hecho, requiere ciertas estructuras cognitivas especificas cuyo desarrollo tienen génesis

en la actividad sociocultural.
2.3.7. El concepto de funcion

Aunque en el Marco Tedrico ampliamos este concepto, en este apartado incluimos
algunos conceptos del objeto funcion.

Una funcién es una correspondencia entre dos conjuntos no vacios, es una de las
propuestas de Vinner (1983).

Este es un concepto generalizado, y que, como tal, pierde caracteristicas como la
variable dependiente e independiente, la variacion y el cambio, la continuidad.

El concepto de funcion puede estar definido en una forma simbdlica formal. El sentido
logico de los conceptos se limita a lo que dice esta definicion. La ventaja es desligar el
concepto de funcidén de los fendmenos fisicos o de formulas concretas. Tiene sentido
debido a que le permite dar origen a las funciones a tramos, en tal caso el ejemplo de
Dirichlet, lo que permitié observar una funcién con muchas discontinuidades.

Vinner (1983) incluye la funcién como representacion, esta propuesta busca mediante
una féormula matematica, expresar en forma implicita o explicita la relacién funcional.

Este tipo de representaciones logra trascender a las sucesiones, donde se puede observar

fn)=(-1 )

coémo la sucesion (- 1, 1, -1, ...) corresponde con la definicion de , siendo

n un nimero natural.

95



2.4. La Teoria Sociocultural

Es importante ampliar la fundamentacion anterior para una mejor comprension del
AS desde la Teoria Sociocultural (Vygotsky, 1978). Desde esta Teoria, el conocimiento
se construye a través de la interaccion entre los individuos y su medio, por lo que la
interaccion, y la mediacion -por medio de material- son elementos indispensables para

que se produzca aprendizaje.

La Teoria Sociocultural permite asumir al sujeto como un ser social, y al
conocimiento como una produccion social que fundamenta el desarrollo del pensamiento.
Asi mismo, enfatiza el cardcter sociocultural de la cognicién y propone la existencia de
las funciones psicoldgicas naturales y culturales. Las naturales se evidencian en las
funciones cognitivas en el transcurso de su desarrollo y madurez de los estudiantes. “La
civilizacién humana interviene de manera radical [funciones cognitivas] transformando
las funciones naturales en culturales. Este cambio se produce bajo la influencia de
instrumentos materiales y simbodlicos y también a través de formas de comunicacion

interpersonal” (Kozulin, 1998, p.16).

El mapa conceptual 4 amplia el desarrollo teérico de la investigacion a partir de la

Teoria Sociocultural.
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Mapa conceptual 4

Principales elementos involucrados en la Teoria Sociocultural
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Para la Teoria Sociocultural el aprendizaje es un proceso distribuido, interactivo,
contextual que es el resultado de la participacion de los estudiantes en una comunidad de
practica. Aprender, significa participar en una serie de actividades que implican procesos

en continuo cambio. Al respecto Vygotsky (1982) manifiesta:
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El aprendizaje es una actividad social, y no so6lo un proceso de realizacion
individual, una actividad de produccion y reproduccion del conocimiento
mediante la cual el nifio asimila los modos sociales de actividad y de interaccion,
y mas tarde en la escuela, ademas, los fundamentos del conocimiento cientifico,

bajo condiciones de orientacion e interaccion social. (p. 89)

El aprendizaje asi planteado se ubica en un contexto social para que el estudiante
se apropie -asimilacion e internalizacion de los simbolos y signos propios de la cultura-
del conocimiento histéricamente acumulado en interaccidon con otros como docente-
estudiante a modo de labor conjunta y estudiante-estudiante en condiciones sociales y de
culturas determinadas a través de acciones como comunicar, comprender, experimentar,
abstraer, generalizar. La forma de construccion y desarrollo la constituyen las
transformaciones internas del sujeto, es decir, la modificacion de sus propias funciones

psicologicas.

El término sociocultural se dirige en esta investigacion hacia la comprension y
desarrollo del conocimiento y de como se ubica la accion mental en escenarios culturales,
historicos e institucionales. La accion estd mediada y no puede ser separada del medio

en que se lleva a cabo.

Dentro de la Teoria Sociocultural son importantes tres ejes basicos que propone

Vygotsky citado por Wertsch (1993):

1) una dependencia del analisis genético o de desarrollo; 2) la afirmacion de que
el funcionamiento mental superior en el individuo deriva de la vida social; y 3) la
afirmacion de que la accion humana, tanto en el plano social como en el

individual, estd mediada por herramientas y signos. (p. 19)
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En esta investigacion se retoman los aspectos basicos 1,2y 3, los cuales nos facilita
reconocer el desarrollo del conocimiento y a la vez el intercambio de estructuras
culturales y sociales que permite una dinamica de cambio o transformacion del sujeto,
dada por el desarrollo historico y cultural de la actividad practica cognitiva y social de la

actividad RP.

En referencia al primer aspecto, Vygotsky formula una propuesta sobre el origen
de las funciones mentales del sujeto, es lo que permite el desarrollo sociocultural y es

relevante en esta tesis.

Cualquier funcién en el desarrollo cultural del nifio aparece dos veces, o en dos
planos. Primero aparece en el plano social, y luego en el plano psicoldgico.
Primero aparece entre personas como categoria de interpsicologica, y luego dentro
del nifio como una categoria intrapsicoldgica. Esto es igualmente cierto con
respecto a la atencion voluntaria, la memoria 16gica, la formacién de conceptos

[...]. (Wertsch, 1993, p. 43)
Lo anterior reafirma la forma social en que se desarrolla el conocimiento.

El segundo eje nos indica que se necesita de la mediacion del otro, en esta
investigacion la mediacion la realiza no el docente, sino que se centra en el papel del
material potencialmente significativo como un mediador de significados en el curso de

la actividad RP.

Las estructuras de pensamiento y estructuras de accion se desarrollan a través de
las actividades sociales y las habilidades cognitivas bésicas que intervienen, son las que

se desarrollan cuando se interactia con un grupo, la sociedad o nuestra cultura.

El tercer eje ubica a los procesos de aprendizaje en el contexto de la participacion

en actividades sociales, orientando la atencién en la construccion del conocimiento
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mediado por diferentes perspectivas, saberes, y habilidades aportadas por los
participantes en los eventos de interaccion, al igual que los instrumentos en particular el

material potencialmente significativo.

La adquisicion de significados y la interaccion social son inseparables, teniendo en
cuenta que los significados de los signos y simbolos se construyen socialmente (Moreira

(2003). Ademas, segiin Moura y Dias (2003):

En la perspectiva historico-cultural, el aprendizaje es un fenémeno social, ocurre
y se desarrolla en las relaciones establecidas entre sujetos mediados por
intercambios simbolicos. De esta manera, el entorno social constituye la fuente en
la que se basa el desarrollo conceptual del nifio. Segiin Vygotsky, el hombre,
cuando busca relacionarse con los objetos, usa los sistemas simbolicos que tiene,
provistos por la cultura, por el entorno social. Este tipo de operacion permite el
desarrollo de la abstraccion y la generalizacion que, en esta perspectiva, va de lo

social a lo individual. (p. 68)

Lo que expresa el autor, es la existencia de la cultura y la mediaciéon en relacién
con el desarrollo conceptual, cuya esencia son las ideas expresadas simbdlicamente, los
instrumentos utilizados y que, la generacién del conocimiento es producto de la

interaccion social, para el surgimiento de un nuevo significado.

La perspectiva sociocultural aporta elementos para comprender la relacion entre la
actividad humana en el mundo social y los procesos de apropiacion de las practicas
sociales, en este sentido Kalman (2003) citando a Wertsch (1991) revela que “[...] su
meta principal consiste en construir una version de los procesos mentales humanos que
da cuenta de estos procesos y su relacion con los contextos culturales, histdricos e

institucionales” (p. 41).

100



Se pretende desarrollar algunos conceptos sobre el aprendizaje basados en los

presupuestos del enfoque Sociocultural de Vygotsky, y la relacion que hay entre el AS.
2.4.1. Interaccion social

En esta fundamentacion el sujeto se concibe como un ser social con acciones mas
complejas, producto de la interaccion y de la capacidad de pensar sobre la accion, se
considera deseable vincular la actividad matematica, en particular la RP con el entorno

social, histdrico y cultural.

La interaccion entre el estudiante y el entorno no es inmediata, siempre esta
mediada por significados originados exteriormente, se desarrollan en las relaciones
sociales cuando se resuelve, en nuestro caso los problemas relacionados al concepto de

funcion.

En este sentido, se establece una relacion entre la naturaleza del conocimiento que
los humanos producen cuando realizan actividades, mediante las cuales y en razén de las
cuales dichos conocimientos son producidos (Cantoral, 2005), por ello el aprendizaje

constituye tanto una practica humana como social.

Vygotsky destaca dos elementos significativos para el aprendizaje, el primero es la
relacion entre el aprendizaje y la interaccion social y el segundo es la posibilidad de
organizar situaciones de ensefianza que le permite al estudiante alcanzar niveles de

conocimiento mas elaborados.

El conocimiento se construye de manera social, lo cual implica tener estudiantes
activos que observan y participan en actividades culturales en relacién con los contenidos
adquiridos previamente en su interaccion con otros. Es a través de la practica social donde

se lleva a cabo la actividad humana, sobre el medio en el que se desenvuelve. En las
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practicas sociales ejercidas por los estudiantes se imprime un sentido a los problemas y

su resolucion, reconsiderando sobre las complejas relaciones entre ellos y su entorno.

Lograr lo anterior requiere de factores intermediarios, como los instrumentos
psicologicos simbolicos y los medios de comunicacidon interpersonal, instrumentos
materiales, instrumentos psicoldgicos y seres humanos. Vygotsky planteé que los
procesos mentales superiores se consideran funciones de la actividad mediada, e implanta

los instrumentos materiales y los psicologicos.

En cuanto a los instrumentos materiales, en el AS se requiere tanto de un material
potencialmente significativo como de la disposicion del estudiante, para que el
aprendizaje sea realmente significativo. Referente a la interaccion social, Moreira (2000)
indica que “el desarrollo cognitivo no puede entenderse sin referencia al contexto social,

historico y cultural en el que ocurre” (p. 81).
Por otra parte, los instrumentos psicoldgicos segun Kozulin (2000):

Son los recursos simbolicos -signos, simbolos, textos, formulas, medios graficos-
simbdlicos- que ayudan al individuo a dominar sus propias funciones psicologicas
naturales de percepcion, memoria, atencion. Actian como un puente entre los
actos individuales de cognicion y los requisitos simbolicos socioculturales de esos

actos. (p. 15)

Desde la interaccion social, es posible aminorar las divergencias cognitivas o
socioculturales, y fortalecer el desarrollo de conocimiento entre los estudiantes, en
funcion de los objetos matematicos que estan en juego en las diferentes actividades a
realizar. Ademads, la cognicion necesita un fuerte soporte del material potencialmente

significativo y mediacioén, como lo son el lenguaje natural, los simbolos y los signos.
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Desde esta perspectiva, la cognicion es algo que tiene un innegable vinculo
sociocultural con la estructura cognitiva o saberes de un estudiante particular que se
articulan dialécticamente con la cognicion de los demas, o como lo indica (Radford,

2006) “se piensa con y a través de los artefactos culturales” (p. 107).
2.4.2. Teoria de la Actividad

Leontiev (1978) en su Teoria de la actividad articula objetos y motivos que dan
sentido a las acciones de los estudiantes, tanto objetos como motivos han sido enlazados
con el de los modelos mentales de mediacion sobre RP y que construyen y que se

modifican y transforman en su préctica social.

De acuerdo a lo anterior, los instrumentos psicoldgicos y materiales, son producto
de la actividad historico cultural de la humanidad. Los estudiantes ya no pueden ser
concebidos sin su medio cultural o social y los objetos se convierten en formas histdricas,
culturales y la accion del estudiante sobre el objeto esta orientada hacia el
objeto/objetivo. Asi, la actividad como practica humana -en particular la RP- tiene un
caracter historico-social, es decir, como labor conjunta es transformadora y se liga al

carécter objetal.
Davidov (1988) al respecto indica:

El objeto no se comprende como algo que existe por si mismo y actuante sobre el
sujeto, sino como ...aquello a lo que esté dirigido el acto, es decir, como algo con
lo que el ser vivo se relaciona, como el objeto de su actividad, sea esta interna o

externa. (Davidov, 1988, p. 28)

La actividad humana se identifica por conseguir un objetivo tal como lo propone
Leontiev (1987), presupone que su estructura general la componen dos caracteristicas

fundamentales: la de ejecucion y la de orientacion. En la orientacion, la actividad
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comprende las necesidades, los motivos, los objetos y las tareas -RP-; en términos de

gjecucion, una actividad la constituyen las acciones y sus operaciones.

La accion es la busqueda, recuperacion del conocimiento, su uso, y la operacion
son las condiciones informativas para conseguir el objetivo, es decir, estan subordinadas
al logro de metas; la accion puede transformarse en un procedimiento para alcanzar el
objetivo, en una operacion, que coadyuva a la realizacion de distintas acciones (Leontiev,

1978).

La actividad se forma de acciones y a su vez, se componen de operaciones, o
procedimientos por los que se lleva a cabo una accion bajo determinadas condiciones.
Las operaciones son realizadas por los sujetos sobre multiples mediadores de la

actividad, son definidas por las situaciones objetivas de realizacion.

El concepto de actividad que se fundamenta en la Teoria de Leontiev (1978) se
relaciona por su interés particular en la forma en que desea teorizar el saber, el

pensamiento, el conocimiento y la cultura.

Se puede decir entonces, que el significado de un objeto para un estudiante surge
de las maneras de actuar de los otros hacia el primer estudiante en relacion con el objeto,
sus acciones actiian para definir el objeto. Por lo tanto, el “interaccionismo simbélico ve
los significados como productos sociales, como creaciones que se forman en -y
mediante- las actividades definidoras de las personas cuando interaccionan” (Blumer,

1969, p. 5).
Segun este enfoque, retomado por Engestrom (2001) citado por Eurasquin (2014)

La actividad es una formacion colectiva y sistémica con una compleja estructura
mediadora. Un sistema de actividad produce acciones y se desarrolla por medio

de ellas; pero la actividad no se reduce a acciones, con un principio y un fin
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determinados en el tiempo de los individuos o grupos. Los sistemas de actividad
evolucionan durante periodos de tiempo sociohistdrico, adoptando la forma de

instituciones u organizaciones. (p. 4)

No es posible comprender la actividad humana sin relacionarla con la toma de
conciencia ya que forman una unidad dialéctica. La conciencia es la forma de reflexion
psiquica de la realidad, es decir, la forma de expresion del sujeto con las relaciones
sociales, culturales e historicas, es la interiorizacion de los objetos a partir de la
mediacién con otros -maestro, compaiero, material potencialmente significativo,
instrumentos, entre otros-. No es un mundo interior ya que expresa las relaciones del
estudiante con otros y con su entorno social circundante, es social por naturaleza (Moura,

2010).

Para Radford (2004), la actividad es un proceso social cuyo propdsito es alcanzar
un objeto que posee significados culturales. En este proceso tiene lugar una nueva forma
de conocimiento de los objetos como “Si en la accion directa sujeto-objeto, este ultimo
revela sus propiedades s6lo dentro de limites condicionados que el sujeto puede percibir,
entonces en el proceso de interaccidon mediado por un instrumento, la cognicion va mas

alla de estos limites” (Leontiev, 1978, p. 23).

La actividad en esta investigacion se entiende en el sentido de Leontiev (1978)
como: (a) la actividad humana tiene estructura instrumental -herramientas- en la
satisfaccion de las necesidades primarias y secundarias y (b) la actividad estd implicada
en las relaciones mutuas con otros seres humanos. La actividad media no sélo en la

relacion con el mundo natural, sino también en la relacion con otros seres humanos.

En el caso de nuestra investigacion, nos referimos a la actividad en tanto que unidad
de analisis (a) Son un grupo de estudiantes, en los cuales se analiza el proceso de AS de

la funcion a tramos, circunscrita a las teorias Sociocultural, de la Actividad y se relaciona
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con los elementos como la comprension y significado, analizados desde la propuesta de
Pirie & Kieren. (b.) Las acciones subordinadas al logro de objetivos especificos, como
lo son: identificar, disefiar y establecer las operaciones que emerge dentro de la dindmica

de RP.
2.4.3. Instrumentos

Para Cedillo (2006) los instrumentos son determinantes en la forma en que se
realiza la actividad humana, pueden ser los instrumentos externos como las calculadoras,
pero que pueden ser también instrumentos cognitivos, como el lenguaje. Moreno (1996)
indica que “todo acto cognitivo esta mediado por un instrumento que puede ser material

o simbolico” (p. 3).

La relacién sujeto-objeto en la actividad, estd mediada por los artefactos o

herramientas -instrumentos-, que pueden ser fisicos, intelectuales o materiales.

Los instrumentos materiales no son de uso individual, presuponen una funcion
colectiva, una comunicacion interpersonal y una representacion simbolica (Vygotsky,
1978). Este aspecto simbdlico de la actividad mediada por instrumentos da lugar a una

mediacion cultural.

Tanto los instrumentos materiales como los instrumentos psicologicos son
formaciones artificiales. Por su naturaleza, los dos son sociales. Sin embargo, los
instrumentos materiales se dirigen a controlar procesos de la naturaleza, sirven como

conductores de la actividad humana orientada a objetos externos.

En concordancia con los aspectos anteriores, los materiales, artefactos e
instrumentos seran conceptos importantes que se someten a examen en esta
investigacion. Se considera que ayudardn a estudiantes a tomar conciencia de los

procedimientos realizados durante la actividad matematica de RP.
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Al respecto Kozulin (2000) afirma:

Al igual que los instrumentos materiales, los instrumentos psicologicos son
formaciones artificiales. Por su naturaleza los dos son sociales. Sin embargo,
mientras que los instrumentos materiales se dirigen a controlar procesos de la
naturaleza, los instrumentos psicologicos dominan los procesos cognitivos y
conductuales naturales del individuo. A diferencia de los instrumentos materiales,
que sirven como conductores de la actividad humana orientada a objetos externos,
los instrumentos psicoldgicos se orientan hacia el interior y transforman los

procesos psicologicos naturales internos en funciones mentales superiores. (p. 29)

Se resalta la mediacion entre el estudiante y el mundo, indicando que las
interacciones sociales son significativas para el aprendizaje. La sociedad y la cultura son
mediatizadas por medio de herramientas, y en particular herramientas culturales. El
pensamiento y el lenguaje son vistos como una relacion dialéctica, el lenguaje ofrece
significados histdricos culturales heredados, pero cada participe de la actividad usa

herramientas para dotar de significados a los objetos.

La naturaleza del material de instruccion, es decir, el material potencialmente
significativo -herramientas, artefactos, instrumentos, libros, simbolos entre otros-, debe
ser suficientemente no arbitrario -no aleatorio, meritorio- para que pueda relacionarse
con las ideas correspondientes que se encuentran dentro de los contextos sociales y

culturales que, los seres humanos son capaces de aprender en interaccion.

En esta investigacion se articula la actividad mediada por instrumentos -material
potencialmente significativo- y la interaccion social de los estudiantes como eje
imprescindible hacia la transicion del AS y para el desarrollo del conocimiento
matematico propiciado por la actividad RP referente a la funcion, donde se elaboran se

analizan y comparten significados relativos a la funcion por tramos, para establecer un
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saber que permite comprender el objeto matematico en los diferentes contextos en el cual

se desarrolla su practica social. Al respecto Riickriem (2009) resalta:

El entorno social influye en la cognicion por medio de sus instrumentos, esto es, de
sus objetos culturales y su lenguaje e instituciones sociales. El cambio cognoscitivo
se logra al utilizar los instrumentos culturales en las interrelaciones sociales, e

internalizarlas y transformarlas mentalmente. (p. 1)

En esta investigacion, el material potencialmente significativo es situado entre el
entorno y el estudiante, modificando las condiciones de la interaccion para que el
aprendizaje sea significativo. El mediador modifica, amplifica y lleva a comprender y
transforma los objetos puestos en escena en la situacion, en este caso la actividad

sociocultural de RP.
2.5. Laresolucion de problemas

Historicamente, la manera en que los babilonios y griegos llegaron a pensar y a
conocer objetos matematicos, la forma en plantear y resolver problemas estd contenida
en la naturaleza misma de la matematica y por la condicion misma de la actividad y

acciones de pensamiento formado en el curso de la actividad humana.

Esta investigacion realiza la aproximacion de la actividad hacia el proceso de AS
y se sustenta desde la RP. La actividad del estudiante siempre corresponde a alguna
necesidad -motivacion o actitud para aprender- y estd dirigida al objeto que puede
satisfacer esta necesidad cognitiva. De igual manera los conocimientos -previos- dirigen
hacia la obtencién de AS y desarrollo de nuevo conocimiento, son los motivos y
representan el objetivo de la actividad. Si el estudiante no tiene la necesidad -actitud-,

entonces no habra AS y tampoco actividad, debido a que no hay asimilacion.
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Antes de adentrarnos en el campo de la RP, veamos algunos conceptos de lo que
se ha considerado un problema. Para Contreras (1987) el problema es una situacion no
conocida para el estudiante, la cual requiere un tratamiento, una formulacién y
comprobacion de hipdtesis a través de la elaboracion de conductas propias que pongan a

prueba sus capacidades de raciocinio autébnomo.

Segun Dumas-Carr¢ (Citado por Perales, 1993, p. 170) un “problema puede ser
entendido genéricamente como cualquier situacidon prevista o espontanea que produce,
por un lado, cierto grado de incertidumbre y, por otro, una conducta en la direccion de la

busqueda de la solucion™.

Un concepto en el que al parecer estan de acuerdo muchos investigadores es el de
Lester (citado por Pozo, Pérez, Dominguez, 1994) y Peduzzi (1997) en el cual aseveran
que un problema es una situacion que un individuo o grupo desea o necesita resolver y
para la cual no dispone de un camino rapido y directo que conduzca a la solucion. Lester,
agrega que una situacion solo puede ser concebida como problema en la medida en la
que sea reconocida como tal y de forma que no haya procedimientos automaticos que
permitan solucionarla de manera mas o menos inmediata y que demande algin proceso

de reflexion o toma de decision sobre la heuristica a seguir.

La RP matematicos ha sido considerada el foco de la actividad matematica y el
corazon de ésta, su relevancia se ha mantenido de tal forma que los sistemas educativos
lo han integrado a los disefios curriculares ubicandolo como un eje central en la
organizacion de los contenidos que han de ser ensefiados (NCTM, 2000), ya que sitia de
forma manifiesta la capacidad de andlisis, comprensién y razonamiento, es decir,
propone como organizar las actividades de RP para permitir que los aprendizajes sean
significativos, hasta el punto de llegar a identificar la RP con el pensamiento y la
cognicion.
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En concordancia con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas existen
periodos en los que se evidencia la relacion entre las emociones y los procesos cognitivos,
son los instantes de comprension de la estructura de la actividad, en la cual los estudiantes
hacen uso de los conocimientos y conceptos que garantizan la adquisicion y la retencion
o de recuperacion de la informacion de formulas o procedimientos mecanicos cuando se

propone resolver un problema matematico.

En ese sentido, la cognicion -o el acto de conocer- se ocupa de atribuir significado,
representar; procesar y utilizar el conocimiento en la estructura cognitiva del estudiante

a través del proceso de internalizacion de signos (Vygotsky), de subsunsores (Ausubel).

Plantear y resolver problemas es sugerido en los curriculos, y en los estandares de
matematicas de la mayoria de los paises, debido a que ello permitiria otorgar significado
tanto a los objetos matematicos como al desarrollo de los conocimientos matematicos

emergentes.

La National Council of Teachers of Mathematics (1980); el Informe Cockroft
(1985); Silver (1987) indican que los educadores tienen la resolucion de problemas como
una meta para la instruccion, que su interés radica en desarrollar la capacidad de los
estudiantes para usar y aplicar el conocimiento matematico aprendido en la escuela para
resolver problemas del mundo real, resolver problemas no rutinarios, asi como ejercicios

de libros de texto.

En este aspecto, Lesh & Zawojewski (2007) afirman que la resolucion de

problemas es un:

Proceso de interpretar una situacion matematicamente, la cual involucra varios

ciclos interactivos de expresar, probar y revisar interpretaciones y de ordenar,
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integrar, modificar, revisar o redefinir grupos de conceptos matematicos desde

varios topicos dentro y mas alla de las matematicas. (p. 782)

Esta caracterizacion presenta un esquema en relacion a la comprension y
desarrollo de pensamientos matematicos como un proceso de reflexion mediante el
cual el estudiante transforma los objetos matematicos como resultado de participar

en un sistema de actividad dentro de una comunidad de aprendizaje.

El aprendizaje de las matematicas requiere problematizar o discutir los problemas,
lo cual incluye desde el punto de vista cognitivo pensar las formas de comprender o
resolver un problema, establecer el significado del objeto en cuestion, interpretar la

solucidon y comunicar los resultados (Santos-Trigo, 2014).
Al respecto, Schoenfeld (1985) establece que:

Aprender a pensar matematicamente involucra mas que tener una gran cantidad
de conocimiento de la materia al dedillo. Incluye ser flexible y dominar los
recursos dentro de la disciplina, usar el conocimiento propio eficientemente, y

comprender y aceptar las reglas tacitas de juego. (p. xxi)

El significado de problema de matemadticas segin House, Wallace & Johnson,
(1983):

Problema matematico es una situacion que supone una meta para ser alcanzada
donde existen obstaculos para alcanzar ese objetivo que requiere deliberacion, y
se parte del conocimiento del algoritmo util para resolver el problema. La
situacion es usualmente cuantitativa o requiere técnicas Matematicas para su
solucidn, y debe ser aceptado como problema por alguien antes de que pueda ser

llamado problema. (p. 10)
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Los autores sitiian el énfasis en los conocimientos previos que deben tener los
estudiantes para enfrentarse a resolver un problema, dejando de lado las estrategias de
razonamiento y las situaciones de interaccidon y comunicacion en el aula, ademas, poco
activan la construccion socio-cultural del conocimiento como proceso compartido que

envuelve a participantes.

Un aspecto que debe intervenir durante la interacciéon con los problemas o
contenidos matematicos referidos al concepto de funcion, es que los estudiantes
describan cambios o formas de variacion -incluyendo variables- entre los objetos o
atributos asociados con la actividad o problema que los lleven a la identificacion de

patrones, conjeturas o relaciones. (Santos-Trigo, 2008).

Para Kilpatrick (1985), “un problema es una situacion o tarea en la cual una meta
quiere ser lograda y una ruta directa a ella estd bloqueada” (p. 3), ampliando que

usualmente se requiere de sujetos que tienen el problema.

El concepto problema planteado también indica una meta por lograr y en ese
sentido estamos de acuerdo, sin embargo, olvida el medio con el cual el sujeto o los
sujetos deben alcanzar el objetivo, ademas de los conocimientos y experiencias previos.
El problema debe ser una actividad en la cual se logra una meta, y se requiere el uso de
algoritmos y conocimientos previos para su solucion, suele manifestar que se ha

alcanzado una estrategia la cual favorece el desarrollo de conocimiento.
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CAPITULO III
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3. Marco conceptual de la investigacion

En este capitulo se hace un recorrido histdrico sobre la evolucion del concepto de
funcién, sobre sus diferentes acepciones y generalizaciones y de las configuraciones
epistémicas que se han manejado a través de la historia y los que atin se manejan de las
funciones y de las relaciones adecuadas. Muestra la evolucion del conocimiento
matematico como un elemento esencial en la cultura el cual compartimos con los

estudiantes.
3.1. La funcion

Desde la perspectiva cognitiva, se explicita como la historia y la evolucion del
concepto funcidn ha logrado ofrecer fundamentos matematicos y didacticos que, hicieron
parte del proceso historico y cultural acogidos por la humanidad para desarrollar sus
conocimientos que probablemente los estudiantes incurran en un proceso similar. Luego
se presenta el desarrollo actual del concepto, la funcidn a tramos y los conceptos de limite

y derivada de una funcion.

Las matematicas tratan en la gran mayoria de campos de forma directa o indirecta
con las funciones, es asi, como el Analisis Matematico considera la funcion de una, dos,
o n cantidad de variables, estudiando sus propiedades; las Ecuaciones Diferenciales e
Integrales respaldan la resolucion de ecuaciones en las cuales las incdgnitas son
funciones; el andlisis funcional trabaja con espacios hechos de funciones; y el andlisis
numérico estudia los procesos de control de errores en la evaluacion de todos los

diferentes tipos de funciones (Ponte, 1992).

El desarrollo del concepto de funcion a lo largo de la historia, es paralelo a los
diferentes propositos de la humanidad en concebir y tratar de comprender la naturaleza

en la que vive. De igual forma esta ligado a los razonamientos filos6ficos hasta refinarse
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en un proceso cientifico, “culminando” en un desarrollo matematico que ayuda a la

modelacion el mundo y las leyes que o rigen.

A continuacién, se presentan los componentes del concepto de funcion que
sustentan el desarrollo de la investigacion en el analisis de datos, son un eje esencial para

responder a la pregunta de investigacion planteada en el capitulo 1.

Mapa conceptual 5

Un recorrido historico sobre el concepto de Funcion.
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3.2. Desde la historia

La historia de la Educaciéon Matematica muestra la evolucion del conocimiento
matematico como un elemento de la ruta de la cultura que compartimos con los
estudiantes, “en el fondo subyace la idea de la complejidad de los conceptos, su
historicidad y la creencia de que la epistemologia y la antropologia son dos claves
esenciales que interrelacionan la historia y la educacion matematica” (Radford,

Furinghetti & Katz, 2007, p. 109).

Desde la Matematica Educativa se ha investigado histéricamente la construccion
del concepto de funcidn con el objetivo de hallar ideas que consientan explicar algunas
dificultades que se presentan en el aprendizaje de este concepto. Hitt (2000) registr6é que
las ideas intuitivas de las funciones se remontan a la época de las tablas de arcillas de los
babilonios, donde se pudo identificar la idea de relacion con los nimeros y sus cuadrados,

los numeros y sus raices cuadradas.

Desde la perspectiva cognitiva, el conocimiento de la historia puede ayudar a
resolver problemas relativos al aprendizaje de conceptos matematicos, como limite,

simbolismo algebraico (Sierpinska,1985; Sfard, 1992).

Historicamente, el concepto de funcién es uno de los mas importantes en las
Matematicas y las ciencias. “El concepto de funcidn, tal y como se define actualmente
en matematicas, es un objeto muy elaborado como consecuencia de numerosas
generalizaciones realizadas a través de una evolucioén de mas de 2000 afos” (Ruiz ,1993,

p. 147).

Se considera que la historia del concepto de funcion ha logrado ofrecer
fundamentos matematicos y didacticos que, hicieron parte del proceso histdrico y cultural

acogidos por la humanidad para desarrollar sus conocimientos, probablemente los
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estudiantes incurran en un proceso similar; por lo tanto, es necesario tener en cuenta las
condiciones que le fueron dando sentido al concepto a través de las diferentes

generaciones.

La estructura del concepto de funcidon que tenemos actualmente, es el resultado
evolutivo de un espacio de tiempo cercano a los 2000 afios. En la antigiiedad, aunque no
se tenia una idea abstracta de variable, se describian de manera grafica o verbal, y es a
partir de alli que los avances del concepto esta época, especialmente en las culturas

babilonicas y griegas fueron significativos.

La concepcién de funcién mas comun, para profesores y libros de texto actuales,
es una consecuencia del desarrollo histérico del concepto y del posicionamiento
filosofico que los matematicos impulsaron desde 1900, concerniente a los fundamentos

de la Matematica (Mesa, 2004).

Si bien las culturas griega y babilonica resaltan la importancia de sus logros tanto
filos6ficos como matematicos al alcanzar hacer uso de una nocidn intuitiva del concepto
de funcién, los babilonios tratan de reconocer patrones y regularidades a través de
tabulaciones de fendmenos naturales como el movimiento de las constelaciones, es
decir, se reconoce la funciébn como una relacion que asocia elementos entre dos

conjuntos.

En la antigiiedad el estudio del concepto de funcion se centraba en la busqueda de
regularidades y proporciones, se generaron situaciones en las que se observaba la
dependencia entre cantidades de diferentes magnitudes, “fueron representadas

verbalmente, en tablas, en graficas o con ejemplos” (Lopez y Sosa, 2007, p. 15).

Los filosofos griegos consideran el cambio y el movimiento como algo externo a

las matematicas, lo cual lleva a hablar en términos de incognitas e indeterminadas mas
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que en términos de variables. Lo anterior conduce a las proporciones y ecuaciones, y no

a las funciones como tal (Ruiz, 1998).

Para los griegos la ciencia de las magnitudes era la geometria -lo medible- y bajo
estas condiciones, las magnitudes variables solo se establecian en forma homogénea para
expresarlas como proporciones o razones: comparaban longitudes con longitudes, areas

con areas, volimenes con volumenes.

La homogeneidad de cierta forma imposibilitaba encontrar dependencias entre
variables de diferentes magnitudes, origen de toda relacion funcional. Las nociones mas
negativas en la evolucion del concepto de funcion fueron la proporcionalidad, la

inconmensurabilidad, y la gran disociacion en el pensamiento entre nimero y magnitud.

La Edad Media, se caracteriza por los intentos en dar una explicacion cuantitativa
racional a los fendmenos naturales a través de procesos de abstraccion los cuales
aparentemente no poseen peso debido a la separacion entre numero y magnitud. Como
consecuencia de tal disociacion se proponen situaciones de modelacion matematica
fundamentada en resultados experimentales, esto influyd para construir las bases de la
nocion de funcion, Farfan y Garcia (2005, p.490) citando a Cotret (1985) donde asevera
que “la historia nos va a mostrar que es unificando, fundiendo las dos concepciones,
como se van a poner las bases de la nocion de funcion”. Practicamente a partir de esta

época se da inicio a la modelacion matematica con el uso del concepto de funcion.

Solo en el periodo moderno, a fines del siglo XVI y especialmente durante el siglo
XVII, comienzan a prevalecer las expresiones y funciones analiticas. Estas etapas
reflejan, en realidad, el camino recorrido por el hombre a través de la historia hacia la
generalizacion y formalizacion del concepto de funciones. El proceso de abstraccion
demuestra una comprension real y profunda del concepto a la vez que es un factor de

construccion de ésta.
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Al respecto, Moura y Dias (2003) consideran que:

La investigacion histérica nos ha demostrado que el desarrollo del concepto de
funcion estuvo marcado por algunas etapas facilmente identificables a través de
las estrategias utilizadas, en diferentes tiempos para resolver problemas que
involucran variaciones en cantidades. Segin Youschkevitch (1976, p. 39) hay tres
etapas principales. En la antigiiedad se estudian casos particulares de dependencia
entre dos variables, sin embargo, no existe una nocion general de cantidad y
funciones variables. En la Edad Media, estas nociones generales se expresan por
primera vez en forma geométrica y mecanica, pero en el caso concreto de
dependencia entre dos cantidades se define mediante una descripcion verbal o

grafica. (p. 69)

En el Siglo XIV aparecen los primeros indicios del concepto de funcién y se
presentan dos corrientes, por un lado, Heytesbury & Swineshead en Inglaterra, a través
de la Teoria de la intensidad de formas, expresada mediante un algebra verbal
representando por una figura las intensidades de una cualidad de una magnitud continua

que dependen de otra magnitud analoga Ruiz (1998).

Ruiz (1998) revela que en los siglos XV y XVI no se realizan aportes significativos
al desarrollo del concepto de funcion, pero, se sientan las bases de la simbologia
algebraica que permite una manipulaciéon practica y eficiente, esencialmente al
diferenciar entre variable de una funcion e incdgnita de una ecuacion, lo cual marcard la

estructura simbolica que llevara a la conformacion de la nocion de funcion.

A partir de la creacion de la geometria analitica, de Descartes (1592-1650) y
Fermat (1601- 1665) se introduce por primera vez la idea de ecuacién en x e y, como un

medio para expresar la relacion de dependencia entre dos cantidades variables.
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El siglo X VII inicia con la creacion de la Geometria Analitica a través del sistema
de coordenadas cartesianas, creada por Descartes y Fermat, ello dio pie al desarrollo del
calculo diferencial e integral por Newton y Leibniz y aparece el concepto funcion. Este
ultimo la comprende como una cantidad que varia de un punto a otro en una curva, de

igual forma, introduce términos como constante, variable, coordenadas y parametro.

En el siglo XVII por primera vez, se sustenta la idea de que una ecuacionen x e y
es un medio para introducir una dependencia entre dos cantidades, de manera que permite
el célculo de los valores de una de ellas correspondiente a los valores dados de la otra

(Ruiz, 1998).

Como consecuencia de lo anterior, se inicia el estudio de las curvas y las
expresiones algebraicas que las describen, lo cual da pie al desarrollo de la Teoria de

funciones:

Se jugd un significado decisivo para el desarrollo posterior de la doctrina de las
funciones, por un lado, el crecimiento impetuoso de los célculos matematicos, y por
el otro, la creacion del algebra simbolico-literal junto a la extension del concepto

de nimero [...]. (Youschevitch, 1976, p. 50)

Lo anterior indica el comienzo a la introduccioén del concepto de funcion “como
una relacion entre conjuntos de numeros en lugar de "cantidades" y para la

representacion analitica de funciones mediante formulas” (Ib. P. 50).

En el siglo XVIII la discusion entre D’Alambert y Euler sobre el problema de la
cuerda vibrante, generd una evolucion en el concepto de funcion, dirigiendo a Euler a
considerar y explicitar por primera vez la nocidon general de correspondencia entre pares
de elementos, la definicion aparece en su obra Institutiones calculi differentialis (1755),

“Si x es una cantidad variable, entonces toda cantidad que dependa de x de cualquier
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manera o que esta determinada por aquél se llama funcion de dicha variable” MEN (2004,
p.8).

En este siglo, se analizan los fenémenos fisicos a través de un objeto matematico
de naturaleza eminentemente analitica que deja de ser la curva para llegar a ser la funcion,
impregnada aun de las ideas infinitesimales de Leibniz, Bernoulli y Euler, los cuales
seran las figuras del siglo XVIII, con quienes la nocidon de funcion es considerada una
expresion analitica, proponiendo el primero de ellos, la letra griega f para designar la
caracteristica de una funcion, escribiendo entonces: << f'x >>, lo que evolucionara con

Euler, para escribirse como f{x).

Lo anterior se evidencia cuando el concepto de funcion es tomado como un objeto
indispensable por Euler para imprimirle una estructura capaz de fusionar el Célculo
Diferencial de Leibniz con el Método de fluxiones de Newton, de donde emerge el

Analisis Matematico, disciplina que estudia los procesos infinitos.

Sin embargo, es Dirichlet en 1837 quien propone una definicion general, la cual

adquiere un significado independiente del concepto de expresion analitica:

Siuna variable y esté relacionada con otra variable x de tal manera que siempre que
se atribuya un valor numérico a x hay una regla seglin la cual queda determinado
un unico valor de y, entonces se dice que y es una funcién de la variable

independiente x. (MEN, 2004, p. 9)

Dirichlet (1837) propone una definicién satisfactoria del concepto de funcion “Una
cantidad variable “y” se llama funcién de la cantidad variable “x” si a cada valor de “x”

le corresponde un solo y determinado valor de “y”” (Citado por Ugalde, 2014, p. 15).
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Una funcion podia ser expresada, incluso solamente con palabras. La intencion era
desligar el concepto de funcion de fendmenos fisicos o de formulas concretas. El ejemplo
clasico lo suscit6 Dirichlet:

0, si x es un nimero irracional
1,si x es un nimero racional

f(x) = {

Notese que no es facil calcular los valores de dicha funcidén porque no siempre se
sabe si un nimero real dado es racional o irracional. A pesar de no poseer una expresion
analitica y no tener una grafica asociada, es una funcién, con estos trabajos el concepto
de funciodn inicia un proceso de separacion de la representacion analitica con la cual habia

estado tan ligada hasta el momento y de esta forma se da origen a las funciones a tramos.

El siglo XIX se identifica en las diversas divulgaciones observadas en los trabajos
de Cauchy (1827), Lobachevsky (1834), Dirichlet (1837) y Riemann (1858), al emplear
al objeto matematico funcion como el nicleo del Analisis Matematico. Ellos describian

a la funcion con la particularidad de ser una correspondencia de tipo muy general (Ruiz,

1998).

A finales del siglo XIX y principios del XX surge el concepto de conjunto, éste influyd
en los posteriores conceptos de funcion. Un grupo de matematicos, que se hacian
llamar Nicolas Bourbaki dan el siguiente concepto: “Una funcidon es una regla de
correspondencia entre dos conjuntos de tal manera que a cada elemento del primer
conjunto le corresponde uno y so6lo un elemento del segundo conjunto ” (Bourbaki, 1973).

A medida que la matematica avanza como ciencia, el concepto de funcion también
lo hace con ella gracias a topologia y la Teoria conjuntista. En 1939 el grupo Bourbaki,
citado por Rey G., Boubée, C., Sastre-Vazquez, P. & Cafiibano, A. (2008) definio6 la

funcion como correspondencia entre conjuntos:
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Sean E y F dos conjuntos, que pueden o no ser distintos. Una relacion entre un
elemento variable x de E y un elemento variable y de F, se llama relacién
funcional en y, si para todo x en E, existe un unico y en F el cual estd en la
relacion dada con x. Damos el nombre de funcion a la operacion que, de esta
forma, asocia cada elemento x en E con el elemento y en F que esta en relacion
con X, se dice que, y es el valor de la funcién en el elemento X, y se dice que la
funcién estd definida por la relacion dada. Dos relaciones funcionales

equivalentes determinan la misma funcioén. (p. 152)

Es la primera definicion como relacion entre elementos de dos conjuntos;
inicialmente las definiciones se enunciaban respecto de expresiones algebraicas, de
cantidades variables que dependian unas de otras, de asociaciones entre valores

numéricos, ya sea tomados de intervalos o de cantidades variables.

El siglo XX corresponde al uso y exploracion del concepto de funcion basado en

la nocion introducida por Dirichlet, y lo confirma Spivak (2014) al escribir que:

Indudablemente el concepto mas importante de las matematicas es el concepto de
funcién: En casi todas las ramas de la matematica moderna, la investigacion se
centra en el estudio de funciones. No es sorprendente, por tanto, que el concepto

de funcion sea de una gran generalidad. (p. 39)

En libros de calculo actuales, es evidenciable como se intenta favorecer mas la
relacion que guarda el concepto de funcidon con el intento por describir fendmenos
naturales, de tal manera que “en la actualidad se prefiere considerar el concepto de

funcién como aplicacion” (Dieudonné, 1989, citado por Farfan, p. 493).

O como diria Freudenthal (1983) “Aunque esta definicion estd construida de una

manera logicamente formalizada, sin embargo, se ha oscurecido su esencial significado
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como accion de asignacion de variables, ha perdido su caracter dinamico para

transformarse en algo puramente estatico” (p. 497).
3.3. Desarrollo actual

El aprendizaje de las matematicas es un tema clave en el desarrollo de las ciencias
y de la cultura. Las investigaciones pioneras para el aprendizaje inicial de las
matematicas son la comprension de los nimeros y las proporciones (asociado al concepto

de funcion).

El desarrollo del pensamiento variacional desde esta perspectiva se origina en los
trabajos de Piaget e Inhelder (1958) los cuales asociaron el aprendizaje operacional de
los conceptos de cantidad, de nimero y de célculo con el desarrollo mental de los
procesos metapsicoldgicos y del lenguaje. De esta forma, la proporcion se considera
como un modelo que establece relaciones entre relaciones, asi la razén es una relacion

entre dos variables.

Freudenthal (1983) indica que el analisis fenomenolégico de un concepto o de una
estructura matematica radica segun Puig (1997) en “describir cudles son los fendmenos
para los que es el medio de organizacion y qué relacion tiene el concepto o la estructura

con esos fenémenos” (p. 2).

Freudenthal (1983) expresa la existencia de dos objetos mentales que preceden a
la estructura organizativa del objeto funcion, la idea de variable y de dependencia
funcional. Establece dos conceptos relacionados al término variable: uno, como nombre
polivalente; otro, como objeto variable. Frente a la primera concepcion se refiere a un
conjunto de objetos o “medios para formular enunciados generales, esto es enunciados

que se cumplen para todos los objetos que nombran” (p. 491).
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3.4. Elementos que caracterizan al concepto de funcion

A continuacion, se exponen los elementos mas importantes del concepto de funcion
al igual que las definiciones basicas que se han ido construyendo a través de los tiempos.
“lindudablemente el concepto mas importante de todas las matematicas es el de funcién:
en casi todas las ramas de la matematica moderna la investigacion se centra en el estudio

de funcione” (Spivak, 2014, p. 39).

Una variable es una propiedad o un atributo que puede tomar uno o varios valores
dados por los elementos de un conjunto. Cuando el conjunto de los valores posibles de
una variable es un subconjunto o un intervalo de numeros reales, se le denomina variable

real.

Cuando la relacion entre dos variables x e y es tal que, a cada valor de la primera,
corresponde un Unico valor de la segunda, se dice que esta ultima estd en funcion de la
primera. A la variable x se le llama variable independiente y a la variable y se le llama

variable dependiente.

Al escribir la regla de correspondencia, se denota por y = f(x) el valor de la variable
dependiente y correspondiente al valor x de la variable independiente y se hace explicita
la regla f para calcular y a partir del valor x. De aqui en adelante, adoptando la notacion

establecida por el. Lagrange, denotaremos cada funcion real escribiendo:
ffA—B
y = f(x)
Existen varios conceptos o definiciones de funcion, enunciaremos algunas.

“Una funcion es una regla que designa a cada elemento de un conjunto exactamente
un elemento, llamado f(x), de un conjunto B” (Stewart, Redlin & Watson, 2012, p. 143).
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Por lo cual, cada elemento x del conjunto A, se relaciona con un elemento del
conjunto B que se define por y = {(x). El conjunto A se llama dominio de la funcion o
el conjunto de todos los posibles valores para la variable independiente, y el conjunto
B, se conoce como el conjunto formado por todos los valores posibles de f(x), conforme

varia en todo el dominio de f, llamando conjunto imagen o rango.

Cuando una funcién se conceptualiza por medio de una férmula “f(x) = formula”
y el dominio no es explicito, se entiende que el dominio es el mayor conjunto de valores

de x para los cuales la expresion f(x) tiene sentido como nimero real. Este es el llamado

dominio natural de la funcion.

Dada una funcién £: A — R, y un conjunto no vacio C € A, el conjunto de las

imagenes por f de todos los elementos de C: f(C) = {f(x) : x € C} se llama imagen de C

por f. Cuando C = A, el conjunto f(A) se llama conjunto imagen de f'y también rango

o recorrido de f.

Una de las representaciones de las funciones es a partir de una grafica de un
sistema de coordenadas, donde se establece la relacion al asociar puntos en el plano

cartesiano como una pareja ordenada (X, y), Stewart et al. (2001) la definen como:

Si f'es una funcién con dominio A, entonces la grafica de f es el conjunto de pares
ordenados {(x, f(x) / x€ A}. En otras palabras, la grafica de f es el conjunto de
todos los puntos (X, y) tales que y = f(x); es decir, la grafica de f es la que

corresponde a la ecuacion y = f(x). (p. 139)

Es necesario vislumbrar que las funciones pueden no estar definidas para todos los
valores numéricos de la variable independiente, sino para aquellos que pertenecen a un

cierto conjunto.
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Spivak (2014, p.47) define: “Una funcién es una coleccion de pares de nlimeros
con la siguiente propiedad: si (a,b) y (a,c) pertenecen a la coleccion, entonces b = c; en
otras palabras, la coleccion no puede contener dos pares distintos con el mismo primer

elemento”.

A partir de la definicion anterior, Spivak define el dominio de una funcion:
Si f es una funcion, el dominio de f'es el conjunto de todos los a para los que
existe algun b tal que (a, b) estd en f. Si a pertenece al dominio de £, se deduce
a partir de la definicion de funcion que existe, en efecto, un unico nimero b tal
que (a, b) pertenece a f. Este inico b se designa por f'(a). (p. 48)
Por su parte Aleksandrov (1981) afirman que: “La variable (dependiente) y es
funcién de la variable (independiente) x si existe una regla por la cual cada valor de x,
perteneciente a un cierto conjunto de numeros, corresponde un valor definido de y” (p.

103)

El conjunto de los valores que toma la variable independiente x de la definicién
anterior se denomina dominio de la funcion. El conjunto formado por aquellos valores
de y definidos o relacionados con al menos un valor de x, se llama rango o imagen de la

funcion.

Con los avances de la Teoria de conjuntos, la definiciéon de funcién alcanza un

nivel de abstraccion y generalizacion mas avanzado, como lo indica el MEN (2004):

Dados dos conjuntos arbitrarios A y B una funcién (o aplicacién) de A en B es
una ley que a cada elemento x de A hace corresponder un solo elemento y de B; o
si se prefiere, una funcién de A en B es un subconjunto F del producto cartesiano

A x B tal que si (x, y) y (%, z) pertenecen a F entonces y = z. (p. 9)
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En esta definicion, el concepto de funcion adquiere caracteristicas de un objeto
matematico estatico, que pierde muchos de los atributos presentes en su comienzo y

durante su evolucion, como lo son la idea de variacion y cambio.

Hitt y Torres (1994) indican que en el S XX hay algunas definiciones de la nocién

de funcion mas comunes que se han empleado en la ensefianza del Calculo.

Funcion en términos de variable: Una funcion es una variable relacionada con otra
variable tal que a cada valor de la ultima le corresponde Unicamente un valor de la

primera.

Funcion en términos de conjunto de parejas ordenadas: Una funcién es un

conjunto de pares ordenados, dos de los cuales tienen la misma primera componente.

Funcion en términos de regla de correspondencia: Una funcion f de un conjunto
A a un conjunto B es una regla de correspondencia que asigna a cada x de cierto

subconjunto D de A un elemento determinado de manera unica f(x) de B.

Buscando el rigor al uso de este concepto dentro de las estructuras formales y
abstractas de las matematicas, la definicion del concepto de funcidén se ve enmarcado

dentro del dominio de la Teoria de conjuntos, como lo afirma Ugalde (2014, p. 16):

Sean A y B conjuntos. Una funcién f: A — B de A en B es un subconjunto

f de AXB tal que:

a) Para todo elemento a en A existe un elemento b en B con (a,b) en f; y

b) Si(a,b)y (a’, b") son elementos de f, entonces b=">b".
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Puede observarse la funcion como una coleccion de pares ordenados de numeros
por ello, el trazado de una funcion se reduce a esbozar cada uno de los pares de la misma,

asi la grafica contiene todos los pares (x, f(x)).

Para Sfard (1991), el concepto de funcion debe ser reconocido como un proceso
y como un objeto, cuyo proceso de aprendizaje requiere para su comprension asociar de
manera explicita a los conceptos de dominio, recorrido o imagen con la regla que
establece la conexion entre las variables y las diferentes formas de representacion, como

la verbal, escrita, grafica, de diagramas y tabular.

El concepto de funcion es abstracto y necesita durante el proceso de su aprendizaje
de varias representaciones que sean simultaneas, sin embargo, los estudiantes se limitan
por el conjunto de imdgenes mentales previas que poseen, a resolver problemas o

situaciones basados en una Unica representacion.

Sierpinska (1992) plantea la siguiente pregunta ;A qué hace referencia la
definicion de funcion? (X, Y, ). X e Y se refieren al mundo de los cambios, o bien a los
objetos cambiantes; el simbolo f se refiere al mundo de las relaciones entre cambios u
objetos cambiantes, o al mundo de los procesos que transforman objetos en otros
objetos. Estas relaciones deben estar bien definidas y esto se refiere al mundo de los
criterios, modelos y leyes. Indica ademés que, las funciones deberian desarrollarse en el
aula de clase de manera andloga a como se presento en la historia, primero como modelo

de relaciones, posteriormente, como herramienta para la descripcion y la prediccion.
La autora reporta que:

Los estudiantes deben interesarse en explicar los cambios, y determinar asi

regularidades; identificando no so6lo aquello que cambia, sino también cémo
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cambia; en donde las expresiones analiticas de las funciones deberian constituirse

como herramientas que permitan modelar situaciones de la vida real. (p. 93)

Godement (1971) presenta una definiciéon de funcién como terna, es decir, una

definicién ain més estructural (Citado por Ruiz, 1998, p. 134) asevera:

Se llama funcién a la terna f=(G,X,Y), en donde G,X,Y son conjuntos que verifican

las condiciones siguientes:
1.G c XxY

2. Paratodo x € X, existe uny sélouny € Y, tal que, (x,y) € G, G es la grafica de
la funcion f.
El tinico elemento y de Y tal que (x, y) € G se llama valor de la funcion fen x, y se

utiliza para designarlo y=f(x). Es evidente entonces que la grafica G es el conjunto
de pares de la forma (x, f(x)) donde x € X, lo que estd de acuerdo con la idea

intuitiva de funcion.
A c X se le denomina conjunto de partida de fy a Y conjunto de llegada de f.
3.5. Categorias de Vinner

Vinner (1983) caracterizo la definicion de la funcion en seis categorias, éstas son
tenidas en cuenta en la presente tesis sobre la base de andlisis y discusion de los objetivos
propuestos e implicaciones del desarrollo del conocimiento matematico expuesto por los

estudiantes cuando utilizan material potencialmente significativo.
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3.5.1. La funcion como correspondencia

Una funcién es una correspondencia entre dos conjuntos no vacios que
asignan a cada elemento en el primer conjunto exactamente un elemento en el

segundo conjunto.
3.5.2. La funcion como relacion de dependencia
Una funcioén es una relacion de dependencia entre dos variables (y depende de x).

Una funcion de una variable real es una relacion de dependencia entre una variable
dependiente (Y) y una variable independiente (X). Para cada valor de la variable

independiente X solo le corresponde un tnico valor de la variable dependiente Y.
Una conexion entre dos magnitudes.
3.5.3. La funcion como regla

Se espera que una regla tenga cierta regularidad, mientras que una correspondencia

puede ser arbitraria.
En este caso el dominio y el codominio no se mencionan.
El resultado de una determinada regla aplicada a una variable.
3.5.4. La funcion como operacion

Una funcion es una operacion o una manipulacion -se actia sobre un niimero dado,

generalmente mediante operaciones algebraicas, para obtener su imagen-.
Se conecta el valor de x con el valor de y.

Una operacion realizada sobre ciertos valores de x que asignan a cada valor de x

un valor de y = f(x).
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Transmitir valores a otros valores de acuerdo a ciertas condiciones.
3.5.5. La funcion como formula

Una funcidn es una féormula, una expresion algebraica o una ecuacion.

Si es una ecuacion, expresa cierta relacion entre dos objetos, conecta dos factores.
3.5.6. Funcion como una representacion

La funcion se identifica, de una manera posiblemente sin sentido, con una de sus

representaciones grafica o simbolica.

Una grafica puede ser descrita matematicamente. Una coleccion de numeros

ordenados que se expresan graficamente.
3.6. La funcion a tramos

El concepto de funcién a tramos contendido en esta tesis, tiene su matriz en el
concepto moderno de funcion propuesto por Dirichlet-Bourbaki en Vinner & Dreyfus
(1989) “Es una correspondencia entre dos conjuntos no vacios que asignan a cada
elemento del primer conjunto (el dominio) exactamente un elemento del segundo

conjunto (el codominio)” (p. 357).

En 1829 Dirichlet formula por primera vez el concepto moderno de funcion y= f{x)
de una variable independiente en un intervalo a < x < b, definiendo la funcion de la

siguiente forma:

y es una funcidén de una variable x, definida en el intervalo a < x < b, si a todo
valor de la variable x en este intervalo le corresponde un valor definido de la
variable y. Ademads, es irrelevante en qué forma se establezca esta

correspondencia. (Kleiner, 1989, p. 10)
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Es una definicioén general, no indica sobre la necesidad de definir a la funcion por
medio de una formula o expresion algebraica, sobre todo el dominio de definicion no lo

hace implicito ni explicito.

El término correspondencia se puede discutir sobre un conjunto de pares ordenados
que satisfacen una determinada condicion. Entre esas correspondencias se definen
funciones discontinuas y funciones definidas sobre dominios a tramos -diferentes reglas

con diferentes subdominios-

Las funciones a tramos estan definidas mediante varias expresiones algebraicas, el
dominio de la correspondencia se divide en varios subdominios, en cada uno de los cuales
se mantiene una regla diferente de correspondencia, en la cual cada expresion actiia en

un intervalo diferente.

La regla es una formula o una funcién de la forma fi: I — R, donde I; es el

intervalo en el cual toma valores la variable independiente x.

De esta forma, se puede establecer que una funcién definida a trozos en los

intervalos disjuntos Ii, I, ...In, es una funcion de la forma:

f:iuLU ... UL, R, definida por la expresion analitica, para diferentes valores

de la variable independiente x:

(f1(x),sixel;
fo(x),sixel,

F@) =

kf“'n.(x): Si X € 13’1
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El dominio de la funcion a tramos estd constituido por la unién de los intervalos

n
i=1Ii-

Cada funcion fi (x) se define como una representacion analitica o algunos simbolos

algebraicos, ninguna de ellas es vacia.

Usualmente se dice que un punto Xxo es un punto de cambio de definicion cuando
dicho punto es el extremo final de uno de los intervalos I, y al mismo tiempo el
extremo inicial del siguiente intervalo. Justo en esos puntos se produce un cambio
en la funcion algebraica para la funcion de manera que a la izquierda del punto
tenemos una expresion algebraica, y a la derecha otra distinta. El estudio de los
puntos de cambio de definicion es esencial para analizar las propiedades de una
funcion definida a trozos. Las funciones a trozos, como todas las funciones
matematicas, son esenciales para la modelizacion, y en este caso se destaca su

potencial para el estudio de la continuidad de funciones. (Fanaro y Almaro, 2019,

p. 30)

El punto xo es central en el andlisis de la continuidad de una funcion a tramos,
determina el limite de una particion arbitraria del intervalo que es parte del dominio de
la funcién a tramos. A partir de tal punto, se obtienen las reglas que diferencian a las
expresiones analiticas, lo cual hace que la imagen de un elemento del dominio dependa

de la clase en la cual esta contenido tal elemento y a los elementos de dicha clase.
3.7. El limite de una funcion

La evolucion historica de la definicion de limite es paralela al concepto de
continuidad e indica que no se desarroll6 de forma independiente y auténoma, sino que
hace parte de otros conceptos como variable, funcidon, funcidon continua, infinito,

infinitesimal, nimero, nimero real, continuo numérico.
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La concepcion inicial de limite fue geométrica, debido a que se abordaba desde las
magnitudes y no de forma numérica. Newton fundamentado en su Teoria de las fluxiones
cred el método de los limites de las magnitudes casi-casi nacientes -primera relaciones-
o casi-casi en desaparicion -ultimas relaciones- que es una de las primeras formas de
limite. Con esos conceptos establecid los teoremas sobre los limites de las relaciones

entre la longitud del arco de una curva continua y suave y la cuerda y la tangente.

Leibniz puso a discusion las cantidades infinitamente pequefias, aunque no eran
cero, no podian decrecer mas, acercandose a cero, contribuye al nacimiento del andlisis
infinitesimal. Intuyd que la pendiente de la tangente a una curva depende de la razon
entre las diferencias de las ordenadas y de las abscisas, cuando se hacen infinitamente
pequenias estas diferencias. Se entrevé en su propuesta la concepcion geométrica de

limite.

Por su parte, Euler retoma los conceptos de Newton y Leibniz los fusiona y
desarrolla el Analisis, el cual se ocupa del estudio de los procesos infinitos. Plantea la
regularidad de las funciones e introduce la funciéon continua como suma, producto y
composicion de funciones elementales. Su Teoria de los ceros guia los pasos hacia el
limite, los cuales eran usados en la diferenciacion de funciones. De una u otra forma,

separa la geometria del célculo, al trabajar sobre funciones y no sobre variables.

D’Alembert desarrolla la Teoria de los limites modificando el método de las
primeras y ultimas razones de Newton. Merzbach & Boyer (2011) informa que

D’Alembert defini6 el limite como: “Una cantidad es el limite una segunda cantidad
(variable), si la segunda cantidad puede aproximarse a la primera hasta diferir de ella en

menos que cualquier cantidad dada sin coincidir realmente con ella” (p. 47).
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Esta definicion, trata el limite de forma unilateral y las variables son monotonas.
Cauchy aporta un nuevo concepto de limite: “Cuando los valores sucesivos que toma una
variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo para terminar, difiriendo de ¢l tan
poco como se desee, este ultimo valor se llama limite de todos los demas” (Merzbach &

Boyer, 2011, p. 455).

Esta definicion toma el limite proveniente de una sucesion al aplicarla a los
sucesivos valores que toma una variable y en otra ocasiéon como el limite de una funcién
al referirse solo a la variable dependiente. El limite se ve como una aproximacion tan

precisa como se desee entre valores numéricos -aproximacion infinita-.

L es el limite de una funcién f(x) para x = Xo , si, dado arbitrariamente cualquier

niimero pequefio € puede ser encontrado un ntimero O tal que para todo valor de
x difiriendo de xo por menos que & , el valor de f(x) diferira de L por menos el

valor de € . (Weierstrass, citado por Boyer, 1959, p. 287)

La definicion anterior la formaliz6 Heine, introduciendo cuantificadores y apoyado

en la definicioén de funcion de Dirichlet y Riemann como correspondencia arbitraria.

Si dado cualquier € existe no tal que para 0<1y <o, la diferencia f (x .1 ) - L es
menor en valor absoluto que € , entonces se dice que L es el limite de f(x) para x =

xo (Heine-Weierstrass, en Boyer, 1992, p. 696)

En la actualidad la definicion de limite es tomada de la anterior y se conceptualiza

de la siguiente manera:

Sea a en un intervalo abierto I y sea f una funcion definida en I, salvo la unica

. ., , L, o limf(x)=L . .
posible excepcidn para x= a. Sea L un nlimero real, la expresion x-a fe) , significa

que:
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Ve > 0talque |0 <|x-a|<d — |f(x) - L|<¢|
Donde [x-a|<§d e« -d<x—-a<dead<a+d

Nota: Dado un € > 0 debe existir un § > 0 el cual debe encontrarse para que el

limite exista, con I € Dy,

Una definicion intuitiva de limite en un punto es la siguiente: Sea f una funcién. Se
dice que el limite de f cuando x tiende a un valor x = a es L, si para acercar el valor de

f(x) a L tanto como se desee, basta con acercar adecuadamente x al valor a, y se escribe.

lim f(x) = L.

X=a

Es de anotar que este concepto es el mas utilizado en los cursos de célculo tanto
por docentes como por estudiantes, perdiendo asi la rigurosidad de cémo a debe estar
dentro de un intervalo que pertenece al dominio de f(x) y que L esta dentro del codominio

de f(x).
3.7.1. Limite lateral por la derecha

Sea funa funcion definida en todos los nimeros de alglin intervalo abierto (a, c¢).

Entonces, el limite de f{(x), cuando x se aproxima a a por la derecha es L y se escribe

lim_f (x)=1L
o si para cualquier € > 0 independientemente de qué tan pequefio sea,

existeun § >0 tal quesi 0 <a-x <§ entonces |f(x)-L|<e.
3.7.2. Limite lateral por la izquierda

Sea funa funcién definida en todos los nimeros de algln intervalo abierto (a, c).

Entonces, el limite de f{x), cuando x se aproxima a a por la derecha es L y se escribe
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lim f(x) =L
xoa si para cualquier € > 0 independientemente de qué tan pequefio sea,

existeun § >0 tal quesi 0 <a-x <§ entonces |f(x) - L|<e.

Consideremos una funcion f(x) tal que cuando x se acerca al valor a por la
izquierda, la funcion se acerca al valor L1 y cuando se acerca al valor a por la derecha,
la funcidn se acerca al valor L2. Independientemente de que la funcion esté o no definida

en a, se dice que los limites laterales convergen a un valor y se escribe:
lim f(x) =L1 y lim f(x) =L2,conL1 =12
x—a”~ x—at

El limite general de una funcion, se define como:

Supongamos que f(x) estd definida cuando x estd cerca del nimero a. (Esto

significa que f esta definida en algin intervalo abierto que contiene a a, excepto

: : L. limfx) =1L .
posiblemente en a misma.) Entonces escribimos *—a y decimos que “el

limite de f (x), cuando x tiende a a, es igual a L. Si podemos hacer que los v alores
de f (x) estén arbitrariamente cercanos a L (tan cercanos a L como queramos),
tomando valores de x suficientemente cerca de a (por ambos lados de a), pero no

iguales a a. (Stewart, 2012, p. 87)
3.8. Continuidad de una funcion

La demostracion del teorema fundamental del algebra, condujo a Bolzano a utilizar
la continuidad de una funcién en su demostracion, para ello se basd en la siguiente

definicion de limite:

Una funcion f(x) es continua en un intervalo si para algiin valor de x en ese intervalo

la diferencia f (x + Ax ) — f(x) se convierte y permanece menor que cualquier
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cantidad para Ax suficientemente pequefia ya sea positiva o negativa. (Boyer, 1959,

p. 268)

Cauchy enuncia una definicion un poco mds rigurosa que proviene como

consecuencia del concepto de funcion:

Una funcion f(x) es continua dentro de los limites dados si entre estos limites
hay un incremento infinitamente pequefio i, si en la variable x produce
siempre un incremento infinitamente pequeno f (x + i) — f (x) en la funcién

misma. (Boyer, 1959, p. 277)

Es importante resaltar que se necesita de un intervalo, como lo explica Cauchy
en su trabajo en términos de lo infinitamente pequefio: f(x) es continua dentro de
un intervalo si el limite de la variable f(x) cuando x se acerca a a es f(a), para algin

valor de a dentro del intervalo.

La continuidad de una funcién se define a partir de su dominio:

f: D>R y en la actualidad se dice que una funcién f(x) es continua en un

punto x= a € Dr si dicha funcion estd definida en dicho punto y los limites laterales

) o lim f(x) =L1 y lim f(x) =L2,conL1=12=1f{(a).
son iguales a f(a), es decir, x—a~ x—at

Cuando los limites laterales convergen, pero son diferentes de f(a), se dice
que la funcioén es discontinua y que posee discontinuidad removible. En tal caso se
puede redefinir la funcion en el punto x= a. Si la discontinuidad no es removible,

se dice que es esencial.

De igual manera una funciéon f: D = Ces continua en el punto a del dominio

D si para todo € > 0 existe 6 > 0 -llamado mddulo de continuidad- tal que:
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[f(x) — f(a)| < e si|x-a| <&
Una funcion f: D = C es continua si lo es en todos los puntos de su dominio D.

Para el caso de las funciones elementales o a tramos, se halla la continuidad

en un intervalo.

Una funcion f(x) es continua en un intervalo con x € (a , b) del dominio de la
funcién si es continua en cada punto del intervalo y en los puntos extremos los

limites son laterales.

De la misma forma, decimos que f(x) es continua en x € [a , b] del dominio

de la funcidn, si f(x) es continua en (a , b).
3.9. Derivada de una funcion

En el calculo de Cauchy, los conceptos de funcion y limite fueron fundamentales
para definir la derivada de una funcion y = f(x) con respecto a x , le asignd a la variable
X un incremento Ax = i para formar la razén:

Ay _ f(x+D)-f(x)
Ax i

“el limite del cociente de esta diferencia cuando Ax se aproxima a cero lo definié como

la derivada f'(x) de y con respecto a x” (Merzbach & Boyer, 2011, p. 456).

La definicion de derivada de Cauchy deja en claro que la derivada no existira en

un punto para el cual la funcién es discontinua.

En la actualidad, si (x, f(x)) es un punto cualquiera sobre la grafica de una funcién
yconx € (I € R), la derivada de la funcion con respecto a la variable independiente se

define como:
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P(X) =}11m f(x'l'h}z_f(x)
—0

La derivada de la funcion estd definida en un intervalo que estd en el dominio de

la funcién en el que dicho limite converge a un valor.
Para funciones a tramos donde:

~ (f1(x), x<a
f) = {fZ(x), X=a

Suponiendo que f(x) es continua en x = a, la derivada puede definirse como:

f1(a+h)=f1(a)
h

. 2 h)-r2 .
£ (a*) = lim 22O o b oy = lim

h—0 h h—0
Siempre y cuando los limites laterales converjan a un mismo valor, decimos que la

funcién es derivable en dicho punto, y su derivada es f’(a).
3.10. Otros tipos de funciones

En el campo de las matematicas existen otro tipo de funciones que no se van a estudiar
en esta investigacion, debido a que el objetivo es su aplicabilidad en la constitucion de
las funciones a tramos, pero que hacen parte de los conceptos previos de los estudiantes.

En Calculo elemental tiene interés por considerar aquellas funciones en las que el
dominio y el recorrido son subconjuntos de niimeros reales. Estas funciones se llaman
funciones de variable real o mas brevemente funciones reales y se pueden representar
geométricamente mediante una grafica en el plano x y. Se representa el dominio X en el

eje x, y a partir de cada punto x se obtiene el rango -ambito- de la funcion.
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La funcion identidad. Supongamos que f(x) = x para todo real x. Esta funciéon con
frecuencia se denomina la funcion identidad. Su dominio es el eje real, esto es, el

conjunto de todos los nlimeros reales.

Para cada punto (x, y) de la grafica es x = y. La grafica es una recta que forma
angulos congruentes con los ejes coordenados El rango de fes el conjunto de todos los

nameros reales.

Funciones constantes. Una funcion cuyo rango consta de un solo ntimero se llama
funcion constante. un ejemplo, en la que f{x) = a para todo x real. La grafica es una recta

horizontal que corta al eje y en el punto (0, a).
Funcion lineal: f: R — R definida por:

f(x) =ax +b, con a # 0, a y b constantes.

Funcién cuadrdtica: £ R = R definida asi:

f(x) = ax> + bx + ¢, con a # 0 y b, ¢ constantes, y el punto (0,c) es la interseccion

conelejey.

Funcion valor absoluto: es una funcioén a tramos definida de la siguiente manera:

ffR— R con

xsix =0
f(x) =[x z{—x six <0

Existen otro tipo de funciones con aplicaciones a la ingenieria o las matematicas,
que no son tenidas en cuenta en esta investigacion, su aplicacion y modelaciéon son

propias en muchas ocasiones de la fisica.
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Funcion signo. Es una funcién a tramos especial que se define como Sgn (x):

R = {-1,0,1}de acuerdo a la regla
1,si x eR*
Sgn(x)={ 0,six =0
—1,sixeR™

Funcion periodica: Una funcion definida sobre los reales f: R — R, es una funcion

periodica si existe al menos un t €R" tal que V x eR : f(x+t) = f(x).

Funcion de excitacion: En el analisis de sistemas lineales, como en los sistemas
vibratorios (mecanicos y eléctricos), uno de los objetivos es conocer la respuesta (o
salida) del sistema provocada por una funcion de excitacion (o entrada), de la forma
ax” (t) + Bx'(y) + yx(t) = f(t) donde f(t) es la funcion de excitacion y x(t) es la

respuesta o salida a esta excitacion.

Funcion delta de Dirac en a: es una funcidon a tramos que, en fisica puede

representar la distribucion de densidad de una masa unidad concentrada en un punto a.

i} 400, sit=a
olf —a) = .
{0. sit #£a

Como se mencion6 existen otros tipos de funciones con una mejor aplicacion en

las matematicas avanzadas, que por supuesto no hacen parte de esta investigacion.
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CAPITULO IV
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4. Metodologia de la investigacion

Este capitulo describe la metodologia y el método utilizado para el analisis de los
datos, igualmente se describen los participantes, la conexién entre las dos
fundamentaciones, la teoria de la Actividad y el modelo de Pirie & Kieren, los
instrumentos utilizados para recolectar la informacion, el disefio de los instrumentos y la
caracterizacion de cada uno de ellos, finalmente se realiza una caracterizacion entre el

pretest y el material potencialmente significativo.
4.1. Conexion entre marcos tedricos

Los capitulos II y III dan cuenta de la elaboracion tedrica y conceptual de la
investigacion. En esta etapa se expusieron las Teorias del AS de Ausubel, la Teoria
sociocultural de Vygotsky, la Teoria de la actividad de Leontiev y el modelo de Pirie &
Kieren, de igual forma de los conceptos que facilitan una serie de variantes teoricas, que
exploran las maneras de articular las dindmicas sociales e individuales en el desarrollo

cognitivo, especificamente, en correspondencia a la problematica del aprendizaje.

La vida en sociedad del hombre ha llevado a que el progreso de la humanidad se
determine a través de las leyes sociales. Ese desarrollo de los individuos humanos se
percibe por la via de la asimilacion de la interaccidn social, que existe en los medios de

produccion, en los libros, en las herramientas.

“La influencia benéfica de las interacciones sociales para las adquisiciones
cognitivas ha sido demostrada experimentalmente por las corrientes de la psicologia
social del desarrollo cognitivo” (Armella y Waldegg, 2002, p. 16). Desde este punto de
vista, el rol que desempefian las Teorias incluidas en el marco tedrico son fundamentales

para el desarrollo del conocimiento en esta investigacion.
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El proceso de ensefianza-aprendizaje, se considera una actividad en el sentido
propuesto por Leontiev, referente a la articulacion de objetos que dan sentido a las
acciones de los estudiantes que genera soporte al AS. Para el docente esto significa que,
su objetivo es instituir los tipos determinados de la actividad, entre ellas la actividad

cognitiva, sin excluir el pensamiento, la memoria y otros procesos psicologicos.

La actividad cognitiva depende en gran medida de las condiciones sociales en las
que se desarrolla el objeto de estudio al igual que de sus propiedades intrinsecas. Pero
las dimensiones epistémica y social no estan aisladas, los objetos de aprendizajes estan
histéricamente, social y culturalmente determinados. Se aprende en contextos sociales

en los cuales los objetos tienen funciones y significados atribuidos socialmente.

Ademas, como afirman Armella y Waldegg (2002) “la cognicion necesita un fuerte
soporte de los instrumentos de representacion y mediacion, como lo son el lenguaje
natural y los sistemas semioticos de representacion” (p. 15). Lo anterior significa debe
ampliarse el concepto de cognicion y no percibirla inicamente como algo que ocurre en

el cerebro de los sujetos sino como algo que tiene un vinculo sociocultural.

En la interaccion social se favorece la internalizacion de significados, de forma
semejante indica Ausubel (1968): “Para todas las finalidades practicas, la adquisicion de
conocimiento en la materia de ensefianza depende del aprendizaje verbal y de otras

formas de aprendizaje simbolico” (p. 79).

Por otro lado, la transcendencia de la cultura en la cognicidon y aprendizaje se
fundamenta en la interaccion necesaria entre el sujeto y su entorno, es decir, su relacion
con una cultura de recursos tanto materiales como sociales que son mediadores de la
actividad cognitiva. Como consecuencia de ello, podemos decir que, la estructura

cognitiva del sujeto es esencialmente el resultado de su compromiso con la cultura.
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Como se expuso en el capitulo II, el AS implica adquisicion/construccion de
significados. El significado logico de los materiales potencialmente significativos, se
transforma en significado psicologico para el estudiante (Ausubel, 1963). Esa
transformacion es analoga a la interiorizacion de signos, y los materiales potencialmente

significativos son instrumentos y signos que median la actividad del estudiante.
4.2. Metodologia y método de la investigacion

Se realizo el andlisis de datos a partir de un pretest y de material considerado
potencialmente significativo para dar respuesta a las preguntas de investigacion. Para
ello, se utilizo6 el enfoque cualitativo con corte descriptivo interpretativo, con método de

estudio de caso.

El pretest o prueba inicial la consideramos como una actividad que forma parte del
disefio de un cuestionario de investigacion, cuya finalidad es predeterminar la
comprension y significados de un objeto -la funcién a tramos-. El material se considera
significativo en la medida que entra en interaccidon con la estructura cognitiva de los
estudiantes. Tanto pretest como el material fueron aplicados al mismo grupo de

estudiantes en el cual se llevo a cabo la investigacion.

El enfoque cualitativo se justifica por cuanto incluye una variedad de
concepciones, visiones, técnicas y estudios, ademas, se fundamenta en un proceso
inductivo de exploracion, descripcion e interpretacion de la informacion como lo
proponen Denzin & Lincoln (1994), Creswell (1998), Hernandez, Fernandez & Baptista.
(2014), entre otros.

Ademas, el enfoque muestra la forma como es posible ligar el método de estudio
de caso, al captar la complejidad de la vida social, lo cual es consecuencia del andlisis de

la comprension y el otorgamiento de significado a los objetos, en particular los
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matematicos, a los cuales los agentes involucrados en las practicas sociales educativas,
le conceden significado, asi lo afirman Yin (1984), Stake (1994), Kroll (2004) Vasilachis
(2013), Atairo y Rovelli (2019) entre otros.

4.2.1. Enfoque cualitativo

Para alcanzar los objetivos y dar respuesta a la pregunta de investigacion en
relacion con el enfoque investigativo, el marco tedrico y conceptual, se propone precisar
diferentes herramientas y técnicas que han sido el eje conductor para abordar la propuesta
planteada, la eleccion de la metodologia, la elaboraciéon de los instrumentos de

recoleccion y andlisis de informacion.

Acorde con la esencia de las preguntas y de los objetivos de esta investigacion, se
asumid un enfoque cualitativo que, segin Hernandez et al., (2014), representa un
conjunto de procesos que permiten interpretar los fenémenos a través de los significados

que otorgan los agentes, -los estudiantes- a los hechos y los roles sociales.

Hernandez et al. (2014) afirman que “El enfoque cuantitativo es secuencial y
probatorio. Cada etapa precede a la siguiente y no podemos “brincar” o eludir pasos. El

orden es riguroso, aunque desde luego, podemos redefinir alguna fase” (p. 4).

La investigacion cualitativa es apropiada por el sentido en que se involucran las
preguntas y emergen los procedimientos y la forma en que se recopila los datos en el
contexto social de los participantes. Ademas, el enfoque permite explorar y comprender
el significado que los estudiantes o grupos vinculan a un problema, es decir, por el modo
en el que el investigador hace las interpretaciones del significado de los datos,
favoreciendo los supuestos tedricos y epistemoldgicos que se van poniendo en juego en

el proceso investigativo.

Por su parte, Vasilachis (2013) asevera que las metodologias cualitativas:
148



Abordan los fendmenos de investigacion en sus escenarios concretos de
acontecimiento, de forma holistica y contextual, captando la complejidad propia de
la vida social y recuperando la presencia, el papel y el significado de los agentes en

el desenvolvimiento de los procesos sociales. (p. 234)

En este sentido se considera que el enfoque cualitativo permite canalizar el
cumplimiento de los objetivos especificos, en particular: Establecer como el material
potencialmente significativo en un sistema de prdctica social y cultural aporta al
aprendizaje significativo de los estudiantes referente a la funcion a tramos a partir de

los subsumidores.

Denzin & Lincoln (1994, p. 2) afirman que la investigacion cualitativa es
“multimetodica, naturalista e interpretativa. La investigacion cualitativa abarca el uso y
recoleccion de una variedad de materiales empiricos -estudio de caso- que describen los

momentos habituales y problematicos y los significados en la vida de los individuos.”

Por su parte, Creswell (1998, p. 15) considera que “la investigacion cualitativa es
un proceso interpretativo de indagacion basado en distintas tradiciones metodologicas

como -estudio de caso- que examina un problema humano o social.”
4.2.2. Método estudio de caso

El estudio de caso se utiliza para contribuir a describir, interpretar y explicar como
se desarrolla conocimiento en el grupo objeto de indagacion. Permite responder la
pregunta: JEn qué medida puede desarrollarse aprendizaje significativo y la
comprension del concepto de funcion en particular la funcion a tramos y como influyen
algunos subsumidores como dominio, rango, limite, continuidad y derivada en dicho
aprendizaje desde la resolucion de problemas con la implementacion de un material

potencialmente significativo que involucra tal concepto? pregunta de investigacion
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planteada después de haber realizado el planteamiento del problema y la presentacion del

problema en cuestion.
Stake (1999) afirma:

[...] destacamos la presencia de un intérprete en el campo para que observe el

desarrollo del caso, alguien que recoja con objetividad lo que estd ocurriendo, y

que a la vez examine su significado y reoriente la observacion para precisar o
sustanciar esos significados. (p. 20)

Por lo anterior, se asume el estudio de caso como estrategia que permite realizar

un andlisis de la comprension del campo funcional. El estudio de caso se elige como esa

estrategia que resulta adecuada para desarrollar busquedas que giran en torno a preguntas

sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje (Stake, 1994).

3

Hernéndez et al. (2012) consideran al estudio de casos como “un método de
investigacion cualitativa, que facilita entender cémo los agentes perciben los

acontecimientos” (p. 390).

Vasilachis (2013) afirma que los estudios de casos como disefio de investigacion
“pueden ser definidos como estrategias de investigacion empirica (...) se diferencian del

caso en si mismo o del estudio del caso simplemente” (p. 222).

Estas dos ultimas afirmaciones, nos permiten concluir que el estudio de caso en
tanto disefio de investigacion, proporciona la convergencia de varias técnicas, para lograr

la comprension del contexto y las interpretaciones del investigador.
Para Atairo y Rovelli (2019):

En el campo educativo, los estudios de caso se diseminan en la formacion y la

practica profesional como recurso de ensefianza; también ocupan un lugar
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central en la practica de investigacion desde el reposicionamiento de los
abordajes cualitativos en la investigacion social. Un punto nodal de la distincion
entre ambos usos del estudio de casos es la relacion con la base empirica: como
estrategia metodoldgica de investigacion, requiere de un trabajo de campo
riguroso y a partir de estos, elaborar interpretaciones. (p. 6)

En este sentido, el estudio de caso es especialmente apropiado para analizar
problemas de la practica educativa y sociocultural, pues los estudiantes expresan en
circunstancias concretas sus ideas y es posible estudiar de forma natural los sujetos en su
contexto. Por otro lado, es una estrategia que permite aproximarse al fendmeno y captar
significados en contextos cotidianos, es decir, en los espacios mismos donde estos se

producen y toman sentido (Yin, 1984).

Yin (1984) concreta un estudio de caso como una indagacién empirica que
“investiga un fendmeno contemporaneo dentro de su contexto real de existencia, cuando
los limites entre el fendmeno y el contexto no son claramente evidentes y en los cuales

existen multiples fuentes de evidencia que pueden usarse” (p. 23).

De acuerdo con Kroll (2004) “el estudio de casos no es una eleccion metodologica,
de una estrategia de investigacion, sino que la eleccién de un objeto por ser estudiado”
(p. 256). Lo que hace especifico es mantener la unidad del todo, no perder el caracter
unitario de la unidad que esté en estudio, el estudio de casos es el estudio de lo particular

(Stake, 1994).

Mertens (2005) define el estudio de caso como una exploracion sobre un individuo,
grupo, organizacion, comunidad o sociedad, que es examinado y detallado como una
entidad. Se establece como un método para ejercitarse respecto a una instancia compleja,
basado en un entendimiento comprehensivo de esta instancia como un todo y su contexto,
mediante datos e informacién obtenidos por descripciones y andlisis.
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Se entiende el estudio de caso como un método que requiere de un analisis holistico
y en profundidad, generalmente el estudio tiende a focalizarse en un niimero acotado de

hechos para abordarlos de manera minuciosa.

De acuerdo a lo anterior, el objeto matematico a estudiar y analizar es la funcién a
tramos. Asi en relacion el caso de estudio seleccionado es un grupo de estudiantes de
Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de Antioquia -Medellin,
Colombia-, el cual es observado como una sola unidad de analisis, estamos ante un caso
con unidad holistica y nos apoyamos como estrategia que permite resolver el problema
planteado inicialmente, problemas de la practica educativa, cognitiva y sociocultural,
pues los estudiantes expresan en circunstancias concretas sus ideas y es posible estudiar

de forma natural los sujetos en su contexto (Yin, 1984).

La mayoria de la informacion que proviene de este tipo de estudios es de caracter
textual, recopilada de diferentes tipos de registros. En esta investigacion, el analisis de
los datos obtenidos y las descripciones elaboradas nos va a permitir verificar el marco
teorico y la construccion de la propuesta fundamentada en el material didactico, al mismo
tiempo, dar respuesta a la pregunta de investigacion a través de una relacion dialéctica

entre los datos recogidos y la conceptualizacion previa necesaria para el analisis.
4.2.3. Corte descriptivo e interpretativo

En los parrafos anteriores, se expuso alguno tépicos de la metodologia de
investigacion cualitativa la cual acogemos por su corte descriptivo e interpretativo e
inclusion del estudio de caso, con ella pretendemos realizar el andlisis del AS en contexto
de la comprension y desarrollo de conocimiento como construccion social y natural que
incluye una serie de saberes que se comparten en la practica social los cuales caracterizan
a un momento histdrico y contextos culturales en los que ocurren los acontecimientos

(Sampieri, Ferndndez y Baptista, 2006).
152



Entendemos el corte descriptivo e interpretativo como el proceso que vincula el
método con los resultados, es decir, el uso de técnicas y procedimientos utilizados en el
relevamiento de datos empiricos que, relacionan la perspectiva tedrica y postura
epistemologica para evaluar las afirmaciones de conocimiento aportadas por los
estudiantes y a partir de estos, elaborar interpretaciones del estudio que dan cuenta de la

pregunta de investigacion, sus objetivos e hipdtesis planteadas.

Durante el proceso descriptivo se especifican las propiedades y las caracteristicas
relevantes del estudio de la funcion a tramos, lo cual permite evaluar la informacion
recolectada para inmediatamente describir, analizar e interpretar sistematicamente las

caracteristicas del fenomeno estudiado.

En el presente estudio se describieron la comprension y los conocimientos y el
analisis del AS que han logrado los estudiantes cuando resuelven problemas relacionados

con el uso de las funciones a tramos que involucran los conceptos de limites y derivadas.
4.3. Participantes y contexto de la investigacion

Como se describi6 al inicio, la investigacion se realizd con estudiantes de la
Licenciatura de Matematicas y Fisica de la Universidad de Antioquia y que adelantan el
curso de Desarrollo del Pensamiento Logico, donde se llevara a cabo la investigacion, el

curso es asesorado por el docente Doctor en Educaciéon Rubén Dario Henao.

El docente selecciond teniendo en cuenta dos aspectos: en primera instancia por la
cercania a las posiciones epistemoldgicas relativas al proceso de ensefanza del
investigador; en segundo lugar, el docente accedi6 al igual que los estudiantes a que se

realizara la investigacion en su curso.

Es de anotar que en el aula no hay clases, solo la aplicacion por parte del docente

investigador de los instrumentos iniciales que son un pretest y la aplicacion posterior de
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un material educativo considerado potencialmente significativo. La aplicacion del
material se realiza los dias lunes en las dos primeras horas de clase -de 14 pm a 16 pm-.
El curso se divide en grupos para dar solucidn tanto al pretest como al material educativo

considerado potencialmente significativo!.

Al siguiente lunes acude el investigador a realizar discusiones y compartir
significados sobre, los conceptos matematicos que subyacen en las actividades y
problemas, al igual que ciertos conocimientos y saberes previos utilizados en la solucion,

lo cual es el objeto de investigacion.

Esta relacion entre conocimientos y la actividad de resoluciéon de problemas
matematicos no es estatica implica concebir al investigador y al material utilizado como
mediadores de un proceso de aprendizaje, un recorrido en el cual las relaciones
inicialmente elaboradas se validan y se transforman, por esa razon no interviene en las
discusiones el docente encargado del grupo, por lo tanto, no puede considerarse como un

colaborador dentro del proceso investigativo.

Es sustancial resaltar, que los estudiantes se encontraban cursando el séptimo
semestre de la Licenciatura, por lo tanto, tienen formaciéon previa en dareas de
Fundamentos de Calculo, Calculo en una y Varias Variables. El curso en mencion tiene
en promedio 15 estudiantes, donde predomina el género masculino. Es de anotar de igual
forma, que los estudiantes no permitieron que se realizaran grabaciones de ningun tipo,

solo que se realizara la discusion sobre los analisis de los problemas planteados.

13 El hecho de dividir en grupos €l curso, no indica que se van a tomar varios casos, por el contrario,
multiples fuentes de evidencia se utilizan para ser analizadas como un caso, ello permite favorecer los
supuestos tedricos y epistemoldgicos de la investigacion.
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El curso en el cual se llevard a cabo la investigacion tiene una duracion de 16
semanas - 4 meses -; con dos secciones semanales de clase de dos horas cada una. Si bien
el contenido del curso es diferente a lo planteado en la investigacion, el docente asesor
accedid a que se llevara a cabo la implementacion de la estrategia con el material
educativo en el cual estd presente la tematica de las funciones como parte del desarrollo

del pensamiento ldgico de los estudiantes.

Ademas, debe destacarse que la investigacion se llevara a cabo en la Universidad
de Antioquia, debido a que el investigador estd inmerso en el escenario educativo
universitario y, en particular es docente de catedra de la Universidad y se ha
desempefiado en cursos de Fundamentos de Calculo, Algebra, Geometria y Logica
Matematica, con una experiencia de mas de doce afios, posibilitando el conocimiento
acerca de los estudiantes en el sentido de su nivel académico, el contexto social educativo

y la forma como se desarrolla el curriculo.

Los registros de informacién o datos son recolectados, de las soluciones dadas al
pretest durante las sesiones del curso los cuales han sido procesados o analizados. Parten
desde la eleccion de los conceptos elegidos en esta investigacion, y las definiciones

teodricas y operacionales.

El material es considerado potencialmente significativo inicialmente, debido a que
cumple con las condiciones dadas en la Teoria del AS. Es a su vez, elaborado por el

investigador con revisiones y aportes de la asesora de la tesis.

En el material la atribucion de significados se viabiliza debido a que éste no solo
es el producto final, sino también hace parte del proceso que conduce al AS que se
caracteriza y define por la interaccion durante la préctica social. El material propone e
incita a los estudiantes a auxiliarse de otros materiales -instrumentos- como libros de

texto, aplicaciones como Geogebra, entre otras.
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Ademas, desde el enfoque ausubeliano, el material presenta una organizacion
jerarquica de contenido de forma que se relacionan a la estructura cognitiva que deriva
en dos principios basicos que justifican la consecucion de un AS: la diferenciacion
progresiva en la adquisicion de nuevos conocimientos que genera aprendizaje
subordinado, el cual va de lo més general a lo especifico o particular y la reconciliacion
integradora que se va de lo especifico a lo general logrando asi el aprendizaje

supraordinado.

Como consecuencia, se obtiene informacion de manera clara y precisa lo cual
permite llevar a cabo esta investigacion de manera natural y sin sometimiento a una

propuesta de intervencion de aula.
4.4. Recoleccion de datos: instrumentos utilizados

Las investigaciones requieren de técnicas para recoger los datos, éstas son las
formas y modalidades en las que se puede concretar cada una de las etapas u operaciones
(Colas y Buendia, 1992). Las formas se concretan en instrumentos que son herramientas
a dichas técnicas. Para esta investigacion, se ha utilizado un cuestionario -que

llamaremos pretest- y otro el material potencialmente significativo.

Se analizaron los datos a la luz de la aplicacion de los instrumentos que informan
sobre los fendmenos identificados en la investigacion referente a la problematica sobre
la funcién a tramos, y que fueron examinados desde los elementos de los marcos tedrico
y conceptual, analisis que se fue reformando y depurando a lo largo de la investigacion,

siendo su declaracion presente uno de los fundamentales resultados de la misma.

El instrumento de recoleccion de datos utilizado -pretest- contiene atributos tanto

de un cuestionario como de una prueba. Consiste en un conjunto de preguntas respecto
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a una o mas variables a medir. Las pruebas -instrumentos- por su parte, permiten

evidenciar los conocimientos, habilidades y destrezas a nivel de logros.

El pretest permite estimar una variable, tal como es definida por la misma prueba
o instrumento. En el pretest que se utiliza en esta investigacion los sujetos han de poner
en juego sus conocimientos matematicos previos para resolver problemas y desarrollar
nuevos conocimientos, ademas, de compartir significados consideramos que comparte

aspecto de una prueba.

Se escogen estos instrumentos por su pertinencia con la identificacion de los
participantes que aportan gran cantidad de informacion a la investigacion, de acuerdo
con los requerimientos teoricos de esta tltima. Ademads, por su adecuacion debido que,
al contar con datos suficientes, permite desarrollar una amplia descripcion del fenémeno

a investigar.

Estos instrumentos permitieron construir escenarios de analisis sobre la
comprension y dificultades que poseen los estudiantes sobre concepto de funcion, y la
delimitacion de los elementos de orden cognitivo, bajo los cuales se analizan el corpus

de datos.

La recoleccion de datos es un proceso selectivo, por ello, se debe delimitar la
investigacion (Miles y Huberman, 1994), en nuestro caso, las funciones matematicas se
limitaran a las funciones por tramos, como consecuencia, el marco conceptual y las
preguntas de investigacion delimitan el exceso de informacion y permiten realizar un

analisis mas exhaustivo.
4.5. Categorizacion de la informacion

El analisis cualitativo de la informacion se afronté de manera sistematica, orientada

a instituir desarrollo de conocimiento, estableciéndose esta estrategia en una base para
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vincular de modo coherente aspectos del marco tedrico con la conceptualizacion de los

estudiantes.

Por analisis cualitativos entendemos el proceso mediante el cual se organiza y
transforma la informacion acumulada por el investigador para establecer relaciones,

interpretar, describir y extraer significados y conclusiones.

Los instrumentos aplicados no se limitaron simplemente a la recoleccion de datos
o actuaron de forma aislada, al contrario, se formalizaron como un conjunto
sistematizado y articulado que permitieron establecer con la mayor coherencia posible
los avances, aciertos y desaciertos en relacion con el marco conceptual de la
investigacion y su norte para cumplir con los propositos de la misma manera que, dar
respuesta a las preguntas de investigacion y cumplimiento de los objetivos e hipotesis

planteadas.

Durante el proceso de analisis de los datos cualitativos, nos basamos en una logica
dialéctica que previd una relacion entre lo tedrico y lo empirico, efectuamos
categorizaciones y contextualizaciones preliminares partiendo de los datos, luego se
exploré el marco conceptual y nuevamente, regresamos a los datos para refinar el

andlisis, y asi se realiz6 el ciclo de investigacion.

Para organizar y preparar el material para su posterior analisis de la informacion,
se realizO una condensacion de datos, procedimiento que consiste en buscar
descripciones coherentes y explicaciones afines en el material para establecer categorias

analiticas y definir codigos, esto acorde con (Miles y Huberman, 2014).

Este proceso, condujo a formular las categorias y a generar un marco de

categorizacion, ello nos permitié utilizar estrategias cualitativas basadas en la
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categorizacion y contextualizacion, que examinan relaciones de similitud y contigiiidad,

respectivamente (Maxwell y Miller, 2008).

La categorizacion, la entendemos como identificacion, descripcion, interpretacion
y comprension de los conceptos y significados que emergen del andlisis de los datos de
la investigacion. Las estrategias de categorizacion permitieron realizar una codificacion
y andlisis tematico, lo cual consiente en llevar a cabo el desglose basado en mapas
conceptuales (Miles y Huberman, 1994) ello gener6 conexiones con los diferentes

componentes del marco conceptual.

La categorizacion es el proceso mediante el cual el contenido de la informacién
cualitativa, transcrita en el texto de campo, se descompone o divide en unidades
tematicas que expresan una idea relevante del objeto de estudio, relacionado con la
codificacion. La unidad del discurso se fragmenta en componentes menores que expresan

unidades de un mismo topico conceptual.
Al respecto Miles, Huberman y Saldafia (2014) informan:

La codificacion también es una heuristica, un método de descubrimiento. Usted
determina el cédigo para un fragmento de datos por la lectura cuidadosa y
reflexion sobre sobre su contenido o significado central. La codificacion se refiere
a como se tratan los datos que se estan analizando, involucra identificar y registrar
uno o mas partes del texto u otros elementos de los datos que, en cierto sentido
explican la teoria o idea descriptiva. Esto le da intimidad, interpretacion y

familiaridad con todos los datos del corpus. (p. 80)

Para la codificacion, se identificaron los fragmentos y luego se vincularon con un
nombre para esa idea, en nuestro caso es un texto o uso de vifietas que reemplaza al

c6digo numérico, por lo tanto, todo el texto se resume en la misma codificacion.
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En las estrategias de contextualizacion realizamos los anélisis de los problemas y
actividades propuestos en el material potencialmente significativo, realizados en forma
grupal que, finalmente se convirtieron en el foco epistémico, que situd en relacion entre
la elaboracion de significado, sentido y la comprension de los conceptos puestos en juego
cuando los estudiantes resolvieron los problemas, es alli donde se ubicd la potencialidad

epistémica, lo que nos permiti6 analizar la produccion o desarrollo de conocimiento.

Las estrategias descritas permitieron que, no nos centraramos solamente en
relaciones de semejanza, que pueden ser utilizadas para clasificar la informacion dentro
de ciertas categorias independientemente del contexto, sino que también indagaron
relaciones que conectaron los simbolos y las diferentes representaciones utilizadas por
los estudiantes referente al concepto de funcion dentro de un contexto, es decir, dentro
de una situacion, un problema o una actividad. Como consecuencia se tiene, la
identificacion de conexiones entre categorias, lo cual puede se percibié como un paso de
contextualizacién en el andlisis (Dey, 1993), esta estrategia nos permitio reproducir

conocimiento y consolidar/validar las Teorias inmersas en la investigacion.

Una relacion con la postura anterior sobre nivel epistémico, para esta investigacion
nos referimos a los diferentes usos del lenguaje simbolico, basados en los diferentes

registros de representacion los cuales tratan con variados grados de actividad cognitiva.

Este nivel se situa en juego cuando, se analizd conjuntamente, por un lado, la
produccion de los estudiantes y por otro la posicion del investigador, quien finalmente
logra analizar, interpretar y, describir el pensamiento de los estudiantes. Lo anterior
permitié evidenciar la forma como los estudiantes desarrollaron conocimiento y coémo lo

transformaron.
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Asi, los niveles epistémicos se ven reflejados desde la forma de comprender los
resultados basados en los andlisis de los datos que emergen de las practicas sociales, lo

cual es fundamental para dar evidencia de la emergencia del AS.

La parte fundamental estuvo centrada en los subsumidores que fueron la clave para
la comprension de los conceptos desde donde se permitid otorgar significado al objeto
matematico en cuestion, lo cual es importante para el desarrollo de nuevos conocimientos

Ausubel (2003).

Confirmamos lo anterior a través del armado de vifietas que, tal como sugieren
Miles y Huberman (1994), se presenta una reconstruccion sintética de eventos
representativos, en nuestro caso, la resolucion de los problemas, ademas, de asociar de

manera coherente las correspondientes representaciones que fungieron de tal resolucion.

Asi mismo, rotulamos algunas nociones basicas y definiciones, emergentes de la
produccion y desarrollo de conocimiento, recoleccion sistematica del manejo de los

datos, para posteriormente dirigirnos a lo concerniente al analisis de los mismos.

Definimos el manejo de datos como las operaciones necesarias para un proceso
sistematico y coherente de recoleccion, sistematizacion y recuperacion de datos. Estas
acciones tuvieron el proposito de asegurar la accesibilidad a datos de alta calidad,

documentacioén de los tipos de analisis y conservacion de los datos.

El andlisis de datos abarco tres subprocesos relacionados, propuestos por Miles y
Huberman (1984, 1994): reduccidn -sintesis/procesamiento- de los datos, presentacion y
conclusiones/verificacion. Con la reduccion de los datos, el universo potencial de éstos
quedo limitado de manera anticipada cuando elegimos los marcos tedrico y conceptual,

las preguntas de investigacion, y los instrumentos.
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La presentacion de datos definida como un ensamblaje comprimido y organizado
de informacion permitié exponer conclusiones y/o tomar decisiones. Habitualmente el
investigador necesitd ver un conjunto de datos reducido como base para pensar sobre sus

significados.

Las presentaciones mas focalizadas pueden incluir sumarios estructurados, vifietas
(Erickson, 1986), conexiones en red u otros diagramas y matrices con textos, en vez de

numeros en celdas (Miles y Huberman, 1984, 1994).
4.5.1. Categorizacion anclaje conceptos y AS

De acuerdo a lo expuesto en los parrafos anteriores por Miles y Huberman,
Erickson, Huberman & Saldana, Maxwell y Miller, el proceso de codificacién abarcéd
tres tipos: Anclaje de subsumidores, comparacion pretest con el material educativo
potencialmente significativo y desarrollo de conocimientos matematicos del concepto de
funcién a tramos, los cuales permitieron identificar la conceptualizacion, la comprension

y el AS del objeto.

Se categorizaron como una unidad las respuestas dadas por los grupos de
estudiantes -estudio de un caso-, se definieron tres categorias de respuestas que se
designaron con las letras A y B. A cada una de las categorias se le asignd un nombre que
corresponde a la evaluacion que identifica a dicha categoria: A (Bien), B (Regular). A

continuacion, se presentan las categorias de analisis para el anclaje de subsumidores.
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Tabla 1

Anclaje de subsumidores y AS

Categorias Conocimientos Anclaje del
segun tipo . concepto
e Previos
representacion
A Bien Total
B Regular Parcial

4.5.2. Categorizacion: desarrollo de conocimientos

En la tabla 2 se muestra la distribucion de las categorias y subcategorias de los
conocimientos matematicos que emergen o desarrollan los estudiantes cuando

solucionan un problema referente al concepto de funcion.

A cada una de las categorias se le asignd un nombre que corresponde a la
evaluacion que identifica a dicha categoria y la cual se indica a continuacion: A (AS), B

(AS parcial).

La categorizacion que se ha realizado para las respuestas de los estudiantes a la
evaluacion de conocimientos de “concepto de funcion”, se asocid en dos grupos que
corresponde a, uno que considera la existencia de AS y que encierra las categorias A 'y

B, y otro que considera ausencia AS el cual corresponde a la categoria C.

Dentro del grupo en el cual se considera que ha ocurrido AS podemos distinguir
tres sub-grupos: el primero en el cual se ha logrado AS que corresponde a /a categoria
Ay se considera que el nuevo conocimiento interacciona con el concepto subsumidor
sirviendo de anclaje del concepto de funcion, a partir de los subsumidores dominio y

codominio o rango.
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El segundo en el cual se considera que el aprendizaje es parcialmente significativo
y corresponde a la categoria B y se considera se alcanz6 anclaje parcial del concepto;
por ultimo, la categoria C donde se considera no hay subsumidores en la estructura

cognitiva que sirvan de anclaje para el concepto.

En la categoria A se considera AS cuando se conoce el concepto, o definicion y se
es capaz de aplicarlo o relacionarlo con una situacion diferente a aquella en la cual fue
aprendido, actuan los diferentes tipos de AS: representacional -R-, de conceptos -C- o
proposicional -P- de la Teoria de Ausubel. Se atribuye significado al objeto basado en la
emergencia del desarrollo de conocimiento matematico como resultado de la interaccion

de los subsumidores.

Se considera aprendizaje significativo parcial cuando se conoce un concepto, o
definicion, pero no se aplica ni se relaciona correctamente con otras situaciones no
consideradas en el aprendizaje. Interviene en forma parcial los tipos de AS, y se ubica en

categoria B, en este grupo se tiene en cuenta uno de los tipos de AS.

Dentro del grupo donde se considera que no hubo AS el estudiante en sus
respuestas mezcla afirmaciones conceptualmente correctas con otras incorrectas y
contradictorias, dando respuestas aleatorias a la pregunta planteada, este subgrupo

corresponde a la categoria C. El aprendizaje en este grupo es el mecanico -M-.
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Tabla 2

Desarrollo de conocimiento matematico

Categorias Subsumidores Desarrollo AS
conocimiento.
A Anclados Produccion Si
B Anclados Se produce Parcial
parcialmente parcialmente

4.5.3. Caracterizacion de la comparacion entre pretest y material

potencialmente significativo

Una de las caracteristicas fundamentales que se considerd en la metodologia de
investigacion empleada es la identificacion entre los elementos del analisis designado

como pretest y los obtenidos en el analisis del material potencialmente significativo.

Estas caracterizaciones corresponden al andlisis de los documentos producidos a
partir del desarrollo del material potencialmente significativo y los conocimientos
previos de los estudiantes, del trabajo, en el cual estos consignaron el desarrollo de cada
procedimiento de resolucion o de enunciados, en su trabajo individual o reformulados en
grupos pequefios. En la tabla siguiente se muestran los descriptores para este tipo de

analisis.
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Tabla 3

Comparacion pretest y material potencialmente significativo

Codigo Descripcion

CP Uso de conocimientos previos.

EA Produccion de expresiones algebraicas, en el andlisis de la actividad RP.

ES Identificacion de expresiones simbolicas.

F Conjunto ordenado para reconocimiento de funciones desde la Teoria de
conjuntos.

G Produccion de representaciones graficas.

L Uso de lenguaje verbal para describir objetos, precisar conceptos o
definiciones.

OP Identificacion y caracterizacion de operaciones en el tratamiento del
problema.

T Realizacion de tablas.

RG Identificacion de uso de varios registros semiodticos involucrados en el

problema para representar el mismo objeto matematico.
Grupos  A: Aplicacion del material potencialmente significativo.

G) B: Aplicacion del pretest.

4.5.4. Caracterizacion y anadlisis de la comprension de los conceptos

El andlisis de de los subsumidores que intervienen en el concepto de funcion se
llevo a cabo teniendo en cuenta la propuesta de Pirie & Kieren (1994), para ello se disefld

la grafica 5, la cual incluye aspectos de una comprension en forma dindmica y no lineal,
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como un proceso no estatico o exclusivamente mental, también se caracteriza por la

interaccion social.

Ademas, hacen parte de los analisis sobre los conceptos y definiciones dados por
(Krings, Baumgartner & Wild, 1978; Kaput, 1989; Sierpinska, 1992; Hitt ,1996;
Batanero, 2005; Pecharroman, 2013)

Grafica 5

Niveles de comprension Pirie & Kieren (1994)

PK: Conocimientos primitivos
IM: Creacién de la imagen

IH: Comprensién de la imagen
PN: Construccién de propiedades
0: Observacion

S: estructuracion

I: Invencién

Adaptado de Pirie & Kieren (1989, p.8)

El trabajo se encuadr6 igualmente en las investigaciones que consideran que
comprender un concepto implica reconocerlo en diferentes representaciones,

manipularlo en una representacion dada y trasladarlo de una representacion a otra.
4.5.5. Diserio de material potencialmente significativo

Para realizar el disefio del material se recogi6 inicialmente la informacion de los
datos obtenidos del pretest con el objetivo de tener un acercamiento al anclaje de algunos

conceptos propios de la estructura del concepto de funcion, del concepto de funcion a
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trozos, que les sirvido a los estudiantes como anclaje de los conceptos de limite,

continuidad y derivada.

La fiabilidad del material se basa en la validez de la descripcion respecto a la
regularidad y exactitud con que los hechos son recogidos sin ser encubiertos por el
investigador. Ademas, permiten proporcionar una descripcion valida de objetos acorde
al tipo de investigacion, eventos y conductas, que permite la comprension interpretativa,
la cual conduce a dilucidar los significados que tienen para los estudiantes esos objetos

matematicos que intervienen en el problema.

De igual forma, la validez se evidencia en la forma en que relacionan la teoria con
las construcciones tedricas que el investigador aporta o desarrolla durante el estudio.
Finalmente, el reconocer y considerar el marco conceptual a través del cual se atribuye

significado a los hechos observados.

El cuestionario y la prueba consta de dos partes, la primera contiene ocho items
que muestran diferentes preguntas abiertas sobre conceptos fundamentales del concepto
de funcién. La segunda parte consta de tres preguntas cada una de ellas con varios incisos

referentes al concepto de funcion y de funcion a tramos.

Partiendo de los resultados obtenidos en el pretest, se comprob6 que, al resolver
problemas que involucran el concepto de funcidon, los estudiantes presentaron
dificultades de caracter conceptual acompafiadas de dificultades de caracter

procedimental y de compresion del concepto y los elementos que éste involucra.

Lo anterior, nos llevo al disefio de un instrumento llamado material potencialmente
significativo que muestra diversos registros de representacion referentes al concepto de

funcion. Se trata del proceso mediante el cual se realiz6 el trabajo de la investigacion, a
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partir de la aplicacion de los instrumentos de base -pretest-, y se plantearon problemas

referentes al concepto de funcion, los cuales se analizaron en el capitulo VI.
4.5.6. Implementacion y andlisis de material potencialmente significativo

Para analizar los datos proporcionados por los estudiantes se consideraron las
diferentes respuestas como un dato, donde cada una de ellas es estimada como una unidad
de andlisis. Cada pregunta, item o inciso fue objeto de codificacion acorde al proceso
mediante el cual se realizd una interpretacion del concepto desde la Teoria o del

conocimiento emergente desarrollado por los estudiantes.

El propdsito fundamental de andlisis de datos consistid en dar sentido a la
informacion obtenida, tratdndola y organizandola y codificandola para poder explicar,
predecir, describir e interpretarla a la luz del soporte tedrico, del fendmeno objeto de
estudio y dar respuesta al problema planteado. La implementacion y andlisis se realizd

en el capitulo VII.
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CAPITULO V
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5. Estudio previo de la investigacion

En este capitulo se exponen los enunciados, andlisis y resultados del pretest
aplicado a los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la U de A, para
tener un acercamiento al anclaje de algunos conceptos propios de la estructura del
concepto de funcion y en particular la funcion a tramos, sus ideas, interpretaciones e

intenciones respecto de su AS y desarrollo social del conocimiento matematico.

Buscamos conocer la relacion del AS con el saber y con el conocimiento
matematico desarrollado por los estudiantes. Nos preguntamos como los sujetos
comprenden y otorgan significado a los objetos matematicos, especialmente los referidos

al concepto de funcion a tramos.

Se otorga respuesta al primer objetivo de la investigacion: Analizar los
subsumidores para el aprendizaje del concepto de funcion y de la funcion a tramos y los
conocimientos desarrollados que emergen de un sistema de prdctica social y cultural

como consecuencia de la naturaleza de la actividad resolucion de problemas.

Dicho logro se indagd a través de la identificacion y estudio de actos de
comprensiones y significados relevantes en la apropiacion social del concepto de funcion
propuesto por Vinner (1983) sobre la caracterizacion y estructura de la definicion de

funcion.

Este estudio consider6 como referencia el enfoque cognitivo y socio cultural por
cuanto el desarrollo cognitivo no puede entenderse sin referencia al contexto social,
histérico y cultural, nos basamos en el AS y su incidencia en la comprension de conceptos

y desarrollo del conocimiento matematico, en particular de la funcién a tramos.

Estos enfoques han sido desarrollados por Ausubel (1968,1978, 1980) y Vygotsky

(1987, 1988) y se apoyan en diferentes tipos de aprendizaje como el representacional,
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que involucra la atribucion de significados a determinados simbolos, el aprendizaje de
conceptos que representan abstracciones de los atributos criteriales de regularidades en
objetos. Por su parte el enfoque socio cultural se apoya en la conversion de relaciones
sociales en procesos mentales superiores determinada por instrumentos y signos,
teniendo en cuenta que los signos se construyen socialmente, dando asi origen a la

construccion social del significado de los signos.

En cada una de las ilustraciones tenemos, por un lado, el conocimiento matematico
que se comparte socialmente y que esta sujeto a transformaciones lo cual nos permitio
situarlo como objeto de aprendizaje, y, por el otro, el conocimiento subjetivo que los

estudiantes relacionan con su estructura cognitiva.

En ese sentido, como lo indica Sfard (1991) de un objeto matematico tenemos una idea
presente en nuestra mente, que depende de las experiencias que haya tenido el sujeto con
todo aquello que se relaciona con el concepto. Se supone entonces, que esa idea esta sujeta
a transformaciones que dependen de las interacciones entre el estudiante y el objeto

matematico.
5.1. Pretest

El pretest se consider6 como una actividad que forma parte del disefio de
investigacion, cuya finalidad fue predeterminar la comprension y significados del objeto
funcién y funcidn a tramos y analizar determinados conceptos - dominio, rango, limite,

continuidad, derivada- previos contenidos en la estructura cognitiva de los estudiantes.

Se presenta el pretest como una especie de cuestionario que contiene problemas a
realizar por los estudiantes dividido en dos partes, la primera contiene preguntas
referentes al concepto de funciéon y contenido subyacente a ella. La segunda parte

presenta actividad sobre funcién a tramos y un problema.
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5.1.1. Enunciados del Pretest

Los siguientes problemas estan encaminados para que los estudiantes, demuestren

tanto el significado y la comprension del concepto de funcion y en particular de la funcion

a trozos que poseen en su estructura cognitiva.

Objetivo: Realizar un analisis sobre el significado dado al concepto de funcién a

trozos, que les sirve a los estudiantes como anclaje de los conceptos de limite,

continuidad, derivada.

e o

=H

Parte 1.

En sus propias palabras defina qué entiende por variable dependiente e
independiente.

Qué entiende por funcidon. Dé un ejemplo de aplicacion del significado de funcion
en la vida cotidiana y otro de funcion matematica como tal.

Cual es su concepto sobre el dominio de una funcion.

Qu¢ entiende por codominio de una funcion.

Qué entiende por imagen de una funcion.

(Podria decirse que el conjunto de iméagenes de la funcién es el mismo
codominio? Justifique su respuesta.

En sus propias palabras defina que es una funcion a trozos.

(Como trataria el significado de funcién a trozos? Donde y como lo aplicaria.

Parte I1.

1. Dada la funcion f(x) = g

a. Siel dominio de f(x) son los nimeros naturales, cudl es el codominio de f(x).

b. Siel dominio de f(x) son los nimeros enteros, cudl es el codominio de f(x).
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x—2,5t x<0

f:R_)RSi’f(x):{x+1si x=0

2. Dada la funcién
a. Cudl es el codominio de f(x).
b. Cual es el valor de la funcion cuando: x= -1, x=1, x=1.001, x=-0.009.
c. Podria decirse que ;f(x) es continua? En caso de no serlo, redefina f(x)
para que sea continua.
d. Grafique la funcion.
e. (Puede decirse que la funcion es derivable? Explique su respuesta.
3. En el siguiente problema, se presenta con base en la informacion de la secretaria de
movilidad de Medellin, 2019.

Mediante Resolucion ntimero 201850080832 del 8 de noviembre de 2018 la
Secretaria de Movilidad fijo las tarifas para el transporte publico terrestre automotor
individual de pasajeros en vehiculos taxi basico, las cuales seran las siguientes:
Arranque o banderazo: Pesos ($3.500)

Valor caida por cada 78 metros: Pesos ($100)
Carrera minima: Pesos ($5.500)

Valor de espera (60 segundos): Pesos (5200)
Valor hora contratada: Pesos ($25.200)

Tomado de: https://www.medellin.gov.co/movilidad/transito-transporte/taxis

Los taxis deben portar elementos como el taximetro, la tabla de equivalencias de
unidades y valores, asi como la tarjeta de control en un sitio visible para el usuario. El
banderazo corresponde a 35 unidades.

a) Represente la funcion algebraica que permite realizar el cobro en unidades.
b) Dibuje la funcién.

c) Siel taximetro le indica 50 unidades, ;cuanto debe pagar el usuario?
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d) ¢(Coémo se sabe, el minimo de unidades es 35, si el taximetro marca 70 unidades,
indica que debe pagar el doble de dinero?

4. Dada la grafica de la funcion

(Cual es el dominio y el codominio?

IS

Cuanto cambia f(x) si x cambia de -1 a 2.

c. ¢La funcién es continua? Explique.

o

Escribe la funcidn en forma analitica -expresion algebraica-.

e. Halle el area encerrada entre el intervalo [-1,1] y el eje x.
5.2. Resultados y analisis del pretest

El objetivo del pretest es: Realizar un analisis sobre el significado dado al concepto
de funcion a trozos, que les sirve a los estudiantes como anclaje de los conceptos de
limite, continuidad, derivada y funcion integral.

En las preguntas del pretest se pueden identificar diferentes tipos de representacion:
Lenguaje natural, métrica, graficas, simbdlica, con el objetivo de no circunscribir a los
estudiantes en un mismo tipo representacional funcional, lo cual permite al investigador
estudiar el mismo objeto matematico en sus diferentes representaciones.

Los estudiantes se dividieron en grupos; las preguntas son conceptuales, se refieren
a describir el dominio, rango, codominio e¢ imagen de una funcién, aunque no son las
mas habituales en los cursos, responden al propoésito de la investigacion. Para el AS este

proceso es coyuntural debido a la comprension y atribucion de significados que los
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estudiantes hacen a partir de sus conocimientos previos establecidos en su estructura
cognitiva, un proceso natural que nos indicara retencion -presencia- u olvido -ausencia-
de dichos subsumidores.

En el andlisis emergieron los siguientes tipos de representacion: verbal, algebraico
-simbdlico-, grafico, lenguaje natural y otros. Se confirma su presencia en las respuestas
de los estudiantes respecto a esos conocimientos previos asociados al concepto de
funcion.

Un pretest de tres preguntas dividido en dos partes, la primera parte comprende los
items desde a hasta la h, dirigida a evidenciar el aprendizaje significativo del concepto
de funciéon y el anclaje de los conceptos de variable dependiente e independiente,
dominio y codominio, rango e imagen, funcion y funcién a tramos. La segunda parte esta
dirigida a reconocer el dominio y el rango tanto en funciones elementales como en

funciones a tramos y plantear y resolver un problema de aplicacion de funcion a tramos.

La primera parte contiene preguntas abiertas, formuladas en el registro del lenguaje
natural, lo que permite evidenciar el AS que de una u otra forma han logrado interiorizar
los estudiantes y cdmo sus conocimientos matematicos han sido anclados o sirven de
subsumidores como factor previo influyente en el aprendizaje que se han quedado como

saberes especializados o pasan a ser parte de su saber cultural.
5.2.1. Parte I: Pregunta 1

a. Qué entiende por variable

Una clase de respuesta, los estudiantes recurren al uso de simbolos.

176



Tlustracion 1

Uso de simbolos para explicar variable dependiente e independiente

i i Df‘—lrt ncrente

F 8

Los estudiantes se apoyan en un registro algebraico para describir los tipos de
variable, en esta modalidad puede intuirse no hay una explicacion o justificacion que

implicitamente traslade al concepto pedido.

Otro grupo de estudiantes apelan a los gréficos.

Tlustracion 2

Explicacion variable dependiente e independiente

Como puede observarse, los estudiantes se basan en elementos de la Teoria de conjuntos,
donde las referencias graficas son implicitas, son visualizaciones intuitivas que apoyan
al lenguaje natural. Sin embargo, puede representar una correspondencia dada en una

relacién y no en una funcién debido a que no es una correspondencia funcional.
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Tlustracion 3

Lenguaje natural variable dependiente e independiente

Otra clase de respuesta estd basada en el lenguaje natural: Las respuestas en
lenguaje natural, contiene una explicacion o justificacion y se encuentran diferentes

modalidades del concepto de variable dependiente e independiente.

En la tabla siguiente se muestra las diferencias dada al concepto de variable

dependiente e independiente por los grupos de estudiantes.

Tabla 4

Tipos de representacion emergentes a partir del concepto variable dependiente e independiente

Categorias Aprendizaje significativo (subsumidor)

Simbolico Se trata de utilizar el simbolo f(x) =y, pero con un ejemplo en el cual se
indica a x para ambos conceptos.

Grafico Puede representar una correspondencia dada entre dos conjuntos. Como
elementos del conjunto de partida y del conjunto de llegada. Se aleja de la
variacion al no corresponder a representaciones de funciones.

Lenguaje Intentan dar explicaciones para la distincion de los conceptos, usando la
natural Teoria sin rigor matematico.
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Algebraico Sin significado ni correlacion con los demas tipos. Descoordinado de los
demas registros.

Variacion de Ningun grupo.
magnitud

Los estudiantes expresan sus conocimientos y por su forma de actuar en cada
situaciéon de acuerdo al enunciado y explicaciones que son capaces de expresar, nos
permite establecer que existen algunas dificultades en el anclaje de estos dos conceptos

claves en la estructura del concepto de funcion.

El tipo de respuesta en lenguaje natural, los estudiantes intentan dar explicaciones
basados en la Teoria, tal vez referidos con alguna visualizacion, es el caso del grupo que
indica “determinan los diferentes rangos”, la dificultad en la comprension del concepto
estd basicamente en la estructura del concepto, lo cual se percibe en la falta de

coordinacion entre lo gréafico, lo simbolico y el lenguaje natural.

Respecto a la variable independiente indican que “no es afectada por otras
variables” pero son controladas o manipuladas para estudiar efectos en otra variable.
Ademas, indican que puede tomar cualquier valor numérico y determina los diferentes

rangos.

Evidenciamos que el concepto de variable dependiente e independiente son
fundamentales en la construccion del concepto de funcion, sin embargo, los estudiantes
poseen algunas dificultades para desarrollar una comprension satisfactoria o anclaje del
concepto de funcion, lo cual parece centrarse en su complejidad y generalidad, ya que

hay varias facetas con multiplicidad de representaciones.

Con base en lo anterior se categorizaron como una unidad las respuestas dadas por

los estudiantes -estudio de caso-, se definieron tres categorias de respuestas que se
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designaron con las letras A, B y C. A cada una de las categorias se le asigné un nombre
que corresponde a la evaluacién que identifica a dicha categoria y la cual se indica a

continuacion: A (Bien), B (Regular), C (Mal).

La categorizacion que se ha realizado para las respuestas de los estudiantes a la
evaluacion de conocimientos de “variable dependiente e independiente”, se puede reunir
en dos grupos que corresponde a: uno que considera que ha habido AS y que incluye las
categorias A y B, y otro que considera que no ha habido AS y el cual corresponde a la

categoria C.

Dentro del grupo en el cual se considera que ha habido AS podemos distinguir tres
sub-grupos: uno en el cual se ha logrado AS que corresponde a la categoria A y se
considera que el nuevo conocimiento interacciona con el concepto subsumidor sirviendo

de anclaje del concepto variable dependiente e independiente.

Otro en el cual el aprendizaje es parcialmente significativo y que corresponde a la
categoria B y se considera hubo anclaje parcial del concepto, y el otro que corresponde
a la categoria C donde se considera no hay subsumidores en la estructura cognitiva que

sirvan de anclaje para el concepto.

Se considera AS cuando se conoce un concepto, o definicion y se es capaz de
aplicarlo o relacionarlo con a una situacion diferente a aquella en la cual fue aprendido.

Se ubica en categoria A.

Se considera aprendizaje parcialmente significativo cuando se conoce un concepto,
o definicion, pero no se aplica ni se relaciona correctamente con otras situaciones no

consideradas en el aprendizaje. Corresponde a la categoria B.

Dentro del grupo donde se considera que no hubo aprendizaje en el cual las

respuestas mezclan afirmaciones conceptualmente correctas con otras incorrectas y
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contradictorias, dando respuestas aleatorias a la pregunta planteadas, este subgrupo

corresponde a la categoria C.

A continuacion, se presentan las categorias de las respuestas, los conocimientos

que corresponden a cada categoria y el tipo de aprendizaje que representan, segin lo

analizado anteriormente.

Tabla 5

Caracteristicas para AS concepto variable

Categorias
segun tipo

representacion

Conocimientos

Anclaje del
concepto

variable

AS

A

Conoce el concepto, y lo
aplica correctamente a
otras situaciones y
contextos o relacionarlo
con a una situacion
diferente a aquella en la
cual fue aprendido que
sirven de subsumidores
para nuevos
conocimientos.

Conoce el concepto y no lo
aplica a otras situaciones y
contextos que sirven de
subsumidores para nuevos
conocimientos.

Conoce el concepto, de
forma incompleta 0
parcialmente o totalmente
incorrecta.

El concepto de
variable no
permite anclar el
concepto de
funcion.

El concepto de
variable es
subsumidor no
permite formacion de
nuevos conceptos.
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El siguiente item de la pregunta 1 es quizds el concepto mas fundamental de las
matematicas, pero también es uno para el cual los estudiantes tienen problemas en su
comprension, quizds debido a las diferentes definiciones y diferentes niveles de

abstraccion.

b. Qué entiende por funcion.

Caracterizamos la definicion de funcion en seis categorias: correspondencia,
relaciéon de dependencia, como una regla, como operacién, como férmula y como
representacion, un refinamiento de la categorizacion realizada por Vinner (1983).

Como correspondencia: dos grupos.
Iustracion 4

Concepto de funcion dado por un grupo de estudiantes
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Como relacion de dependencia: tres grupos de estudiantes.
Mustracion 5

Funcion como relacion de dependencia

B) T;_,n,ro,\ 8 una velacwon f’n"tr 2. o mas uauo.t:ﬂes_
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Tlustracion 6

Funcion como dependencia entre variables. Descripcion de fenomenos

b L/r-_; forCion <& MO Una

L | gencts o resultado deterar ., ado

guthg €7 la cud| Chira

Esta ultima definiciéon es utilizada con una grafica que puede ser descrita
matematicamente, para realizar una transformacion. Para expresar matematicamente la
dependencia entre variables, y poder asi describir fendmenos reales. Podria intuirse que
puede usarse una colecciéon de nimeros en cierto orden que puede ser expresado
mediante un grafico y obtener y = f(x).

La tabla 6 muestra los diferentes conceptos utilizados por los estudiantes para
definir la funcién, de acuerdo con las categorias propuestas por Vinner (1983).

Definimos las diferentes comprensiones para su analisis.

Comprension baja: intervienen conceptos evidenciados en una mezcla incoherente

ademas de no justificar sus respuestas.

Comprension intermedia: El estudiante tiene claridad en la diferenciacion entre las
variables y conceptos, ademas describe el comportamiento de la funcién y con presencia

de aplicaciones.

Comprension avanzada: El estudiante presenta una capacidad argumentativa
solida, coherente y asertiva frente a la descripcion del comportamiento del tipo de
funcion que estd definiendo. Se evidencia la claridad conceptual tanto en diagramas y

graficos realizados.
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Tabla 6

Categorias de distribucion del concepto de funcion

Definicion Grupo

categoria

Comprension

Subsumidor Baja Intermedia  Alta No se expone

Correspondencia  El término solo no es

explicado.
Relacion de No indica como se da la
dependencia . )

relacion entre las variables.
Regla X
Formula X
Representacion Falta rigor matematico.

Como se evidencia, entre los grupos existe diferencias significativas que poseen
del concepto de funcion.

Variados aspectos del concepto de funcidén son concebidos por los estudiantes, tal
como lo expresaron en sus respuestas. Sin embargo, salta a la vista algunas definiciones
incompletas a pesar que involucra una asociacion como “a cada elemento en el conjunto
A le corresponde uno y s6lo un elemento del conjunto B”

Igualmente, el concepto como relacion de dependencia es incompleto debido a que

no se explicita que una variable depende de la otra y la forma en que se hace.
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Las respuestas dadas dejan entrever que los estudiantes poseen una concepcion
parcial del concepto de funcidn, es decir, privilegian algunos conocimientos importantes
para ellos, al parecer los subsumidores no estan estabilizados en la estructura cognitiva
de modo que puedan atribuir significados a nuevos conceptos y hay por lo tanto
dificultades de enlazar nuevos conocimientos con los existentes.

Ninguin grupo de estudiantes introdujeron en sus conceptos previos la funcion
como una regla o formula que asocia un nimero real con otro de una manera unica, ni
especificaron en las correspondencias la importancia dada al dominio y al rango como

elementos de la funcidn.

En la siguiente tabla se presentan las categorias basadas en las respuestas; los
conocimientos que corresponden a cada categoria y el tipo de aprendizaje que

representan respecto a la evaluacion de conocimientos de “funcion”.

La categorizacion que se ha realizado para las respuestas de los estudiantes a la

evaluacion de conocimientos del concepto de funcion seglin las categorias de Viner.

Tabla 7

Caracterizacion AS concepto funcion

Categorias Conocimientos Anclaje del AS
segun tipo concepto funcién
representacion

A Buscando el rigor al uso del

concepto de funcién dentro
de las estructuras formales
y  abstractas de las
matematicas, lo aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores.
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B Buscando el rigor al uso del
concepto de funcién dentro
de las estructuras formales
y abstractas de las
matematicas, no se aplica
ni se relaciona
correctamente con otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores

para nuevos
conocimientos.
C Buscando el rigoralusodel El  concepto de Existe aprendizaje

concepto de funciéon dentro funcidon no es un mecdnico, el nuevo
de las estructuras formales subsumidor para el conocimiento mno es

y abstractas de las concepto de funcion resultado de
matematicas, conoce el atramos. interacciones
concepto, de forma existentes en la
incompleta, parcialmente estructura cognitiva.

Incorrecta o incorrecta.

Se realizara el andlisis en forma conjunta de los items c al f, por estar relacionados
directamente al concepto de funcion.
c. Cuadl es su concepto sobre el dominio de una funcién.
d. Qué entiende por codominio de una funcion.
e. Qué¢ entiende por imagen de una funcion.
f. (Podria decirse que el conjunto de imagenes de la funcion es el mismo
codominio?

Justifique su respuesta.

Emergen los conceptos de dominio como conjunto de partida, como conjunto de

pre-imagenes, como el conjunto de elementos x, como la variable independiente. El
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codominio como el conjunto de imagenes, como el conjunto y que esté relacionado al

menos con un valor de x.

Como variable independiente: los grupos coinciden.

Tlustracion 7

Explicacion del dominio como variable independiente

T e A T
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Un grupo retoma el mismo concepto de dominio para el dominio.

Otro grupo o toma como un subconjunto del conjunto de partida.

Tlustracion 8

Dominio como subconjunto del conjunto de partida

Este grupo de estudiantes al parecer, para ellos el conjunto de variables
independientes o el conjunto de elementos de partida no es el mismo para definir la
funcién que debe tratarse.

El otro grupo al parecer toma indistintamente las variables independientes y

dependientes, lo cual es ambiguo.
Iustracién 9
Dominio como variables indistinguibles
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Referente al codominio, los seis grupos coinciden en que son todos los valores que
puede llegar a tomar la variable dependiente.

Un grupo afirma que son todos los valores que puede a llagar a tomar la variable
independiente.

Al parecer los estudiantes poseen serias dificultades respecto a la comprension del
concepto de codominio de una funcién, debido a que este no siempre coincide con el
rango o el conjunto de imégenes. Se aprecia un aprendizaje mecanico y los
conocimientos son asumidos en forma literal, sin interaccion con los conocimientos
previos.

Los items d y f se analizan conjuntamente debido a que pretenden evidenciar el
anclaje de los conceptos de dominio y codominio.

Un grupo indica que la imagen son las proyecciones que genera el dominio de la
funcion y que no se puede asegurar que las imagenes coinciden con el codominio.

Dos grupos indica que son los valores asociados al codominio y que si se puede
afirmar que el conjunto de iméagenes son el mismo codominio.

Dos grupos indican que las imagenes son los valores que toman la variable
dependiente y que las imagenes no son el mismo codominio.

Las respuestas dadas a estos items exigen poner en juego conceptos matematicos
rigurosos, pero se precisan algunas incongruencias en las explicaciones, por ejemplo, al

afirmar que el conjunto de imagenes y el codominio son el mismo conjunto.

La siguiente tabla muestra los conocimientos previos utilizados por los estudiantes
relacionados con su practica matemadtica respecto a los conceptos de dominio y

codominio de una funcion.
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Tabla 8

Conocimientos previos sobre dominio y codominio de una funcion

Objetos Significado otorgado

Matematicos
Conjunto de Elementos del conjunto de partida relacionados con el
partida conjunto de llegada.

k=) Pre-imagenes

g

= . . .

8 Variable Conjunto de valores que puede tomar la variable
independiente independiente.

Elementos x

Imagen Valores asociados  Coinciden con el codominio.

al codominio . ..
No son el mismo codominio.

Conjunto de Todos los valores que toma la variable dependiente.
imagenes

relacionado con

elemento de x

Codominio

La segunda parte del trabajo se dividid en tres partes. La primera comprende
preguntas sobre la funcion con planteamientos que afirmaran el anclaje del dominio,

codominio y conjunto de imagenes de una funcion.

En la tabla que se presenta a continuacion se evidencias las categorias acordes a
las respuestas dadas por los estudiantes, los conocimientos que corresponden a cada
categoria y el tipo de aprendizaje que representan respecto a la evaluacion de

conocimientos de “dominio, codominio e imagen de una funcién”.
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Tabla 9

AS concepto dominio y codominio

Categorias
segun tipo
representacion

Conocimientos

Anclaje de los
conceptos:
dominio y
codominio

AS

A

A partir de las categorias de
Vinner y del concepto de
funcion buscando el rigor al
uso del concepto dado por
Ugalde, lo aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores
para nuevos
conocimientos.

A partir de las categorias de
Vinner y del concepto de
funcion buscando el rigor al
uso del concepto dado por
Ugalde, no 1lo aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores
para nuevos
conocimientos.

A partir de las categorias de
Vinner y del concepto de
funcion buscando el rigor al
uso del concepto dado por
Ugalde, conoce el

El  concepto de
funciéon no es un
subsumidor para el
concepto de funcion
a tramos.

Existe aprendizaje
mecdnico, €l nuevo
conocimiento no es
resultado de
interacciones
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concepto, de forma existentes en la
incompleta, parcialmente estructura cognitiva.
incorrecta o incorrecta.

5.2.2. Parte I1: Pregunta 1

La segunda parte contiene preguntas del dominio, codominio, grafica y derivada
de una funcion. De igual forma se presenta un problema sobre el recorrido y cobro de
tarifa de un taxi.

Dada la funcion f(x) = g
c. Siel dominio de f(x) son los nimeros naturales, cual es el codominio de
f(x).
d. Si el dominio de f(x) son los nimeros enteros, cual es el codominio de

f(x).

La respuesta a esta pregunta exige de la comprension del concepto de dominio y

codominio de una funcion.

Todos los grupos participantes coincidieron en la respuesta, algunos lo expresaron

en lenguaje natural y otros utilizaron simbolos para representar los nimeros racionales.

Tlustracion 10

Analisis del dominio en lenguaje natural de f(x) = g
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Tlustracion 11

Dominio como simbolo de f(x) = g

\ > Tk -+
_/1 J \I_xl)i:/"/l' ¥ 4 (X)) 2 )

La comprension matematica de los estudiantes de los conceptos involucrados en
los items anteriores, no expresan una terminologia y simbologias matematicas propias de
los conceptos puestos en escena, lo cual indica que los estudiantes en su estructura
cognitiva aiin no tienen los conceptos previos sobre los tipos de variable que les sirve de

anclaje para establecer las relaciones con los conceptos de dominio, codominio.

Tabla 10

Codominio de la funcién(x) = g

Objeto
matematico
Codominio Simbolo
f(x) :g Si el dominio son Racionales positivos. Q*
los numeros
naturales
Si el dominio son Racionales. Q

los enteros

Puede considerarse que los procesos estructurales de los estudiantes no estan
asociados a un conjunto numérico en particular los nimeros naturales y los enteros, no

reconocen que se tiene una funcion numérica.
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Lo anterior indica que no pre visualiza la funcién como un conjunto de puntos, es

una consecuencia a que no logran diferenciar el codominio del conjunto imagen, es decir,

consideran el codominio igual al conjunto imagen.

Por otro lado, los estudiantes no tienen en cuenta que los numeros racionales son

a . , . .
de la forma > siendo a y b numeros enteros con b diferente de cero, lo cual permite tener

.y . . X
una funcién como subconjunto de los racionales para f(x) = e formada por puntos, no

son rectas o semirrectas.

A continuacidn, se presentan las categorias de las respuestas, los conocimientos

que corresponden a cada categoria y el tipo de aprendizaje que representan respecto a la

., .. .. ., ., X ,,
evaluacion de conocimientos de “dominio y de la funcion de la funcién f(x) = 3

Tabla 11

AS concepto de dominio y codominio a partir de f(x) = x/3

Categorias Conocimientos Anclaje de los AS
segun tipo conceptos:
representacion dominio y
codominio
A Teniendo en cuenta la

funcion  f(x) =§ y del
concepto de funcion se
busca el rigor matematico
dado al uso del concepto
dominio y codominio, lo
aplica correctamente a
otras situaciones y
contextos que sirven de
subsumidores para nuevos
conocimientos.
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Teniendo en cuenta la
funcion  f(x) =§ y del
concepto de funcion se
busca el rigor matematico
dado al uso del concepto
dominio y codominio, no lo
aplica correctamente a
otras situaciones y
contextos que sirven de
subsumidores para nuevos
conocimientos.

Teniendo en cuenta la
X

funcion  f(x) =3 y del
concepto de funcion se
busca el rigor matematico
dado al uso del concepto
dominio y codominio,
conoce el concepto, de
forma incompleta,
parcialmente incorrecta o

Incorrecta.

El  concepto de
funciébn no es un
subsumidor para el
concepto de funcion
a tramos.

Existe aprendizaje
mecdnico.

Los estudiantes
confunden los

conjuntos numéricos
Qy Q*con una serie
de puntos.
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5.2.3. Pregunta 2

x—2,5i x<0

Dada la funcién f: R — R si, f(x) = sl w0

f.Cual es el codominio de f(x).

g. Podria decirse que ;f(x) es continua? Explique. En caso de no serlo, redefina
f(x) para que sea continua.

h. Grafique la funcioén.

1. (Puede decirse que la funcion es derivable? Explique su respuesta.

A continuacion, realizaremos la interpretacion de los conceptos utilizados por los

estudiantes con respecto al codominio de la funcién, item a.
Hustracion 12

Concepto de codominio de la funcion a tramos

1) so codominio con dodes [os reales.
{"FalaTr:

1a! E | codommie 3o (Vaen) [aye)
L E - = 1T a Va ¢ 2)(= e, sd )
al g, 2, W1, 4

La ilustracion anterior presenta las dificultades de los estudiantes cuando
determinan el codominio de una funcién a tramos. Lo cual indica los subsumidores no
estan anclados en la estructura cognitiva. Como lo indica Ausubel cuando los contenidos
no son relacionados de modo no arbitrario y sustancial -no al pie de la letra- con lo que

el estudiante ya sabe, no es posible que se anclen nuevos conocimientos
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Tabla 12

Codominio de la funcion a tramos asignado por estudiantes

Objeto matematico Codominio Grupos
Los reales. 1
(x—2six<0 [0, o) 1

i) = +1Lsi x=0
[-2, —0) U [1, ) 2
(- 0,00 ) 2

La tabla anterior manifiesta como los estudiantes ain no han comprendido el
concepto de codominio de una funcidn, se evidencian errores que permiten actuar de
puente entre los estudiantes y el nuevo contenido para el estudio de las funciones a
tramos.

Llama la atencidn la escritura los dos grupos que escriben el codominio como
[-2, —o0) U [1, ), donde no hay una organizacion jerarquica del uso de los intervalos,
lo cual puede ser otra dificultad para el anclaje de otros conceptos como la continuidad

en un intervalo.

En la siguiente tabla exhiben las categorias de las respuestas, los conocimientos
que corresponden a cada categoria y el tipo de aprendizaje que representan respecto a la

evaluacion de conocimientos de dominio de la funcidn de la funcion:

x—2,8t x<0
f(x) = +1,si x=0
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Tabla 13

AS funcion a tramos

Categorias
segun tipo
representacion

Conocimientos

Anclaje del
conceptos: dominio

AS

A

Teniendo en cuenta la
funcion:

x—2,s1 x <0
fx) = +1,si x=0

y del concepto de funcion se
busca el rigor matematico
dado al uso del concepto
dominio, lo aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores para
nuevos conocimientos.

Teniendo en cuenta la
funcion:

f(x) = x—2,.?i x <0
+1,si x=0
y del concepto de funcion
se busca el rigor matematico
dado al uso del concepto
dominio, no lo aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores para
nuevos conocimientos.

El concepto de
funcién a tramos es
un subsumidor
parcial.

Aunque hay confusion
en la escritura de un
intervalo, el otro es
correcto.

Podemos decir que
existe un aprendizaje
representacional,  al
suponer significados a
los intervalos.

197



C Teniendo en cuenta la
funcion:

x—2,81 x <0
f(x) = +1,5si x=0

y del concepto de funcion se
busca el rigor matematico
dado al uso del concepto
dominio, conoce el
concepto, de forma
incompleta, parcialmente
incorrecta o incorrecta.

b. Podria decirse que ;f(x) es continua? Explique. En caso de no serlo, redefina
f(x) para que sea continua.
c. Grafique la funcion.

d. (Puede decirse que la funcion es derivable? Explique su respuesta.

Las respuestas de los estudiantes a los items b, ¢ y d, son analizados en conjunto

por su relacion conceptual:

Tabla 14

Grdfica, continuidad y derivada de la funcion a tramos

Funcidn a tramos Grafica Continua Derivable
No: presenta No. Porque
discontinuidad no es
esencial. continua.

No: tiene un
salto en cero.
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La realizan 2

x—2,8i x<0
grupos.

fx) = +1,si x=0

Si es
Si. derivable
debido a que
los  limites
existen.

La realizan 4
grupos.

Aunque no hay una puesta en comun, solo un grupo trata de explicar la no
continuidad a partir de la existencia de limites laterales. Sin embargo, en los
conocimientos previos no se evidencia una postura rigurosa frente al concepto de
continuidad, en particular en un punto, parece ser que, los estudiantes han adquirido una
asimilacion obliteradora -olvido- respecto a las condiciones de existencia de la
continuidad de una funcion.

Por otro lado, se remiten a recordar la discontinuidad esencial no removible, sin
embargo, no se evidencia el punto en el cual ocurre la discontinuidad.

En este sentido, los estudiantes no tienen en cuenta que una funcién es continua en
un punto x= a perteneciente al dominio de la funcidn, si la funcion estd definida en ese
punto y los limites laterales coinciden con la imagen f(a).

Ademas, cuando los limites laterales coinciden, pero la funcidon no esta definida en
el punto, la discontinuidad es removible, caso en el que se puede redefinir la funcion.

Para el caso de la funcidn a tramos se tiene:

lim x —2=-2
x—0~

Im x+1=1
x—ot
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Lo cual ninguno de los grupos lo discutié o problematizé en sus justificaciones.

Dos grupos realizan la grafica de la funcién en forma correcta, sin embargo, el
concepto de codominio de la funcion no se corresponde con lo expresado graficamente,
como se pudo apreciar en la tabla 5, ademas, ningun grupo estableci6 una correspondencia
correcta entre la grafica y la forma simbdlica o algebraica.

Ademas, no analizan la continuidad en un intervalo abierto o cerrado de la funcion,

donde se puede estudiar la continuidad en cada punto de la funcién a tamos.

Se despliega en la siguiente tabla las categorias de las respuestas, los conocimientos
que corresponden a cada categoria y el tipo de aprendizaje que representan respecto a la
evaluacion de conocimientos de continuidad y derivada de una funciéon a tramos, en

particular la funcién:

(x—2,5i x<0
f(x)_{x+1,si x=0

Tabla 15

AS de los conceptos continuidad y derivada

Categorias Conocimientos Anclaje de los AS
segun tipo conceptos:
representacion continuidad y
derivada
A Teniendo en cuenta la
funcion:

(x—=2,51x<0
f(x)_{x+1,si x =0

y del concepto de funcion
se busca el uso de los
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conceptos continuidad 'y
derivada, los aplica
correctamente a  otras

situaciones y contextos que
sirven de subsumidores
para nuevos el concepto de
limites laterales.

Teniendo en cuenta la

funcion:

_(x—2,51 x <0
f(x)_{x+1,si x=0

y del concepto de funcion
se busca el rigor
matematico dado al uso de
los conceptos de
continuidad y derivada, no
lo aplica correctamente a
otras situaciones y
contextos que sirven de
subsumidores  para el
concepto de limite lateral.

Teniendo en cuenta la

funcion:

x—2,51 x <0
f(x)_{x+1,si x=0

busca el rigor matematico
dado al wuso de los
conceptos de continuidad y

derivada, conoce el
concepto, de forma
incompleta, parcialmente

Incorrecta o incorrecta.

El concepto de
continuidad es
asociado a la
derivada, sin
embargo, no se usa
los limites laterales
para comprobarlo
con rigurosidad
matematica, lo cual
son subsumidores
parciales.

Aunque hay confusion
en la escritura de un
intervalo, el otro es
correcto.

Podemos decir que
existe un aprendizaje
representacional,  al
suponer significados a
las graficas.
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5.2.4. Pregunta 3

El siguiente problema se presenta con base en la informacion de la secretaria de movilidad de
Medellin, 2019.

Mediante Resolucion numero 201850080832 del 8 de noviembre de 2018 la Secretaria
de Movilidad fijo las tarifas para el transporte publico terrestre automotor individual de

pasajeros en vehiculos taxi basico, las cuales seran las siguientes:

Arranque o banderazo: Pesos ($3.500)

Valor caida por cada 78 metros: Pesos ($100)
Carrera minima: Pesos ($5.500)

Valor de espera (60 segundos): Pesos ($200)
Valor hora contratada: Pesos ($25.200)

Tomado de: https://www.medellin.gov.co/movilidad/transito-transporte/taxis

Los taxis deben portar elementos como el taximetro, la tabla de equivalencias de
unidades y valores, asi como la tarjeta de control en un sitio visible para el usuario. El
banderazo corresponde a 35 unidades.

e) Represente la funcion algebraica que permite realizar el cobro en unidades.
f) Dibuje la funcion.
Seguidamente, se organizan las respuestas dadas por los estudiantes, analizamos la

comprension del concepto de funcidn a tramos que involucra el item a.
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Tabla 16

Representacion algebraica de la funcion a tramos del problema

Problema

Representacion algebraica

La Secretaria de
Movilidad fijé las tarifas
para el transporte publico
terrestre automotor
individual de pasajeros en
vehiculos taxi basico, las

cuales seran las siguientes:

Arranque 0
banderazo: Pesos

($3.500).

Valor caida por cada 78

metros: Pesos ($100).

Carrera minima: Pesos

($5.500).

Valor de espera (60
segundos): Pesos ($200).

Valor hora
contratada: Pesos

($25.200).
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Aunque los diferentes grupos coinciden en representar una funcidon constante en el
primer tramo, utilizan funciones en varias variables, ademas, no se tiene en cuenta el
dominio para el cual se determina los valores de la variable independiente x dada por la

expresion analitica de acuerdo a lo pedido en el problema.

Lo anterior indica que los estudiantes no tienen una comprension del concepto de
funcion a tramos ni de los conceptos previos que le permitan anclar otros contenidos

como el limite, derivada o integral importantes en el desarrollo del calculo.

Para la solucién del problema, se debe realizar un analisis desde el banderazo:
inicio de la carrera el cual tiene un costo de $3500, valor de unidad fijo 32% =100. La

carrera minima tiene un coste de $5500 lo que son 50 unidades.
f(x) ={5500,35 < x <50
x representa la cantidad de unidades que determina el coste de la carrera.

A partir de este modelo se plantea la funcidon como:

5500,35 < x < 50
f(x)= 100 (x —50) ,50 <x =55
100 (x — 55) + 5500,55 < x < 1000

Se presentan las categorias de las respuestas, los conocimientos que corresponden
a cada categoria acorde al tipo de representacion y el tipo de aprendizaje que simbolizan

respecto a la evaluacion de conocimientos de una funcion a tramos involucrada en RP.
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Tabla 17

AS funcion a tramos

Categorias
segun tipo
representacion

Conocimientos

Anclaje del
concepto: funciéon
a tramos en RP

AS

A

Teniendo en cuenta el
planteamiento del
problema que involucra
una funciéon a tramos, se
busca el rigor matematico
para la  representacion
grafica y algebraica de la
funcién, el uso de los
conceptos  los  aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores
para nuevos conceptos
como limites laterales.

Teniendo en cuenta el
planteamiento del
problema que involucra
una funciéon a tramos, se
busca el rigor matematico
para la  representacion
grafica y algebraica de la
funcion, no lo aplica
correctamente a  otras
situaciones y contextos que
sirven de subsumidores
para el concepto de limite
lateral.
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Teniendo en cuenta el
planteamiento del
problema problema que
involucra una funcion a
tramos, se busca el rigor
matematico para la
representacion  grafica y
algebraica de la funcion,
conoce el concepto, de
forma incompleta,
parcialmente incorrecta o
incorrecta.

Los estudiantes no
han adquirido los
significados de los
conceptos de
dominio y rango,
que les permita
solucionar el
problema para
anclar el concepto
de funcion a tramos.

Aprendizaje
mecanico.

5.2.5. Pregunta 4

Dada la grafica de la funcion:

Grafica 6

Pregunta 4

AN

-4 -2 \E)r 2 a 3 &

f. (Cual es el dominio y el codominio?

g. ;La funcion es continua? Explique. Escribe la funcion en forma analitica -expresion

algebraica-.

h. Escribe la funcion en forma analitica -expresion algebraica-.
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Tabla 18

Dominio, codominio y discontinuidad de grafica funcion a tramos

Grafica Dominio Codominio Expresion algebraica

El andlisis anterior revela como los estudiantes transitan de un registro grafico a

uno analitico o algebraico, los seis grupos coincidieron y es correcta la forma de expresar

la funcion a tramos.

En cuanto a dominio y codominio, las respuestas fueron diferentes y dos grupos

aportaron la primera forma y cuatro grupos estuvieron de acuerdo en la segunda forma.

Cabe resaltar la contradiccion entre la forma de expresar la representacion
algebraica y el dominio y codominio de la funcion a trozos. Es decir, dichos conceptos
aparecen desconectados en los usos de los estudiantes. Se observa, que el proceso de la
asimilacion obliteradora significara que, los subsumidores que sirven de anclaje al

concepto de funcidn a tramos no ha sido modificado en su estructura cognitiva.
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Respecto a la discontinuidad de la funcidon, dos grupos coinciden en que es

discontinua en x

= 0, sin justificar su respuesta. Los demas grupos indican que es

continua. Se puede concluir que los estudiantes no han anclado el concepto de

continuidad, fundamental basados en comprension de la derivada de funciones a tramos.

Se exponen las categorias de las respuestas, los conocimientos que corresponden a

cada categoria para el anclaje del concepto continuidad y el tipo de aprendizaje que

representan respecto a la evaluacion de conocimientos de una funcion a tramos

involucrada en RP para el anclaje del concepto de continuidad en funciones a tramos.

Tabla 19

AS continuidad de una funcion a tramos

Categorias
segun tipo
representacion

Conocimientos

Anclaje del
concepto:
continuidad

AS

A

Teniendo en cuenta la
grafica de la funcion a
tramos, discontinua en el
punto x=0 del dominio

se busca transitar al
registro algebraico,
desde el registro grafico,
aplica correctamente el
registro que sirve de
subsumidor para el
concepto de limites
laterales.

Teniendo en cuenta la
grafica de la funcion a
tramos, discontinua en el
punto x=0 del dominio

Los estudiantes
aprendieron sobre
la continuidad de
una funcion guiados
por la grafica. Sin

Aprendizaje
representacional
parcial.
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se busca transitar al embargo, el

registro algebraico, concepto no fue

desde el registro grafico, aprendido

no aplica correctamente significativamente

el registro que sirve de debido a que, el

subsumidor para el concepto de

concepto de limite dominio y

lateral. codominio no esta
en la estructura
cognitiva. Es decir,
el concepto de
continuidad no es
subsumidor  para
limites laterales.

C Teniendo en cuenta la

grafica de la funcion a
tramos, discontinua en el
punto x=0 del dominio
se busca transitar al
registro algebraico,
desde el registro grafico,
conoce el concepto de
forma incompleta,
parcialmente incorrecta
o incorrecta.

Hemos identificado que hay presencia y ausencia de subsumidores relevantes como
dominio, codominio, rango, imagen y funcion, los cuales no se articulan de manera
adecuada en la estructura cognitiva de los estudiantes para la comprension del concepto
de funcion a tramos que lleve a anclar los conceptos de continuidad, limite y derivada al

igual que otros conceptos como limites y continuidad.

La caracterizacion expuesta indica que, aunque existe aprendizaje

representacional, no estdn anclados los subsumidores de limite, derivada y continuidad,
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y la tabla 19 analizan el AS e indica que se presenta aprendizaje mecéanico y la tabla 17
muestra avances y se analiza que el tipo de aprendizaje es representacional y es logrado

parcialmente.

Se muestra como un proceso de representaciones multiples, permite al estudiante
la participacion en la construccion de objetos matematicos (Kaput, 1989), ademas se
admite que un determinado conocimiento es estable en un individuo, si éste puede
articular diferentes representaciones del concepto sin contradicciones. La comprension
de un contenido conceptual, reposa en la coordinacién de al menos dos registros de
representacion y esta coordinacion se manifiesta por la rapidez y la espontaneidad de la

actividad cognitiva de conversion.

Los estudiantes fueron construyendo y relacionando en forma parcial elementos
del significado que atafien al concepto (Batanero, 2005). Segun los resultados obtenidos,
tanto de las ilustraciones como de las tablas es posible que los estudiantes adquieran la
comprension del objeto en cuestion como un proceso continuo y creciente por el cual es
posible transformar la estructura cognitiva y relacionar progresivamente los diferentes
elementos subsumidores de forma que puedan llegar a instancias mas complejas. En
palabras de Sfard (1991) la habilidad de ver una entidad matemaética como objeto y como
proceso es indispensable en la matemadtica, cualquiera sea la definicién de comprension

que se adopte.

Por lo tanto, habra que facilitar organizadores que permitan intervenir como
vinculo entre el estudiante y el nuevo contenido para que se produzcan condiciones para
un AS. Es decir, se requiere un material potencialmente significativo que permita integrar
los nuevos conceptos con los que el estudiante tiene presente en su estructura cognitiva,
que va mas alld de desarrollar un nuevo grado de diferenciacion entre los conceptos

nuevos y los existentes.
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Lo anterior ratifica el hecho de que la RP supone la reorganizacion de las
experiencias previas en los estudiantes, de modo que se ajuste a los requisitos concretos
del problema planteado. Si los conocimientos previos existentes en la estructura
cognitiva -conceptos, principios, leyes- y son claros, estables y diferenciables, disponen
hacia la RP. Sin tales conocimientos previos no es posible empezar a entender la

naturaleza del problema que enfrenta para el anclaje de nuevos o antiguos subsumidores.

En este sentido, el pretest anterior referente a la comprension del concepto de
funcion y en particular de la funcion a tramos y los elementos inscritos que sirven de
anclaje, nos llevan a dar cumplimiento a uno de los objetivos de la investigacion:
Analizar los subsumidores para el aprendizaje del concepto de funcidon y de la funcién a
tramos y los conocimientos desarrollados que emergen de un sistema de practica social

y cultural como consecuencia de la naturaleza de la actividad resolucion de problemas.
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CAPITULO VI
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6. Disefio del material educativo potencialmente significativo

El material potencialmente significativo en esta investigacion, esta disefiado por el
investigador con apoyo de la directora de la tesis y con base en los resultados del pretest,
con el fin de establecer relaciones adecuadas entre el conocimiento nuevo y el que ya
poseen los estudiantes, se trata de puentes cognitivos para movilizar un conocimiento

menos elaborado a un conocimiento mas refinado.

El material potencialmente significativo propuesto ayudaria a activar los conceptos
previos de los estudiantes y la forma como lo irian a relacionar con el nuevo material el
cual les proporciona oportunidades potenciales para refinar, comprender los conceptos y

desarrollar nuevos conocimientos que son compartidos en el seno de la préctica social.

El mapa conceptual que se presenta a continuacion muestra la estructura del

capitulo a partir del disefio del material potencialmente significativo.
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Mapa conceptual 6

Diserio material potencialmente significativo

Disefio material potencialmente
significativo

condiciones

Predisposicion

Subsumidores
(conocimientos previos)

interaccion
cognitiva
sociocultural

Material potencialmente
significativo

potenr.‘l a

-

[ Aprendizaje significativo ]

convergen/

Ancla]e limite, continuidad,
derivada funcion a tramos

Desarrollo conocimiento
matematico

Comprensmn
conceptos relacionados
funcion a tramos

6.1. Sobre subsumidores y predisposicion

Los subsumidores se constituyen en condiciébn para que haya aprendizaje
significativo. Sin embargo, observamos que no siempre estan presentes en los
estudiantes, y, en ese caso, se recomienda el uso material potencialmente significativo

que ha de ser aprendido.
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La transformacion de los subsumidores -saberes previos del estudiante-, y
predisposicion para la produccion de saberes con mayor rigor matematico, estructuracion
y con significado, es lo que le permite alcanzar mayores niveles de fortalecimiento

conceptual y la posibilidad del AS de los conceptos subyacentes al de funcion.

Partimos del hecho de que, los estudiantes deben tener predisposicion para el
aprendizaje y desarrollo de las actividades y problemas propuestos En cuanto a la
disposicion para aprender de forma significativa, deben develar actitud para relacionar
de manera sustantiva y no arbitraria el nuevo material en su estructura cognitiva. Es decir,
el estudiante deberia ser generador de su transformacion, la cual corresponderia como un

logro desde la interaccion social.

Durante el proceso de interaccion social, los estudiantes se comprometerian a generar
discusiones profundas alrededor del objeto referente a ideas diferentes o comunes, de

forma que otorgarian contribuciones en el desarrollo de conocimiento matematico.
6.2. Interaccion cognitiva sociocultural

La interaccién cognitiva Sociocultural, promueve el AS dentro de la zona del
desarrollo proximo -ZDP- definida como la distancia entre el actual desarrollo
determinado por la resolucion independiente de problemas y el nivel de desarrollo
potencial determinado por el material potencialmente significativo en colaboracion de
otros estudiantes, estimula el desarrollo, adquisiciéon y produccién de conocimiento
matematico, de conocimiento con significado, que lleva a la internalizacién de los
conceptos, que son necesarios para el desarrollo cognitivo dentro de un contexto histdrico

social y cultural.
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Este proceso de desarrollo evoluciona en forma de una espiral en la que el nivel de
desarrollo potencial se convertird en el futuro, en el nivel de desarrollo real del estudiante

y facilitard el origen del AS.

Lo anterior puede lograrse con el uso del material considerado potencialmente
significativo, ello fortalece la interaccidon social a partir de que los estudiantes menos
competentes pueden desarrollar habilidades con la ayuda de sus compafieros que poseen
una estructura cognitiva mas avanzada, lo cual ayuda a que mas adelante realice una

internalizacion de los subsumidores especificos del concepto de funcion.

El elemento del cambio en la ZDP radica tanto en la produccidon, comprension,
transformacion y comunicacion de significados como en la mediacion del material
potencialmente significativo y la interaccion social. Asi, el rol que desempena el material

en la practica social es constitutiva y consustancial del pensamiento de los estudiantes.

El potencial es ese saber cultural e histdrico que tiene el estudiante como capacidad
generativa para resolver problemas y pensar de ciertas formas. El material guia el proceso
hacia el proceso de AS tanto desde la disposicion de los conceptos generales o saberes
como desde la perspectiva de participacion en la actividad social de estudiantes en la RP,
proporcionada por la instruccion y los conocimientos previos que poseen los estudiantes,

provocando asi desarrollo y construccion social de conocimiento.
6.3. Material potencialmente significativo

La propuesta investigativa tiene como objetivo principal explorar los aprendizajes
significativos y el tratamiento de los fendmenos que ocurren en la produccion y
desarrollo de conocimiento referente al concepto de funcion y fue realizada teniendo en

cuenta las dificultades encontradas en los estudiantes.
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En ese sentido, el andlisis de los resultados del pretest en el capitulo anterior nos
permiti6 aportar al disefio de materiales potencialmente significativo para el aprendizaje,
la comprension y el significado que los estudiantes otorgan al concepto funcion a tramos.
Asi mismo nos permite dar respuesta a la pregunta: ;En qué medida puede desarrollarse
aprendizaje significativo y la comprension del concepto de funcidon en particular la
funcién a tramos y como influyen algunos subsumidores como dominio, rango, limite,
continuidad y derivada en dicho aprendizaje desde la resolucion de problemas con la

implementacion de un material potencialmente significativo que involucra tal concepto?

Establecer como el material potencialmente significativo en un sistema de practica
social y cultural aporta al aprendizaje significativo de los estudiantes referente a la

funcion a tramos a partir de los subsumidores.

El material esta disenado para identificar los conocimientos tanto previos como los
matematicos desarrollados por los estudiantes cuando resuelven problemas referentes a
la funcidn, en particular la funcion a tramos, asimismo, permite la transformacion de los
conceptos mediante la accion sobre los objetos matematicos a través de la comprension

que es el medio fundamental para la produccion de conocimientos y el AS.

El material potencia el aprendizaje de recepcion significativo, el cual ocurre
cuando el material referente a la funcidn, ingresa en el campo cognitivo del estudiante e
interactia y se subsume adecuadamente bajo un sistema conceptual-limite, continuidad,

derivada- relevante y mas inclusivo.

El material es logicamente significativo ya que podria ser relacionable con ideas
que aparezcan especificamente, como aplicaciones, extensiones, elaboraciones,
modificaciones y generalizaciones mas inclusivas del concepto de funcién y sus objetos

matematicos subyacentes
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Por lo tanto, el material favorece o potencia el AS; sin embargo, para que se
produzca AS, de hecho, no es suficiente que el nuevo material simplemente se relacione
con ideas relevantes, sino que tenga en cuenta que la estructura cognitiva de un estudiante
particular debe, circunscribir las habilidades intelectuales requeridas -conocimientos

previos y aplicaciones-, el contenido de ideas, y relacionadas con la actividad propuesta.

Segiin (Ausubel, Novak & Hanesian, 1980) para producir un material
potencialmente significativo es esencial tener en consideracion los conocimientos
previos de los estudiantes, los cuales sirven de anclaje para los nuevos conocimientos
que se van a desarrollar. Ademas, la interaccion entre los anteriores y los nuevos

conocimientos son imprescindibles en la adquisicion del AS.

Partiendo de los resultados obtenidos en el pretest, y teniendo en cuenta los
parrafos anteriores, se comprobd que, al resolver problemas que involucran el concepto
de funcion, los estudiantes presentaron dificultades de caracter conceptual acompanadas
de dificultades de caracter procedimental y de compresion del concepto y los elementos

que éste involucra.

Con respecto a las dificultades de caracter conceptual, gran parte de los estudiantes,
cuando resuelven problemas, comprenden parcialmente el significado de: variables,
dominio, rango, imagen y el concepto de funcidn en si, en particular el concepto de
funcién a tramos, se observo alguna memorizacion de formulas que intentaron representar
en forma grafica, dando como resultado inconvenientes para expresarla en forma oral y

escrita, poca interpretacion de diferentes registro y deficiencias para argumentar.

Por otra parte, las dificultades cognitivas cimentada en conocimientos previos o
subsumidores adecuados radicaron en los conocimientos pocos precisos que fueron
anclados como subsumidores, de forma que ese anclaje no tuvo algun sentido para el

estudiante.
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Acorde a lo anteriormente descrito, consideramos el uso del material
potencialmente significativo debido a que tiene en cuenta la relacion entre el contenido
aprendido -o por aprender- y el conocimiento previo, el contenido esta en relacion con
los subsumidores y el contenido a anclar es el limite de una funcion, lo cual permite a los
estudiantes comprender los conceptos con significado, como recurso que favorece el AS

del objeto funcion y en particular la funcion a tramos.

La subsuncion de los rastros de la RP debido al sistema de conceptos e ideas
establecidas en la estructura cognitiva proporciona anclaje para el nuevo material y, por
lo tanto, constituye una forma eficiente y estable de retencion para disponibilidad y / o

uso futuro.

En el material los enunciados de los problemas implican un acercamiento previo a
diferentes tipos de representaciones o expresiones simbolicas, analiticas, graficas y a
referencias construidas en el registro escrito, que pueden o no tener simbolos propios de

los registros usuales.

De esta manera, el enunciado del problema, se construy6 por parte del autor bajo
ciertos presupuestos; uno de ellos es que el enunciado tenga alguna base de
conocimientos previos o algiin acercamiento a las diferentes representaciones de las
funciones que le permitan al estudiante identificar las referencias y relaciones con los
elementos fundamentales como rango, dominio y codominio.

Tener en cuenta los conocimientos previos permite que las distintas secciones
conformen un enunciado integral con significado l6gico para el estudiante; es decir, que
se integren los contenidos en una unidad y no sean simplemente informaciones
desencajadas, de manera que éstos puedan establecer alguna relacion entre lo afirmado y

la pregunta formulada en el contexto matematico en el que se plantea el enunciado.
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Los enunciados de los problemas demandan por parte de los estudiantes las
actividades de seleccion y organizacion de la informacion dada que les permita establecer
relaciones entre lo que se conjetura o afirma y la pregunta.

La actividad de seleccion involucra examinar y registrar las referencias dadas, las
afirmaciones de esas referencias y la informacion por la que pregunta del enunciado en
su parte de orientacion. Por otro lado, la actividad de organizacion involucra identificar
relaciones matematicas en diferentes contextos del enunciado, diferenciar las que se
pueden instaurar a partir de los datos dados de manera manifiesta de las que se puedan
inferir implicitamente, y relacionar estas tltimas con las que hay que establecer segun la
pregunta.

Por otra parte, la actividad cognitiva involucrada no depende solo de las
propiedades especificas del objeto de conocimiento, sino también de las condiciones
sociales en las que tiene lugar, de los recursos naturales que son constitutivos de la
actividad mental (Radford, 2006). Pero, la dimension epistémica y la dimension social
no estan desvinculadas, los objetos de nuestra estrategia para lograr el AS siempre estan
social y culturalmente definidos. Se aprende en contextos sociales en donde hay objetos

que tienen funciones y significaciones atribuidas por la sociedad.
6.3.1. Material de trabajo 1

El primer material contiene implicitamente los subsumidores de dominio,
codominio, imagen, ademdas del concepto de funcidon a tramos, los cuales son los
subsumidores para anclar el concepto de funcion, €stos tienen la disponibilidad del

contenido relevante adecuado en la estructura cognitiva del aprendiz.

El material incita al uso de diferentes instrumentos como libros de texto y
herramientas tecnoldgicas como Geogebra, los cuales permiten tener una idea preliminar

del concepto a ser aprendido. Se tiene en cuenta que son estudiantes de un nivel superior
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que ya han tenido dentro del curriculo la asignatura informatica y sistemas de

informacion, en los cuales se han apropiado del uso de diferentes aplicaciones.

Los siguientes problemas, corresponden al analisis del concepto de funcion, basado

en los conocimientos previos adquiridos o puestos en escena en el pretest.

Objetivo: Realizar un analisis sobre el significado, la comprension, el AS adquirido
y la interpretacion que los estudiantes otorgan al concepto de funcioén, cuando abordan
problemas sobre la estructura general de una funcién y su limite en particular del

concepto de funcion a trozos.

1. De las siguientes graficas, cudl o cudles representan funciones: Explique su

respuesta.

D //°\ . / /

X
- T < v
2. (Existe una funcion que asigne a cada valor diferente de cero su cuadrado y a
cero le asigne 1? En caso afirmativo, ;(Es importante conocer el dominio y el
rango de la funcion? Realice la representacion algebraica de la funcion y realice
su grafica.

3. Realiza un mapa conceptual de los conceptos previos que hasta el momento has

puesto en escena para resolver los anteriores problemas.
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Contenido sobre limite de una funcion

Se dice que el limite de una funcion f cuando x tiende a un valorx =aes L
si para aproximar el valor de f(x) a L tanto como se quiera basta con aproximar

adecuadamente x al valor a, y se escribe:
lim f(x) =L
X—=r a

Ahora bien, en la definicion de limite formal necesitamos de un intervalo
abierto I y una funcion definida en I, salvo la tinica excepcion para x= a. Sea L

un nimero real, la expresion:

lim f(x) = L significa que:
X—= a

Ve>0,36>0talque0<|x-a|<d <« f(x)-L|<e¢
En el concepto de limite va implicado un proceso clave, y es: dado un g,
hallar el & correspondiente.

Considere el siguiente limite:
lim(3x—4)=5
x— 3
Este limite puede interpretarse como: cuando x estd muy proximo de 3,
entonces 3x — 4 esta muy proximo de 5, o, se puede aproximar 3x — 4 a 5 tanto
como se desee tomando x suficientemente proximo a 3.
En este sentido, (se puede hacer que 3x —4 diste de 5 menos de una unidad?
Compruébelo.
Realice una representacion grafica en la que se muestre la situacion.
(Se puede hacer que 3x — 4 diste de 5 menos de una centésima?
Compruébelo.

(Qué tanto se puede aproximar 3x —4 a 5?

222



(Como deben ser las aproximaciones de los nimeros dados para que los
valores funcionales de las aproximaciones estén dentro de determinada
aproximacion dada de antemano, de los valores funcionales de los niimeros
dados?

Nota: Puede ingresar a internet y observar las diferentes actividades
realizadas en Geogebra como ayuda para resolver el problema. Se sugiere:

https://www.geogebra.org/m/RRf336ZC

https://www.geogebra.org/m/btk8TzYC
https://www.geogebra.org/m/hY4WhKaX
https://www.geogebra.org/m/KEjTvumT

5. Calcule el siguiente limite de la siguiente funcion:

( x—1six <2
f(x)_{—2x+5si.x > 2

a) ¢Es importante conocer el dominio y el rango de la funcién?

b) (Son relevantes el calculo de las imagenes?

c) ¢Tiene importancia realizar una gréafica de la funcion?

d) Compruebe por la definicion formal que el limite es el obtenido.

e) ¢Qué sentido tiene la funcién a trozos en el célculo de limites?

f) (Qué significado le otorga al concepto de limite de una funcion?

Actividad: Realiza un mapa conceptual de los conocimientos previos que

emergieron al desarrollar la actividad.

El problema anterior contiene relaciones que se pueden establecer de acuerdo a las
caracteristicas de los objetos mencionados o a las acciones que se puedan realizar en los
diferentes registros de representacion involucrados, o relaciones que se establecen a
partir de la informacion dada en el contexto matematico, las cuales los estudiantes pueden

interpretar desde sus trasfondos.
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6.3.2. Material de trabajo 2

El siguiente material potencialmente significativo presenta la relacion entre el contenido
aprendido -o por aprender- y el conocimiento previo, el contenido aprendido estd en
relacion con el subsumidor limite de una funcion que le permite el anclaje del limite de

funcion a tramos.

De igual forma, se pretende la adquisicion de significados de la funcion a tramos,
va a ser el resultado de la interaccion entre el nuevo material que se va a aprender y la

estructura cognitiva existente.

Este material abarca consideraciones tanto didacticas como metodoldgicas, que
incluyen la contextualizacion de situaciones o tareas que favorecen el desarrollo del
conocimiento matematico. Desde la didactica invita a los estudiantes a disefar un
problema para la ensefianza de la funcion a tramos y metodologicamente que sea

significativo segtn los estudiantes.

Brun (1996) concibi6 la didactica como ciencia de la produccion, organizacion y
gestion del proceso ensenanza-aprendizaje tiene relacion con la cuestion epistemologica
de la transformacion del conocimiento. El estudiante enfrenta a un problema de la
didactica y, por tanto, a un saber especifico como lo es la funcién a tramos, asi, no se
trata de que el estudiante se encara un problema matematico planteado sino de avanzar

en la comprension y la participacion en la construccion del objeto funcion.

Los conocimientos previos de los estudiantes, y el uso de instrumentos en la RP
matematicos estd muy influenciada por los documentos curriculares y por el discurso del
docente, permite observar los tipos de problemas que puedan plantear que giran en torno

a las diferentes representaciones del objeto funcion a tramos. De esa forma, hay una
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articulacion de los saberes de los estudiantes no como receptor de conocimientos sino

como una transformacion de los conocimientos en AS.

Objetivo: El estudiante disefiard un material potencialmente significativo con

problemas sobre limites que incluya la funcién a tramos.

1. Disefie un problema que le permita el ancle el concepto de limite de funcioén a
tramos.
2. Realice un mapa conceptual sobre los conocimientos que empled para disefar el

material potencialmente significativo.

El problema anterior pone en evidencia la exigencia que hace el autor a los
estudiantes referente a la comprension que deben tener sobre conceptos matematicos que
convienen involucrarse en problemas que introducen el limite de una funcion, que
pueden establecer asignandole algun significado al concepto de funcion segin los

registros como la funcion a tramos.

La afirmacion descrita indica que cuando los estudiantes comprenden, es debido a
que su AS puede ser representacional. Lo cual puede observarse en los diferentes
materiales propuestos por ellos, no solo incluyen funciones a tramos en forma algebraica,
sino que incita a quien resuelve el problema que lo haga en forma gréfica, lo que implica
que existe aprendizaje conceptual. Ademas, la diferenciacion progresiva y la
reconciliacion integradora estan involucradas en estructura cognitiva y en los principios

de organizacion jerarquica del material.

De igual manera se evidencia el desarrollo de conocimiento puesto en escena en la
elaboracion de un mapa conceptual. E1 AS puesto en accioén en la variedad de procesos
permite modelar el concepto de funcidén a tramos con diferentes representaciones, da

evidencia de elementos proéximos a la vida cotidiana y a las actividades humanas, asi
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como la posibilidad de establecer que los objetos y sus representaciones que conforman
sistemas concretos matematicos dan forma y estructuran los enunciados de problemas

del campo analizado.
6.3.3. Material de trabajo 3

El material potencialmente significativo presenta la relacion entre el contenido
aprendido -o por aprender- y el conocimiento previo, el contenido aprendido estd en
relacion con el subsumidor limite de una funcion a tramos que le permita el anclaje del

concepto de continuidad a partir del analisis del limite de una funcion.

Objetivo: Resolver problemas sobre derivada que incluyen la funcién a tramos, lo cual

permite anclar el concepto de continuidad siendo el concepto de limite un subsumidor.

f(x):{ x?, x>c

3. Dada la funcion: ax+b,x <c

a. ¢La funcion es continua?

b. (Qué valores debe tomar a y b (en funcién de c) para que f” (c) exista?

|[1—x|, 0=x=2

f(x):{éxz—;x+6, 2<x=5

4. Sea la funcion
a. ¢Es la funcion continua? Explique.

b. Determine la derivada de f(x) y analice los puntos criticos.

c. ¢(Eslaprimera derivada una funcion? Explica.
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Actividad

Realice un mapa conceptual basado en los conocimientos previos que asumio para
resolver el problema.

Las situaciones que aparecen en este campo de enunciados de problemas
involucran dos formas de analizar la funcidn a tramos en dominios diferentes. Hace parte
de estos problemas la aplicacioén de un concepto previo como lo es el valor absoluto, que
representa una forma de funcion a tramos, involucrada para convertirla en otro registro
de representacion y permitir comparaciones con otras funciones, lo cual hace que se tenga
una clara comprension del concepto de funcion a tramos y que involucra su AS.

El material se considera potencialmente significativo por cuanto les permite a los
estudiantes reconocer diferentes concepciones de la derivada que pueden ser construidas

a partir de la informacion brindada.

6.3.4. Material de trabajo 4

El material contiene significado 16gico -la responsabilidad deliberada y sustancial
del material de aprendizaje con los adecuados conceptos relacionados con la funciéon a
tramos, que se hallan al alcance de la capacidad de aprendizaje humano-, mapas
conceptuales, conocimientos previos de los estudiantes y problemas referentes al

dominio de la funcidn a tramos.

El significado légico expresa naturalmente que el material en si muestra la
suficiente intencionalidad, lo cual indica que hay una manera adecuada y casi obvia de
relacionarlo de modo no arbitrario con las clases de ideas y conceptos pertinentes que los

estudiantes son capaces de aprender de forma significativa.

Debido a que el material es subsumible de maneras no arbitrarias, no textuales -por

ejemplo, relacionable con elementos relevantes estables en la estructura cognitiva como
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dominio, rango, funcién a tramos- explica su potencial significativo y hace posible el
establecimiento de relaciones significativas con el anclaje de nuevos conceptos y el

surgimiento de significado, comprension y desarrollo de conocimiento matematico.

Analisis del concepto de limite como anclaje para la derivada de una funcion a
trozos, basado en los conocimientos previos son conceptos clave del calculo. El concepto
de derivada conlleva diversos aspectos: su perspectiva grafica, como pendiente de la
tangente a la curva; su perspectiva analitica, como limite del cociente incremental; su
caracter puntual o global -es decir, la funcioén a tramos como tal- y, se pueden utilizar
aspectos que relacionana /'y "

En sintesis, las caracteristicas del material planteado pueden mostrar a la derivada
desde la integracion de una representacion analitica y grafica apoyandose en la
representacion de la idea de derivada en un punto a través el del calculo de derivadas
sucesivas los cuales son subsumidores para la regla de la cadena.

Objetivo: Objetivo: Anclar el concepto de derivada como razén de cambio a partir
de algunos subsumidores como limite y la derivada como limite de la razon incremental.

1. Consideremos la siguiente funcion desde x=2 hasta x=5.

1, x <0
fx) =41—-x2,0=x=<2
x — 5, x > 2
a. ¢Cudl es el valor de y cuando x=a?
b. (Cual es el valor de y cuando x = a+h?
c. (Cual es el cambio en y cuando x aumenta de a hasta a+h?
d. (Cual es la tasa de cambio promedio de y en el intervalo x de a hasta a+h?

e. ¢Puedes usar el resultado (d) para obtener la tasa de cambio de y desde x = -

1 hasta x =X (cualquiera)? ;Si es asi, como seria?
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2. (Existe alguna diferencia entre la derivada de una funcién a tramos como razén
de cambio y como tangente? Explique.
Actividad

Qué conocimientos utilizo para resolver el problema. Realice un mapa conceptual.

El problema anterior involucra una parte de la historia del Analisis Matematico,
conferido a finales del siglo XIX y durante el siglo XX, es la manera como transformoé
las concepciones sobre la matematica en los distintos campos y especificamente, sobre
la manera de concebir los sistemas de representacion de procesos o fendémenos de

variacion y cambio.

En esta actividad se presenta la funcion a tramos definida analiticamente. Abarca
aspectos cuantitativos de la variacion y el cambio, el modelo presenta la dificultad de que
la posicion inicial no coincide necesariamente con el origen, de manera que la variable
dependiente ya no describe espacio recorrido sino desplazamiento desde el punto de

referencia, lo cual hace que se otorgue significado al aprendizaje.

Desde la didactica se plantea como la ensefianza del Calculo ha estado cenida a
veces a métodos algebraicos y no un estudio basado en la razon y el cambio. Aunque el
material proporciona considerar la derivada con la concepcion geométrica asociada a la
idea de pendiente de la tangente, también a la concepcion numérica asociada al limite de
una funcion.

La interaccion durante la practica social incentiva a la negociacion de significados
entre estudiantes y docente o entre ellos mismos, ello es prioritario debido a la tendencia
a favorecer y facilitar la adquisiciéon de un aprendizaje significativo de conceptos,
procedimientos, actitudes y habilidades de comunicacion. De esta forma, el papel del
profesor es el de proveedor de un material cuidadosamente seleccionado, organizado y

mediador de significados.
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En la negociacion de significados, los estudiantes llegan a acuerdos temporales
mediante la interaccion social, y es durante ese proceso de la practica social, que los
aprendizajes pueden alcanzarse en forma significativa, la negociacion garantiza un

desarrollo de conocimiento compartido y comprension del objeto en cuestion.

Los subsumidores van fortaleciéndose a través de sucesivos encuentros con
instancias del concepto de funcion El subsunsor funcion se va enriqueciendo cada vez
mas, se va quedando con mas significados, mas estable y mas capaz de interactuar con
nuevos conocimientos. En este caso aparece el concepto de funcion a tramos Entonces,
a lo largo de sucesivos aprendizajes significativos, el subsumidor va a servir anclaje para
nuevos conocimientos, el caso de limite y derivada. Sin embargo, si un conocimiento
previo no ofrece usualmente apoyo para el AS de nuevos conocimientos, no pasara

espontaneamente por ese proceso de elaboracion, diferenciacion, cognitiva.
6.3.5. Material de trabajo 5

El material relaciona los conceptos existentes en la estructura cognitiva de manera
que hacen posible la comprension de varios tipos de relaciones de conceptos -por
ejemplo, derivadas, limites, continuidad- y la aparicion paralela de nuevos subsumidores.
Permite asi mismo, la interaccion entre los estudiantes que ponen de manifiesto el

progreso social, que podria buscarse en ciertas situaciones de labor conjunta.

El material de aprendizaje logicamente significativo podria ser asi relacionable no
arbitrariamente con ideas que aparezcan al caso especificamente, como aplicaciones,
extensiones, elaboraciones, modificaciones y generalizaciones mas inclusivas del

concepto de funcidn y sus objetos matematicos subyacentes.

Objetivo: Resolver diversos problemas sobre limites y continuidad que incluyen la

funcion a tramos, lo cual permite anclar el concepto de continuidad.
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x+a x<1

f(x):{ 1+ 3x2-1, x=>1

1. Dada la funcién:
a. (Qué valores toman rango y el codominio de la funcién?

b. ¢La funcion es continua?

c. En caso negativo, ;Qué valor debe tener a para que la funciéon sea

continua? D¢ una breve explicacion.
d. Compruebe analiticamente que la funcion asi obtenida es continua.

2. Realice un mapa conceptual basado en los conocimientos previos que asumio

para resolver el problema.

La estrategia del material potencialmente significativo de apoyo para el aprendizaje
de los elementos conceptuales de la funcion por parte del investigador, incluye los Mapas
Conceptuales, enfocados tanto en los conocimientos previos que deben tener los
estudiantes para llevar a cabo la actividad de RP, como los conceptos y conocimientos
que emergen durante la actividad, la cual es enfocada a la construccion de subsumidores

relacionados con la funcion a tramos.

Las construcciones de mapas conceptuales por los estudiantes se consolidan en
cada actividad como una herramienta de apoyo para potenciar el estudio conceptual de
la funcién a tramos y los conceptos de limite, continuidad y derivada a través de la

construccion de estructuras jerarquicas conformadas por conceptos y palabras de enlace.

Podemos resaltar que los mapas conceptuales en esta tesis doctoral, son en si un
medio -mediadores- para favorecer que el aprendizaje sea significativo, no garantizan

que el aprendizaje sea significativo. Son un medio de producciéon inmerso en las
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relaciones sociales de los estudiantes, son instrumentos facilitadores que promueven
aquellas formas de labor pedagogica que pueden llevar a un aprendizaje significativo, es
decir, son formas pedagogicas que conllevan a una transformaciéon amplia de los

conceptos matematicos.

Esta herramienta tiene el propdsito de hacer emerger los saberes previos del
estudiante, lo que garantiza la negociacion de significados y su comprension como eje

de desarrollo del pensamiento matematico, lo cual conduce a una conceptualizacion y

AS.

Los conceptos adquiridos se manifiestan en la elaboracion de mapas conceptuales
tanto de parte de los estudiantes como el que contiene el material, es una actividad que
sirve para ayudar a transformar y potenciar el desarrollo del conocimiento del que
dispone el estudiante que actia como mediador en la actividad de RP durante la

produccion social de conocimiento.

Lo anterior significa que con conceptos vamos mucho mas alld de apuntar
regularidades en eventos u objetos, se construye y se otorga significado a proposiciones.
Se llega asi, al aprendizaje significativo proposicional. Por ejemplo, “los mapas
conceptuales pueden facilitar la diferenciacion progresiva y la reconciliacion
integradora” (Moreira 2013, p. 9). Se puede decir que la conexion es una proposicion
que implica los conceptos de AS, por lo tanto, facilitan la diferenciacion progresiva y

reconciliacion integradora.
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CAPITULO VII
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7. Analisis de los resultados de Implementacion del material potencialmente

significativo

En este apartado se presentan la aplicacion del material que es considerado
potencialmente significativo. Cada pregunta tiene su respectivo analisis. Asi mismo, este
capitulo es considerado el foco central de la investigacion debido a que se describe como
los estudiantes a través de la RP logran anclar los conceptos de limite, continuidad y
derivada de funciones a tramos y a la vez desarrollar conocimiento matematico utilizando
dicho material.

El andlisis de los datos cualitativos funda una dinamica de labor organizada en
categorizacion, codificacion y busqueda de patrones de procedimientos desde lo
particular. Su esencia consiste en viabilizar la emergencia de enunciados sobre los
conceptos y significados que formulan los datos como: palabras, textos, graficos,
imagenes pictoricas, expresiones analiticas entre otros. Los conceptos, que se despliegan
de los datos, pueden ser descriptivos y empiricos.

Durante el proceso de analisis, nos basamos en una logica dialéctica que supone
una relacion entre lo tedrico y lo empirico efectuamos categorizaciones y codificacion,
luego exploramos el marco tedrico y nuevamente, regresamos a los datos para refinar el
analisis, de esta forma, se realiza el ciclo de andlisis que examina relaciones de similitud

y contigiiidad respectivamente, de acuerdo con (Maxwell & Miller 2008).

La primera seccion de este capitulo introduce dos momentos de observacion que
se han determinado en las fases tres y cuatro del capitulo III, a partir de la préctica social
de los estudiantes y la aplicacion del material potencialmente significativo descritos

anteriormente.

La primera seccion referente a la fase de influencia del AS que incluye las

actividades y problemas presentados en el material, y la segunda seccion en el que se
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resaltan algunos cambios con relacion al estado inicial de la practica social debido a la
transformacion de los estudiantes, que se evidencia al contrastar la RP y la
transformacion con el uso del material, lo que permite dar respuesta a la pregunta que
dan respuesta a la pregunta de investigacion: jEn qué medida puede desarrollarse
aprendizaje significativo y la comprension del concepto de funcion en particular la
funcion a tramos y como influyen algunos subsumidores como dominio, rango, limite,
continuidad y derivada en dicho aprendizaje desde la resolucion de problemas con la

implementacion de un material potencialmente significativo que involucra tal concepto?

La descripcion cada uno de las secciones se realiza haciendo la delineacion de las
actividades y la RP por parte de los estudiantes, posteriormente se describen los

subsumidores anclados identificadas y el conocimiento desarrollado.
7.1. Influencia del material potencialmente significativo en el AS

Se hace referencia al trascender de los limites del conocimiento, sobrepasando los
limites cognitivos; por lo que, el propdsito de trascender no es que el sujeto se aproxime
al objeto de estudio en toda su dimension y naturaleza, sino el modo en que transforma

los conocimientos cientificos para aprender.

En este sentido, un aprendizaje trasciende y transforma al sujeto cuando tiene la
caracteristica de permanecer en la estructura cognitiva. Es decir, la influencia del material
educativa hacia el AS inicia en el momento que el docente planifica y disefia los
materiales potencialmente significativos, buscando congruencia de significados, para
que, el estudiante sea capaz de desarrollar habilidades y destrezas en interaccion, desde

la préactica social, para luego ser aplicadas en diferentes contextos.

En esta seccion se analizan las actividades en las que los estudiantes abarcan los

contenidos de funciones, limite, continuidad y derivada de funciones a tramos.
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Los estudiantes resuelven actividades y problemas relacionados con la funcién a
tramos y con el limite de la funcion, el material tiene por objetivo: Realizar un anélisis
sobre el significado y la comprension que los estudiantes otorgan al cconcepto de
funcién, cuando abordan y resuelven problemas sobre la estructura general de una

funcion y su limite en particular del concepto de funcion a tramos.
7.2. Material de trabajo 1

Se pretende que los estudiantes anclen el concepto de funcién a tramos y el

concepto de limite. Para ello se propuso lo siguiente:
7.2.1. Pregunta 1

Las siguientes preguntas del material potencialmente significativo trata sobre las
diferencias entre una funcién y una relacion, y de obtener una funcion a tramos
incluyendo el dominio y el rango, con el objetivo de anclar el concepto de funcion a

tramos.

De las siguientes graficas, cual o cudles representan funciones: Explique su
respuesta.

Grafica 7

Pregunta 1

— |
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La respuesta de uno de los grupos se aprecia en la ilustracion 13.

Tlustracion 13

Respuesta de un grupo de estudiantes sobre concepto funcion
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La respuesta estd fundamentada en el concepto de funcion y tiene un significado

loégico al relacionar el dominio y el rango, los cuales actian como subsumidores,

adquisicion de significados para signos o simbolos al establecer una correspondencia que

ocurre entre el rango y la imagen, en este sentido, se tiene un tipo de aprendizaje

representacional, ya que atribuyen significados a determinadas palabras -signos-.

La siguiente grafica muestra el proceso de comprension apoyado en la interaccion

social y la actividad de RP, analizado por la propuesta de Pierie & Kieren (1994).

Grafica 8

Andalisis de la comprension del concepto funcion

E—

Avanzar
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Puede interpretarse que, para este grupo, la adquisicion de significado del
concepto de funcidon ha evolucionado y cambiado su significado debido al paso de un
nivel a otro del concepto, este proceso lo exalta las representaciones graficas del
material, que les permite a los estudiantes la participacion en la construccion del
concepto matematico teniendo en cuenta la participacion en précticas sociales y la labor
conjunta.

Los estudiantes utilizan los conocimientos previos del concepto de funcion,
pasando por el nivel de comprension de las imagenes -pictoricas- del material, hasta
llegar a la formalizacion del concepto.

Ademas, los estudiantes utilizan sus propias representaciones, como indicio de
que han adquirido una cierta cantidad de conceptos los tienen diferenciados y los han
llevado a la adquisicion de otros nuevos a través de la asimilacion de conceptos.

La asimilacion permitird la interaccion entre el nuevo material que sera aprendido
y los subsumidores lo cual ocasiona una reorganizacion de los nuevos conocimientos y

los previos, para constituir una estructura cognitiva diferenciada.

Si se tiene I A 2B

B con (a, b) en f.

entonces para todo elemento a en A existe un elemento b en

Tlustracion 14

Significado del concepto de funcion asignado por un grupo de estudiantes
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En la ilustracion anterior los estudiantes utilizan una “regla de clase de forma que
al trazar una linea paralela al eje y si corta a la grafica en mas de un punto, ésta no es
funcion” -es una forma pedagogica que usan los docentes para el reconocimiento de una

funcion-.

De la anterior ilustracion, puede describirse que, si (a, b) y (a’, b”) son elementos

de f, entonces b =b’, lo cual confirma el concepto de funcién como correspondencia.

En la grafica 9 se observa el proceso que han seguido los estudiantes hasta el
momento de determinacion del uso adecuado del concepto. En la gréafica se representa
los dos saltos entre diferentes niveles, inicialmente, se realiza una formalizacion del
concepto funcion, demostrando que el anidamiento de niveles, asi representado, ilustra
el hecho de que el crecimiento en la comprension no lineal ni unidireccional. De hecho,

cada nivel contiene todos los anteriores y esta incluido en los niveles siguientes.

El segundo salto “Folding back” -redoblamiento- acentiia y expresa de manera
grafica el hecho de que los estudiantes han comprendido el concepto desde una
naturaleza “embebida”, esto es, incluye dentro de si a otros muchos elementos que

intervienen en la definicion del concepto de funcién.

La regla “linea vertical” funge como un conocimiento previo, describe la forma
como los estudiantes en interaccion social, van hacia el dominio al cual se dirige el AS
y la articulacion con la RP en la construccion social de conocimiento, se anuncia como
el motivo donde la necesidad cognitiva de los estudiantes encuentran su realizacion

objetal que simultdneamente participa como objetivo de la actividad.

El redoblamiento permite a los estudiantes funcionar en un nivel exterior y

enfrentarse con un desafio para regresar a un nivel mas interno con el fin de reconstruir
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el concepto, es decir, ha ocurrido una asimilacion obliteradora del concepto puesto en

juego.
Grifica 9

Comprension por desdoblamiento

—-
Inicio

Redoblar
—_—

‘ Avanzar

Los estudiantes regresan -redoblamiento- a los subsumidores dominio y rango que
han sido interiorizados, son los subsumidores A, ya establecidos en la estructura
cognitiva, lo cual indica que se ha modificado el concepto de funcion a, para establecer
el concepto especifico de funcion a tramos. Tal concepto atn es de corto plazo, es decir,

existe asimilacion obliteradora.

La grafica 10 revela el analisis de la comprension desde la teoria del AS, ocurre que
el proceso de asimilacion no estd solamente en la adquisicion y retencion de significados,

sino también en el hecho de que implica un mecanismo de olvido subyacente de esos

significados (Moreira, 2000).
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Después del resultado de interaccion A’ a’, se inicia el olvido como un estado de
asimilacion, al cual se le conoce como asimilacion obliteradora, es decir, se alcanza un
grado de disociabilidad nulo, y A’ a’ se reduce a A”’.

Grifica 10

Inicio del principio de comprension y asimilacion obliteradora del concepto funcion

a interactiia con A A%’
Aprendizaje

S— de conceptos
El dominio y el Produce || Funcionatramos. | | Funcién a
rango interactian con el Regla vertical t:?mos.
concepto de funcion

La regla utilizada tiene una funcion simbolica que deriva de la relacion entre la
grafica y las rectas paralelas trazadas, se abstraen regularidades que permiten construir el
concepto cultural de funcion. Esta relacion es una particularidad del aprendizaje de
conceptos. Ademas, expresan verbalmente el concepto, lo que indica esgrimen un

significado, lo cual es propio del aprendizaje proposicional.

Desde la Teoria Sociocultural emerge un significado real para el grupo -significado
psicologico-, lo cual se interpreta el atribuir significado como un acto de cognicion, al
realizar representaciones -trazar paralelas- y utilizar el conocimiento relevante en la
estructura cognitiva a través del proceso de internalizacion de signos (Vygotsky), y de

subsumidores (Ausubel).

Los parrafos anteriores indican que los estudiantes han logrado anclar el concepto
eje fundamental de la investigacion, de igual forma que lo comprenden; en términos de

la actividad de la Teoria Socio cultural, al resolver el problema planteado se obtiene un
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indicio que los estudiantes no tienen necesidades cognitivas, es decir, se ha superado la
ZDP, el AS se convierte en accion o anclaje que se incluye en la resolucion de otra
actividad o problema.

Asi mismo, el proceso desarrollado por los estudiantes, permitié dejar en claro su
extension a la funcién a tramos, como un nivel PK de comprension, lo cual se puede

comprobar con la extension del conocimiento previo de funcion a tramos.
Iustracién 15

Inicio anclaje funcion a tramos
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El AS del concepto de funcion permite la transformacion de la experiencia social
en experiencia individual. La actividad se caracteriza por dirigirse a dar significado al
concepto de funcién a tramos, el cual tiene significado historico, social y cultural. La
transformacion permitird desarrollo de conocimiento y nuevas acciones en la practica

social.

7.2.1.1 Categorizacion desarrollo de conocimiento. En la tabla 20 se
categorizaron las respuestas dadas por los estudiantes, de acuerdo a la categorizacion
planteada en la tabla 2. La categorizacion que se ha realizado para el desarrollo de
conocimiento acorde a las respuestas de los estudiantes sobre el “concepto de funcion”,
se puede asociar al grupo que corresponde a la existencia de AS.

Dentro del grupo en el cual se considera que ha ocurrido AS que corresponde a la
categoria A se considera que el nuevo conocimiento interacciona con el concepto
subsumidor sirviendo de anclaje del concepto de funcion, a partir de los subsumidores
dominio y codominio o rango.

242



Tabla 20

Conocimientos previos y AS concepto de funcion

Categorias Subsumidores = Conocimientos AS
previos.
A Dominio, Relaciones Evidencia,
rango. aprendizajes
R,PyC

7.2.1.2. Desarrollo de conocimiento matematico y comprension. La tabla 21
muestra la distribuciéon de las categorias y subcategorias de los conocimientos
matematicos que emergen o desarrollan los estudiantes cuando solucionan un problema
o una actividad, de igual forma se indica los niveles de comprension (Pirie & Kieren).

De otro lado se tiene la participacion en la construccion de objetos matematicos
(Kaput), y las dos representaciones del objeto como medios de expresion de un mismo
objeto, son independientes, y cuando se perciba la funcionalidad que permite el uso y no
los usos particulares, el alumno habra aprendido y comprendido, lo cual se traduce en el

nivel esperado.
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Tabla 21

Sistema de categorias de desarrollo de conocimiento matemdtico y comprension

Categoria  Subcategoria  Desarrollo de Comprension
conocimiento
Dominio Definicion formal, PK.
incluye variable
independiente.
Rango Definicion formal, PK.
usa la variables
dependientes e
imagenes.
Referencia Mas de un punto de IM: realiza acciones
conceptual corte para ancladas en los conceptos
é deﬁnici.o"n formal de Df y Rf, representacior
§ de funcion. particular
S del nuevo topico
matematico.
Funcion Emerge la funcion Un proceso de
como representaciones
correspondencia y multiples, permiten al
como relgcién de estudiante la
dependencia. participacion en la
Presencia del construccion del objeto
concepto de funcion funcion.
a tramos.
. Registros Articulacion  entre
3 é semioticos lo grafico y lo
g § Variaf:ional, en la
2 § relacion de
2 g dependencia de la
) funcion.
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7.2.3. Comparacion pretest y material potencialmente significativo

subsumidores: dominio y codominio.

La tabla 22 contiene los elementos con los cuales se realizaran las comparaciones entre el
pretest y el material de los diferentes conceptos, que intervienen cuando se exploran los
aprendizajes significativos y el tratamiento de los fendmenos que ocurren en la
produccion y desarrollo de conocimiento.

Tabla 22

Comparacion pretest y material potencialmente del significativo del concepto funcion

CP EA ES F G L
y= (%) Grafica  Definicion
funcion  desde
Pretest usalx como como Teoria de
variable L .
. maquina conjuntos.
dependiente e
independiente
Regla f: A>B  Expresa Aplican  Relacion
de la la funcion 1 entre
Material linea como regla elementos
potencialmente vertical pares para.lelil dominio y
. ordenados vertical. rango,
significativo ) desde la
Teoria de
conjuntos.

Para realizar una comparacion entre el pretest y el material potencialmente
significativo, se realizd la categorizacion para el anclaje de cada uno de los conceptos
que subyacen al concepto de funcion y en particular al de funcion a tramos, a partir de

las respuestas de los estudiantes.

245



Desde la comprension, puede decirse que, resultdé de un modo manifiesto el
conocimiento como el desarrollo de una actividad intencional, dirigida a un estado de
cosas que debe aprehenderse, que tiene como resultado lo que se denomina saber
disponible intersubjetivo, organizado y estructurado mediante representaciones (Krings,

Baumgartner & Wild, 1978).

En la categoria A, se considera anclaje del concepto de funcion cuando se conoce
el concepto, o definicion y se es capaz de aplicarlo y relacionarlo con a una situacion
diferente a aquella en la cual fue aprendido, se comprende el concepto y los conceptos
de dominio y codominio emergen como subsumidores. Ademads, se transita de un
registro a otro sin dificultades. Existe, ademds, una relacion el nuevo material
potencialmente significativo. En este caso se considera que ocurrid aprendizaje

subordinado y aprendizaje supraordinado.

En la categoria B, no se considera anclaje del concepto funcion cuando se conoce
el concepto y no se es capaz de aplicarlo o relacionarlo en diferentes contextos en la cual
fue aprendido, los conceptos de dominio y codominio no son subsumidores, es decir, no
se puede describir el proceso de asimilacion en términos de la interacciéon A’a’, existe

asimilacion obliteradora.

Comparando con los conceptos del pre-test, el concepto de funcion proporcionado
por los estudiantes cuando utilizan material potencialmente significativo, éste logra
aportar un significado logico al concepto de funcion, es lo manifiesto en la aproximacion
a la definicion formal de funcion. Lo anterior indica que en el pretest existe aprendizaje

mecanico.

En la aplicacién del material potencialmente significativo el aprendizaje es
significativo. Los subsumidores se han logrado establecer en la estructura cognitiva,

teniendo en cuenta en cierta forma los simbolos y los registros de representaciones para
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que, finalmente el concepto de funcién y en particular el de funcion a tramos empiece a

ser comprendido por los estudiantes.

Podemos concluir del analisis de los resultados que los estudiantes se ubican en el
grupo A, con un leve inicio a la comprension del concepto de funcion a tramos cuando

utilizan material potencialmente significativo.
7.2.2. Pregunta 2

(Existe una funcion que asigne a cada valor diferente de cero su cuadrado y a cero le
asigne 1? En caso afirmativo, ;Es importante conocer el dominio y el rango de la

funcién? Realice la representacion algebraica de la funcion y realice su grafica.

Con el desarrollo de la pregunta anterior, la nocion de funcion va evolucionando,
la respuesta dada por un grupo de estudiantes muestra la relacion entre la expresion

analitica -algebraica- y su respectiva grafica.
Ilustracién 16

Anclaje funcion a tramos de un grupo de estudiantes

T

El enfoque cognitivo de AS de alguna manera tiene en cuenta los registros

semioticos y su relacion con la Teoria sociocultural y la incidencia en el aprendizaje de
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conceptos matematicos, en esta investigacion el objeto de estudio es la funcién y en

particular la funcion a tramos.

La ilustracion anterior revela el desarrollo de conocimiento matematico a partir de
conocimientos previos como dominio, codominio y funcion, conocimientos que han
interiorizado -AS- desde la practica social, propician la forma en que las acciones de los

estudiantes adquieren ciertas comprensiones durante la actividad de RP matematicos.

La importancia de realizar la grafica de la funcion se observa a continuacion, donde
se establece con claridad la representacion visual que se apoya en los conceptos del plano
cartesiano para hallar el dominio y rango y ademas la no continuidad de la funcion a

tramos.
Tlustracion 17

Importancia de la grdfica dada por un grupo de estudiantes
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La siguiente grafica muestra las acciones realizadas por los estudiantes en los
niveles adecuados, acciones que realizan sobre el objeto como lo son la imagen grafica
y su representacion algebraica. Ademas, establecen un andlisis del resultado, puede
decirse que han generado un modelo completo para la comprension del concepto de la

funcion a tramos.
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Desde la Teoria de la Actividad los estudiantes realizan acciones que son la
busqueda y desarrollo de conocimiento, en este caso la representacion de la grafica y la
expresion analitica, su uso genera la operacion sobre ellas como las condiciones
informativas para conseguir el dominio y el rango de forma histérica con la
representacion de los reales por (—oo, ). Se espera que, mas adelante se ancle este
contenido, es decir sea interiorizado para solucionar problemas referentes a los limites y

las derivadas de la funcion a tramos.

Grafica 11

Hacia la comprension y formalizacion de la funcion a tramos

_—

Inicio

Realiza
representaciones

Continua

En la Teoria sociocultural, la funcién sirve también como significante para e/
concepto cultural f(x), es decir, la equivalencia se lleva a cabo entre la expresion
algebraica y los atributos criteriales -esenciales- que tiene la representacion grafica y sus

elementos del dominio y el rango.

Lo anterior indica que la influencia de la interaccion social y la mediacion -por

medio de material potencialmente significativo- son elementos indispensables para que
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se produzca AS, y en consecuencia la comprension del objeto funcién a tramos al

reconocer en el objeto todo lo que en ¢l es conocible.

En esa interaccion de la practica social mencionada anteriormente, lo que
caracteriza el AS es el aprendizaje proposicional, de una forma general los estudiantes
expresan sus ideas a través de los términos componentes del concepto de funcion a
tramos, logrando expresar y representar sus ideas a través de simbolos que son elementos

esenciales del concepto de funcion a tramos.

Desde la Teoria de la actividad, la accion de obtener informacion sobre el problema
de la funcién a tramos, llevo a los estudiantes a incluir otras acciones mas especificas
como la de realizar la grafica, revisar el dominio simbolizando (—oo, ) y el analisis en

el rango con el intervalo (0,00).

Ademas, formando parte de las acciones mencionadas, pueden existir otras que se
definen por objetivos cada vez mas especificos. Cuando el sujeto -estudiante- domina
cada una de las acciones se puede afirmar que ha adquirido la comprension del objeto

matematico y como consecuencia de ello lo ha anclado en su estructura cognitiva.

Como se describié en la metodologia, sobre el nivel epistémico, para esta
investigacion nos referimos a los diferentes usos del lenguaje simbolico, basados
en los diferentes registros de representacion los cuales tratan con variados grados
de actividad cognitiva, siendo el nivel epistémico central la influencia del AS

(Wells,1987).

7.2.2.1. Categorizacién desarrollo de conocimiento. La categorizacion que
se ha realizado con respecto al desarrollo de conocimiento sobre el “concepto de funcion

a tramos” se muestra en la Tabla 23 la cual manifiesta la caracterizacion del anclaje de la
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funcién a tramos a partir de los subsumidores dominio, rango y las imagenes fisicas de

la gréafica de la funcidn y su respectiva expresion analitica.

Dentro del grupo en el cual se considera que ha ocurrido AS que corresponde a la
categoria A se considera que el nuevo conocimiento interacciona con los subsumidores

dominio y rango sirviendo de anclaje del concepto de funcion a tramos, como se observa

en la tabla siguiente.

Tabla 23

Anclaje concepto funcion a tramos

Categorias  Subsumidores  Anclaje de Desarrollo AS
conceptos conocimiento.
de funcién a
tramos
A Dominio, rango. Graficay Funcion, Evidencia:
expresion anclaje C, R
analitica. funcion a La grafica
tramos construida
yla
respectiva
expresion
analitica.

Los andlisis anteriores dan cuenta del objetivo: Analizar los subsumidores para el
aprendizaje del concepto de funcion y de la funcion a tramos y los conocimientos
desarrollados que emergen de un sistema de practica social y cultural como

consecuencia de la naturaleza de la actividad resolucion de problemas.
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7.2.2.2. Desarrollo de conocimiento matematico y comprension. Puede

observarse la relacion que efectiian los estudiantes al transitar por los diferentes registros

de representacion de la funcidn a tramos, el desarrollo de conocimiento matematico y la

comprension del concepto.

Tabla 24

Desarrollo de conocimiento matematico

Categoria Subcategoria Desarrollo de Comprension
conocimiento
Dominio Definicién formal, PK
incluye variable
independiente con
referencia a los conjuntos
XeY.
Rango Definicion formal, usa la PK
variables dependientes e
imagenes, como
referencia del conjunto Y.
2 Referencia Aparece el concepto de IM: Aparece la imagen fisica
& conceptual funcion a tramos al del concepto de funcién a
% comprender la tramos. Transito de
o representacion grafica de representacion  grafica a

la funcion. Hay elementos representacion analitica.

tedricos implicitos como

referentes tedricos para

identificar la funcion a

tramos.

Funcion Emerge la funcion como IH: Ubicacion de puntos en la
correspondencia y como grafica de acuerdo al
relacion de dependencia, concepto previo de dominio.
entre los conjuntos X e Y.

B, 2 Registros Articulacion  entre lo F: Dos representaciones de
R @ semioticos grafico y lo variacional, yn mismo objeto, ayudan a
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en la relacion de la comprension del objeto

dependencia de la  funcion a tramos.
funcion.

Variaciones  Concepto de funcién a
conceptuales tramos a partir de la
grafica realizada.

7.2.2.3. Comparacion entre el pretest y material potencialmente
significativo. En la siguiente tabla se presenta la comparacion del anclaje de funcion a

tramos, sin uso de material y cuando se usa un material potencialmente significativo.

Tabla 25

Comparacion anclaje de la funcion a tramos

Cp EA ES G L R
Material Dominio, f(x) R Realizan Proponen Utilizan
potencialmente rango, Construyen (0, o) grafica la . varios
expuesto la funcic de funcidona  registros
significativo  jegde 1a a fuhcion a f(x)todos tramos. semidticos
, tramos,
Teoria de ) los
: otorgandole
conjuntos. LS grupos.
significado.
Pretest Uso Las Dos
inadecuado. usan grupos
i parcial  realizan
Existe
o mente la
contradiccion .
grafica
con respecto
correcta
al concepto
mente.

otorgado a
las variables.
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7.2.3. Pregunta 3

Realizar un mapa conceptual con los conocimientos previos utilizados que le ayudaron

a solucionar los problemas anteriores.

El mapa conceptual propuesto por los estudiantes apoya el desarrollo de
conocimientos a partir de los conocimientos previos, como ese proceso dinamico en el
que antiguos y nuevos conocimientos son transformados, obteniéndose una estructura
cognitiva mas diferenciada que tiende a una organizacion jerarquica del concepto de

funcién (Moreira 2000).
Ilustracion 18

Mapa conceptual de conocimientos previos esbozado por uno de los grupos
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Los conocimientos previos se sintetizan en estructuras conceptuales de

significados que los estudiantes han atribuido al concepto de funcion.

El mapa muestra los conocimientos previos que han anclado los estudiantes en su
estructura cognitiva, alli se encuentran los conocimientos que los estudiantes han
desarrollado, tal desarrollo se obtiene al vincular la nueva informacion a los conceptos

anclados como se describe a continuacion.

El mapa conceptual ha proporcionado los procesos implicados en la construccion
y desarrollo de conocimientos a manera de proceso inductivo, entendido a modo de
Aprendizaje Subordinado, es decir, la nueva informacion A’a’ -1a definicion del concepto

de funcion- adquiere significado a través de la interaccion con los subsumidores de

f: A—>B

funcién definida en como y los conceptos de variable dependiente e

independiente.

El mapa conceptual realizado por los estudiantes tiende a una organizacion
jerarquica en relacion al nivel de abstraccion de los conceptos que conllevan al dominio
y al rango de la funcién y la emergencia del concepto de funcion a tramos con un nuevo
significado de unién de dominios, lo cual refleja la subordinacion del nuevo

conocimiento a la estructura cognitiva (Moreira 2000).

Lo anterior refleja una relacion de subordinacién del nuevo material en relacion
con la estructura cognitiva preexistente (Moreira 2000). Este proceso de subsuncion de
conceptos implica subordinacion bajo conceptos mas elaborados como la definicion en

parte formal de funcion a tramos como se exhibe en la siguiente ilustracion.

Asi que, como se propuso en la metodologia, el mapa conceptual es una estrategia

de categorizacion que permite realizar una codificacion y andlisis tematico (Miles y
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Huberman, 1994), lo cual consiente en llevar a cabo el desglose jerarquico con

conexiones con los diferentes componentes del objeto de estudio.
Mustracion 19

Concepto funcion a tramos de un grupo de estudiantes

'.F— o -

Aparecen categorias como la representacion simbolica del concepto de funcion, la
cual permite a los estudiantes desglosar el mapa en una descripcion de un sistema, un
proceso, un conjunto de fendmenos, que al final se ve reflejado con la representacion

simbdlica del concepto de funcion a tramos. Al respecto Duval (2016) aporta:

La situacion epistemologica particular de las matematicas con respecto a los otros
campos de conocimiento conduce a conferir a las representaciones semioticas un
rol primordial. En primer lugar, constituyen el unico medio de acceso a los objetos
matematicos; lo cual plantea el problema cognitivo del paso de la representacion

de un objeto a otra representacion de ese mismo objeto. (p. 63)

Pero, las representaciones semioticas también como categoria pueden ser signos
incluido cualquier lenguaje y sus asociaciones complejas, que se producen de acuerdo
con reglas y que permiten desarrollar nuevo conocimiento y no solo para comunicar

cualquier representacion mental particular.

En este caso a partir del desglose de la palabra variable, los estudiantes demuestran
que han comprendido los conceptos subyacentes al de funcion -variable dependiente e
independiente, dominio, rango y funcién a tramos- por lo tanto, los subsumidores
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anteriores se han anclado y se adquirieron por formacion de conceptos creando asi

condiciones de AS.

Aparece el concepto de variable como una categoria que otorga un rango de valores
no especificado y que existe la relacion funcional entre dos conjuntos especificos:
Dominio y rango. En esta representacion los registros indican que existen dos variables,
las cuales se asocian a los simbolos x y f{x), donde x representa la cantidad de magnitud
independiente y f(x) la cantidad de magnitud que se relaciona con x, la cual es la variable

dependiente.

A partir de las dos representaciones anteriores se mencionan varios tipos de
representacion de las variables: algebraico -analitico-, tabular, grafico y diagramas que
dependen de su naturaleza discreta o continua, el problema de lo discreto tiene
restricciones en las tabulares y diagramas de Venn y de los rangos de visualizacion en el
registro grafico; esta limitacion imposibilita la determinacion de una funcion a taramos.
Por su parte la representacion algebraica o grafica permiten la generalizacion de la

funcion y se modificard y sera mas inclusivo en el nuevo concepto de funcion a tramos.

La nota de los estudiantes en la ilustracién 18 indican que e/ pretest fue fundamental
para recordar los conocimientos previos, nos indica que hubo un proceso de reduccion
de conceptos, los cuales formaron un olvido temporal en su estructura cognitiva, es decir,
el concepto de funcién a tramos a comprender es (a) dominio, rango y tipos de

representacion (A) son los conocimientos previos.

El producto interaccional a” A" no fue transformado por los estudiantes antes del
pretest, el proceso de asimilacion ingreso a la fase de asimilacion obliteradora -olvido-
pero, se convirtio en AS en el material potencialmente significativo, asi se expone en el

mapa conceptual, y con el siguiente analisis dado en la siguiente gréafica:
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Grafica 12

Aprendizaje significativo y comprension funcion a tramos

5, ) =
Funcién a tramos :5 Variables, dominio, Producto

rango, representaciones interaccional
E| Asimilada
A r_r
A

Anclados estructura
cognitiva Funcién a tramos
adquiere significado
modificando el
concepto de funcion

B

En este sentido, (A) adquiere significado adicional (A”"), pues f(x) estd compuesta
por varias funciones y cada una definida en un dominio y rango particular. Como
consecuencia podemos afirmar que este producto interaccional (a” A”) favorecerd la
retencion de (a”) y por lo tanto servira de anclaje para la comprension de los conceptos

de limite y continuidad.

El producto de la interaccion del proceso de aprendizaje no es solamente el nuevo
significado de (a’), sino que incluye la modificacion -transformacion- del subsumidor y
es el significado compuesto (A’ a’)

El andlisis desde la Teoria sociocultural, se planted a partir de la concepcion que
Vygotsky esbozd sobre los procesos mentales superiores donde se consideran como
funciones de la actividad mediada, e implanta los instrumentos materiales y los
psicologicos, indica, ademas, que la accion humana, tanto en el plano social como en el

individual, estd mediada por herramientas y signos.
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El acto instrumental en este mapa conceptual es la utilizacion y el manejo de
simbolos y signos como f(x), que desarrollan en los estudiantes durante el proceso de
mediacion del cual emerge los conceptos de variable, conjunto, dominio, rango entre

otros, esto implica una atencion consciente y mediada, una memoria voluntaria.

En este sentido, los estudiantes otorgan significado al concepto de funcién a
tramos, es mas una accion mediada e interiorizada mediante una idea o representacion
codificada en simbolos culturales e histdricos como f(x) en el acto de escribir en el mapa
conceptual. Es decir, se recupera la conexion de la mente con el mundo externo, es

recuperar el sentido y no sélo el significado del concepto.

Desde esta Teoria el conocimiento se desarrolla a través de la interaccion entre los
individuos y su medio, por lo que la interaccion, y la mediacion por medio de material

son elementos indispensables para que se produzca aprendizaje.

El conocimiento se funda de manera social, lo cual implico tener aprendices
activos, en el sentido de realizar una labor conjunta, que observan y participan en
actividades culturales en relacion con los contenidos adquiridos previamente por el

individuo en su interaccidn con otros.

Desde el material potencialmente significativo cimentado en la RP, los estudiantes
identifican los contenidos y se plantean los objetivos de aprendizaje. Lo anterior facilitd
la comprension de los conceptos de dominio y rango y funcién a tramos, conocimientos

relacionados con los ya aprendidos significativamente.

La actividad de RP a través del material contribuy¢ al desarrollo de conocimiento,
y a activar los procesos mentales superiores como dibujar, escribir, contar, ello indica

que es una actividad mediada socialmente significativa (Kozulin, 1994).
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Podemos afirmar que el desarrollo de conceptos -mapa conceptual- a partir del
concepto de funcion, permiten a los estudiantes la participacion en la construccion de
objetos matematicos, ademds, admitimos que el conocimiento es estable como
consecuencia de que pueden articular las diferentes representaciones del concepto sin

contradicciones (Kaput, 1989).

Comprender significa percibir mentalmente algo, adquirir el significado de algo,
reconocer en un objeto todo lo que en €l es conocible. La comprension en este sentido,

resulta como un modo manifiesto de conocimiento.

Los anélisis anteriores han permitido la consecucion del objetivo: Identificar la
posible vinculacion de los aprendizajes significativos adquiridos con el desarrollo de
nuevos conceptos y conocimientos matematicos a través de la RP que involucran la
funcion a tramos, mediante un material educativo disefiado para ser potencialmente

significativo.
7.2.4. Pregunta 4

Consideremos el siguiente limite : lirn3 (B3x—4)=5
xr—

Este limite puede interpretarse como: cuando x estda muy proximo de 3, entonces
3x — 4 esta muy proximo de 5, o, se puede aproximar 3X —4 a 5 tanto como se desee
tomando x suficientemente préximo a 3.

En este sentido, ;se puede hacer que 3x — 4 diste de 5 menos de una unidad?

Compruébelo.

Esta pregunta esta planteada en el registro algebraico y pretende que los estudiantes
comprendan el significado del limite como una aproximacion a un numero a partir de

diferentes registros, lo cual obliga a dar una explicacion de tal comprension.
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Los grupos respondieron de diferentes formas, usando algunos tipos de registros.
Una primea clase de respuesta toma aproximaciones a 3, como se muestra confirma

en la ilustracion siguiente, a la variable independiente se le asigna un valor de 2.999.

Tlustracion 20

Cdlculo de un grupo de estudiantes de un limite por aproximacion

LA (he—u)=5
y Gl %
B\ v,m,qqq)—u:u.qqﬁ.--~5 en o5 AC
N
N Luvws (5?(>t| =
) o - %999 ) Lp LAY
> £ R mheS:  Ob ono uwdad
teH Y v A ble 2
; 3-8
Qv P &S de VN0 cenye ° Y CA
(v Bx-ys B3(300-uU=> $03 \verp, iy Wta e 3
A-*>3-of

wenos  9F  ong (‘pm4€5.ma

Otro tipo de respuesta se da en un lenguaje natural, asi se observa a continuacion:

Tlustracion 21

Explicacion sobre la comprension de limite

\ (=
PIELIGY - Homes  Tman, \?,,.A_lt A O
S 'r@»,f-\'«/ XX T ~\<_M\ o oMo O ”LQV‘*', EN )
» > _a - LY
- ja C O '\‘}4:@(_}\-'—-)\ —)\"‘)‘/’ A AeoxTeraacidn Ql’/ \o AL X OD e 1 nenss
eile S e PAATT)  Pryore  SACEX Tuhoad

de LAQ

Puede evidenciarse que este grupo comprende el concepto de limite a partir del
concepto de entorno, puede intuirse que conceptualizan una proximidad arbitraria que se
dé de 3. Es clara la posicion con respecto a la reduccion del entorno.
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Uno de los grupos usa el registro algebraico implicito en la definicion formal de

limite, como puede observarse a continuacion:
Iustracién 22

Demostracion formal de un limite, definicion métrica

l--‘r‘r' (’?J)(“Al)—'- 5_—" e Q<L |4 -a l< ‘:_A—a I ey~ L 1 <= ‘j r-‘C !‘\".t‘lr‘lr;\ D\rn_'lk
X—3 R \ [ 1
- DZ£l2,9-31< Je— 12 y~4 e B LC"H‘{-’-LP 2 anAo

J

I
[2x-Al< { | Endones ‘Z:l”‘éif/g }

L = _—
9 1 Y e :‘l <: j ” (:\! Ca 1\"‘:=,"1; = ¥ "\[:;.,—(-.v_r” -‘:T,:I;

ly=31< A [ X y2es < Ifz

Y . . 1 .
Lo anterior indica que si x dista de 3 menos de 3 » entonces 3x —4 dista de 5 menos

. € .
de una unidad. Por lo tanto, debe tomarse un § < 3 bara obtener el limite dado.

Lo que se ha demostrado es qué tanto puede aproximarse 3x-4 a 5, lo cual se expone
en las ilustraciones 19 a 23 se afirma “se pueden aproximar tanto como se desee” , para
lo cual basta con tomar una distancia arbitraria € > 0, para ello se halla un intervalo (3 -

6,3 + §) para x que satisfaga la condicion | 3x —4)- 5| <e.

Referente al registro geométrico -grafico-, lo exponen los estudiantes como se

aprecia en siguiente ilustracion.

En este registro, se evidencia la comprension del limite desde una interpretacion

geométrica, el punto (3,5), que representa a (xo, L) es un punto de la grafica -recta-
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El punto de acumulacién xo = 3 con 3 en el dominio de f(x), es la parte importante
del concepto de limite que desarrollan los estudiantes, es claro para ellos se tiene un

entorno con centroen 3: Vs (3)=(3- 6,3+ 6) tal que f(x) € (L-¢,L + €) .

El limite de una funcién ha sido comprendido por los estudiantes como una forma
de aproximacién a un punto. La comprensién entendida como cuando “el individuo
perciba las representaciones del objeto como medios de expresion de un mismo objeto y,

por tanto, independice el objeto de sus representaciones...” (Pecharroman, 2013, p. 132).
Iustracién 23

Forma grafica y tabular del limite

U

-
5

-
i
P

—
W
N
ol
x|
-

[ I ¥ ST L R

|

— g —
4 2 3 4 - €

|

Lo anterior indica que no importa lo cercano que estan las rectasy =L+ ey, y =
L- € se pueden obtener las rectas verticales x =Xo + § y x = Xo — &, de tal forma que todos
los puntos de f(x), excepto posiblemente (Xo, f(x)), estén entre las rectas verticales y las

horizontales.

Podemos afirmar por lo tanto que, los estudiantes han tenido un AS con nueva
informacion sobre el objeto limite de una funciéon. Al mismo tiempo afirmamos que hubo
adquisicion de significado para ese objeto, lo cual se revela en el uso de los simbolos y

signos, de asociar de manera coherente las correspondientes representaciones

263



algebraicas, graficas, simbolicas o tabulares con los conceptos previos en la estructura

cognitiva de cada uno de los estudiantes.

Es evidente como el aprendizaje es un fendmeno social, ocurre y se desarrolla en

las relaciones establecidas entre sujetos mediados por intercambios simbdlicos e

instrumentos materiales. De esta manera, el entorno social constituye la fuente en la que

se basa el desarrollo conceptual.

7.2.4.1. Categorizacion desarrollo de conocimiento. A partir de la pregunta

cuatro, solo analizaremos el anclaje de los conceptos que intervienen en el problema y el

desarrollo de conocimiento matematico subyacente en la respuesta.

Tabla 26

Anclaje concepto limite

Categorias  Subsumidores Tipo de Anclaje de Desarrollo AS

L. aprendizaje conceptos de conocimiento.

Limite por - limite de la N
aproximacion y funcién a Comprension.

limite formal tramos
A Si R,CyP  Gréficay Concepto de  Evidencia
analitica. limite de una
funcién a de AS

tramos por
aproximacion
y utilizando el

concepto

formal e — §
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La tabla siguiente realiza una apreciacion de las formas de desarrollo de
conocimiento matematico cuando los estudiantes solucionan una actividad referente al

limite de una funcion.
Tabla 27

Desarrollo de conocimiento

Categoria Subcategoria Desarrollo de conocimiento

Dominio Xo punto de acumulacion de un conjunto A,
donde, A tiene puntos diferentes de Xo, en
cualquier proximidad que se dé a Xo.

2 Aproximacion al Sustitucion de la variable por un valor.
§ concepto de limite Realizacion de tabla de valores aproximados
% a Xo
O . U TIN

Referencia conceptual ~ Punto de acumulacion, limite por

aproximacion.

Limite Concepto formal de limite, por € — §.
o .2 Registros semioticos Articulacion  entre registro grafico 'y
© 3 variacional.
£5 3%
292 9 . . . .
& © Variaciones Concepto de limite a partir de la grafica
O . .7
& @ conceptuales realizada, punto de acumulacion y entornos.

7.2.5. Pregunta S
Calcule el siguiente limite en x=2 de la siguiente funcion:

( x—1six<?2
f(X)_{—Zaﬁ-Ssix >2

a. (Es importante conocer el dominio y el rango de la funcién?

b. (Tiene importancia el cdlculo de imagenes?
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c. ¢Tiene importancia realizar una grafica de la funcién?

d. Compruebe por la definicion formal que el limite es el obtenido.

e. ¢Qué sentido tiene la funcién a trozos en el calculo de limites?

f. ¢Qué significado le otorga al concepto de limite de una funcion?

Realiza un mapa conceptual de los conocimientos previos utilizados en la

solucién de la actividad.

Los estudiantes responden sin dificultades el problema del limite, recurriendo a los

limites laterales, como se observa en la Ilustracién 24.
Ilustracion 24

Limite de funcion a tramos. Uso de limites laterales

>
|

Los estudiantes han integrado el significado de la nocion de limite puntual de una
funcion a tramos. Para ello utilizaron conocimientos previos de limite lateral, que fueron

anclados con anterioridad.

Construyeron un proceso de aproximacion a un nimero determinado (x = 2) en el

dominio a partir de los valores de x por la derecha, y por la izquierda de x.
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Se evidencia que los estudiantes ya poseen un dominio del contenido matematico,
a un nivel procedimental. Esto a su vez, tiene repercusiones en cuanto a la estrategia de
uso del material potencialmente significativo, lo que se sustenta en el uso, de algoritmos

y reglas referentes al concepto de limite lateral aplicado a la funcion a tramos.

El uso de instrumentos, en este caso el material potencialmente significativo en la
mediacion influyd en el desarrollo cognitivo, podemos afirmar que los estudiantes han
logrado intercambio de significados del objeto limite de una funcién, y en particular han

comprendido el concepto de funcion a tramos.

Los estudiantes responden a los items a, b y c ligados al célculo del limite de la

funcién a tramos.
Tlustracion 25

Anclaje del concepto de funcion a tramos

A)g\ dominio e \a -;Func:.’rj)n permite estublecer- \os
elementos oel ango 4 per ello \a TmMmporfoncia en
e \')o(waj,qs en el cslculo e \irmster

\a ProxSTmg dod =
cuoondo Se —trata

cAe A (:Unc,‘?éﬂ,en especTal
e \a pondion @ _'ffb"’"‘c"g« Vo
RS cslwlo e Tmazenes e, Smba, =S S \
Fun(jb’r\ c,."\(UMOi qeu\?lCiY las {&ON};\?‘F‘{QQO{‘QJ 0\
cereorse a) Eonto de acvmulaeicn o oe elly
depende Lea éxﬁ&*en(ff! e \Vimite ole lg F“)ﬂcjon‘
C)C\;umdo e ATene \a Cﬁ?_j(u’FTLq st I A /cxg
;\:\o* ATr cle \a expie STon oi§)e6*0?<‘q es ~mas Faa
o Gyener \oos PV nYos el d@(v\?(\?Q Vi xVoos <
‘Por\j‘o e Glouomoulacidn - Nissa\Szor (CSro Se
ocbiTernen los endorrmos Agﬂg_)&, son o e clan

Se observa en la anterior ilustracion coémo los estudiantes establecen argumentos -
forma verbal- mas alla del manejo simbolico que relacionen el dominio y el rango de la
funcion a tramos y en particular dotan de significado a la funcion a través de la nocion

de relaciones entre variables -pares ordenados-.
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Por otra parte, igual que en las representaciones métricas coinciden que el entorno
debe ser reducido “puntos del dominio proximos al punto de acumulacion” que es
coherente con lo indicado, lo anterior muestra que los estudiantes poseen un esquema
previo en la estructura cognitiva, y asocian un significado por medio de la aproximacion

-forma métrica del limite-.

Lo anterior verifica la hipdtesis que planteada: Es posible tanto comprender como
dar significado a un objeto matematico, cuando se tiene la capacidad de realizar
transformaciones y transitar por diferentes sistemas de representacion del objeto en

cuestion.

Desde el sustento tedrico sociocultural de la investigacion, se plantea que el
conocimiento matematico se fundamenta en las précticas sociales. Son estas practicas las
que favorecen el desarrollo del conocimiento matematico, durante la actividad de RP. Es
la praxis mediada por el material potencialmente significativo la que favorece y permite

la emergencia y significacion del concepto de funcion a tramos.

El material didactico indujo al estudiante al uso de diferentes registros de
representacion como el grafico, simbdlico y escrito, los cuales son convenientes en el

desarrollo del conocimiento matematico y la comprension del concepto.
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Tlustracion 26

Solucion dada por un grupo al limite de la funcion por concepto métrico
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En el contexto de la RP matematicos -en el registro simbolico- las practicas sociales
son las actividades realizadas por los estudiantes, durante la actividad se comprueba la

forma en que se aborda primero desde un procedimiento aritmético y luego con un

proceso desde la concepcion métrica.

La comprension se encuentra basada en la coordinacion de los dos registros de
representacion -aritmético y métrico- tal coordinacion se pone de manifiesto por medio

del uso rapido y la espontaneidad de la conversion cognitiva, la simbolizacion y la

validacion de la solucion del problema.

Por otro lado, en el desarrollo del conocimiento la ilustracién 26 da evidencia sobre
la relacidon sujeto-objeto estd mediatizada tanto por el material potencialmente

significativo como por la presencia del otro, donde los estudiantes logran interactuar,
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esto indica que los estudiantes han logrado interiorizar el concepto de limite de una

funcion al aplicarlo en la comprobacion del limite obtenido.

Las acciones que intervienen durante el proceso de comprobacion del limite, estan
operando no solo con niimeros sino con expresiones analiticas sobre un caso particular.
Esta forma de proceder hace parte de la instanciacion del saber, entendido como pura

posibilidad.

7.2.5.1. Categorizacion de anclaje de conceptos y AS. El proceso de
codificacion para el anclaje de subsumidores, con material potencialmente significativo
y desarrollo de conocimientos matematicos, permite identificar la conceptualizacion el

AS del objeto subyacente en problema.
Tabla 28

Anclaje de subsumidores y AS

Categorias Conocimientos Anclaje del AS

segun tipo . concepto

representacion previos

A Dominio como intervalo. ~ Se anclan para Existe

Rango como intervalo. nuevo asimilacion
Iméagenes. conocimiento del concepto
Limites laterales. funciones a funcion a
Punto de acumulacion. tramos. tramos.
Entornos
Limite por  definicion
métrica.

e. (Qué sentido tiene la funcidn a trozos en el calculo de limites?

Uno de los grupos realiza la siguiente explicacion:
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Tlustracion 27

Sentido dado a la funcion a tramos por un grupo

El grupo reconoce la importancia de los limites laterales, donde el concepto de
continuidad puntual de funciones reales de variable real en particular la funcion a tramos

es considerado un eje basico para los estudiantes.

En nuestra estrategia de disefio presumimos la nocioén de continuidad puntual como
una consecuencia de la discontinuidad puntual, y es precisamente lo que los estudiantes
indican al afirmar que la funcion a tramos tiene a Xo como punto desde donde se analizan

los limites laterales.

El material es mediador para que la nocion de continuidad puntual se estabilice en
la estructura cognitiva, esto es, que les sirva como un medio para analizar las
discontinuidades de orden puntual. De esta forma, se ha realizado el anclaje del limite de

una funcion, en particular de la funcion a tramos.

Los estudiantes inducen la forma en que se va desarrollando el conocimiento
matematico del concepto del objeto estudio de caso funcion a tramos, ademds se
establece como el material potencialmente significativo en un sistema de practica social
y cultural aporta a la comprension, el sentido y el significado dado a la funcién a tramos
por los estudiantes, a partir de los subsumidores dominio, rango, imagenes, punto de

acumulacion, limite y limites laterales.
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La practica social y el desarrollo del conocimiento matematico bajo este enfoque,
requiere del vinculo de aspectos sociales, como la comunicacion, la puesta en comun de

acuerdos y la construccion de registros de representacion.

e) ¢Qué significado le otorga al concepto de limite de una funciéon?

Al item anterior, la mayoria de los grupos coincidieron en la siguiente respuesta:
Iustracién 28

Significado de limite dado por un grupo

Observamos como los estudiantes no se focalizan en la definicion formal del
concepto de limite, de esa manera no dejan de lado algunos aspectos fundamentales de
su AS, por el contrario, de alguna manera se centran en una situacién especifica
desarrollada en las actividades anteriores, lo cual indica que dejan explicito el calculo del

limite de la funcion utilizando tanto el limite por la izquierda como por la derecha.

Otro grupo expresa lo siguiente:
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Tlustracion 29

Significado de limite de una funcién por otro grupo
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En este concepto se encuentran en las ideas basicas de aproximacion y de tendencia
de la variable independiente, ademads, la conceptualizacion dada por los estudiantes
vincula las nociones historicas dadas por D’ Alembert y Cauchy, aunque no con un rigor

matematico.

Es una argumentacion verbal acompafiada de un registro de representacion, propio
de la Teoria sociocultural, con la cual los estudiantes pueden hacer al momento de
articular sus expresiones lingiiisticas con representaciones simbodlicas que otorgan

elementos esenciales al concepto de limite.

La atribucion de significad al concepto de limite es producto no solo de la
interaccion social, también de significados claros y estables en la estructura cognitiva y
por supuesto del uso de un sistema de signos -procedimientos- utilizados en la
comprobacion del limite propuesto para alcanzar finalmente una transformacion del
objeto limite mediante negociacion de significados durante la practica social en que se

desarrolla la actividad de RP.
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Se aprecia como el concepto dado a la continuidad puntual tiene un cimiento

adecuado a partir del cual los estudiantes van mas alla de lo que se indaga, pues la idea

de continuidad y el limite de una funcioén continua en un punto, parecen cumplir con los

argumentos razonables y sea posible construir significados asociados a la continuidad

global.

7.2.5.2. Categorizacion desarrollo de AS. En la siguiente tabla se encuentran

diferentes tipos de AS de acuerdo al anclaje del concepto de limite formal y limite por

aproximacion.

Tabla 29

Anclaje del limite de una funcion a tramos por uno de los grupos de estudiantes

Categorias Subsumidores Anclaje Conocimientos AS
de .
conceptos previos.
A Limite por Forma Concepto de Evidencia
aproximaciéon  analitica y limite de una
limi - de AS:R,Cy
y limite formal verbal. funcion a P
tramos por ’
Se otorga . .
. aproximacion,  E] tratamiento
significado , .
o limites laterales v
al limite - .
de la y utilizando el conversiones,
funcis concepto de registros de
uncion .,
formal e =6  representacion
y la
coordinacion
entre ellos
constituyen la
clave del AS.

Fuente: Elaboracion propia
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7.2.5.3. Categorizacion de desarrollo de conocimiento y comprension. En
las tablas 29 y 30 se observan las formas de desarrollo de conocimiento matematico

cuando los estudiantes solucionan una actividad referente al limite puntual de una

funcion a tramos.

Tabla 30

Desarrollo de conocimiento limite funcion a tramos

Categoria Subcategoria  Desarrollo de Comprension
conocimiento
Subsumidores
Dominio Xo punto de Xo como parte
acumulacion de del dominio. PK
un conjunto A del
Rango dominio de la C(.)no.cen Sus
funcidn a tramos. principales .
representaciones,
Imégenes el significado de
proximas al limite cada una.
L.
Aproximacion  Concepto por Operan con las
al concepto de  aproximacion reglas internas
8 limite puntual al punto de cada sistema,
= de acumulacion. convierten una
% representacion
o en otra.
Referencia Punto de Punto de
conceptual acumulacion, convergencia se
limite por toma como la
aproximacion. imagen.
Limite Concepto formal ~ Demostracion
de limite, por e —  formal del limite.
6. Demostracion Concepcion
del limite de la métrica

funcion.
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Semioticos Representacion de Uso de los
limites laterales. limites laterales.

2 Articulacion de

‘5 las diferentes

E; representaciones
del concepto sin
contradicciones

Este analisis cualitativo nos permite concluir que cada uno de los fendmenos
evidenciados en las tablas da cuenta de como los descriptores estan en correspondencia
de manera directa con cada uno de los cinco primeros niveles del modelo de Pirie &

Kieren:

Conocimiento primitivo: Reconocen una funciéon como una relacion entre variables
establecida por una definicion formal. Usan la definicion de € — § para calcular el limite
de una funciéon. Reconoce el limite de una funcion por limites laterales, obviando su
grafica, manifestando una idea intuitiva de limite, sin hacer uso de la visualizacién

geométrica para calcular su valor.

Creacion de la imagen: En este nivel los estudiantes crean imagenes mentales, que
no necesariamente son pictdricas, para transmitir significados a través de ellas, tales
significados permiten obtener informacion sobre el objeto matematico como reconocer
la existencia de funciones por tramos, describir el comportamiento desde los puntos de

acumulacion.

Comprension de la imagen: En este nivel los estudiantes sustituyen las imagenes
asociadas con una sola actividad por imégenes mentales que se consideran orientadas por
un solo proceso. De acuerdo con esta consideracion, los descriptores de este nivel son:
Establecen el valor de una funcién en un punto, haciendo uso de un proceso algoritmico,

usan la definicion normal de limite de una funcion en un intervalo funcién para calcular
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su valor en un punto de acumulacion, reconocen que el valor limite se puede alcanzar en

un punto a través de varios procesos

Observacion de la propiedad: Los estudiantes en este nivel estdn en la capacidad
de construir un concepto-definicion de limite, creado a partir de la interaccion entre las
diversas imagenes vinculadas en vez de las imagenes desconectadas. Los descriptores
correspondientes a este nivel de comprension seran: relaciona los conceptos de
continuidad y discontinuidad de una funcion. Se establece que, si se tiene una
representacion geométrica o algebraica de una funcion, es mas facil acceder a la

realizacion de su limite, si se conocen los conceptos de limites y continuidad.

Formalizacion: en este nivel los estudiantes enuncian y considerar una definicién
matematica formal de un concepto o algoritmo, sin hacer referencia a una accion o
imagen particular. El estudiante produce verbalizaciones sobre el concepto de funcion
continua, comparandolo con el de continuidad dando un concepto a partir de la tendencia
de los limites de la funcién., la produccion es similar al concepto formal o riguroso

matematico.

Grafica 13

Andlisis comprension del concepto limite funcion a tramos

—

Avance

comprension

Fedd Back
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El sexto nivel llamado observacion, el descriptor principal es la combinacion de
las definiciones, teoremas utilizados en la demostracion del limite de la funcion,

identifican elementos esenciales que los relacionan coherentemente.

En el nivel de estructuracion, el descriptor hace referencia a la forma en que los
estudiantes tomaron conciencia del concepto de funcion a tramos y la refinan realizando
relaciones entre la imagen, el dominio, el punto de acumulacion y asi interconectan los
diferentes teoremas y propiedades de la funcién a tramos para llevar a cabo el limite de

una funcidén a tramos.

Podemos concluir que los estudiantes han comprendido el concepto de funcién a
tramos y han adquirido AS del concepto, refinandolo y relaciondndolo coherentemente
con el concepto de limite. Es de anotar que siempre realizaron un Folding back o
redoblaron hacia la construccién de imagenes tanto en forma mental como en su ausencia
pictorica, deben regresar a conocimientos anteriores y realizar una revision y
reelaboracion de los mismos, para regresar al nivel externo y poder avanzar al siguiente

nivel, con el fin de asegurar la efectividad de la comprension del concepto.

Se ha logrado formalizar el objetivo: Establecer como el material potencialmente
significativo en un sistema de prdctica social y cultural aporta al aprendizaje
significativo de los estudiantes referente a la funcion a tramos a partir de los

subsumidores.
7.2.6. Actividad

Realizar un mapa conceptual de los conocimientos que emergieron al desarrollar los

items anteriores.
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Varios de los grupos realizaron un mapa conceptual teniendo en cuenta el limite de

una funcion y otros realizaron desde el concepto de funcion.
Iustracién 30

Mapa conceptual de un grupo de estudiantes
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La ilustracion anterior muestra como los estudiantes anclaron el concepto y
significado de limite de una funciéon y de la funcién a tramos, se evidencia que el
concepto ha sido comprendido, lo cual indica que las construcciones emprendidas a

través del manejo del lenguaje verbal, el uso de simbolos son instrumentos esenciales en

el AS.
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Los estudiantes utilizan el mapa conceptual para integrar, atribuir significados y
diferenciar conceptos referentes al limite de una funcidén, como un recurso de

aprendizaje.

Otro proceso que se refleja en el mapa conceptual elaborado por los estudiantes es
el establecimiento de relaciones entre ideas, conceptos y teoremas ya establecidos en la
estructura cognitiva, o sea relaciones entre subsumidores. Los elementos que ya existen
en la estructura cognitiva en conjunto con la diferenciacion progresiva, adquieren nuevos

significados y llevan a una transformacion de la estructura cognitiva.

Por ejemplo, los estudiantes tienen los conceptos de limite y funcion a tramos
claros y estables en su estructura cognitiva, la funda los relaciona y organiza con sus
significados, de manera que los ve claramente como expresiones de un concepto mas
expansivo como es la derivada. Esa transformacion, esa reorganizacion cognitiva, esa
forma de relacion significativa, es la reconciliacion integradora. Lo que equivale en la
comprension del modelo de Pirie & Kieren a una estructuracion del concepto de funcion

a tramos, para el desarrollo del limite propuesto.

El concepto de funcién a tramos (a) es el concepto a aprender por parte de los
estudiantes, este debe poseer el concepto de dominio, rango e imagen (A) en su estructura
cognitiva -conocimientos previos-, el nuevo concepto especifico de funcion a tramos fue

asimilado por el concepto mas inclusivo -funcion- (A’ a’).
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Grafica 14

Anclaje del concepto de funcion a tramos
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Si consideramos que la funcion a tramos consta de una serie de funciones y que el
dominio y el rango se obtienen como uniones de sus respectivas funciones, no solamente
el concepto de funcidon a tramos podra adquirir significado para el estudiante, sino
también el concepto de dominio y rango que ya poseia sera modificado y se volvera mas

inclusivo, lo cual le permitié comprender el limite lateral de una funcion.

Sin duda, el producto de la interacciéon A’ a’ puede cambiar posteriormente; luego
la asimilacidn no es un proceso que termine después de un aprendizaje significativo sino,
que continua a través del tiempo y puede abarcar nuevos aprendizajes asi como la pérdida

de la capacidad de memoria y reproduccion de las ideas subordinadas.

Lo anterior se evidencia en la forma que son conectados cada uno de los conceptos
y como han logrado un conocimiento estable e incorporado en su estructura cognitiva.
Los usos de instrumentos en la mediacion han sido creados a lo largo de la historia de las

sociedades e influyen en el desarrollo social y cultural (Moreira, 2000).
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En el camino hacia el AS, el concepto de limite lateral es el que interactian con el
nuevo conocimiento desarrollado por los estudiantes: el concepto de funcién a tramos y
que sirven de base para la atribucion de nuevos significados al limite de una funcién a

tramos, los cuales van del mismo modo modificandose en funcién de esa interaccion.

Desde el modelo de la comprension de Pirie & kieren (1994), se explora, por
ejemplo, la definicion de limite lateral y significado, y la definiciéon formal de limite, su
adquisicion diferenciada es progresiva, a medida que los estudiantes van aprendiendo
significativamente la funcion a tramos, el subsumidor limite lateral y limite de una
funcién se va tornando cada vez mas elaborado, mas diferenciado, mas capaz de servir

de ancla para la atribucion de significados a nuevos conocimientos.

Grafica 15

Avance: hacia la comprension del concepto de funcion a tramos

—
Avance

Desde la Teoria del AS este proceso caracteristico de la estructura cognitiva se
llama diferenciacion progresiva, lo cual significa que los estudiantes son conscientes de
como los teoremas estan interrelacionados y necesitan una demostracion formal o

verificacion, mediante argumentos meta-matematicos o logicos.
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Segiin Moreira (2000) “La reconciliacion integradora y la diferenciacion
progresiva son dos procesos dindmicos que ocurren en el curso del aprendizaje
significativo. La estructura cognitiva se caracteriza, por tanto, por una dindmica que lleva

a una organizacion del contenido aprendido” (p. 32).

La organizacion del contenido es jerdrquica, es resultado de un proceso dinamico

que surge del AS, el cual es inducido por el material potencialmente significativo.
7.3. Material de trabajo 2

Objetivo: Disefiar material potencialmente significativo que incluya a la funcién a

tramos.

Debe presentar, ademds, un mapa conceptual que incluye algunos conocimientos

previos que se supone debe tener para anclar el concepto de funcidn a tramos.

En este reporte se caracteriza por evidenciar un acercamiento conceptual muy
refinado de los fenémenos de estudio, especificamente la funcion a tramos donde los
estudiantes describen el significado de los conceptos que intervienen cuando proponen

problemas para un material creado por ellos.

El material didéctico propuesto para esta actividad, consiste en la elaboracion de
un material potencialmente significativo, que orienta al estudiante a desarrollar tanto

conocimientos como el anclaje del concepto de funcion.

Con la intencion de vincular la nocion de AS con las ideas de la vision
sociocultural, y en particular con la RP, presentaremos el material disefiado por los

estudiantes que consideran potencialmente significativo.
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7.3.1. Problemas propuestos por los estudiantes

Todas las actividades de aprendizaje propuestas se introducen en el material de
aprendizaje potencialmente significativo mediante elementos que posibilitan su

realizacion.
Ilustracion 31

Material potencialmente significativo propuesto por un grupo
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El problema propuesto sugiere una forma de introducir el concepto de funcion a
tramos, sin focalizarse en representaciones, sino en un contexto social que incorpora el
concepto. “Las teorias socioculturales en educaciéon matematica surgen precisamente del
énfasis en una concepcion del conocimiento matematico como proceso social y cultural”

(Planas, 2010, p. 164).

Los estudiantes presentan un material en el cual realizan un contacto con la cultura
y el entorno, este tipo de actividad involucra la cognicion situada como parte de la
premisa de que el conocimiento es situado, es parte y producto de la actividad RP, el

contexto y la cultura en que se desarrolla y utiliza. los servicios publicos.

284



Para los estudiantes, la factura de servicios publicos es una matriz cultural que
incorpora tanto la dualidad proceso de RP y de objeto como de una representacion del

concepto de funcion a tramos.

Otro grupo de estudiantes realizo la siguiente propuesta:
Iustracién 32

Material potencialmente significativo propuesto por otro grupo de estudiantes
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El problema propuesto por los estudiantes sugiere una forma de utilizar el concepto
de funcion a tramos, focalizdndose en la RP con representaciones graficas, en un contexto
en que el conocimiento y aprendizaje han sido trasmitido a través a través de la cultura

de los libros de texto.

En la propuesta de los estudiantes podemos observar como se complementa las
Teorias Sociocultural y Cognitiva del AS. Por una parte, se piensa la actividad
matematica de RP en un contexto, situado en la realidad de los estudiantes que lo realizan.

La otra propuesta de RP es sin duda producto de la cultura historica, basada en la
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ensefianza tradicional como participes de grupos culturales ubicados en una sociedad y

en un periodo de tiempo determinado.

Se destaca, ademas, el desarrollo de conocimiento matematico a través de los
saberes matematicos, los cuales se formaron histéricamente mediante procesos de
reflexion e interaccion con el uso compartido de conocimientos transmitidos de generacion
en generacion, con un sentido didactico, epistemoldgico a través del rol de la practica

social.

Ambos grupos se ubican en contextos amplios de influencias historicas, sociales y
culturales que explican en parte sus acciones y el uso de ciertos mediadores “formas de
razonamiento, artefactos fisicos y culturales, modos de comunicacién” (Planas, 2010, p.

166).

Los estudiantes han tomado conciencia no como un mundo interior ya que expresa
las relaciones del individuo con otros y con su entorno social circundante (Moura, 2010).
es. la forma de expresion del sujeto con las relaciones social, cultural e historica. Desde
una vision vigotskiana el aprendizaje implica la comprension e internalizacion y uso de

los simbolos y signos de la cultura y grupo social en la cual estdn inmersos.

Un grupo propone el siguiente problema:
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Tlustracion 33

Problema propuesto por uno de los grupos grupo
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En la ilustracidon se demuestra como los estudiantes logran una relacion consecutiva
con la actividad anterior, se desea obtener una generalidad de la funcion a tramos.
Aunque se ubica referencian un pais hipotético, del mismo modo, presentan un material
en el cual realizan un contacto con su cultura y el entorno, este tipo de actividad también

involucra la cognicion situada.

Las proposiciones de los estudiantes estan relacionadas con la estructura cognitiva
para producir un nuevo significado compuesto, en el cual se reconoce que el
conocimiento del objeto de saber funcidon a tramos se hace posible mediante la labor
conjunta en la practica social y la comprension que otros estudiantes conservan de este

objeto.

Los estudiantes han utilizado recursos simbolicos. Podemos decir que el mapa

conceptual -signos, simbolos, férmulas, tablas- le ayudan a dominar sus propias
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funciones psicoldgicas naturales de percepcion, memoria, atencion. “Actuan como un
puente entre los actos individuales de cognicion y los requisitos simbolicos

socioculturales de esos actos” Wertsch (1993, p.19).

El material propuesto posee subsumidores y estas caracteristicas no son arbitrarias,
ya que posee un significado logico. Es un material organizado y no arbitrario. estamos
ante un estudio de la naturaleza del contenido mismo, sus rasgos esenciales, lo que hace

necesario que llevemos a cabo su andlisis conceptual.

El significado logico es un significado que depende de la naturaleza del material
que esta dirigida a la comprension del concepto de funcion a tramos, y por eso un grupo
plantea como puede obtenerse, para ello usa como estrategia la factura de servicios
publicos. Otro grupo plantea un problema en el cual debe tener en cuenta como resolverse
el limite a partir del dominio, utilizando los limites laterales, esto implica un AS del

concepto que poseen los estudiantes.

Al realizar el analisis conceptual de los contenidos disciplinares, observamos que
indaga las relaciones entre distintos temas, asociados a los elementos del concepto de
funcién a tramos -construir la funcion, hallar el dominio, calcular los limites laterales,
utilizar datos para resolver el problema -, y en este sentido se percibe una organizacion

secuencial que indica que el estudiante posee AS.
7.3.2. Mapa conceptual

Los mapas conceptuales son una especie de organizadores de las relaciones de los
conocimientos previos con los nuevos, forman una representacion jerarquica
esquematica de conceptos mas generales e incluyentes con los menos generales a través

de correlaciones conceptuales para formar una red de proposiciones progresiva.
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Un grupo de estudiantes propone el siguiente mapa conceptual en el que interviene

el limite de una funcion:

Tlustracion 34

Mapa conceptual del limite de una funcion a tramos

Limite de una funcion
a tramos

a partir de

4—’1\‘\‘__’

Aproximaciones

necesita a es un punto de acumulacion de A CR si y solo si
"% para todo V*r (a), existe V*r(a) nA + @, r > 0.

Lim_f(x) =L tablas
Entorno x tiende a, o Célculo de imégenes
Interesa el centro y el radio a punto de acumulacion del dominio de f(x)

Vr(x0)= (x0-r,x0+r),
|x-x0|<r

incluyen

convergen al Valores pequefios
\ delta de x para obtener delta de y

Limite de f(x)

si f(x) es por

requiere

[Definicién limite Iateral]

El mapa conceptual es el instrumento que mediatiza la actividad que liga a los
estudiantes no so6lo con el mundo de los objetos expuestos, sino también con otros
estudiantes, se fortalece como una herramienta de soporte académico frente al estudio
conceptual de la funcion a tramos y de limite de una funcion a través de la construccion
de estructuras jerarquicas conformadas por conceptos y palabras de enlace (Moreira,

2000).

289



El mapa conceptual identifica los conceptos claves que deben tienen los estudiantes
para anclar el limite de una funciéon a tramos, en el mapa se identifican conceptos
subordinados -definicion de limite, elaboracion de tablas-, superordenados -entorno,

punto de acumulacion-, inclusivos - limites laterales- y especificos —funcion a tramos-.

Puede afirmarse que el mapa conceptual realizado por los estudiantes logro plasmar
tanto la transformacion de los saberes de estos como el desarrollo de conocimiento, con
la identificacion y construccion de proposiciones, las cuales son definidas como las
relaciones entre conceptos de enlace que interactian de manera coherente, manifestando

la jerarquia de los conceptos subyacentes.

En el mapa conceptual se manifiesta como las relaciones establecidas son acciones
que los estudiantes tienen en la estructura cognitiva para operar sobre numeros y
expresiones analiticas. Establece la forma como realizaron la actividad y las exigencias

que permite a los estudiantes la emergencia de registros de representacion.

Para la comprension de un concepto como en el caso de funcioén a tramos, los
estudiantes han logrado resumir y generalizar diversas relaciones conceptuales que

ilustran cada una de sus partes e identifican los conceptos involucrados en los mismos.

Se resalta los subsumidores vecindad, tablas, imagenes, aproximaciones,
intervalos, como conceptos previos al concepto de limite, ademas, logran describir como

debe ser el comportamiento de la funcion a tramos.

Los estudiantes logran captar el significado de los simbolos o conceptos y
comprender lo que representan, lo cual se manifiesta en la estructura jerarquica del mapa
conceptual propuesto, asemejan en significado simbolos arbitrarios con sus referentes -

objetos, eventos, conceptos-, este proceso enfatiza un aprendizaje representacional y de
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conceptos, “como una subordinacion del material en relacion con la estructura cognitiva

preexistente” (Moreira, 2000, p. 27).

Este apartado fue clave en la consecucion formal del objetivo: Identificar la posible
vinculacion de los aprendizajes significativos adquiridos con el desarrollo de nuevos
conceptos y conocimientos matematicos a traves de la RP que involucran la funcion a

tramos, mediante un material educativo disefiado para ser potencialmente significativo.

Los problemas propuestos en el material potencialmente significativo y las
relaciones creadas en el mapa contextual, propician formas culturales de interaccion y
labor conjunta que hacen reflexionar en que sus significados culturales van a tener un

anclaje historico y social vinculado a la funcion a tramos y al limite de dicha funcion.
7.4. Material de trabajo 3
7.4.1. Pregunta 1

Objetivo: Resolver problemas sobre derivada que incluyen la funcién a tramos, lo
cual permite anclar el concepto de continuidad siendo el concepto de limite un

subsumidor.

Esta pregunta consta de dos items, que son analizados separadamente.

2
= >C
5. Dada la funcion: f(x :{ o B
iy ax+b,x<c
a. (La funcién es continua?

Un grupo de estudiantes utiliza el programa Geogebra y realiza la grafica de la

funcion para responder la pregunta.
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En la siguiente ilustracion los estudiantes comprueban la no continuidad de la
funcién a tramos. Esto evidencia que el aprendizaje de conceptos es un aprendizaje
representacional, es claro como el concepto de no continuidad es representado por una

grafica en particular cuando el valor de ¢ = -1.

Los estudiantes son conscientes de la necesidad de estudiar el fendmeno para

comprenderlo, para su logro incorporan los recursos que la tecnologia les brinda.
Iustracién 35

Continuidad-derivada

El material potencialmente significativo incita al uso del recurso tecnolégico como
el Geogebra, el cual es un instrumento mediador que, induce a los estudiantes al
desarrollo de conocimiento matematico, no reducido a un conjunto de habilidades para
operar con simbolos que, a su vez, permiten la transformacion de diferentes sistemas de
representacion como una expresion simbolica en otra, sino que, el medio computacional

permite anclar diferentes subsumidores como el limite por aproximacién y la continuidad
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de la funcién. Es decir, como principio orientador para lograr las modificaciones

deseadas en relacion con la estructura cognitiva de los estudiantes.

La mediacion instrumental es el apoyo visual que implicitamente refleja los saberes
de los estudiantes al aplicar el concepto de continuidad lateral: si a y b son nimeros reales

y si f(a) y f(b) existen entonces se dice que f(x) es continua: por la derecha de a si y solo

si lim f(x) = f(a) o . si lim f(x)=b )
x--at y por la izquierda de b siy s6lo x——b- , analizando y

concluyendo con un valor particular en ¢ = -1 la no continuidad de la funcion.

Los estudiantes utilizaron un recurso tecnoldgico como mediador en la resolucion
del problema, el Geogebra es un medio que mediatiza la actividad, las acciones que
realizan los estudiantes para indicar que f(x) no es continua, acciones inmersas en modos

culturales de actividad.

Los instrumentos materiales ayudaron a los estudiantes a visibilizar sus
pensamientos, a evaluar las relaciones matematicas y a tomar conciencia de los aspectos

conceptuales de los objetos matematicos. (Radford, 2006).

La estructura cognitiva necesita del soporte instrumental y fundamentado en la
préctica social, es el entorno social y cultural en el que se encuentran los estudiantes que
les permite el uso de las herramientas como mediador de la accion cognitiva (Armella,

Waldegg, 2002).

Lo anterior, indica la forma como median los instrumentos materiales, y ello nos
indica que todo acto cognitivo estd mediado por un instrumento que pueden ser
materiales o simbolicos (Wertsch, 1993), estos mediadores son precisamente parte del

material potencialmente significativo utilizado para propiciar el AS.

293



En dicho acto cognitivo, se reconoce que la actividad de RP tiene lugar en un medio
donde se interactiia socialmente, se negocian significados y se fundamenta el desarrollo
de conocimiento matematico. Alli se orientan tanto la naturaleza mediada de la actividad

cognitiva, como los sistemas representacionales para el desarrollo del conocimiento.

Queda entonces claramente confirmada la hipétesis: La influencia del AS apoyado
por un marco sociocultural posibilita la transicion hacia el desarrollo del conocimiento

matematico y la construccion de una relacion particular con el saber, basados en la

actividad de RP.

7.4.1.1. Categorizacion anclaje de conceptos. En la tabla siguiente se muestra
el resumen del anélisis del desarrollo de conocimiento a partir del anclaje del concepto
de continuidad de la funcion a tramos. Es importante destacar que, los conceptos previos
estan representados por un conjunto de conceptos, simbolos e imagenes que permiten

organizar un puente cognitivo que las relacione con los nuevos conocimientos.

Tabla 31

Anclaje del concepto continuidad

Categorias Conocimientos Anclaje del AS
previos concepto
continuidad
A Limites Se otorga Aprendizaje

laterales significado proposicional

Concepto de al limite de aplicados a la

limite de una la funcion. continuidad de

funcion a una funcion en

tramos por un intervalo.

tramos. Uso del
dominio a
partir de la

figura para
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observar la
discontinuidad.

7.4.1.2. Caracterizacion del desarrollo de conocimiento. A continuacion, se

presentan aspectos de desarrollo de conocimiento mas acentuado y la comprension del

concepto de continuidad de una funcion a tramos, a partir del subsumidor limite. La tabla

siguiente exhibe el desarrollo de conocimiento suscitado por el concepto de funcion a

tramos y como consecuencia de ello induce a una clase de discontinuidad de dicha

funcion.

Tabla 32

Desarrollo de conocimiento continuidad

Categoria Subcategoria Desarrollo de Comprension
conocimiento
Limites Se considera Comprensién como
f(x) posee generador de
continuidad imagen del concepto
removible. Vinner (1991): los
estudiante obtienen
conceptos cuando
construye la grafica
8 en Geogebra que
3) involucra el
g concepto de
© continuidad.
Aproximacion al concepto de Discontinuidad PK (Pirie & Kieren)
continuidad removible en
x=-1, un
punto

particular de
f(x).
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Referencia conceptual. Limites PK

laterales.

Registros semi6ticos Articulacion Los estudiantes
entre registro  perciben las dos
grafico y representaciones de
analitico.

la continuidad como
Representacion medios de expresion
visual que se  de un mismo objeto.
apoya en el

concepto de

limite lateral

por

aproximacion.

Variaciones conceptuales Concepto
grafico de
limites
laterales.

Registro de representaciones

Continuidad
puntual.

Las tablas anteriores evidencian como los estudiantes adquirieron una cierta
cantidad de conceptos, los han diferenciado y la adquisicion de otros nuevos se llevo a
cabo a través de la asimilacion de conceptos. En esta etapa se adquieren los significados
de los conceptos de limite y continuidad removible, al igual que el manejo de
proposiciones o teoremas referentes a la continuidad de la funcién a tramos por medio
de la relacionabilidad no arbitraria y sustantiva con ideas pertinentes de la estructura

cognoscitiva como los limites laterales.

La asimilacién permitird la interaccion entre el nuevo material que sera aprendido
y los subsumidores lo cual ocasiona una reorganizacion de los nuevos conocimientos y

del desarrollo de conocimiento.
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El siguiente item de la pregunta 1, tiene como objetivo anclar el concepto de

derivada a partir del subsumidor limite de una funcién a tramos.

b.;Qué valores debe tomar a y b (en funcidn de c) para que f” (c) exista?

El andlisis se llevard a cabo en diferentes secciones que han presentado los

estudiantes.
Vemos como los estudiantes otorgan significado a la nocién de derivada, a través

de su expresion analitica, como limite del cociente incremental. La resolucion del

problema destaca el rol que los estudiantes poseen referente al pensamiento y el lenguaje

variacional.
Tlustracion 36

Derivada de una funcion a tramos

. (X2 <1 X =C
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-}\C_TI % 4 \, = KR £C
- b
) e ? =k ntes el g Qe €]
, b § ¢ deben €y Q LLI 1 . C\.- - ) = ) ’\(T
’ o5 LMIC O € Y
aista . Ge AhE GamTiag- A et en ST
L X ’ ~ & S Ak e\\o ((\_)\.(_1_31\\\_/.)
Ao Ael doaine | pat - =
N = = Cx = =C <)
— ) - L. (e gt )_1———’—**_77 " _
- &< e > O » -
— e ¢ AT vz »mos s B J{- C Y Sea
2cx MO rd P
L eR e - o . C 2
L_,.‘jn N LJ,L\ < \_‘\_‘.) = K_}\_n v - C ’\3 o vlr*)‘”\ = g\‘ Cex=C
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Iniciar la resolucion del problema de la derivada con los limites laterales, subraya
la importancia de los conocimientos previos en la estructura cognitiva de los estudiantes,
esto les permite centrarse en la relacion entre razon de cambio y cociente incremental

para la comprension del concepto de derivada de la funcion a tramos.

Se puede inferir que los estudiantes han desarrollado o adquirido conocimiento
nuevo debido a que inician con la derivada puntual para llegar a la derivada en un
intervalo cerrado al determinar los limites laterales, en este caso hallan el limite por la
derecha de la funcion.

Siguiendo con la resolucion del problema, los estudiantes plantean:
Iustracién 37
Continuacion condicion derivada

jt_ ene uOS (/)}‘—’e’

Lim @ x+b-CE

. z
- LT 3
Lim L(:—)' Y / Virerohe
’\’P("‘- b ac+o-C° :#3 Q A el hm
T 4N C(,J ‘ ) i . p
- e =C . - it
- ”jac i i ’ > ol “k‘f’(’..r\ clé ('"d 10 <
O ( { LY ST
Loleral PO -

L :

LTm g (x) -t CC)_' No Converge o on \alor
X —=C A-C

,L,\g; g FoN AUdnh WO

Qe frﬁ ’\) Sga  derivobe cle e

l | ,
Cesia deriyadle, paQ

Ser et

ac 4b-02=0 =ct=-ac +b
Se evidencia que el limite por la izquierda de la funcion tiende a infinito, luego al

utilizar el teorema de continuidad sobre un intervalo: sea f definida en [a, b]. Se dice que
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f es continua en dicho intervalo si es continua en: i. (a, b), ii. a la derecha de a y iii. a la

izquierda de b.

Lo anterior demuestra el manejo de un universo de formas analiticas extensas en
significados por parte de los estudiantes, lo cual indica que comprendieron la funcién a
tramos como un objeto matematico sujeto a las operaciones que otros procedimientos
como el limite y la derivada se lleva a cabo sobre ella, cuando operan f(x) — f(c), f(x) —

¢?, estas son las operaciones de graficas en analogia con las variables o con los niimeros,

que a la vez son las traslaciones sobre el eje x.

De acuerdo con las ilustraciones 37 y 38 podemos afirmar que la influencia de los
contextos en la construccion del concepto de derivada, su significado y las
transformaciones entre diferentes representaciones se dan a partir de los subsumidores

de funciones en particular la funcién a tramos, los limites y la continuidad.

Tlustracion 38

Condicion de existencia f"(c) del problema
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Asi mismo, dan cuenta de las acciones para transitar por la representacion
simbdlica, como el limite del cociente incremental y el rol que ejercen los conceptos
previos como subsumidores. Este hecho subraya la importancia de los conocimientos
previos en la estructura cognitiva para que los estudiantes puedan comprender el

concepto de la

En las respuestas dadas en las ilustraciones anteriores, se vislumbra el desarrollo
del conocimiento matematico de los estudiantes, €l cual se ha observado a través del
proceso coherente de la resolucion del problema y actividades propuestas, de sus
conclusiones, que son cimentadas sobre varios aspectos y aplicaciones como el uso de la
herramienta computacional Geogebra para aprovechar por medio de los deslizadores, el

concepto de continuidad lateral.

En Geogebra, los estudiantes construyen la funcién, lo cual se constituye en un
aspecto relevante con la posibilidad de construir un universo amplio del concepto de
funcion a tramos a partir de las condiciones del dominio de la funcién. Cuando la variable
x recorre el intervalo A, el conjunto de todos los puntos de coordenadas (x, f(x))
constituye la representacion grafica de la funcion f a tramos.

Al mover los deslizadores se comprueba lo que han demostrado
procedimentalmente haciendo uso de teoremas sobre el limite y continuidad de una
funcion y la existencia de su derivada.

Las representaciones que han realizado los estudiantes en la ilustracion anterior se
interpretan en sentido amplio, como todos aquellos artefactos -signos, simbolos o
graficos- que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos y con las
cuales abordan y desarrollan el conocimiento matematico, es decir, registran y
comunican su conocimiento sobre los conceptos de limite, derivada de la funcion a

tramos.
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Tlustracion 39

Funcion a tramos, discontinuidad en c

a=103 .
-

— ) = | * x> —1.3
Al | 1.03x +2.24 :x < —1.3

a

|
4
W

El saber como sistemas de pensamiento y accion cultural e histéricamente
constituido, aparece en los estudiantes al utilizar el conocimiento previo sobre los limites
laterales, la continuidad, la propiedad distributiva y la igualdad como algo cultural de
como calcular f* (c), son los subsumidores que estdn en el curso de sus vidas -
dependiendo de las redes culturales, historicas y politicas de acceso al saber que operan
ubicuamente en nuestra sociedad- (Radford, 2018), estdn presentes en la estructura

cognitiva de los estudiantes.

7.4.1.3. Categorizacion de desarrollo de conocimiento y comprension. La
Se observa el proceso que han seguido los estudiantes desde la adquisicion de
significados de los conceptos de limites laterales y la continuidad puntual, que son
utilizados como conocimientos previos (PK), hasta el momento de determinacion del uso
adecuado del concepto de derivada de la funcion a tramos.
Tabla 33la tabla 33 se presentan aspectos de desarrollo de conocimiento, a partir del
subsumidor limite laterales para anclar el concepto de derivada puntual. Los estudiantes
utilizan el teorema de continuidad de un intervalo abierto, como parte de desarrollo de

conocimiento matematico: es continua en (a, b) si y sélo si es continuaenc, V c € (a, b).
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Se observa el proceso que han seguido los estudiantes desde la adquisicion de

significados de los conceptos de limites laterales y la continuidad puntual, que son

utilizados como conocimientos previos (PK), hasta el momento de determinacion del uso

adecuado del concepto de derivada de la funcion a tramos.

Tabla 33

Desarrollo de conocimiento derivada

Categoria Subcategoria Desarrollo de conocimiento  Comprension
Limites laterales. ~ Se considera la convergencia PK.
en un punto de una funcién a
tramos.
Aproximacion al Condiciones para la F: Utilizan los
concepto de convergencia de limites teoremas para
Derivada. laterales y el concepto de decidir sobre la
8 imagen de f'( ¢ ). conV.e’rgencia de la
= funcion en un
Q
unto.
g p
U . . .oy .
Referencia La derivada como la relacion S: Aplican el
conceptual. entre razon de cambio y concepto definicion
cociente incremental. y Pfocefilmlento de
derivacion de una
funcion a tramos.
Registros Articulacion entre registros 1M, IH.
semioticos. analiticos y algebraicos.
Grafica en Geogebra
Variaciones PK, F,S.
conceptuales.
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La grafica siguiente representa los dos saltos entre diferentes niveles, inicialmente,
se realiza una formalizacién del concepto funcion a tramos a través del uso de Geogebra,
donde se formaliza dicho concepto, demostrando que el anidamiento de niveles, asi
representado, ilustra el hecho de que el crecimiento en la comprension no es lineal ni
unidireccional. De hecho, cada nivel contiene todos los anteriores y esta incluido en los

niveles siguientes

El segundo salto “Folding back” -redoblamiento- acentiia y expresa de manera
grafica el hecho de que los estudiantes han comprendido el concepto desde una
naturaleza “embebida”, esto es, incluye dentro de si a otros muchos elementos y
procedimientos matematicos que intervienen en la definicion del concepto de funcion a

tramos para llegar a una estructuracion del concepto de derivada:

Grafica 16

Comprension de la derivada de una funcion a tramos

B ———
Inicio

Redoblar
—_—

‘ Avanzar

7.4.2. Pregunta 2

Esta pregunta se dividi6 en tres items, se analizan los dos primeros.
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Sea la funcidn:

7

o= 0= = 2
fGo) = Tx2—lx+6,2<x<5

a. (Es la funcion continua? Explique.

Este grupo de estudiantes inicia con el concepto previo de funcion valor absoluto
y su desarrollo para redefinir la funcion dada.

Tlustracion 40

Continuidad y derivabilidad funcion a tramos
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Los estudiantes utilizan el concepto de funcidn a tramos y reescribe la expresion
analitica para diferentes valores de la variable independiente x. Cada funcién f; (x) se
define como una representacion analitica de polinomios y o algunos simbolos, ninguna

de ellas es vacia. Respecto al dominio indican que se conserva, lo cual se infiere como
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que el dominio de la funcidn a tramos esta constituido por la unioén de los intervalos de

cada funcion.

Para el analisis de continuidad realizan el analisis en el intervalo [0,5], concluyendo
la continuidad en (0,8) ya que es continua en los puntos de empalme x =2 y x =5 en los

intervalos de la funcidn, aunque no realizan los limites laterales para x = 1.

Se aprecia el refinamiento de los subsumidores continuidad e implicitamente el
limite anclados en la estructura cognitiva como conocimientos previos, para expresar la
continuidad de la funcién a tramos en un intervalo cerrado [a, b] teniendo en cuenta el

analisis de cada una de las representaciones analiticas que constituyen la funcion f(x).

Por otro lado, los estudiantes representan en Geogebra la forma de derivar la
funcion a tramos, lo cual indica una forma de argumento para la continuidad de la funcion
a tramos. En este caso, estan asociando una curva a los casos considerados en la
redefiniciéon de la funciéon donde se identifican con los tipos de funciones y su

continuidad.
Ilustracion 41

Derivabilidad de una funcion a tramos

Funcién

1 — x| t0 <x <2
@ f(x) = 1, 7

53X —53x+6 :(2<x=B5)A(~(0 <x=<2))

19

0.8
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La derivada de la funcion proporciona como la integracion de los conocimientos
en la RP, son utilizados para crear acontecimientos en secuencia para utilizar lo que ya
saben y construir sobre ello nuevos significados, sus saberes son expresadas
simbdlicamente y son relacionadas de modo no arbitrario, sino sustancialmente con la

grafica de la funcion.

Los estudiantes muestran disposiciéon para relacionar, no arbitraria, sino
sustancialmente, el material nuevo con su estructura cognitiva, asi que el material
didactico disenado con el cual soluciona problemas es potencialmente significativo para

ello, especialmente relacionable con su estructura cognitiva.

Durante la actividad de RP como practica social, los estudiantes utilizan
expresiones analiticas, algebraicas o graficas, ellas son formas culturales inmersas en los
sistemas de registros de representacion, estos son constitutivos del objeto funcion a
tramos, sin embargo, es mediante la mediacion de instrumentos o herramientas que los
estudiantes logran producir una representacion mental del problema, se piensa cony a

través de esos artefactos culturales (Geogebra).

Lo descrito da cumplimiento a la hipétesis: Es posible tanto comprender como dar
significado a un objeto matemadtico, cuando se tiene la capacidad de realizar
transformaciones y transitar por diferentes sistemas de representacion del objeto en

cuestion.

Lo anterior indica que el pensamiento no es algo que transcurre solamente en el
plano cerebral de los alumnos, también ocurre en el plano social. El uso de la aplicacion
Geogebra, los signos, signos y expresiones matematicas que ayudaron a resolver el
problema, son artefactos que mediatizan y materializan el pensamiento. Esos artefactos

son parte integral del pensamiento (Radford, 2006).
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7.4.2.1. Categorizacion desarrollo de conocimiento y comprension. La
tabla siguiente presenta aspectos de desarrollo de conocimiento, a partir del subsumidor
limite laterales, funcion para anclar el concepto de funcion a tramos, como se evidencia
en la siguiente tabla.

Tabla 34

Desarrollo de conocimiento derivada funcion a tramos

Categoria  Subcategoria  Desarrollo de Comprension
conocimiento
Continuidad Teoremas sobre PK
continuidad de
diferentes tipos de
funciones,
. continuidad en un
o .
% intervalo [a,b].
o .
g Expresiones NP: capacidad de los
© analiticas para estudiantes para analizar la
diferentes  valores continuidad
del dominio de f( x).
Registros Articulacion entre NP: transita por los
semioticos registros analiticos, diferentes registros
algebraicos y semioticos de
grafico. representacion  de  la

funcidn a tramos

Registro de representaciones

Variaciones Continuidad en S: Utiliza los teoremas
conceptuales intervalo de sobre funciones
funciones a tramos. continuas en un

intervalo
Continuidad Teoremas  sobre S: Aplica los conceptos
continuidad de para  determinar la

diferentes tipos de
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funciones, continuidad de la
continuidad en un funcion a tramos en un
intervalo [a,b]. intervalo cerrado.

El siguiente item de la pregunta 2, tiene como objetivo anclar el concepto de

derivada.

b.Determine la derivada de f(x) y analice los puntos criticos.

Continuamos con el andlisis del grupo de estudiantes anterior, inician con el

concepto previo de funcion valor absoluto y su desarrollo

Tlustracion 42

Derivada funcion a tramos y puntos criticos

@D ) l_'r—\v.'. ~ LIy DERAWVADA
_/‘FIIL‘B: -1,0£xXx <1
1,1 &£ X -5
= A= L 2LXLG

[ VBT eese ©VE

et AR B N

o e
f [
A —y
L e \_ L_\ ) e |
> ‘)..L+
Cion C (x) =7 Ciom P .
& yede oy = CDJUE LOos NUM EE O O
| Je Lo ANTER oz SE ConIOE -
poNtes  ceATTcos 5 m
it - > 37
\c_-d!—)('kang/i}_
[N LOs oOoOs Tl MEROT NOMEZO]T Lo PER4 vana.
s s / —— e LTI Lra. DE2AVADA Eny CelO
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Los estudiantes han concluido que, si la funcién es continua en todo el dominio,
entonces es derivable, han utilizado los conocimientos previos, como proposiciones y
teoremas como parte epistemoldgica utilizada en los algoritmos de derivacion en

funciones algebraicas y trascendentes.

Los parrafos de la sesién 7.4 son parte constitutiva de la fusion de las Teorias del
Aprendizaje Significativo y de la Teoria sociocultural, se ha logrado dar cumplimiento a
la pregunta: ;jEn qué medida puede desarrollarse aprendizaje significativo y la
comprension del concepto de funcion en particular la funcion a tramos y como influyen
algunos subsumidores como dominio, rango, limite, continuidad y derivada en dicho
aprendizaje desde la resolucion de problemas con la implementacion de un material

potencialmente significativo que involucra tal concepto?

Otro grupo de estudiantes la cual representa f'(x) como forma de comprobacion de
las conclusiones respecto al andlisis de los puntos criticos. Una vez mas han utilizado
acciones como procedimientos que inducen a la comprension y construccion de

significado del concepto derivada.

La elaboracion de la funcién en la aplicacion Geogebra, fortalece el aspecto social
en el desarrollo del conocimiento matemadtico, lo cual es una implicacion del
establecimiento de una relacion en la cual interacthan aspectos didacticos,
epistemologicos y cognitivos, lo cual permite la construccion y desarrollo de

conocimiento matematico.

En este sentido, no es posible aislar el desarrollo del conocimiento matematico de
las acciones sobre los objetos, ni de la intuicidon y de las aproximaciones inductivas
ligadas a la RP en contextos particulares, ni tampoco de los instrumentos utilizados en

apoyo de la actividad matematica.
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Mustracion 43
Derivada de la funcion a tramos propuesta

Funcion

1 0 <x <1
. f(x) = < 1 ; (LS x<2)A (- (0 <x<1))
x—3 2 x<B)IA((H(0<x<IPA(—(1<x<2)))

| = 7

2 3, 4 5 6 7 8 9 10 " 12

o 1
-1 A—f—

La gréfica describe la estructura cognitiva de los estudiantes, que asocian con el
concepto, y relacionan con las diferentes representaciones: simbolica, analitica y las
propiedades y procesos que le caracterizan. En este momento es importante a tener en
cuenta sobre el AS del concepto derivada que ha sido comprendido y elaborado en la

estructura cognitiva por la mediacion con instrumentos.

7.4.2.2. Categorizacion del desarrollo de conocimiento y comprension. La
tabla 35 presenta aspectos de desarrollo de conocimiento, a partir del subsumidor limite

laterales, funcion para anclar el concepto de funcién a tramos.
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Tabla 35

Derivada y puntos criticos funcion a tramos

a tramos.
Concepto grafico de
derivada.

graficos de la
derivada de la
funcién a tramos

Categoria Subcategoria Desarrollo de Comprension
conocimiento derivada
Derivada Derivacion de PK: Indica de
funciones acuerdo a la clase de
polindmicas. funcion su
continuidad
Referencia Derivada de PK.
8 conceptual funciones )
Q, s O: Realiza la
0 polindmicas. .
2 conexion entre los
] I o0
@) Punto critico puntos criticos y la
existencia o no de la
derivada
S: Reconoce las
relaciones entre el
limite y los puntos
criticos
Registros Articulacion entre IM: Modela en
8 semioticos registros analiticos, Geogebra la funcion
= . . .
RS algebraicos y grafico. y su derivada.
8
=
(]
b
% Variaciones Continuidad en IM, O: conecta los
5 conceptuales intervalo de funciones  registros analiticos y
<
]
B
.2
en
O
&~
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El anélisis desde el As nos permite deducir el anclaje del concepto de la derivada

de una funcién a tramos, como puede observarse:

Grafica 17

Anclaje del concepto derivada de una funcion a tramos

Derivada funcién |:> Continuidad intervalos = Product
e - roducto
a tramos limite, representaciénes : :
interaccional

analiticas y graficas
B Asimilada

Anclados estructura
cognitiva- Comprension y
AS funcién a tramos

anclaje derivada

El concepto de derivada de funcion a tramos (a) es el concepto a aprender
significativamente por parte de los estudiantes, y los conceptos que han asimilado como
continuidad en un intervalo y las diferentes representaciones estdn ancladas en la
estructura cognitiva (A) -conocimientos previos-, el nuevo concepto especifico de
funcion a tramos y anclaje de la derivada, fue asimilado por el concepto mas inclusivo

de -funcién- (A’ a°).

Podemos afirmar que la asimilacion o anclaje del concepto de funcidn a tramos ha
permitido tener un efecto facilitador de la retencion de a’. es decir, el producto A’a’se
puede disociar en A’+ a’, lo cual indica que el AS posibilita que nuevos conocimientos

vuelvan espontanea y progresivamente, menos separables en la estructura cognitiva.
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7.4.3. Actividad

Realiza un mapa conceptual de los conceptos utilizados en la solucion del problema.

A continuacioén, se evidencia la interacciéon entre nuevos conocimientos y
conocimientos previos anclados en la estructura cognitiva, muestra que es la
particularidad del AS es, sin duda, muy apropiada para la comprension y desarrollo de

conocimiento.
Tlustracion 44

Mapa conceptual sobre el concepto de derivada propuesto por un grupo

[ Funcién a tramos i

a partir

7\
(m LR-ango

\ /
. /

N
permite

[ Limite
] en un punto

Limites
Laterales

M ./
si existen

- S
f: R--R |
es continua
implica
]

e
f(x) sea derwabre]

emplea

A P

[Limlte mcrementalj [ Limite razon de cambioj
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El AS ocurre en el dominio de interacciones jerarquicas que van generando
cambios en los conocimientos previos de los estudiantes -funcién a tramos, limites
laterales, continuidad puntual-. En la construccion jerarquica la variable mas importante
son esos conocimientos previos, quiere decir, representaciones internas en la estructura
cognitiva, con un cierto grado de estabilidad, que se van transformando en la medida que

incorporan nuevos conocimientos -continuidad en intervalos y derivada-

El mapa conceptual muestra el proceso de adquisiciéon de significado en la
estructura cognitiva y el AS desde la interaccion cognitiva, no arbitraria y no literal entre
el nuevo conocimiento potencialmente significativo y algun conocimiento
especificamente relevante. Esa interaccion que identifica al AS estd siendo mediada
desde la practica social -interaccion social- por la computadora y por el material

potencialmente significativo.

Se muestra la asimilacion y el As de la funcidn a tramos, analisis realizado desde
el material de trabajo 3 basado en las preguntas 1 y 2 y el mapa conceptual realizado por

los estudiantes:

Grafica 18

Asimilacion y AS concepto funcion a tramos

‘ Relacionada y
Funcion ‘ asimilada por -

Dominio, Rango,
a Limites laterales,
continuidad, derivada

A
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El concepto a -funcidn- es el nuevo conocimiento potencialmente significativo a
aprender y comprender a través de la RP. Aparecen nuevos significados y conocimientos
desarrollados como entorno, punto de acumulacion, representaciones diferentes del

concepto entre otras.

Estos nuevos o antiguos conocimientos son relacionados y asimilados por los
conceptos subsumidores como rango, limites laterales continuidad y derivada, los cuales
han sido anclados en la estructura cognitiva, para luego interactuar con el concepto mas
incluyente de funcion a tramos. De esta forma, el resultado de la interaccion se lleva a

cabo con el AS, entre el material potencialmente significativo y la estructura cognitiva.

El proceso llevado a cabo hasta aqui, sugiere que el aprendizaje del nuevo
conocimiento -funcidn a tramo- ha sido significativo a través de la interaccion con los
subsumidores dominio, rango, funcion, entorno, punto de acumulacion, representaciones

diferentes de los objetos -grafica y analitica- limite lateral y derivada entre otros.

Durante este proceso, los estudiantes adquirieron el aprendizaje representacional,
otorgando significado a los simbolos, es decir al objeto representante -simbolo o
representacion, como dominio, rango-, para luego adquirir un aprendizaje de conceptos,
es decir asimilaron el objeto representado -concepto, como limite lateral-, este proceso
implica un aprendizaje subordinado, asi el nuevo conocimiento -funcién continua-

adquiere significado.

Al aparecer un nuevo concepto, se forma en la estructura cognitiva un nuevo
subsumidor para originar el aprendizaje proposicional -teorema sobre derivabilidad-, el
cual incluye relacionar los simbolos, las representaciones de forma que intervengan en

la formacion de teoremas y leyes.
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Durante el proceso se desarrolla conocimiento y se interiorizan los significados de
las proposiciones y los términos que la componen. La adquisicion de significados es el
producto del AS. Es decir, la funcién a tramos adquirié significado real para los
estudiantes -significado psicologico- el cual emerge por el significado potencial -

significado logico- del material potencialmente significativo.

El desarrollo de conocimiento también es producto de la actividad de RP, aunque
la actividad no se le considera aqui una unidad de andlisis en el sentido amplio, si
contribuye activa y dindmicamente en el desarrollo cognitivo, como resultado de la
interaccion de los estudiantes con las herramientas disponibles para la actividad

intelectual.

El uso de herramientas, artefactos o instrumentos como mediadores permite,
reformular entre los estudiantes la relacion entre ellos y el entorno social y cultural, alli
se comparte o participa en actividades de labor conjunta, es decir, existe la practica social

lo que hace que la relacion sea biunivoca.

Los recursos simbdlicos como signos, simbolos, expresiones analiticas formulas y
medios graficos son los instrumentos psicoldgicos y como tal, dominan los procesos
cognitivos de los estudiantes, mientras los instrumentos materiales como el computador

-su utilizacidn- sirven como conductores de la actividad RP.

El uso del programa Geogebra es la adaptaciéon de un instrumento material
disponible en la cultura de los estudiantes, para organizar los procesos mentales
superiores que intervienen en la solucion del problema, presuponen un uso colectivo y

una representacion simbolica, la actividad RP es mediada por instrumentos.

Se convierte asi los instrumentos materiales desde la Teoria Sociocultural en un

material de aprendizaje potencialmente significativo, que influye en la estructura
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cognitiva pues: se piensa con y a través de instrumentos. El material -Geogebra- ayuda a
los estudiantes a estabilizar los significados del concepto funcién a tramos que sirvid

como subsumidor de la derivada de la funcion.

Se puede afirmar que los estudiantes comprendieron el concepto de funcioén a
tramos y de derivada de una funcién a tramos, ello se explica en el modelo de Pirie &

Kieren.

Se muestra la proyeccion del crecimiento de la comprension del concepto de
funcién a tramos desde los conocimientos previos, enfatizando el hecho de que existe un
redoblamiento -Folding back- para avanzar hacia el nivel que caracteriza la comprension
de los niveles anteriores, como la creacion de imagenes, necesaria para comprender la
continuidad, para llegar a este nivel, los estudiantes muestran en Geogebra los puntos de

discontinuidad y cémo la funcion puede llegar a ser continua:
Graifica 19

Conocimientos previos comprension derivada funcion a tramos

Funcién a tramos

Derivada funciéna
tramos

No es que se salten los niveles PN, F y O, solo que cuando regresa al papel, alli

conectan los registros graficos y analiticos para demostrar matematicamente con gran
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habilidad cuales son las condiciones de continuidad que debe cumplir la funcion

propuesta como problema en el calculo de la derivada.

Filtrarse por los niveles F y O y luego retomarlos, hacen que los estudiantes lleguen
a un nivel S, en el cual reconocen las relaciones entre las expresiones analiticas y las
graficas concluyendo que la funcidén es derivable en ciertos puntos, lo cual han

representan con el uso de Geogebra.

Las habilidades y estrategias cognitivas basicas que han desarrollado los
estudiantes como la atencion, la memoria, el lenguaje, y la percepcion, se han
transformando en formas de pensar y actuar, son herramienta para que un sujeto pueda

resolver distintos tipos de problemas.
7.5. Material de trabajo 4

Objetivo: Anclar el concepto de derivada como razén de cambio a partir de algunos
subsumidores como limite y la derivada como limite de la razén incremental de la

funcion a tramos.

7.5.1. Preguntal

La pregunta consta de cinco items que seran analizados a la luz del AS, la
comprension del concepto derivada para el anclaje en la estructura cognitiva y el
desarrollo del conocimiento matematico. La pregunta esta planteada desde un registro

algebraico.

Consideremos la siguiente funcién desde x=2 hasta x=5.

1,x<0
=il 0=x~2
x — 5, o

a. ;Cual es el valor de y cuando x=a?
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Un grupo de estudiantes realiza el grafico de la funcion en Geogebra y realiza un

analisis del comportamiento de cada una del fi (x) que componen a f(x).

El hecho de una funcidon ser creciente, decreciente o constante lleva a los
estudiantes a inducir implicitamente que la funcién es continua en un intervalo abierto y
que alcanza un minimo absoluto en el punto (2,-3), lo que muestra un cambio al pasar de

decreciente a creciente:
Tlustracion 45

Funcion a tramos con criterios de concavidad
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La siguiente ilustracion, muestra la importancia que tiene el dominio y el rango

cuando la funcion a tramos toma valores particulares.

Las respuestas dadas demuestran un claro traslado del registro algebraico al
registro grafico, de igual forma, se infiere que se han anclado varios de los conceptos
fundamentales en la construccion del concepto de funcion a tramos como el dominio, el

rango, los limites laterales y la continuidad de la funcion.
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Los estudiantes han comprendido los conceptos subyacentes al concepto de
funcién a tramos en el sentido de Wittrock (1990), es decir, han percibido la
funcionalidad que permite el uso y no los usos particulares del objeto matematico, como

se muestra en la siguiente ilustracion:
Iustracién 46

Andalisis dominio y rango
1. bonsiduemcs fo sigente ' fncth x=2 boshr x=5-
a a‘@@\?g{a\ valor ds;jd ando K:‘l/?_'-__‘ . '

# Elwlor de @ v a estar defernimds por ol [mngo-
Sl pncdlsenbel (0,-3) en este oo, g
- hiene - omparfomiento de finoon hinegh
Como consecuencia de esto, relacionan progresivamente los diferentes elementos
del significado, han aprendido de un modo significativo, evidenciado al efectuar un

proceso de actualizacion de los esquemas cognitivos relativos a la situacion en

consideracion, es decir, atribuyeron un significado al material objeto de estudio.
A continuacion, se describen y analizan los cuatro items faltantes.

c. ¢Cudl es el valor de y cuando x = a+h?
d. (Cudl es el cambio en y cuando x aumenta de a hasta a+h?

(Cual es la tasa de cambio promedio de y en el intervalo x de a hasta a+h?

rhoo

(puedes usar el resultado (d) para obtener la tasa de cambio de y desde x = -1

hasta x= X cualquiera)? ;Si es asi, como seria?
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Este tipo de preguntas nos permite entender integramente como comprenden y
tratan la razon de cambio, es decir, saber la relacion entre el cambio de la variable
dependiente y la independiente y qué elementos contrastan o relacionan con el limite del

cociente incremental.
Tlustracion 47

Hacia el incremento como derivada de la funcion a tramos
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Se detectan los cambios que se producen al pasar de un punto a otro y responder
sobre el comportamiento en algunos intervalos especificos de la funcién a tramos.
Aunque los estudiantes no hallaron f(a + h) = a+h-5, si explican la razon de cambio a

partir del limite de la funcion, como se aprecia en la siguiente ilustracion.
Mustracion 48

Cambio de a hasta (a+h): incremento o razon de cambio

aé Mosl es el cambio da 8 Coondd X aumenta
a hask agh?
Z/ Al ser ‘und fon o bineal _}r evhur dedec_
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Los estudiantes comprenden el aumento Ax para esta funcidn como un incremento
proporcional, lo cual es cierto ya que al x pasar de a hasta a+ h, el cambio es h. Ay = a+h-

5-(a-5) =h, es otro concepto previo en la estructura cognitiva como la concavidad.

Como se aprecia en el tratamiento de concepto de derivada no se encierra a la
secuencia cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero, o a las

formulas o interpretacion geométrica, de igual forma se deja a un lado las aproximaciones

- . . A . .
numéricas del limite del cociente ﬁ cuando a Ax se le asignan valores proximos a cero.
Iustracién 49

Derivada como razéon de cambio
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Es el conocimiento matematico como producto de un elemento fundamental en la
cultura que compartimos con los estudiantes, el conocimiento desde la historia ayudo a
los estudiantes a resolver problemas relativos tanto al limite como a la derivada,

indicando la comprension de los objetos matematicos mencionados.

Esto a su vez, tiene repercusiones en cuanto a las estrategias del material
potencialmente significativo, el cual se aparta del uso de la memoria, aprendizaje no

significativo y por el contrario aporta ideas variacionales para el AS del Calculo.
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Un ejemplo de esto lo vemos cuando los estudiantes en su practica abordan el tema
de la derivada, observando que no les cuesta trabajo establecer argumentos que
relacionen los puntos del dominio donde estd definida la funcion para el célculo de la
derivada como tasa de variacidn, asociando un significado por medio de la velocidad

como razon de cambio.
Tlustracion 50

Comprension derivada como razon de cambio
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La justificacion anterior, se encuentra en el conocimiento matematico de los
estudiantes el cual se ha fundamentado en el conjunto de practicas sociales, historicas y

culturales, las cuales favorecieron el desarrollo del conocimiento matematico y les

permitié que emergieran significados del concepto de derivada.

7.5.1.1. Caracterizacion de desarrollo de conocimiento y comprension. A
continuacion, se presentan aspectos de desarrollo de conocimiento, a partir del

subsumidor limite de una funcién a tramos.
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Tabla 36

Desarrollo conocimiento razon de cambio

Categoria Subcategoria Desarrollo de conocimiento
Limites. Laterales.
2 Aproximacion al Derivada como razon de cambio.
‘é concepto de derivada
Q
= . . .
S Referencia conceptual ~ Derivada como rapidez.

La pendiente.

Registros semioticos Articulacion entre registro grafico y
analitico.

Representacion visual que se apoya en la
derivada y monotonia de una funcion.

Registro verbal articulado a expresiones

Registro de representaciones

algoritmicas.
Variaciones Continuidad puntual.
conceptuales
7.5.2. Pregunta 2

(Existe alguna diferencia entre la derivada de una funcion a tramos como razoén

de cambio y como tangente? Explique.
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Esta pregunta pretende demostrar que los problemas planteados pueden llevar a la
derivada desde la integracién una perspectiva analitica y grafica apoyandose en la

presentacion de la idea de derivada como limite incremental y como razén de cambio.

Aunque la derivada f'(a) y f'(a + h) son la razén de cambio instantanea de y=f (x)
respecto a x cuando x=a y x=a + h, la relacion es que si dibuja la curva y=f(x), entonces
la razén de cambio instantdnea es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el
punto donde x=a. Sin embargo, la pregunta no esta dirigida en este sentido y los

estudiantes responden:
Mustracion 51
Relacion entre tangente y pendiente
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La respuesta es precisa y los estudiantes se limitan a contestar de acuerdo a la
funcién a tramos planteada y desde esa posicion el concepto asumido por ellos tiene
significado logico. Ese significado logico es propio del material potencialmente
significativo, la capacidad de este material de brindarle a los estudiantes la forma de
relacionar de manera no arbitraria y sustantiva con el anclaje de algunos subsumidores
como funcidn continua y la razén de cambio que ya estan presentes en su estructura

cognitiva.
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El significado atribuido a los conceptos aprendidos es debido al subsumidor razén
de cambio que actlio de anclaje y se ha modificado y el conocimiento desarrollado de
tangente se ha interpretado. El significado psicoldgico es, por tanto, el resultado de la
relacion entre el dominio de la funcidn a tramos, la funcion a tramos continua, la razon
de cambio y la tangente que les ayudo a fijar el material potencialmente significativo de

manera sustantiva y no arbitraria en la estructura cognitiva.

Finalmente podemos concluir de acuerdo al analisis anterior que los estudiantes
han logrado un AS y han otorgado un tratamiento de los fendmenos que ocurren en la
produccion y desarrollo de conocimiento, que experimentan, cuando utilizan un material
educativo disefiado para que sea potencialmente significativo en la resolucion de

problemas que involucra el concepto de funcion a tramos.
7.5.3. Actividad

Qué conocimientos utilizd para resolver el problema. Realice un mapa conceptual.

Un grupo de estudiantes utiliza software para realizar el mapa conceptual.
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Tlustracion 52

Conocimientos previos para la Tangente

Tangente

Como

Pendiente de la recta
tangente a una curva

l

/Puedle ser
Verbal Algebraica Numérica
|
Como
Como
Como
Recta que toca una curva
Lim f(x)-f(a)/(x-a) imaci
También como s a «—— conduce Aproximacion por |a derecha

> y por la izquierda
conduce

Limite de las pendientes
de las rectas secantes
El mapa conceptual explicita los contenidos que utilizaron los estudiantes como
estrategias que favorece, en términos generales, su desarrollo cognitivo, teniendo en

cuenta el conocimiento previo.

Se aprecia que el mapa conceptual es un mediador del proceso en la resolucion del
problema, lo cual da evidencias de AS y el anclaje del concepto de derivada como razén

de cambio para funciones a tramos.

El entorno social y cultural de los estudiantes, le plantean la necesidad de construir
estructuras cognitivas, que cada vez responden a los problemas planteados de la mejor
forma posible, ademas, el material potencialmente significativo provoca que coloquen
en juego el desarrollo de conocimiento matematico, con el objetivo de hacerlos

integrables a su estructura cognitiva.
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La interaccion cognitiva entre los conocimientos que han desarrollado y los previos
puede describirse e interpretarse a partir de la tangente que es el conocimiento previo que
adquiri6 nuevo significado, lo cual es demostrado cuando se concluye la derivada en la

lim L&-f@
expresion algebraica del x-—-a x-a el conocimiento previo tangente quedd mas

elaborado, mas diferenciado y de funciona como subsumidor para otros nuevos

conocimientos.

Este analisis cualitativo de corte descriptivo e interpretativo nos permite concluir
que cada uno de los fendmenos evidenciados en las tablas, graficas e ilustraciones da
cuenta de como los descriptores estan en correspondencia de manera directa con cada

uno de los seis primeros niveles del modelo de Pirie & Kieren:

Conocimiento primitivo: Reconocen una funcién como una relacion entre variables
establecida por una definicion formal como lo propone Vinner, realizan el
reconocimiento del dominio y rango en cada intervalo de la funcion a tramos. A partir de
este concepto reconocen la funcion creciente y decreciente en un intervalo. Reconocen
tipos de funciones formadas por la funcién a tramos como la constante, la lineal, la
funcién de segundo grado. Reconoce los limites laterales a partir de la construccion de

graficas.

Creacion de la imagen: En este nivel los estudiantes crean imagenes mentales, que
llevan a cabo usando la aplicacion Geogebra, imagen pictorica, para transmitir
significados a través de ella, tales significados permiten obtener informacion sobre el

objeto matematico como reconocedor de la existencia de funciones por tramos.

Comprension de la imagen: En este nivel los estudiantes sustituyen las imagenes
asociadas con una sola actividad por imégenes mentales que se consideran orientadas por
un solo proceso. De acuerdo con esta consideracion, los descriptores de este nivel son:
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Establecieron el valor de una funcidon en un punto y describieron el comportamiento de
los que le sirven para definir otras estructuras y elementos como la monotonia, usaron la
definicién normal de limite de una funcién en un intervalo para calcular su valor en un

punto de acumulacion.

Observacion de la propiedad: Los estudiantes en este nivel tuvieron la capacidad
de construir un concepto de razon de cambio, relacionan los conceptos de continuidad y

discontinuidad, de la derivada y de la tangente.

Formalizacion: Los estudiantes producen verbalizaciones sobre los conceptos de
funcion creciente, a la vez que relacionan la funcioén continua con los cambios que tiene
la funcidén a tramos, concluyendo que la recta tangente es diferente para cada intervalo

del dominio donde la funcion a tramos esta definida.

El sexto nivel llamado observacion, el descriptor principal fue la combinacion de
las definiciones, teoremas utilizados para calcular tanto los limites como la derivada de

la funcién, donde finalmente indican la relacion entre la derivada y la tangente.

En el nivel de estructuracion, el descriptor hace referencia a la forma en que los
estudiantes tomaron conciencia del concepto de funcion a tramos y la refinaron
realizando relaciones entre la imagen, el dominio, los limites laterales y asi interconectan
los diferentes teoremas y propiedades para llevar a cabo el calculo de la derivada de la

funcién a tramos propuesta.
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Grafica 20

Andalisis comprension del concepto razon de cambio funcion a tramos
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Podemos concluir que los estudiantes han comprendido el concepto de funcion a

tramos y han adquirido AS del concepto, refindndolo y relaciondndolo coherentemente

con los conceptos de continuidad, limite, derivada y funcién monotona.

Es de anotar que siempre realizaron un Folding back hacia el dominio de la funcién
a tramos, ese regreso a conocimientos anteriores les permitié reelaborar los mismos, para
ingresar a un nivel externo y poder avanzar al siguiente nivel, con el fin de asegurar la

efectividad de la comprension del concepto de derivada de una funcion a tramos.

En la busqueda por materializar como se desarrolla el conocimiento, ademas de los

aspectos cognitivos involucrados en la construccion del objeto matematico, se consideran

las practicas sociales que conducen a la constitucion de ese saber.
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CAPITULO VIII
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8. Conclusiones

En este ltimo capitulo se exponen las conclusiones generales de orden teodrico
sobre la comprension del concepto de funcion y el AS y su relacion con la Teoria
sociocultural. En el avance de cada una de las partes se sefialan aspectos especificos que
emergieron del proceso investigativo, con el fin de, presentar la perspectiva de lo
afianzado en la investigacion y, ofrecer resultados que se vinculan de manera

significativa con la adquisicion del concepto de funcion a tramos.

Los desarrollos, reflexiones y conclusiones presentados en este apartado, se
originan en los anteriores capitulos de esta investigacion, han otorgado fundamentos para
dar respuesta a las preguntas de investigacion planteadas al inicio de la misma y verificar

el grado de alcance de los objetivos formulados.

Asi mismo, se presenta una abstraccion y evaluacion general de la investigacion
realizada. Posteriormente se realiza una valoracion global de la propuesta y se analiza la
posibilidad de su implementacion en la ensefianza universitaria. Se declaran ademas
algunos asuntos que quedan abiertos, que motivaran probablemente el desarrollo de

futuras investigaciones.
8.1. Algunas reflexiones

Como se planted al comienzo de esta investigacion, surgid por el interés de analizar
el AS, la comprension del objeto funcion y la relacion con el saber, con las matematicas
y el conocimiento matematico subyacente en el concepto a funciéon a tramos y la

actividad RP.

Diferentes investigaciones en el ambito de la Educacion Matematica han
demostrado que los estudiantes logran graficar funciones, calcular limites o derivadas,

pero presentan dificultades para comprender, utilizar y desarrollar ciertos conocimientos
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y relacionar diferentes componentes del concepto de los objetos mencionados. Son
diferentes las causas sefialadas a esta problematica y en gran medida son conexas a los
escasos aprendizajes por parte de los estudiantes universitarios, la manera en que primero

se formaliza el conocimiento a ensefiar y luego se aplica en la resolucion de ejercicios.

De igual manera, las investigaciones evidencian que los estudiantes desarrollan
conocimiento con cierta independencia del proceso de ensefanza, interviniendo como un

factor fundamental su interaccion con el entorno.

Nos propusimos estudiar el AS de los estudiantes cuando interactian con un
material potencialmente significativo, basado en la actividad de RP articulados en torno
al concepto de funcion desde diversos sistemas de representacion, centrando la atencion
tanto en los conocimientos previos de los estudiantes y las practicas sociales generadoras

de conocimiento.
8.2. La pregunta de la investigacion

(En qué medida puede desarrollarse aprendizaje significativo y la comprension del
concepto de funcion en particular la funciéon a tramos y coémo influyen algunos
subsumidores como dominio, rango, limite, continuidad y derivada en dicho aprendizaje
desde la resolucion de problemas con la implementacion de un material potencialmente

significativo que involucra tal concepto?

Para responder la pregunta de investigacion y los objetivos, se establecieron
categorias de andlisis como el anclaje de conceptos y AS, anclaje de subsumidores,

desarrollo de conocimiento matematico en particular del objeto funcion a tramos.

En estas categorias se realizaron los anélisis de la manera en la que cada grupo
protagonista de la investigacion, fue aproximandose de forma progresiva al concepto de

funcion a tramos y su comprension.
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En el capitulo VII se presentan los resultados organizados desde los analisis de
cada uno de los instrumentos de recoleccion de informacion o material potencialmente
significativo y solucionamos las respuestas planteadas al inicio de la investigacion y los

objetivos propuestos.

Los analisis de los datos obtenidos en esta investigacion respaldan la importancia
inicial respecto al AS y desarrollo sociocultural de conocimiento matematico, referente
a la comprension del concepto de funcion a tramos y a la estrategia de implementacion
de uso de material potencialmente significativo el cual involucra problemas que, logran
instanciar las relaciones entre los conocimientos previos y el anclaje de nuevos

conocimientos.

El siguiente mapa conceptual muestra la ruta para dar respuesta a cada una de las

preguntas, objetivos e hipdtesis que sustentan la investigacion.
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Mapa conceptual 7

Andalisis pregunta objetivos

[ Material de trabajo ]

a partir

[Ejecucién estrategia ]

disefio
Y

Material de trabajo
educativo potencialmente
significativo

P

Material de
trabajo 2

- f_ -
analisis

Material de
trabajo1

Material de
trabajo 4

Material de
trabajo 3

Respuestas

Obletwos Com prueban hlpote5|s

Preguntas de
inve stngacnon

El material de trabajo 1 logra que los estudiantes anclen el concepto eje
fundamental de la investigacion la funcion y la relacion entre la expresion analitica,
algebraica y su respectiva grafica, ademds desarrollen conocimiento matematico; por

otro lado, la relacion sujeto-objeto mediatizada por el uso de instrumentos, en este caso
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el material potencialmente significativo propicia la influencia en el desarrollo cognitivo.
De igual forma, la actividad de RP a través del material contribuy6 al desarrollo de

conocimiento, y a activar los procesos mentales superiores.

En andlisis del material de trabajo 2 se reconoce que el conocimiento y la
comprension del objeto de saber funcion a tramos por parte de los estudiantes, se hace
posible mediante la labor conjunta en la practica social lo cual se plasma cuando

proponen problemas relativos a la funcion a tramos.

El material de trabajo 3 como material potencialmente significativo induce al uso
del recurso tecnoldgico que, permite a los estudiantes desarrollar conocimiento
matematico no reducido a un conjunto de habilidades para operar con simbolos que, a su
vez, logran transitar por diferentes sistemas de representacion, lo cual refleja los saberes
de los estudiantes al aplicar el concepto de funciéon continua aplicando los limites

laterales.

Finalmente, el analisis del material de trabajo 4 expresa como los estudiantes han
comprendido los conceptos subyacentes al concepto de funcion a tramos en el sentido de
Wittrock (1990), es decir, han percibido la funcionalidad que permite el uso y no los usos

particulares del objeto matematico funcion a tramos.

Los estudios de las ilustraciones 40 a 44 se explicita mediante el andlisis del

material que se le ha dado respuesta a la pregunta de investigacion principal.

En esencia durante el proceso de comprension de los conceptos que subyacen al
concepto de funcidn, la relevancia del material educativo, el cual contiene explicita o
implicitamente en los enunciados de los problemas los subsumidores y los conocimientos

previos que debe poseer en su estructura cognitiva el estudiante.

336



El material tiene en cuenta los conocimientos previos que permite que las distintas
secciones conformen un enunciado integral, con significado logico para el estudiante; es
decir, que se constituyan los contenidos en una unidad y no sean simplemente
informaciones desencajadas, de manera que éstos puedan establecer alguna relacion entre
lo afirmado y la pregunta formulada en el contexto matematico en el que se plantea el

enunciado

Existen elementos con los cuales se realiza el andlisis de los datos, el material posee
actividades como los mapas conceptuales, problemas sobre limites y derivadas de
funciones a tramos y problemas con diferentes posibilidades de representacion de los
objetos matematicos, con lo cual se logré la transformacion de representaciones
producidas en diferentes registros. Los mapas conceptuales propuestos por los
estudiantes apoyan el desarrollo de conocimientos a partir de los conocimientos previos,
como ese proceso dindmico en el que antiguos y nuevos conocimientos son
transformados, obteniéndose una estructura cognitiva mas diferenciada que tiende a una

organizacion jerarquica del concepto de funcién (Moreira 2000).

El material, ademas de las caracteristicas planteadas por Ausubel (1963), Moreira
(2012) y Silva et al., (2014) es un organizador implicito de los conceptos, de naturaleza
esencialmente cognitiva y cultural que incluye, significados, proposiciones, reglas,
imagenes mentales, que medien el desarrollo de conocimiento y conducen hacia el
proceso de AS, ademas, poseen una naturaleza situada o dependiente del contexto y ante

todo constituyen un saber ser y hacer.

El material educativo debe permitir a los estudiantes a aprehender y compartir
significados. En este contexto, lo mas relevante del AS es el conocimiento previo
impregnado en cada uno de los materiales propuestos, desde donde se percibid que, el

desarrollo de material potencialmente significativo permite extraer las concepciones

337



previas de los estudiantes y, desde este punto, crear o plantear problemas para dar nuevos

significados al conocimiento.

Finalmente: Analizar los subsumidores para el aprendizaje del concepto de
funcion y de la funcion a tramos y los conocimientos desarrollados que emergen de un
sistema de prdctica social y cultural como consecuencia de la naturaleza de la actividad

resolucion de problemas

Se realiza una comparacion entre el pretest aplicado a los estudiantes y se concluyd
que las dificultades emergen por falta de uso de sus conceptos previos, del anclaje de
conceptos claves como dominio, rango y funciéon en su estructura cognitiva; la
categorizaron de las respuestas dadas en la tabla responde en parte sobre el anclaje de los
subsumidores, y manifiesta en las respectivas ilustraciones a la segunda parte de la

pregunta.

Las respuestas a las preguntas se encuentran en los analisis llevados a cabo de cada
una de las categorias y se plasman en el capitulo VII, al igual que el cumplimiento de los
objetivos. Asi mismo, las respuestas a las hipdtesis planteadas se encuentran

concentradas y comprobadas en los apartados y las ilustraciones 24 y 25.

Es de anotar que la hipdtesis “La actividad de RP sobre la funcion a tramos
requiere no solo de procesos cognitivos, de hecho, requiere ciertas estructuras
cognitivas especificas cuyo desarrollo tienen génesis en la actividad sociocultural”, no
fue probada en su totalidad, por lo cual se propone para futuros investigadores que deseen

ampliar esta investigacion o investigaciones similares.
8.3. Aportes

Esperamos contribuir al desarrollo de la Educacion Matematica en Colombia

aportando elementos para la reflexion y la discusion sobre el mejoramiento de la practica
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educativa en matematicas y la incorporacion al curriculo. Esta investigacion serd muy
importante para la formacion de estudiantes universitarios de licenciatura en matematicas
en los cuales se pretendan introducir estrategias metodologicas en sus practicas
educativas y para difundir y afianzar la experiencia en las facultades de educacion del

pais.

Esta investigacion aporta conocimiento relacionado con estrategias que los
estudiantes logran cuando abordan problemas y actividades relacionadas con el concepto
de funcion y funcidén a tramos y con la caracterizacion de los conceptos de limite,

continuidad y derivada a través de los mapas conceptuales.

En esta investigacion se ha expuesto la importancia del concepto de funcion en
particular la funcion a tramos y su AS, de igual forma el desarrollo de conocimiento
matematico subyacente a la comprension de los conceptos que tal objeto implica cuando

se utiliza un material potencialmente significativo a través de la RP.

En el analisis didactico se ha mostrado como en nuestro contexto, el tratamiento
de los contenidos no promueve, en general, que los estudiantes sitiien aspectos de su
estructura cognitiva, por lo que no se posibilita el AS. Para producirse un aprendizaje a
largo plazo es necesario el enlace y la coherencia interna del contenido a aprender, por
tanto, es importante relacionar los conceptos y conectarlos de manera no arbitraria.
Podemos decir que para conseguir el AS necesitamos de instrumentos que ayuden a

relacionar y vincular los conceptos.

La idea previa con la que los estudiantes ingresaron respecto al concepto de funcién
a tramos, aunque no era errada, se fue transformando, provocando aprendizajes
significativos en los estudiantes. Desde este punto de vista el aprendizaje tiene que ver
con la incorporaciébn en su estructura cognitiva de un cuerpo de conocimientos

organizados.
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Los conceptos de funcién a tramos, limite, continuidad y derivada fueron
relacionados con propiedades de la grafica de la funcion y con simbolos o expresiones
algebraicas, conceptos que son significativamente comprendidos, entre otros motivos
porque se logré la conexidn los conocimientos previos, los cuales se encuadraban en los

problemas y actividades propuestas en el material potencialmente significativo.

Lo anterior, llevo a generar sistemas de significacion que favorecieron la capacidad
de desarrollo de conocimiento matematico. De esta manera, los estudiantes lograron
comprension de los conceptos puestos en juego en problemas y actividades y han logrado

fijar significados a dichos conceptos.

Para lograr que los estudiantes comprendieran y dieran significado al concepto de
funcién a tramos y los demés conceptos subyacentes a este objeto, se hizo necesario
disefiar un material potencialmente significativo que incorporara la RP con diferentes
registros de representacion. El disefio del material se fundament6 en los conocimientos
previos. Se logr6 “Identificar los subsumidores para el aprendizaje de la funcion a tramos
y los conocimientos desarrollados que emergen de un sistema de practica social y cultural

como consecuencia de la naturaleza de la actividad resolucion de problemas”.

En ese sentido, el andlisis de los resultados del pretest en el capitulo anterior nos
permiti6 aportar al disefio de materiales potencialmente significativo para el aprendizaje,

la comprension y el significado que los estudiantes otorgan al concepto funcion a tramos.

El material esta disenado para identificar los conocimientos tanto previos como los
matematicos desarrollados por los estudiantes cuando resuelven problemas referentes a
la funcidn, en particular la funcion a tramos, asimismo, permite la transformacion de los
conceptos mediante la accion sobre los objetos matematicos que es el medio fundamental

para la produccion de conocimientos y el AS.
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Por otro lado, los mapas conceptuales dieron sentido y coherencia a los conceptos
involucrados en los problemas y actividades desarrolladas por los estudiantes. Se logra
conseguir la conexion necesaria de la informacion para que se formen estructuras de
conocimiento, asi, es posible observar que los conceptos estén relacionados e

interconectados.

Podemos decir que el mapa conceptual fue un instrumento adecuado inducido por
el material potencialmente significativo tanto para potenciar o fortalecer el AS y la
comprension del concepto funcidn, alli se logra observar la jerarquia coherencia y
conexidn entre conocimientos previos y el conocimiento desarrollado. Los estudiantes
lograron construir la estructura cognitiva, encuentran sentido a los conceptos que
aprenden. Los mapas conceptuales realizados por los estudiantes proporcionaron al
investigador, los elementos implicados en la construccion del proceso inductivo
entendido como un Aprendizaje Subordinado y el proceso deductivo entendido como un

Aprendizaje Supraordenado que contribuyen al desarrollo cognitivo -ver Asimilacion-.

Los mapas conceptuales no son una manera diferente de disponer u organizar los
contenidos, ellos son un instrumento cultural para desarrollar habilidades y capacidades
cognitivas: para desarrollar conocimiento. Mas alla de los mapas conceptuales estd un

cuerpo teorico riguroso que los sustentan.

Asi mismo, se esperan que la investigacion y sus resultados sean utilizados por
otros investigadores de diversas universidades de forma que incida en la formacion de
estudiantes de licenciatura en matematicas, y a partir de alli emerjan propuestas
didacticas para superar algunos obstaculos epistemologicos caracterizados y para
desarrollar practicas sociales y culturales que conduzcan a un desarrollo de conocimiento

y aprendizaje significativo.
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Las aproximaciones descritas anteriormente permitieron obtener algunos
resultados que son promisorios para la investigacion, consideramos que estos favorecen
la discusion, andlisis y elaboracion de propuestas. Hemos encontrado que el
direccionamiento en dimensiones semioticos, didacticas, epistemoldgica y
socioculturales, plantean no solo un gran nimero de problemas y de interrogantes -
quedan sin resolver-, sino que ayudan a favorecer el AS y el desarrollo de conocimiento
matematico. Este planteamiento da cabida a otra investigacion para investigadores que

deseen ahondar esas dimensiones.

En general la investigacion aporta elementos didacticos y metodologicos que
admiten examinar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la funcién a tramos, en
tanto colocan a la expectativa de la didactica formas alternativas en el aula que implican

aspectos de accion y reflexion en los actos de conocer y aprender.

En el campo de la Educacion Matematica se han fundamentado situaciones donde
se ha identificado algunas dificultades que han sido reportadas por diferentes
investigadores y a través de diferentes perspectivas teoricas (Orton, 1983; Artigue, 1998,
2003; Cantoral, 2000; Moreno-Armella, Hegedus & Kaput, 2008; Salinas & Alanis,
2009). Esta investigacion ayuda a evitar tales situaciones reportadas en la problematica,
debido a que se ha orientado en parte al desarrollo de acercamientos didéacticos que
favorecen la construccion de significados, la comprension tanto al nivel de los procesos
como de los conceptos propios de algunos elementos del Célculo y del Andlisis

Matematico, principalmente de los conceptos de funcion, limite, continuidad, derivada.
8.4. Sobre el material potencialmente significativo y la RP

En general, los estudiantes después de establecer conexion con el material
potencialmente significativo disefiado, no presentaron dificultades para planear, y

resolver problemas y actividades que involucran la funcion a tramos. Las dificultades en
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el proceso de RP aparecieron inicialmente fundamentando que ese tipo de problemas es
para los ingenieros. Luego admiten que un problema se puede resolver de mas de una

forma de acuerdo a los conocimientos previos y lo entienden como un contenido de su

AS.

En la RP emergen varios de los conocimientos y tipos de AS, muchos de ellos
aparecen en el curriculo; no obstante, las limitaciones que impone la forma en que este
mismo curriculo estructura los conocimientos, generan una vision segregada de sus
aplicaciones. Evitar tal vision es proveer al curriculo universitario de estrategias como la
de esta investigacion, que contemplan los procesos de aprendizaje con significado, para
el desarrollo y enriquecimiento del conocimiento que relacionan conocimientos previos,

estudiantes, docentes, contenidos y tecnologia.

Podemos decir que la RP puede intuirse como una forma de pensar donde los
estudiantes buscan diversas maneras de resolver la actividad y no perder de vista la
importancia de justificar sus respuestas con diferentes argumentos. Es decir, el logro no
es exclusivamente alcanzar una respuesta sino identificar y verificar otras formas de

representar, indagar y resolver el problema.

Los procesos dinamicos de estudio que se originan durante la implementacion de
un material potencialmente significativo, crean condiciones para que los estudiantes se
involucren en la busqueda de respuestas a los asuntos planteados, respondiendo de forma
tal que fundan técnicas necesarias para resolver las actividades que han surgido de dichos

planteamientos.

Tall & Vinner (1981) han reportado evidencias sobre los escasos aprendizajes por
parte de los estudiantes universitarios, ante nociones matematicas, limite, continuidad,
entre otros, como ausencia para dar sentido y significado al concepto de funcion. Esta

investigacion aportaria a la solucion de dichos problemas, desde el uso de los mapas
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conceptuales elaborados por los estudiantes, donde los conocimientos matematicos
emergen como respuesta a cuestiones que deben tener los estudiantes en su estructura
cognitiva. De modo que algunas de dichas cuestiones se convierten en argumentos de ser

del desarrollo de dichos.
8.5. Aspectos socioculturales

Las matematicas han sido consideradas parte fundamental de la cultura, se les usa
en distintos contextos, vivimos con ellas a través de las labores desde las mas basicas a
las méas complejas de toda actividad humana: trueque, edificacion de vivienda,
recoleccion de cosechas, produccion de medicina, elaboracion de recetas de cocina,

modelacion de vuelos, inversiones financieras.

En ese sentido emerge la practica social en la dindmica del conocimiento al saber,
para hablar de una epistemologia. Al respecto, resulto provechoso relacionar el desarrollo
de conocimiento con el saber -como produccidn social del conocimiento-; surge de esta
forma un concepto de AS asociado a un conjunto de actividades articuladas por su

caracter social.

La investigacion transitd por las dimensiones del saber, su naturaleza
epistemologica -forma en que conocemos- su tendencia sociocultural, el plano cognitivo
y el modo de instruccion que producen interacciones, explicitas o implicitas, entre

cerebro, conocimiento y cultura.

Los conocimientos desarrollados por los estudiantes se centran en el analisis de los
procesos por los cuales esta construccion social se produce. Por ello, se hizo hincapié en
la comprension de los conceptos y la variedad de significados dados en los diversos

sistemas de registros de donde surgieron durante la actividad de RP.
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Se demuestra que el planteamiento de Vygotsky sobre las funciones psiquicas
superiores -atencion, la memoria, la comprension o el pensamiento- no son aisladas son
mediadas por instrumentos -herramientas y signos-, el material potencialmente
significativo y el uso de Geogebra y los mapas conceptuales, tienen un papel fundamental
en la mediacion de las acciones tanto en los estudiantes como de aquellos con quienes

éste interactua en el desarrollo de la actividad resolucion de problemas.

Los estudiantes, en el desarrollo del material potencialmente significativo vy,
especificamente durante la ejecucion interactuaron con sus grupos de trabajo, de manera
que existio una relacion con el objeto de estudio que les posibilitd realizar una
transformacion interna, una actividad en su estructura cognitiva que es mediada por
instrumentos propios su cultura y, por lo tanto, continuar con el desarrollo de sus

funciones psiquicas superiores.

Desde ese punto de vista, Wertsch (1993) afirma que para Vigotsky “la accion
humana, tanto en el plano individual como en el social, estd mediada por herramientas y
signos” (p. 36). De esta forma, los instrumentos aqui presentes -material potencialmente
significativo, Geogebra, mapas conceptuales-, son instrumentos concernientes al campo
simbolico de la matematica y, por lo tanto, como constructo cultural, tienen un rol como

medios semidticos que reconstruyen las acciones de los estudiantes frente al objeto de

estudio -limites laterales, la razon de cambio iy entre otros- que les posibilité comprender

aspectos del objeto funcion a tramos.
Finalmente podemos decir que no necesitamos procesos cognitivos aislados o
individuales, se necesita la mediacion de sistemas culturales de representacion y

conocimiento que visibilicen los aprendizajes significativos implicitamente alcanzados.

La interiorizacion de los sistemas de representacion son los que hacen posible en parte
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una transformacién de los nuevos conocimientos y la reorganizacion de la estructura

cognitiva que generaran nuevas formas de representar los objetos matematicos.

Al finalizar esta investigacion se sefiala que, aunque hay muchas investigaciones
relacionadas con el concepto de funcidon, hay un menor nimero de investigaciones
referidas a la funcidn a tramos -0 a trozos- debido a que en la cultura de la educacion
matematica poco se organizan actividades que involucran estos conceptos, pero no son

objeto de analisis en profundidad.

Asi mismo, tenemos la conviccion que los resultados de la investigacion
contribuyen a la construccion del curriculo -y de materiales didacticos- de las diferentes
facultades de educacion que ofertan la licenciatura en matematicas y consideren a la
funcion como un eje fundamental del pensamiento variacional. La construccion del
curriculo debe incidir en el mejoramiento de conceptos con significado, ademas, mejorar
significativamente los aprendizajes de los estudiantes, aportamos elementos para los
programas de formacion docente que permiten dejar atras los aprendizajes mecanicos y

memoristicos.
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