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RESUMEN

Se determinan las esperanzas matemd&ticas, desvios estandar y
coeficientes de correlacién de las variables correspondientes a
serie de mediciones, utilizando matrices de covarianzas y sus de-
terminantes, a efectos de obtener conclusiones praicticas sobre el
comportamiento estadistico de los errores.

Se determina en que grado los desvios son esencialmente alea-
torios o presentan una influencia sistemdtica, obteniéndose la
conclusibén de que tal situacibén puede analizarse mediante una in-
terpretaci6n adecuada de los coeficientes de correlacién y las
propiedades de los estimadores.

Se analizan las ventajas de este enfoque, compard&ndolo con el
método tradicional.

ABSTRAC

The mathematic hopes, the standard deviations and correlation
coefficient of the variables corresponding to a series of measure
ments, using matrices of covariances and its determinants, to the
effect of obtaining practical conclusions on the statistical beha
viour of error are determined.

The degree in which deviations are essentially contingen is
determined as well as if they present a systematic influence,thus
obtaining that situation can be analyzed through an adquate inter
pretation of the correlation coefficient and the properties of
the estimators.

The advantages of theis approach compared with the traditio-
nal method are analyzed.
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INTRODUCCION

Uno de los t6picos centrales de investigacifén mundial en Geo-
desia durante la Gltima década, es el cdlculo de las componentes
de varianza-covarianza dentro de un proceso de ajuste. El vertigi-
noso desarrollo de este tema se debe al aporte de Forstner(1979),
Frohlich (1980), Koch (1981), Grafarend (1981), Persson (1981) y
otros.

Es conocido el aspecto altamente engorroso del cdlculo cuando
se aplica el mé&todo clédsico senalado por Gauss. Aunque, afortuna-
damente en el presente, el procesamiento de datos se encuentra ca-
sl siempre sistematizado, mediante programas que utilizan distin-
tas formas del cdlculo matricial, resulta de interés comparativo
recordar la aplicacién de los coeficientes dados en forma simb&1li-
ca segfin la notacién Gaussiana. Antiguamente debfan calcularse los
términos oresados por la nomenclatura tradicional como los bsa

gdz : -J ; etc., cuya obtencifn se hacfa extensa y labo
riosa.

Serfa Gtil recordar la teorfia del método matricial con el ob-
jeto de clarificar la nomenclatura adoptada para los distintos pa-
ré@metros y definir ciertos términos estadfsticos, poniendo ademis
en evidencia:

1°) Las numerosas ventajas y gran cantidad de informacibén fitil que
proporciona si se lo interpreta mediante un andlisis adecuado:

2°) La posibilidad de obtener métodos que nos permitan detectar po
sibles errores sistemiticos, encubiertos por los accidentales
a partir de datos proporcionados por las matrices de varianza-
covarianza y otros procedimientos. Este punto es de capital im
portancia ya que el tratamiento estadistico de los errores po-
see validez cuando &stos presentan un caracter esencialmente
aleatorio.

Dada una variable aleatoria 2< gque podrfa tomar los valores

de las n observaciones de una magnitud (muestra) con sus co-
rrespondientes probabilidades P(xi) que en nuestro caso puden asi-
milarse a los pesos divididos por la sumatoria del total de ellos.

P(xi) — Pl _para n suficientemente grande

Pi: Peso de la observaci6ébn i

[P] : sumatoria de los pesos de todas las observaciones.
Definimos como esperanza matemdtica de la variable XX a:
E@=4 GB)1=2 x;. Pix) (1)

La varianza de XC ser§:

0‘2(&):E [2- Em)° (2)
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Siendo la desviacién estdndar o tipo

0 @=\[0t= (3)

Dadas dos variables aleatorias x e y se define como covarianza de
las mismas.

0 (57):E{[&—E(§)].[7-E(9)] } (4)

Siendo el coeficiente de correlacifén entre X e ?

__Tep { [2-Ew)] Ly-E@]
San= G &0 6) =E g g }

Es f&cil ver que la expresién (1) representa a la media aritmética
ponderada, es decir al valor mis probable (VMP) de acuerdo al cri-
terio de los minimos cuadrados.

La (2) es una medida de la dispersifn media (puede tomarse como in
dice de precisifn) ya que es la suma de los cuadrados de los des-
vios por sus probabilidades, o sea multiplicada por sus respecti-
vos pesos sobre la sumatoria de ellos f)

Es inmediato que la (3) es equivalente al error cuadrdtico medio
de la unidad de peso (para n suficientemente grande).

Se puede deducir de la (4) que si son probables o frecuen-
tes las coincidencias de los desvios (de ambas variables) en tama-
no Y signo tendremos una covarianza elevada y en caso contrario pe
quena o sea que é&sta dar8 el grado de dependencia estadistica en
el comportamiento de estas variables, es decir la relacién de natu
raleza estoc8dstica que existe entre ambas series de residuos, pu-
diendo suponerse la posibilidad de la existencia de una influencia
sistemitica (cuando la covarianza es elevada).

Con respecto a la expresifn (5) se concluye que si tiende
al 6 (-1) las variables est&n fuertemente correlacionados mien-
tras que si1 es pr6xima a cero, por el contrario €ésta serd muy dé-
bil. Debemos tener en cuenta que esta dependencia es de naturaleza
estadistica.

Sea el siguiente sistema de n ecuaciones de observacién con
r incbgnitas tal que n > r.

ql X+by+cz+. . +IeV,

(5)

a,X + b2y+czz+. .+ l2=V2

G, X+b ytc z+. . H, =V,

r \ r Y N
Q, b Cpr--- X ll VI
_|% bz Cp--- _{Y _|'2 _| Ve
A=|2_ 272 X L=|2 V=2
g, bp Cp--- -~ In \/
\ \
Matriz de los Vector de los Vector ae los Vector he los
coeficientes pardmetros 1in- términos inde- residuos

c6gnitas pendientes
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Este sistema de ecuaciones de observacifn, puede expresarse matri-
cialmente y a partir de &stas se obtiene la expresién matricial
que representa al sistema de ecuaciones normales, al cual se llega
minimizando la [vv] dada por el producto entre yectores Vt.v

Sistema de ec.

de observacién: AX+ L=V XTATi- |I :VT
T T Ty T
V V=l vv] V V:(X A+L)(AX+L)

Condicién de
min.cuad.pa-

ra observ. D (VTV):O-':) d(VTV):O Cond. de min. cuadr.

de igual pe-
so.

XA (AX+L)+(XA+ L )Ad X=0
xr[(AA x+(AL)J+txYAA)*(LA)1dx_o
“’(A A X+ - (AA)
(2) X (AA) (LA):O (AL)::K
A NX+K =0 =5 X=-(N"'K)
Analizando las dimensiones: AT(n’r). A(r,n): N(n,n) ﬂT(n,r).L(r,1):K(n,1)
N, n) Xh 1)+ K(n,1)= On,1) -(N"',n). K(n,)= X(n,1)

SiendoO% -—NLJL-(B) vVarianza de referencia o de la unidad de peso,
Si se tlenen gistlntos pesos se debe introducir la matriz diago-

nal de ponderacibn Wp obteniéndose
T
ViWp.V=[Pw]l NzAWpA=> (o= V. Wo.V
N: Matriz de los coeficientes de las ecuaciones normales.
Qaa = N—l Matriz de los cofactores de los pardmetros inc6gni-
tas.

2 XX ZGS.QAA

Matriz de Varianza-Covarianza de los par&metros incégnitas.

En el caso de compensar planimétricamente a un conjunto de pun-
tos dados por sus coordenadas geogrdficas, pueden obtenerse sus
elipses de error mediante las siguientes expresiones.

La orientacién del eje mayor (o del menor,segfin la solucifn que se

adopte) 2l
- o =k arcige A
0~ 2 IQee-Qmn
Semieje mayor QY! QSI)\
Ao:\/%. Qmax. Siendo lo matriz de cofactores Qaa=
Semieje menor -~ QA Q
2 .
] Bo=V0.Qmin.
Siendo
()nngx. + + -
min. -

Se ha introducido esta sintegis tefrica para unificar criterios
gobre interpretacién,definiciones y nomenclatura, teniendo en
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cuenta que casi no existe bibliograffa en castellano sobre este
tema.

PARTE PRACTICA

Se efectGa la compensacién de una parédbola, tom&ndose un ejem
plo simple que permita obtener conclusiones evidentes. Se miden
coordenadas de puntos de la cbnica con el objeto de obtener una ex
presifn que sea lo m&s ajustada posible a su verdadera ecuacidn.
En otras palabras efectuaremos una compensacién,a efectos de deter-
minar los valores m&s probables,de los coeficientes que definen la
ecuacién de dicha paré8bola.

El estudio propuesto consiste en resolver el problema tomando
primero las coordenadas medidas de cuatro puntos, luego de cinco,
seis, siete, etc. y estudiar como varfan los resultados obtenidos
en funcién del ndGmero de ecuaciones de observacién.

Expresando la ecuacién como p=f(q), se tiene

p=Aq+Bqg+C
A&qu+C-p:0

Siendo A, B, y C los coeficientes a determinar, usaremos la siguien
te nomenclatura.

A=x Bzy C=z

-p=l
(.'ﬁ?:(:ll q=b, 1=g P

axX+by+czt=V,
a,x+b,y+c,z+,=V,

q,x+b,y+c,ztl,=V,

En los valores de las coordenadas medidas (x e y) se introduce in-
tencionalmente un error sistemitico aproximadamente del orden del
10% el cual se hace incidir ligeramente intensificado en la obser-
vacién N° 5 y las adyacentes, con el objeto de analizar como éste
influye en los valores calculados. Adem&s, suponiendo que el mismo
es desconocido se ensaya un método que nos permita detectarlo.
Valores medidos en los que se ha introducido el mencionado error.

q;=-6,82 gy=-5,08 q3=-2,82 gg4= 1,52 q5=-0,8
pP1=57,2 p2=31,12 p3=6,48 pg=-12,40 p5=-6,8

qg=4,25 q,=6,67 qg=11,58 gg=9,59
pg=-4,68 p;=14,24 pg=85,6 pg=52,08

Nota: En el presente desarrollo s6lo se utilizan los primeros sie-
te pares de valores.

Planteadas las ecuaciones de observacifn, se obtienen matri-
cialmente las normales y luego las matrices de varianza-covarianza
extrayéndose toda la informacién que éstas proporcionan.

Se repite el cdlculo para 4, 5, 6 y 7 ecuaciones de error u
observacién.
Los resultados y sus variaciones pueden apreciarse en el cuadro 1.
Nota: En el trabajo original se ha tomado una cantidad mucho ma-
yor de valores que aqui no se introducen por razones de espacio,
presentando s6lo los mas significativos de acuerdo a los puntos
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que se desean analizar.

En el mencionado cuadro puden observarse los valores _que van
tomando algunos indicadores como las esperanzas E (x), E(Y),E(%),
la varianza de referencia a:’ los devaos estandaroi,ozd’ oK A
los coeficientes de cirrelacién Ja y de los determi
nantes Det N y Det N™* todos en ft%cig; ée n(n° de observaciones).
El significado de cada una de estas magnitudes se aclara en la in
troduccién tefrica de la primera parte.

Es evidente que en la fila "3" (observacifn) en que n=r no
es posible efectuar ningGn tipo de compensacién.

De la fila "7" se deduce la expresifn md&s probable (ajustada)
de la ecuacibén de la par8bola p= f(q)s es:

p=0,9994-3,027¢-9,976

Analizando la linea correspondiente a 5 ecuaciones,de error, se ob
serva que (% son relativarente bajos y a pesar que
ellos representan In igLs de precisibn, no ponen en evidencia al
error sistem&tico introducido.Los coeficientes de correlacién

no presentan valores elevados, los cuales podrfan
sugerIr:Lna dependencia estadfstica o influencia sistemdtica. No
ocurre lo mismo con el valor de §xy=99 2 {,que es cercano al m4-
ximo indicando una fuerte correlacién. No obstante por sf solo
serfa insuficiente para proporcionar el indicio de un error sis-
temdtico.

De acuerdo a lo anterior se puede apreciar la importancia de
estudiar como varfan los estjmadores anteriores al ir tomando dis-
tintos valores de n y resoiviendo el problema para cada uno de e-
llos. Esta tarea se realizarfa sin dificultad confeccionando un
programa que obtenga todos estos valores para cada ecuacidn de
observacién que se agrega, en un entorno de la medicién donde se
presenta algGn problema, valor excedido o sospecha de error sis-
temitico, de la misma manera que la mayorfa de los programas para
el procesamiento de observaciones Doppler (satelitarias) suelen
resolver el problema para cada nuevo paso recibido.

Es conveniente efectuar una representacién grdfica que puede
ser realizada por el mismo plotter del equipo.

Resulta de interé&s aclarar que las mediciones han sido efectuadas
con reglas distintas, pero de calidades equivalentes y en igual-
dad de condiciones. Esta precaucién se tom8 con el objeto de ga-
rantizar el caracter aleatorio de los errores, evitando correla-
ciones indeseadas y asegurar que los pesos sean aproximadamente
iguales, ya que las ecuaciones de observacifn poseen la misma es-
tructura.

Es evidente que los resultados (valores m&s probables de
los coeficientes), podrdn tener distintos pesos, los cuales se
pueden calcular a partir de la matriz de varianza-covarianza.
Este desarrollo se ha omitido ya que serfa independiente del te-
ma analizado y excederfa los 1limites de esta presentacidn.

Ha sido introducida la simulacifn de un error sistemdtico
de aproximadamente un 10 % el cual ha sido ligeramente intensifi-
cado en un entorno de la observacibn 5. Se analizan los resulta-
dos obtenidos de aplicar métodos que permiten detectar esta fluc-
tuacibén. Luego de esta comprobaci6n deberd estudiarse la causa y
zona de influencia del error el cual puede existir (en forma a-
proximadamente constante) en un campo mucho m&s amplio que el co-
rrespondiente a la variacibn localizada. Para ello podrfan utili-
zarse otros métodos mds complejos de medicibn y deteccibén de e-
rrores sistemfticos.
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Si bien el hecho de medir ambas coordenadas de cada punto de
la pardbola, constituye un enfoque m&s generalizado, este proce-
dimiento oresenta algunos inconvenientes.
1°) Al no medirse, una sola magnitud que constituya el término in-
dependiente de cada ecuacibn, no se tendrfa un sistema de observa-
ciones indirectas (puras), sino un caso combinado de mediciones
indirectas condicionadas. Esto harfa necesario efectuar un nuevo
enfoque en el planteo, para aseaurar la misma bondad del proceso
de ajuste.

2°) S1 se midiere un solo valor (por ejemplo la ordenada p) se ob
tendrfa una mavor homogeneidad en los pesos, que afectan a los re
siduos (vi) de cada ecuacibén. Adem&s, se observa cue dicha ordena-
da p, no aparece afectada de cuadrados (como ocurre con la absisa
q), simplific&ndose el andlisis de posibles linealizaciones y pro
pagaciones de varianzas (relacionadas con los pesos).

Estos inconvenientes se resuelven (en parte), designando las
coordenadas q. a priori y por lo tanto excentas de error. Tal pro
cedimiento no proporciona una solucibn total, ya que la determina
cidn grédfica de un punto, sobre el eje horizontal correspondiente
a una absisa q , se verad afectada de cierto desvio. Fste proble-
ma se ha minimizado aceptablemente, extremando las precauciones
en la determinacibn geométrica de su posicibén, hasta el grado en
que su indeterminacibn, sea de un orden de magnitud menor que el
correspondiente a la vacilacién con que se mide la ordenadas p.

De acuerdo a ésto, se tiene la certeza cue del modelo adoptado,se
desprenderdn resultados que, dentro de los limites analizados,pue
den considerarse vdlidos. Con esto se trata de destacar que se han
extremado al m&ximo las precauciones tomadas con las condiciones
de estudio, para garantizar la confianza en las conclusiones obte
nidas.

Si bien la varianza de la unidad de peso (7: , en funcién del
nGmero de observaciones, constituye el estimador b&sico, también
serd significativa la variacién de la matriz de cofactores QA4
de manera que serd apreciable la informacién obtenida a partir de
la de coy rianza% Y, xx (como se ver& m&s adelante), recordando
que es xx = T x Qaa.

Como ejemplo podemos citar algunos problemas que han surgido de
pruebas efectuadas recientemente, en la determinacién de coordena-
das por sistema Doppler, en un punto fijo (de primer orden de la
red). Estas se hacen parad6jicamente, cada vez mds incorrectas, a
medida que aumenta el nGmero de pasos procesados. Aunque todavia
no se ha determinado con exactitud, la causa de tal inconaruencia,
podrfa suponerse que existe alguna influencia sistemdtica, como po
sibles perturbaciones ionosféricas, alcuna pequefia incorreccibn a
los pardmetros de transformaci6én utilizados, etc. ¢C6lbmo puede ase-
gurarse que en la determinacién del posicionamiento de un punto
desconocido (sin elementos de referencia) no ocurran circunstan-
cias similares?. Tanto vara este caso, como para analizar el pro-
blema anterior, resulta 6ptimo efectuar algGn procedimiento eauiva
lente a los test de hip6tesis, como los desarrollados a continua-
cién, ya que los programas determinan las coordenadas para cada
nuevo paso aceptado (proporcionando las sucesivas matrices de va-
rianza-covarianza). As! lo hemos ensayado, graficando la variacibn
de los coeficientes de correlacién (en funcién del nGmero de na-
s8os8), obteniéndose informacibén aparentemente satisfactoria nara re
forzar la suposicién de la existencia de errores sistemdticos.

El n6Gcleo central de este trabajo est8 dado por la forma,
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particular de aplicar ciertos principios estadisticos (como la
propiedad de "estimacibn centrada"), demostrados por esta misma
teorfa y el andlisis adecuado de los resultados con el objeto de
sacar conclusiones fitiles. También se trata de poner de relieve
la sensibilidad con que varfan ciertos estimadores ante una pe-
quena fluctuacién del error sistemdtico, las propiedades de los
determinantes de las matrices de los coeficientes de las ecuacio-
nes normales y de su inversa de cofactores (N y N-1 respectiva-
mente) y la rapidez de crecimiento de los coeficientes de corre-
lacibn en las cercanfas de la intensificacién de la influencia
sistemédtica.

La coincidencia de dos o m&s de los resultados obtenidos por
estos métodos pronosticarfa la existencia de esta tendencia con
un alto grado de certeza. Es obvio que estos procedimientos pue-
den ser modificados y adaptados a cada situacibn particular.

Resulta evidente la utilidad de detectar influencias sistemd
ticas (que en muchos casos presentan gran dificultad para ser des
cubiertas),ya que la teorfa estadistica de los errores parte de
la hip6tesis que &stos son de naturaleza totalmente aleatoria. A
partir de esta premisa se infieren las caracteristicas de la fun-
cibén de densidad de probabilidades, como por ejemplo se postula
en la teoria de Gauss, obteniéndose mejores resultados en tanto
mas se ajusten las condiciones reales a esta suposicién.

CRITERID PAPA LA DETECCION DE ERRORES SITEMATICOS

Teniendo en cuenta que no siempre son importantes los valo-
res de algunos estimadores sino sus variaciones en funcién del nG-
mero n de observaciones, obtendremos conclusiones de las mismas.

Como primer paso se procede a graficar If'x [, feal o | Rl
en funcién de n. Se utilizan los coeficientes de correlé%ién, ya
que é€stos pueden dar idea de una posible dependencia estadistica
o sistemdtica. Aunque esta funcién no es continua se unen los pun
tos aislados obteniéndose una curva (ficticia) para visualizar un
modelo hipotético analfgico, que d& una idea de cual serfa su va-
riacidn progresiva (Ver gr&fico 1).

Interpretacidn

Se observa que Ifz ’ toma valores elevados para n 1igual
a 4 y 5, decayendo hacia el punto 6. Igualmente se evidencia que

Yx!l se hace considerablemente grande para n igual a 6 y 7,
creciendo desde 5.

Fstas apreciables variaciones de las correlaciones sugie-
ren la posible existencia de una influencia sistem&tica, pero no
son suficientes por si solas para asegurarla (las mismas podrifan
deberse, entre otras causas, a interdependencias geométricas pro-
pias de la estructura de una red).

De acuerdo a lo anterior, es necesario hacer un andlisis
mediante otros mé&todos. Para ello pueden utilizarse las propieda-
des que califican a los estimadores, principalmente la de estima-
cién centrada. Esta es especialmente aplicable a una pequefia can-
tidad de observaciones. Consiste en que si las distribuciones son
centradas o sea que no existe un apartamiento sistemi&tico, la es-
peranza matemdtica del estimador es idéntica al par8metro para
cualquier nimero (inclusive pequeno) de observaciones.
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E(i).,.—E(JT:),,{:'O]
:(n,<nny)=) A€s
E(f)nl—E(i)'BEO

en cambio  E(X),,—E() 3=0,3£0
}Z)B (posible £S)
E(x@) ,-E(X) ,=4,,£0

Si Dp=Dy32D, 20 20— ES

Siendo:
N
P Estimacor

P: Parametro

E(:—f)nii Esperanza del VMP para ni observaciones

ip:Media aritmétrica ponderal
A L]
EP,,.. Fsperanza del estimador para ni elerentos

E(i) Esperanza de la variable aleatoria(conjunto de
mediciones)

ES: Frror sistem&tico

[A: pescentraci6n equivalente al ES
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El mismo andlisis podrfa hacerse con_la varianza. .
Llamando x al valor mis probable de X anteriormente simbolizado

por Exx) , se tiene la siguiente variable aleatoria de acuer-
do al cuadro anterior.

X .4 =1,0003 E(%)4=1,0003

Xas =0,9959 E€t)a,5=0,9979

Xne=1,0018 E(X)q,5,6=1,0005

Xn7=0,9993 E(%X)4,5,6,7=0,9998

Luego de calculada la esperanza del valor mds probable se tiene:
A, =E(X)4-E(Dq 5 6,7=0,0005

Az - E&h's -EE)4'5’6,T= 0,00' 9

Ox=E (“:!:')4,5,5 ‘5(5)4,5'5.7 =0,0007

Analizando se observa que en el punto 4, 8; es muy pr6ximo a ce-
ro verificdndose el cumplimiento de la estimacién centrada.

En cambio el valor y.%Y se hace considerable (aproximada-
mente 4 veces mayor que el anterior) lo que implica una descentra
cién apreciable.

En cuanto a la E(x)yy , se obtiene un 4, pequeno algo ma-
yor gue el primero.

En base a estos resultados se puede inferir un error siste-
midtico, cuya mayor influencia se centraliza en un entorno del pun
to 5 y siendo que esta condicién concuerda con lo manifestado en
el andlisis gr4fico anterior serfa vdlido aceptar la existencia
de tal influencia. '

Este procedimiento se basa en el hecho de que el E;;)ngv
por ser el de mayor peso y tener m&s probabilidad de estar més
cercano al valor verdadero se lo toma como representativo del pa-
r8metro P de’'la distribucién mientras que los anteriores, desempe-
nan el papel de estimadores P.

Para obtener una confirmacién total de la existencia de e-
rrores sistemdticos,acentuados en las proximidades del punto 5 se
puede recurrir a la interpretacidn de otros datos proporcionados
por la Matriz de Varianza-Covarianza.

Propiedades de los determinantes de las matrices derivadas de las
ecuaciones normales.

Otro procedimiento consiste en calcular los determinantes
de las matrices de los coeficientes de las ecuaciones normales
(N) y de cofactores (Q=N-1) para distintos valores de n y luego
representar graficamente estos valores.

Se comprueba que el determinante de N crece rapidamente a
medida que aumenta el peso del valor m&s probable de las inc6gni-
tas y disminuye el error medio de la unidad de peso (desvio tipo).
Inversamente el det. de la matriz de los cofactores (Q=N"+) de-
crece bruscamente, conjuntamente con la variacién de las magnitu-
des mencionadas anteriormente. Esta demostracién se omite por a-
partarse del tema. d(Det.N)

Es decir = dn >0 ‘/3= d((?:tN ')(0
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Siendo: le<| v |31 valores generalmente muy grandes.

O sea que dichas variables pueden considerarse Indices de preci-

sién (por lo menos cualitativamente) de alta sensibilidad ya que
Jo<| v 131 son valores generalmente grandes.

Esta situacifn se puede observar en el grdfico 2 en el que se
representf a ambos determinantes y el desvifo de la unidad de peso
(error medio).

Analizando este grdfico vemos que dicho error medio toma su
valor mdximo para n=5 observaciones, mientras gue entre los puntos
4 y 5 las curvas representativas de los determinantes tienden a
horizontalizarse.

Esto puede interpretarse para Det N=fj](n) como que en este in
tervalo la precisifn casi no aumenta, ya que es desvirtuada por el
aumento de el error. Igualmente para la curva Det N-l= =f>(n)ocurre
como si la determinacién deja de decrecer aunque aumente n, ya que
hay un desvio sistemdtico que tiende a reforzarla. Concluyendo, el
andlisis de estos tres gr&ficos nos lleva a la misma consideracién
anterior.

Es decir que la existencia de un error sistemdtico cuya inci-
dencia se intensifica en la observacién 5 queda definitivamente
confirmada.

En el grafico 3 se representa la esperanza E(x)=f(n) donde se
observa que &sta oscila en forma amortigquada en torno al valor ver
dadero y su m&ximo apartamiento se verifica en el punto 5.

En el grdfico 4 se observa la variacibén del desvio standard
(error medio) que en coincidencia con lo esperado presenta un mi-
ximo en la observacién 5.

Es evidente que, practicamente, todos los estimadores ponen
el manifiesto en su variacibdn a la influencia sistemdtica que po-
drfa haber quedado encubierta, si por ejemplo se hubieran analiza

do los resultados en forma estdtica, para un valor de n determlna
do.

CONCLUSIONES FINALES

a. La utilizacién e interpretacién adecuada de la matriz de va-
rianza-covarianza en un proceso de compensacién puede propor-
cionarnos en forma pr&ctica y directa, una gran variedad de in
formacién como por ej.: Valores mds probables de las inc6gni-
tas, varianzas de la unidad de peso (referencia) y de las in-
cbgnitas, covarianzas de las mismas, errores cuadr&ticos medios
y de la unidad de peso y de cada una de las inc6gnitas, pesos
de las mismas, coeficientes de correlacién, valores de las de-
terminantes de las matrices de los coeficientes de las ecuacio
nes normales y su inversa (de cofactores), promedio de los va-
lores absolutos de los desvios. Adem&s se obtienen los valores
compensados (para igual y distinto peso) no s6lo de inc6gnitas

calculadas sino también de valores observados, elipses de error
con sus orientaciones, etc.

b. Es posible detectar errores sistemi&ticos como en el ejemplo an
terior, teniendo en cuenta la variaci6én de los coeficientes de
correlacibn y otras magnitudes en funcién del nGmero de obser-

vaciones, al igual que las propiedades de los estimadores (es-
timacién centrada, etc.).

c. Es factible hacer una representaci6tn de las elipses de error
teniendo en cuenta su distribucién en cuanto a magnitud y orien
taci6n de manera que, adem&s de obtener una visualizacibén de la
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distribucién de los errores, se puede estimar la variacifén de
precisién en funcién de la posicibn planimétrica de cada punto
compensado con respecto a los fijos.
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