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Resumen

Desde la década de 1950, el Analisis de Supervivencia se ha convertido en una de las
areas mas populares dentro del Analisis Estadistico. De hecho, los dos articulos estadisticos
més citados hasta el momento, escritos por Kaplan & Meier (1958) y Cox (1972), pertenecen
a esta area. En dicha &rea, se estudian las variables de Supervivencia, las cuales consisten en
variables no negativas que miden el tiempo hasta la ocurrencia de cierto evento de interés,
y se definen nuevas funciones buscando expresar distintos aspectos de ellas, tales como la
funcién de Supervivencia y la funcién de riesgo A(t). Los modelos de Supervivencia son
expresados de acuerdo a las expresiones de sus respectivas funciones de riesgo, y el Modelo
de Riesgos Aditivos es un modelo semiparamétrico muy utilizado, cuya funcion de riesgo es

de la forma
AL, B) == Xo(t) + Bz,

donde \g(+) representa a la componente no paramétrica del modelo, 3 es un vector Euclideo
de parametros regresores y z representa un vector de variables asociado a cada observacién.

El Analisis Bayesiano es un enfoque que permite, entre muchas otras aplicaciones, intro-
ducir informacion a priori, modelizando los parametros como variables aleatorias.

En esta tesis Doctoral, desarrollamos un analisis Bayesiano extenso del Modelo de Riesgos
Aditivos, detallando los trabajos presentados en el area, e incluyendo nuevas propuestas de
estimadores Bayesianos. Una ventaja importante de los estimadores hallados es que obtene-
mos sus expresiones de manera explicita, y evaluamos su eficiencia a través de simulaciones,
en donde veremos el impacto obtenido al variar los parametros de las prioris selecciona-
das. Ademads, proponemos distintos procesos a priori para modelizar la componente no pa-
ramétrica Ag(-). Presentamos métodos de seleccién de prioris automdticas, asi como opciones

de elucidacion, lo que refiere a la traduccion del conocimiento experto.



Palabras clave: Modelo de Riesgos Aditivos, Andlisis de Supervivencia, Inferencia Bayesia-

na.



Abstract

Since the decade of 1950, Survival Analysis became one of the most popular areas in
Statistical Analysis. In fact, the two most cited statistical articles in history, written by
Kaplan & Meier (1958) and Cox (1972) respectively, belong to this area. New functions
are defined in order to express specific issues of Survival variables (which are nonnegative
variables that focus on the time until the occurrence of a certain event of interest) such as the
Survival function and the hazard rate function, A(t). The Survival models are expressed based
on their hazard functions, and the Additive Hazards Model is an important semiparametric

model, whose hazard expression is

A(t, B) == No(t) + B2,

where Ag(+) is the nonparametric component of the model, 8 is an Euclidean vector of
regressor parameters and z represents an Euclidean vector of variables associated to each
element in the sample.

Bayesian Analysis is an approach that enables, for instance, to introduce prior information
as expert knowledge into the model, by modeling the parameters as random variables. In
this PhD thesis, we developed a comprehensive Bayesian Analysis of the Additive Hazards
Model, giving a literature review of research in the area, and surveying new proposals of
Bayesian estimators. An important advantage of our estimators is that they are available
in closed form. The accuracy of them is tested through a simulation study, in which the
values and weights of the selected priors are chosen in order to measure the impact and
flexibility of the model. Moreover, we express in detail several prior processes to model the
nonparametric component \g(:). Further, we discuss automatic priors selection methods,

and prior elicitation of expert knowledge.

Keywords: Additive Hazards Model, Survival Analysis, Bayesian Inference.
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1. INTRODUCCION

El estudio de procesos de supervivencia (o sobrevida) juega un papel muy importante en
campos como la medicina, ciencias biomédicas y epidemiologia, entre otros. Asi, por ejem-
plo, la comparacién entre la supervivencia observada en dos grupos de pacientes puede llevar
a validar un determinado tratamiento o, alternativamente, a identificar un factor de riesgo
importante. En general, los estudios que intentan evaluar la supervivencia en una determina-
da situacién presentan caracteristicas que determinan que deba utilizarse una modelizacién
adecuada a cada caso en particular como, por ejemplo, a partir de qué momento se mide la
variable. La situacién mas comun corresponde a un estudio en el cual la supervivencia del
paciente se estudia a partir de un determinado instante de tiempo en el que se interviene
sobre dicho paciente (administraciéon de un tratamiento, intervencién quirtrgica, etc.). El
estudio de procesos de supervivencia implica el seguimiento de los individuos a lo largo del
tiempo, pudiéndose producir una serie de situaciones que complican la caracterizacion de los
mismos. Asi, la situacion méas favorable la tendremos cuando podemos observar de manera
exacta el tiempo T' de aparicion del suceso de interés (muerte, aparicién de complicaciones
post-operatorias, rechazo de un érgano transplantado, etc.). En esta situacién, hablaremos
de datos no censurados. Por otra parte, es habitual que algunos de los pacientes se pierdan
a lo largo del seguimiento. Por ejemplo, puede pasar que un paciente transplantado deje de
acudir a la consulta por cambio de domicilio, perdiéndose su rastro a efectos de observar el
suceso de interés. En este caso, sabremos que el suceso no se ha producido durante el tiempo
que hemos seguido al paciente, pero no sabemos, pasado este tiempo, cuando se ha produci-

do el suceso de interés. En esta situacion, hablaremos de datos censurados. Por otra parte,
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los estudios clinicos suelen tener un inicio y un final. Para los pacientes que no presentan
el suceso cuando el estudio se acaba, sabremos que al menos han sobrevivido a ese tiempo,

pero no sabremos cuando han presentado el suceso de interés.

El objetivo de la tesis es realizar un andlisis de un modelo particular dentro del Analisis
de Supervivencia (el Modelo de Riesgos Aditivos) desde un enfoque Bayesiano, obteniendo
estimadores Bayesianos de forma explicita para la totalidad de los parametros del modelo, ob-
jetivo que no se encuentra presente hasta el momento en la literatura. Ademas, presentaremos
diferentes alternativas para la seleccién de prioris, y técnicas de elucidacién utilizadas para
traducir la informacion a priori disponible como informacién sobre los parametros. La tesis

se encuentra dividida por capitulos, sobre los cuales detallaremos brevemente a continuacién.

En lo que resta del Capitulo 1, trataremos las definiciones bésicas y motivacionales del
Analisis de Supervivencia, incluyendo diversos ejemplos y presentando los conceptos que se
utilizaran a lo largo de los siguientes capitulos. Ademds, presentaremos el enfoque Bayesiano,
contando brevemente el contexto histérico en el que se desarroll y su evolucion, para luego

dar una descripcién técnica de su implementacion.

En el Capitulo 2, presentaremos el modelo sobre el que se desarrollan los contenidos
de esta tesis, explicitando sus propiedades y motivaciones, y una aproximacion usual a la
componente no paramétrica del modelo, llamada “constante a trozos”. Ademas, se adjunta
una breve seccion de simulaciones, en la cual desarrollamos una primera propuesta de esti-
madores Bayesianos para el Modelo de Riesgo Aditivo, proponiendo una funciéon de riesgo
distinta a la méas usada en la literatura (funcién de pérdida cuadratica). Luego, presentamos
una extensa revisién de los trabajos publicados en el area, detallando las técnicas que fueron
utilizadas y los inconvenientes con los que se encontraron los distintos autores al abordar al

Modelo de Riesgos Aditivos desde un enfoque Bayesiano.
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En el Capitulo 3, calculamos estimadores Bayesianos para la totalidad de los parame-
tros del modelo mediante un método hibrido (denominado asi ya que los estimadores de los
pardmetros regresores se obtienen mediante una “ecuacion de estimacion”), utilizando un al-
goritmo que permite obtener una nueva expresién para la funcién de verosimilitud. Mediante
esta nueva expresion, se obtienen estimadores Bayesianos explicitos para la totalidad de los
parametros del modelo. Finalizaremos la Seccion con diversas simulaciones, y una aplicacion

a datos reales.

En el Capitulo 4 detallaremos la implementacién de prioris no informativas, las cuales
buscan minimizar el impacto de la distribucién a prior: selecionada acorde a la informacion

previa.

En el Capitulo 5 ofreceremos otras alternativas de procesos a priori para la componente

no paramétrica del modelo, explicitando la manera de implementarlas.

En el Capitulo 6 presentaremos opciones de elucidacién del conocimiento experto tanto
para las componentes paramétrica como no paramétrica del modelo, el cual en general se
encuentra asociado a la Funcion de Supervivencia. Finalmente, en el Capitulo 7 realizaremos
un compendio de los resultados obtenidos, y presentaremos extensiones a realizar como

investigacion futura.
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1.1. Analisis de Supervivencia

A continuacion, presentaremos las funciones basicas del analisis de Supervivencia, e in-
troduciremos las nociones de datos censurados y covariables, ejemplificando con modelos

clasicos.
1.1.1. Preliminares
Definicién. Llamaremos funcién de Supervivencia a la funcion definida como:
S(t):=P(T >1),

donde P denota a la funcion de Probabilidad de la variable T. Cuando T es continua,

S(t)=1— F(t), siendo F la funcion de distribucion acumulada.

Definicién. La funcién de Riesgo de una variable aleatoria T en un momento especifico
t es la tasa instantdnea de ocurrencia de eventos entre la poblacion que aun estd en riesgo

en el instante t. Si T es continua, tenemos que:

<
)\(t)zggl()P(t<T_tA+A]T>t)
, P(Te(tt+AlNT >t)/P(T >t)
= lim
A—0 A
P(T e (t,t+ A

= lim
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Esto implica que:

A(t) = —log[S ()],
S(t) = exp[—A(1)].

De esta manera, advertimos que
f(t) «— F(t) «— A(t) «— A(t) «— S(¢),

donde +— representa la relacién “uno a uno” que existe entre ellas. Es decir, conocer a una
de estas funciones nos permite conocer a las otras, lo que implica que tener conocimiento de
alguna de ellas se puede traducir en conocimiento de las demas.

La motivacién de definir estas nuevas funciones es que describen distintos aspectos de
una misma variable aleatoria, los cuales en ocasiones se presentan con mayor naturalidad
en la practica, facilitando su modelizaciéon. En medicina, por ejemplo, suele ser mas fécil

modelizar la sobrevida o el riesgo de una variable especifica, que su funcién de densidad.
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1.1.2. Modelos Paramétricos

Los Modelos Paramétricos consisten en suponer que la distribucién F(z) de la variable
aleatoria pertenece a una familia de distribuciones que depende de un numero finito de

parametros reales. Veamos, a continuacién, algunos modelos clasicos:

Exponencial: Es la funcién mas simple y una de las distribuciones més importantes
dentro del analisis de supervivencia. Algunas de las aplicaciones de esta funcién se
encuentran al describir patrones de vida en sistemas electrénicos, como por ejemplo
sistemas de generacion de estados de cuenta bancarios, cajeros automaticos y compo-
nentes de radares. Es usualmente asociada a patrones de falla puramente aleatorios.
También es famosa por la propiedad de falta de memoria con el inico detalle que esta
propiedad requiere que la edad de la persona (componente, animal, etc.) no afecte a
su supervivencia futura. Esta caracterizada por una tasa de riesgo constante v, como
su unico parametro. Valores grandes de v se asocian a riesgo alto y por lo tanto a baja
supervivencia y viceversa. A continuacion, se presentan sus respectivas funciones de

densidad, supervivencia, riesgo y riesgo acumulado correspondientes a este modelo:

ft)=ve™, t>0,
St)=1—Ft)=1—(1—e ") =e",

A =20 =

A(t) = —log[S(t)] = —logle "] = vt.

=v,t>0

Weibull: Es una generalizacién de la distribucion Ezponencial; se diferencia de esta en
que no supone una tasa de riesgo constante, logrando con esto aumentar sus posibles
aplicaciones. Sus primeras aplicaciones se dieron en rentabilidad, mortalidad humana,
en pacientes con cancer de pulmén y tiempos de mejora en cirugias mayores. Esta

caracterizada por dos parametros: o que determina la forma de la distribucién y v que
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determina su escala. Cuando o = 1 se obtiene el caso exponencial. Cuando t crece,
la tasa de riesgo aumenta cuando o > 1, y disminuye cuando a < 1. Sus respectivas

funciones de densidad, supervivencia, riesgo y riesgo acumulado son:

fO) =avt* e t>0= F(t)=1-¢"",

St)y=1—-F()=e"",

tafl —vt®
P
eV

A(t) = —log[S(t)] = —log[e "] = vt“.

La condicién de monotonicidad de su funcion de riesgo hace que esta variable no resulte

adecuada para modelizar, por ejemplo, el tiempo de vida de una persona.

Gamma: Esta distribuciéon incluye, como casos particulares, a las distribuciones Ez-
ponencial y Ji-cuadrado. Inicialmente fue utilizada para describir el tiempo 1til de los
vasos de cristal de cafeteras y para la duracién de materiales, de igual forma se ha

utilizado en la industria y supervivencia humana.

Esta distribucién surge de suponer que la falla o muerte ocurre en n periodos, o cuando
n subfallas han sucedido, es decir, al tiempo 717, la primera subfalla ocurre, al tiempo
T, ocurre la segunda subfalla, y asi sucesivamente. La falla total o muerte ocurre
al final del n-ésimo periodo con la n-ésima subfalla. El tiempo de supervivencia T
es entonces T} + Ty + ... + T}, se supone que dichos tiempos son independientes y
distribuidos exponencialmente con funcién de densidad §exp(—/ft;), t > 0,i =1,...,n.
Lo cual quiere decir que las subfallas ocurren de forma independiente con tasa constante
[. La distribucion de T es llamada distribucion de Erlang y ha sido ampliamente
usada en teoria de colas y procesos de vida. Si se generaliza la distribucién de Erlang
reemplazando el parametro n por un parametro real o > 0 se obtiene la distribucion

Gamma.
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La distribucion Gamma esta caracterizada por dos parametros « y 3, los cuales deter-
minan la forma y la escala respectivamente. Si 0 < o < 1 la tasa de riesgo disminuye
mondtonamente de infinito a # conforme avanza el tiempo; si a > 1 la tasa de riesgo
crece mondétonamente de 0 a [ cuando t avanza y si a = 1 la tasa de riesgo se vuelve
constante con tasa [ como en el caso exponencial. En este caso, dado que no podemos
hallar una primitiva para la funcién Gamma, las respectivas funciones de densidad,

distribucion, supervivencia y riesgo estan dadas por la forma:

ﬁatcx—le—ﬂt

) =
t axa—le—xﬁ
F(t) :/o Bz e ™ o) dz,

B e8] 604Ia—16—x,3

ta_l e—tﬁ

)\<t) = j'too xaflefl‘ﬁdw.

1.1.3. Datos Censurados

La presencia de datos censurados por la derecha es bastante comun en los estudios de

supervivencia. LLos mecanismos de censura por derecha mas usuales son:

» Tipo [: el mecanismo de censura Tipo I se presenta cuando cada individuo/elemento
de la muestra tiene una potencial censura fija C;, de manera que T; es observado solo si
T; < (. Las censuras de Tipo I usualmente se presentan en estudios que son llevados

a cabo durante un periodo de tiempo especifico.

» Censura progesiva (o aleatoria independiente): Cuando C' es una variable aleatoria

independiente de T™. Usualmente, C es el ultimo tiempo observado.

= Tipo II: Cuando el estudio concluye al llegar a cierto nimero fijo de observaciones y

se considera a C' como una variable aleatoria.



1. Introduccién 18

El modelo de muestreo censurado es muy 1til para analizar muestras que contienen este ti-
po de datos. Sean 17, ..., T* variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(i.i.d.) con funcién de distribucién F, y sean Ci,...,C, variables aleatorias i.i.d. (e inde-
pendientes de las anteriores), con funcién de distribucién G. En nuestro modelo, las T

representan los tiempos reales de “vida” (algunos de ellos posiblemente no observables), y

las C; los tiempos de censura. Con muestreo censurado, observamos los pares:

(Tla Al)y (T27 A2)7 LERE) (Tna An)

donde:

T; = min(7T7, C5),

1, si T; < Cj (dato no censurado),
A; =

’ 0, si T} > C; (dato censurado).

1.1.4. Expresion de la funcion de Verosimilitud en Modelos de Supervivencia

La funcién de verosimilitud tiene como argumento el/los parametros 6 del modelo (dada
la muestra). En ella, cada factor representa la informacién que aporta cada observaciéon como
funcién del parametro. Considerando censura por la derecha, la informacion que brinda cada
elemento de la muestra serd f(t) (en el caso de observaciones no censuradas), o S(t) (en el caso
de observaciones censuradas). En base a esto, la expresién para la funcién de verosimilitud

en modelos de Supervivencia estd dada por:

n n

La(6](t1,61), - (tn 6)) o< [T GIOIF[S @10 = [Tl S®:16), (1.1

i=1 i=1
donde el simbolo o< denota que las expresiones son proporcionales. Esta expresiéon es la mis-
ma para una gran variedad de modelos de censura por la derecha, incluyendo los tres mas

usuales (Tipo I, Censura progresiva y Tipo II). Un mayor detalle de estos aspectos se puede
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apreciar en Lawless (2011).

A continuacién, presentamos algunos ejemplos importantes aplicando censura por la de-

recha, y obteniendo sus funciones y estimadores de maxima verosimilitud.

Exponencial con censura: Consideramos el caso de un modelo de supervivencia con
distribucion Ezponencial con censura por la derecha. Tal seria el caso si midiéramos, por
ejemplo, el correcto funcionamiento de una componente electréonica durante 3 dias. Si fun-
ciona correctamente al cabo de dicho tiempo, la consideramos apta y cesamos la medicién.
En casos como éste, el aporte a la funcion de verosimilitud de cada elemento ¢; de la muestra

es de la forma:
(yefljti)(si (efyt,;)lféi _ V(siefl/ti
donde ¢; indica si lo que se observé fue un evento o una censura. Luego, la expresién de la

funcién de verosimilitud es:

n

L(V](t60)s s (b 80)) = [ [A@)MS () = [ [ore™t = pimaiemv it
=1

=1

Luego, hallamos su logaritmo

log L,, = (Z 5;) log(v) — thl,

y derivamos para hallar la funcion de Score

dlog L,

g Zz 10 Ztl
ov

Para hallar el valor donde se maximiza la funcién de verosimilitud, en este caso alcanza con

encontrar el valor de v que anula la funcién de Score. Luego, el EMV (Estimador de Mdzima

Verosimilitud) de v es:

oMV _ 21 5l_
2t
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Advertimos que, en ausencia de datos censurados (es decir, Y ", & = n), este estimador

coincide con el EMV clasico de la distribuciéon exponencial.

Exponencial a trozos: Este caso sera ampliamente usado a lo largo de esta tesis, dado
que lo utilizaremos como aproximacién a una curva continua mediante funciones constantes
a trozos (de la misma manera que en Teoria de la Medida se utilizan funciones simples para
aproximar funciones medibles).

Dada una grilla [sg = 0, 51, ..., 871,85 = 00), la cual define una particién de Ry, consi-

deramos una variable aleatoria cuya funcion de riesgo sea:

)‘O(t) = Zyil[si—hsi)(t)' (1'2)

La funcién de verosimilitud para este modelo adopta la siguiente expresién

n

J o
£n<yla“‘7VJ|(t1751)7'”7(tna(;n)) = H ( Vil[si_l,si)(tl)> eXp{_AO(tl)}7
1

=1 1=

de lo que se deduce que la funcién de verosimilitud para cada v; fijo resulta en:

Ly (vi(t1,01), -, (tn, 0n)) o< exp {Z —Ao(tl)} H kai-
=1 ki=1

donde el conjunto {t; }i.— 1 representa a la cantidad de observaciones en la muestra
ki Jk; {1,...,17,2}

que se encuentran en el intervalo [s;_1,5;), ¥ {0k, }ki={1,...n;} SON sus respectivos indicadores

de censura. Dado un v; fijo, podemos expresar la funcién de riesgo acumulado evaluada en

cada observacién t como

Ao(?) t < s,

Ao(t) = AO(Sifl) + Vz(t — 81‘,1) Sim1 <t < Si,

AO(Si—l) —+ Vi(si — Si—l) + fsi )\o(u)du S; < t,

\
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logrando diferenciar la parte que depende de v; de la que no.

Llamando m; = #{t; > si}i=1.._», y dado v; fijo, obtenemos

eXP{—ZAo(tl)} —expq— [ D Mo+ D Ao(t)+ D Aolty)

t1<si—1 tZG[Sifl,si) t;>s4
X exp § — Z vi(t; — si—1) +mivi(s; — si-1)
tlE[Sifl,Si)
= exp {—l/l' (Z(tkl — 81;1) + mi(si — 8i1)> } . (13)
ki=1

Luego, la funcién de verosimilitud se puede reescribir como
Lata](t1,01), s (b, 0,)) = ¢4 Skl tmisimsin)) TT  0n
k=1

Calculamos su logaritmo:

ng

log L£,,(vi|(t1,61), -y (tn, 6n)) = —14 Z(tk — Si—1) +my(s; — si-1) | + log (H ufk’)
kei= ki=1
. X Sk,
= —V; Z(tlfz — Si—l) + mi(s,- - Si—l) + Z log (Vi kz)
ki=1 k=1
= -V Z(tkz —5i-1) +m;(s; — s,-1) | +1logy; Z Ok
ki=1 ki=1

para luego hallar la funcién de Score:

alogﬁn(%|(t1,51)7~-a (tm(sn)) - _ (i(tk . 8'71) +m-(s- . 8'1)> + ZZ=1 57%

V; V;
a ) k=1 i

Luego, despejando, hallamos una expresién explicita para el estimador de maxima verosimi-

litud de cada v;:

~MV k=1 Yk;
pot (thy — 8i21) +mi(s; — si1)

Y
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donde Zzzl Jy, resulta ser la cantidad de observaciones no censuradas que caen en el inter-
valo [s;_1, $;).

Cuando tratamos sobre R (es decir, no consideramos una particién), nos encontramos en
el caso particular de la Exponencial, y el estimador hallado coincide con el de la Fxponencial
con censura, ya que en el numerador se encuentra la cantidad de observaciones no censuradas,

y en el denominador advertimos que s; 1 =0y m; =0 .

1.1.5. Incorporacién de Covariables

Es usual considerar a la expresion de la funcién de supervivencia desconocida, en cuyo
caso procedemos a estimarla mediante la muestra. Podemos asumir que dicha distribucién
pertenece a una familia paramétrica (por ejemplo: Log-normal, Exponencial, Weibull, Gam-
ma), o podemos modelizarla de manera no paramétrica. En cualquier caso, asumiremos
independencia entre las observaciones (t;,d;), para ¢ € {1,...,n}. Eventualmente, podemos
asumir la existencia de ciertas variables asociadas a cada unidad de la muestra, a las que
llamaremos covariables y las denotaremos z(t;) = z;, que permitirdn explicar ciertas parti-
cularidades de cada unidad de muestreo. Dichas covariables pueden ser datos como la edad
del paciente al inicio del estudio, indicaciones particulares de un tratamiento en cada mues-
tra, etc. En ocasiones, podemos considerar a dichas covariables en funcion del tiempo, y las
llamaremos covariables dependientes del tiempo.

Se presenta a continuacién un modelo donde incluimos una covariable.

Ejemplo: Consideremos una variable aleatoria con funcién de riesgo:
A(t) = veP?,

donde z es una covariable que no depende del tiempo, y v y 8 son los parametros de interés.
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La funcién de riesgo acumulado en este modelo resulta en
A(t) = vePt,
por lo que su funcién de Supervivencia adopta la expresion
S(t) = exp{—ve’t}.
Luego, la funciéon de Verosimilitud con esta funcion de riesgo es:

En(ya6|(t1751) tna(S H 62[ o eXp{_yeﬁzltl}7

=1
y su logaritmo es

n

log Ly (v, BI(t1,01), ey (tn, 00)) = Y _[6i(log v + Bz) — vet)].
=1

Asi, llegamos a la funciéon de Score para v:

dDlog L, (v, B|(t1,01), -y (tn, 6n)) - {(51 Mtl]
ov ’

y la funcién de Score para f3:

(91() Z"?’l 7/3 U ,6 g eeey tn76n :n: Bz

Igualando ambas ecuaciones a 0, nos queda un sistema del cual no se puede despejar v/

=1

y B\M V' No obstante, se puede recurrir al uso de algoritmos computacionales y hallar el EMV

de manera numérica, mediante la maximizacién de la funcion de Verosimilitud.

1.1.6. Modelos semi-paramétricos

Se denominan modelos semiparamétricos a los modelos que tienen tanto una parte pa-
ramétrica como una no-parameétrica.
Algunos de estos modelos, los cuales son presentados mediante una expresion de su funcién

de riesgo, y sobre los que hay una extensa bibliografia dedicada a su tratamiento, son:
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Modelo de riesgos proporcionales de Cox (1972): Sin dudas el mas popular de
los modelos semiparamétricos, fue propuesto por David Cox, siendo entre los trabajos de
estadistica el segundo mas citado en la historia. También llamado PHM por las siglas en
inglés Proportional Hazards Model. Sean (11,A4),...,(T,,A,) independientes, y sea Z el
vector de covariables asociado a esta muestra, donde la funcion de riesgo de T*|Z = z esté

dada por:
A(t B) = (1) P

y Ao es una funcién de riesgo arbitraria, la que llamaremos en adelante baseline hazard, y
que determina una distribucion base con densidad fj.

Dados dos vectores de covariables z; y 2o que difieren sélo en la i-ésima covariable,
definimos el HR (del inglés hazard ratio) como:
Ao(t) exp{z1 8}
Ao(t) exp{28}

donde zy;, 2z9; v [; representan las i-ésimas componentes de 21, 2o y 3 respectivamente.

HR = = exp[(21; — 22:)0i,

Advertimos que HR no depende del tiempo t. El nombre modelo de riesgos proporcionales
se deduce de la ultima ecuacion, donde se advierte dicha propiedad.
Considerando datos de supervivencia con censura estandar (por la derecha) {(¢;, )},

la verosimilitud para este modelo estd dada por:
La(B, Xol(t1,81), ooy (£ 80)) = [ L0 (t0) Y [So (1))
=1

Este modelo es semiparamétrico ya que posee una parte paramétrica, que es la que se corres-

! , . .
ponde con e*”, y una no paramétrica, que se corresponde con la baseline \y(t).

Modelo de riesgos aditivos (Aalen, 1980): En adelante, nos referiremos a este modelo

como AHM (del inglés Additive Hazards Model). Este modelo propone la siguiente funcién
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de riesgo
AL, B) = Xo(t) + 2B,

donde, nuevamente, Ao(.) representa a la componente no paramétrica del modelo, 3 repre-
senta al vector de pardmetros regresores y z al vector de covariables de la muestra. En los

préximos capitulos trataremos en detalle este modelo.

Modelo de tiempo de falla acelerada: El modelo de tiempo de falla acelerada o AFTM
(Accelerated Failure Time Model), presenta un enfoque ligeramente distinto a los modelos
previos, proponiendo un cambio de escala para los tiempos de sobrevida. Destacamos que, a
diferencia del PHM y AHM, la expresion del AFTM es de acuerdo a los tiempos de sobrevida,

y no a la funcién de riesgo. Dicha expresién es:
T* =Ty exp(2'B),

donde T ~ Fy(+) es la componente no paramétrica del modelo, z es el vector de covariables
y 3 el vector de pardmetros regresores. Advertimos que, en este tipo de modelos, la funcién

de riesgo es A(t, 3) = Ao [t exp(2'B)] exp(2'B), la cual no resulta ni multiplicativa ni aditiva.

Estos modelos se hicieron muy populares debido a su amplio rango de aplicacion a distin-
tos procesos. El desarrollo de propuestas de estimacion clasica en cada uno de ellos es muy
amplio. Una recopilacién extensa de estos puede ser hallada en algunos libros cléasicos, como

Kalbfleisch & Prentice (1980), Klein & Moeschberger (2005), o Lawless (2003), entre otros.

1.2. Estadistica Bayesiana

A continuacién, presentaremos una breve introduccion a la Estadistica Bayesiana. Co-

menzaremos retratando en orden cronolégico las principales figuras que contribuyeron al



1. Introduccién 26

desarrollo y validez de este enfoque de la estadistica, para luego dar una definicién mas

formal, con ejemplos ilustrativos.

1.2.1.  Un poco de historia

Los origenes y consolidacion de la Estadistica Bayesiana fueron impulsados mayormente
por las siguientes reconocidas figuras histéricas dentro de la historia de la ciencia. Se pre-

sentan sus aportes y desarrollos de manera muy breve y en orden cronoldgico.

Bernoulli: En 1713, James Bernoulli presenta “Ars Conjectandi” (El Arte de la Conjetura),
en el cual desarrolla una primera aproximacion a la Teoria de la Probabilidad. En dicho tra-
bajo, el concepto de probabilidad esta asociado al limite de la frecuencia relativa, logrando
probar la primer conexion matematica entre probabilidad y frecuencia, hoy en dia conocida

como Ley débil de grandes nimeros.

Bayes: Thomas Bayes fue un hombre del clero y matematico amateur (uno muy bueno,
aparentemente fue el primero en comprender la naturaleza de las expansiones asintoticas).
Luego de su muerte, en 1761, entre sus trabajos fue hallado un curioso manuscrito sin publi-
car. No se sabe a ciencia cierta cual era la intencion de Bayes con este manuscrito, o cuanto
se edito el trabajo mientras pasaba de mano en mano hasta llegar a publicarse finalmente
en 1763, pero con él se dio inicio a la “Estadistica Bayesiana”. Esta brindé soluciones com-

pletamente diferentes al problema inconcluso de Bernoulli.

Laplace: En uno de sus primeros trabajos (en 1774), Laplace “redescubrié” el principio de

Bayes, y lo desarroll6 e implement6 con mayor claridad y generalidad. Durante los préximos
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40 anos utilizé la Estadistica Bayesiana en problemas de Astronomia, Geodésicas, Meteoro-
logia, Estadisticas de Poblacién e incluso Jurisprudencia.

El teorema bésico aparece hoy en dia de manera trivialmente simple, aiin siendo por mucho
el principio méas importante sobre el que se desarrolla la inferencia cientifica.

Denotando varias proposiciones A, By C,

P(A|C)P(B|ANC)

P(AIBNC) = PGB0

(1.4)

Lo importante de la ecuacién (1.4) es que representa el “proceso de aprendizaje”: P(A|C)
representa la probabilidad “a priori” de A, cuando sélo conocemos C. P(A|B N C') repre-
senta la probabilidad “a posteriori”, que representa la modificacién del resultado cuando se
incorpora nueva informacién B. En general, A representard alguna hipdtesis o teoria, B re-
presenta la nueva informacién adquirida mediante observaciones, y la informacién “a priori”
C representa la totalidad de lo que sabemos de A antes de la obtencién de los datos B.

Un ejemplo famoso (un problema real que Laplace resolvid) es el del cdlculo de la masa Mg
de Saturno. En este caso, A representaria la hipotesis de que Mg pertenece a determinado
intervalo, B consistiria en los datos obtenidos de los observatorios sobre las perturbaciones
mutuas entre Jupiter y Saturno, y C' la informacién obtenida del sentido comun acerca del
tamano de Saturno (su masa no puede ser demasiado pequena ya que siné perderia sus ani-
llos, ni demasiado grande ya que perturbaria el equilibrio del sistema solar). Laplace reportd,
a finales del siglo XVIII, una estimacién mediante el Teorema de Bayes, en la cual Mg era
igual a 1/3512 de la masa solar, y dio una probabilidad de 0.99991 de que el verdadero valor
My se encuentra dentro del 1% de ese valor. Otros 150 anos de acumulacién de datos han
elevado la estimacién de Laplace en un 0.63 % (es decir, dentro del intervalo hallado).

Luego de su muerte, todo el desarrollo analitico y los resultados obtenidos por Laplace fueron
desestimados por la ausencia de explicaciones suficientemente claras de algunos conceptos

importantes que consoliden su teoria.
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Jeffreys: Temprano en el siglo XX, Harold Jeffreys redescubrio la légica de Laplace y, en
la década de 1930, explicé con mucha mayor solidez y claridad los conceptos subyacentes en
el trabajo de Laplace. Pero no le fue facil: durante los proximos treinta anos estuvo bajo
constante ataque de la comunidad académica de la época. Luego de 1960, la escuela Baye-
siana comenzod a crecer, lento al principio, e incrementando su ritmo hasta llegar al ritmo
vertiginoso de estos ultimos afnios. Esta extrana historia es uno de los motivos por los cuales,

quizas, hoy en dia quienes realizan estadistica Bayesiana sienten temor al defender su légica.

Cox: Enladécada de 1930, el trabajo de Jeffreys por validar la estadistica Bayesiana desato
mordaces debates sobre este tema. Los frecuentistas parecieron no tomar nota de las grandes
masas de evidencia aportadas por Laplace y Jeffreys, en las cuales demostraron de manera
pragmatica su éxito cuando se aplican sin ser necesaria alguna conexion con la frecuencia.

En 1946, un modesto y breve articulo, escrito por R. T. Cox, dejaba finalmente sentadas
bases sélidas sobre las que se erige la estadistica Bayesiana. Luego de 1946, aquellos que se
seguian oponiendo a los métodos Bayesianos, estaban obligados a ignorar no sélo el éxito

pragmatico, sino también el teorema demostrado en este articulo.

1.2.2.  Aspectos técnicos: Enfoque Bayesiano del problema de la estimacion puntual

El enfoque Bayesiano supone que se tiene alguna informacion previa sobre el parametro
0 sobre el que se hacen inferencias. Esta informacién estd expresada por medio de una
distribucion sobre #, denominada distribucién a priori. La distribucién a priori puede tener

distintas interpretaciones. Se pueden dar, por ejemplo, las siguientes alternativas:
e la distribucion a priori estd basada en experiencias previas similares,

e la distribucién a priori expresa una creencia subjetiva.
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El hecho de que el enfoque bayesiano considere una distribucion de probabilidades sobre
0, supone tratar a 6 como una variable aleatoria. En este caso, llamaremos © a la variable
aleatoria sobre el pardmetro, cuya distribucién es 7(0). Una vez observada la muestra, se
puede calcular la distribucion condicional de la variable aleatoria © dada la muestra X. Esta

distribucion se denomina distribucién a posteriori y esta definida a través de la funcion:

B Txo(X,0)7(0)
Jo (0, %) = [ fap(X,s)7(s)ds

Definicién. Una funcion de pérdida es una funcion l(0,d) no negativa, con 1(6,0) =0,

que nos indica cual es la pérdida cuando el valor del estimador es d y el valor del pardmetro

es 0. Luego, si usamos el estimador §(X), la pérdida serd
1(6,6(X))
y esta pérdida serd una variable aleatoria ya que depende de X .

Definimos el Riesgo Frecuentista como

R(6,6) = /X 16, 5(x)) £ (]6)de.

Notemos que la integral se realiza sobre el espacio X.

Desde el enfoque Bayesiano, uno considera la pérdida esperada a posteriori:

o(T,d|X) :—/@l(&,d)T(GIX)dQ,

el cual promedia el error (o la pérdida) de las distribuciones a posteriori para el pardmetro
f, condicionadas a la muestra observada. Notemos que, en este caso, la integral se realiza
sobre el espacio paramétrico.

Luego, definimos el Riesgo Integrado, el cual es el Riesgo Frecuentista promediado sobre

los valores de 6 con respecto a su distribucién a posteriori 7:

r(7,0) ::/@/Xl(@,d(x))f(x\&)dxﬂ@)d@,
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el cual podemos reescribir utilizando el Teorema de Fubini (ya que {(9, §) > 0):
r(7,8) = /@ /X 10, 5(2)) f (2]6)de 7(8)dB
- /X /e 100, 5(2) f(2]0)7(6)d6 da
_ /X /@ 10, 8(2))7 (8]} dO m(x)de
- [ et st@)ym(a)aa

donde m(z) proviene de la completacion de la distribucién a posteriori. En vista de esta

ultima expresion, resulta intuitivo proponer un estimador como aquel que minimice r(7,¢).

Definicién. Un estimador Bayesiano asociado a una distribucion a priori T y a una funcion
de pérdida | es cualquier estimador 0™ que minimice r(7,0). Al valor r(1) = r(1,07) se lo

denomina riesgo de Bayes.

Es importante destacar que, desde un punto de vista estrictamente Bayesiano, sélo la
pérdida esperada a posteriori o(T,d|X) es importante, ya que el paradigma Bayesiano se
basa en la distribucién condicional. Notemos que, bajo funciones de pérdida estrictamente
convexas, los estimadores Bayesianos son unicos.

El estimador Bayesiano utilizado con mayor frecuencia es el asociado a la funcion de
pérdida cuadratica 1(0,6(X)) = (0 — 6(X))%. Esta funcién de pérdida fue propuesta por
Legendre (1805) y Gauss (1810), y presenta como principal cuestionamiento el hecho de
que sobrepenaliza observaciones muy alejadas de la media. Una de sus ventajas es su forma
convexa, y la simplicidad de trabajar con ella (argumento que utilizé6 Gauss en su trabajo de
1810 defendiendo su utilizacién, siendo consciente de la arbitrariedad de la propuesta). Bajo
esta funcion de pérdida, el estimador Bayesiano resultante es la esperanza a posteriori. Es
importante destacar que esta no es la tnica funcién de pérdida que conduce a este estimador
Bayesiano.

Otro estimador Bayesiano que utilizaremos en el presente trabajo es el denominado M AP
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Mazimum a posteriori, definido como el modo de la posteriori. Este estimador es el resultante
de la utilizacién de la funcién de pérdida 0 — 1:

0, [0—d| <k,
[e(0,0(X)) :=

1, |60 —d|>e,

y tomando € — 0 se obtiene dicho estimador. Este estimador puede expresarse como un es-
timador maximo verosimil penalizado en el sentido clasico, conservando sus propiedades de
optimalidad asintéticas (suficiencia, consistencia), bajo algunas condiciones de regularidad
de fxo(X,0) y 7(0). Estas propiedades resultan intuitivas ya que, conforme el tamaino de
la muestra aumenta, la informacion contenida en la muestra se vuelve predominante con
respecto a la informacion a priori.

Informacion adicional sobre Estadistica Bayesiana se puede consultar, por ejemplo, en Ro-

bert (2007).

A modo de ejemplo, consideremos los siguientes casos:

Exponencial: Consideremos una variable aleatoria con distribucién £(¥), donde supone-
mos que ¥ ~ Gamma(a, ). Recordemos las expresiones obtenidas en la seccién 1.1.2 para

las distintas funciones en el caso de la distribucién Exponencial:
fHV =) = e,

St =) =1—-F(t)=1— (1 —e %) =e ¥,

e Vvt
Nl =) = £ = P o,

At = ¢) = —log[S(t)] = —log[e™"] = ¥t.
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Luego, considerando una muestra X = {¢;}ic1,..n}:

f = f(tla-"vtmw)qj(w)
T T F (b ey b ) W () dy

n —yt; oY te” Y
[Tim ve NE)

n g a—=1,=Py
J e =g
e T tigho—1,-BY
fyne—yZ?zl tigya—le=Bydy
(S t3) + Blrteqptmra)—le= (S t)+6ly
I'(n+ «) '

Es decir fy|x es la funcién de densidad de una v.a. con distribucién Gamma(n+a, (31, t;)+

B). En este caso, advertimos que partimos de una priori Gamma, y llegamos a una poste-
riori que se encuentra en la misma familia, ya que también es Gamma. Se dice entonces que

la familia de distribuciones Gamma es conjugada de la familia de distribuciones Ezponencial.

Luego, el estimador Bayesiano de 1 correspondiente a la funcién de pérdida 1(©,d) =
(q(©) — d)? es la esperanza de la posteriori. Es decir:
IZB _ n—+« ‘
i ti) + 8

Consideremos, ahora, un caso mas general.

Exponencial con censura: Sea {(t1,d1), ..., (tn,d,)} el conjunto de valores observados de
una muestra ii.d. {(77, Ay), ..., (T, A,)}, donde los tiempos reales T ~ £(1)). Nuevamente,
mediante las expresiones halladas en 1.1.2, expresamos la funcién de verosimilitud de la

forma:
n

Lo([(t1,61), oy (tn, 60)) = [ [ e,

1=1
donde consideramos a 1 como una realizacién de la variable aleatoria W. Consideramos como

distribucién a priori para ¥ ~ Gamma(a, 5):
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¢a—15ae—¢ﬁ

()

, con a, > 0.

fu ()

De manera andloga al caso de la distribuciéon exponencial sin censura, se obtiene que la
densidad a posteriori no es mas que la funcién de densidad de una variable aleatoria con
. . ., n n
distribucién Gamma (a+ > ;_, 0,8+ >, t) -
Por consiguiente, el estimador Bayesiano correspondiente a la funcion de pérdida cuadrati-

Ca es:



2. EL MODELO DE RIESGO ADITIVO

De ahora en adelante, nos dedicaremos al estudio de muestras del tipo (71, A1), ..., (T, Ay)
independientes, donde la funcion de riesgo de T* asociada a un vector de covariables Z = z

estd dada por:

At, B) = Ao(t) + B',

con \g funcién de riesgo arbitraria, que determina una baseline hazard con densidad fy. En
adelante, denotaremos por A(t) en vez de A(t,3) a la funcién de riesgo del modelo aditivo,
salvo que sea necesario especificar el conjunto de parametros.

A diferencia del modelo de Cox (donde los riesgos son proporcionales), advertimos que en
este caso los riesgos son paralelos, ya que la diferencia de riesgos entre dos elementos distintos
de la muestra con vectores de covariables z; y z5 que difieren sélo en la i-ésima componente,
definimos ((Ag(t) + B'z1) — (No(t) + B'22) = B'21 — B'22 = Bi(21; — 29;)) es una funcién cons-

tante en t.

Consideraremos una aproximacion paramétrica a la componente no paramétrica del mo-

delo A\, que se presenta a continuacion:

(
ay, si0<t< sy,

a2, sl s1 <t < 89,

aj, sisy_1 <t,
\
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con Sy, ..., sy conocidas (J fijo). Una restriccién necesaria para este modelo es que a; > 0.
Esto es debido a que S(t) i 0, por lo que A(t) 2% (lo que implica que a; > 0).
Advertimos que esta expresion, llamada constante a trozos, representa una aproximaciéon
paramétrica mediante la funcién de riesgo de una variable aleatoria Ezponencial a trozos (lo
que motivo el hecho de asignarle el subindice 0 a la funcién de riesgo de la Exponencial a
trozos definida en la ecuacién (1.2)).

Analicemos la forma que toman las distintas funciones bajo este modelo. Integrando la
funcién de riesgo, obtenemos una expresion para la Funcién de Riesgo Acumulado, la cual

resulta en:
t t
A(t) = / Au)du = / Do(u) + B'2]du = Ao(t) + B2t — Ao(0) = Ao(t) + B+t
0 0
En base a esta, calculamos la Funcién de Supervivencia:
S(t) = e M) = e~ MoB)=F"2t — So(t)e_ﬁ,Zt.

Hallamos su Funciéon de Densidad calculando el producto entre las funciones de riesgo y

supervivencia:
F(#) = AB)S(E) = [Mo(t) + 52)So(t)e " = Ao(t)So(t) + So(t)8'z]e .

Por tltimo, calculamos la funcién de Verosimilitud para el AHM (recordando la ecuacion

(1.1)):

A(t)” S ()

=

‘Cn(ala "'7aJaﬂ’(t1751)7 EERE) (tnaén)) X

~

1

[Ao(tr) + 5’2 ’50(751) —Bat

1
H S() } {6_5/ >l st HP‘O(U) + B’Zl]él} )

=1 =1

I
zs

~
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Cuando no haya lugar a confusion, utilizaremos sélo la expresién L,,, sin especificar el argu-
mento.
A continuacion introduciremos la funcion de Intensidad la cual es habitualmente utilizada

para caracterizar modelos de supervivencia.

Definicién. Dado un proceso de conteo
N(t) = “nimero de eventos en [0,t]”,
la funcién de Intensidad definida acorde al proceso es:
I(t) =Y (t)A(1), (2.1)
donde Y (t) es llamada funcion “en riesgo” y estd definida como

1, si el evento no se presento ni se censuro al instante t,
Y(t) = 1(T*>t,C>t) (t) = ]
0, en caso contrario.

Un tratamiento detallado acerca de procesos de conteo en modelos de supervivencia se
puede encontrar, por ejemplo, en Andersen et al. (1993) o Fleming & Harrington (2011). Esta
funcién sera ampliamente utilizada cuando presentemos los trabajos realizados por diferentes
autores sobre este modelo.

La expresion de la funcion de Intensidad definida en base al proceso de conteo N(t) para el
AHM es la siguiente:
1(t) = Y (£) () + 2'8)].

Los problemas usuales al tratar con el modelo aditivo son:

= la restricciéon impuesta a la componente paramétrica del modelo (z'3) para garantizar

que la funcion de riesgo sea no negativa,

= la expresion poco tratable que adquiere la verosimilitud.
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2.1. Estimacion Bayesiana en Modelos de Riesgo Aditivo mediante el

modo de la posteriori

A continuacién, presentaremos un primer abordaje Bayesiano al modelo, a través de un
ejemplo sencillo.
En el caso de la baseline hazard, consideraremos el modelo constante a trozos, llamando A,
al valor de la baseline hazard en el intervalo [s;_1, s;).
Consideraremos Ay, ..., Ay ii.d., con distribucién a priori A; ~ E(),Vi € {1,...,J}.
En el caso de la componente paramétrica, consideraremos una sola covariable: B ~ £(b), y
llamaremos a1, ...,a; y B a los respectivos valores tomados por las variables A;,..., A; y B.

Suponiendo independencia entre ambas componentes, es decir:
Ay, ..., A;LB,

la posteriori resultante es:

n n ; . -
fAl,...,AJ,BIX x {H } —B3 = Aty H()\O(tl) + ﬂzl)ézaJe—aijl aj pe b8

=1

— {H } PRt ) TT (Ao (1) + Bz)ale o Eimaip
1

=1

fO t1751) (tn75n)7a17-"anaﬁ)a

donde la expresion fy expresa a la posteriori como funciéon de la muestra y los valores a
priori. La propuesta en este caso serd hallar los estimadores Bayesianos correspondientes a
la funcién de pérdida 0 — 1, es decir, el estimador M AP para la totalidad de los parametros
del modelo.

En el caso particular! en el que el pardmetro b = 1 y el pardmetro que genera las alturas

1 Valores elegidos como referencia para describir el método.
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de las funciones de riesgo es @ = 1, la funcién arriba enunciada adquiere la forma:

fo((tl, 51)7 ey (tn, 571)7 ai,...,ayj, B) = {H SO(tl)} 6_6(2?:1 ati+1) H )\0 tl +ﬂ2l zj:l R
=1 =1

Llamaremos:
g(ab s A, 5) = log[fo((tl, 51)? s (tn7 571)7 ai,...,ay, 5)]
n n J n
= log So(t:) — B (Z 2t + 1) =Y a;+ > dilog(Mo(t) + B).
=1 =1 j=1 =1
Nuestro objetivo se ha convertido ahora en hallar los valores de aq, ..., a;,  que maximi-

cen esta funcién g. A continuacién, dichos parametros seran hallados de manera numérica

mediante el algoritmo de optimizaciéon denominado nlminb del programa de codigo abierto R.

2.1.1. Simulacién

Para probar la eficacia del proceso, consideremos como caso particular la particién de
la recta real positiva dada por los 7 puntos de corte 0.25,0.5,0.75,1,1.5,2 y 3. Estos son
datos que, en el modelo actual, suponemos conocidos. Luego, generamos (en funcién de un
n que haremos variar acorde al tamano de la muestra que deseemos simular) las covariables
(que denotaremos por el vector n-dimensional z) con distribucién prefijada x?, y los tiempos
reales (que denotaremos por el vector n-dimensional 7'S) cuya distribucién serd E(A\o(t)+5z)
(ya que consideramos A\(t) constante e igual a 1), donde el 3 serd fijado en el valor 1. Estos
valores fueron elegidos como referencia para presentar las simulaciones. Luego, generamos las
censuras (denotadas por el vector n-dimensional ¢), con distribucién fijada en £(1/2) (siendo
susceptible de cambiarse por cualquier distribucién que se ajuste al modelo que se desee es-
timar). Todos estos seran considerados datos desconocidos, pero a partir de los cuales seran
generados los vectores n-dimensionales T (los tiempos observados) y ¢ (indicador de las cen-

suras), que seran los datos observados en la muestra. De esta forma, por la distribucién que
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les asignamos a los tiempos reales T'S, la baseline hazard en cada intervalo (es decir, los a;,

con j = 1,...,8) de la particién considerada en este caso particular serd la funcién constante 1.

Para testear la eficacia del procedimiento, es decir, que tan bien estiman los estimadores
Bayesianos obtenidos de manera numérica mediante el algoritmo de maximizacion, presen-

tamos una tabla (2.1), donde varia el tamano de la muestra n. La cantidad de veces que se

repite el procedimiento (réplicas) es 1000.

Tab. 2.1: Cantidad de réplicas 1000

n = 100 n = 500 n = 1000
Media Desvio Media Desvio Media Desvio
estandar estandar estandar

ap | 0.88935 | 0.2526 | 0.9867 | 0.1373 | 0.9906 | 0.0956
as | 0.8896 | 0.3426 | 0.9788 | 0.1675 | 0.9859 | 0.1187
as | 0.8025 | 0.3518 | 0.9604 | 0.1997 | 0.9803 | 0.1406
as | 0.7678 | 0.4388 | 0.9498 | 0.2392 | 0.9648 | 0.1705
as | 0.7874 | 0.4288 | 0.9484 | 0.2309 | 0.9702 | 0.1676
ag | 0.7338 | 0.4390 | 0.8695 | 0.32918 | 0.9339 | 0.2510
ar | 0.7505 | 0.4675 | 0.8531 | 0.3805 | 0.9317 | 0.2919
ag | 0.5172 | 0.2152 | 0.6762 | 0.3808 | 0.8092 | 0.4244
g | 1.1474 | 0.3166 | 1.0119 | 0.1331 | 1.0129 | 0.0920

En la tabla se observa como mejora la eficacia de los estimadores conforme aumenta el

tamano de la muestra.

Los resultados hallados exhiben el aumento de la eficiencia de los estimadores Bayesianos
conforme aumenta el tamano de la muestra. Ademas, evidencia una disminucion significativa

en el desvio estandar, lo que muestra de manera empirica la consistencia de los estimadores.
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Es importante notar que los estimadores funcionan mejor en los primeros intervalos. Esto se
debe a que la cantidad de observaciones con las que se estiman dichos parametros es mayor,
disminuyendo el desvio estandar. Dado que es sélo una introduccién, no presentamos un
analisis de como influye la selecciéon de prioris en los estimadores (detallaremos esto en el

Capitulo 3).

2.2. Bibliografia en el area

Si bien se define el “estimador Bayesiano” asociado a una funcion de pérdida, en la litera-
tura lo mas usual es utilizar la funcion de pérdida cuadratica. A continuacion, presentamos
una revisiéon minuciosa de la bibliografia en el area, donde apreciaremos que en todos los

casos se calcula dicho estimador mediante la esperanza de la posteriori.

Una revision del analisis del modelo aditivo desde una perspectiva frecuentista fue in-
cluida en el trabajo de Martinussen & Scheike (2006), y desde el enfoque frecuentista robusto,

una revisién de los tres modelos fue recopilada por Alvarez & Ferrario (2012).

Desde una perspectiva Bayesiana, el PHM de Cox ha sido el mas tratado. Una revision
de esto se encuentra en el trabajo de Sinha & Dey (1997). Con respecto al AFTM, una
recopilacién de su tratamiento Bayesiano fue incluido en Zhang & Lawson (2011). Sin em-
bargo, el AHM ha ganado atencién como una de las principales alternativas al tradicional
PHM, especialmente cuando la hipdtesis de riesgos proporcionales no se satisface. Los di-
ferentes modelos representan distintos aspectos en la relacion entre la variable respuesta y
las covariables. En el caso del modelo aditivo, los riesgos son paralelos, mientras que en el

multiplicativo son proporcionales.

En esta revisién del tratamiento Bayesiano en el AHM, detallaremos las principales difi-
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cultades con las que se encuentran los autores al tratar con este modelo, y las diferentes

alternativas por las que optan para sortear dichos problemas.

2.2.1. Principales trabajos de inferencia Bayesiana en el modelo de riesgos aditivos
El primer trabajo en el drea fue presentado por Beamonte & Bermudez (2003).

Una modelizacién particular del AHM fue considerada por los autores, denominada “modelo

gamma poligonal”, en la cual la funcién de riesgo adquiere la expresion:
At Z = z) = Xo(t) + M(t|1Z = 2).

Como en el modelo de funcién de riesgo constante a trozos, el eje real se particiona acorde a
ciertos puntos especificos. En cada particion de la grilla, la expresién que adquiere la baseline
es la de una funcién lineal, las cuales se unen en los puntos de corte, dando asi una forma

poligonal. Dicha expresién es la siguiente:

AJ + (Aj+1_Aj)(t_Sj_1)’Si Sj—l S t < Sjaj = 1’ ceny J — 1’

S5 —S8j—1

AJ,Si tZ Sj—1-

Ao(t) =

La componente paramétrica del modelo () es la funcién de riesgo de una variable con

distribucién Gamma y parametros o y f3, i.e.,

t*~" exp(—ft)
[ uetexp(—pu)du’

Una suposicién impuesta es que tanto o como [ son especificos para cada individuo de

M(tZ = 2) = sit> 0.

a poblacion, y estan relacionados con el vector de covariables Z a través de un modelo
1 bl , t 1 d 1 tor d bles Z a t d del
probabilistico. Luego, una estructura jerarquica es introducida al modelo, cuyo segundo

nivel esta dado por:

%W,z ~ LN (b/z,ai) ;

B ~ ﬁN(uﬂvoé)7
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donde LN denota la distribucién log Normal. Los hiperpardmetros b, 02, 5 y Jé son con-

siderados constantes desconocidas comunes a la poblacién.

Para realizar el andlisis Bayesiano, los autores seleccionaron como prioris para el siguiente
nivel jerarquico de los pardmetros del modelo (donde ZG denota a la distribucién Gamma

Inversa):

pslog ~ N (mg, v3o3),
o5 ~ ZG(as, bs),

blo? ~ Ny(ma, Vao?2),

«

02 ~ IG(au,ba).

Para los parametros de la baseline, se seleccioné un proceso autocorrelacionado de primer

orden:

Aj = Aj—l eXp(ej),j = 2, ceny J,

donde (ey, ..., €;) se asumen independientes, con distribucién Normal, de media 0 y varianza

o2, donde:

Ay ~ Gammal(aa,ba),

02 ~ TG (ac,be).

La posteriori obtenida resulta intratable (de manera analitica). Sin embargo, las condicionales
de la posteriori para los pardmetros (g, ag), (fta, 02) y 0. son conocidas, por lo que un andlisis
mediante simulaciones usando muestreo de Gibbs (Geman & Geman, 1984) o alguna otra
técnica del estilo MCMC (Markov Chain Monte Carlo®) es posible. De las otras condicionales

es posible generar muestras utilizando un algoritmo Metropolis-Hastings (Metrépolis et al,

2 Son Métodos Monte Carlo basados en Cadenas de Markov. Estas técnicas de simulacién poseen una
amplia aplicacién en la generacién de estimadores Bayesianos, ya que permiten obtener muestras aleatorias

de las distribuciones a posteriori.
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1953; Hastings, 1970). Finalmente, se pueden obtener muestras de la posteriori a través de

un algoritmo Metropolis-within-Gibbs.

Algunas observaciones de este modelo:

el modelo Gamma-poligonal permite modelizar cierta heterogeneidad en la poblacion
(otra manera de incorporar la heterogeneidad seria introduciendo “frailties”, que se

presentaran méas adelante en este capitulo),

= la funcién de riesgo baseline poligonal es apenas més compleja que el modelo constante

a trozos (en sentido algoritmico) y posee la ventaja de ser continuo,

= considerando la componente paramétrica del modelo como una mezcla de distribuciones

Gamma se logra evitar la restriccién de la no-negatividad de 2’8 > 0,

= silos parametros de regresion son independientes del tiempo, la componente paramétri-
ca es constante en t, llevando a la conclusién de que nos encontrariamos con un modelo

exponencial.

Por 1ltimo, los autores aplicaron estos resultados a una base de datos de desempleo, en la
cual se consideraron 559 cuestionarios de personas que se graduaron en la “Conselleria de
Cultura, Educacién y Ciencia” o en la “Universidad de Valencia” (Espana) entre los afios
1978 y 1993. La variable de interés es el tiempo (en meses) desde la graduacién hasta que se

obtiene el primer empleo.

Un trabajo con un enfoque que no presenta relacién cercana con el trabajo previo fue desa-
rrollado por Dunson & Herring (2005). En este caso, los autores proponen una modelizacién
distinta. Motivados por los inconvenientes de seleccionar una priori truncada para ajustarse
a la no-negatividad de la funcién de riesgo, redefinen el modelo acorde a ciertos indicadores
aplicados a las covariables, los cuales son especificados de acuerdo a si se espera que dicha

covariable esté asociada con una reduccién o incremento (o si no tiene efecto) en el riesgo.
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Este enfoque es el tinico en la literatura existente hasta el momento que considera como
priori una distribucion multinomial relacionada a lo que se espera de cada covariable. El

indicador asociado a la k-ésima covariable se denota por M} y puede tomar los valores:

—1, si la k-ésima covariable estd asociada con una disminucién del riesgo,
My = 0, si la k-ésima covariable no esta asociada con un cambio en el riesgo,

1, si la k-ésima covariable esta asociada con un incremento del riesgo.

El vector de covariables z es “estandarizado” de manera que |z;| < 1, Vi. Esta estandarizacién
puede realizarse, en el caso de variables acotadas, restando el minimo posible valor (de
manera que el minimo sea 0) y dividiendo por el rango. En caso de variables no acotadas,
los autores proponen considerar la variable restringida a un intervalo acotado, de manera
de contener todos los valores de interés que se quieran incluir en el andlisis, y realizar el
mismo procedimiento, no descartando otras opciones que resulten coherentes para obtener
la estandarizacién. Luego, implementando estas modificaciones, la funcién de riesgo adquiere

la expresién:
p
A(t) = Xp(t) + Z{l(Mkzq)(l — zit) + Lan=1)zi} B = Ao(1) + 27 %,
k=1

donde Z;kk = ]-(Mk:—l)(]- - Zz'k) + 1(Mk:1)zik> /\S(t) = /\0(t) + Zi:l ]_(Mk:_l)ﬁz y 6* denota el
vector con componentes 7, ..., 3. La verosimilitud considerada por los autores estd basada

en la intensidad de un proceso de conteo N(t), y esta definida por:

11 (H[Yz‘(t){ké(t) + Z?lﬁ*}]dm(”> exp (— /#OYi(t){AS(t) + Zflﬁ*}dt) :

i=1 \t£0

donde dN;(t) denota el incremento de N;(t) sobre el pequeno intervalo [t, ¢ + dt).

Dado que el incremento es infinitesimal, los dV;(t) contribuyen a la verosimilitud de la misma

manera que variables Poisson independientes, ain cuando para cada t, dN;(t) < 1.

Llamando t1, ...,t;_1 a los Uinicos tiempos de falla observados en la muestra, y considerando
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el modelo constante a trozos con una grilla definida por estos tiempos (es decir, s; =t;,j =

1,...,J — 1), la verosimilitud puede ser re-escrita como:

J—-1

[IIT{ II Mot +=a ™o | exp (— L. ')K(ﬂ{ké(t)ﬂz“ﬁ*}dt)-

i=1j=1 \t€[sj-1,5;)
Bajo el supuesto de que el riesgo acumulado en el intervalo [s;_1,s;) es pequeno (es decir,
no hay empates, y la muestra no es demasiado chica),

Vi, j / " YOI + 2 7Y~ 0,

Sj_l

Luego, la contribucion a la verosimilitud de los individuos en riesgo a lo largo de este intervalo
es aproximadamente
{dAoj + 2 5" (55 — 5;-1) ™ exp(—{dAo; + 27 B(s; — 55-1)}),
donde dAg; = f;j_l Aj(t)dt y dN; ; =1 (si el sujeto ¢ representa una falla en el instante s;),
o resulta 0 en caso contrario.
Asi, una nueva aproximacién a la verosimilitud estda dada por
IT T fdno; + =787 (s; — 551" exp(—{dho; + 2 B°(s; — 5;-1)}).

i=1 j:Y;=1

Las prioris seleccionadas para la baseline hazard A(¢), los indicadores del modelo M =

(M, ..., M,), y el vector de coeficientes regresores 3*, son:

» distribuciones Gamma independientes para cada A;,j =1, ..., J en la baseline hazard,

(las cuales fueron asumidas independientes en el modelo),

» distribuciones Multinomiales independientes para los My:
—1, con probabilidad 0} _,
My, = 0, con probabilidad 6y,
1, con probabilidad 6y 1,
donde k=1,...,p, y Op—1 + 0o+ 01 =1,
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» distribuciones Gamma independientes para los parametros regresores.

Los hiperparametros de estas prioris son seleccionados en un contexto de elucidacion de
prioris (i.e. traduccién matemadtica del conocimiento experto o de datos previos). Esta es una
contribuciéon importante de los autores en el contexto Bayesiano.

Los indicadores del modelo indican la direccién del efecto (positiva o negativa) de las
diferentes covariables, pero no cuantifican la magnitud de dichos efectos. Dichas intensidades
son medidas por los pardmetros regresores.

Para simplificar y hacer mas eficiente la generacion del algoritmo, un enfoque de “data
augmentation” es utilizado. Bajo los supuestos considerados, los dN;; estan distribuidos como

variables aleatorias Poisson independientes:

A P
dN;; % Poisson (dAoj + Z zl*kBZ) , Vi,j:Y; =1 (2.2)
k=1

Esta expresién conduce a unas distribuciones a posteriori no estandar, dificultando no
solo un tratamiento analitico, sino que no es posible generar muestras aleatorias de ella.
Por este motivo, variables independientes Poisson latentes son incluidas en el modelo, de la
siguiente manera:

P
dNij = dNijO + Z](Mk?éo)dNUk’ \V/Z,j : Y;j = 17
k=1

donde

dNijO ~ POiSSOn(dAoj),

dNji, ~ Poisson((s; — sj-1)%5,5k)-

Usando la propiedad de la suma de variables aleatorias independientes Poisson es tam-
bién Poisson, se sigue que integrando sobre las variables latentes obtenemos el equivalente a
la expresion previa (2.2). Esta formulacién tiene como ventaja el hecho de poder utilizar la

conjugacion Poisson—Gamma para obtener distribuciones posterioris condicionales simples.
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En este punto, mediante un algoritmo de Gibbs se pueden generar muestras aleatorias de las

condicionales a posteriori, y por ende de la full posteriori misma.

Los autores, ademas, generalizaron estas ideas para permitir un andlisis Bayesiano en un mo-
delo més general, el cual llamaron “Modelo de Riesgo Aditivo/Multiplicativo”, cuya funcién

de riesgo resulta de la forma:
A(t, z) = No(t) exp(Z'a) + 28,

donde a = (v, ..., ;)" son los coeficientes de riesgo proporcionales, y el resto de los pardme-
tros son los mismos que los definidos previamente. Este modelo es mas general que los mo-
delos tanto aditivo como multiplicativo, ya que contiene a ambos. Si a; = 0, para todo 7, nos
encontramos con el modelo aditivo y, si 8; = 0, para todo i, entonces nos encontramos con la
expresion del modelo de riesgos proporcionales. Por conveniencia de notacion, el modelo se
define de manera que las mismas covariables sean incluidas tanto en las componentes aditiva
como proporcional. Las prioris son adaptadas para incluir las componentes multiplicativas,

y luego se generaliza el algoritmo de Gibbs propuesto previamente acorde a esto.

En la seleccién de la priori para (Ao, M, «, §) (asumiendo independencia):
T()\Oa M7 «, 6) - T(AO)T(Ma 6)7—(@)

Las prioris 7(A\g) vy 7(M, ) elegidas son las mismas que en el modelo aditivo. Para inducir
una priori para los componentes del modelo de riesgos proporcionales 7(«), los autores con-
sideran una priori definida previamente por ellos mismos para realizar inferencia Bayesiana

en el modelo de Cox, a la que llamaron “one-inflated truncated gamma density”.

En una seccién de Simulaciones, los autores verificaron que el nuevo modelo funciona correc-
tamente, pudiendo discriminar entre las componentes aditivas y multiplicativas, mostrando
que este nuevo enfoque goza de buenas propiedades (desde el enfoque frecuentista).

En una seccién de aplicacion a datos reales, los autores llevaron adelante un estudio sobre
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una base de datos de pacientes con enfermedad coronaria (corazén) de 1571 individuos, quie-
nes estuvieron libres de enfermedad hasta al menos los 45 anos. El foco fue puesto en la edad
en que se presentaba la enfermedad en pacientes mujeres con relacién a ciertas covariables
(hipertension, niveles de colesterol, sobrepeso y obesidad). El estudio revelé que algunas co-
variables tienen un efecto distinto al aditivo o multiplicativo, concluyendo que el enfoque del

modelo aditivo-multiplicativo parece ser el mas razonable en este caso.

Una revision de los dos articulos comentados hasta ahora fue incluida en el trabajo de tesis

de Saad (2012), quien sugiri6 algunas modificaciones:

» En el modelo Gamma-poligonal de Beamonte & Bermudez (2003), propone como al-
ternativa una baseline hazard del tipo constante a trozos, y como priori para estos un

proceso Gammea.

» En el modelo propuesto por Dunson & Herring (2005), sugiere un proceso Gamma como
priori para los incrementos de la baseline. Ademds, adjunta codigos desarrollados en
WinBUGS acordes al modelo. Luego, presenta una seccién de anélisis de datos reales

en una base de pacientes de melanoma y cancer de pulmén.

2.2.2. Inclusion de Frailties
Los primeros en incluir frailties en el modelo fueron Silva & Amaral Turkman (2005).

La inclusién de frailties (fragilidades) es motivada por el hecho de que en el andlisis de
Supervivencia se considera el supuesto de independencia (dadas las covariables) entre dife-
rentes individuos, y que la heterogeneidad del modelo puede ser explicada en términos de
las covariables observadas. Estas suposiciones subyacentes pueden no ser acordes debido a
la influencia de cierta heterogeneidad no observada entre los individuos considerados para
el estudio. Para tratar con estas potenciales limitaciones, un efecto aleatorio (frailty) es in-

cluido en la funcién de riesgo. La incorporacién de una frailty w (w > 0) en el modelo es
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usualmente realizada de manera multiplicativa (es decir, la funcién de riesgo es multiplicada
por w o por una funcién de w, como e*). En este trabajo, las frailties son incorporadas de
manera aditiva al AHM, donde los datos se consideran divididos en k grupos, incluyendo
de esta manera el vector de frailties w = (wy, ws, ..., wy)" al modelo, para luego proceder al

analisis Bayesiano del nuevo “modelo de Supervivencia aditivo con frailty”.

De acuerdo con esta inclusién de frailties, la expresion de la funcion de intensidad resulta:
Ii(t"zivwli) = Y;(t) [)‘0<t) + ﬁlzi(t) + wli] ai = 1> Ry

donde N;(t) es el nimero de ocurrencias de un evento de interés en el instante ¢, [; € {1, ..., k}
y Yi(t) toma valores 1 o 0 de acuerdo a si el individuo i estd en riesgo en el instante ¢,
respectivamente. Prioris Gamma fueron consideradas para el vector de frailties wy, wo, ..., wy,

las cuales se consideran i.i.d. Luego, la distribucion conjunta de las frailties estda dada por:

[D(a)] *b* (H wl) exp (—wal) ;

donde a y b son los pardmetros de forma y escala respectivamente. Estos hiperparametros
se pueden estimar de los datos. A los parametros frailty se los suele considerar con media
uno, para evitar problemas de identificabilidad con los modelos de frailties multiplicativas.
La variabilidad de las frailties puede ser interpretada como el grado de heterogeneidad entre
individuos. Los autores consideraron covariables dependientes del tiempo, aportando una
flexibilidad extra al modelo. La misma idea que Dunson & Herring (2005) y Saad (2012) fue
utilizada para la seleccion de prioris para la baseline y, de la misma manera, una funcién
de regresion acumulada se define para cada covariable dependiente del tiempo, permitiendo
considerar un proceso de incrementos a ellos.

Para modelizar la baseline hazard Ao(t), los autores adoptaron el modelo constante a

trozos. Las “funciones de regresion acumuladas” fueron definidas acordes a esto y a una
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grilla pre-seleccionada:

t
0, (1) :/0 B,(w)dut > 0,q = 1,....p.

Procesos a priori Gamma son considerados para los parametros de la baseline y para las
funciones de regresién acumuladas. O sea, para cada Ag;,2,; (donde estos pardmetros de-
notan los incrementos de Ag y €,,¢ = 1, ..., p respectivamente en el intervalo [s;_1,s;)), es
asignada una distribuciém Gamma con parametros de forma y escala coAf y ¢y (en el caso

de M), y con pardmetros ¢, {2 y ¢, para cada (2.

Con estas prioris, la posteriori resultante es proporcional a:

J-1

i colg,;—1 cqf2y;—1
TT T exp(=))Ag ™ exp(—cohoy) T (qu exp(—cqnqj>)] 7(w|8)7(d),
Jj=1 |ieR; q=1

donde (llamando ds; = s; — s;_1) L;; = Li(s;)ds; = Yij(Aoj + BiY + wyds;), Y = Yi(s;),
Q = (Qy,...Q;) ¥y Nij = dN;(s;). R; es el conjunto de riesgo en el intervalo (s;_1,s;],
i=1,..,nj=1..J—1,qg=1,.,p,yl; € {1,...k}. Los pardmetros de interés son
(Ao, 2, a,b), donde las frailties w son consideradas como parametros de estorbo, los cuales
son eliminados mediante integracion para obtener la posteriori marginal conjunta.

La expresion a posteriori resultante es complicada para trabajar. No obstante, las distri-
buciones marginales de Ag, €2, a y b pueden ser estudiadas mediante métodos MCMC. Luego,
mediante el algoritmo de Gibbs es posible obtener muestras aleatorias de la distribucion
posteriori conjunta.

Presentan ademas en el articulo una seccién de ajuste de modelo. Al igual que en otras
ramas de la estadistica, tanto la comparacion entre modelos como la bondad de ajuste son
temas importantes en Anélisis de Supervivencia. Una extensa revision de métodos Bayesianos
para el estudio de estos aspectos es detallada en el libro de Ibrahim, Chen & Sinha (2001)
tales como el criterio de informacién (information criterion) o el Conditional Predictive

Ordinate (CPO) para la comparacién de modelos. Los autores presentan una manera de
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estimar el CPO en este modelo, de manera de luego poder calcular cualquier medida para

la comparacién de modelos (por ejemplo, factores pseudo-Bayes).

En una secciéon de aplicacion a datos reales, los autores analizaron dos bases de datos: la
primera de ellas, compuesta por 90 pacientes varones con céncer de laringe, y la segunda

conformada por 42 pacientes de leucemia.

Dos anos después, en Additive Survival Models with Shared Frailty, los autores presentaron
una extension de trabajo, considerando frailties compartidas. En este caso, el vector frailty
w para cada individuo puede ser particionado en dos o mas términos w = wy + wy + ... + wy,
(donde w; son los componentes de la frailty compartidos con otros individuos, j = 1, ..., k)
buscando poder considerar varios tipos de frailties para un mismo individuo. Con esta nueva
expresion para las frailties, un vector indicador a; = (a;1, a;o, ..., a;;) es considerado para
el i-ésimo individuo, en el cual cada a;;,7 = 1, ...,k indica si la componente j-ésima de la
frailty w; se encuentra presente o no.

La expresion resultante acorde a estas modificaciones es:
Li(t|z, w) = Yi(t) [No(t) + 2. B8(t) + alw].

El tratamiento Bayesiano propuesto para este modelo es anédlogo al del trabajo previo, con-

servando la seleccién de las distribuciones a priori para los distintos parametros.

Como ilustracién, los autores aplicaron este método a una base de datos de adopciéon com-
puesta por 125 familias con ninos adoptados, buscando comparar la asociaciéon entre la in-
tensidad de muerte por infeccién (neumonia) y factores genéticos y de entorno, concluyendo

que las condiciones de entorno resultan las mas significativas.

Otra propuesta en el area de la estimacién Bayesiana en el AHM con frailties fue exhibida
por Chernoukhov (2013) en su tesis de maestria. En este trabajo, se consideraron frailties

del tipo espacial, se asignaron distribuciones a priori Gamma para los distintos parametros
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de la baseline hazard (modelizada como constante a trozos), y uniforme impropia (es decir,
constante e igual a uno en el espacio paramétrico) para los pardmetros regresores. Tanto las
covariables como las frailties fueron consideradas como dependientes del tiempo, y modeliza
a ambos de la misma manera que a la baseline (a través del modelo constante a trozos).
Las frailties fueron asumidas Normales con estructuras de covarianza de tipo Geoestadistica
o conditional autoregressive (CAR), dos estructuras dependientes del espacio ampliamente
utilizadas.

En el modelo CAR, el autor desarrolld un método full Bayes (en los cuales se trabaja
sobre la “full posteriori” obtenida de la funcién de verosimilitud y las respectivas distribu-
ciones a priori sobre los parametros, y se consideran tanto las distribuciones a priori como
sus hiperparametros conocidos antes de observar los datos) para estimar la totalidad de los
parametros del modelo. Las frailties fueron asumidas independientes, permitiendo la intro-
duccién de correlacion parcial en cada intervalo de tiempo de manera independiente. La
priori seleccionada para cada componente de la frailty es Normal, donde las varianzas son
asumidas Gamma Inversa.

El procedimiento para generar muestras aleatorias de las condicionales a posteriori de la
baseline, los parametros de regresion y las frailties se realiza mediante un algoritmo del tipo
Metropolis-within-Gibbs. Para esto, el autor realiza un estudio minucioso sobre el paso del
algoritmo Metrépolis, de manera de obtener una “proposal density” (o densidad propuesta,
que es la distribucién mediante la cual se realiza el algoritmo) eficiente. Estas “proposal”
son consideradas para cada distribucion condicional por separado, y los hiperpardametros son
seleccionados de manera que la proposal y la densidad condicional sean lo mas parecidas
posible. El autor propone dos métodos: uno utilizando la media de la condicional, y el otro
utilizando el modo de dicha densidad. En el primer caso, las constantes normalizadoras
son necesarias, por lo que los hiperparametros son seleccionados de manera que las medias
coincidan. Mediante el otro método (sugerido como més eficiente en el sentido numérico),

los hiperparametros son seleccionados usando el modo de la condicional, buscando obtener
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un mejor ajuste. El método es testeado a través de simulaciones, y luego es aplicado a una
base de datos de cancer de prostata.

De la misma manera, se pueden desarrollar técnicas de muestreo para casi todos las
condicionales del modelo geoestadistico. En este caso, la distribucién considerada para las
componentes frailty es una Normal Multivariada con vector de medias compuesto por ceros y
matriz de varianzas y covarianzas acorde a las distancias entre locaciones. La priori asignada
para las varianzas es una Gamma Inversa, y para los parametros de correlacion Gamma,
con hiperparametros elegidos acorde a cuan fuerte es la confianza en las prioris elegidas. La
priori Gamma Inversa fue elegida de manera de utilizar un andlisis conjugado. Con respecto
a los parametros de correlacion, no logré obtener una “proposal density”, dejando un posible
procedimiento para hallarlo como proyecto de investigacion a futuro.

Los resultados obtenidos para el modelo CAR fueron publicados en Chernoukhov et al

(2018).

2.2.3.  Otras Propuestas

En un contexto diferente, un tratamiento Bayesiano empirico (el cual, a diferencia de
los métodos full Bayes, procede a la elucidacién de prioris y/o hiperpardmetros utilizando
la misma muestra) fue presentado por Sinha et al (2009). En este trabajo, se desarrollan
estimadores Bayesianos empiricos para los parametros de regresion, curvas de sobrevida y
sus correspondientes desvios estandar. Estos estimadores tienen la ventaja de ser faciles de
generar computacionalmente, y no requieren elucidacién de sus hiperparametros. El método
garantiza un estimador mondtono para la curva de sobrevida, y puede ser extendido facil-
mente a covariables dependientes del tiempo. Las prioris seleccionadas son procesos Gamma
para los incrementos de la cumulative baseline (la cual se modeliza mediante la formulacién
constante a trozos), y uniforme impropia para los pardmetros de regresién. Los estimadores

Bayesianos empiricos para el vector de hiperpardametros asociados al proceso a priori asig-
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nado a Ay(t) y a los pardmetros de regresién son obtenidos mediante la maximizacién de la
verosimilitud definida por el modelo (la cual es proporcional a un producto de distribuciones
Poisson). Si bien la posteriori obtenida para Ay(t) condicionada a los datos y al resto de los
parametros no presenta una expresion conocida, los autores hallan una expresiéon aproxima-
da para su transformada de Laplace, por lo que los momentos a posteriori de Ag(t) v So(%)
pueden ser evaluados.

Este procedimiento es aplicado a un estudio prospectivo de 205 pacientes de melanoma,
cuya base de datos fue conformada entre los anos 1962-1977. En este analisis, la tinica cova-
riable considerada fue “género”, y los resultados son comparados con el estimador full Bayes
de Dunson & Herring (2005), y con el estimador de Lin & Ying (1994). Una priori impropia
no informativa fue utilizada para el método full Bayes, sugiriendo que el método full Bayes
es apropiado cuando hay disponible informacién a priori precisa (de no ser asi, el estimador
Bayesiano empirico ajusté mejor al modelo). En un estudio mediante simulaciones, los auto-
res concluyen que es preferible utilizar el método Bayesiano empirico cuando se desconoce la
forma de \g. El estimador full Bayes presenta un alto compromiso de sesgo comparado con
los métodos Bayesiano empirico y con el estimador de momentos de Lin & Ying, especial-
mente cuando hay una alta presencia de datos censurados en la muestra, y bajo prioris no
informativas. Adicionalmente, extienden el andlisis a covariables dependientes del tiempo y

estudian propiedades asintéticas.

Una nueva clase de modelos es desarrollada por Yin & Ibrahim (2005a-c), la cual contiene
a los modelos proporcional y aditivo como casos particulares.
Considerando censura por la derecha, esta clase de modelos estan basados en la transfor-

macién de Box-Cox (Box & Cox, 1964), la cual estd dada por la siguiente expresion:

Y7 -1
R

log(Y'), if v =0,

¢(Y) =



2. El Modelo de Riesgo Aditivo 55

donde
vy _
Hm(Y—l)

= log(Y).
i g(Y)
En el caso de los modelos semiparamétricos con baseline hazard A, la transformacion pro-

puesta es:
¢ (A(t]z:) = & (Mo(t)) + 2i(t)'B,

donde ¢ es la funcion de enlace definida a través de la transformacién de Box-Cox.

Los modelos aditivo y multiplicativo estén incluidos en esta clase de transformaciones (el
modelo aditivo cuando v = 1, y el modelo multiplicativo cuando v = 0).

El primer objetivo es seleccionar el modelo eligiendo el v, lo cual se realiza ajustando
diferentes modelos con distintos valores de v y evaluandolos a través de algin criterio de
seleccion de modelo. El valor de 7y que proporcione un mejor ajuste es seleccionado. Luego,
se procede a la estimacion del resto de los parametros del modelo.

El modelo constante a trozos es considerado sobre Ay(t), denotando a Ay como el vector
de dimensién J: (Ay, ..., A;). En la seleccién de prioris, los autores deben lidiar con el
problema de la restriccién de la funcién de riesgo (la cual debe ser no negativa). Para tratar
este problema, se opta por la utilizaciéon de prioris truncadas. Se selecciona entonces una
distribuciéon Normal Multivariada para (8|Ao). Aplicando esto, la distribucién conjunta de
las prioris es:

T(ﬁa )‘0) = T(ﬁ‘)‘O)T(AO)l[O,OO) (A;y + ’}/Zz/)a VZ,j

Buscando obtener la distribucién condicional de \g, es necesario el calculo de la constan-
te normalizadora, lo que implica tratar con una complicada integral multivariada sujeta a
restricciones en un complicado espacio paramétrico acotado no lineal. Para evitar este pro-
blema, los autores optan por modificar la priori seleccionada, buscando reducir el problema
al caso univariado. Este procedimiento es una herramienta a tener en cuenta cuando uno
considera una distribucién multivariada truncada como priori para evitar el problema de la

no-negatividad de la funcién de riesgo. Denotando por Z;_i) y B—x) a los vectores Z; y 3
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con la componente k-ésima omitida, los autores definen:

Al +~Z] ~
hy(Xos B—ky, Z) = ml’,n{ S e ATl k)}‘

2,7 ’}/sz:

Luego, se considera una priori conjunta para (3, Ag) de la forma:

7(B,X0) = T(BelB=k)> A0) L[~ hy (20,82, 2),00) (Br) -

Esta especificacion de la priori sélo incluye una restricciéon para el parametro univariado [y,
dejando todos los demas parametros libres.

Es usual (aunque no necesario) considerar S(_j) y A independientes a priori, obteniendo
T(B(—k), M) = T(B—r))T(Xo). Los autores consideran a los componentes de la baseline hazard
Ao independientes a priori, con distribucién Gamma. Una priori Normal es considerada para
cada componente de ). Con esta construccion, es posible obtener muestras aleatorias de
la posteriori empleando algoritmos Metropolis-within-Gibbs.

Ademas, los autores presentan una seccion de ajuste de modelo, en la cual presentan
tanto el DIC (Deviance Information Criterion) como el estadistico CPO correspondientes al
modelo.

En otros articulos, los mismos autores presentan extensiones a esta propuesta, conside-
rando frailties, y adaptando estas ideas a los modelos “cure fractions” (modelos en los cuales
se considera que un porcentaje de la poblacién se “cura”’, no lograndose observar nunca
el evento de interés). En todos ellos, presentan simulaciones y aplicaciones a datos reales,
en los cuales el mejor ajuste de modelo se presenta para algin 0 < v < 1, justificando la

importancia de este enfoque.



3. ANALISIS BAYESIANO DEL MODELO DE RIESGO ADITIVO

En este capitulo, presentamos una propuesta de estimacion Bayesiana hibrida, distinta
a las existentes en la literatura. Su nombre se debe a que los estimadores Bayesianos de los
parametros regresores no se obtienen mediante un método full Bayes, sino a través de una
ecuacion de estimacion. Esto es posible gracias a una expresion de la verosimilitud construida
a través de un algoritmo (el cual permite calcular los coeficientes de un polinomio de grado n
obtenido como producto de polinomios de grado 1), logrando de esta manera una expresion
para la verosimilitud proporcional a una mezcla de distribuciones Gamma. De esta manera,
asignando prioris flexibles hallamos estimadores Bayesianos explicitos para la totalidad de
los parametros del modelo. Finalizamos el capitulo con simulaciones para testear el modelo,

y una aplicacion a datos reales.

3.1. Expresion para la verosimilitud

Teniendo en cuenta lo desarrollado hasta el momento, a continuacién presentamos una
propuesta en la cual los estimadores Bayesianos se hallaran de forma explicita (recordemos
que, hasta ahora, las propuestas se basan en su totalidad en algoritmos Metropolis y de tipo
Gibbs para generar muestras de la posteriori, para luego obtener el estimador Bayesiano de
manera aproximada). Comenzaremos presentando una expresién de la verosimilitud obtenida

en base al calculo de una expansién polinémica.
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Considerando la expresion de la verosimilitud obtenida para el AHM en el capitulo anterior:

n

ﬁn(ﬁ, )\0) = exp {—IB/ Z t; zZ} exp {— Z Ao(ti)} H [/\0<ti> + B/Zi](si :

=1

nuestra propuesta inicial sera desarrollar esta expresion, modelizando a la baseline hazard
como constante a trozos, expandiendo el producto para cada valor de la funcién de riesgo
asociado a cada uno de los J intervalos de la grilla. Llamaremos n;, j € {1, ..., J}, al ndmero
de observaciones que pertenecen a cada intervalo, y (zx,,0x,) a los respectivos valores de
las covariables e indicadores de no-censura, respectivamente, para cada observacion. Para
un tratamiento Bayesiano, consideramos a los pardmetros como realizaciones de un vector

aleatorio B y una curva aleatoria Lo, que denotaremos por B y A\o(-) repectivamente. Esto

lleva a
n n J ny
L,(8,\) = exp {—ﬁ/ Z tizi} exp {— Z Ao(ti)} H H [aj + ﬁlzkj]ﬁkj
i=1 i=1 J=1k;j=1

donde la ultima expresion enfatiza la perspectiva Bayesiana, expresando la densidad conjunta
de la muestra dados los parametros. Luego, llamando 7(Lg) a la priori de la baseline, la

posteriori resultante es

n J nj
fL0|B,X X exp {— Z Ao(tl)} H H [aj -+ ,Blzkj]akj X T(Lo).
=1 j=1 \k;=1

Notemos que la férmula obtenida no corresponde a ninguna densidad estandar de la cual
conozcamos sus momentos, ni algoritmos para simular muestras de ella. Nuestro objetivo

actual sera estimar sus dos primeros momentos. Expandiendo el producto

nj
H [(Ij + B,ij}ékj =dy+ dlaj + ...+ deCL;-Vj, (31)
kj=1

obtenemos un polinomio de orden N; = ijl Ok, donde los coeficientes dependen de

{(zi,0:) }iz1,..n v de B. Para estimar estos coeficientes, Chernoukhov (2013) propuso un

método que esencialmente consiste en dos pasos:
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(i) evaluar el polinomio en (NNV; 4+ 1) puntos diferentes; y
(ii) resolver el sistema de ecuaciones resultante.

La debilidad de este método es la inestabilidad numérica que presenta, mas atin al aumentar el
tamano muestral. El método que propondremos resulta més eficiente y estable, y estd basado
en la relacion recursiva que hay entre los coeficientes polinomiales acorde al incremento del

tamano muestral.

Recursién:  Si la cantidad de observaciones no censuradas en la muestra es n, definimos

(para un intervalo fijo en la particién, donde el valor de la baseline en dicho intervalo es £):
P& =Y _d¢.
§=0

El incremento del tamano muestral en 1 unidad no censurada, es equivalente a multiplicar
P, por (§+ B'zn11):
Pr(§) = (Z d§~”)§j> €+ B'znt1)
§=0
=Y AT+ A B
=0 §=0

Luego, los coeficientes d§-n+1), j€{l,..,n+1} de P,;; se calculan en base a los coeficientes
dgn),j € {1,...,n} de P, de la siguiente manera:

. d(()n-l—l) _ d(()n),glzn.;_l,

n+1 n n .o
. dg. D _ dg._)l +d§» )B'an, sijed{l,..,n},
- d(n+1) _

ol = d") =1, por ser coeficientes principales en (3.1).

En adelante, no sera necesario el supraindice que indica la cantidad de observaciones no

censuradas (s6lo lo utilizamos para diferenciar entre los coeficientes de P, y P,1). Bajo esta
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relacion recursiva, podemos calcular los d; asociados a la muestra. Con esta modificacién, y

considerando 3 conocido, la verosimilitud £, (\g) adopta la siguiente forma:
J N; n
L,(Ag) ox H Z dkaf exp {— Z Ag(ti)} )
j=1 \ k=0 i=0

Ahora, para cada a;, la expresion de la cumulative baseline en un elemento de la muestra se

puede reescribir como:

Ao(t;) t; < sj-1,

AO(tz) = 4 AO(ijl) + aj(ti — ijl) Sj—1 < t; < Sj,

AO(Sj—l) + aj( — 8- 1 + f )\0 du §; < t;.
\
Luego, llamando m; = #{t; > s;}i=1,.», y recordando (1.3) obtenemos la siguiente expresion

para

n nj
exp {— Z Ao(ti)} X exp ¢ —a; Z<tkd —sj-1) +m;i(s; — Sj-1)
i=1 k=1

De acuerdo a esto, £, ()\g) es proporcional a una mezcla de distribuciones Gamma:

)\0 o Hdeak —aj Zk 71(tk —sj—1)+m;(sj—s;j— 1)) (32)

7j=1 k=0
3.2.  Seleccion de prioris
Especificamos las distribuciones a priori como sigue:

Priori para los parametros Euclideos. Consideramos

B~ Nk(MB,CB)’RlﬁL, (33)



3. Analisis Bayesiano del Modelo de Riesgo Aditivo 61

es decir, su distribucion es el truncamiento de una distribucién normal multivariada
con vector de medias pz y matriz de covarianzas definida positiva Cg, en el octante
positivo R**. Si bien esta pueda parecer uns restriccién fuerte, Esto conduce a que la

funcién de densidad para B esté dada por

() 1det(Cy)[ exp {58 — ) Cs ™ (8 — ) T, 105, > 0)

S () 14et(Co)lH exp {58 — s Cy (8 — )} dB.
(3.4)

El denominador no es més que la probabilidad P(8; > 0;...;8; > 0), es decir, la

f8(B) =

constante normalizadora necesaria para que la funcién de densidad integre 1 sobre el
espacio paramétrico. Denotaremos a dicha constante (g5, Cg), notando que depende

solo de pg y Cp.

Priori para la baseline hazard. Con la motivacién de considerar dependencia entre los parame-
tros de la baseline, optamos por introducir un proceso Gamma, con una funciéon pre-
especificada creciente y continua a izquierda a(t) y un parametro de escala c¢. Acorde
a esto, llamando 7; al incremento de la funcién «(t) en el intervalo [s;_1, s;), la priori
conjunta para los incrementos en los distintos intervalos de la grilla de la cumulative

baseline Ag resulta en

Cni

nglatseap) =TT s

(2

(a)" texp (—caj). (3.5)

)

Los detalles y especificaciones seran expuestos mas adelante.
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3.3. Distribucion a Posteriori.

Multiplicando por la priori de Ly dada en la ecuacién (3.5) y la priori de B dada en la

ecuacion (3.4), obtenemos la densidad conjunta para la muestra y los pardmetros:

exp { —3(8 = 15)'Cs (B — 1)} [Tj—y 1(5; > 0)
fro.xB = €X B’ iz -
g { Z } (\/_) | det(Cp)[2 Q(pg, Cﬁ)

n J n; .
oo M T[T o 950" ) ot s (-ca).
i=1 j=1 \k;=1 !
Desde aqui, calculos estandar nos llevan a las ditribuciones marginales a posteriori para los
parametros
- J il 5 i
From o exp {— ZAOW} IT{ IT [af + 8] | ooy eso (—car)
i=1 j=1 \k;=1
y
IBlx,L, X 6{_3 Zy:ltizr%(ﬁ_uﬁ)/cﬁil(ﬁ_uﬁ)} H ;>0 ﬁ ﬁ ‘1 + B,ij]&cj
j=1 j=1 \k;=1

Mediante el algoritmo de Gibbs, es posible generar muestras de las posterioris marginales
de [Lo|&X, B] alternando con las posterioris marginales de [B|X', Ly] de manera de aproxi-
mar a la full posteriori [B, Ly|X]. Asi, para implementar el tradicional algoritmo de Gibbs,
debemos poder tomar observaciones de f1,x B (al, - aJ) y de fBlx.L, (B) No obstante, me-
diante la nueva reformulacién de la verosimilitud, bajo ciertas condiciones, podremos hallar

estimadores Bayesianos sin necesidad de recurrir a simulaciones.

3.4. EI Método Bayesiano Hibrido

A continuacién, presentaremos un método alternativo al mencionado previamente (en el
que se utilizaria el algoritmo de Gibbs). Buscaremos desarrollar un método Bayesiano que

nos permita
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(i) separar la estimacién de B de la de la baseline \o(-), y
(ii) generar estimadores en base a ello.

Ambos objetivos son importantes debido a que el Anadlisis de Sobrevida usualmente tiene

dos metas:
(i) predecir la sobrevida de un individuo dadas ciertas covariables, y/o

(ii) inferir en cudnto la sobrevida o el riesgo de un evento puede depender de alguna cova-

riable.

Mientras que para el primer objetivo (i.e., prediccién) es necesaria la estimacion de la tota-
lidad de los pardametros (los parametros de la baseline y los pardmetros Euclideos), para el
segundo objetivo sélo son necesarios los parametros Euclideos. Como ya hemos mencionado,
siguiendo el método de maxima verosimilitud en los tres modelos mencionados en esta tesis
(PHM, AHM o AFTM), estimadores de la baseline y de los parametros Euclideos se logran
en forma conjunta (informacién sobre esto se puede ver, por ejemplo, en Andersen et al,
1993). Esto ha presentado conflictos computacionales que han motivado a los investigadores
a proponer métodos de estimacion alternativos. Tal es el caso del enfoque desarrollado por
Cox para el PHM, conocido como Partial Likelihood (o verosimilitud parcial), el cual hace
posible estimar los parametros Euclideos 8 sin necesidad de conocer Ag(-).

En el contexto del AHM, una manera clasica de estimar 3 consiste en hacerlo mediante
una ecuacién de estimacién, en vez de mediante la funcién de Score proveniente del método
de méaxima verosimilitud o maxima verosimilitud parcial. Esto es porque ninguno de estos
métodos permitia separar la estimacién de B de la estimacién de \g. Los pioneros en este
drea fueron Lin & Ying (1994), quienes propusieron la ecuacién de estimacién para 3

n

U(g) = [é bl — gnm)]] - [Z < /0 Yl Zn(u)]®2du)] ) (3.6)

i=1
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donde dado un vector columna a, definimos la matriz a®? = ad’, y

z o Z?zl zil(t; > u)
)= Do Lt > u)

es la funcion vectorial que promedia todos los valores de z correspondientes a valores de
tiempo mayores o iguales a u. Notemos que, cuando esta funcién es evaluada en el minimo
o el maximo valor del tiempo, Z,(t(1)) = Z, mientras que Z,(t(,)) = 2;. donde jx* es el indice

de L(n)-

3.4.1. Calculo del estimador Bayesiano de 3

Buscando una expresién de la funcién de estimaciéon U(B) de la ecuacién (3.6) en un

contexto Bayesiano, presentamos, basandonos en los trabajos de Lin & Ying, los estadisticos
n
Vo= 252[21 — Zn ()],
i=1

Ve 3 ([ - a0 )

Vs = ) [z — Za ()],

i=1
donde V; es un vector fila, mientras que V5 y V3 son matrices simétricas. Notemos que, bajo

esta notacién, U(B) = Vi — V5 B. Consideremos ahora la funcién

9(8) = exp {—% 8-V VYV VeV ) B -V, ) } .

Tomando logaritmos y derivadas con respecto a 3 advertimos que

logg(B) = —3 [8 (i VeV B - 28 (i )T (V)

(V) (Vy VsV ) (VT W)

55 l089(8) =~V VAV B (Vv ) )
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Notemos que U(3) = 0 siempre que (0/98)log g(B) = 0:

~VGY) B (B )G = o,
VoB-Vi = 0,
U(B) =o.

De esta manera se aprecia que el estimador puntual de Lin & Ying (en ocasiones, los re-
feriremos como LY) de 3 corresponde a la media (o el modo) de una distribucién normal
multivariada con media m = (V, 'V}). Ademés, podemos estimar su varianza mediante
D = (V; ' V3V, ). De esta manera, desde un contexto Bayesiano, podriamos considerar al
estimador de LY como el modo o la media de una distribucién a posteriori normal multi-
variada, donde la priori asignada a los parametros Euclideos es impropia y de forma plana
(priori uniforme de Laplace!).

No obstante, en esta tesis hemos optado por una priori informativa normal multivariada,
truncada al octante positivo dado por (3.3). Luego, proponemos una distribucién pseudo-

marginal a posteriori para [B|X, L]

k
1 _
foraa(8) x exp { =5 (8- m)D (8~ m)' + (8 w58 — )] f TT 105 2 0,
j=1
(3.7)
lo que luego de célculos estandar se convierte en
BI, Lo] ~ Ny [(D !+ C;) (D 'm+ Cjlpy). (D + €)Y |

Es importante remarcar, en este punto, porqué llamamos a la distribucion en la ecuacion de
arriba una “pseudo” posteriori, en lugar de distribucién (plana) posteriori. Esto es debido a
que los calculos Bayesianos que dan origen a la densidad fg|x 1, en la ecuacién (3.7) surgen

de g(8), la cual NO es la distribucién condicional de la muestra dada los pardmetros, sino

1 Se verd con mas detalle en el Capitulo 4.
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por una transformacién conveniente inspirada por una ecuacién de estimacién. Es por esto
que nuestro método se llama “hibrido”. Dentro del desarrollo Bayesiano, nuestro método
comparte la misma motivacion que el de la verosimilitud parcial de Cox, y la ecuaciéon de
estimacion de Lin y Ying desde un enfoque frecuentista de inferencia.

Resulta conveniente el hecho de que, bajo nuestra formulacién, [B|X, Ly = [B|X]. Es
decir, la distribucion marginal a posteriori es independiente de Lg. Esto permite separar la
estimacién de 3 de la estimacién de Ag(+). Ademads, veremos que esta formulacién nos permite
estimar (3 en forma explicita, lo cual es un desarrollo paralelo al método de LY. Con respecto
al estimador puntual Bayesiano, hemos optado en este trabajo por el M AP, es decir, modo

de la distribucién a posteriori. Esto seria,

~B _ IR _ _
= (D 1+C51) '(D 1m—|—C61uﬁ)

= (Vi Vet CY) (Vo V5 Vi + Cplsy) (3.8)

en el caso de que este sea un valor positivo, o cero en caso contrario. Es importante re-
marcar que, ante una priori no informativa, es decir, cuando ||Cg|| — oo, el estimador
puntual BB — V5 1 Vi, el cual coincide cuando es positivo con el estimador cldsico de LY.
No obstante, un estimador Bayesiano alternativo basado en la esperanza de la distribucién
pseudo-posteriori podria presentar un serio problema: diverger cuando ||Cg|| — oo, efecto
provocado por el hecho de truncar la distribuciéon normal multivariada al primer octante. Por
este motivo, optamos no estimar la varianza de BB mediante la varianza de la distribucién
pseudo-posteriori truncada, por lo que proponemos un método diferente, el cual explicamos

a continuacién.

Estimacion de la Varianza. Procederemos de la siguiente manera:

. B .y . .
1. Estimar B de acuerdo a la ecuacién (3.8) en el caso positivo, o cero en caso contrario.

. . .7 - B . .
2. Para estimar la precisiéon de cada componente 3, construiremos un intervalo para la

HPD (highest posterior density) de nivel (1 — «) (esto seria, de todos los IC de nivel



3. Analisis Bayesiano del Modelo de Riesgo Aditivo 67

(1 — ) considerando la densidad a posteriori, el mas estrecho). Dicho intervalo serd de
la forma [b;, b,]. Es importante notar que en la formulacién de Lin & Ying, dado que los
intervalos de confianza estan basados aproximadamente en una distribucién Normal,
toman la forma BLY £ 21_a)2 &( fuv)- En vista de esto, buscando que sean comparables
de alguna manera, propondremos

b0y

O(zm) = —.
(’BB) 221—04/2

(3.9)

Notemos que el hecho de que estemos trabajando con una distribucion multivaria-
da truncada, los estimadores puntuales no son necesariamente el punto medio de los

intervalos de confianza.

Este método propuesto para la estimacion de 5( ) también tiene consecuencias impor-
tantes en el testeo de la significancia de las covariables. Basandonos en la relacién entre
intervalos de confianza y test de hipdtesis, podremos indicar que el hecho de que el cero
pertenezca al intervalo de confianza asociado a una covariable en particular es una indicador
de que dicha covariable no resulta significativa. Considerando esto, es necesario destacar
que la construccién de intervalos de la “highest pseudo-posterior density” es esencial para
propésitos de testeo. Esto es porque, de lo contrario, forzar un intervalo bilateral bajo una
distribucion normal truncada siempre implicaria que b;(«) > 0 para todo a > 0. Es decir,

concluiriamos que ninguna variable resulta significativa.

3.4.2.  Calculo de los estimadores Bayesianos de los parametros de la baseline hazard

Buscando implementar una priori informativa conjunta para los parametros de la baseline

hazard, recordaremos primero al usualmente implementado proceso Gammea.

Definicién. Denotemos por G(«, ) a la distribucién Gamma con pardametro de forma o > 0
y pardmetro de escala 5 > 0. Sea a(t),t > 0, una funcidn continua a izquierda creciente tal

que a(0) =0, y sea Z(t),t > 0, un proceso estocdstico con las propiedades:
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(1) Z(0) =0;
(i) Z(t) tiene incrementos independientes en intervalos distintos; y
(iii) parat > s, Z(t) — Z(s) ~ G(c(a(t) — als)),c).

Entonces {Z(t) : t > 0} es llamado un proceso Gamma y es denotado por

Z(t) ~ GP(ca(t), c).

3.5. Proceso Gamma en la cumulative baseline Agy(-)

Para incorporar un proceso Gamma como priori en la baseline para el modelo de ries-
gos aditivos, necesitamos hallar una expresién alternativa para la verosimilitud en la cual
ésta dependa de los incrementos de la cumulative baseline Aj = (Af,Ag,, ..., A7, = o)
asociados a cada intervalo en la grilla. Considerando la expresién de la verosimilitud obte-

nida en (3.2), definida en funcién de Aj;,j = 1, ..., J, utilizaremos la relacién entre A; y A(J{j.

A
Por definicién, Agj = A; x (s; — s;—1) . Luego, reemplazando para cada j, A; = ﬁ,
J J—
obtenemos:
s ag ' _< s ><<E:j1(tk.—8j1)>+mj(8j—8j1))
L, (al) ox dy | —2—— ] ¢ \779 Y . 3.10
)3 () .10

Luego, seleccionando una funcién continua a izquierda y creciente v y un parametro de escala
¢, la priori para cada A(J{j es G(c(a(s;) —a(sj1)),c).

Es importante en este punto notar que el parametro A(J{J no es posible estimarlo (ya que
no es finito), por lo que con el objetivo de poder realizar inferencias sobre este parametro nos
vemos forzados a truncar el eje real positivo en cualquier punto mayor que el ultimo evento
observado. Esto no traera problemas en su implementacion, ya que no existen estudios que no

estén truncados por una fecha limite (en el caso de estudios clinicos en pacientes, no tendria
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sentido que ninguna variable supere, por ejemplo, los 200 anos). Por este motivo, con el
objetivo de poder implementar un proceso Gamma en la cumulative baseline, consideraremos
Sy < oQ.

Por construccién, los diferentes intervalos en la grilla son disjuntos, y siguiendo la estructura
del proceso Gamma, son independientes. Acorde a esto, la priori para AJ es:

J

7(A$) = [ [ fotetoy)o(ad):

j=1
donde o = a(s;) — a(sj—1), ¥ foup)(t) denota la funcién de densidad de una distribucién
Gamma con parametros a y b evaluada en t.
Multiplicando (3.10) por la priori, la posteriori resultante implementando el proceso Gamma

es:

+

J N; + k < “0; > n . (o as
ag. i J (SR try—s5-1) ) +mi (s5—55-1))
fA3‘|X,ﬁ(a(JJr) X Hde (—(Sj J _1)-> e 3851 j j

J=1 k=0 ~ %
J (aa-j)cajfl e_aa; ¢ €%
<11
I'(ca;)

Por practicidad, llamaremos:
dy;
(sj = sj-1)F x I(cay)’
( gzﬂWj_SfJD‘+”M@j_sfﬂ>

! (85— 8j-1)

dl(j) —
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Con esta notacién:

Sato dy (a) e e
I o d? (af _)<k+carl>e‘%§ % dagf
S di a0 Ve
: z,x‘odﬂ S5 ai ) seere ™ da
D ) St )

Sy B T+ cay)

Luego, la posteriori resultante es proporcional a una mezcla de distribuciones Gamma, per-

fA(J);|X7/B(a(—)i_) =

mitiendo obtener el estimador Bayesiano explicito (utilizando funcién de pérdida cuadratica)
mediante su esperanza.

Siguiendo esto, y llamando e,(j) = ¢ - F(k: +cay) -

J

ag, :E[Aar-|X,,3]=/ ag [Zk 06’“ fg ’”C%CJ)(%) dag,
J J
B Zk:O k

e [0 fowreaep(ag)ldag
Sitoer)
Zk Oek (k+0041)
Zk Oek Cj

Para estimar su varianza, lo haremos directamente a través de la distribucién a posteriori:

VAL X, 8] = ( INGS [Z’“ ok Jo ’“*”3’0])(“0)] dao> ~ BIA X 6P,

o

e Zk:o €k
B Selges) I (a8 [fakreay e (ag )] dag —~B\?
N Zgjo 6) — | Qo;
Zk oer [(k‘|‘0%)0 +((k+cay)e)?] (/;B>2

Qg .

it Y
k=0 ~k
—~~B

Observacion 1: Cuando ¢ — oo, cada aarj converge de manera casi segura a o (el valor

esperado de la priori).
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Demostracion:
N; o (5) N; o (9) N; o (9)
B i j . i .
at Zk Oek (k+ca]) Do Oek koo Y plo€y coy _ DopliCp k +ca]
0; N; o (9) G ’
. Ci
Zk Oek Cj Zk Oek: Cj doklo€ G e’ ¢ +Zk 1€k Cj J

Dado que egj >0,Vk € {0,1,---,N;},

N;j (')
0< o ij1€kj < Zk 1€k NJ N’
eq C]+Zk 1€k Cj Zk 16k Cj €

el primer término tiende a 0 cuando ¢ — co. Luego:

_ co
hmag{ = lim — =q«

c—00 c—00 Cj 7

—~~B
Observacién 2: Cuando ¢ — 0, aarj no depende de «;.

Demostracion: Es claro dado que cada vez que o aparece en la expresién, aparece multipli-

cado por c.

Es este otro sentido por el que nuestro método es hibrido. En el caso de la baseline hazard,
al contrario de lo realizado con los parametros Fuclideos, no hemos necesitado lidiar con los
efectos del truncamiento. Esto hace posible estimar A\g(:) (modelizada como constante a
trozos) utilizando la funcién de pérdida cuadrética. Naturalmente, podriamos haber optado
también en este caso por el modo de la distribucién a posteriori, pero el hecho de presentarse
como una mezcla de distribuciones Gamma (lo que supone una forma multimodal) requeriria
un proceso de maximizacién numérico, impidiendo la obtencién de estimadores Bayesianos
de manera explicita. Por esta segunda razon, hemos optado por la formulaciéon hibrida.

Una ventaja importante de nuestro método en comparacion con los existentes actualmente
en la literatura sobre estimacion Bayesiana en el modelo de riesgos aditivos, es su flexibilidad
acorde a los objetivos del analisis estadistico. Es decir, si s6lo necesitamos una interpretacién

de los resultados, o comparacién de riesgo entre grupos (por ejemplo, entre un tratamiento
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y placebo), entonces sélo la estimacién de 3 es necesaria. Esto lo podemos lograr de manera
eficiente con nuestro método sin la necesidad de estimar A\y(-). Solo en el caso de necesitar

una prediccién, estimaremos \g(-) usando el algoritmo desarrollado previamente.

3.6. Simulaciones

A continuacion, presentaremos una seccién de simulaciones implementando los métodos
desarrollados para la estimacion Bayesiana de parametros en el modelo aditivo, donde C
denota a la variable de censura. Generaremos 1000 muestras de tamanos 100 y 500 respec-

tivamente. Proponemos los siguientes parametros:
» A\(t) =1+ 0.5z (es decir, A\o(t) =1, § =0.5),

s k=1,0n~E1/2), Z ~ X2

3.7.  Simulaciones de los parametros de regresion 3

Para estimar el desvio estandar, construimos el HPD intervalo de (1 — «) 100 %, es decir,

[bi(0), by()]. Luego, calculamos el estimador obtenido en (3.9):

. by(c) — b
(B o= G
Observaciones:
= BB >0.
» Sifr >0y |Csll = c00n— oo,
Ge= By 8P =B

En las tablas 3.1 y 3.2 hemos expuesto los resultados obtenidos al variar los parametros de

posicion g y el pardmetro de escala (que llamaremos w) de la priori de 5. Observamos que
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las estimaciones se parecen a las del estimador cldsico de Lin & Ying (expuesto en el margen

superior de cada tabla) cuando:
= el pardmetro de escala aumenta (es decir, la priori se hace menos informativa),
= la posicion del pardmetro a priori de posicion se acerca al verdadero valor,

s ¢] tamano de la muestra aumenta.

Tab. 3.1: n =100, LY = 0.5569 (0.2457)

w
1 0.1 0.5 1 2 5 10 1000
0 | 03241 04813 05155 05352 05479  0.5524  0.5569
(0.1625) (0.2122) (0.2211) (0.2259) (0.2291) (0.2301) (0.2312)
0.25 | 0.4157  0.5093  0.5306  0.5430  0.5512  0.5540  0.5569
(0.1784)  (0.2154) (0.2227) (0.2268) (0.2294) (0.2303) (0.2312)
0.5 | 05073  0.5372  0.5457  0.5509  0.5544  0.5556  0.5569
(0.1851) (0.2182) (0.2242) (0.2275) (0.2297) (0.2304) (0.2312)
0.75 | 0.5989  0.5652  0.5608  0.5587  0.5576  0.5573  0.5569
(0.1872)  (0.2203) (0.2256) (0.2283) (0.2300) (0.2306) (0.2312)
1 | 0.6905 0.5932 05759  0.5666  0.5608  0.5589  0.5569
(0.1879)  (0.2221) (0.2268) (0.2290) (0.2303) (0.2307) (0.2312)
2 | 1.0570  0.7051  0.6362  0.5981  0.5737  0.5654  0.5570
(0.1884)  (0.2262) (0.2304) (0.2314) (0.2315) (0.2313) (0.2312)
10 | 39886  1.6002  1.1189  0.8496  0.6770  0.6175  0.5575
(0.1884)  (0.2290) (0.2365) (0.2394) (0.2378) (0.2354) (0.2312)
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Tab. 3.2: n =500, LY = 0.5106 (0.1036)

w
15 0.1 0.5 1 2 5 10 1000
0 | 04585 04992 05048 05077 05094  0.5100  0.5106
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)
0.25| 0.4829 05045 0.5075 05090  0.5100  0.5103  0.5106
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)
0.5 | 05074 0.5099 0.5102 05104 05105 0.5106  0.5106
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)
0.75| 0.5319 05152 05120 05118  0.5111  0.5108  0.5106
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)
1 | 05564 05205 05156  0.5131 05116 05111  0.5106
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)
2 | 06543 05419 05264 05186 05138 05122  0.5106
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)
10 | 14375 07128  0.6128  0.5620  0.5312  0.5209  0.5107
(0.0982) (0.1024) (0.1030) (0.1033) (0.1035) (0.1035) (0.1036)

3.8.  Simulaciones para los parametros de la baseline

A continuacion, presentamos un nuevo estudio de simulaciones para mostrar el rendimien-

to de los estimadores hallados, sobre el mismo modelo A(t) = 14-0.5z. Para el desvio estdndar

de los estimadores Bayesianos de los incrementos en la cumulative baseline, proponemos el

estimador 6%(Ag ) = /V[Ag X, B].

» La grilla sobre Ry es seleccionada acorde a los cuantiles aproximados 0.2,0.4,0.6 y

0.8 (los cuales resultan 0.125,0.3,0.6 y 1.15 respectivamente) de la variable en base

a la cual se gener6 la muestra. La cantidad de observaciones “en riesgo” disminuye a
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medida que el tiempo avanza, por lo que se espera una mayor precision en la estimacion

de los parametros correspondientes a los intervalos mas cercanos al 0.
De acuerdo a esta grilla, AJ = (0.125,0.175,0.3,0.55).

La priori elegida es una funcién continua a izquierda «(t), que toma valores:

o a(0.125) = 5,
e o(0.3) =6,
e a(0.6) =6.3,
o a(1.15) = 6.31
e cuando t — o0, a(t) — oc.
La priori resultante es (ay, as, ag, o) = (5,1,0.3,0.01). Notemos que la priori marca

una tendencia hacia la derecha en los primeros dos intervalos de la grilla, y hacia la

izquierda en el cuarto intervalo.

El “peso” de la priori es regulado por el parametro c. Presentamos una simulacién para

los valores ¢ =10, c=1y ¢ =0.1.

En esta simulacion, estimamos B (en este caso resulta univariado, por lo que C' 3 es de
dimensién 1, y lo llamamos O'IB) con el estimador Bayesiano hibrido, con parametros
a priori 1g = 0.5y o3 = 10000. El valor del pardmetro de dispersion se eligié de
manera de minimizar el impacto de la priori. Los estimadores de los parametros de la

cumulative baseline se obtienen en base a esta estimacion.
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Tab. 3.3: n = 100, B = 0.5569

¢ | AJ=0.125 | AL,=0.175 | A§,=0.3 | A§,=0.55

10 | 0.6527 0.2967 | 0.2991 | 0.3354
(0.0824) | (0.0657) | (0.0825) | (0.1127)

1 | 0.1880 0.1845 | 0.2967 | 0.5167
(0.0495) | (0.0587) | (0.0928) | (0.1762)

0.1 0.1265 0.1688 | 0.2951 | 0.5384
(0.0431) | (0.0577) | (0.0943) | (0.1850)

Tab. 3.4: n = 500, B = 0.5106

¢ | Af=0.125 | A{,=0.175 | A{,=0.3 | AJ,=0.55

10 | 0.2510 0.2041 | 0.2991 | 0.4919
(0.0247) | (0.0269) | (0.0406) | (0.0732)

1 | 0.1384 0.1771 | 0.2990 | 0.5437
(0.0198) | (0.0260) | (0.0416) | (0.0799)

0.1 | 0.1257 0.1742 | 0.2990 | 0.5494
(0.0192) | (0.0259) | (0.0417) | (0.0807)

Observaciones:

» Como era esperado, el valor de ¢ tiene un impacto en el estimador (otorgando mayor

0 menor peso a la priori),

= ¢l desvio estandar aumenta conforme el intervalo donde se realiza la estimacion se aleja

del 0,

= cuando el tamano de la muestra aumenta, la priori pierde relevancia.
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3.9. Datos Reales

A continuacién, aplicamos el estimador Bayesiano hibrido de 3 a la base de datos de
“Welsh Nickels refinery”, la cual fue introducida por Doll et al (1970), y luego analizada
por Breslow & Day (1987), Lin & Yin (1994) y Alvarez & Ferrario (2016), entre otros. Esta
base contiene datos completos de 679 trabajadores de una refineria de niquel en el sur de
Gales, buscando determinar el riesgo de contraer carcinoma de bronquios o senos nasales
asociados al refinamiento de niquel. Los datos fueron recolectados de los recibos de pago
semanales de la empresa entre los anos 1934 y 1981. Las variables involucradas son AFE:=
Age at first employement (edad del primer empleo), YFE:= Year at first employment (ario del
primer empleo) y EXP:= Exposure level (nivel de exposicion), y las transformaciones de las
variables se realizan de manera que los resultados sean comparables con los analisis previos.
Cuando la priori tiene méas peso (el caso de o3 = 0.01), se puede observar un corrimiento
hacia el valor central 8= 0. Notemos que, al disminuir el peso (0/@ = 1000), el estimador

Bayesiano hibrido coincide (con este nivel de precisién) con el estimador clasico.

Tab. 3.5: Los resultados se multiplicaron por 103.

By ng=003=001|ug="00g=1000

log(AFE-10) | 2.5126 2.4183 2.5126
(YFE-1915)/10 | 0.2179 0.1868 0.2179
~(YFE-1915)2/100 | 2.6005 2.3829 2.6005
log(EXP+1) | 1.7172 1.7081 1.7172




4. PRIORIS NO INFORMATIVAS

Una priori no informativa busca tener el menor impacto posible sobre la distribuciéon a
posteriori. Se las suele llamar también vagas, difusas, planas o de referencia. El drea de las
prioris no informativas es amplia y polémica, ya que se suelen utilizar dichas prioris para

representar ignorancia. Podemos clasificarlas en dos grupos:

Definicion. Diremos que una priori m es propia si

/@ (0)d0 = 1.

Definicién. Diremos que una priori es impropia si

/@w(@)dé’ = oo.

Cabe destacar que una distribucion a priori impropia puede conducir a una posteriori
impropia, en cuyo caso no se podran hacer inferencias.

Algunos motivos por los que puede resultar conveniente utilizar prioris no informativas son:

* minimizar el impacto de la informacion a priori disponible,

* dificultad para una correcta elucidacién de las prioris a utilizar,

* el objetivo del estudio radica en evaluar la bondad del ajuste de un modelo. En estos

casos, la priori no informativa podria ser utilizada como “referencia’,
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* en problemas de alta dimension, es usual utilizar prioris informativas para los pardme-

tros de interés, y prioris no informativas para los parametros de estorbo del modelo,

buscando neutralizar su impacto,

* el uso de prioris no informativas en un anélisis Bayesiano puede resultar de ultilidad

para construir procedimientos clésicos buenos.

En muchas situaciones, una priori impropia puede interpretarse como un limite de distribu-
ciones propias. A continuacién, detallaremos algunos casos de prioris no informatvas clasicas,

implementandolas en el AHM.

4.1. Priori Uniforme de Laplace

La primer priori impropia en la historia fue propuesta por Laplace, y consiste en utilizar
como priori para el pardmetro 6 la funcién 7(6) = 1 sobre el dominio paramétrico. De esta
manera, la distribucién a posteriori resulta la funcién de verosimilitud.

En el caso del modelo aditivo, y siempre modelizando a la baseline hazard como constante
a trozos, recordamos el desarrollo obtenido en (3.1) donde desarrollamos la productoria

I1 [e5+82,]" = do+ dia; + ... + dn,a;” (4.1)
kj=1

en busqueda de obtener una expresion para la verosimilitud. Considerando una priori im-
propia de Laplace, y asumiendo independencia entre los pardametros de la baseline y los
parametros regresores, la distribucion a posteriori de la baseline condicionada a los pardme-

tros regresores resulta igual a la funcién de verosimilitud (3.2):

J Nj e
—aj J —sj—1)+mj(s;—sj—
fA17---7AJ|X,B x H§ :de?Q J(ij:ﬂtkj j—1)+m;(s;j—s; 1))‘ (42)
j=1 k=0
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Analogamente a lo desarrollado para los parametros de la baseline, desarrollamos la expan-
sién polindémica previa acorde a un pardmetro 3, fijo (considerando a los demds parametros
de regresion conocidos, donde z_, y B_, representan a los vectores de covariables y parame-
tros regresores respectivamente omitiendo la g-ésima componente). La expresién resultante

es:

J

HH aj—l—ﬁzk O

5
[)\o(tz) +B_ 2, + qulq] "=go+ @b+ + QNﬁéV; (4.3)
1

n
=
donde, al igual que en Capitulo 3, N = 3" | §;. Advertimos que los coeficientes {qx r—o,. ~
se pueden generar mediante el mismo algoritmo utilizado para construir la funciéon de verosi-

militud (3.2). Luego, la distribucién a posteriori de f, condicionada al resto de los parametros

es:

foult0 B q qu e Pl Zim ). (4.4)

En este punto, la todalidad de las distribuciones condicionales son conocidas y con la mis-
ma distribucién (mezcla de distribuciones Gamma), por lo que es posible generar muestras
aleatorias de ellas. De esta manera, implementando el algoritmo de Gibbs, podremos hallar
estimadores Bayesianos de la totalidad de los parametros del modelo. Es importante notar
que en este caso, los estimadores Bayesianos no los podremos hallar de forma explicita, como

lo hicimos mediante el método hibrido.

4.2.  Priori de Jeffreys

La priori no informativa de Laplace podra aportar ignorancia cuando uno desee obtener
informacion del parametro 6 al que se le asigné la distribucién, pero no es asi cuando la
inferencia se realiza sobre una transformacién del pardmetro (por ejemplo, 6%). Esto llevé a

Jeffreys a proponer la hoy famosa “priori de Jeffreys”:

7(0) = \/det(Ip(0)),
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donde Ir(f) denota la informacién de Fisher del pardmetro 6. Este método posee la ventaja
de ser invariante ya que tiene la propiedad de conservarse mediante transformaciones, y ha
probado ser un éxito notable en problemas unidimensionales. El mismo Jeffreys, sin embargo,
advirtio la vulnerabilidad del método en el caso multidimensional.

Procederemos a realizar los cédlculos buscando obtener la informacién de Fisher de los

parametros del modelo aditivo:

n J n;
fLo,B,x = €Xp {— Z(Ao(tl + Btz } H H a; + ﬁlzkj}(;kj )

=1 j=1 \ k=1

Luego, calculamos su logaritmo:

log(fro,B,x) ZAO (t) -8 Ztlzl + Z Z O, log [a; + Bz,

k=1
Para cada a;, consideramos los conjuntos 7~ = {t; : t; < 5,1}, T ={t; : si-1 <t < s}y
T ={t;: s; < t;}. Bajo esta notacion:

zn:AD(tl) = > Ao(t)+ Y Aot + D Aolty).

t €T~ L eT t,eT+

Conforme a esto:

dlog fL,B.x N O
R R S (Z —> |

teT a; + /8 2k
dlog fryB,x - Ay g Ok
2T — tiz + —jzk.
dp, ; ! ; ,;1 aj+ Bz, "

Finalmente:
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En este punto, notamos que obtener el determinante de la matriz de informacién de Fisher
conlleva un esfuerzo formidable. En el caso de los parametros de la baseline, se la modelizé
como constante a trozos (de no ser asi, deberfamos hallar la informacién de Fisher sobre el
funcional que representa la curva, aspecto que no se ha encontrado en la literatura). En el
caso del analisis de Supervivencia, la estimacion se suele centrar en el pardmetro regresor en
si, y no en una funcién de él. El calculo de la priori de Jeffreys queda de esta manera abierto

a una posible investigacion a futuro.

4.3. Priori de Maxima Entropia

La entropia es un concepto usualmente asociado a la fisica y la ingenieria, el cual es una
medida de la variaciéon de la incerteza de una variable aleatoria. Entre mediados y fines del
siglo XIX surgieron los primeros trabajos alusivos a la entropia, con el fisico aleman Car-
not (quien brindé una formulacién de la teoria en 1824); y el fisico alemén Clausius (quien
detall6 una forma matemética rigurosa en 1850). Luego, el fisico austriaco Boltzmann logré
proporcionar una profunda interpretacion de esta ley, concluyendo que la entropia de un
sistema aislado esta vinculado a la probabilidad de su estado actual.

Formalmente, Shannon (ingeniero eléctrico y matemadtico, recordado como “el padre de la
teorfa de la informacién”) define la entropia como una funcién que permite medir la canti-
dad de informacién asociada a un proceso aleatorio y que, a mayor probabilidad de que se

produzca, menor sera la informacién que aporte.

Consideremos a (3 una variable aleatoria que toma valores en Rt := (0, +00). Sea f3 la

funcién de densidad de . Entonces, fz cumple las siguientes condiciones:
. f,B(t) >0, Vte R+a

- f]R“r fﬁ(t)dt =L
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Supongamos que disponemos de informacién a priori del primer momento de 5 (o sea,
conocemos E(f) = b). Buscaremos, entonces, mediante herramientas de célculo variacional
(una recopilacién de ellas puede encontrarse en Sagan (1992)), hallar la funcién de densidad

fs que maximice la entropia de Shannon S(f3):

S(fs) = — / Togl (1) fa(t)d.

La interpretacién de este resultado seria buscar, dentro de todas las funciones de densi-
dades posibles con dominio en R, sujetas a la condicién del primer momento, aquella que

sea “menos informativa”.

Para resolver este problema, consideremos:
= flz,y,t) = —xlog(x)

" gi(z,y,t) =1

gz, y,t) =tx

Acorde a cémo estan definidas estas funciones, existen A\; y Ao reales tales que fs satisface

la ecuacién de Euler-Lagrange para la ecuacion h definida por:

h([[’,y,t) = f(l',y,t) - )‘lgl(xvy7t) - )\QQQ(I‘,y;t),

es decir:
Oh / Oh /
7 Fo(0): f5(0). 1) — 5 (fa(0). f(t), 1) = 0.Vt € R

En virtud de que

oh oh

oz 0

tenemos que:

—log(z) =1 — A1 — Xt = 0.
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Por consiguiente, si fz es funcién extremal, obtenemos en consecuencia que:
fa=Ce™ O =e,

Dado que fz es una funcién de densidad,

> C
Ce Mdt = — =1,
/0 A2

Con esto, llegamos a que la priori de maxima entropia de una variable con dominio en

por lo tanto, C' = \s.

R*, con primer momento conocido e igual a b, es la densidad de una v.a. exponencial con
esperanza b.
Luego, considerando la expresién de la funcién de verosimilitud desarrollada en (4.4)

acorde a cada pardmetro de regresion
N
£7L(/6.7|‘X‘7 LOJ ﬁ-j) XX Z qkﬁfe_ﬂj (Zi:l Zijti)7
k=0

y multiplicdndola por la priori de maxima entropia (suponiendo independencia seria el pro-
ducto de las densidades), la expresién de la posteriori con respecto a cada parametro regresor

resulta en

N N
. n St 1 _& _B'(Zﬂf Z-.t-—f—i)
ke =1 7i;ti i k J i=1%itiT g
Foan., o D abfe PR e oS gl i)
k=0 J =0

es decir, resulta en una mezcla de densidades Gamma.

Con respecto a los parametros de la baseline hazard, la priori de maxima entropia para
cada valor en los intervalos acotados es Uniforme. Por lo que la posteriori resultante consi-
derando la totalidad de los parametros del modelo y tomando como priori a la de maxima
entropia (de acuerdo a la restriccién del primer momento en los pardmetros regresores) resul-
ta proporcional a una mezcla de densidades Gamma. De esta manera, un analisis mediante
simulaciones utilizando el algoritmo de Gibbs es posible, permitiendo obtener estimadores

Bayesianos de forma numérica.



5. OTRAS OPCIONES DE PROCESOS A PRIORI PARA LA BASELINE

5.1. Proceso Gamma sobre la baseline hazard \(+)

A diferencia del proceso Gamma que incorporamos en la cumulative baseline utilizado
en el Capitulo 3, otra opcién es aplicar un proceso Gamma directamente sobre la baseline.
Esto claramente sera posible solo en los casos donde podamos asumir que la baseline es
monotona creciente. Dado que el proceso Gamma se aplica sobre los incrementos de un
proceso estocdstico, en este caso lo aplicaremos sobre los incrementos A; = A; — A,_4,
donde los valores {A,;};=1, s representan las variables que denotan los distintos valores
de la baseline hazard bajo el modelo constante a trozos. Consideramos la reformulacién
trivial A; = gzl(Ai — A;_1), donde Ay = 0, y reemplazando en (3.2), llegamos a una
expresion similar como mezcla de distribuciones Gamma, donde sélo cambian los coeficientes
del polinomio (en este caso, dependen de los otros valores de la baseline, lo que resulta natural
dado la priori elegida).

El reemplazo a realizar resulta en:

J J—1
1=1

=1

Luego, el procedimiento es el mismo que el desarrollado anteriormente, incluyendo, para cada

je{l,...,J}, el término E‘Z;ll A; en la construccién de los coeficientes del polinomio dj.



5. Otras opciones de procesos a priori para la baseline 86

5.2.  Proceso Beta sobre la cumulative baseline Ag(+)

Recordemos que, en el caso continuo, la cumulative baseline es

A(t) = —log(S(1)).

Una expresion mas general para la funciéon de riesgo acumulado es definida acorde a la
funcién de intensidad (definida previamente en (2.1)), acorde al proceso de conteo N(t) =
N(0,t), el cual si tomamos N(0) = 0 cuenta la cantidad de eventos ocurridos en el intervalo
[0,). La misma es vélida ain cuando la funcién de Supervivencia no es continua, y su

expresion es
dF(u)
[0,t] S(u)

Ambas expresiones son equivalentes cuando F' es absolutamente continua, el cual sera el caso

A(t) =

en el que trabajaremos.

Utilizaremos la expresién de F(t) bajo producto integral,
F(t)=1-5(t)=1-[J{1 - dA(t)}

Un anélisis detallado sobre esta reformulacion de los modelos de supervivencia puede encon-
trarse, por ejemplo, en Cook & Lawless (2007) o Aalen et al (2008).
En el caso del AHM, dado un vector de covariables z, la expresién de la funcién de
Supervivencia de acuerdo a esta notacién es
J
S(sj) = H(l — hy)exp { — B'zds;}.
i=1
Bajo la formulacion del producto integral, la expresion que adquiere la verosimilitud en

el AHM es la siguiente:

(Lo, B H Jexpd — > Budtp | [ (1= 1= hy)exp{ - Bud}),

iERj —'Dj IGDj
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donde h; = Ag(sj) — Ao(sj—1), R, es el conjunto de observaciones que ain se encuentran
en riesgo en el instante s;_; y D; es el conjunto de observaciones que presentan el evento
en (sj_1,s;]. El proceso Beta con incrementos independientes como priori para Ag(-) fue
presentado por Hjort (1990).

Un proceso Beta genera una funcién de distribucién acumulada F'(¢), con incrementos

independientes

dA(s) ~ B(c(s)dA*(s),c(s)[1 — dA*(s)]),

donde el asterisco como supraindice enfatiza el cardcter de hiperparametro (de la priori)
y B(a,b) denota una distribucién Beta con pardmetros (a,b). Debido a la complicada pro-
piedad de convolucion entre distribuciones Beta independientes, la distribucion exacta del
incremento A(s) es sélo aproximadamente Beta sobre un intervalo finito, independientemente

de cuan pequena sea la longitud del intervalo. Multiplicando por la priori
J
7(hy) oc TP A" (1 = hy)wimeont,
j=1

0, equivalentemente, tomando h; ~ B(cojo;, coj(1 — ap;)), hallamos la siguiente expresion

para la posteriori evaluada en cada elemento h;

F (1B, D) oc B (1 — hy) sty () TT (1 = (1 = hy) exp{—B'zdt,})

lEDj

= h;OjQOj_l(l — hy)c0i1=a0i) gy (5) H (1 — exp{—B'zdt;} + hjexp{—B'zdt;})

ZGD]'
cojop;—1 cni(l—cns .
= R (1 = hy)0tmeo)eg () T (ba(l) + as(l)hy)
ZEDj
#D;

= T (L = By o)) S ek
k=0

#D;j
— Z Ckh.?Ojaoj+k*1(1 . hj)coj(l_an)7
k=0
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donde c¢5(j) = exp {— > ieRr,—D; B'zidti}, #D; es la cantidad de elementos de Dj, bg(l) =
1—exp{—B'zdt;}, as(l) = exp{—Bzdt;} y el conjunto {cx}reqo,....#p;) se calcula mediante el
algoritmo recursivo presentado en el Capitulo 3. Luego, a través de la expansién polinémica
desarrollada previamente, la posteriori resultante es una mezcla de distribuciones Beta, lo que
nos permite hallar el estimador Bayesiano (bajo funcién de pérdida cuadratica) de manera

analitica, utilizando la linealidad de la esperanza.

5.3.  Proceso Dirichlet bajo conocimiento especifico de S(t) para typ fijo

El vector aleatorio y = (yi,...,yx—1) se dice que tiene distribuciéon Dirichlet & — 1 di-

mensional, que denotaremos por y ~ Dy_1(aq, s, ..., ), si (Y1, Y2, ..., Yp—1) tiene densidad

conjunta
k—1 k—1 ag—l
F(Oé) a:—1
f<y17y27‘”7yk—1) = <k—> (Hy]J 1_Zy] )
Hj:l I'(a;) j=1 j=1

donde

k—1 k

Y20, j=12..k=1 Y y <1l a=> aj

j=1 j=1

Un proceso estocéstico P indexado por los elementos de una particién dada B = (By, Bs, . . ., Bg)

de un espacio muestral 2 se dice que es un proceso Dirichlet en (€2, B) con vector de pardme-
tros «, si para cada particién distinta B de el vector aleatorio (P(By), P(Bs), ..., P(Bx))

tiene distribucién Dirichlet con pardmetros (a(By), a(Bs), ..., a(By)).

En los estudios oncohematolégicos de Linfoma de Hodgkin, por ejemplo, se asume en
base a la experiencia que la curva de sobrevida global® entra en una suerte de platé del 40 %

luego de los tres anos de seguimiento. Esta informacién puede ser utilizada, definiendo como

I La sobrevida global en este tipo de estudios se mide desde el diagnéstico, y el evento de interés es la

muerte por enfermedad.
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A{T al valor de la cumulative baseline en ese punto tr (los 36 meses), y recuperdndola del
dato
S(36) = 0.4 = AJ™ := Ao(36) = —log(0.4) = 0.9162907.

De esta manera, dada la grilla (sq, ..., s7),

J
++ . +
At =Y A
j=1

y asumiendo AZ " constante, definimos nuevas variables con el fin de que su suma sea 1, y

asi poder implementar un proceso Dirichlet. De esta manera, definimos, para cada j:

+
A(()D) = Ao, .
j AST

Por la manera en que estan definidas, es claro que Z;’Zl A(()Z-D) = 1. Luego, podemos re-

escribir la verosimilitud (3.2) en funcién de las variables A(()?),

las cuales no son mas que
un producto escalar de las variables A(J{j (las cuales a su vez son un producto escalar de las
variables a;). Conforme a esta modificacién, adaptamos los parametros dj y ¢; (los cuales
llamaremos d,(CD) y cg-D)), de modo de conservar la igualdad. Debido a esto, estamos en con-
diciones de proponer una priori Dirichlet para los parametros de la cumulative baseline. La
verosimilitud conjunta para los parametros de la cumulative baseline estandarizada resulta

CeI1l:

I k (D) (D)
D | | z : D D —lays’ ey
fA((]D)‘X,/B,AE)‘—+(a/éJ )) XX d](C ) (a(()] )) e ( 0j ~j >7
J=1 k=0

es decir, una mezcla de distribuciones Gamma.

Dado que buscamos implementar un proceso Dirichlet, procedemos a reescribir la priori
conjunta, reemplazando la tltima componente sobre la particion de la baseline hazard aé?)
por 1 — Zj;ll a(()?). Realizando el producto y llamando K; = 1 — ), oy ag?), para j €

{1,...,J — 1} llegamos a una expresién de la verosimilitud condicional para cada parametro
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A(()?) de la forma:

(D) .(D)

(a2l _ NN
dD (aOJ > %] ’ [de ao? )re ((KJ 0j e )

Mg

fA(D>‘X ﬁ A++ a()] X
k=0

Aunque la expresién no resulte amigable debido a la cantidad de variables involucradas,
advertimos que (utilizando nuevamente el algoritmo para generar los coeficientes polinomiales
de (K; — aé]jj) )¥) v realizando los productos correspondientes, la distribucién resultante no
es mas que una nueva mezcla de distribuciones Gamma, la que expresamos:

Nj+N
A (D) (D)

fA(D)|X,3A++ Cloj Z dD* ( )ke (%J € )7

D D . . .
donde d; ) y cg *) no son més que las nuevas expresiones de los coeficientes adaptados a la
nueva expresion de la verosimilitud.

La priori conjunta resulta en:

aj—1
INE) i .
(D) (D) (D) (D) a;—1
m(ag,’, ag ,...,ao)—< )(”(ao i E a .
' ’ o Hj:l F(aj> j=1 ’

Advertimos que, multiplicando dicha priori por la verosimililitud, obtenemos una expresién

que resulta en una mezcla de distribuciones de la forma
f(x) ox 2 (D — z)P e“®. (5.1)

A continuacion, presentamos la distribucion Beta Generalizada, mediante la cual modeliza-
remos la expresion obtenida.

Recordamos la distribucién Beta, cuya funcién de densidad esta dada por

I'(u+wv)
['(uw)T'(v)

donde la tinica restriccion sobre los parametros v y v es que sean positivos.

f(z|u,v) = o 11 —x)" 2 € (0,1),
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Diremos que una variable aleatoria tiene distribucién Beta Generalizada con parametros

(u,v,a,b), y la denotaremos por BG(u, v, a,b), si su funcién de densidad es

fea(x|u,v,a,b) = h“+5<?F—é_uz)]i“(v) (x—a)" '(h—2)"" 2 € (a,a+h),

donde w,v,a y b son positivos, b >ay h=0—a.
Recordando la definicién de funcion generadora de momentos de una variable aleatoria

X, en la cual utilizamos la expresién en serie de Taylor de la funciéon exponencial
=z
e’ = Z FXE Vt € R,

obtenemos la expresién de la funcion generadora de momentos para una variable aleatoria

con distribucién Beta Generalizada:

Mx(t) : = E(e") = E(e'"*+))
_ E(et(:v—a)+ta)

_ etaE(et(a:—a))

— eta/ et(zfa)fX (x)dx

oo

>k a+h U+ v
= el Z = /a (x — a)khwf(lf‘j(Lu))F(v) (x —a)* ' (h—2)" tde

e Ifk a+h F(u—l—v)
— el — _ Nktu—-1/p \v—1
=" g / )Ty @ (o) e

00 F(U+k) tk a+h
_ gta= \" T V) g Llu+r) U7
T T 2" T(k+u+wv) k!/a foc(alu, v, a, h)dz

B L'(k+u+v)k!’
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donde el intercambio entre los simbolos de sumatoria e integral estan justificados por la con-
vergencia absoluta del integrando. Recordando la expresion de la funcién Beta matematica

[z +vy)

B = 5y

y multiplicando por %, la podemos reescribir

. = 1 tF
Mx(t) = ¢“Blu,v) )W g
k=1 ’ ’

Teniendo en cuenta que el estimador Bayesiano considerando funcién de pérdida cuadrati-
ca es la esperanza de la distribucién a posteriori, calcular la esperanza no seria mas que
multiplicar por la variable (lo que en este caso, sélo aumentaria en 1 el exponente de la
variable). Luego, calcular esta integral no es mas que evaluar esta funciéon generadora de
momentos y evaluarla en C' (como esta expresado en (5.1)).

Si bien la funcién generadora de momentos estd dada en forma de serie, dado que la serie
es convergente Vt € R, podremos aproximar este valor con la precision que deseemos.

Luego, por linealidad de la esperanza, podremos calcular el estimador Bayesiano de ma-

nera numeérica, pero sin necesidad de recurrir a algoritmos MCMC.



6. ELUCIDACION DE PRIORIS

La elucidacién de prioris juega un rol crucial en el andlisis Bayesiano. Consiste en el
proceso mediante el cual se selecciona la distribucion a priori que mejor se ajusta al estudio
de acuerdo a la informacién previa disponible. A continuacion, presentamos una propuesta
para transformar el conocimiento previo en informacién sobre la media de la distribucién a

priori, con el fin de obtener informacion acerca de los hiperparametros.

6.1. FElucidacién para los parametros regresores

En la préctica, es usual que la informacién a priori venga dada como un intervalo de
confianza para la funcién de sobrevida en un tiempo fijo condicionada a cierto parametro
regresor. Comencemos con el caso mas simple: sea Z; una variable dicotémica que toma
valores 0 y 1, de la cual conocemos los intervalos de confianza de nivel (1 —«) para S(t1|Z) =
0) y S(t1|Z, = 1), los cuales llamamos [lp1—a; %01-a] ¥ [l11-as U1,1-a) Tespectivamente, para
algun tiempo t;. Dicha informacién puede provenir de alguna opinién experta, o de una base
de datos previa. Por ejemplo, es usual que la opiniéon experta en cierto ensayo clinico indique
los intervalos de confianza en algiin instante del tiempo para las distintas cohortes, de acuerdo
a si se encuentra o no presente cierta caracteristica inicial. Nuestro objetivo sera utilizar dicha
informacion de manera de traducirla como conocimiento sobre los hiperparametros de las
distribuciones a priori.

Para esto, advertimos que, en el modelo aditivo:
S(t1|Zk = 1)

—Brt1
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Es decir, dados S(t1]Z, = 1) v S(t1|Z, = 0) (los cuales pueden estar dados a priori, o

bien ser obtenidos de los intervalos de confianza) podemos obtener un estimador puntual

para [j:

G log(S(t1|Z, = 1)) — log(S(t1]Z, = 0))
k— = t ’

Luego, podemos utilizar esta informacién obtenida de manera de poder seleccionar los
hiperparametros de la distribucion a priori que se ajusten a dicho parametro de posicion, y
a la amplitud de dichos intervalos de confianza.

Este razonamiento puede ser extendido mediante manipulacién algebraica al caso multino-
mial, o a variables continuas discretizadas. Tal es el caso de estudios clinicos en los que se
considera alguna variable predictora continua, en la cual la informacion a priori suele estar

asociada a ciertos intervalos de la variable, permitiendo una discretizacion de la misma.

6.2. FElucidacion para los parametros de la baseline

6.2.1. Susarla & Van Ryzin

En inferencia Bayesiana no paramétrica, una manera tipica de introducir como priori un
proceso Dirichlet es a través de una funcién de distribuciéon F(t) = 1 — S(¢) (en el caso
continuo), en base a la cual se calcula el vector de hiperparametros. Susarla & Van Ryzin
(1976) desarrollan un estimador Bayesiano para la funcién de Supervivencia implementando
un proceso Dirichlet considerando censura por la derecha. Dada una distribucién base Fp(t),
construyen un estimador §S&VR(t) (el cual coincide con el estimador de Kaplan-Meier bajo
una priori no informativa, o cuando el tamano muestral tiende a o). En base a este estimador
S'S&VR(L‘), proponemos una ligera modificacién, de manera de traducir esta informacién a
priori que tenemos sobre la sobrevida S(t), en informacién a priori sobre Sy(t).

Dada una grilla de dimensién J, para cada j € {1, ..., J} evaluamos el estimador S SEVE(t)
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en cada punto de ella, obteniendo un estimador puntual S S&VER(5). Nuestro objetivo es ob-
tener un estimador Bayesiano para §0 (t). Para ello, comenzamos definiendo las proporciones

de decrecimiento de la sobrevida
pj = S(Sj_l) — S(Sj). (61)

Dada la naturaleza de estos nuevos parametros, notemos que ijl p; = 1. En base al

estimador SS¢VE(t), definimos
Py = S5V H(s;20) — 55VE(s;),
de acuerdo a nuestra grilla. Recordando que bajo el modelo aditivo
S(t) = Solt) exp (—=/Bt),
reescribimos la ecuacion (6.1):
p; = So(sj—1) exp (—2'Bsj_1) — So(s;) exp (—2'Bs;). (6.2)

De acuerdo a como definimos la grilla, sy = 0 y s; = o0, lo que implica que S (0) =
S(0) =1y S(s;_1) > S(s;), ya que la funcién de Supervivencia es decreciente. En vista de
esto, podemos hallar p; para cada j en {1,...,J — 1}, calculando primero:

]51 _ SS&VR(O) _ S«S&VR(Sl)

~

=1 — So(s1) exp (—2'Bs1),

logrando despejar de esta manera

Repitiendo este procedimiento de manera recursiva, dados 3 y z, podemos recuperar Sy(s;),

para cada j en {1,....,J — 1} a través de la relacién

_ So(sj—1)exp (—2'Bs;_1) — p;
Sols) == (—Z’ﬁsjj) :
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obtenida de la ecuacién (6.2). De esta manera se puede asociar el conocimiento a priori de
S(t) a Sy(t), suponiendo conocidos (o ya estimados) los pardmetros regresores.

Para elucidar los hiperparametros, una aternativa en este caso es, considerando un proceso
a priori sobre los incrementos de la baseline (por ejemplo, un proceso Gamma), y disponiendo
de alguna informacién de Sy(t) (como una mediana t,,.4) despejamos los pardmetros del
proceso en funcién de Sy(tmeq) v So(tr), donde tr lo consideramos un tiempo conocido

donde truncaremos el estudio. Esto lo podemos hacer ya que:

Ao(tr) = —log(So(tr)),
Noltmed) = —108(So(tmea)) = — log(1/2) = 0.6931472,

Luego, en base a estos datos, obtenemos informacién sobre los parametros de la curva a(t)

que utilizaremos para generar un proceso a priori sobre A(t).



7. EXTENSIONES Y CONCLUSIONES

7.1. Extensiones

Si bien hemos presentado una propuesta de andlisis Bayesiano detallado del AHM, las
expresiones condicionales de la verosimilitud como una mezcla de distribuciones Gamma
permite la incorporacién de una gran variedad de prioris, permitiendo obtener estimadores
Bayesianos explicitos mediante un analisis conjugado y, en los casos en los que no sea asi,
la expresién conocida de la verosimilitud en funcién de distribuciones flexibles (Gamma)
facilitara el desarrollo de algoritmos de manera de realizar un analisis numérico.

Si bien optamos por un estimador hibrido para los parametros regresores, en vista de la
expresiones halladas para las distribuciones condicionales bajo la priori Uniforme, notamos
que podemos obtener estimadores Bayesianos bajo funcién de pérdida cuadrética para estos
parametros, mediante el algoritmo de Gibbs.

Una extension importante (la cual, bajos ciertas condiciones, es una consecuencia directa
de algunos de los resultados obtenidos) es la opcién de considerar a los parametros regresores
dependientes del tiempo. Suponiendo una grilla dada en el eje real, consideramos el modelo
constante a trozos tanto para la baseline hazard como para los pardmetros regresores, de la
misma manera que en el trabajo de Silva & Amaral-Turkman (2005).

De esta manera, considerando a cada [ como dependiente del tiempo (es decir, la con-

sideramos como una funcién fx(t)), la aproximamos a través del modelo constante a trozos:
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(

By, 510 <t < sq,

Bkza si S1 S t < 59,

L ﬁka sl Sj-1 S ta

permitiendo tratar a cada cada uno de ellos de la misma manera en la que venimos tra-
tando a A\g(t). De esta manera, con el mismo procedimiento desarrollado para obtener las
expresiones condicionales obtenidas en las ecuaciones (4.2), (4.3) y (4.4), podemos construir
las distribuciones condicionales de acuerdo al modelo de Aalen (sin la restriccién de que
cada [k (t) sea constante), las cuales resultan nuevamente en una mezcla de distribuciones
Gamma. Bajo esta nueva formulacion, toda la seccién de procesos a priori sobre la baseline
es aplicable a cada parametro regresor.

Desde el enfoque frecuentista, la ecuacién (4.4) habilita a nuevas alternativas de estima-
dores clésicos.

Otra extension posible es la inclusiéon de frailties aditivas, emulando nuevamente el trabajo
de Silva & Amaral-Turkman (2005), con la importante ventaja que, bajo la nueva expresién
de la verosimilitud, y acorde a las prioris seleccionadas, los estimadores Bayesianos se hallan
de manera explicita.

Se pueden adaptar, ademas, las secciones de ajuste de modelo presentadas en trabajos
previos, de manera de calcular el CPO, BIC, DIC, medida Ly riesgo de Bayes (entre otros)
acordes a este modelo.

Esta expresién se puede adaptar a otras areas del analisis de supervivencia tales como

eventos recurrentes, riesgos competitivos, y considerar otros tipos de censura.
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7.2.  Conclusiones

Hemos presentado un nuevo enfoque en el anélisis del modelo del riesgo aditivo, a través
de la nueva expresion de la verosimilitud mediante el calculo de los coeficientes polinomiales

en el desarrollo de

[T + )%,

=1

obteniendo una expresiéon en base a distribuciones conocidas, y facilitando su anélisis e
incorporacién de prioris. Es remarcable el hecho de que esta distribucion sea una mezcla de
distribuciones Gamma, ya que esto ofrece una alternativa viable y simple de trabajar con el
AHM, cuando se modeliza como constante a trozos a la componente no paramétrica de su
funcién de riesgo.

Hasta el momento (y a nuestro entender) no hay trabajos desarrollados que permitan la
obtencion de estimadores Bayesianos de manera explitica, y esta expresién de la verosimilitud
permite nuevas alternativas incluso desde una perspectiva clasica. El algoritmo desarrollado
para generar los coeficientes polinomiales es numéricamente estable aiin con muestras gran-
des, y en los casos en los que no sea posible calcularlo siempre es posible subdividir la grilla
de manera de disminuir la cantidad de observaciones por intervalo.

Hemos trabajado en particular con el modelo AHM, y los métodos desarrollados son
flexibles.

La seccién de prioris no informativas ofrece una alternativa para disminuir el impacto de
las prioris seleccionadas, y presentamos métodos de elucidacién de manera de lograr traducir
el conocimiento experto (el cual consideramos que serd dado en términos de la funcién de
sobrevida).

En las secciones de simulaciones, advertimos la relevancia de considerar una priori ade-

cuada, justificando las ventajas y desventajas del enfoque.
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