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PROLOGO

En virtud del convenio de infercambio de profesores ewistemte en-
tre las Uniwversidades de La Plata y Montevideo, el que esto escribe
dicto, en Agosto de 1943, en el primero de los institutos nombrados,
dos clases sobre el tema indicado en el titulo.

Gracias al amable empefio de algunos ‘profesores de la prestigiosa
universided argentinag, el trabajo preparado con tal objeto recibe
ahora el alto honor de ser incluido entre las publicaciones de carde-
ter cientifico que realiza esa mstitucion.

Es oportuno por tanto, explicar brevemente el objeto de este es-
tudio, que no es otro que el de ofrecer una resefia sintética de los
fundamenios tedricos y de las posibles vias de aplicacion de un
principto que, seqgun el juicio de Bertrand, confirmado a través de
casi uw ‘siglo de investigaciones, puede considerarse como uno de
los mdas fecundos de la Mecdnica. Con esto queda dicho, implicita-
mente, que este trabajo no puede aspirar @ otra cosa que a Servir
de introduccion al estudio de dicho principio.

Al final del trabajo se agrega una bibliografia que indica las
principales fuentes de informacion utilizadas. De esa bibliografia,
el autor considera un deber destacar, para sefialarlas en primer pla-
no, dos obras cuya lectura le ha sido particularmente provechosa
parae su tarea, que son la « Teoria de las Magnitudes Fisicas» de
Walter 8. Hill, y el « Andlyse Dimensional e Semelhonca Mecdni-
ca sy de Mauricio Joppert do Silva. De la primera el autor ha tomado
en particular, el plan general de la exposicion sobre transformacion
de unidades contenida en el Capitulo II de este trabajo. La segun-
da, ademds de ofrecerle wna excelente vista de conjunto del proble-
ma, le ha brindado numerosas indicaciones y ejemplos de gram wufi-
lidad en el estwdio de lus aplicaciones; y le ha sugerido asimismo,
los fundamentos de la demostracién del teorema de Buckingham, ex-
plicada en los Capitulos IT y 111, demostracion. que, en el fondo, es
una generalizactén de la que, para el caso de tres variables, ofrece
la obra referida.

C. B.



tsﬁlm ae:iu‘ﬁ';"{m«nn. k,-.'m!su_‘

; m.mﬂq\h
L afas 'i-nt!kt\'ﬁ-a ; )\ns,

; ninm P f&:l!
uﬁfﬁrﬂe&g&x aﬁewgw x.ti ol u .aar‘«mu‘ummq&"




I. — INTRODUCCION

El presente trabajo tiene por objeto estudiar los fundamentos
teéricos del principio de semejanza mecanica y la forma de utili-
zar ese principio en el estudio experimental de los fenémenos me-
eanicos.
~ Comenzaremos por exponer, sucintamente, los desarrollos de la
teoria de las magnitudes y del analisis dimensional —basados en
la estructura de la expresién matematica de una magnitud fisica—,
que conducen a establecer ese principio, Trataremos luego de de-
mostrar la identidad de los resultados obfenidos por ese camino y
los que pueden deducirse del enunciado del teorema de Newton.
Por altimo, una vez establecido el principio en su forma general,
examinaremos en detalle el problema de la determinacién de las
escalas en la construccién de modelos mecénicos, y terminaremos
con la deseripeion de algunos ejemplos de aplicacién a problemas
técnicos.

Aunque en el estudio de estas aplicaciones nos proponemos con-
siderar solamente fendémenos de indole puramente mecinica —que
puedan por consiguiente ser descritos con el empleo de tres mag-
nitudes fundamentales independientes, como longitud, masa y tiem-
po, u otras equivalentes—, los desarrollos tebricos necesarios para
establecer el prineipio de semejanza, serdn conducidos en forma
general, lo que, aparte de exigir muy poco trabajo -adicional, dara
sin duda mayor fuerza y utilidad a las conclusiones obtenidas.

Admitiremos como punto de partida de la exposicién, el hecho
bien conocido de que una magnitud fisica derivada puede expre-
sarse bajo la forma de un producto de potencias de las magnitu-
des consideradas como fundamentales. Esta propiedad, que algu-
nos autores consideran posible adoptar como definicién de la
expresion matemética de una magnitud fisica, es deducida, en cam-
bio, por otros, de propiedades méis sencillas, como la constancia
del valor relativo de dos magnitudes fisicas. Entre estos tltimos
se halla Bridgman, quien en su obra « Dimensional Analysis » ofrece
una demostracién de esa propiedad, obtenida en la forma indicada;
a esto se debe que la propiedad en cuestion se considere a menudo
como enunciado del llamado teorema de Bridgman.



II. — TRANSFORMACION DE UNIDADES

 Sea un sistema de n magnitudes
AL AP S e Ll 10es 16 oy

que se suponen independientes. Con esto entendemos que la expre-
si6n general de una magnitud derivada:

ag.Aa‘.Agz...A:"’

en la que los @; son ntimeros, no podri hacerse igual a un namero
N cualquiera, a menos que todas las @; sean nulas (1=1, 2, ... n).
Porque si se tuviera: ‘

g ARy Ay

con exponentes @; no todos nulos, y si @z fuera uno de esos exponen-
tes no nulos, se tendria:

as 1 %t an

( ) gy Miegh bl TFE e e i
Qo

vale decir que una por lo menos de las A; seria expresable en fun-
cién de las restantes sin intervencién de ninguna nueva magnitud,
lo que es contrario a la hipdtesis.

Consideremos un conjunto de m magnitudes derivadas del siste-
ma A, cuya expresién general serd, de acuerdo con lo que hemos
dicho anteriormente:

BJ-=bj.Af1".A§2f...Aﬁ“-".(j=1,2...m) {1]

Adoptemos este conjunto de magnitudes eomo un nuevo sistema
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de unidades. Dada una magnitud cualquiera X derivada del siste-
ma A, y por consiguiente expresable en la forma:

X o= pg APUAS L AT [2]
Estudiaremos la manera de hallar su expresién en el sistema B,

¥ las condiciones a que esti sujeta esta transformacién.
La expresién buscada deberi ser de la forma:

X =gy BYBE ., . Bl | (3]
sustituyendo en ella los valores de las B:

B = AT, AP, AP
By = b AW AF ., Alm

¥y agrupando los exponentes de cada una de las 4;:

i i Y Ym A G-ttt CmeYm
X—yo.bl.bz...bm Al .

.A‘g‘n-yﬁau-yﬁmaﬂm-ym eid A:nx-ﬂ1+ang-yz+---ﬂnm-ym [4]

Confrontando esta expresién con la [2] se ve que los eoeficientes
estan ligados por la relacion:

yo.bU . BE ... DY = gy, (5]

v que los exponentes deben satisfacer al sistema de n ecuaciones
con m incdgnitas:

au-yl—i-an.y-z-l—...am-ym=x1]
G Y1+ Q2 Y2t .. G Ym = T2 t (6]
anl-y1+an2-y2+---anm-ym=$n/

Calculadas las y en este sistema, y determinando con ayuda de
la [5] el valor de o, queda completamente definida la expresién
[3] de X que nos habiamos propuesto hallar,
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Todo el proceso de transformaeién se reduce, pues, en lo funda-
mental, a la resolucién de un sistema de n ecuaciones con m incdg-
nitas. Se desprende de esto que cada uno de los resultados a que
arriba la teoria general de estos sistemas, se traducird en una pro-
piedad conereta de la transformacién que estudiamos.

Para establecer las condiciones de resolubilidad del sistema, con-
sideremos la matriz de los coeficientes

41 8 e e s R AL okl fats Qim
@l Q32 . v civinin s 2 0 LR d2m
Oxe URT = e s s AR i % o« tiere Ghm
Bl A2 e & vonia B oin abatuinests Arm

Qa1 e s s (8 S Aim T1
3y lon i S5 Gon b iR dam Lo
@h1 GRS v 5 « wine = e S Chm Th
Ol g2 oopsons 0 N Anm Tn

El sistema admitird soluciones si ambas matrices son de igual
rango. Sea & el rango de la matriz de los coeficientes; es evidente
que k deberi ser a lo sumo igual al mas pequefio de los niimeros n
y m. Para que el sistema sea compatible, es preciso que el rango de
la matriz aumentada sea también h. ‘

Ante todo comparemos i con el niimero n de ecuaciones (o sea,
con el namero n de magnitudes del sistema fundamental 4). Consi-
deraremos dos casos:

19— he=mn. No existe en este caso ningin determinante ea-
racteristico; por consiguiente la matriz aumentada es también de
rango h=m, y el sistema es compatible. Bs posible entonces, dado
un grupo de valores z;, determinar (segin los casos que veremos
mas adelante) uno o més grupos correspondientes de valores de y;
que permiten efectuar la transformaeién propuesta. Como por otra
parte la transformacién inversa es siempre posible —ya que toda
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magnitud expresable en el sistema B lo es también en el A4, en vir-
tud de las [1]—, la transformacién A — B se llama conmutable, y se
dice que los sistemas A y B son equivalentes.

2° —h < m. En este caso existen determinantes caracteristicos
que, para que el sistema sea compatible, deben ser todos nulos.

Si hay més de un determinante principal, adoptemos uno cual-
quiera de ellos, y supongamos que sus términos ocupen las h pri-
meras filas y las & primeras columnas de la matriz de transforma-
cién, en lo e¢ual no hay inconveniente alguno. El ntimero de deter-
minantes caracteristicos que pueden formarse con el determinante
principal adoptado es nm—h, y su forma serd:

ARSI AL R arp 1
Qof avsiic s vieny Aop Lo
........................... (e =1,2 . n—h)
Arl QR v s v v v vs Arh Th [7]
Qhyr,1 QRar2 «ov e v ns Apyr b« Ther

Desarrollado cada uno de estos determinantes por los elementos
de la tltima columna, se obtienen n— h ecuaciones lineales que li-
gan los valores de zy, o2, ... @5, Tpsr -

Por consiguiente una magnitud definida en el sistema A por un
grupo de exponentes z;, no serd expresable en el sistema B a menos
que los valores de esos exponentes satisfagan las m — & relaciones
[7]; ya que si estas relaciones no se cumplen, el sistema [6] no
tendra solucidn. En tal easo se dice que los sistemas 4 y B no son
equivalentes, o que la transformacion 4 — B no es conmutable.

Esto no impide, no obstante, que algunes de las magnitudes ex-
presables en el sistema A lo sean también en el B; serdn precisa-
mente aquellas cuyos exponentes z; satisfacen las relaciones [7].
El mecanismo de la transformacién comienza con la adopcién de
un determinante prineipal, con lo cual quedan fijados & de los =
exponentes z;; hecho esto se escriben las n — h relaciones [7] y se
verifica si los m—h exponentes x., restantes las satisfacen, en
cuyo caso, solamente, la transformacidn serd posible. Cada una de
lag [7] puede eseribirse en la forma:

mk.+r =idr (xlr Ty vns x-’l)
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con lo cual la expresién de la magnitud X en el sistema A
sera:

Rp AR 4D AN iR gt a a

con h exponentes independientes.

Confrontemos ahora el grado % del determinante principal con
el niimero m de incégnitas del sistema [6]. Dos casos son posibles,
a saber: -

19— h==m. En este caso, si el sistema es compatible (esto es,
si la matriz aumentada es también de rango m) habra una solucién
Unica. A cada grupo de exponentes z; corresponderia un grupo ¥
uno solo de exponentes y; completamente determinados.

Obsérvese que en este caso, si hay més ecuaciones que inedgnitas,
la condicién de compatibilidad exige que c¢ada uno de los n—m
determinantes bordeados que se pueden formar con el determinante
principal y los coeficientes de cada una de las n — m ecuaciones en
exceso debe ser nulo, lo que significa que esa ecuacién serd super-
flua, porque podréi deducirse de las h restantes mediante una com-
binaecién lineal.

29 —h < m. El sistema [6] admite ahora infinitas soluciones.
Para hallar una cualquiera de ellas basta escribir una cualquiera de
las ecuaciones [6] en la forma:

Qii-Y1+Giz. Yo+ .. Qikh Yo = Th— Q5hp1 YRt T Ot Yin [6’]

asignando luego a cada una de las y,, (r=1, 2, ... m—»n) con-
tenidas en los segundos miembros, valores arbitrarios. Resulta asi
un sistema de n ecuaciones con h incognitas, en el cual la matriz de
log coeficientes es de rango h. Si se cumple la condicién de compa-
tibilidad el sistema admitird un tnico grupo de valores y1, ¥z ... Un
que serdn naturalmente funciones de los ws.. fijados arbitraria-
mente, y de los 1, 2 ... Zp.

La comparacién del grado A del determinante principal con el
niimero m de inedgnitas nos proporeiona un criterio para juzgar
si las magnitudes B son o no dependientes. En efeeto, la desigual-
dad k < m, es la condicidon mnecesaria y suficiente para que, en el
sistema [6], todos los z puedan ser nulos sin serlo los ¥, o en otros



términos, para que el sistema de ecuaciones lineales homogéneas

Qs -+ G2 .Y+ o O Y =0
azl.yl-l-azz.yz-i-...azm.ym:(l [6"]

Dol G WY o o e Yo = OO (B =IO CRka7)

admita soluciones no todas nulas. Pero la expresion [2], que define
nna magnitud cualquiera X en el sistema A, nos indica que, siendo
las A; independientes, si todos los  son nulos, X es un nimero; y
la expresién [3], que define a X en el sistema B, a su vez nos di-
ce que si X es un niimero, no siendo todas las y nulas, las magnitu-
des B seran dependientes.

De la misma manera, la igualdad h—m indica que el sistema
[6”] no admite soluciones que no sean todas nulas; lo que equivale
a decir que en el sistema primitivo [6] no pueden ser nulos todos
los z sin que lo sean también todos los y. Con ayuda de las mismas
ecuaciones [2] y [3] podemos expresar lo que antecede diciendo
que X no puede ser un niimero sin que sean nulas todas las y, lo
que equivale a decir que las magnitudes B son independientes.

Consideramos conveniente reunir los resultados obtenidos en el
siguiente cuadro, que nos servird de pauta para ordenar el proce-
dimiento de resolucién de un problema de transformaciéon de uni-
dades:

FoRMA DE LA MARIZ

.
0 A — B no es conmutable
& B es dependiente
hr<n 2
B A — B no es conmutable
S B es independiente
L
7 A — B es conmutable
“h<m ¢
B es dependiente
D=1 '
A — B es conmutable
h=m . :
4 B es independiente
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Como caso particular, sefialaremos uno de sumo interés, que es
la transformacién entre sistemas de magnitudes de igual especie.

Se dice que un sistema de magnitudes C es de igual especie que
el A, cuando a cada una de las magnitudes A; corresponde una mag-
nitud C; tal que 4, =p;.C;, en la cual f; es un coeficiente nu-
mérico. Se ve que en tal caso n— m. Ademéis la matriz de los coe-
ficientes :

....................

es una matriz cuadrada cuyo determinante principal, de grado =,
tiene por valor la unidad. Luego h = 1= m.
Ademés, del examen de las ecuaciones [6] resulta:

Y = T

El coeficiente y, de la expresién general [3] se deduce de la
ecuacién [5], v es ahora:

Yo = xo. BT 63 ... Ba"

Luego la expresién general [2] de una magnitud X, en el siste-
ma A, transformada al sistema C sera:

X =g GrtiER RO R 000

Conviene para el objeto de este estudio profundizar el examen
de las propiedades de los sistemas de magnitudes dependientes.

El mismo ecriterio que hemos establecido para juzgar si un sis-
tema es o no dependiente, nos sugiere la posibilidad de separar,
dentro de un sistema de magnitudes dependientes B, grupos de mag-
nitudes que constituyan sistemas parciales independientes.

Uno de esos grupos estard formado por todas aquellas magnitu-
des B; euyos exponentes a;;, en la ecuacién de definicién [1], for-
man parte del determinante principal. Eseritas las ecuaciones [6]
para una transformacién entre el sistema 4 y dicho sistema parcial,
se ve que el rango de la matriz || a;; || sigue siendo %, y el niimero
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de incdgnitas m es ahora igual a h. Luego el sistema parcial asi de-
finido es independiente.

Si A y B son conmutables, es decir, si h=mn, habrd tantos sis-
temas parciales independientes como determinantes principales haya
en la matriz correspondiente a todo el sistema B. Pero si no lo son,
es decir, si k < n, entonces todos los determinantes prineipales que
puedan formarse con » columnas dadas tomando distintas filas con-
tardn evidentemente por uno solo y corresponderad a todos ellos,
por consiguiente, un solo niicleo de magnitudes independientes.

Como ejemplo del primer caso consideremos un sistema A que
comprenda una longitud, una masa y una fuerza, y un sistema de-
rivado B en que entran una velocidad, una densidad, un trabajo y
un tiempo. Lia matriz serd:

14 o @ ¢

L 1y 3 il Ly
M —1/p 1 0 s
F 1/2 0 1 —1/2

Los cuatro determinantes de tercer grado que pueden formarse
son distintos de cero; habrid por consiguiente cuatro nteleos de
magnitudes independientes, a saber:

V—o—%F V—p—t V—F—t o—G—t

Como ejemplo del segundo caso consideremos el mismo sistema A
del ejemplo anterior y un sistema B formado por una velocidad, un
tiempo, una aceleracién y una superficie. Lia matriz seréd:

14 ¢ o 8 -
L e i) g 9
M — 1/ i, —1 0
¥ 1, —1/, 1 0

Todos los determinantes de tercer grado son nulos. La matriz es
de rango 2. Con los elementos de la 1# y 22 columnas, por ejemplo,
se pueden formar dos determinantes de 2° orden no nules, segin
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que se tome la 1* y 2¢ filas o0 la 1* y 3°. Evidentemente ambos deter-
minantes corresponden a un solo nucleo independiente (V,1).

Es natural que sl agregamos a un sistema parcial independiente
una o varias de las magnitudes que quedaron excluidas de él, el
nuevo sistema asi formado serd ahora dependiente. Esto equivale a
decir que toda expresion de la forma:

O BB B Bi’f;"ll s Bz’jlj;’ 18]
en que 7 es un entero cualquiera comprendido entre 1 y m — k, pue-
de identificarse con un namero. En efecto, si planteamos para el
caso un sistema de m ecuaciones anilogas a las [6”] —o a las [6]
en que todos los z son nulos—, vemos que el grado del determinante
principal de la matriz de los coeficientes sigue siendo A, en tanto
que el ntimero de inebgnitas es ahora A -+ r. Y como el sistema es
compatible, puesto que los determinantes bordeados son necesaria-
- mente nulos, se desprende que admitird como solucidén valores nmo
todos nulos de las y, que por corresponder a valores fodos nulos de
lag z, convertirin la expresién dada [8] en un nimero.

Como el niimero de incdgnitas excede al de ecuaciones indepen-
dientes en 7, dando a cada una de las r magnitudes agregadas ex-
ponentes arbitrarios, cada grupo de esos r exponentes permitira
calcular un grupo de h exponentes y, que junto con los anteriores,
satisfaridn la condicién expresada.

Ofrecen interés particular los sistemas parciales dependientes ob-
tenidos agregando a un nteleo de A magnitudes independientes una
sola de las magnitudes superabundantes. Cada sistema independien-
te da origen asi a m — h sistemas dependientes

Bl,Bz,...B,&,Bk.;_,. (r:1,2,...m—h)
Toda expresién de la forma:
o By CBE ... B B [9]

podré, de acuerdo con lo antedicho, identificarse con un nimero;
¥ puesto que y; . » es arbitrario, lo mismo sucederi con la expresién:

Yo Brr B TR By [9']

obtenida asignando a dicho exponente ¥, . el valor 1.
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* Para determinar los exponentes de la expresién [9] habra que
resolver el sistema de ecuaciones:

01;,1 Yi =i ai.ﬁ . ’!/2"‘]" e Gin UhF Cihtr  Uigr =105 (t=1,2...7n) [6'”]

que, de acuerdo con lo ya dicho, toma la forma de un sistema de
7 ecuaciones con h incdgnitas: ]

1Y+ 8t . G Y = — Gty ol [t

En realidad basta considerar, de estas ecuaciones, aquellas que
en nimero h, corresponden a un determinante principal; las res-
tantes pueden dejarse de lado, ya que los determinantes caracteris-
ticos son, en este caso, todos nulos. Basta ver, en efecto, que la
adicién de la, columna de los coeficientes @i, 7. » v de una de las fi-
las de los coeficientes restantes al determinante prinecipal, da un
determinante de grado A -+ 1 que forma parte de la matriz de los
coeficientes del sistema [6”]; y por ser ésta de rango h, aquél debe
ser necesariamente nulo.

Las h ecuaciones que hemos retenido nos darin un juego de h
valores de las y, que introducidos en la expresion [9'] la converti-
ran en un nimero.

Se observari que en cada sistema parcial dependiente pueden ob-
tenerse solamente m — h expresiones del tipo [9'] en que las B n¢
sean todas las mismas.

Cada una de estas expresiones constltuye lo que se llama un ni-
mero adimensionado, o un niimero de dimensiones cero. Muchos au-
tores las designan con el nombre de nimeros m que nosotros utiliza-
remos en lo sucesivo. '

En cada ntmero = interviene una de las magnitudes superabun-
dantes del sistema derivado B; pero es evidente que si se multiplican
dos o mas nfimeros de esta especie, se obtendran nuevas expresiones,
también adimensionales, que contendran dos o méis 'magnitudes su-
perabundantes, junto a las magnitudes prinecipales, algunas de las
cuales aparecerdn repetidas; y es claro que si se suman los expo-
nentes de estas magnitudes repetidas se llegari al fin de cuentas a
una expresion del tipo [8]. "

La observacién anterior justifica que, en lo sucesivo, limitemos
el estudio de los mimeros adimensionales a los llamados niimeros m,
0 sea a aquellos que contienen una sola magnitud superabundante;
ya que los otros, mis compleJos aenvan de éstos por via 'de simple
multiplicaci6n. -
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De lo expuesto se desprende la siguiente regla para el cileulo de
los niimeros m de un sistema de magnitudes independientes B::

1° — Elegido el sistema fundamental A4, y eserita la matriz de
la transformacion 4 — B, se escoge entre las magnitudes B un nt-
cleo independiente, es decir, tal que los exponentes a;; de cada una
de esas magnitudes formen un determinante principal de la matriz;

20 — Hecho esto, se resuelve el sistema de A ecuaciones con h
inebgnitas :

Gia-th=Ge.+ -.. Fas. Uh=—0n1rir

Gz .4t O2,2.-Y2 + oo T 02,0 Yo = — G2k |
................................. g

@ri it O Yt oo R ORE YR = T Ahhye

en el cual los coeficientes de cada ecuacién son los elementos de la
correspondiente fila del determinante principal.

La forma del ntimero m,, serd, de acuerdo con la expresién ge-
neral [3]: ‘

Ther = Yo. BY.BY ... B, By () [10]

Vamos a demostrar ahora una propiedad muy importante de los
nimeros x, que consiste en que son invariantes a través de cualquier
transformacién de las unidades fundamentales.

Veeamos ante todo cuil es la expresién de mp., en el sistema A.
Para eso comencemos por hallar la expresién general, en 4, de una
magnitud cualquiera que tenga la forma del segundo miembro de
la [10]. Aplicando el procedimiento general gue expusimos al prin-
cipio de este capitulo, llegamos a la expresién:

= Yo b%l. bg: : bgh bh+r ; A?ud’hi‘ﬂu-‘yz‘lﬂ..alh.yh+“1,h+r 3

] Agﬁ YiF-Gu. a2t o Goh Y T3, fpr T Agm-tn‘l'i'am-yrl'--~anh.yk+ﬂn,h+r [11]

que se puede eseribir en la forma abreviada:

X by A AL, adrr [11/]

~.(Y) Recordemos que el coeficiente yo es un nimero que expresa la medida de
Thr €0 el sistema B, y que se puede hacer igual.a la unidad con s6lo cambiar
una de las magnitudes B, por ejemplo la B, por otra B'; ligada a Bj por la relaci6n:

; v
B’jw ='Yor By
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en la cual

bo = yo. bV . BE ... BYA. Byes

es la medida de la magnitud X en el sistema A; y P; es el polino-
mio que constituye el primer miembro de la ecuacion ¢ del sistema
[6”] en la cual se ha hecho ¥u ., = 1.

Adoptemos ahora eomo fundamental, otro sistema C, independien-
te y conmutable con el A. Sea:

el s o R e

la expresién general de la magnitud B; en el nuevo sistema. Proce-
diendo como antes hallaremos que la expresién de X en el nuevo
sistema sera:

Cy-1+Che- v Chpe C
B = b BN Bl G R ORI L e

g Cg’l‘yl+C22'y’+"'Cﬂh'yh+czk+f o Cg“"y’+c""y’+"'cnh yb'i'cnh-l-r [12]

que se puede eseribir analogamente en la forma abreviada:
i =blah Qe s o i o
en la cual, como anteriormente:
bo = yo.bi™ . b5 ... Bi% . Biyy

es la medida, de la magnitud X en el sistema C'; y P'; es el polino-
mio que constituye el primer miembro de la ecuacién ¢ de un sis-
tema andlogo al [6”], correspondiente a la transformacién C — B.

Si la magnitud X se supone ahora adimensional, todos los poli-
nomios P y P’ serdn nulos. Las expresiones de X en los sistemas 4
v C quedaran reducidas a

X=b‘o'y, X =bth

respectivamente. Nos proponemos demostrar que

B L bE L B Bage = DI DS L. bR B
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En efecto, si C es independiente y conmutable con A, cada una
de las A se podra expresar en el sistema €' bajo la forma:

A —ep i CRE O & il ok

introduciendo estas expresiones en la [11’] resulta:
e thl 0!52 an CTuPH“GmPH'---Em-Pn
= . . ses Up . : % .

SO Pl‘l‘“zz-Pe"l‘-:-_z?n Py e C:nxpl“l"anz?z---'{"ﬂnn-f’n [13]

Esta expresion de X en el sistema C, hallada indirectamente por
medio del sistema A, debe ser evidentemente igual a la [12] ha-
llada directamente. Igualando ambos valores, y recordando que, si
X es un nimero m, los P y los P’ son nulos, resulta:

(b3 ba v bEd abaiy= DI e bt usn bi¥Bibl [14]

es decir, que el nfimero .- tiene igual medida en los sistemas
AyC.

Para terminar, demostraremos una propiedad muy importante
del éonjunto de nifimeros & que pueden formarse en un sistema de
magnitudes dependientes B. -

Observemos anfe todo que, si se forma un producto de potencias
cualesquiera de todos los niimeros m del sistema, se obtendra un
nuevo numero adimensional, cuya expresién general serd:

RIS g s : Es L

en la cual algunas de las z pueden ser nulas.

Demostraremos ahora que la reciproca es cierta, esto es, que si
una expresién de la forma [15] es adimensional, serd posible re-
presentarla por un producto de potencias de los ntimeros m del sis-
tema B. Ya iz

En efecto, si la [15] es de dimensiones cero, sus exponentes z y
los exponentes a;; de las B deberin satisfacer las n ecuaciones:

Gip 2t Gigiat o Qi 2 =0 (6 =1,2,.0.m) [16]
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que pueden eseribirse en la forma més explicita:

as,.21 + az,2. 22 +oGn B = G R Bh T - — Oom B [17]
’Gn.1-21‘+ Upa.2sF oo Qb Zn=""C0n k1. 8ht1— o . . — Oy m.Zm

dejando en los primeros miembros, solamente, los exponentes de las
magnitudes B correspondientes a un determinante prineipal (su-
puesto, como anteriormente, que sean las k primeras).

Para cada uno de los némeros m del sistema, tendremos, anélo-
gamente, un sistema de ecuaciones de la forma:

O3 . Y10+ Q2. Yo et oo Gk YRy = T Qber
O2,1 . Yir+ Qo2 Y20t oo G2k Yhyr = 02, b4y [18]
Oyt - Yir T Qp2 Ya.r + An,h - Yh,r — Qn,hir

El primero de los indices de las y indiea la magnitud B a que
corresponde; el segundo, el ntmero n de que se trata.

Observemos ahora:

19— que los coeficientes de los primeros miembros de cada
una de las ecuaciones [17] y de las correspondientes eecuaciones de
los sistemas [18] son los mismos, respectivamente ;

29 — que los segundos miembros de las [17] provienen de mul-
tiplicar los segundos miembros de cada uno de los sistemas [18] por
el correspondiente exponente 2y . ,, sumando luego los resultados.

De esto se deduce que las z de las ecuaciones [17] seran las su-
mas de los productos de las correspondientes y de los sistemas [18]
por los respectivos exponentes 2j ., ,; 0 Sea:

2L mizag Ui b Gga s Uis e Ze Ui m—t ]

Z2 = Zyy Y1 T 242 Yoo o 2y Yo men [19]

—

B =By B Unn TP s - U i
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Si se sustituyen estos valores en la expresién [15] resulta:
B;h+1.ym+¢h+2ﬂu+--y%m-yz m—h B;h+1-vu+zk+2 Yat...om.Y3 m—p '

G z B
B;h+1yh, 1t2n 2 Vp, 2F - Em Vb m B:h_l_-{—ll ; Bh.‘:J‘_-lf PR Bmm [15r1

y agrupando en productos parciales las B que corresponden a cada
uno de los niimeros m del sistema:

(BY“BY ... Blm, By, )1, (BY*. BY* ... Bin2, By )42 ..

; o Y2 m— Yh.m— 2
Lo (Biim a2 Biim—h _  Blhwoh By
o, por ultimo:
Zh4+1  _Zh4-2 Z
LT A ST 20]

que es la expresién a que queriamos llegar.

Esta propiedad es muy importante, y nos lleva de inmediato, co-
mo veremos més adelante, a la demostracién del teorema m o de
Buckingham. :



III. — EL TEOREMA DE BUCEKINGHAM

La expresién analitica de una ley fisica debera ser necesariamente
tal, que no dependa del sistema de unidades utilizado para la me-
dida de las magnitudes gue en ella intervienen, o, en otros térmi-
nos, que sea invariante a través de cualquier transformacién del
sistema de unidades.

Por lo eomin esa expresion asume la forma de una ecuacién cu-
yos miembros son sumas de productos de potencias de las magnitu-
des involucradas, sumas cuyos términos tienen todos las mismas
dimensiones con respecto al sistema de unidades adoptado como fun-
damental, Una ecuacién de este tipo se llama homogénea.

Una ecuacién puede representar una ley fisica —puede ser la
traduceién de un fendémeno fisico—, sin ser homogénea, es deecir,
sin que sus términos tengan todos iguales dimensiones. Basta, por
ejemplo, sumar dos ecuaciones homogéneas, que traduzean fendme-
nos afines pero que comprendan magnitudes de distintas dimensio-
nes, para tener una ecuacién que se halla en ese easo. Por ejemplo,
en el estudio del movimiento de un sélido en torno de un eje, se
obtienen las ecuaciones:

T 0T D T e

la primera de las cuales da la aceleracién angular en funcién del
par exterior H, y la segunda, la cantidad de movimiento angular
en funeién del impulso del par (supuesto H constante). La ecua-
cidn :

i O 2 g el

obtenida sumando miembro a miembro las dos anteriores, tiene un
significado fisieo bien definido, y conserva su forma frente a una
transformacién de unidades, pero no es homogénea en el sentido
antes ex.presaao. Es bueno observar, no obstante, que ecuaciones de
esa forma no tienen por lo comilin alecance préctico algun'o ‘
Consideraremos en adelante tan sélo ecuaciones homogéneas co-
mo las ya definidas. En cada uno de los términos de la ecuacién



podrian aparecer constantes, de las cuales algunas seran ntmeros
abstractos, en tanto que otras serin dimensionales. Lias dimensio-
nes de estas constantes entrarin naturalmente en el cémputo de
las dimensiones del término que las contiene, a los efectos de veri-
ficar la homogeneidad de la ecuacién. En realidad, admitido como
axioma fundamental el prineipio de homogeneidad, seria méis co-
rrecto decir que a cada una de esas constantes se le asignaran las
dimensiones necesarias para que se cumpla ese principio.

- Asi, por ejemplo, la ecuacién que da la resistencia opuesta por
el aire al movimiento de un sélido, es, para valores de la velocidad
comprendidos entre ciertos limites,

R =008.5.0

en que R estard expresado en kgs, s en metros cuadrados, y v en
metros por segundo. La constante K = 0. 08 debe tener las dimen-
siones : :

| K| =[M||L3|

para, qile' la misma expresién sea vélida al cambiar el sistema de
unidades. El valor numérico de K cambiari naturalmente al cam-
biar de sistema; por esta razén, una ecuacién de la forma indicada
ho tiene s1gn1flcado alguno si no se 1nd1c-,a. el sistema de umdades
a que esta referida. : :

Otro ejemplo, de apariencia algo méis compleja que el anterior,
se tiene en la ecuacién:

zr =asen2t

que representa determinado movimiento arménico simple. El argu:
mento del seno debe ser naturalmente un angulo, lo que exige que
la constante 2 tenga la dimension | -1 | . Es necesario también aqui
indicar la unidad de tiempo a que esti referida la eenacién dada;
sl esa unidad se hace por ejemplo, 60 veces mayor —es decir, si la
medida de ¢ se hace 60 veces menor —, la constante debers ser mul-
tiplicada por 60, .para que el seno conserve su valor. Aplicamos
también aqui el principio-de homogeneidad, al admitir que el valor
numérico del término @ .sen 2¢ sélo debe variar, como el de z, eon
la unidad de longitud adoptada.

C‘ons1deremos un fenémeno fisico en el cual comprobamos la in-
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fluencia ‘de m magnitudes By, Bz, Bs ... By . La ecuacién que des-
cribe el fenémeno seri una funcién de estas magnitudes:

J(BiBs-o.iB) =10 [22]

en la cual, como ya sabemos, cada uno de los simbolos B; indica un
ntmero, medida de la magnitud, y una expresién dimensional que
relaciona esa magnitud con las del sistema fundamental.-

De acuerdo con el teorema de Bridgman, que hemos venido apli-
cando en lo qile antecede, la forma de la funcién f no podri ser
en general otra que la de un polinomio cuyos términos seran pro-
ductos de potencias de las magmtudes B; y de acuerdo con el prin-
cipio de homogeneidad todos esos términos deben ser de iguales
dimensiones con respeeto a las unidades adoptadas como funda-
mentales

Por cons1gu1ente si d1v1d1mos todos los términos de f por uno
cualquiera de ellos, por ejemplo, el primero, la funcién tomari la
forma:

¥ [1; b) (Bi‘ B B’:m)] (221

en la que el signo X mdlea una suma de termmos de jigual forma
que el que figura en ‘el paréntesis.

Cada uno de los términos de la funecién asi eserita serd eviden-
temente de dimensién cero. Todos ellos tlenen igual forma, sin ex-
ceptuar el primero, puesto que

| R

De acuerdo con lo que demostramos al final del capitulo anterior,
cada uno de esos términos podra por consiguiente eseribirse bajo la
forma de un producto de potencias de los nlimeros m del sistema de

las magnitudes B, de modo que la ecuacién [22'] podri expresarse
en la forma:

FIR w2, e ] =D [22"]
o simplemente :
O (xy %o e n Typ) = 0 : [23]

-con la’ restriceién de forma expresada. - -
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Despejando una de las. variables, por ejemplo, la primera, se
tendri la expresién bajo la forma equivalente:

i = 9T o Tp) [237]

Esta igualdad, o la anterior, traducen el enunciado del teorema
de Buckingham, o teorema m, que establece que:
« &l una ecuacién :

i e e

«es la expresién analitica de la ley que rige un fendémeno fisico
« cualquiera, siendo By, By ... B, m magnitudes dimensionales,
« que eonstituyen un sistema dependiente, y que son por consiguien-
« te expresables en funcién de un niimero k de ellas, serd posible
« en general, disponer esas variables en m — h grupos sin dimensio-
« nes, cada uno de los cuales serd de la forma:
'Jr:k_!f"ll : -:r:;"_:éz e 7:5;”
«en que

Thdr = Bi{'lngz Ve B;:h . Bk—l—'r

Los exponentes y se calculan por medio del sistema de ecuacio-
nes [61V] del capitulo anterior. ; !

Como ejemplo de aplicacién de este teorema, estudiaremos el as-
pecto mecanico del movimiento de un fliido cualquiera en su forma
mas general. Lias variables pueden agruparse aqui en tres catego-
rias, a saber:

1° — Variables lineales que definen las condiciones de contorno,
- es deecir, la forma y dimensiones de las superficies que li-

mitan exteriormente la masa fliida, y los cuerpos en ella
sumergidos; :

2¢ — Variables que definen las condiciones del escurrimiento, co-
mo ser, la velocidad media V, la diferencia de presién Ap,
etcétera ; :

3 — Variables que definen el flaido mismo, como la densidad o,
el peso especifico v, el coeficiente de viscosidad dindmica K,
el de tensién superficial o y el de compresibilidad e.

Supondremos que en general todas estas magnitudes influyen en
las condiciones del movimiento. Observemos que, si los parametros
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lineales son dos o més de dos, se obtendran nimeros x formando el
cociente de dos cualesquiera de esos pardmetros. Admitiremos, por

tanto, para mayor sencillez, que s6lo hay dos, que llamaremos a y
b. La funcién [22] serd ahora:.

f(aa b: V’ Apt () K q, E) =0

Tomemos como sistema fundamental el L-M-T7, y formemos la
matriz de los exponentes de cada magnitud en ese sistema:

ARG e T K‘ (] l €
Gt age e Ot Ve SR e B g e ol
M . -0 0 1 1 1 1 1 i
T o 0 —1 —2 0 —2 —1 —2 —2

Es faecil comprobar que su rango es 3; es deeir, que pueden es-
cogerse tres magnitudes derivadas B, independientes, en funcién
de las cuales se podrin expresar las restantes. Podemos, por ejem-
plo, elegir el determinante formado por la 1% 3% y 5% columnas de
la matriz: :

1L 1 —38
0 G 1 [ =10
e 0

con lo cual quedan elegidas las magnitudes aV e para integrar nues-
tro sistema pareial independiente. Lios ntimeros m que pueden for-

marse en el sistema B partiendo de estas tres magnitudes seran en
niamero :

y su forma general serd:
m = ban Vnpn
T = Ap.a® Vi p2
T3 =y .a% Vi pn

7 = K .a%n Vi P

&
o
If

‘c.a% Vus 0%

A
£-
II

. a% Vs oo
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Los coeficientes de cada und de ellog se hallaran resolviendo el
respectivo sistema de ecuaciones. Asi, pJ.\ej.-, para-el primero el sis;
tema a resolver serd: - ‘ $ ; it

2+ —3a = —1
. 3 A 0
— = 0
que da g K 1, y1=70, 21=0 con lo que m %-b./a. e

Para el segundo, tendremos el sistema:

Il
—

Ty + yr— 3 2
2 =—1
— ariinn
cuya solueidn es:
: (i?z-=0 Y2 =_——2_ : P i e
con lo que: i3
i =uApihiliazuic=

Generalmente se expresa este niimero en la forma inversa

i

VZ
Ap/e

que podria haberse obtenido inmediatamente con sdélo multiplicar
por — 1 los segundos miembros de las ecuaciones del sistema. | °
Procediendo de igual manera con los restantes se tiene:

Ty =

2 : .
s =vaV2p o la inversa o [NF].:

1/ e

e =KalVlipl 5 » > Ve o
K/eo
£ ' i 2

m=calV et > > > BN
; /e
: 2

TEEL NS P e e
/e

Las expresiones de la derecha se designan generalmente con los
nombres de nimeros de Froude, Reynolds, Weber y-Cauchy res-
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pectivamente. El Gltimo se llama también a menudo ntmero de
Rayleigh ; su raiz cuadrada recibe el nombre de ntimero de Mach,

Luego la funcién representativa del fendmeno en estudio.puede
escribirse bajo la forma:

‘f(b i e i TR T Vz)_o_
o’ Aple’ 1/ " K/e ofo ' /o '

" Bs claro que esta forma seria distinta si hubiésemos partido de
otro determinante principal diferente deliadoptado, en caso de ha-
berlo, 0 lo que es lo mismo, de otro sistema parcial independiente.
No es necesario senalar que las variableg fueron escogldas adrede
para llegar al resultado obtenido, cuya forma es la. mis cominmen-
te adoptada por todos los autores.
" El teorema de Buckingham no nos da ninguna indicacién acetca
de la forma de la funcién f, pero nos muestra que las variables de
que ella depende pueden agruparse en combmacmnes adimensiona-
les, lo que, como veremos conduce a resultados muy importantes
desde el punto de vista de las investigaciones experimentales.
Como segundo ejemplo, estudiaremos el funcionamiento de una
hélice que gira a razon de m revoluciones por segundo, en el seno
de un fliido de densidad g, ilimitado en.todos sentidos. Si se aplica
al eje de la hélice un par motor H, ella ejerceri sobre su eje una
traceion (o un empuje) 7', haciéndolo desplazar con velocidad V.
Llamemos d el didmetro de la hélice. Supondremos ademés que li-
mitamos nuestro estudio a un tipo determinado de hélice, cuyas
dimensiones son todas proporeionales al didmeétro, que sé adopta co-
mo médulo, y en el que, por tltimo, la inclinacién de las palas estd
fijada de antemano. Los resultados de nuestro estudio serén apli-
cables solamente a todas aquellas hélices que reunan esas condicio-
nes. La forma general de la ley del movimiento serd:

F(T,n, 0 V,d) =0

Tomemos como mstema fundamental el L-M F, y escribamos la
matriz de transformacién :

il iy o V -
L | 0 — —3 1/,
M |0 -1 s i
F 1. Fuy, (R

I = T = S
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Las tres ultimas colummnas forman un determinante no nulo;
podremos pues tomar como sistema independiente el p-V-d. Como
m— 5, tendremos 5 — 3 =2 nlmeros m, a saber:

=N p:\?l V&h da ¥y Ty = T pxz V?lz =

E]l primero serid evidentemente w — V/nd, como resulta de la
simple inspeccién de las magnitudes que en él intervienen. El otro,
en que figura la traceién 7, se determinari como anteriormente, y
sera: '

%o, =T . ot im2id=2

Observemos que si multiplicamos el segundo ntimero por el cua-
drado del primero, obtenemos un nuevo ntimero adimensional en
el que no aparece la velocidad de avance V, y figura en cambio la
de giro n:

2 & i I

Tz = T1 . T2 = . ==
: n2 d2 0 V2 d2 pn2 a4

La funcidn buscada sera de la forma:

v 4
o il Yo
nd 1 R

o también de la forma:

c/(—.V ,—-—T'):o T=pn2d4q:(L)
s T o | ol

Al mismo resultado habriamos llegado directamente si en lugar
de adoptar el sistema independiente pg-V-d, hubiéramos elegido el
- p-d.

Procederiamos en la misma forma para hallar una funeién que
nos diera el par motor H ; bastaria sustituir los elementos de la pri-
mera columna de la matriz, por 1,0, 1, que son las dimensiones de
H en el sistema L-M-F. Como anteriormente tendriamos:

Vi e =1 He oid o9

'Jr‘. TS e—
1 - nd
o, multiplicando 7, por m;?:

i = Hy o . mE2 ., d-8
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Luego se podré escribir:

Hi= pVidi (—V-)
: nd

v
Hit= 0 ot C
p medd Uy i )

El producto de H por 2 mn nos da la potencia motriz:
Vv
'Wm=2wpnMF%(——)
nd

en tanto que el producto de 7 por V mnos da la potencia tutil:

W, = o V3 @ ¢(L)
nd

El rendimiento serd:

il s Vsnp(V/nd)“(I)_V__
L zﬁ(m)%MM) (m)

TLas funciones v, vy, ®, que hemos hallado en lo que antecede,
puestas ecomo ordenadas en un diagrama cuyas abscisas sean los va-
lores de V/nd, dan las llamadas curvas caracteristicas del esfuerzo
de traccién, del par motor y del rendimiento del tipo de hélice da-
do. Vemos que, en tanto que el par motor, la traccién y la potencia
gson funcioneg de la densidad ¢ del flaido, el rendimiento, en cam-
bio, es independiente de ¢. Consecuencia de esto es que, si se man-
tiene el valor de V/nd, una hélice de aeroplano, por ejemplo, ten-
dra el mismo rendimiento cualquiera que sea la altura a que tra-
baja.

Terminaremos este ecapitulo con una observacién referente a la
naturaleza de las variables que intervienen en las funeiones halla-
das. En cada caso hemos escogido estas variables guiados por un
conocimiento previo del problema, o por nuestra intuicién, o por
analogias con otros problemas més eonocidos, ete. Es natural que
si en esta eleeccién omitimos alguna variable esenecial, el resultado

que se obtenga seri utilizable solamente en aquellos casos en que
la variable omitida tenga un valor constante. Esta circunstancia
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puede afectar sensiblemente la utilidad de ese resultado. Asi, por
ejemplo, en el problema de la hélice, hemos supuesto que la visco-
sidad y la compresibilidad del fliido no intervienen, siendo asi que
es en realidad lo contrario, y ademéis que su influencia se mani-
fiesta en forma muy compleja, pues varia en eada punto a lo largo
del radio de la hélice, y es funcién de éste, y de la velocidad de
giro. De aqui se deduce que la funcién hallada, aplicada a eual-
quier otro valor de # y de d, dard en general resultados afectados
de error.



1V. — SEMEJANZA MECANICA

Al llegar a esta etapa de nuestro estudio, podemos seguir dos
procesos para establecer el principio de semejanza meeanica. Uno
de ellos utiliza los resultados del analisis dimensional, que tienen
su expresion formal mas completa en el teorema m, y nos permite
cstablecer de inmediato la definicién de dos sistemas semejantes, v
sus relaciones dimensionales, en forma absolutamente general., El
otro, arranca de una definicion objetiva de lo que debe entenderse
por sistemas semejantes, y llega a la expresién del teorema de New-
ton. Seri fécil comprobar que también por este segundo eamino
pueden obtenerse aquellas relaciones dimensionales, verificindose
asi la unidad conceptual de ambos procesos.

En lo que sigue nos limitaremos al estudio de la semejanza entre
sistemas y fendmenos de naturaleza puramente meecéanica, dejando
establecido, no obstante, que los resultados que obtendremos a par-
tir del analisis dimensional son aplicables a todo género de fené-
menog que puedan deseribirse con el empleo de sistemas de unida-
des de la forma de los utilizados en lo que antecede.

Comenzaremos por el primer procedimiento.

Consideremos un sistema material cuya estructura y movimientos
puedan describirse empleando m magnitudes variables B, de las
cuales h son independientes. Por tratarse de fendémenos puramente
mecénicos, las unidades fundamentales se limitan a tres (n=3).
Por consiguiente : '

h=<3

Ya hemos visto que la ecuacién que representa el femémeno en
estudio puede escribirse en la forma:

S (®her, Thez, oo Tm) =0
como funcién de m — h nimeros adimensionales

mher (r=1,2,... m—F)
cada uno de los cuales seri de la forma:

14 1k Y
Thir = Yo . B]_l . Bzg e Bhk . Bk+r
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siendo
u.b{l.bge cae bgh.bh.;_r

su medida en el sistema fundamental A. Recordemos, ademds, que
en esta ultima expresién, y, es un coeficiente numérico que puede
hacerse igual a la unidad; y que b1, bs, ... bs, by., son las medi-
das, en el sistema A, de las magnitudes B que intervienen en el ni-
mero w considerado.

Adoptemos ahora, como fundamental, otro sistema de unidades C,
de igunal especie que las de A (*) ; para fijar las ideas, supondremos
que las unidades C son mayores que las A (aunque, como se com-
prenderd facilmente por lo que sigue, esta restriceién es innecesa-
ria). Con arreglo a esa hipdtesis, el nimero que expresa la medida
de una magnitud cualquiera B en el sistema C serd mis pequefio
que el que da la medida de la misma magnitud en A. Sean

BE B Bl B

las medidas de las B en el nuevo sistema. Lia medida del nimero
T . SEré:

0. DIT b8 L B . bl

y eomo los nlimeros m son invariantes a través de la transformacion
A — C, debemos tener:

L) el o ot o ol

- Notemos que es la escala de reduccitn de la medida de B;

A

;i
al pasar del sistema A al €; de manera que, si hacemos

b

= bo,;
7

se tendrd

bi' = bo,; . b

(*) Los resultados que vamos a obtener, serfan vélidos, en rigor, cualquiera que
fuera la especie de las magnitudes C'; pero sélo cuando éstas son de igual especie
que las A esos resultados son utilizables en la teorfa de los modelos.
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Podemos por eonsiguiente eseribir la siguiente relacién entre las
escalas:

bg.ll 4 yllg E bg.hh < bO,h-)—‘r =1 {24/]

v es natural que habrid m —h relaciones de esta clase entre las m
escalag

b(],l ) bo,z e bﬂ,h : bo,h+1 PR bﬂ,k+r . bo m .

1

Cada una de estas escalas, puede a su vez deducirse comparando
las expresiones de la correspondiente magnitud B en los sistemas A
y C. Limitandonos, para mayor sencillez, al caso de tres unidades
fundamentales, podremos esecribir, entre las A y las C las relaciones:

A1=51‘.Cl A2=@2.Cz Aa=@3-03

que definen la transformacién de igual especie considerada, y en
las cuales las B son coeficientes numéricos, Para una magnitud de-
rivada B cualguiera se tendra:

B; = by A%, A% A% = b, (39, 627, B3¥, OV, (5%, O3

con lo cual
A SR b’ ) : :
V= b 610 B By by = L = BV G868 [25)
i

El resultado de la transformacién se reduce pues a multiplicar
el valor de cada una de las variables B por un factor de reduccién
bo,; que se caleula por medio de las relaciones [25].

Consideremos ahora, por otra parte, un segundo sistema material,
asiento de fenémenos mecanicos en un todo analogos a los que se
producen en el primero, y determinados, por consiguiente, por va-
riables de igual especie que las B del caso anterior, y en igual nu-
mero.que ellas. Supongamos ahora que, comparadas las medidas de
las variables del segundo sistema con las del primero —referidas
unas y otras al primitivo sistema de unidades fundamentales A—,
las medidas del segundo sistema material resultan ser iguales a las
correspondientes del primero multiplicadas por coeficientes cuyos
valores coinciden con los de las correspondientes escalas de redue-
eién by, ; halladas en la transformacién de unidades del caso ante-
rior. Si esta condicién se mantiene mientras duran los fenémenos
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que hemos considerado como anélogos, el segundo sistema material
sera lo que se llama un « modelo » del primero, gue a su vez toma
el nombre de ¢ prototipo ». Es evidente, por lo que antecede, que
los ntimeros @ del modelo tienen igual valor que los del prototipo,
va que las medidas de las variables del modelo no son otras que
las b’; del caso anterior, las cuales, como vimos, mantenian inalte-
rado ese valor.

Resumiendo lo que antecede, vemos que en el primer easo hemos
medido las magnitudes B, primero con las unidades A, y luego con
las C, mayores que las A, obteniendo en esta segunda medida un
erupo de valores naturalmente mas pequefio; en tanto que, en el
segundo caso, hemos medido, con las mismas unidades A, las magni-
tudes del prototipo, y las de igual especie, pero més pequefias, del
modelo, elegidas de manera gue sus medidas coinecidieran con las
del segundo grupo de valores antes obtenido, resultando de ahi igua-
les valores para cada uno de los nimeros .

Vemos asi que la estructura y el funcionamiento de un modelo
pueden deducirse de la estructura y el funcionamiento del protofi-
po, con solo cambiar los valores de las variables que intervienen en
éste de manera que no se modifique el valor de log niimeros .

Expresaremos en otros términos la conclusion precedente dicien-
do, econ palabras del profesor Hunter Rouse, que «un verdadero
«modelo podria tener sus propias unidades de longitud, tiempo,
« fuerza y masa, cada una de las cuales guardaria una respectiva
¢ relacion numérica con la correspondiente unidad del prototipo.
« Podemos asi imaginar el metro o el segundo en el mundo del mo-
« delo, eomo cierta fraceidon o miltiplo del metro o del segundo en
« el mundo del prototipo; o también —lo que es més conveniente—,
« podemos considerar todas las dimensiones del modelo como cierta
¢ fraceion o miltiplo de las eorrespondientes del prototipo, cada
«una de ellas medida con referencia a las mismas unidades funda-
« mentales. Asi las escalas modelo-prototipo pueden referirse tanto
« a relactones de unidades, como a relaciones de medidas hechas con
«una misma unidad; por ejemplo, en un modelo de barco a escala
«1:100, podemos decir, que la eslora del modelo es 50 metros-mo-
« delo, ¥ la eslora del prototipo es 50 metros-prototipo, siendo estos
« Ultimos metros elen veces mayores que log primeros; o bien, como
«se hace corrientemente, podemos decir que las esloras del modelo
«y del prototipo, medidas con el mismo metro, estdn en la relacién
«de 1 a 100. Esto Ultimo constituye la préctica mas generalizada ».

Estas palabras encierran a nuestro juicio toda la filosofia del



EerE

problema, pues ponen en evidencia la identidad del prototipo y su
modelo, considerados como sistemas mecanicos.

Hemos visto que entre las m escalas de reduccién de las varia-
bles se pueden establecer m — h relaciones, lo que equivale a decir
que se pueden fijar arbitrariamente A de esas escalas, de las cuales
dependeran las m — h restantes. Ahora bien, es evidente que si una
de las magnitudes B depende de h de las restantes, su escala de
reduceién dependeri a su vez de las escalas de reduccion de esas A
magnitudes. De aqui se deduce que las escalas que podemos fijar
arbitrariamente serdn las que corresponden a un nuecleo indepen-
diente, o a un determinante principal de la matriz.

Antes de pasar al estudio de algunas aplicaciones, veremos e¢émo
se puede llegar a resultados coincidentes con los ya obtenidos, par-
tiendo del concepto de semejanza mecanica establecido por Newton,
para lo cual expondremos previamente los conceptos auxiliares de
semejanza geométrica, cinematica y material, que nos eonducirin
al enunciado del teorema que lleva su nombre.

Sabemos que dos sistemas son geométricamente semejantes cuan-
do las longitudes de dos segmentos homdélogos guardan una relacién
constante A. Como consecuencia de esta definicidn, las 4reas homo-
logas estarén en la relacién A%; los voldmenes, en la A*; los momen-
tos de inercia de las areas en la A%, ete.

Para definir lo que se entiende por semejanza cinemética comen-
zaremos por establecer una homologia entre los intervalos de tiem-
po medidos en uno y otro de los dos sistemas considerados. Si ¢ es
un instante genérico comprendido dentro del infervalo de tiempo
t; — %5 que indica la duracién de un fendmeno en el primer siste-
ma, y ¢ es un instante genérico del intervalo ¢’y — ¢’y correspondien-
te al segundo sistema, los instantes ¢ ¥ #* serin homdlogos si:

{2 ’ ’ !
eetn - =k W RS o
L——tg I

Diremos que los dos sistemas, cada uno de ellos referido a una
terna fija, son cineméaticamente semejantes, si las configuraciones
de cada sistema y su respectiva terna, en dos instantes homélogos
cualesquiera, son geométricamente semejantes.

Como consecuencia de esta definicién, resultan las siguientes pro-
piedades:
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@) Las trayectorias deseritas por los diversos puntos de uno
de los sistemas constituyen, en su conjunto, una figura semejante
a la formada por las trayectorias de los puntos homélogos del se-
gundo sistema. Esto significa que, no soélo son semejantes lag tra-
yectorias de dos puntos homélogos cualesquiera, sino también que
cada una de ellas estd semejantemente dispuesta con respecto a las
otras de su sistema.

b) Las velocidades y las aceleraciones de puntos homélogos tie-
nen, en instantes homélogos, igual direccion y sentido respecto a las
correspondientes trayectorias; sus magnitudes guardan las relacio-
nes A.t-1 y A.t~2 respectivamente.

De lo que antecede se puede deduecir un criterio que permite es-
tablecer si existe semejanza cinemética entre dos sistemas, en dos
intervalos de tiempo dados, sin necesidad de verificar, instante por
instante, la semejanza geométrica de los mismos. Ese criterio es el
siguiente : ‘ :

Sean dos sistemas tales que, la configuraciéon de uno de ellos en
el instante inicial f, sea geométricamente semejante a la del segun-
do en el instante inicial ¢'y; y que las velocidades de puntos homé-
logos sean, en esos instantes, proporcionales y semejantemente orien-
tadas. Sean A y vo los coeficientes de proporcienalidad respectivos;
definamos un nuevo coeficiente T tal que

Si las aceleraciones de puntos homdlogos, en dos instantes ulte-
riores ¢ y ¢ tales que ¥ — o= 1(f —p) tienen igual orientacién
respecto a las configuraciones iniciales, y guardan entre si la re-
lacion

los dos sistemas serdn cineméticamente semejantes mientras se cum-
plan estas eondiciones.

Bs fécil, en efecto, deducir de la tltima ecuacidn, por integra-
ciones sucesivas, que las velocidades de puntos homélogos, guardan
la relacién At-1! y que las trayectorias son semejantes, con razén
de semejanza A, en dos instantes homélogos cualesquiera de los in-
tervalos de experimentacidn. _

Por iltimo definiremos la semejanza material de dos sistemas di-
ciendo que, si entre ellos puede establecerse una correspondencia
biunivoca de punto a punto, habri semejanza material cuando las



masas de elementos correspondientes guarden una relacién cons-
tante. Si los sistemas son geométricamente semejantes, la semejanza
material se obtiene en la forma maés sencilla construyendo los ele-
mentos homologos con igual material.

Por medio de los coneeptos ya explicados definiremos ahora lo
que se entiende por semejanza mecAnica.

Dos sistemas S y &7, que se mueven en intervalos At y A#' se di-
cen meeinieamente semejantes, cuando, establecida una ecorrespon-
dencia biunivoca entre los puntos de 8 y &, y entre los instantes
de Af y At’ los dos sistemas presentan, en instantes homdlogos, se-
mejanza cinemética y material.

Veamos las consecuencias de este enunciado. Si hay semejanza
cinemética, las aceleraciones de dos puntos homdlogos estarin en la
relacion

oli= aim e

Por haber semejanza material, las masas elementales correspon-
dientes a esos puntos seran tales que:

m =u.m

Se deduce de aqui gue las fuerzas que actian sobre ellas:

F =t e I g

estarin en la relacidn:

Hsta expresién se transforma en:
Q= AT e g

Si se tiene en cuenta que vo=2»~i.71" 1

Esta Gltima ecuacién se toma a menudo como expresién del teo-
rema de Newton., El enunciado de esta proposicién puede conside-
rarse, por lo que hemog visto, como una consecuencia de las defini-
ciones que la preceden. No obstante, sefialaremos que Bertrand, en
una Nota sobre la Semejanza Mecanica, publicada en el Journal
de I'Ecole Politechnique del afio 1848, da una demostracién rigu-
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rosa del teorema, basada en la ecuacién general de la dinémica, en
la forma derivada del principio de D’Alembert:

(X—m )Sx -|—( —m—w—— 3y +( —m (;Z)]Bz=0

Bertrand hace notar simplemente que, si dado un sistema al cual
se aplica una ecuacién de esta especie, queremos obtener otro sis-
tema semejante multiplicando las longitudes por un coeficiente 1,
las masas por w'y las fuerzas por ¢, la misma ecuacién se aplicara
también al segundo sistema siempre que los tiempos sean multipli-
cados por:

A

0
de donde resulta la expresién antes hallada
=, waE =l

En realidad el enunciado original del teorema dice aproximada-
mente asi (respetando todos los giros del texto primitivo) :

« Supongamos dos sistemas similares de cuerpos, que consistan
«cada uno de igual ntmero de particulas, tales que las particulas
« correspondientes (esto es, cada una de las de un sistema a cada
«una de las del otro) sean semejantes y proporcionales, y ocupen
« entre ellas una situacion semejante, y tengan la misma relacién
« de densidad. Supongamos que las partieulas comienzan a mover-
« se entre ellas en tiempos propercionales y con movimientos seme-
« jantes (esto es, las de un sistema entre ellas y las del otro sistema
« también entre ellas). Si las particulas de un mismo sistema no se
« tocan entre si, salvo en caso de impacto; ni se atraen o rechazan
« con otra clase de fuerzas que no sean fuerzas acelerativas inver-
« samente proporcionales a los didmetros de las particulas corres-
« pondientes y directamente proporcionales a los cuadrados de las
« velocidades, digo que las particulas de estos sistemas continuarin
« moviéndose entre ellas con movimientos semejantes y en tiempos
« proporcionales »,

Esta traduccién al inglés del enunciado original en latin ha sido
publicada por Mr. B. F. Groat en un articulo aparecido en los
Proceedings de la American Society of Civil Engineers.

Pueden destacarse claramente, en el enunciado, la condicién de .
semejanza material y todas las que comprende el criterio de seme-
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janza cinemitica que expusimos més arriba, esto es, la semejanza
geométriea inicial, la semejanza de las velocidades iniciales, y la
proporeionalidad de las aceleraciones en los instantes subsiguientes.
El teorema habla de fuerzas acelerativas inversamente proporeio-
nales a los didmetros de las particulas y proporeionales al cuadrado
de las velocidades; la relacién entre dos fuerzas homdélogas seria
At . ve? Sustituyendo vo por A.T' se obtiene el coeficiente A .72
que fija la proporcionalidad de las aceleraciones en ecriterio de se-
mejanza referido.

Para lograr el resultado que anticipamos al emprender el estudio
de la semejanza mecénica desde el punto de vista de Newton, veri-
ficaremos ahora que el teorema que lleva su nombre permite esta-
blecer la igualdad de los niimeros m en dos sistemas semejantes.
Limitaremos esa verificacién a los nimeros m que hallamos al estu-
diar el movimiento de un fliido, o sea:

2 2 2 72
14 NF Vi/a NE Va NW - V'a NC - V
Ap/e /e K/e /e e/o

Consideremos primero el caso de que las fuerzas acelerativas sean
debidas a diferencias de presién. En cada sistema la fuerza que
actlia sobre un elemento serd igual a la diferencia de presién mul-
tiplicada por el irea A sobre la cual se ejerce, sea, Ap. 4; la rela-
cién entre fuerzas homélogas serd Apy .12 siendo Apy la escala de
las diferencias de presién. Ignalando esa expresién a la que da el
teorema de Newton se tiene

Apy . M=okt Ly
¥ eomo p= g .A% (siendo gy la escala de las densidades:

A_?Jo = Po. T Vo?
de donde

ng

Apo/ oo

lo que significa que

( &Z;Q )s ’ ( Az;p_).'
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De igual manera, si lag fuerzas acelerativas son debidas al peso,
su relacién serd vo . A3 siendo yo la relacion de los pesos especificos;
luego se tendra

Yula = Qo ST V02
de donde

=1 5y (NI =(NE),
Procediendo en igual forma se tiene:
Para las resistencias viscosas:
g rf it = ggis Ik gl
y eomo At~ 1= v se tendri:
o A Yo, =5Po =2 VQZ

Yo 7

=1

' ]Cg/pg
0, finalmente

(NR), = (NR),
Para las fuerzas de capilaridad:
Go = £o ABisiman ‘)02

VDQ 5 7.

Umfpu

=1 .. (NW)'Z NW),

Por tltimo, si las fuerzas dependen de la compresibilidad de los
flaidos

EQis 2= Po e el V02

‘»’02

=1 . (NG (N0
60/90

Estamos pues en condiciones de dar una definicién general de lo
que debe entenderse por sistemas semejantes.

Diremos que si dos sistemas mecénicos son asiento de fendémenos
de igual naturaleza, definidos por consiguiente por un mismo na-
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mero de variables, ambos sistemas serdn semejantes mientras los nf-
meros %, tengan igual valor en uno y otro.

Recordando las relaciones [24'] y [25] podemos decir también
que estos sistemas serin semejantes, mientras se cumplan las m —h
relaciones [25] entre las m escalas de reducecién de las variables.

Limitandonos a los fendmenos puramente mecénicos, resulta de
lo que antecede que, para construir y operar un modelo meeédnico,
podemos elegir arbitrariamente, en prinecipio, tres de las escalas de
las variables. Pareceria entonces, a primera vista, que lo més sen-
cillo fuera fijar de antemano las escalas correspondientes a las mag-
nitudes fundamentales, por ejemplo, las de longitud, tiempo y ma-
sa, y caleular luego con ellas las restantes. Pero en realidad, resulta
mis conveniente, para la conduccién de los experimentos, elegir,
ademéas de la escala de longitudes, que determina la semejanza geo-
métrica, otras escalas correspondientes a magnitudes caracteristicas
del fendmeno, o de los materiales empleados, y direetamente medi-
bles durante las experiencias sobre el modelo, como fuerzas, velo-
cidades, gastos, ete.

Muy a menudo, no obstante, ciertas dificultades de orden pric-
tico, que més adelante sefialaremos, restringen la libertad de elec-
cién de las escalas, al punto que, en algunos casos, ninguna de ellas
puede ser fijada arbitrariamente. Esto ocurre muy frecuentemente
en el estudio experimental de los movimientos en una masa flaida,
porque, dado el fliido del prototipo, si por razones de orden prie-
tico nos vemos obligados a emplear otro flhido deferminado para
el modelo, quedan con ello automaticamente fijadas las escalas co-
rrespondientes a todos los pardmetros caracteristicos —densidad,
viscosidad, tensién superficial y compresibilidad—; y eada uno de
esos paradmetros que intervenga en el problema, impondra, como
veremos luego, una relacién adicional entre las escalas de las va-
riables.

Hallada por via experimental una relacién entre las variables
del modelo, se puede, en general, deducir una relacién aniloga en-
tre las variables del prototipo aplicando a cada una de ellas la
escala de reduccién correspondiente. Para que esto sea posible, es
preciso, no obstante, que la ley fisica que rige el fendémeno obser-
vado en el modelo subsista sin alteracién al pasar de éste al proto-
tipo; o de otro modo, que las variables gue intervienen en el fené-
meno sean las mismas en el modelo y en el prototipo, o atin, que la
ley fisica no dependa de la escala de reduceién.

"Asi, por ejemplo, si un fenémeno ‘a investigar en el prototipo
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depende sélo del peso, siendo el efecto de la viscosidad desprecia-
ble, es preciso que el fenémeno anilogo que se quiere reproducir
en el modelo dependa también exclusivamente del peso, sin inter-
vencién de la viscosidad. Si en el estudio de las vibraciones de un
sistema eléstico mediante un modelo, podemos despreciar en éste el
efecto amortiguador de la friccién interna del material, serd pre-
ciso que el prototipo también se comporte como un sistema vibran-
te sin amortiguacidn,

La falta de cumplimiento de esta condicién es una de las mayores
dificultades con que tropieza la técnica de la experimentacién por
medio de modelos, y es responsable de muchos de sus fracasos. Ya
(Galileo, mucho antes de que Newton diera expresion formal al prin-
cipio de semejanza, habia presentido esa dificultad. En uno de sus
Dialogos, en efecto, hace expresar a uno de los interlocutores su
asombro ante el hecho de qusz «una méquina, que construida en
« pequefio da buen resultado, fracasa a menudo cuando se la cons-
«truye en escala mayor ». El propio Galileo sefiala que este hecho
resulta paradojal si se pretende explicarlo considerando sdlo el as-
pecto geométrico de la semejanza, de acuerdo con el concepto, hasta
entonces generalizado, que hacia de la geometria el fundamento
exclusivo de la mecénica; e insinta que la causa puede radicar en
la diferente influencia relativa de los frotamientos en la méquina
v en el modelo. De conformidad con las observaciones que preceden
podemos establecer que se trata aqui, simplemente, de una forma
partieular del llamado efecto de escala; las resistencias pasivas, que
en el modelo pueden ser muy pequefias y despreciables frente a las
restantes magnitudes, aleanzan a veeces en el prototipo, valores muy
grandes.

Para que la semejanza se mantenga es preciso, por consiguiente,
que al pasar del prototipo al modelo, 0 vieceversa, no pierda impor-
tancia ninguna de las variables dominantes en el problema, ni la
adquieran otras que, a causa de su eseasa influencia, no habian sido
tomadas en cuenta. Cuando no se cumple esta condieién, no es po-
sible transportar al prototipo los valores obtenidos por experimen-
tacién sobre el modelo, sin introducir una correccién que en cada
caso dependerd de la forma particular del efecto de escala.

Vamos a ver ahora cémo se plantea en la practica, el problema
de determinar las escalas de reduccién en un modelo. Tomaremos
un ejemplo del movimiento en una masa flaida, que es uno de los
fendmenos mecanicos que presentan mayor complejidad.

Las caracteristicas del modelo que quedan por lo comun libradas
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a nuestra eleecién son la escala de reduccion geométrica A y el flaido
a emplear en el modelo, dado el del prototipo. Con esto quedan
fijadas las escalas eorrespondientes a la densidad, la viscosidad, la
tensién superficial y la ecompresibilidad :

La escala geométrica A y la de densidades p, permiten determi-
nar la de las masas p; con ésta, la geométrica y la de cualquiera
de las otras caracteristicas de los fluidos queda determinada la es-
cala de los tiempos T.

Supongamos que en el fenémeno estudiado tiene influenecia domi-
nante la viscosidad, de manera que se pueden dejar de lado las
otras propiedades caracteristicas. Bl nimero de Reynolds deberd
tener igual valor en el prototipo y en el modelo; de donde resulta-
para las escalas la relacifn:

Yo . A
ku/Pu

¥ como la escala de las velocidades es

=1

Yo = At
resultara:

e
]Cn/po

T =

Pero ya hemos dicho, que resulta méis conveniente a los fines de
la experimentacién determinar las escalas de las velocidades, acele-
raciones, fuerzas y otras magnitudes directamente observables du-
rante el ensayo; estas escalas se calculan en la misma forma, y son:
para la velocidades:

3 o/ o
A

Yo

para las aceleraciones:
(Iﬂa/ po)?
O:D E .
7\3
para las fuerzas:
¢ = ko¥/go
y asl sucesivamente.



Si en lugar de 1a viscosidad, suponemos gue domina en el pro-
blema cualquiera de las otras caracteristicas de los fluidos, o tam-
bién la diferencia de presion (como sucede en algunos casos de
escurrimiento de fliidos en conductos cerrados), la constancia del
nimero 7 correspondiente nos da una nueva relacién de escalas,
con la cual procederemos en forma andloga al caso anterior. El
euadro adjunto da los valores de las escalas correspondientes a
diversas magnitudes, segiin que intervengan exclusivamente la pre-
s5i6n, o el peso del fldido, o su viscosidad, o su tensién superficial,
0 su compresibilidad.

Conviene hacer aqui una observacién referente al efecto de es-
cala. Recorriendo una horizontal cualquiera del cuadro, podemos
ver como varia con la escala geométrica la influencia de las distin-
tas caracteristicas del movimiento sobre la magnitud econsiderada,
lo que nos permite comprender mejor la causa del efecto de escala,
v también, la imposibilidad de eliminarlo por completo de las ex-
periencias.

Vemos asi que cuando el fenémeno estd influenciado por una sola
de las caracteristicas, la determinacién de las escalas no presenta
dificultad, aunque se elija arbitrariamente la escala geométrica y
el flaido del modelo.

En particular, si la caracteristica dominante es el peso del fliido,
conviene obgervar que, si se supone que los ensayos sobre el modelo
se realizan en condiciones de gravitacion iguales a las que imperan
en el prototipo —lo gue siempre se puede admitir sin error consi-
derable—, entonces, aunque se empleen distintos flaidos en uno y
otro, la relacion del peso espeeifico a la densidad serd la misma,
esto es:

Yol 0 O/ Ep Po

Las escalas correspondientes al nGmero de Froude serin en tal
€aso:

vp = WP £ o= A op =1

G0 == Mo K Qg = 15"‘2 Tg = %0 . e

y asi sucesivamente.

En particular, la expresién de la escala de las velocidades es la
expresién de la conocida ley de Reech-Froude.

Terminaremos el examen de este caso con dos observaciones.
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19— Si el fenémeno es de tal naturaleza que puede considerarse
regido Tinicamente por las diferencias de presién entre dos
puntos (como en el caso de un fliido perfecto e incompre-
sible de ecuyo peso pueden prescindirse), la escala de redue-
cién de las presiones, Ap,, puede fijarse arbitrariamente, v
permitird, junto con las de longitud y masa, calcular las
restantes, Pero si junto con las diferencias de presién, in.
terviene alguno de los parimetros caracteristicos del fldido,
la semejanza seguiri siendo posible, pero la escala de pre-
siones, antes arbitraria, sera ahora funcién de dicho para-
metro.

20 —8i el flaido del modelo se elige igual al del prototipo, re-
sulta: o —ky=0p=¢y=1, con lo cual todas las escalas
se simplifican. En particular las escalas de las fuerzas se
convierten en:

T R

seglin que predomine el peso, la viseosidad, la ‘tensién su-
perficial o la compresibilidad.

Supongamos ahora que, en el fenémeno en estudio deban tenerse
en cuenta, simultaneamente, dos de los paridmetros caracteristicos.
Si, por ejemplo, dominan el peso y la viscosidad, deben cumplirse
simultineamente las relaciones de eseala correspondientes a los nil-
meros de Froude y de Reynolds. Tomando una magnitud cualgquie-
ra por ejemplo la fuerza, se tendri, igualando ambas escalas:

ko2 o?
Po Po-. Yo

Si las condiciones de gravitacién son las mismas (go=—1) y si

k
hacemos — = k, coeficiente de viscosidad einemitica, resulta:
1%

MW=k, 6 A=kl

Vemos que ya no es posible elegir arbitrariamente, a un tiempo, la
eseala geométrica y el fliido del modelo. Vemos también que si el
fliido de éste es el mismo que el del prototipo, no hay posibilidad
de semejanza con una escala geométrica A = 1.

De igual manera se procederia si debieran considerarse al mismo
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tiempo otros dos parametros cualesquiera. Combinando dos a dos
las propiedades de los fldidos, se puede formar el siguiente cuadro
que da en cada easo la escala geométrica en funcién de los parime-
trog correspondientes. Bs obvio que los valores obtenidos seran los
mismos si en lugar de la escala de fuerzas se comparan las de otra
magnitud cualquiera.

Propiedades que intervienen Escalas de las longitudes
. -d d 3 ki 0 £ ’."3
Peso y viscosida W= 200 2 Ten =1, A=k

¢, 0

%20 50 Lfs L 50 1/
Peso y tens. superficial 2 = (_ﬁ Vsl itk = _.)
' To Po
€0

Peso y compresibilidad A sl hoiyist - sgurae] gl
Yo fo
; ; s ko
Viscosidad y tens. superficial A=
: fo So
Viscosidad y compresibilidad e 1
(po €)'
Tens. superficial y compresibilidad =
)

Kl examen de estos resultados nos muestra que, en general, ecuan-
do intervienen dos parametros caracteristicos de los fliidos, no se
puede usar el mismo flaido en el prototipo y en el modelo, porque
esta condieién equivale en todos los casos a A=1.

Si se fija de antemano la escala de reduccién, habrid que escoger
el liguido del modelo de modo gue sus parimetros y los del proto-
tipo satisfagan la relacion que corresponda a cada caso. El pro-
blema es a veces fisicamente posible; por ejemplo, ecuando inter-
viene el peso y la viscosidad, el uso de liquidos tales como el agua
¥ el mercurio, cuyas viscogsidades dindmicas no son muy diferentes,
en tanto que las densidades lo son, permitiria el uso de una escala
de reduceién A==1/4,6. Pero naturalmente estas soluciones no tie-

_nen més que un valor puramente tedrico, pues el factor econdémico
Jas hace impracticables,

Digamos para terminar con este punto que, cuando intervienen

en el problema méis de dos propiedades earacteristicas del fliido,
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no es posible construir modelos meeanicos reducidos. En efecto, si
se desea emplear en el modelo y en el prototipo distintos fliidos,
y si en el problema intervienen, por ejemplo, los ntimeros de Rey-
nolds, de Weber y de Cauchy, se tendran las relaciones:

Yo A = ‘/02)\ A o’ L

kn,’l:o Uo,/Pu Eo/?o

de las cuales, eliminando A y v, resulta:
k. g0 = ad®. po

condicién que es practicamente imposible realizar con distintos
fliidos. Y por otra parte, si el fldido del modelo y el del prototipo
es el mismo, resulta, en todos los casos, A =1.

A conclusiones andlogas se llega, combinando otros tres cuales-
quiera de los pardmetros caracteristicos.



V.— APLICACIONES

Bl presente capitulo serd dedicado a la descripeién de algunos
ejemplos de aplicacién del método de experimentacién por medio
de modelos a la resolucién de diversos problemas, escogidos en dis-
tintas ramas de la técnica.

RESISTENCIA AL MOVIMIENTO DE CUERPOS SUMERGIDOS. — Cuando
un cuerpo estd sumergido en un flaido a una profundidad tal que
su movimiento no provoca ondas en la superficie, el peso del flaido
no tiene influencia en la resistencia. Tal es el caso aproximadamen-
te, de un submarino, un dirigible, ete. Si la velocidad es uniforme
v bastante pequeiia para poder despreciar la influencia de la com-
presibilidad del fldido, la resistencia r dependeri evidentemente de
la velocidad relativa v del cuerpo y el flaido, de la viscosidad % y
densidad p de éste, y del tamafio y forma del cuerpo. Si limitamos
nuestro estudio a una serie de cuerpos geométricamente semejantes,
de forma dada, podremos definir a cada uno de ellos por cierta di-
mension lineal ! que se adoptarid como médulo para las demés. La
funeién en este caso serd por consiguiente:

Fr V,kel)=0
La matriz de transformacién respecto a un sistema L-M-T es:

r 14 k Bl

L 1 lins=salade—sd 2l
M 1} 0 1 1]
T 20 i e —uf (20

El determinante formado por la 1%, 2% 42 y 5% columnas

i)
0 1 0 (=10
-l 3 0



luego, h =3, y como hay cinco variables, habrd dos ntimeros um,
que seran:

T =T V* Plh ! ¥y ® = kV™ py-.- Vi)

Este tiltimo seré evidentemente el niimero de Reynolds:

e =nlN = —=——=
S

en cuanto al primero, aplicado el procedimiento corriente, resul-
ta ser:

Wi — a2 el e
Se tendrd por consiguiente:
r=p V2R Y (NR)

Observemos que si por via experimental se llega a demostrar que
la resistencia global es proporcional a cierta potencia n de la ve-
locidad :

R A P

b 5 4 (fc/p) (k/p)

Sin=2, se tendra: P(RN)=1. Es el caso de las llamadas re-
sistencias hidraulicas; la resistencia es independiente de la visco-
sidad.

La constancia del ntimero de Reynolds nos da para las escalas
la relacién:

deberd tenerse:

Yo . A
ku/Po

-1

¥ si el flaido es el mismo para el modelo y para el prototipo,

K= pog———l y vo.A =1
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El otro nimero =« nos da en iguales condiciones:
T = Vot A
v de acuerdo con la anterior:

ry=1

Es deecir que las resistencias en el modelo y en el prototipo se-
ran las mismas si las velocidades est4n en razén inversa de las
dimensiones lineales.

Este procedimiento exige velocidades tan grandes para el mode-
lo, que ya no es posible prescindir en éste de la compresibilidad.
(Recuérdese lo dicho a propdsito del efecto de escala). Asi, si un
aeroplano se mueve a razén de 360 km/hora, o 100 m/seg, un mo-
delo del mismo a eseala 1/10 deberd moverse a razén de 1000 m/seg.

Si se elige para el modelo un fliido que tenga una viseosidad
cinemética k/p menor que la del flaido del prototipo, la relacién
Vo)\

k. o

delo con respecto a la que tendria en el caso de un mismo liguido.
Si, por ejemplo, el modelo de un dirigible se hace funcionar en
agua, cuya viscosidad cinemética es 13 veces menor que la del aire,
se tendra:

= ] nos muestra que es posible reducir la velocidad del mo-

LT s
o e

La escala de resistencias serd ahora:

To = ‘1[12 )\.2 0o = -ﬂ"-
169
¥y con
o=t _qrz,  r=d6
Caire

La resistencia en el modelo seri casi cineo veces mayor gque en
el prototipo.
Si en lugar de agua se adopta para el modelo aire a presién, se
; i ko :
obtendra también un valor de — més pequefio, porque & no varia
; Fo :
sensiblemente con la presién, en tanto que p varia en razén directa



de ella. Este procedimiento ha sido empleado en tuneles aerodina-
micos en los Estados Unidos; la presién de trabajo llega a 20 atmdés-
feras. Se tiene asi:

k 1
co =20 . ¥ NS
Po 20
de donde
1 1 1
Vi hEe Y ¥ =i
20 20 A
La escala de resistencias sera
1 Al 1
ro = vol. N .pp = e e e
eo? 00 20

RESISTENCIA DE CUERPOS PARCIALMENTE SUMERGIDOS. RESISTENCIAS
DE UN BARCO.— Cuando un cuerpo estd parcialmente sumergido, o
cuando, estando totalmente sumergido, se mueve bastante cerca de
la superficie como para producir en ella ondas y torbellinos, una
parte de la resistencia al movimiento se debe a la formacién de
estas ondas. Como en este fendmeno, segiin muestra la experiencia,
interviene el peso del liguido, la funcién para este caso contendra
las mismas variables que en el problema anterior, y ademés el peso
especifico. (Hacer intervenir el peso especifico al lado de la den-
sidad, equivale en realidad a hacer intervenir la intensidad g de la
gravedad; algunos autores utilizan directamente este valor). La
funcién seré:

F, V0 Ly) =0

Habra en este caso tres ntimeros m; el examen de las dimensio-
nes de las variables nos muestra de inmediato que, éstos son el ni-
mero de Froude, el de Reynolds y el obtenido en el problema ante-
rior. Luego podremos eseribir:

2
41 Vz_p,m(v_/l__‘il_)
/e K/

Para que un modelo sea semejante al prototipo se deben cumplir
las siguientes relaciones entre las escalas:
ko Yo

7‘0=V02.pu.?k2 v07\=— = —
Qo A eo




Si como se acostumbra en la praetica, se trabaja en el prototipo
¥ en el modelo con el mismo liquido, el agua, ky= go = 1; ademé4s
se tiene aproximadamente v¢/go = 1; de donde resultara, de las dos
altimas relaciones

Vo.}.——»l =,
s
que dan
Yo =1 A=1

No es posible construir en este caso un modelo reducido.
Para que la segunda y tercera de las condiciones de escala sean
compatibles eon valores de A=41, se deberi tener (siempre con

Yo/eo=1):
3y b kD
Qo

yo = NIt % Lk

Si se dispone, para el modelo, de un liquido que satisfaga esa
condicién, las resistencias correspondientes a velocidades homo-
logas estardn en la relacién

To-=po 23

Lo que hemos hecho, en suma, es ajustar las viscosidades de los
liquidos del modelo y del prototipo de modo que las escalas satis-
fagan a la ley de Froude. Como ese ajuste no es préacticamente po-
sible, no queda otro camino que tratar de suprimir alguno de los
numeros m de la funeién 1 manteniendo una aproximacién razo-
nable.

Por medio de experimentos se ha logrado establecer que la resis-
tencia de un barco a las velocidades corrientes es proporcional a V7
en que n es proximo a 1,83. En el ejemplo anterior vimos que si n
es igual a 2, la viscosidad no influye, y la resistencia es de tipo hi-
draulico. Aunque no se trata de casos enteramente iguales, pode-
mos inferir de ese dato que el efecto de la viscosidad, en nuestro
problema, es pequefio con relacién al del peso. Si despreciamos ese
efecto, se cumplird la ley de Froude, y se tendra, con go=1:

Yo = 7\1"2 To = 90.7\3 = Po.Du

si llamamos D al desplazamiento del bareo.
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En la préctica, aun cuando se admite el efecto ae la viscosidad,
se utiliza la escala de velocidades anterior, y se tiene en cuenta
aquel efecto en la siguiente forma:

Se construye un modelo del barco a estudiar, y remoleandolo en
un estanque de agua tranquila se registran las resistencias halladas
a distintas velocidades, con lo que se construye una curva 4.

, Bareco
Modelo

0.25°
Al Q

Gogs® (1]

50.25° 50 k

4025’} Ao W PR

................... \
3025°] 30

3 S
e g A®§

w2’ B <<
e
: [

Modelo

4 -7 3 a8
v(m./seq.)
5 o 15 20 22 30 35 40

" Byarco

Conocida el area de la superficie mojada del modelo, se calcula
la resistencia debida a la viscosidad, con una férmula del tipo

T i e

cuyas constantes fueron deducidas por Froude de experimentos rea-
lizados con placas planas desplazadas en su propio plano. Regisé
trando los valores de ry se obtiene una segunda curva B; las: dife-
rencias de ordenadas entre estas dos curvas dan la parte de la re-
sistencia del modelo debida a la perturbacién superficial del Ii-
quido.

Hsta sigue la ley de Froude; luego si multiplicamos los nfimeros

de la escala horizontal por _.17~ y los de la vertical por 2t
11 2 23



dremos que, en lag nuevas escalas, la diferencia de ordenadas entre
A y B nos da la parte de resistencia del barco debida a la pertur-
bacién superficial, a diferentes velocidades.

Se caleula por dltimo la resistencia debida a la viscosidad en el
barco, y sus valores correspondientes a distintas velocidades se
toman a partir de la eurva B, hacia abajo, en las nuévas escalas,
obteniéndose una tercera curva C. Las diferencias de ordenadas en-
tre esta curva y la A dan las resistencias totales del barco a distin-
tag velocidades.

Si en el estanque de experimentacién se utiliza agua dulce, para
obtener las resistencias del barco en aguas saladas, se deberd mul-
tiplicar la escala vertical, antes de construir la curva C, por la re-

lacién de las densidades: _°2 —1,025 aproximadamente.
Pm .

Este procedimiento es corrientemente adoptado para la determi-
nacién de la resistencia de un barco mediante modelos, aunque, co-
mo ya dijimos, la hipétesis de que las velocidades homdlogas siguen
la ley de Froude es solo aproximada.

DETERMINACION DE LAS CARACTER{STIOAS DINAMICAS DE UNA BS-
TRUCTURA. — Lia determinacién de las propiedades dindmicas de una
estructura por via matemética, es un problema a menudo difieil y
en algunos casos pricticamente imposible. Los casos elementales son
facilmente tratados por medio del anélisis; pero a medida que la
forma de la estructura se hace méis compleja, y que aparecen car-
gas asimétricas, las dificultades del método tedrico aumentan ré-
pidamente.

No obstante son muchos los tipos de estrueturas cuyo comporta-
miento bajo esfuerzos dinimicos debe ser investigado de antemano.
Un puente constituido por una viga continua de varios tramos de
desigual longitud, sometida a la accién de cargas moviles, que pue-
den ser en cierto grado oscilantes como las que trasmite una loco-
motora mal compensada, es un ejemplo de un problema de esa na-
turaleza, en el cual la solucién tedrica es difieil.

El método de los modelos permite hallar soluciones cuantitativas
que pueden en ciertos casos ser suficientemente exactas.

Asi por ejemplo si se desea prever el comportamiento de la es-
tructura bajo la accién de fuerzas periddicas, 1a caracteristica dina-
mica que se requiere determinar es la frecuencia natural de vibra-
eibn de la estructura; de ella se podri luego dedueir la amplitud



de las vibraciones rorzadas correspondientes a cada frecuencia de
excitaeién, y en particular, la frecuencia y amplitud de resonancia.

En el problema interviene, por consiguiente, el coeficiente de
amortiguacion 2n (fuerza por unidad de masa y unidad de velo-
cidad) de la estructura, cuyo valor depende de la friceién interna
y externa, de la resistencia del aire, ete. Ahora bien, la experiencia
indica que este coeficiente, para un gran nimero de estructuras,
es bastante pequefio; para estructuras de edificios de tipo corriente,
el decremento logaritmico (o sea, el logaritmo natural de la rela-
¢ibn entre las amplitudes de dos oscilaciones consecutivas) suele
estar comprendido entre 0,1 y 1. De aqui se deduce que las fuerzas
amortiguadoras son muy pequenas en comparacién con las fuerzas
elasticas, La teoria de los movimientos osecilatorios forzados permite
demostrar que en tal caso, la frecuencia de excitacién correspon-
diente al easo de resonancia, es practicamente igual a la frecuencia
natural del sistema vibrante, supuesto sin amortiguacién; con el
mayor de los valores asignados al decremento logaritmico, el error
relativo seria apenas superior al dos por ciento. Se puede, por con-
siguiente, en gran nimero de casos, prescindir de la amortiguacion,
sin error sensible.

Pasemos ahora a determinar la forma de la funcién, comenzando
por escoger las variables. Un andlisis de algunos casos sencillos
indica que la frecuencia depende de las propiedades eldsticas del
material, o sea de &, y de la masa vibrante, o sea de [y p. La fun-
¢ién serd;

flw,l,e¢) =0

Podrian figurar también como variables, las secciones de los ele-
mentos y los momentos de inercia; pero su inclusién es en rigor
innecesaria, pues dada la forma de wuna estructura, esas variables
dependen sélo de I, dimensién lineal adoptada como médulo.

Lia matriz de transformacién respecto a un sistema L-M-T es:

(el 3 0
L 0 T oesdiie==3
M 610 1 1
/K sy 42 0

La 1%, 22 y 4% columnas dan un determinante no nulo; tomare-
mos como variables independientes », [ y p. Habri un solo niime-



ro m; calenlados sus exponentes en la forma - corriente se
tendra :

BT AT S e

Si se desea construir un modelo de la estructura dada, se debera
respetar la siguiente relacién entre las escalas:

€0

=1

&)02 . luz . Po

¥ si el modelo se hace de ignal material que el prototipo
(g9 = po = 1), resultara: :

il =l B =

i
=

Para el funcionamiento del modelo se tendrin las siguientes es-
calas:

Para los tiempos

1 N
T = — = A
(O]
velocidades
Yo = 1
aceleraciones
1
% = —
A
fuerzas

; 1
Toh= - Po S e g0 AR
A
trabajos, energias
Tu = po. N‘, ete.

La medida de la frecuencia natural del modelo, se efectiia por lo
comiin por uno de los dos procedimientos siguientes:

@) Se somete el modelo a un esfuerzo o carga, que se suprime

luego bruscamente, y se registra la oscilacion subsiguiente
por medio de un vibrégrafo registrador;
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b) o bien, para el caso de estructuras més complicadas, se ex-
cita la vibracién del modelo mediante un oscilador de masas
rotatorias exeéntricas; el ntmero de revoluciones por se-
gundo, de esas masas es la frecuencia excitadora. Si para
cada frecuencia se anota como ordenada, la energia consu-
mida por el motor del oscilador, se obtendra una curva cuyc
méximo serd la potencia excitadora de resonancia; la fre-
cuencia correspondiente sera la frecuencia natural del mo-
delo. Dividida ésta por la escala geométrica, se tendrd la
frecuencia natural del prototipo. También puede defermi-
narse la oscilacién de resonancia mediante un deflectémetro.

En todo esto se supone, naturalmente, que la amortiguacién del
modelo es despreciable, al igual que la del prototipo.

Conocidas las fuerzas periédicas que actiian sobre el prototipo se
podré, comparando la frecuencia de ésta con la de las fuerzas da-
das, determinar la amplitud de las vibraciones forzadas que se ori-
ginan en la estructura y los esfuerzos méximos correspondientes.

Se puede aplicar esta clase de ensayos al estudio de la resistencia
de las estructuras de edificios a los efectos destructivos de los te-
rremotos. En muchas regiones del globo se han podido fijar limites
al periodo de las oscilaciones sismicas, que suele estar comprendi-
do entre 1 seg. ¥ 1,5 seg. Lia estructura serd tanto més eficaz con-
tra esta clase de efectog, cuanto més se aparte de estos valores el
periodo de su vibracién natural.

RESISTENCIA DE UN BARCO A UNA EXPLOSION EXTERIOR. — Pertene-
ce a Buckingham la idea de aplicar la teoria de los modelos a la
investigacién del efecto que causa en el easco de un barco una ex-
plosién exterior, problema que, por cierto, es de triste actualidad.

Ante todo el modelo debe guardar con el prototipo una relacién
de semejanza geométrica rigurosa, que no se limita al barco mismo,
sino que se extiende a la forma y tamafio de la carga explosiva y
su reeipiente, y para explosiones bajo agua, a la profundidad de
inmersién. Ademads, como la resistencia mecénica de las partes de
la estructura afectadas por la explosion es un factor preponderante,
es preciso que la resistencia de las partes correspondientes guarde
estrictamente la correcta relacién.

La deformacién de la estructura dependerd, no sélo de un para-
metro lineal I adoptado como médulo, sino también de la resisten-
cia a la traceién R y de la densidad ¢ del material de la estructura,
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de la masa M y el tiempo t de deflagracién de la carga explosiva;
de la densidad d y médulo de compresibilidad & del medio (agua).
La presién hidrostitica puede ser despreciable si la profundidad
de inmersién es pequefia.

La funeién sera:

FU,R.¢ M,t 3% ¢ =0

Hay cunatro nimeros x, que se hallan por el procedimiento co-
rriente; la funcién puede escribirse en la forma:

ol e M el
= B
G S MRSy BRI 2

Las condiciones de escala serin:

po=30 Ra=€o u=13.80 Ro‘:2=7\2.30

Si el modelo se construye del mismo material que el prototipo,
y se usa agua en él, las dos primeras condiciones se cumplen. Si se
emplea el mismo explosivo, y se toman precauciones para que el
grado de compacidad de la carga, o sea su densidad, sea el mismo,
también se cumple la tercera. En cuanto a la cuarta se puede es-
cribir

lo que significa que la duracién de la deflagracién debe disminuir
en igual proporeién que las dimensiones lineales. Lios estudios prac-
ticados parecen indicar que esta condicién estd subordinada a la
clase de detonador empleado. De todos modos, cuando se cumpla la
condicién T— 1, las deformaciones producidas por la explosién en
el modelo permitirdn calcular las que.deben esperarse en el pro-
totipo.

EXPERIMENTOS SOBRE MODELOS DE LECHOS MGOVILES. — El ingenie-
ro inglés Jack Allen publicé hace cuatro afios en la revista britdniea
« Dock and Harbour Authority », una descripeién de los ensayos
efectuados sobre modelos para estudiar la causa y condiciones de
los aterramientos observados en el estuario del Rio Dee, asi eomo
la influencia que podia esperarse de ciertas obras proyectadas para
eliminarlos o corregirlos.
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Se construyd para el caso un primer modelo del estuario en que
las distancias horizontales estaban representadas a la escala 1/5000,
Debido a la gran diferencia de valor entre las distancias horizon-
tales y las profundidades, la reproduccién de estas dltimas en el
modelo a igual escala que aquéllas se hacia dificil, y la apreciacién
de eualquier efecto que comportara la medida de una profundidad
habria estado sujeta a un fuerte error. Por esta razdn se resolvid,
como es de practica en tales casos, sacrificar la semejanza geomé-
trica adoptando para las profundidades una escala mucho mayor,
—1/200—, que la horizontal.

En el problema en examen era necesario reproducir los movi-
mienvos de la marea y la corriente del Rio Dee. Ahora bien, la
altura de la onda de marea en un punto dado del estuario depende
de la profundidad % en ese punto, de la velocidad de traslacién de
la onda, de la distancia [ medida a partir de un punto exterior, y
del tiempo ¢ medido a partir del instante de la pleamar en dicho
punto. Llamando ¥ la altura de la onda, y tomando como variable
a determinar la relacién y/h, se tendra la funeién:

f(y/h,l,v,t) =0

Obsérvese que las magnitudes son todas de naturaleza geométrica
o cinemética, de modo que se puede tomar como sistema fundamen-
tal el L-T', por ejemplo. La matriz sera:

y/h 1 v 1
L O pld 15440
1 00—l

se ve que es de rango 2. Los dos nlmeros m son evidentemente :
™ = y/h T = .1/l
Del segundo sacamos la relacién de escalas:
W=ty

Pero la veloeidad de traslacién de una onda de frente grande
con relacién a la profundidad es proporcional a la raiz cuadrada
de ésta. Luego si v = k\jf :

Vo = hy* resulta. L\ = Aytiw
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Esta relacién permite determinar el periodo de la onda de marea
en el modelo, dado el periodo de la onda natural. Este es de 124
horas, o sea 44640 segundos; el del modelo serd:

V200

t =1 .¢ =44640 .\, By " = 44640 " . = 126,8 seg.
ot A fo 5000 5
Para las escalas restantes se tiene:
5000
0y = vo. T F = ho. At =—#25)
e ’ ( 200
@0=Do.)\2.ho.h01_i:h02.7\ =——1——=2.10”8
: 40.500.500
1 1
Qo = vo.Aho = AR - Sl );etc
5.000.200 4/ 200 14.200.000

Por medio de esta tltima escala se pudo regular el caudal ver-
tido por el rio del modelo, de manera que correspondiera a cual-
quier caudal del Rio Dee comprendido entre cero y la maxima cre-
ciente registrada en dicho rio.

La escala de los tiempos era tal que permitia reproducir todas
las mareas de un afio en 24 horas de funcionamiento. La onda de
marea era producida en el modelo expulsando el agua de un tan-
que contiguo por medio de un pistén sumergible, conectado a un
mecanismo cuya velocidad era controlada con toda exactitud. EI
aparato permitié reproducir autométicamente, sin error sensible, no
s6lo la onda diurna con sus disimetrias locales, sino también las
variaciones de amplitud de las mareas de sicigias a las de cuadra-
turas.

Un segundo modelo, eonstruido a esealas 1/40000 y 1/400, per-
mitia obtener mas rapidamente, en un eunsayo previo, una indica-
cion general de los fendomenos que podian esperarse luego en el
modelo mayor. i

Representando en estos modelos las obras a construir o a modi-
ficar, fué posible obtener muy ttiles indicaciones sobre los resulta-
dos que podian esperarse de las obras proyectadas.

El problema que acabamos de tratar nos sugiere dos comentarios
con los que terminaremos esta exposicion.

Uno de ellos se refiere a la posibilidad de aplicar el principio de
semejanza al movimiento de una corriente que transporta materia-



les, ya sea en suspensién o por arrastre. El problema, tedricamente
posible, es en este caso muy complicado. A las variables que inter-
vienen en el movimiento del fltiido se agregan ahora las que carae-
terizan el material, como el volumen, la densidad y la forma de las
particulas, la velocidad de caida y el espesor del lecho. Como el
tamafio individual de las particulas varia entre limites muy distan-
tes para cada material es necesario recurrir a paradmetros represen-
tativos de cada tipo de sedimento. Estos parametros son el diametro
medio geométrico y la desviacidn caracteristica, y se deducen de
. operaciones geométricas sobre los diagramas representativos de la
composicién del material dado.

Parece ser que, en el estado presente de estas investigaciones,
g6lo pueden esperarse resultados cualitativos de los ensayos sobre
modelos de esta naturaleza.

El otro comentario se refiere a la distorsion de modelos, o sea
al empleo de distintas escalas para una misma magnitud funda-
mental en un mismo modelo. Lia més frecuente es la distorsién geo-
métrica, de la cual es un ejemplo el modelo del estuario del Dee;
si bien pueden presentarse casos de distorsion en la escala de las
masas, de los tiempos, ete.
~ La distorsién geométrica puede obedecer, como en el caso del es-
tuario del Dee, al propdsito de facilitar la construccién del modelo,
v la medicion de las profundidades sin error sensible; y puede
también tender a evitar los fenémenos de frotamiento y de tension
superticial, que adquiririan importancia preponderante en los bor-
des de la masa liquida, si ésta tuviera muy poco espesor.

Otras veces la disforsién geométrica es consecuencia de dificul-
tades de construceién del modelo. Por ejemplo, cuando se estudia
el movimiento de un liquido con intervencién del frotamiento con-
tra las paredes de un canal o conduecto, suele ser muy dificil obtener
en el modelo la misma rugosidad relativa que en. el prototipo. La
eseala para las irregularidades de la superficie resulta en general
distinta de la que ha servido para determinar las restantes dimen-
siones del modelo.

Otro ejemplo de distorsion, impuesta por cireunstancias especia-
les, se presenta en los ensayos sobre modelos de lechos mdéviles, en
los cuales resulta a menudo imposible reducir a la escala geométrica
del modelo las dimensiones de las particulas del material del lecho.
En efecto, si se emplearan particulas muy finas, como correspon-
deria segtin la escala de reduccién geométrica, se presentarian fe-
némenos de suspensién, o de floculacién, que no se producen en el
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prototipo; no existiria entonces la analogia entre los fenémenos del
modelo y del prototipo, necesaria para la semejanza. Se emplea, por
esa causa, un material més grueso, lo que equivale a una verdadera
distorsion del modelo, la cual a su vez es causa de otra, porque para
reproducir en el modelo los fendémenos de arrastre que sesobservan
en el prototipo, hay que aumentar las pendientes y las profundi-
dades, a fin de obtener las velocidades necesarias para el arrastre
de un material proporcionalmente més grueso.

Un caso interesante de distorsién geométrica, que obedece tam-
bién al propdsito de obtener en el modelo fenémenos de igual na-
turaleza que en el prototipo, suele presentarse en el estudio experi-
mental de un curso de agua.

Supongamos que se trata de reproducir en un modelo las ca-
racteristicas de una corriente de régimen turbulento. Serd preciso,
de acuerdo con lo ya dicho, hacer de modo que el régimen en el
modelo sea también turbulento. Hs légico suponer, que en los esta-
dos de turbulencia, que se caracterizan por una gran agitacion hi-
draulica, el peso del liquido sea un factor preponderante, en tanto
que la viscosidad tiene escasa influencia. Resulta, pues, razonable,
ajustar las escalas de reducecién de acuerdo con las relaciones dedu-
cidag de la constancia del nimero de Froude,

A un régimen turbulento corresponden, en general, valores de
la velocidad muy grandes en relacién con los de la viscosidad; pa-
ra un conducto de dimensiones dadas, esto significa que el niimero
de Reynolds aleanzari valores elevados. Un régimen laminar se
distingue, en cambio, por valores muy bajos de ese paridmetro. Por
via experimental se ha podido determinar que, en un gran ntmero
de casos, el valor eritico que separa ambos regimenes es aproxima-
damente :

(NR) = 2100

Observemos ahora que, si en el estudio del movimiento se pres-
cinde de la viscosidad, el ntimero de Reynolds no intervendri en
la funeién que rige el fendmeno; no serd por tanto un invariante
dimensional respeecto a dicha funcién, y tendri entoneces distinto
valor en el prototipo y en el modelo. Podremos determinar por con-
siguiente para el niimero de Reynolds, lo mismo que para cualquier
otra magnitud, una escala de redueeién, que para el caso serd:
(con ko=pp =1):

NR), = = = yg A
S e

P P




Ahora bien, como las escalag para nuestro modelo han sido fija-
das de acuerdo con la ley de Froude, se tendra:

Yo = 7\1'{2

de donde:
(NR)o, = N'"

Se ve que si la escala de reduccién es muy pequefia, a un nimero
de Reynolds muy grande en el prototipo (régimen turbulento)
puede corresponder un ntmero de Reynolds pequefio —inferior al
" valor critico antes citado—, en el modelo, de donde se sigue que
el régimen en éste serd laminar. Hsto suceders toda vez que la es-
cala de reduccién satisfaga la condieién:

Y 17{ 2100 r
(NE)p

Esta dificultad se evita mediante una distorsién del modelo. Co-
mencemos por recordar que, en una seccidn dada del curso de agua,
la velocidad varia en razdn directa de la raiz cuadrada del radio
medio, y que éste, a su vez, crece con la profundidad, —a igualdad
de los restantes factores. Por consiguiente, si hacemos que las pro-
fundidades en el modelo sean proporcionalmente mayores que en
el prototipo, adoptando para ellas una escala &y > ), obtendremos
para los radios medios una escala también mayor gue A. De aqui
resultara :

e LR BRI 0 D N

Se comprende, pues, que es posible, aumentando las profundida-
des en el modelo, mantener el valor de (NE) en éste, por encima
del valor critico, permitiendo obtener un régimen turbulento, al
igual del prototipo.

De esta manera queda restablecida, la analogia entre los fené-
menos del prototipo y del modelo, aunque con sacrificio de la se-
mejanza geométrica, y con ella, de la dinédmica, por lo cual los
resultados del ensayo no pueden ofrecer més que indicationes cua-
litativas.

Como medio de agregar a éstas alguna informacién cuantitativa,
se podria tal vez recurrir al expediente de realizar ensayos sobre
varios modelos, cada uno con una distinta distorsién, y luego ex-
trapolar log resultados numéricos obtenidos hasta el caso de distor-
sién nula. ;
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carreras que se cursan en ella, planes de estudio, programas de las
materias, autoridades y personal docente, ete.

b) Informaciones sobre la organizacién y evolucion de sus institutos,
departamentos, laboratorios, gabinetes, ete.

e) Ampliaciones de sus edificios, publicando planos, fotografias, presu-
puestos, partidas acordadas en el presupuesto nacional, donaciones, ete.

) Movimiento del personal docente y datos sobre el mismo, visitas rea-
lizadas por personas destacadas, ete.

e) Informes sobre elecciones de autoridades y asambleas de profesores.
Discursos académicos.

) Noticias sintéticas de cardcter general sobre actos de facultades simi-
lares nacionales y extranjeras.

SERIE SEGUNDA. — Revista

Fsta serie, que es continuacién de las series matematica, fisieca y téenica,
publicadas hasta el 31 de diciembre de 1938, con el titulo principal de Contribu-
cidn al estudio de las Ciencias flsicas y matemdaticas, contiene: : .
a) Trabajos y conferencias de findole técnmico-cientifica de los miembros
del personal docente de la Facultad y de personas extrafias al mismo
que ¢l Consejo académico o la Comisiéon de publicaciones resuelva pu-
blicar agrupados en concordaneia con la organizacién general de la

Facultad. :
b) Noticias de igual indole y bibliograficas de interés para la Facultad.

SERIE TERCERA. — Publicaciones especiales
HEsta serie comprende:
@) Publicaciones especiales.
b) Textos generales.
¢) Publicaciones didéeticas.

Las publicaciones llevardn una numeracién general siguiendo la de las ante-
riores de la Facultad por orden cronolégico, de acuerdo con la fecha en que
se termine la mpre:mn

Adem#s, cada serie llevard en el mismo orden la numeracién especial que
le corresponda. Esta numeracién se inicia en el afio 1939.

En todos los originales y publicaciones respectivas correspondientes a la

segunda serie se hard constar la fecha de entrega a la Comisién para ser im-

Ppresos. AR

ADVERTENCIA

Con el fin de evitar extravios en la correspondencia, rogamos que se nos
hagan los envios a la siguiente direccion:

Facultad de Ciencias Fisicomatematicas
-Comisién de publicaciones -

Av. 1 esq. 47. — LA PLATA
Répiblica Argentina






