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1. Introduccion

Como su nombre lo indica, el siguiente trabajo habla de la ecuacién diferen-
cial de Monge-Ampere, la cual es:
dada f, queremos encontrar una funcién suave u que resuelva

det D*u = f

donde D? es la matriz Hessiana.
Vamos a considerar dos problemas:

I) Dada una funcién f € C(£2), cumpliendo que A < f < Ay, dada g €
C(09), resolvemos el problema

det D?u(x) = f(r) en Q
u=g en 0f)

Y a este problema lo resolvemos en forma generalizada usando el subdife-
rencial

|[Vu(E)| = /Ef(x)dx, VE CQ

cumpliendo que u € C(R),u = g en 952, donde Vu(x) es en sentido gene-
ralizado.

IT) Dada una funcién f € C(Q2), cumpliendo que A < f < Ay, dados dos
conjuntos Q y 2% y resolvemos el problema

» det D%u(z) = f(z)
. Vu(Q) = O

De estos dos problemas, vemos la existencia de soluciones generalizadas.
Ademas, vemos la regularidad:

I) Las soluciones generalizadas al problema 1 son, en principio, sélo conti-
nuas. Si asumimos que

u =0 en 9N

logramos demostrar que u € C*(£2)

II) En el segundo problema, también demostramos que la solucién u € C1(€).

En el segundo capitulo damos un pequeno vistazo a algunos resultados que
utilizaremos mas adelante, tales como propiedades de las funciones convexas e
incluso la definicién de subdiferencial de una funcién.

En el siguiente capitulo, nos adentramos mas de lleno en el subdiferencial
de una funcién. Al principio, vemos ciertas propiedades que posee, pasando por
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la transformada de Legendre, ciertas propiedades de soluciones generalizadas y
terminamos con teoremas donde el subdiferencial es fundamental.

Ya en el cuarto capitulo, vemos el problema de Dirichlet de dos maneras
distintas: El primer caso es el llamado “homogéneo”, donde le pedimos que la
medida del subdiferencial sea nulo; y el segundo caso, el “no homogéneo”, lo
resolvemos para el caso donde le pedimos una medida al subdiferencial.

Ya en el capitulo 5, aqui comenzamos a hablar de elipsoides de volumen
minimo, para conseguir la definicién de normalizacién de un conjunto. Ademas,
también vemos propiedades de comparabilidad entre el subdiferencial y la fun-
cién, incluyendo un resultado muy interesante de doctor Luis Caffarelli.

Capitulo 6. Aqui, nos centramos a ver la regularidad de la solucién del primer
problema que nos planteamos, vajo la restricciéon de que la funcién solucién u
es cero en 0f2.

En el siguiente capitulo, nos adentramos en el segundo problema que plan-
teamos en este trabajo. Tras dar las hipotesis necesarias, también brindamos la
solucién y una variedad de ejemplos graficos.

Capitulo 8. Lo que buscamos aqui es salir de la descomposicién de sumas
delta que utilizamos en el segundo problema y extender a todo el dominio.
Ademas, extendemos toda la funcién para terminar como una funcién difenida
en R".

En el tdltimo capitulo, nos dedicamos a ver que la regularidad de la funcién
que resuelve el segundo ploblema planteado.



2. Preliminares

En este capitulo, nos centraremos pura y exclusivamente en las primeras de-
finiciones y propiedades que utilizaremos en todo el trabajo. Empezamos viendo
la definicién de convexidad, tanto en conjunto como en funciones, para luego ver
las consecuencias de la convexidad en diferentes &mbitos, para luego desembocar
en la definicién de subdiferencial.

2.1. Primeras definiciones y observaciones

Definicién 2.1. FEl conjunto abierto Q C R™ es convexo si para todo x,y € €,
el segmento abierto que une a x con y se mantiene en 2. Y decimos que § es
estrictamente convexo si para todo x,y € Q, el segmento abierto que une a
x con y se mantiene en €.

Definicion 2.2. La suma vectorial

n
E AiZ;
i=1
se llama combinacion convexa de x1,...,x, si los coeficientes \; son no
. n
negativos y » . 1 A; = 1.

Definicién 2.3. Dado 2 C R" convexo y una funcion u : Q@ — R, decimos que
u es conveza, siVx,y € Q y para todo X € [0, 1] tenemos que

u((1= Nz + Ay) < (1= Nu(@) + Mu(y).

Definicién 2.4. Dado A C R™ un conjunto, llamamos cdpsula convexa al
conjunto de todas las convinaciones convezxas de A.

Definicién 2.5. Decimos que una funcion f : R™ — R™ es una funcion afin
si existe una transformacion lineal A : R™ — R™ y un vector ¢ € R™ tales que

f(z) = Az +c

Definiciéon 2.6. Sea Q) un subconjunto abierto de R™ y u : Q@ — R. Dado
xg € , un hiperplano soporte de la funcién u en el punto (xg,u(xg)) es una
funcion afin 1(x) = u(xo) + (p,x — xo) de manera que u(x) > l(zx), Vo € Q.

Definicién 2.7. El subdiferencial de u en el punto xo € € es
ou(zo) = {p : u(x) > u(zxo) + (p,x — zo), Yo € Q}. Dado E C Q, definimos el
subdiferencial del conjunto E como

ou(E) = | ou(x).

zeEE
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Zo Q

u(z)
u(zrg) + (p2,x — o)

u(zo) + {p1, & — xp)

Teorema 2.1. Seawu: Q — R, Q2 CR". Siu es convezxa, entonces u es continua.

Demostracion. Consideremos K un “cubito” de R™ de manera que K C Q, y
sea B,.() tal que B.(r) C K,y consideremos que |u| < M en K. Seay € Bx (z)
y sean z1, 2o € OB, (x) de manera que

s y=(1-Nz+ Az
= (1—t)y+tiz
con t, A € [0,1].

Con esto, podemos conseguir

Yy=x— x4+ Az1 r=1y—ty+tz
y—x =Nz —2) r—y=1t(z2 —y)
|z =yl =[M[er —z[ = [Ar |y — 2| = |t|[z2 —y| > [t|r

Por otro lado, debido a que u es convexa,

u(y) = (1 = Nu(x) + Au(z1) u(z) = (1 -
u(y) — u(z) = Mu(z1) —u(z))  uly) —u(z) <

juntamos todo y tenemos

luly) — u()| <o 2M mix{A, t} <,» 2047 - i
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donde *! es porque u es acotada y x> es debido a que para eso juntamos los
modulos arribita.

Por lo tanto, conseguimos que u es lipschitz, y, por lo tanto, v es continua.
O

Observaciéon 2.1. Sea u una funcion convexa, u : 2 — R con Q C R™. Luego,
dado K C Q, resulta que u es acotada en K.

Teorema 2.2. Si du(x) tiene un sdlo punto para cada x € €,
entonces podemos afirmar que u € C1(£2).

Demostracion. Para ver la demostracién de esto, vamos a verlo de a pasos y la
conclusion final serd la validez del teorema.

I) Dada la sucecién {z,} C Q de manera que x,, — zo €  y, bajo las
hipotesis del terema, podemos afirmar que

Dn = 0u(z,) — Ju(zo) := po.

n—0o0

Supongamos que no, que p, /4 po. Entonces, Je > 0 y, una subsucesién
Pny. tal que |pn, —pol > €.

Primero, tenemos que {p,} es una sucesién convergente y, por ende, aco-
tada. En efecto, dado que €2 es abierto, consideremos Bs,.(zo) C §2. Por ser
u convexa, por la observacién de arriba, tenemos que |u| < M en Ba,(zo).
Y como z,, — xg, tenemos que Ing : Vn > ng,

Tn € Br (l‘o)

Ahora bien, tomemos = € Bsy,.(2g). De esta manera, ya elejido x, podemos
donde p,, € Ju(xy,).

Pn

escribir x = x,, + 7
|pn|

Entonces, tenemos que

u(z) > u(wy) + (pn, z — o)
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IT)

reemplazamos la expresién de x

w(x) > u(zn) + (P, 27+ T%— =)

r
u(z) —u(zn) 2 ﬁ<p—n,pn>
n
y tenemos, usando que |u| < M,
r
2M > ’LL(.’L') - ’U,(.’)Sn) 2 7<pnapn>
|pnl
me quedo con los términos de los extremos y
2M _ pal?

r n

y, podemos concluir que p,, es una sucesiéon acotada.

Usando esto, también tenemos que hay una subsucesién {pnkj} acotada.
Supongamos que Pny,, = p. Sin embargo, tenemos que '

u(:zc) > u('rnkj) + <p7lkj7x - wnkj>a Va € Q7 VPnkj .
Tomamos limite y usamos la convergencia de la sucesion y llegamos a
u(z) = u(zo) + (P, — o), Vo € Q

y de esta forma, tenemos que p € du(xg). Pero, debido a que estamos bajo
las hipotesis del teorema, tenemos que du(xg) tiene un sélo punto, asi que
concluimos que p = pg. Asi, Pni, —* Do; Pero |pnkj — po| > € Vny,, y asi
llegamos a una contradiccién debido a suponer que p, # po.

Conclusion, tenemos que p, — pg-

Nuevamente, bajo las hipotesis del teorema, vamos a ver que
u(zx) — u(xg) — (po,z — x
o |#@) = u(wo) = (o2 —20)|_
Tr—rxo xr — ‘TO

Sea x, — x¢ y pn = Ou(x,). Tenemos
» u(zo) = w(@n) + (Pn, o — Tn)
= u(zy) > u(zo) + (Po, Tn — o)
Si invertimos la desigualdad en la primera ecuacién, conseguimos que
—u(zg) < —u(xpn) — (Pn, To — Tn)-

Ahora, tomamos la segunda ecuacién y pasamos todo de un mismo lado
para que quede mayor que cero.

0 < u(xn) - U($O) - <p05 Tp — $0>
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y reemplazamos con la desigualdad invertida que conseguimos

0 < u(n)—ulxo)—(po, n—x0) < wlar)—wlar ) — (P, To—n)—(Po, Tn—T0) =

(Pns Tn — o) — (Do, T — o) = (Pn — Po, Tn — To) <s1 [P — Pol|n — o]

donde x! es por el cos del 4ngulo entre los dos vectores. De esta manera,
juntando todo tenemos que

0< u(xn) - u(xo) - <p0axn - CU0> < |pn _pOM
- Ty — To - |zp—0]

|pn _pO‘ — 0.

n—ro0o0

Finalmente, concluimos que u es diferenciable.

IIT) Bajo las hipotesis del teorema, tenemos que

Vu(x) es continuo y Vu(zg) = po

Por la diferenciabilidad, tenemos la segunda afirmacién. Ahora, para la
primera, queremos ver continudad. Bueno, sea x, una sucesién de manera
que z,, — . Quiero ver que p,, — p, donde p = Vu(x). Pero, ya vimos que
en el punto I) que definitivamente converge bien todo, asi que podemos
afirmar que Vu(zx) es continuo.

Con estas tres cosas, podemos afirmar el teorema. O
Hablemos un poco de las matrices Hessianas de las funciones convexas.

Teorema 2.3. Sea 2 C R"™ una abierto convezo y sea u : Q — R, u € C?(Q).
Entonces, u es una funcion convexa si y solo si

0%u(x)

%,

es decir, la matriz Hessiana es semidefinida positiva Vx € €.

Demostracion. " =)

Sea x € (1 y tomemos £ € R™.Definamos
o(t) =u(z + 1), cont € [—e, €

Calculemos las derivadas.

n

o=y M

=1

"L 0%u(x + tE)
8xi8xj

P (t) = &i&j-

ij=1

,
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Ahora, como u es convexa, tenemos que ¢ es convexa, y asi, ¢” > 0 para
todo t. En particular, para t = 0. Entonces

& >0

4,j= 1
y asi conseguimos lo que buscabamos.

l<:)

Por un lado, gracias al teorema de Taylor, tenemos que, para xg € €2

u(x) = u(zo) + (Vu(zo), z — x0) Z

ax]axj moz)(xj - x()].)
i,j=1

con T € [x,x0]. Pero, por hipotesis, la sumatoria esa es > 0, entonces
conseguimos que

u(z) > u(zo) + (Vu(zo), z — x0).

Ahora, afirmamos que esa desigualdad impica que u es convexa.
En efecto, para ver la definicién cldsica deconvexidad, tomemos x # y y
sea t € [0,1]. Llamemos zg = tz + (1 — t)y. Por lo que tenemos afirmado

a) u(x) > u(zg) + (Vu(zg),x — x0)
b) u(y) > u(zo) + (Vu(zo),y — o)

Multiplicamos la primera desigualdad por ¢ y la segunda desigualdad por
(1 —t). Despues, sumamos a ambos lados y conseguimos la desigualdad
de convexidad.

2
>

O

Teorema 2.4. Sean A, B € R™ "™ simétricas, definidas positivas. Entonces,
tenemos que

det(A + B) > det(A) + det(B)
Demostracion. Lo veremos por casos.

= Consideremos A = Id, B = Diag(X\;),\; > 0, Vi =1,...,n. Entonces,

n

det(A + B) = det(Id + Diag(\;)) = [J(1 + Xi) <

i=1

1+ [ ] A = det(A) + det(B)
i=1



2 PRELIMINARES 7

= Consideremos A = Id, B bajo las hipotesis. Entonces
det(A + B) = det(Id + B) =,1 det(Id + pDp™ ') =,2
det(p(p ™ o + D)) =5 det(p) det(Id + D) det(¢ ")
Para

e x! Teorema de diagonalizaién
e x2 Factor comun
e %3 Producto de determinantes.
Y caemos en el caso anterior.
= Consideremos A, B bajo las hipotesis. Entonces
det(A + B) =,1 det(A(Id + A™'B)) =,> det(A) det(Id + A™' B)
Para
e x! Factor comin
e x2 A71B sigue estando dentro de las hipotesis.
Y caemos en el caso anterior.

O

Definicién 2.8. La delta de Kronecker es una funcion de dos variables que
vale 1 si son iguales y 0 si son diferentes.

1 sii=j
0ij = o
0 sii#j
Observacion 2.2. Si tenemos un conjunto de dimension estricamente menor

que n, la medida de ese conjunto es nula.

Observacion 2.3. El borde de un conjunto es de al menos una dimension
menos que el conjunto.

Definicién 2.9. La Medida de Dirac es una medida 0, en un conjunto X
definida de manera que dado x € X y cualquier conjunto A C X medible, tene-
mos

0, z¢ A
61(14):{1 xiA

Definicién 2.10. Sea p una medida de Borel sobre un conjunto E, de manera
que uw(E) < oo. Decimos que a p lo podemos descomponer en suma de masas
delta si, existen x; € E, 1 =1,..., N tales que

N
= Z aiéri
i=1

con a; >0 y 0z, es la medida de Dirac.
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3. Propiedades y resultados del subdiferencial

Ahora, nos dedicaremos un poco al estudio del conjunto subdiferencial.

El conjunto du(zg) puede ser vacio. Sea S = {z € Q: du(x) # 0}.
Siu e CH(Q), convexay x € S, entonces du(z) = Du(z), el gradiente de u en x,
lo que significa que cuando u es diferenciable, el subdiferencial es basicamente
el gradiente. Si u € C?(2) y # € S, entonces el Hessiano de u es definido no
negativo, esto es D?u(x) > 0. Esto se refiere a que si u es C?, entonces S es el
conjunto donde el grafico de u es céncavo hacia arriba.

1
Desde luego, por el teorema de Taylor, u(z+h) = u(x)+Du(x)h+§ (D*u(&)h, b)Y,
donde £ se encuentra en el segmento entre z y x + h.

Como u(z + h) > u(x) + Du(x)h para toda h lo suficientemente chica, queda
demostrado.

Proposicion 3.1. Monotonia
Sea 2 C R™ convexo y abierto, y sea u : & — R una funcion convera. Dados
p € Ou(x) y q € Oul(y), tenemos que
(p—q.z—y)>0.

Demostracion. Como p y g son subdiferenciales, se cumple que, para todo z € 2
u(z) > u(x) + (p, z — )

u(z) 2 uly) + (¢, 2z —y)-
Como esto vale para todo z € (), reemplazamos por y el z de la primera
ecuacion y por x en la segunda ecuacién.

u(y) > u(w) + (p,y — )
u(z) > u(y) + (¢, — y).

Entonces, empezamos por la primera ecuacion

u(y) > u(x) + (p,y — ) =0 uly) > uly) + (g2 —y) + (p,y — )

donde %! es reemplazando u(z) por lo que es la segunda ecuacién. Entonces,
pasamos u(y)
0= (¢z—y) +(py—=)

0> —(q,y—x)+ (py—x)
0> (p,y—z)—(qy—x)
0>({p—-qy—ux)

Y asi, pasando para el otro lado, tenemos que (p — ¢,z —y) >0
O

Lema 3.1. Si Q C R™ es abierto, u € C(Q) y K € Q es compacto, entonces
Ou(K) es compacto.
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Demostracion. Sea pp, C Ou(K) una sucesién. Decimos que py, es acotada, pues
va lo vimos en una demostracion del predAmbulo, més especificamente, en el
teorema 2.2.

Por lo tanto, existe una subsucesiéon convergente p, — po. Decimos que
po € Ou(K). Probaremos que pg € du(xg), con zp el mismo xq de la parte de la
demostraciéon del teorema 2.2. Tenemos que
w(z) > u(zk,) + (pg,,, T — Tk, ), Vo € Q y, como u es continua, si tomamos
m — oo obtenemos que u(z) > u(xg) + (po,z — x0), Y € Q. Por lo tanto,
po € Ou(xg) y esto completa la demostracién del lema. O

Observacién 3.1. Dado g € Q, el conjunto du(xg) es convexo. Sin embargo,
si K C Q, K convezo, entonces el conjunto Ou(K) puede no ser convero.

Por ejemplo, dada u(z) = ell” yK={xeR":|z;|] <1, ¢=1,...,n}, el
conjunto Ou(K) es un conjunto simétrico con forma de estrella alrededor del
OTigen que no es CONVero.

0

Lema 3.2. Siu es una funcion convexa en 2, K C Q) compacto, entonces u es
uniformemente Lipschitz en K.

Demostracion. Como u es convexa, u tiene un hiperplano soporte en cualquier
punto = € Q. Sea C = sup{|p| : p € Ju(K)}. Por el lema anterior, du(K) es
compacto, C < 00. Si x € K, entonces
u(y) > u(x) + (p,y — z), para p € du(x) y para todo y € Q. En particular, si
y € K, entonces —(p,z —y) > u(y) —u(z) > (p,y — x), con lo cual,
u(y) — u(z) < —|pllx — y|. Si cambiamos los roles de x e y, conseguimos que
u(z) — u(y) < —|p|ly — x|, concluyendo lo que pedia el lema.

U

Definicién 3.1. La transformada de Legendre de una funcion u: 2 — R
es la funcion v* : R™ — R definida por

u*(p) = sup{(z,p) — u(z)}
x€EQ

Observacion 3.2. Si Q) es acotado, entonces u* esta bien definida. Ademds,
u* es convexa en R™.
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Demostracion. Veamos la convexidad de la transformada (lo de bien definida
sale mirando). Sean p,q € R", y sea t € (0,1). Entonces,

(1= t)u*(p) + tu™(g) = (1 = t) sup(wp — u(x)) + tsup(zq — u(z)) =

sup((1—t)(xp—u(x)))+sup(t(xg—u(x))) >,z sup(zp—tep—u(z) T +rqt—tutT)) =

€ € e

Slelg((1 —t)zp + tzq — u(z)) = Slelg(af((1 —t)p+tq) —u(z)) = u*((1 —t)p+tq)

1 2

Donde x* es porque como el supremo se toma en x, en t no molesta, x* es
porque la suma de los supremos es mayor que el supremo de la suma y haciendo
algebra. O

Observacién 3.3. Dada u una funcion convexa, u : @ — R donde Q@ C R"
abierto y convexo, y consideramos u* la transformada de Legendre de la funcidn
u,

entonces se puede afirmar que si pg € Qu(xg), al transformar u tenemos que
xo € Ou*(po).

Demostracion. Sea pg € du(xg). Quiero ver que xg € Ou*(pg), osea que

u*(p) = vw*(po) + (zo,p — po)-
Bien, veamoslo de la siguiente manera:

u(x) = u(zo) + (po,x — wo) = u(x) = u(xo) + (Po, ) — (po, To)-
Hacemos despejes y tenemos que
(po,z) — u(x) < (po, o) — u(xo)
y como todo esto ocurre para todo x, tenemos que
sup{(po, z) — u(2)} = (po, zo) — u(xo)

concluyendo que u*(pg) = (po, o) — u(zo).-
Ahora bien, entonces, tenemos que

u*(p) > (p,x0) — u(wo)

u*(p) > (p, o) — u(z0) £ (Po, To)
u*(p) > (p, o) — (Po, Zo) + (po, To) — u(zo)
~—_—
u*(po)
con lo cual, nos quedamos con
u*(po) > (p — po, To) + u*(po).

Concluimos asi, tras hacer un pequenio despeje, que xg € du*(pg).
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Lema 3.3. Si Q es abierto y u es una funcion continua en ), entonces el
conjunto de los puntos de R™ que pertenecen a la imagen del subdiferencial en
mas de un punto de € tiene medida de Lesbesgue cero. Esto es, el conjunto

S={peR":Fa,yeQ, z#£y ypc du(z)Nou(y)}

tiene medida cero.
Esto también significa que el conjunto de los hiperplanos soportes que tocan
al grdfico de u en mds de un punto tiene medida nula.

Demostracion. Primero, veamos lo siguiente:
S C {p € R": Ou*(p) tiene mas de un punto}.

Sea p € S. Entonces, por la observacién anterior, tenemos que x € Jdu*(p) y
y € du*(p). Asi, tenemos que p pertenece al conjunto que du*(p) tiene mas de
un punto. Asi conseguimos lo que queriamos ver.

Como la transformada de Legendre cumple que es convexa y todas las mis-
mas propiedades que la funcién que transformamos, usaremos el segundo con-
junto sin la x.

Sea Sy := {z € S : diam(du(z)) > +} y tenemos que S = U, Sk. Fijemos
k y veamos que |Sy| = 0.

Cubramos a R" con esferas B; de radio é y llamemos

Sk,j = {.T IS 8u(w) n Bj 75 (Z)}

Primero, se cumple que Sy = U2, S ;. Fijemos k,j y demostremos que
|Sk,;] = 0.

Para poder demostrar esto, veamos que si dado xg € Sy ;, existe un cono I'
con vértice en xg de manera que I' N Sy, ; = xo.

Sea pg € Ou(zo) tal que py € B,. Llamemos @ al centro de B;, osea que
tendriamos que B; = B 1 (Q). Ahora tambien, como diam(du(zo)) > g, existe
qo € Ou(wo) de manera que |py — qo| > 5. Ahora

3
lgo — Q| > |go — po| — |Q — po| = 7
—_—— N —

> >

®
?r"b
®
?r"‘

Sea Cs(xo) = {z : dngulo (z — zo,q0 — po) < ¢} (Esto es el cono I'). Dado
x € Cs(zo), veamos que = ¢ Sk ;.
Tomemos p € Ju(x), entonces tenemos

= p € Ju(x)
" go € Ou(xo)

Por la monotonia del subdiferencial, tenemos que (p — go,z — o) > 0, con lo
cual,

dngulo (p — qo,r — x9) <

ol 3
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Con todo esto, decimos que

( . , s
angulo (p—qo, go—po) < angulo (p—qo, r—x)+ dngulo (x—xg, go—po) < §—|—5.

De esta manera, tenemos que p ¢ B,. Por lo tanto, dado = € T, tenemos que
Ou(z) N Bj = 0. Luego, x ¢ Sk ; y asi, ' N Sk ; = xo, con lo que

I) |Sk, | =0.
IT) | S| = 0.
III) |S| =0.
y conseguimos lo que queriamos ver. O

Teorema 3.1. Si ) es un abierto y u € C(£2), entonces la clase
S={E CQ:0u(FE) es medible Lesbesgue}
es una o-dlgebra de Borel. El conjunto de funciones Mu : S — R definido por
Mu(E) = 9u(E)|

es una medida, finita en compactos, que es llamada medida Monge-Ampére
asoctada a la funcion u

Demostracion. Por el lema 3.1, la clase S contiene todos los subconjuntos com-
pactos de . Ademads, si E,, es una sucesiéon de subconjuntos de {2, entonces
ou(Up En) = UnOu(E,,). Luego, si B, € S, m =1,2,..., entonces

UmEm € S. En particular, escribimos Q = U,,, K, con K,,, compacto y obtene-
mos que ) € S. Nos falta sélo ver que si E € S entonces Q\E € S. Usamos la
siguiente formula que es vélida para cualquier conjunto E C :

u(Q\E) = (0u(Q)\du(E)) U (du(Q\E) N du(E))

Por el lema anterior, [Ou(Q\E) N Ou(FE)| = 0 para cualquier conjunto E.
Entonces, en la ecuaciéon anterior nos queda

[Ou(\E)| = |(9u(Q)\Ou(E))|
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obteniendo asi que Q\F € S siempre que E € S.
Veamos ahora que Mu es o-aditiva. Sea {E;}52, una sucesién de conjuntos
disjuntos en S y llamemos u(E;) = H;. Queremos ver que

=D |Hi|
i=1

Como Ju(U2, E;) = U2 H;, veremos que

UHi|=>_IHi
i=1 i=1

Como E;NE; = con i # j, por el lema anterior conseguimos que
|H;, N Hj| =0 para i # j.
Escribamos

ou(| J Ex)
i=1

\J Hi = H; U (H\H1) U (H3\(Hy U Hy))U...

i=1

donde los conjuntos de la derecha de la igualdad son disjuntos. Ahora
H,=[H,N(H,-1UH, 2U...UH)]U[H\(Hp-1 UH,_2U...UHy)].

Entonces, nuevamente por el lema anterior |H,, N (H,—-1UH,_oU...UH;)| =0

y obtenemos

En consecuencia, al ser disjuntos, tenemos que

U H;| = Z |H|
i=1 i=1

y la prueba del teorema se completa. O

Observacién 3.4. Siu € C?(Q) es una funcién convera, entonces la medida
de Monge-Ampére Mu asociada a u satisface que

Mu(E):/EdetDQu(x)da:,

para todo conjunto E boreliano.
Para ver esto, vamos a usar que

Teorema 3.2. Teorema de Sard
Sea 0 C R™ un conjunto abierto y g : @ — R™ una funcion C*(Q). Si llamamos
So = {z € Q:detg (x) =0}, entonces |g(So)| =0
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Demostracion. Observaciéon anterior

Notemos primero que como u es una funcién convexa y C?(€2), entonces Du
es inyectiva en el conjunto A = {z € Q : D?u(z) > 0}.
En efecto, sean x1, 29 € A con Du(x1) = Du(zz). Por convexidad
u(z) > u(z;) + (Dulz,), z —x;), V2 €Q, i =1,2.
Asf u(zy) — u(za) = (Du(zy),21 — x2) = (Du(as),z1 — 2). Por la férmula de
Taylor podemos escribir

u(zy) = u(ze) + (Du(ze), 21 — z2)+

1
/0 t{D*u(xo + t(x1 — 22))(x1 — 22), 21 — T2)dt.

Por lo tanto, la integral es cero porque es el resto de taylor y el integrando
debe desaparecer para 0 < t < 1. Como z2 € A, tenemos que xo+1t(x1 —x2) € A
para t chiquito. Por lo tanto, x1 = x2 para que se anule el integrando. Si
u € C?(Q), entonces llamamos g = Du € C'(Q). Tenemos que, dado E C Q
boreliano, Mu(E) = |Du(E)| y

Du(E) = Du(E N Sp) U Du(E\Sy).

Como E es boreliano, EN Sy y E\Sp son borelianos. Asi, usando el teorema de
Sard y la formula de cambio de variables tenemos

Mu(E) = Mu(E N Sp) + Mu(E\Sy) = |Du(E N Sp)| + |[Du(E\Sy)|

19(E 1 50)| + |g(E\So)| =+ / det(Dg)dz =
(E\So)

/ detDzu(x)dx:/ det D*u(z)dzx.
(E\So) E

donde * es porque al hacer cambio de variable, aparece el querido jacobiano que
es la derivada, y ya teniamos una. O

3.1. Soluciones generalizadas

Definicién 3.2. Sea Q un subconjunto abierto, convero de R"™ y v una me-
dida de Borel definida en . La funcidn convexa u € C(Q) es una solucion
generalizada, o solucion de Alexandrov, para la ecuacion de Monge-Ampére

det D*u = v
st la medida de Monge-Ampére Mu asociada a u definida por
Mu(E) = |0u(E)|, ECQ

es igual a v.
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El siguiente lema nos senala que la nocién de solucién generalizada es ce-
rrada bajo limites uniformes. Esto es, si up son soluciones generalizadas para
det D%uy, = v en Q y up — u uniformemente en subconjuntos compactos de €,
entonces u también es una solucién generalizada para det D?u = v en €.

Lema 3.4. Sean u; € C(Q) funciones convezxas tales que uy — u uniforme-
mente en subconjuntos compactos de €.
Entonces:

I) Si K C Q es compacto, entonces
lim sup duy (K) C du(K)

k—o0

Yy en consecuencia
lim sup [9ux (K)| < [0u(K)|

k—o0
II) Si K es compacto y U es un abierto tal que K C U C U C 2, entonces
Ou(K) C liminf Quy (U)
k—o0

donde la desigualdad se mantiene para casi todo punto del conjunto de la
izquierda, y en consecuencia

|Ou(K)| < liminf |Qug (U)]
k—o0

Demostracion.

I) Sip € limsup,_,. Our(K), entonces para cada n, existe k,, y zx, € K tal
que p € dug, (xk, ). Como K es compacto, eligiendo una subsecesién x; de
Tk, , podemos asumir que x; — xo € K. Queremos ver que p € du(zo).
Por otro lado, tenemos

uj(z) > uj(z;) + (p,x—z;), Ve

y haciendo j7 — oo, por la convergencia uniforme en compactos, consegui-
mos
u(®) > u(zo) + (p, — o), Vo €Q
lo que es p € Qu(xg). Utilizamos convergencia uniforme debido a que
tomamos el lim para la sucesién u; como para la sucesién x;.
Ahora bien, ya tenemos lo del limite superior, entonces
oo

m ([j auk(K)> C Ou(K),
k=n

entonces

lim
n— o0

< [Ou(K))|

U oux(K)
k=n

y asi
lim sup |Ouy, (K)| < |0u(K)|.

n—oo
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IT) Sea S = {p:p € du(x1) NIu(za), para algin x; # x2, ambos en N}. Por
le lema 2.3, tenemos que |S| = 0. Sea K C  un compacto y consideremos
Ou(K)\S. Si p € du(K)\S, entonces existe un unico zo € K tal que
p € Qu(xg) y p & Qu(xy), Vo1 € Q, 1 # xo. Sea U un abierto que cumpla
que KcUcCUCcC.

Sixy € Qy x1 # xg, entonces podemos afirmar que
u(xy) > u(zo) + (p, & — xg). De lo contrario, tendriamos que
u(z1) = u(zo) + (p,x1 — o) ¥y como p € du(xy) tenemos

u(z) > u(xo) + (p,x — xo) = u(x1) + (p,x — x1), Vo € Q

donde en la igualdad, agregamos +(p,z1) y conseguimos u(x1) y despe-
jamos cosas, consiguiendo que p € du(xy), lo cual es imposible porque
quitamos S de du(K).

Por lo tanto,

u(z) > u(zo) + (p,x — x20), Ve €U, x# 10
y como U es compacto y uj — u uniformemente en U, tenemos que
up > up(zo) + (p,x — xo) + €
para todo k > ko y todo x € U y algiin € < 0. Ahora, sea

O = min{ug(z) — ur(zo) — (p,x — o) — €}
zeU

al ser U compacto, este minimo se alcanza en algtin xj. Decimos que p
es la inclinacién del hiperplano soporte a uy en el punto (xg,u(zy)). En
efecto,

O = ug(zg) — u(zo) — (p,xx — o) — €

y ya que ug(z) > ug(xo) + (p,x — o) + € + Ik, para todo x € U. Esto sale
de sumar tanto el minimo como la ecuacién de convergencia uniforme en

U. Hacemos algebra y tenemos que

up(z) > w(zr) + (p,x — xp), Yo elU

Como wuy, es convexa en 2 y U es abierto, la desigualdad de arriba se
mantiene para todo = € €, esto es, p € dug(wr), Yk > ko. Esto implica
que p € h;ﬂrn inf Ouy (U).

—00

Para poder ver la consecuencia, vemos que
ou(U) C liminf Jug(U)
k—oc0

y, luego, como K C U, sale.

Por un lado, tenemos que
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Sea p € Ou(U). Si p € S, ya estd, as{ que tiene gracia que veamos la otra.

Definamos E,, = N2, 0u(U). Observemos que E; C E, C .. .. Entonces

e
n=1

= lim |E,]
n—oo
y en consecuencia,

ﬁ 8uk(U)

k=n

u(U)] < lim

n—oo

Ahora bien,
() 0ur(U) C {0ur(U) : k > n}
k=n

y asi,

<|Oug(U)|, VkE > n

() oux(U)
k=n
y de esta manera,

|Ouk(U)| < h;m inf {|Qux(U)| : k>n}= h'rginf |Oug(U)|
y llegamos a lo que queriamos concluir.

O

Lema 3.5. Siuy son funciones convexas en 2 tales que ux — u uniformemente
en compactos de ), entonces la medida Monge-Ampére Muy asociada o uy
tiende débilmente a Mu, esto es

/ f@)dMuy(z) — / f(z)dMu(z)
Q Q
para toda funcién f € C(Q) de soporte compacto.

3.2. Principios del maximo

Lema 3.6. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto, acotado, y sean u,v € C(Q). Si
u=uven dQ yv>uenld, entonces

ov(9) C du(f).

Demostracion. Sea p € Ov(f2). Quiero ver que p € Ju ().
Como p € Jv(Q), existe g € €, tal que

v(x) > v(xo) + (P, — o), Ve
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Sea

a= ilelg{v(xo) + (p,x — x0) —u(z)}

a viene a jugar de la mayor distancian entre u y el punto donde tomo el hiper-
plano con p. Como v(zg) > u(xg), a > 0. Decimos que v(zg) + (p,z — xo) — a
es un hiperplano soporte de la funcién u en algtin punto de 2.

En efecto, como € es acotado, existe y € Q tal que el maximo se alcanza. Es
decir, que a = v(xo) + (p,y — xo) — u(y). Asi,

u(x) > v(xo) + (p,x — x0) —a=u(y) + (p,x —y) Yz €Q

por que en el z donde esta evaluado u, no se alcanzé el maximo.
Por otro lado, también tenemos que

v(y) > v(xo) + (p,y — w0) = u(y) +a

por ser el hiperplano de v en xg. Asi, si a > 0, entonces y ¢ 9 y asi queda
demostrado lo que deciamos. Si a = 0, entonces

uw(x) > v(zg) + (p, & — x0) > u(zo) + (P, — o)
porque u(z) > v(x). Y asi u(xg) + (p,  — zo) es el hiperplano soporte a u en .

§2

3.3. Principio del maximo de Alexandrov

Teorema 3.3. 5i  C R™ es un onjunto convero, acotado y abierto, con
didmetro A; y u € C(£2) es una funcién convexa con uw =0 en 9, entonces

lu(z0)|™ < C A" dist(zg, 0Q)|0u(Q)]

para todo xg € ), donde C,, es una constante que solo depende de la dimension
n.

Demostracion. Dado xg € €, definamos
Lyy = {p:u(zo) + (p,x —20) <0, V2 € ﬁ}

Tenemos que I'y, C 0u(f2). La demostracién es, tomamos el plano
u(xzo) + (p,x — xg) y lo vamos corriendo por u hasta que queda un hiperplano
soporte.

Ahora bien, sea v el cono que tiene a u(xg) como vértice y a  de base.
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De esta manera, tenemos que

u(r) z€0
u(z) x € 0N

por el principio del maximo, tenemos que dv(2) C du(?), y en consecuencia,
Muo(Q2) < Mu(Q).

Por un lado, tenemos que T',,, = dv(zp). La segunda contencién es trivial, y
la primera es algo asi:
Sea p € 'y, . Entonces, u(zg) + (p,z — zo) < 0. Pero, en zy, v = v, con lo cual
v(xo) + (p, x—x0) < 0. Pero, por la linealidad de v(xg) + (p,x —2x0) < 0y a que v
es un cono con vértice en v(xy), tenemos que v(xg)+ (p, z — o) < v(z), Vo € Q.
Luego, p € dv(x).

Muy bien, como I',, = dv(xg) v Ov(xg) es convexo por ser el subdiferencial
de un sélo punto, I'y, es convexo.

Ahora, nos transladamos a R™. Veamos que B Lol (0) C Ty,

Sea [p| < W. En efecto, tomamos

u(zo) + (p,x — xo) = ul(xo) + |p[lx — o[ cos(0) <a u(xo) + |pllx — wo| <
|u(@o)]
A A

con x! porque cos(f) < 1y *? es que u(xg) < 0.
Luego, BW (0) C Ty, -
Volvamos a . Sea T € 99 tal que, [T — x| = dist(zg, 0f2). Tomemos
u(@o)|T —mo _ [u(0)[T — o

u(wo) + |p|A < u(wo) + = u(wo) + |u(xo)| =42 0

Do = = — = = .
[T — 0|7 — 20 |7 — 20|
Primero, tenemos que |pg| = |u(zo)|

7 — 0] (Sale a ojo)
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Segundo, pg € I',.(Esta no tanto)
Queremos ver que u(xo) + (po, x — xo) < 0.
Tomemos el hiperplano u(zg) + (p, x — xg) y reemplazemos que es po.

u(wo) + (0w = wollu(ao)
Miremos el producto interno.
T — 29 T — X9 1 |z — 0]
e R oy e
1 1
T — x— >|x—m0\_|x—xo|cos(9)

B2 w0 52 w0l w0l ~ 7 =0l

Lo que vamos a ver ahora, es que cos() < 1.

llamemos Z al punto que se consigue de hacer: primero, consideramos un
hiperplano que pasa por T y se mantiene fuera del conjunto (esto se puede
porque €2 es sonvexo). Ahora, extendemos el vector  — g y, la interseccién de
esos dos, es el punto .

_ |T==0|

Resulta que cos(6) Entonces, reemplazamos ese cos(f) donde nos

RN
. |z—xo| |Z=25] __ |z—x0] <
habiamos quedado y tenemos et i—no] = Jo=ao] = 1.

Asi, resulta que

T — X

u(o) + — xo)|u(zo)| < ulzo) + |u(zo)]

= 5L
[T — ]2’
y, como u(z) < 0 por ser convexa y 0 en el borde, tenemos que

u(xo) + (po, z — x0) < 0.
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Ahora, nuevamente, volvemos a R™ donde estdn los subdiferenciales. Como ha-
|u(o)| |u(zo)|
|z — 2| A

biamos visto, |pg| = Y, en particular, |pg| > y, en consecuencia,

po ¢ BMAiH(O)-
[u(zo)|

centrada en 0. Debido a la convexidad de I';,, la capsula convexa de la bola con
po queda dentro de I'y,. Llamemos C' a la capsula convexa esa.

Resumiendo, tenemos que py € I'y,, pero no estd en la bola de radio

B\u(z )i (O)
.

Entonces, tenemos que
C C Ty, = 0v(xg) C 0u(N)
Calculamos medidas y tenemos que
C] < [Tao| = [0v(x0)] < |Ou(2)]-

Me quedo con los extremos.

Por un lado,
_ Ju(ao) \" ™ Ju(zo)|
c1=c, (M5 Lol

donde C), es una constante que depende solo de la dimensién. Entonces, si
volvemos a los extremos,

c. (|u(fft))|>n1 u(zo)l _ Mu(9).

A |f—130| B

Junto, paso el C,, y paso lo que tengo dividiendo y tenemos que
[u(xo)|™ < Mu(Q)A™ |7 — z|C,,
que es lo que queriamos ver. (Tengamos en cuenta que [T—x| = dist(zo,0Q)) O

Esto que acabamos de ver, es una herramienta muy util para todo lo que
sigue. (De verdad. MUY.)
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Teorema 3.4. Principio de comparacion

Sea u,v € C(Q) funciones convexas, de manera que
|Ou(E)| < |Ov(E)|, para todo boreliano E C €.

Entonces,

min{u(z) —v(x)} = min {u(z) — v(z)}.

€0 €00
Demostracion. Lo haremos por contradiccion. Sea a = min, g{u(x) —v(z)} y
b = mingecon{u(z) —v(z)}, y asumamos que a < b. Entonces, existe zo € Q de
manera que a = u(xg) — v(xo). Elijamos ¢ > 0 chiquito, tal que
8.(diam()?) < 552 y sea

w(z) = v(x) + S|z — xo|> + b—;a.
Consideremos G = {z € Q : u(z) < w(z)}.
Observemos que zg € G, pues
b b b —
w(zo) = v(wo)+6|ze—7T0[+ —12—(1 = v(z0)+ —;a = v(z0)+ ha u(xog v@o) _

b+ u(xg) + v(xg) a+ u(xzg) + v(xop)
2 . 2
para *! es porque eso estoy suponiendo y x? es reemplazando lo que vale a.
Ademis, GNON = 0. En efecto, supongamos que no, que z € GNOS. Resulta
que, por ser el minimo, tenemos que u(x) —v(x) > b. Asi,

=42 u(xo)

w(z) =v(z) + |z — 20|* + L;a < v(x) + 8|z — x> + ulw) = v(z) gv(x) + % =
v(x) 5 u(z) a u(z) —b 5 u(z) a o [a—D0
— —_— — < 7] —mMmM8M8M8— — _ —_ = —_ =
5 +olx—xo|“+ 5 g S 5 +olx—ao|“+ 5 T3 u(x)+0|r—xo|°+ 5

w(@) + 8]z — zo|? — <b;a> <. ulz)

donde ! es porque u — v > b, entonces u — b > v y x% es porque
b—a
5 < 0.
Ast, w(z) < u(x), x € 09, entonces IG = {z € Q : u(r) = w(z)}.
Luego, por el principio del méximo, dw(G) C Ou(G). Tambien,
Ow = (v + 8|z — x0|?) porque me saco de encima el niimero y tenemos la
desigualdad

(v + bl — 2o[*)(G)| Z1 [90(G)] + [0(6]z — wo*)(G))

Slx — xo|? —

donde *! es por el teorema 2.4.
Asi, si v € C? la desigualdad sale porque tenemos que [9(-)| es [, det D? y asi.
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En el caso de que v no es suave, podemos aproximar a v por una sucesién vy € C?
de funciones convexas que convergen uniformemente en conjuntos compactos de
Q). Para hacer esto ultimo, tomamos funciones suaves ¢ > 0 con soporte en
B1(0) y tales que [ ¢ = 1. Con esto, hacemos v. = v o ¢.. Consecuentemente,
usando estas funciones, por el lema 3.4 vale la desigualdad. Por lo tanto,

0u(G)] > [0w(G)| = [90(G)| + |8(6] — x0|*)(G)| = |0v(G)] + (26)*|G]|
lo que contradice con la hipotesis. O

Este teorema, si bien es medio engorroso, lo importante de él es el corolario
que surge como consecuencia del mismo.

Corolario 3.1. Bajo las mismas hipotesis y si tenemos

v<u en 02
Muv(E) > Mu(E) VE CQ

Entonces, v < u en .

Demostracion. Consideramos v < u en 0f2. Entonces, tenemos que

0 < u—wv en 0. Tomamos minimo y conseguimos 0 < mingq(u — v). Por el

principio de comparacién, tenemos que 0 < min(u — v). Entonces, 0 < v — v en
Q

Q.

Luego, tenemos que v < u en 2.

Esto de aca arribita se usa para conseguir el siguiente corolario.
Corolario 3.2. Siu,v € C(Q) son funciones converas tales que
|Ou(E)| = |0v(E)|] VYE CQ
{u =v en 0f)
entonces, tenemos que u = v en ).
Demostracion.

= yu<wven)

Como u = v en 02, en particular tenemos que u < v en J{2. Y, ademas,
como Mu(E) = Mv(E), VE C §, en particular tenemos que

Mu(E) > Mv(E). De esta forma, caemos en el corolario anterior, as{ que
concluimos que u < v.

= y>ven)

Como u = v en 912, en particular tenemos que u > v en 9. Y, ademas,
como Mu(E) = Mv(E), VE C , en particular tenemos que

Mu(E) < Mv(E). De esta forma, caemos en el corolario anterior, asi que
concluimos que u > v.

De esta manera, tenemos que u = v en ). O
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4. Dirichlet

El problema de Dirichlet consiste en encontrar una solucién, en nuestro caso
generalizada, en un dominio 2 acotado de R™ con una condicién en el borde de
ese conjunto. Ademds, vamos a pedir que la solucién que encontremos respete
cierta medida de Monge-Ampere, viendo en dos casos por separado: primero,
que la medida de Monge Ampere sea nula, y despues, que la medida de Monge
Ampere sea una suma de masas delta. Ademds, vemos una pequena idea de
como poder aproximar cualquier medida a una suma de masas delta.

4.1. El problema de Dirichlet Homogéneo

Teorema 4.1. Sea 2 C R™ un conjunto acotado y estrictamente convexo, y
g : 002 — R una funcion continua. Entonces, existe una inica funcién u € C(2)
solucion generalizada del problema

det D>°u =0 en
u=g en 0f)

Demostracion. Sea F = {a(x) : a es una funcién afin y a < g en 09}. Como g
es continua, F # (), ya que g € F. Definimos

u(z) = sup{a(x) : a € F}.

Como u es el supremo de funciones convexas, tenemos que u es convexa y
u(z) < g(x), = € 00.
El primer paso es ver que g = u en 0f2. Sea & € 9f.

= u(§) < 9(8)
Es obvio, pues u es el supremo de funciones menores que g, con lo que
resulta que u(€) < g(§&).

= u(§) > g()

Por ser g continua en 0%, dado € > 0, 36 > 0 tal que |g(z) — g(&)] < €
para |z —¢&| < §, x € 0. Sea P(z) = 0 la ecuacién del hiperplano soporte
para € en el punto £, y asumamos que

Q C {z: P(xz) > 0}. Como  es estrictamente convexo, 3 n > 0 tal que
S={reQ:P(x)<n} C Bs(&). Sea

M = min{g(z) : x € 0Q, P(z) > n}

y consideremos
a(z) = g(§) —e— AP(x)
donde A es una constante satisfaciendo

AZméX{g(g);]M,O}.
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Tenemos que a(§) = g(§) —e — AP(&) = g(&) — ¢, pues P(§) = 0.
Si z € 09, podemos afirmar que g(z) > a(z). En efecto

a) Si x € 90N S, entonces tenemos que (&) —e < g(x) < g(€) + ¢
porque x € Bs(€) y recordemos que g es continua en el borde de .
Entonces, tenemos al fin y al cabo que

9(x) = g(§) — e+ AP(x) 2, g(§) — e — AP(z) = a(x)

donde * es porque A > 0y P(z) > 0. Con lo cual, conseguimos que
9(z) = a(z).

b) Siz € 92 N S¢ entonces P(x) > n y por la definicién de M,
obtenemos

gx) > M=qa(z)+ M —g(§) + e+ AP(z) >,

a(z) + M — g(€) + e + An >2 a(2)

donde %! es porque P(z) > ny x* es porque M — g(£) + e+ An > 0.

(Como A es el maximo entre 9 —e-M

guimos que M + e + An > g(§)).
Consiguiendo asi, que g(z) > a(x).

y 0, haciendo &lgebra conse-

Por lo tanto, a € F. Con lo cual, en particular tenemos que u, al ser el
supremo, u(€) > a(€) = g(€) — ¢, Ve > 0.
Por lo tanto, conseguimos que u(§) > g(§).

El segundo paso es ver que u es continua en Q. Como u es convexa en (),
por el teorema 2.1, tenemos que u es continua en ).
Sea £ € 9Q y {xy }nen C  una sucesién tal que x,, — £. Veremos que
u(xy) = u(§).
Consideremos nuevamente a a como a(x) = g(§) —e— AP(z). Entonces, tenemos
que u(z) > a(x) y, en particular, u(z,) > a(z,), y asi,

liminf w(z,) > liminf a(z,) = liminf g(§) — e — AP(x,) =4 g(§) — €, Ve >0

donde * es porque P(x,) es continua y x,, — £.
Luego, liminf u(x,) > g(&).
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Veamos ahora que lim sup u(z,,) < g(&). Para poder ver esto, tomemos la funcién
b(x) = g(€) + e+ AP(x). La diferencia con a(x) es que este plano se encuentra
por arriba de la funcién, mientras que a(x) estd por abajo. De esta manera,
tenemos que u(x) < b(x) en Q, y en particular u(x,) < b(z,). Con lo cual,

limsup u(zy,) < limsupb(z,) = g(§) + € + AP(zy,) = g(&) + € Ve > 0.

Y asi, tenemos que limsup u(z,) < g(£). Por lo tanto, tenemos que u € C(£2).

El paso tres es probar que
ou(Q)C{peR":Fz,yeQ, z#yype dulxz)Ndu(y)}.

y asi, tiene medida nula.
Sip e ou(),3 zo € Q tal que u(z) > u(zg) + (p,x — x9) =4 alx), Vo € Q
donde * es una funcién afin. Como v = g en 99, g(z) > a(z), VY € 0.
Luego, 3 £ € 99 tal que g(§) = a(£); pues si no es cierto esto, existirfa ¢ > 0
de manera que g(z) > a(x) + ¢, Va € 9Q, y luego, u(x) > a(z) +¢€, Vo € Q, en
particular en xg, u(xg) > a(xo) + € = u(xp) + € porque es el hiperplano en x.
Luego, llegamos a una contradiccién.

Como (2 es estrictamente convexo, el segmento I que une a xg con £ esta en
Q. Ahora bien, tenemos que u(xg) = a(xo) y w(§) = a(§). Si z € I, entonces
z=txg+ (1 —t)§
con t € (0,1) y, por la convexidad de u,

u(z) <tu(z) + (1 —t)u() = ta(zo) + (1 — t)a(§) =4 a(z)

donde ! es porque a es una funcién afin, con lo que es lineal.

Pero, u(z) > a(z), Vo € Q, entonces a es un hiperplano soporte a u en
cualquier punto del segmento I, entonces p € du(z), Vz € I.
Por lo tanto, 0u(Q) C {p e R" : Fx,y € Q,z £y y p € du(z) Ndu(y)}, con lo
que conseguimos por el lema 3.3 que du(S?) tiene medida nula.

Paso cuatro, la bentita y querida unicidad.
Sea v € C(Q), v convexa y v = g en 0. Sabemos que u tambien cumple con
todo esto. Dado z, 3 un hiperplano soporte a(z) en el punto (xg,v(zg)), osea
v(z) > a(x), Vz € Q. Entonces, g(z) = v(x) > a(z), Vo € 0Q, y asf, a € F y
u(x) > a(zx) y, en particular, u(xzg) > a(xg) = v(xg) por ser el hiperplano ahi.
Por lo tanto, u > v en Q y tenemos que v es una funcién convexa més grande e
igual a g en 99).
Veamos que u < v.

Supongamos que no, que que no pasa que u < v. Entonces, existe xg € () de
manera que u(zg) > v(xp). Veremos que esto implica que [0u(£2)| > 0.
Sea € = u(xg) —v(zo) > 0y sea a(x) = u(zro) + (p, * — xo) un hiperplano soporte
a u(x) en xo, esto es u(x) > a(z), Vo € . Consideremos los hiperplanos de la
forma wu(zg) 4 (¢, 2 — ¢) — §. Veremos que para ¢ en una bolita alrededor de p,
esta familia esta debajo del grafico de v. En efecto,

€ €
u(xo) + (¢, ® — wo) — 5 = u(zo) + (p,x — x0) + (¢ — P, ® — 0) — B <,2



4 DIRICHLET 27

€
v(xo) + (p, — x0) + [q — pllT — 20| — 3 S

u(zo) + (p, & — w0) + = —

u(zo) + (p,x — o) <41 u(x)
donde

1

= ! sumo y resto (p,z — ) y un poco de dlgebra.

s %2 es por la definicién de producto interno, la desigualdad me queda por
el cos del d4ngulo comprendido.

= % para |[p — ¢q| < ﬁ donde M = diam€Q y |x — xg| < M por la misma

razén.
» %% por ser hiperplano.

Ahora, bajamos cada uno de estos hiperplanos hasta que sean hiperplanos
soporte en algin punto de v.
Llamamos a = sug{u(xo) +{g,x —xo) — % —v(x)} y tenemos que a > 0, ya que
S
en x = xo tenemos u(zrg) — § — v(xo) =« € — 5§ = 5§ > 0 donde x es por lo de
arriba, de como defin{ e.
Entonces, 3 1 € Q tal que a = u(xo) + (¢, 1 — x0) — § — v(z1) por ser
acotado, asi u(wg) + (¢, — wo) — § — a < v(x); osea u(xg) + (¢, — o) — §
es un hiperplano soporte de v en z;. Falta ver que 1 € €. En efecto, en x;
tenemos que u(x1) > u(xo) + (¢, 21 — o) — § =« v(z1) + a > v(z1) donde
* es sumar y restar v(zy), y asi z; ¢ 0Q. Y como consecuencia, tenemos que
B_< (p) C 9u(Q2). Por lo tanto, [u(£2)| > 0 con lo cual, termina la demostracién.
O

4.2. Ejemplo 1

Veamos un ejemplo que se pueda ver y tocar con los dedos.
Tomemos {2 como un poligono convexo, 2 C R? y g € C(99), lineal.
Construyamos u demanera que

Mu=0 enf
u=g en S

Como bien vimos, la solucién u es tomar el supremo de las funciones afines, que
no superen a g en el borde.
Sean x1,xa, ..., x, € 0 los vértices del poligono y consideremos g(z1), g(z2), ..., g(zn).
Como g(z;) € R, ordenemoslos de menor a mayor.
Llamemos y; = min{g(z;)}, yo = min{g(z;)\y1} y asi, y tenemos la sucesién
ordenada y1,y2, ..., Yn-
Par armar u, tomemos y1,y2 € y3 y construyamos el tiangulo inclinado que
une estos tres puntos.
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El siguiente paso, es agarrar y4 y construir el triangulo inclinado que tiene
vértices en y, y los dos vértices cuya combinacion convexa estd dentro del interior
de €.

De esta manera, seguimos haciendo lo mismo, hasta terminar construyendo los
n — 2 triangulos inclinados unidos que cubren todo Q.

Tenemos que u es continua porque pegamos todos los triangulos bien.
Tenemos que u es convexa debido al ordenamientos de los y; que elejimos.

Nos falta ver que Mu = 0. Sea xy € (2. Pueden pasar 2 cosas.

En efecto, tomemos un triangulo inclinado de los que formamos. Debido a
que es un plano, el subdiferencial de ese plano es sélo un punto. Asi, al tener
n — 2 triangulos, el subdiferencial de estos triangulos son n — 2 puntos. Ahora,
tomemos 2 triangulos que estén pegados. Entonces, el subdiferencial de esa
union es el segmento que une los dos puntos que son los subdiferenciales de los
triangulos.

A
= Y2y
A A A A
= YYn—1Y3 U = yly?nyUylyn—ly“Siniyn.yn—l
A
§<:x} = Y3UnUn—1

I

Luego, 0u(f2) es una linea compuesta por segmentitos que no se cierran. Con
lo cual, la medida de du(2) es cero.

4.3. El problema de Dirichlet No Homogéneo

Sea 2 un conjunto acotado y convexo, p una medida de Borel en 2 y
g € C(09). Llamemos

F(u,g) = {v e C(Q):v es convexa, Mv > pen Q, v=gen dN}

con Mv la medida de Monge Ampere asociada a v.
Supongamos que F(u,g) # 0y sea v € F(u,g). Asumamos que § es estri-
camente convexo. Por el teorema de Dirichlet Homogéneo, sea W € C(Q2) la
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Unica soluciéon convexa de MW = 0 en Q y W = g en 0. Tenemos que
0=MW < u< Mven vy, por el principo de comparacién, tenemos que
v < W en . De esta manera,

Teorema 4.2. Teorema de Dirichlet No Homogéneo
Sea Q@ C R™ un abierto, acotado y estrictamente convezo, i es una medida
de Borel en Q2 con u(?) < oo, y g € C(99Q).
Entonces, existe una tinica funcion u € C(Q) tal que es una solucién convera
al problema
Mu=p en

u=g enof)

Demostracion. Dado E C €2 boreliano, definamos
N

w(E) =" aixe(®:).
i=1

I) Afirmamos que F # ()

Sea w € C(Q),w convexa de manera que

Mw=0 en{

N
w=g-— E bilxr — x;| en OQ.
i=1
donde diremos después quien es b;.
Como g es contin ua y b;|x — x;| es continua para todo i =1,..., N, w es
suma de funciones continuas.

N . . .
Sea v =w + ) ;" bjlx — x;|. v es continua por la misma razén. Entonces,
v e C(R), v=gen Q, ves convexa por ser suma de convexas y

N N
Mv > Mw+ M (Z bilz — xi|> =Muw+> M (bilx — z;]) =a
i=1 i=1

N N N
ZM(MT —z]) = beVwN(SXi =2 Zai5><i =L
i=1 i=1 i=1

Donde

s x! Mw = 0 porque asi lo pedi.

2

= x° wy es el volumen de la bola unidad de dimensién n, entonces

1

Wwy = a;,b; = (L)W

wN

Luego, tenemos que v € F y, por lo tanto, F # ().
Ahora bien, sea U(x) = sup{v(z) : v € F}.
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ITI) Afirmamos que U € F.

Sea w € C(Q) convexa, que resuelve
Mw=0 en{)
w=g¢g en Jf)
Decimos que U < w en 2. En efecto, sea v € F. Entonces, tenemos
Mv>pu>Mw=0en )

v=g=w en Jf)

Entonces, tenemos que v < w, Yv € F, Vx € Q. Esto sale porque que
Muw se puede interpretar como que “no tiene pancita” y v si, por ser
convexa. (O, més técnico, por el corolario 3.1) Luego, si tomamos supremos,
conseguimos que U(z) < w(z), Vo € Q.

Ahora, si tomamos vy € F, entonces vo(z) < U(z) < w(x), Vo € Q.
Ademés, tanto vy como w pertenecen a C(Q) y vg = w = g en 9§2. Luego,
conseguimos que U € C(Q) y U = g en 0f).

Por otro lado, para ver que MU > p, es suficiente ver que MU ({z;}) > a;
con los a; de

n= Zzl\il a;XE-

Sin perdida de generalidad, veremos que MU ({z1}) > a1 y los demés salen
igual.

Sea v, € F de manera que v,(z1) = U(z1) cuando n — oo. Como

Muv,, > p entonces M, (1) > u(x1) = a1 y ya que v, € F, conseguimos
que U > v, en €.

Ahora bien, decimos que NS, U dug (1) C OU (21).

En efecto, si p € N5, U2, Qug(x1), entonces Vn,3 k, > n tal que
p € Ovy,,. Entonces

U(z) > vk, () >4 vg, (1) + (p,x — 1), VX €Q

donde ! es porque p € duvg,. Ahora hacemos n — oo y conseguimos
U(z) > U(x1) + (p,x — x1), con lo cual p € U (x1). Y asi,

oo

|OU (21)] ﬂ U v (z1)] = 11m|U8vk (z1)| >
k=n k=n

lim sup{|Ovg(z1)| : k > n} > Muog(z1) > aq

n—oo

Y de esta forma, conseguimos que MU > pu.

Con lo cual, queda demostrado que U € F.
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ITIT) Vamos a ver que MU < p.

Veamos primero esto. Dado un F C €2 boreliano, tenemos que
MU(E) =sup{MU(K) : K C E, K compacto}

Si resulta que EN{z1,...,zny} =0 con x;, i =1,...,n los que cumplian
que U = Zfil a;0z, vy como K C E es compacto, entonces tenemos que
existen B, (y;) tal que K C UM, B, (y;) v B, (y;) N {z1,...,ax} = 0.
Luego, MU(K) < Z;Vil MU (B, (yj)) = 0. Ahora bien, vamos a ver que
MU(BGJ' (yj)) =0, Vj.

Sea xy € ) de manera que xg # x;,i = 1,..., N. Tomemos r que cumpla
B(zo) N {z;} =0, Vi.
Sea w una funcién que resuelve

Mw=0 en B.(z9)
w=U en 0B, (xp)

Por un lado, tenemos que MU > pu > 0 = Mw y, ademas, U = w en
0B,.(xg), por el principio de comparacién, U < w.

Definimos ahora
_Jw(z) =z € Br(x0)
V(@)= {U(:p) x € O\B, (o)

Resulta que U < V.

Veamos que V € F.

V es convexa por combinacién de convexa.
V = g en 09, sale a ojo.

MV > u: En efecto, dado E C €,

MV (E) = MV(ENB,(20))+MV (E\By(20)) = Mw(ENB,(20))+ MU (E\B,(z)) =

04+ MU (E\B,(20)) > 0+4(E\B,(20)) >4 (BB, (v0))+1(E\ By (20)) = u(E)

donde +! es porque p es una medida, asi que es mayor o igual que cero en
un conjunto. Tomo el conjunto que me conviene.

Por lo tanto, V estd en F. Asi, V < U. Con lo cual, U = V.

De esta forma, concluimos que, dado un punto xg y una bolita B,.(zq) de
manera que esa bolita no tiene dentro a ningin x;, MU (B,(xy)) = 0. De
esta manera, B, (y;) entran en estas condiciones.

Por lo tanto, MU(E) = 0 y asi podemos afirmar que la medida MU estd
concentrada en los puntos x1,...,xn, es decir, que MU = Zf\il bidz,,
para ciertos b;.

Ahora bien, con esta concentracién y con el resultado que MU > u donde
= Zf\il a;0,, podemos afirmar que b; > a;, Vi=1,..., N.
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Para demostrar lo que queremos ver, supongamos por contradiccién, y por
cimplicidad elijamos la primera, que by > a; > 0.

Construiremos v € F de manera que v(x1) > U(z1) y esto no podrd ser
porque U es supremo.

Como |0U(x1)| = by > 0y OU(x1) es convexo, tenemos que tiene interior
no vacio, asi 3 Be(pg) C OU(x1), entonces U(x) > U(zy1) + (p,x — x1),
Vp € Be(po), Vo € Qysea Ss(z1) ={x € Q:U(x) <l(x)+ d}. con

l(x) = U(z1) + (po, z — x1). Notemos que Ss(x1) C B,(z1) donde definire-
mos mas adelante quien es 7.

Esto vale pues sea z € Ss(x1), entonces para x € ) vale que
(p,z—21)+U(z1) < U(x) < l(x)+4. Entonces, (p,x—x1) < (pg, z—Tg)+0
por la definicién de I(z) y as{ (p — po,z — z1) < 4.

T—T1
|z—z1

SeaxeQyp=py+e

- Entonces,

0

fr—m|<d=>|lr—m|<—-=7r
€

Por lo tanto, para § chiquito, Ss(x1) N {x1,...,zn} = 0.
Ahora bien, para 5 > 0, definamos

U(z) —I(x) )

o(w) = 175 —1+ﬁ+l(x)+5 x € S5(z1)
U(x) x € Q\Ss(z1)
Ss(zy) U
Iz)+6
o (=)

Si x € 095(x1), tenemos que U(z) = I(z) + 6.

1

0
Uley) — ey 0 z@g+5:zug+5(1—1)=

T+ 3 1+5 "

’U({El) =41

+8
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Ula1) + 6 (1 - 1+15> >0 Ulzy)

porque

» x! es porque U(z1) = l(z1)

1
. 5(114‘3)20

Y ademsds, si x € Ss(z1), tenemos v(zx) > U(x) siy solo si

Ux)—l(z) 0 N
1+8 143

l(x)+ 6 >U(x).
Haciendo &algebra, conseguimos que

I(2) (1_1-i-lﬁ>+5<1_1+1ﬁ) > U(z) <1_1+1ﬁ)

si y solo si l(z) + ¢ > U(x) que esto ya si pasa.
Por lo tanto, v es convexaen , v € C(Q), v=gen I ysi E C

Mv(E) = Mv(E N Ss(x1)) + Mv(E\Ss(x1)) + Mv(0Ss(z1)) =4

Mu(ENSs(z1))+Muv(E\Ss(21)) >,2 M (1-1-Uﬁ> (ENSs(x1))+MU(E\Ss(z1)) =

<1+15> MU(ENSs(21))+MU(E\S5(21)) >, <1+15> MU(ENSs(x1))+1(E\Ss(1)) =44
I BV E\S. > b N > S >
(14—6) (z1)+u(E\Ss(21)) > W-F; a;iXE(Ti) >4 a1+i§:; aixe(x;) >

N
Z aixe(zi) = p(E)
i=1

con *! es porque la medida de un borde, al ser de una dimensién menor,

es nula, % se consigue, al cambiar v por lo que es realmente, estoy en
medida, saco las constantes y tomo el maximo, x> es lo que ya habiamos
demostrado antes, x* es porque la medida estd concentrada en esos puntos
y %% es, como by > ay, elegimos 3 tal que secumpla la desigualdad.

Conclusién, tenemos que Mv(E) > u(FE).
Por lo tanto, v € F, pero v > U, con lo que es absurdo.

Asi queda demostrado que b; < a;, Vi, con lo cual, lo traducimos a que
MU < p.
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La querida y bendita unicidad. Por suerte, esta es mds facil. Supongamos que
no es Unica. Que tenemos V' tal que

VeCH)
MV =pu enf
V=g en 0f)

Luego, de esta manera, tenemos que

=MV en (2
U=g=V en 0f)

con lo cual, caemos de lleno en las hipotesis del corolario 3.2. Por lo tanto,
concluimos que U =V en (2, quedando asi la unicidad.
De esta manera, queda demostrado el teorema.
O

Ya vimos como se resuelve el caso donde tomamos una medida p de manera
que se puede descomponer en suma de masas delta. Lo que veremos a continua-
cién, es que podemos descomponer de cierta manera cualquier medida y hacerla
ver como una descomposicion de sumas delta y, de esa manera, caemos en el
caso de aca arriba.

4.4. Llegando a una descomposicion de masas delta

Lo que nos interesa ver ahora es definitivamente que
Mu(E) = [, f(x)dz = p(E), con f de manera que A < f <AenQ, u:Q— R,
Q CR".

Muy bien, veamoslo de la siguiente manera: cubrimos a €2 con cubitos de la
siguiente forma: Primero consideramos un cubo ) de arista R tal que 2 C Q.
Esa es la “generacién” 1. Luego, dividimos al cubo en 3 partes iguales en cada
coordenada, consiguiendo 3™ cubitos. Esa es la “generacion” 2. Luego, a cada
uno de esos cubos, lo dividimos nuevamente en tres partes iguales cada coorde-
nada. Asi, conseguimos 32" cubitos. Esa es la “generacién” 3. Asi continuamos
haciendo esas particiones. De esta manera, en la generacién N, tenemos 37V —1)
cubitos. Llamamos a esos cubitos Q% donde N representa la “generacién” y el
1 la enumeracién que le ponemos en esa “generacién”. Estos cubitos, cumplen
con la siguientes propiedades:

» QC QY parai=1,... 3(N=1) para toda generacién N.
» |Q%] — 0 cuando N — cc.

Sea
gn(N-1)

fN ; [z ),|Q| ;

a;
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donde z; es el punto del centro de cada ;. Lo interesante de esto, es que en
cada generacién, agregamos mas puntos centrales de cubos, pero nos quedamos
con los mismos. De esta manera, si tomamos limy_,.,, nos quedariamos con
todo R™.

Ahora, a lo que nos compete. Consideremos Muy = pun y, a cada una, uy
de manera que uy = g en 02

Por un lado, ya que uy = g en 92, VN, tenemos que

s
un (2)] < mdx |g(z)],

afirmando que cada uy estd acotada por arriba.

Equicontinuidad de uy(z): Queremos ve que las funicones ux son equi-
continuas, para as{ poder usar Arzela-Ascoli. Es decir, queremos ver que dado
e>0yzo€Q, 35> 0,0(x) :

lun (7) — un(z0)| £ M, Vo € Bs(x) C Q, VN.
Recapitulemos lo que tenemos:

unN € O(ﬁ) VN

uy =g en 09, YN

uN es convexa
[Oun ()] < C VN, donde C no depende de N

I) zp € 00)
Sea zy € 0. Entonces, tenemos que upn(zg) = g(xg). Tomemos ahora
x € 01). Entonces, tenemos que

g(x) > g(xo) — e — Alx — ¢, &), Yo € ON0.

Esto significa, tomamos un plano de manera que pase por xy y cuando
entre en “la zona” de (2, pase por abajo. La matriz A no da la inclinacién.
Ahora, sea

w(z) = un(z) = (9(x0) — € — A{z — 20, ).
Tenemos que w(x) > 0y, debido a que uy(z) es convexa y
g(xg) — € — Alx — g, &) es un plano, w(z) es convexa.
Llamemos Qg := {z € Q:w(z) =0}. La inlinacién que tomamos es a
propésito para asi Qp # 0. Ademds, tenemo que w(x) = 0 con z € 9.
Asi, usando Alexandrov

w(x)|" < Cpdist(z, 0 ) |0w (2o T = w(z)|" < Cpdist(xz, 08y) —>2
"< Chd 0Q0) [0w ()| A" "< Chd o0
|w(x)|" < Cpdist(z,00) =, Jw(z)| < Cndist(x,aQ)%

donde %! meto todas las constantes salvo la distancia en C,,, ¥ es debido
a que Qp C 0y > es pasar la potencia.
Con lo cual, tenemos que

w(x) > —Cpdist(x,00) W
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Y asi, tenemos que

un(x) — glxg) > —e — Alx — x0,§) — Crdist(z, 69)%.

UN(:E())

Pero, tenemos que
—e — Az — 0, &) — Cpdist(x, 89)% < —e— Alr — x0,§)

ya que el primero es “mas negativo”, porque la distancia es positiva y
C,, también es positiva siempre, ya que es la contante que le gana a un
modulo. Luego, tomamos é de manera que

» Alr —x0,8) < §

= y, en el plano, en lugar de ¢, tomamos 3.

Por otro lado, tomamos ahora el plano que, en “la zona” de §2, se va “por
arriba”.
g(x) < g(xo) + e+ Alx — g, &), Vo € 0.

Entonces,
un () < g(wo) + €+ Az — x0,§) = un(x) — g(zo) < €+ Alx — 70, )
Nuevamente, tomamos ¢ de manera que

. A<.’E—:L'O,€> <§

= y, en el plano, en lugar de ¢, tomamos 3.
Asi, consluimos que uy es equicontinua en Of).

II) Xy € Qo)

Sea xg € Q°. Tomemos 6 > 0 tal que Bas(zg) C 2°. Ahora, tomemos
p € Qun (&) para & € Bs(zp). Ahora bien, tenemos lo siguiente

un(z) > un(Z) + (T, — &), Yo € Q°,

en particular, para xo, y, como |uy(x)| < M (consideramos M la cota de
la funcién en la bolita de radio §), entonces

2M > un(w0) — un(Zo) > (P, 0 — £)
tomamos los dos términos de los extremos y asi
2M > (p,xo — &).

Ahora bien, escribimos g = 2+ I%Ié y reemplazamos en el producto interno

oM > (p,  + “%6/2}
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y asi
2M R
5 = D)

Perfecto, esta cota nos va a ayudar.
Tomemos T € Bs(xg) y, tomemos

D€ Oun(T) po € un(xg).
De esta forma, tenemos que
un(z) > un(zo) + (po, z — 20), Vz €

un(x) > un(Z) + (D,x — ), Yo € N
y, en particular, intercambiamos los roles

un(T) > un(xo) + (po, T — xo)

un(zg) > un(T) + (P, xo — T).
Tomamos la primera de ellas. Pasamos para el lado izquierdo la funcién
un (T) — un(xo) = (po, T — o)
y asi, usando la definicién de producto interno
un(T) — un(2o) = |pol|Z — zo| cos(0) = [pol[T — xo|(—1)
Nos quedamos con los extremos
un(T) — un(zo) = —[pol|T — 2o

y usamos la cota que vimos arribita

2M
un (@) = (o) = ~lpoll7 — wo| = —=-[7 — w0l

Ahora bien, tomamos la segunda de las desigualdades. Haciendo los mismos
calculos

2M
un (T) — un(zo) < [Pl[T — wo| < TW*CEOL

Con lo cual, concluimos que

2M
juy (@) = (wo)| < =7 = ol

De esta forma, por como elegimos a T, tenemos que

2M

v (7) = a0)| < S5l o < 04
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Por lo tanto, por el teorema de Arzela-Ascoli, tenemos que 3 una subsucesion
uniformemente convergente. Abusando de la notacién, la llamaremos también
UN-

Continuidad de u: Es gratis, ya que tenemos que la sucesién de funciones
upy que converge uniformemente, son todas continuas.

Falta corroborar que |0u(F)| = u(E), VE C Q,F abierto. Usaremos de
referencia el lema 3.4.

Dado un abierto O C R™, tenemos que

|0u(O)] <41 liminf |Ouy (0)| = liminf pux (O) =42 p(O).
N—o0 N—o0
De esta manera, tenemos que

|0u(0)| < 1(0).

Nos falta ver que
0u(0)| = p(O).

Para ello, veremos que, dado € > 0,

0u(0)| > /O F@)da — e

Primero, veamos las siguientes observaciones auxiliares.
Observacién 4.1. limy_, [Oun(O)| = [, f(z)dz, YO C Q

Observacion 4.2. Dado € > 0, JU abierto, tal que
U CU C O que cumple que

Aﬂ@M>Ajw—a

Estas observaciones, mirandolas fuertemente, son ciertas. A lo que nos com-
pete.
Tomemos un abierto @ C R™ abierto. Entonces,

|0u(O)| >, |Out)] >,2 hmsup|8uN( )| >
N—s

hmsup\auN )| =44 /f )dx >*5/ f(z)dx — €
N—
donde:
» «! es usando la segunda observacién en la construccién del conjunto If;
» %2 es por la convergencia;

3

= x> es usando la segunda observacion en la construccién del conjunto U;
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s x* es usando la primera observacion;

5

= *x° es usando la segunda observacion.

Asi, conseguimos que, dado € > 0,

10u(0)] > /0 f(x)da

para todo abierto, y, tendiendo € a cero, se consigue que
0u(0)] = [ f)da.
o

4.5. Ejemplo 2

Volmamos al caso del poligono para ver algo interesante con el asunto del
valor de la medida del subdiferencial. Lo interesante, es que esto es un modo
bastante constructivo de como crear una funcién de manera que obtengamos la
medida del subdiferencial que queramos, manteniendo los vértices dados.

Teorema 4.3. Sea G un poligono de R™ convexo y g € 0G, lineal en las caras
de G (que es el borde de G). Dados x1,22,...,2n € G y 01,02,...,0, € R
entonces, 3 u, tal que

= U es convexa.

» u e C(G).

= u=g en JdG.

v [Ou(zy)| =0k conk=1,2,...,n.

La siguiente demostracion es sélo esquematica,ya que las cosas de rigor se
realizardn mas adelante.

Demostracion. Sea | una funcién afin y sea

w(z) = sup{l(x) : I < g en 0G}.

Por el teorema de Dirichlet homogeneo, tenemos que |Qw(E)| = 0, para todo
E C G,y w=gen dG. Armemos el vector @ = (aq,...,a,), elijiendo
ar < w(zy), Vk.

Definimos

ug(z) = sup{l(z) : 1 < g en 0G,l(zx) < ap,k=1,...,n}.

Sea
W ={a eR": |Oug(zg)| <Ok, k=1,...,n}.

Tenemos que W esta acotado por abajo. En efecto, supongamos que no. Sin
perdida de generalidad, supongamos que dy tal que tiene una coordenada que
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no estd acotada por abajo, la coordenada ay,. Pero entonces, consideremos el
cono I' con vértice en ug,(zk,) y la base que sea g. Ahora bien, uz, es una
funcién convexa, y, a ojo, nos damos cuenta que I' > ugz, en G, y en 0G, vale
menos o lo mismo. Por el principio del maximo, conseguimo que

OT(G) C dug, (G)

y entonces
0T (G)] < |Oua, (G)].

Sin embargo,
O0(G)| = |Beg (20|

con A el diametro de G. De esta manera, al suponer que W no estd acotado por
abajo, podriamos “incrementar” el tamafo de ay, todo lo que queremos, pero,
si resulta que
|ak,| > méx {6;}
i=1,...,n

se saldria de W, ya que no habrifa forma que no se pase el valor de |Qugz,| < O, .
Ahora, definimos ¢ : W — R dada por

@) =a1+...+ an.

Ahora bien, tomemos infzew ¢ = (@) y tomemos la funcién ug ().
Resulta que ug € C(G), ug = g en 9G.
Ahora, si ug cumple que |Qug(zk)| = Ok, para todo k, lo logramos.
Ahora, supongamos que |dug(xg,)| < Ok,, entonces definimos
a=(a1,az,...,a5, —0,-..,5,)
y asi, conseguimos que |Ougz(zk, )| < 6 y las demas se mantienen igual. Elejimos
el 6 de manera que sea igual en esa coordenada y, por la continuidad de ¢,
tenemos que a € W O

4.6. Ejemplo 3

Veamos en un ejemplo nimerico como se usaria esta idea. El asunto de variar
las alturas como modifica al subdiferencial.
Sea f : R? — R definida por

—22—-2 (z,y) €[-1,3] x 22+ 1, -2z — 1]
fley) = y—1 (z,y) € {[FE, 5] x [0, 1] U[-1, 5] x [-22 — 1, 1] U [3,1] x [22 — 1,1]}
= 2w—2 () e[t 1) x [~20+ 1,20 — 1]
—y—1  (z,y) e {[F 4] x [-1,00U[-1, ] x [-1,22 + 1] U [§,1] x [-1, =2z + 1]}

La funcién es pegar planos. La forma que tiene esto es como un conteiner y
aplastamos en el eje x la base. Esta funcién f tiene dos vertices en los puntos
(52,0) y (1,0), y la altura de cada vértice es —1.
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En cada lado, es diferenciable, asi que el subdiferencial es facil de sacar, es
asi:

(0.1)

(=2,0) (2.0)

(0.-1)

l05(@)] = 4

La medida del subdiferencial es el drea de esto, que es 4.

Ahora, vamos a variar una altura en uno de los dos vértices, el vértice en
el punto (_71, 0). Subimos la éltura en ese vertice, lo subimos a (_71) y, ahora,
aparecen nuevos planos, debido a la inclinacién del nuevo vértice. La funcién
resultante es

—z—1 (z,y) € [-1, 5] x 2z + 1,2z — 1]

22 — 2 (z,y) € [3,1] x [-22+ 1,22 — 1]

y+1 (z,y) € [FL+ 3,4 % [0,1]
g(z.y)=q-y—1 (z,y) € [ + 3,5 x [-1,0]

-z y 3 _

92 _1_7 (xay)e[yTlv%+%]x[_l?0]

—r Yy —y—1 -3 , 1

5 T171 (z,y) € [%5—, 5 + 3] x[0,1]

la funcion, nuevamente, es pegar planos.
(Una representacion vista desde arriba como seria la funcién. Es complicado
de dibujarla explicitamente)
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N

5
™
.

(-1.1,0) (1,1,0)

R
<

(=1,-1,0) ‘ (1,-1,0)

1 z ¥y 3 1

©.1)

@n T

(0,-1)

1
Dg(Q)| = —
9(2) = 3

Esto claramente muestra como moviendo las alturas, el grifico y la medida
del subdiferencial se modifican. Asi, podemos mover las alturas para llegar a la
medida que buscamos.
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5. Normalizacién y Comparabilidad

La idea de normalizacion se refiere a la contraccién de un conjunto, respetan-
do cierto tipo de propiedades. Aqui primero damos una idea general de como se
consigue esto, para luego poder usarlo tranquilamente. En cuanto a la compara-
bilidad, vemos cual es la relacién directa que hay entre la funcién que resuelve
el problema, con su subdiferencial en todo el dominio. Esto es util, ya Caffarelli,
usando esto, logré mejorar la cota en el principio del méximo de Alexandrov.

5.1. Elipsoides de volumen minimo

Definiciéon 5.1. Un elipsoide centrado en el punto xg es el conjunto de la
forma
E(A,z0) = {2z : (A(z — 20), (z — 20)) < 1}

donde A es una matriz de n X n que es simétrica y definida positiva. El volumen
de E(A,xq) es

W,
vdet A

considerando w,, es el volumen de la bola unidad en R™.

|E(A, zo)| =

Lema 5.1. Sea S C R™ un conjunto convexo.

a) Asumamos que existe xg € S tal que Br(xg) C S y consideremos la clase Fy
de todos los elipsoides con centro en xg que contienen al conjunto convexo
S. Entonces Fy tiene un elipsoide de volumen minimo.

b) Asumamos que S tiene interior no vacio y consideremos la clase Fide los
elipsoides que contienen al conjunto convexo S. Entonces Fy tiene un elip-
soide de volumen minimo.

Demostracion. a) Sea E(A,xq) un elipsoide conteniendo S, A = (a;;). Enton-
ces, Br(zo) CS C E(A,z0) y

1

laij| < i

En efecto, si £ es un vector unidad, entonces z = xg + R € Br(xg) y como
Bpg(zg) C S obtenemos que

(A2,€) < =, VIEl =1,

y conseguimos la desigualdad. Ya que S C E, tenemos que
|E(A,z0)| > |S| > Br(zp) >0.Sea K ={A € R"™":SCFE(A,x0)}, y

, Wn
a = inf .
A€K /det A
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Tenemos que a > 0 y existe una sucesiéon A,, = (ag’;) € K tal que

“n s . Como cada elemento estd acotado, existe una subsecesion con-
Videt A
vergente a;;* — af; cuando k — occo. La matriz Ay = (af;) es simétrica

porque cada una de las matrices anteriores es simétrica y, como cada una
de las sucesiones (a;;*) = a7;* tienen los mismos limites, y A9 > 0 porque
A, > 0. Ya que a > 0, despejando tenemos que det Ag > 0 y entonces Ag
es definida positiva.

Por lo tanto, el elipsoide buscado es E(Ag, xo).

b) Sea E(A,z1) un elipsoide conteniendo a S, A = (a;;). Ya que S tiene interior
no vacio, existe Br(z2) C S. Entonces, Br(x2) C E(A, z1). Como E(A, 1)
es un elipsoide, Br(z1) C E(A,z1) y, como antes, tenemos que |a;;| < %.
Si |z1] — oo, entonces |E(A, z1)] — co. Luego, es suficiente considerar que
|x1] < M, con M suficientemente grande.

Sea K' = {(A,z1): S C E(A,z1;|z1| < M)} y

a= Inf |E(A, x1)].
it |B(A, )]
Resulta que a > 0 y, de esta manera, procedemos como en el caso anterior y

obtenemos el elipsoide deseado.
O

Teorema 5.1. Si Q2 C R”™ es un conjunto convexo con interior no vacio y E es
el elipsoide de volumen minimo conteniendo ) centrado en el centro de masa
de (), entonces

ap,E CQCE,

donde o, = n=3/% y aF se refiere a la a-dilatacion de E con respecto a su
centro.

Demostracion. Usamos una transformacién afin para poder suponer que E es
la bola unidad con centro en el origen, y asi el centro de masa de 2 es 0. Rotan-
do las coordenadas, podemos asumir que la distancia entre 0 y 0f), denotada
dist(0,002) = 0 = xg, con g = oe; € 02, 0 > 0y ey el vector unidad en
la direccién z; > 0. Como €2 es convexo, tenemos que el plano 1 = ¢ es un
hiperplano soporte para €2 en el punto xg. Si movemos el plano 1 = o de forma
paralela en la direccién de x; negativo, obtenemos un plano II que es el hiper-
plano soporte a Q en el punto P € 9Q NI y I1 = {x; = —u} para algin p > 0.
Consideremos el corte S = {x € Q : z; = 0}, y sea I" el cono con vertice en el
punto P, pasando travez de S y contenido en la porcion de —pu < x1 < 0.
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|

El centro de masa de I' es

() = %/dex

Dado t,—pu <t < o, sea S la porcién de T pasando a través de (¢,0,...,0)
y perpendicular al eje x;. La porcién S; se obtiene al dilatar S con respecto
al punto P, esto es S; = t‘r—L“S . Luego, por similitud, tenemos que el Area de

n—1
S = (HT”) A(S) donde A(S) es el drea de S. Asi, si ¢; es la componente de

x1 de ¢(T"), integrando en las porciones tenemos

1 T\t
c:—AS/ t() dt.
VR A

Notemos que como {2 tiene centro de masa en el 0, I' N () tiene centro de
masa a la derecha de §, pues 'NQ C T y el cono T tiene el centro de masa a
la derecha de S, esto es ¢; > 0

o t n—1
/‘t(+ﬂ) dt > 0.
— o
Haciendo el siguiente cambio de variables, obtenemos
I U
“
w dt =dwp
" l=wp—p
y los limites de integracién
s t=—p—w=0
o+ u
1

mt=0—w=



5 NORMALIZACION Y COMPARABILIDAD 46

Consiguiendo
otp

/ ! (wp — p)w™ ™ pdw > 0.
0

Resolviendo:

otp otp otp

/“’ Man_MQw'rL—ldw:/ ® Mandw_/ H MQ,wn—ldw:
0 0 0

n+1 n
() (55) - () (55) oo
n+1 n n "

Y despejando de ahi, tenemos que se cumple

>

T Ia
3=

Ahora, consideremos

Sp{(r,2") : —p < a1 < 0, |2')> < 1— 23},
y el elipsoide
2 712
zi |2
EO = {(II]l,.’E/) N ;; + b2 S 1}7

donde p < a < 1 < b. Decimos que si p < ﬁ, entonces existen a,b tales que
Q C Sp C Eyy |Eo| < |B1(0)|. Lo cual, lleva a una contradiccién con el hecho
de que E es el elipsoide de volumen minimo.

En efecto, asumamos que p < ﬁ

= QCSp

Sea x € ). Descompongamos a x discriminando la coordenada del eje 1,
escribiendo « = (x1,2’). Por un lado, tenemos que —p < 27 < o ya que
en 1 = —p y en 1 = o tenemos dos hiperplanos soporte de 2. Solo falta
ver que |2'| < 1+ 2%. Supongamos que no, que |z’| > 1 + z%. Entonces,
tenemos que |2|> + 22 > 1, con lo que conseguiriamos que |z|> > 1. Lo
cual es absurdo, pues 2 C B;(0).

Por lo tanto, Q C Sp.

= Sp C Ey
Como p > o, (porque asi tomé la distacia del origen al borde) tenemos
que
2 12 2 2
x5 || vy 1—xf
et et -
1 11\ , 1 11\
pil\e )" et e )=
2 1— 2
wo 1o
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Tenemos que Sp C Ey si &5

2,1 2
abZZ‘la(Z%:g).

Ademas, |Ep| = ab™ 1| B1(0)], y entonces |Ey| < |B1(0)| es equivalente a
que ab™~! < 1. Entonces, queremos elegir a, b tales que

u<a<l<b,
y, cuando elevo al cuadrado la segunda desigualdad de b, también queremos

que
21_ 2 1 %
M<b2<(> .
a? —pu a

2
1— 1
Tenemos que aa(2 ”2) < (L) 51y801081a —u? — Rt “1(1— p?) > 0.
2n
En efecto, primero vemos que a 20751 = "Va2a2q—2 = qn-1. Con este

calculo auxiliar, conseguimos lo siguiente:

21— _ (1\77
2 7 <\
a? —p a
si invertimos la igualdad y pasamos el a?

2 2
a” — n
M >an2—1

1—pu?

a? — p? > a7 T (1 — i)
y paso todo para el lado izquierdo. Volviendo a lo anterior, consideremos
la funcién, f(t) =t — p? —t»—1(1 — ,u 2) (vemos a t = a?). Tenemos que
f(1) =0y f(1) =1—-"5(1 - p?). La suposicién de que p < ﬁ,
es equivalente a que f'(1) < 0. Asi, f(¢) > 0 para ¢t < 1, cercano a 1.
2 2

Eligiendo t = a? < 1 obtenemos que %7:2) < (&) vy asi, elegimos
b? > 1 de manera que se satisfaga

a2(1 — /“‘L2) < b2

B 1\ o1
a? — p? a '

Luego, llegamos a la contradiccion que E es un elipsoide de volumen minimo.

Con lo cual, tenemos que y > ﬁ Luego, volviendo a la desigualdad g >1

n )
entonces

Por lo tanto, Sg C Ejy.

O’> 1 1
I ”\f n?

Por lo tanto, o > 3 , con lo que queda demostrado el teorema. O

o

1
n

3=
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5.2. Normalizacién y comparabilidad

Sea Q2 C R™, Q2 C E un elipsoide. Sabemos que podemos hacer lo siguiente:
tomamos E)  de manera que F) C Q C E.

Tomemos T una transformacién lineal que manda zy € €2 en el punto 0 y
que T'(E) = By1(0).

E={z:(A(x — ), (v —m0)) < 1} = {x : (YAY (z — 20), (x — 20)) < 1}

{2 (A2 (z — 20), A2 T (z — 20)) < 1}.

Donde T y T? son las matrices de la descomposicién en diagonal.

Asi, tenemos de forma explicita a T como Tx = A%Tt(:z: — ). Luego,
conseguimos que {z : (T'x,Tz) < 1} y tenemos que |Tz| < 1 con lo cual queda
demostrado que T manda a la bola unidad.

Ahora bien, tenemos que

A1 0
0 An

donde tenemos que Y .~ ; \;y; = 1. Cada A es cuanto se “estira” en cada corrde-
nada. Asi, lo escribimos de esta manera.

7

(%)

Definicién 5.2. Dada Q@ C R", y una aplicacion T como la de arriba de
manera que By, (0) C T(Q) C B1(0). Decimos que T(R), el cual denotamos 0*
es Omega “normalizado”.

Ahora, dada u : Q@ — R convexa con A E| < Mu(E) < A|E|, queremos
u* : Q* — R convexa que también se cumpla A\|E*| < Mu*(E*) < A|E*|, en
ambos casos para todo E C Q y para todo E* C Q* respectivamente.
En pocas palabras, tenemos una u con su medida de Monge-Ampeére dominada
y queremos ver si la nueva u* tambien puede estar dominada.

Muy bien, comencemos. Para u, sucede que Mu(E) = |0u(E)|, entonces

u*(y) = Bu(T™'y) = Bu(TAT y + o)

pues .
AzYHx —z0) =y

Tz — x9) = A%ly

x—xozTA%ly
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T = TA%ly+x0

y por ser combinacion de cosas convexas, es convexa.
Ahora, vallamos por la dominacién de la medida. Sea T = T—1(
Dado p € du(T), tenemos que

7).

u(z) > u(@) + (p,x — T).
Multiplico por By pasoa T 'y =2
Bu(T~ty) > Bu(T~'9) + B(p, T~ (y — 7))
u*(y) = u* (@) + B, T~y —9)
w(y) > w* (@) + B, TAZ (y - 7))
w*(y) > ut(y) + BAT Ylpy —7)
w(y) > (@) + (BAT Y'p,y — 7).

De esta manera, si llamamos ¢ = ﬂA%l Tip, tenemos que q € u*(¥). Entonces,
calculando la medida de u*, tenemos que

1

* * . u n ]'
Ame>—w<mwiﬁ;7iw4

Luego, para calcular la dominada de la media de Monge Ampere de u*,
n

: . . B
primero multiplicamos a cada término por ———— a Mu(E), con E C Q.
Hi:l VA
NE e — < Mu(B) = < A|B| ="

T v [T v |JHEEVAY

Ahora bien, en los terminos extremales multiplicamos y dividimos por |E*| y
metemos dentro de u toda la porqueria para transformar y tenemos

g p"
MEY | =——=|F| < Mu(E*) < A|E*| =—F~=|E]|.
P A = A

Veamos ahora un poco esto.
E* =T(E) = A2T'(E — x0), con lo cual, |E*| = (det A)2|E|. Entonces,
|E*| =TI}, VAi| E|. Concluimos asi, que
1 |E
[T va B
Reemplazando antes, llegamos a que
Bn Bn
= < Mut(E") < A|EY |-
[Timy A [T A

Asi, conseguimos la dominacién de la medida de Monge Ampére para u* en
Er C Q.

A E|
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Teorema 5.2. Sea Q@ C R™ conjunto convezo y sea af) : {ax : © € Q} su
normalizacion. Sea u € C(Q) conveza y u = 0 en 9, y tal que la medida de
Monge Ampére esté dominada, es decir, \|E| < Ou(E) < A|E| para todo E C Q.
FEntonces, tenemos que

Cilminu(e)[* < Mu(Q) < Co minu(z)["
donde Cq,Cs son constantes que solo dependen de la dimension, de a y de la
dominacion de la medida.
Demostracion. » C1|mingequ(z)| < Mu(Q)
Por el principio de comparacioén de Alexandrov, tenemos que

lu(z)|™ < Cpdist(x,0Q) Mu(Q)diam(Q)" !

Como € estd normalizado, el didmetro de €2 es menor o igual que 2, asi
que lo metemos dentro de la constante C,,. Tambien, como vale Va € Q la
desigualdad, tomamos minimo y conseguimos que

| ml'g u(z)|"* < Cpdist(x, 0Q) Mu ()
zTE

y también, la distancia al borde la puedo acotar por el didmetro, lo meto
en la constante, paso para el otro lado y tengo

Ch minu(z)|" < Mu()

que era lo que queriamos demostrar.

» Mu(R) < Co| mingeq u(x)|™

Sea x € 9(af). Consideremos T un punto en 9. Vamos a trabajar con
| —Z|. Llamemos & al punto en 92 donde se consigue dist(x,0f2). Ahora,
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unamos T y Z con una linea y sea xy un punto de esa recta que esta por
fuera de €.

Ahora, armamos el tridngulo con vértices en 0, T, xg, €l cual es un triangulo
semejante al tridngulo de vértices en x, 7, Z. De esa manera, tenemos que

|T—z|  20—0

T—2] T-0

y despejamos
N T—x
|7 — x| = |xo| —— =a
T

Lo

1
woll1 = | = (1 -0)

S]]

donde *! es porque = = ZTc, entonces 1 = Za. Asi,

a < 1.

z _ 2
- = 2. Y »* es porque

Y como (2 estd normalizado, sabemos que Bg, (0) C €,
tenemos que |zg| > B,. De esta forma, reemplazamos en la tltima de-
sigualdad y tenemos que

%o Bn
l—a)>—(1-
1) > (1 -a)
Entonces, con esto, conseguimos que
. B
dist(a2,00) > —(1 — a).
«

Ahora, sea xg € Q2. Como {2 es un abierto, podemos elegir R tal que
Bagr(zg) C Q. Asi, escribimos a z = z¢ + %e donde x € Bgr(xo)(podemos
porque u(x) > u(zg) + (p,x — xo) para todo = € Q, y la bola esta estd
dentro de Q), p € du(af), € es dist(xg,x) y con xq tal que p € du(xg)).
Asi, tenemos lo siguiente

M@2u@d+mw—%%%Wﬂ2%%%Hn%+£v—%%ﬂl

entonces, usando que u(x) < 0, afirmamos que
0 > u(wg) + [ple

y de esta forma, tenemos que
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tomamos minimo, y asi tenemos que

| mingeq u(z)]
€

Ip| <

y como € < R,y Bog(xg) C Q, podemos decir que dist(af2, 02) > R. Por
lo tanto, conseguimos que

ou(af) 0).

< B|minzegu(x)| (
dist(af), 09)

Con esto y la dominacion de la medida, tenemos que

1

Nag] < 10u(@®)] <o enlmin|" G5

donde x!' es usando la cota de distancia entre af) y 9Q y la n es por
la dimensién (tomamos esta cota en todas las dimensiones). Y tambien,
tenemos que |a2] = a™|€2| una vez mas por la dimension.

Juntando todo, tenemos
[0u(Q)] <, A|Q| = Aé\gm =
<o Al = ATI20) =

A A
— < — <
)\an)\\am =3 Aou(af2)| <

a/IL
C|ou(a))] <,z Calminu(z)|™
zeQ
donde %! es la dominacién de la medida y %2 es donde juntamos todas las

constantes que conseguimos y asi conseguimos la Cs
De esta manera, conseguimos lo que queriamos demostrar juntando el
primer término y el dltimo de la desigualdad y conseguimos que

9u()] < G| min ()"

que es lo que queriamos demostrar.
O

Teorema 5.3. Sea Q@ C R™ conjunto convero y sea af) : {ax : © € Q} su
normalizacion. Sea u € C(Q) conveza y u = 0 en 9, y tal que la medida de
Monge Ampére esté dominada, es decir, \|E| < Ou(E) < A|E| para todo E C Q.
FEntonces, tenemos que

C1Mu() < |m§§nu(w)|" < CaMu(Q)

donde Cq,Cs son constantes que solo dependen de la dimension, de a y de la
dominacion de la medida.
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Demostracion. s C1Mu(Q)) < |ming u(x)|™

Ya lo tengo del teorema anterior. Por la segunda parte. Paso la constante
de ahi y listo.

» | ming u(x)|™ < CaMu(Q)

Por el principio del méximo de Alexandrov, tenemos que
lu(z)|™ < Cdiam ()" dist(x, 0Q) Mu(2)

juntamos didmetro y distancia en la constante y tomamos el mimino para
conseguir

| rné’n u(z)|” < CoMu(Q).
O

Juntando estos dos teoremas, decimos que |min,cq | es comparable con
Mu(Q), y se escribe Mu(Q) ~ | mingcq u(z)]|.

Teorema 5.4. Caffarelli

Sea @ C R™ conjunto convexo y sea af) : {ax : x € Q} su normalizacion.
Sea u € C(Q) conveza y u = 0 en 09, y tal que la medida de Monge Ampére
esté dominada, es decir, \|E| < Ou(E) < A|E| para todo E C Q).
Entonces:

1)
u(z) > —C(dist(z, Q)

1)
, < 2

con oy, el radio del elipsoide que estd dentro de af).

Demostracion.

I) Por un lado, tenemos que Mu < A en §2. Ademés, u es 0 en el borde de Q.
Nuestra primera misién serd encontrar una funcién v, v € C(2) convexa,
de manera que

w u(x) > v(x) en O
s Mu < A <det D%v

y, por el corolario del principio de comparacion, obtendremos que
u(z) > v(x) en

y, esta v resulta milagrosamente en nuestro resultado final.

Lo que vamos a hacer primero es, rotar el ) de manera que el eje de la
variable x,, sea paralelo al eje y en dos dimensiones.
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y vamos a discriminar esa variable. Vamos a definir v(2’, z,,).
2
Sea v(z',x,) = z2 (|2'|? — K) donde K es una constante que nos va a
)

salvar.

Hay que ver un par de cosas.

Primero, que al hacer esto de rotar, no hagamos trampa (y para que nos
sirve rotar).

Segundo, det D?v > A para poder comparar con Mu.

Tercero, que (D?*nv(x’,x,)1, 1) > 0 para ver que la matriz de las deriva-
das segundas es semidefinida positiva y, por el teorema 2.3, llegamos a la
convexidad.

Para ver lo primero, vamos a considerar 2 casos.

= caso a) Consideremos f(x) = ¢(]z|). Veamos como queda la matriz
Hessiana de f.

o Ti x; , dijlal *zi%
fij=9¢ (le)ﬁm + ¢'(|]) <|332|

para ¢;; siendo el Delta de Kronecker.
fij = " (l2))zizjl| =2 + ¢ (|2]) (i)™ — zizjl2| %)

Sea ahora © € R™*" una matriz de rotacién y consideremos
f(z) = f(©x). Tenemos

f(z) = f(02) = ¢(|02]) =01 ¢(|2]) = f(x)

donde ! es porque © es una matriz de rotacién.
De esta manera, podemos concluir que

D?f(z) = U'D?f(Oz)¥
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y obtenemos asi que
det D?f(z) = det D?f(Oz).

Como vimos recién que rotar no hace trampa, podemos tomar una
rotacién © de manera que me mande la primera coordenada z; a |z|
y me mande z;,% : 2,...,n a 0. (Por eso tambien tome una funcién
que dependia del médulo).

Como los determinantes quedan iguales, calculemos el determinante
de la Hessiana de la matriz rotada que es mas sencilla. Para eso, la
matriz queda:

e ¢l elemento (1, 1) resulta

¢" (|| |z][x] =2 + &' (|]) (L]~ = ||| %)
y, haciendo algebra con esto, nos queda que es equivalente a

¢"(|l)-

e ¢l elemento (i, j) con i # j resulta

¢ (|z))ziz; o[~ + ¢/ (J2l) | Oz~ = @iy || 72
=0 =0

y, haciendo algebra con esto, nos queda que es equivalente a 0.
e ¢l elemento (7,j) con ¢ = j,i > 2 resulta

¢ (|2l)zsw; |27 + ¢ (Ja]) | Lol ™" — @iy 2]
~—~ —~—

=0 =0

y, haciendo algebra con esto, nos queda el equivalente a

¢ (z))
|z
Luego, la matriz nos queda
¢"(lx) 0 0
0 cb'l(\TI) 0
D*f(x) = )
0 0

det D2 f(x) = ¢ ([o]) (“'””')) .

||
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= caso b) Este caso consiste en hacer lo mismo que en el caso a, pero
vamos a discriminar la ultima variable. Asi anda bien la funcién v
que tiene la ultima variable discriminada.
Sea f(2',xn) = ¢(|2'], 2p), y definimos
f(@ zn) = f(V2', x,) = f(Ox) donde

(1Y)

con ¥ es una matrix de rotacién, y © también es una matriz de
rotacién. Igual que antes, nos queda que

det D% f(z) = det D2f(Ox)

donde z = (2/, x,,).

Veamos como nos quedan los elementos de la Hessiana.

Por simplicidad, llamemos 7 a |z|. Y vamos a usar el mismo truco de
elegir la rotacién que manda a la coordenada x; el |2| y deja quieto
el z,,.

Di(2,x,) = ¢ (2], 2n)2i]2’| " coni: 1, . ,n—1
Dij(z' 2p)brr = (12|, 2p)zizj |2 | 240 (2], 20) (635]2 |t =22 4]2'|*) conj : 1,... ,n—1
Din(|2'|,2n) = ¢razila’| ™!
Don(|2l's 2n) = ¢nn ('], 20)

Y asi, la matriz es

Grr(|2'], 21) 0 0 G|z, zp)|zl|z|"
0 & 0 0
: : 0 0
0 0 ... & 0
¢rn(|$l|7xn)|x”m|il 0 ¢nn(|xl|7xn)

y el determinante queda (todas las funciones estdn evaluadas en
(2], n))

n—2 n—2
d)'rr ( ¢T > ¢nn + (_]—)n+1¢rn¢rn(_l)n+l < ¢T ) .

2] &l

Haciendo algebra, conseguimos que esto es

n—2
< d)T' ) (¢T7‘¢nn - gn)

||

Y con estos pequenos calculitos, los determinantes de las matrices
quedan bastantes lindos.
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Habiendo visto TODO esto, ya que tenemos a v de manera explicita, cal-
culemos la matriz Hessiana de v.

2

(|2’ xn) = i (J2'|* — C)
2

vi(|2'], 2n) = x5 |x:|

2 24
=—ai (jo] = C)

on(|2'[, 20)
2_1 X4
vin(|$/|7xn) = Exﬁ |33:|

2
vij(|2'], 20) = 2 (835107 | 71 — wyzjla’|73)

2 (2 - 1) xﬁ_2(\x'\ -O).

n

Unn(|$/|axn)

Y reemplazando en nuestro ¢ en cada uno para ver que vale cada derivada.

r2 —C)

o(r,zn) = i
Or (1, T0) = P 20
i)

2
ben (7", ‘rn) = Exrrf

(,ZSM,(T, zn) = 25077?

2 2_
¢7'1‘n(7ﬂaxn):*$ﬁ 12T
2.2 2_9 4
TpT 7n:**_1 n - C).
Grn (r,00) = = (= = D (12 = C)
Y el determinante queda
2 2_

- 0) - Cal oy

n

2 n—2
(”“”" 27/) (gxﬁ(i(i T

f

A partir de aca, se pueden hacer las cuentas una a una, sin embargo es
muy largo escribirlo, asi que vamos a escribir sélo algunas.

nog 2=t (4 —2n, A 4 im0\
2" %y, (nQan (r —C)—ﬁxn 4re ) =

2n72
— (4n-8)(C - r?) — 16r?)
n—2

(—4nr? — 8r?) + 2 5—C(4n —8)
n

2n—2

n2
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y yo quiero que esto sea > A. Asi, despejando, nos queda que C depende
solo de A,r y n.

Ahora, veamos que v es convexa para poder usar el principio de compara-
cién.
Para ser convexa, tengo que ver que, dado un vector ¢, el producto interno

(D*o(a’, ), )

es > 0, para que sea semidefinida positiva.

Antes que nada, veamos un truquito interesante.

Lema 5.2. Dados a,b € R,a,b > 0,3 ¢ de manera que

2ab < (Cf) + (be)?.

. 2
Demostracion. Sea € y tomemos (% — be) . Entonces

0< (E—b) - (%)2+(be)2—2%be

entonces, pasando el ultimo miembro queda que

2%1)6 < (%)2 + (be)?.

Ahora si, que tenemos el truquito, queremos el producto interno.

<D2U(xlv ITL)11[}7 ¢>
y, poniendo las derivadas de v y calculado el producto, queda que

nl

2-2n —9n 2-2n
Z 51]23771 %% +2 Z x" TPy + nxn " (|$/| - C)wi =

1,j=1

2 ol iy o2n 4—2n\ 2=
— 2k Sur 2 S + (L2 ) e ] - O
=1 =1

2—2n
Hacemos factor comun z, ™

2n

n—1
CanL (2152 Z 1/}2 + In Z $1wzwn <42n> (|:El| - C)’l/}i) —x2

n—1 n—1
2—-2n 8 2TL - 4

i=1 i=1
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Muy bien, ahora usamos el lema que vimos como truquito. ab sera, en
este caso, T,x;¥;1,, que estdn en el termino del medio (el que tiene un
% multiplicando). Sacamos un 2 de 2 para tener 2ab y, por el truquito,

n
conseguimos que

2
2]xihpanihi] < <x1¢n1> + (znthie)®.

Le ponemos médulo, porque no sabemos su signo, pero para el truquito,
tiene que ser positivo. Cambiamos el sentido de la desigualdad. y agrega-
mos % para que me quede muy parecido a lo que yo tengo,
2,12
—%é - xii/)fezé < QIiwnxnwié.
e n n n
n—1
Ahora, tomamos Z a ambos lados
i=1

4 n—1 4 1/12 n—1 n—1
n 2 2 2 2
E2§$i¢n$n¢i 2 —E (62 sz + e Zl%)

i=1

reemplazamos esto en el original, que tenia tres terminos dentro del paren-
tesis, reemplazamos el del medio por estos 2 para que aparezca el mayor
6 igual y conseguimos que

2—-2n n-l 4 n-t 4 ’(/}2 nt 27L - 4
Tn" 2$iz¢?—ﬁxi€22¢§—ﬁ?§ a? + ( 2 > (C — vy
i=1 i=1 i=1
A B

2—2n

Yo quiero que tanto A como B sean mayors que cero, porque Tp" es
mayor que cero.

= A) Sacando factor comun sumatoria y x,, tenemos

entonces, tenemos

Asi, resulta que A > 0.
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1)

» B) Sacando factor comtin 1?2 tenemos

n—1
41 2n —4
02 (—nez 2 (2 <c—|:c’|>)).
=1

Asi, resulta que

Y2 >0

despejando lo otro,

4e% — 4n — 26%n 2n —4
o () e ()

con n adecuado y con C adecuado, tenemos que B > 0.

Asi, llegamos a que toda la ecuacién es positiva y, en conclusion, que es
semidefinida positiva. donde:

%1 es hacer el delta de Kroneker, asi que solo sobreviven en ese término
cuando i = j,

*2 4—2n

es, como n > 3y C > |2'], los términos ==5" y (|2’'| — C) ambos son
menores que cero y se estan multiplicando, puedo invertirlas a ambas y
quedan 2274 vy (C — |2']).

n2

Por lo tanto, estamos en las condiciones de poder usar el principio de
comparacion, y conseguimos que

u(z) > v(z), Voell
De esta manera, si evaluamos en (|2’| =0, z,), tenemos
w(0,2,) > v(0,z,) = x,’g{ — C =1 —Cdist(xy,00)
donde %' es porque para eso juega la rotacién que hicimos al principio y
despues, hacemos el mismo truco con cada una de las dimensiones, para

concluir que

u(z) > —Cdist(z, 89)% .

Por un lado, tenemos que Mu > X en Q y que u = 0 en 9. Nuevamente,
vamos a usar el principio de comparacion.

v(z) = Aw ('”““'22_6”%)

con o, la esfera de adentro de .

Sea

Quiero que det D?v < Mu y que v > u en 95).

vi(z) = A% <2;”>
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vij(z) = A% (252”> .

Asi, la Hessiana quedaria una matriz diagonal en donde el elemento a;; es
1 . . .

An, y el determinante de esto es A. Por hipotesis, tenemos que Mu > A,

asi que tenemos lo que queriamos con respecto a la medida.

v es convexa, asi que, usando el principio de comparacion, concluimos que
v > u en .

Asi, tomando x = 0, podemos afirmar que

A7 a2
u(0) <v(0) = — 5 n
y, tomando min en u, conseguimos que
A a2
minu(zr) < — L
zEQ ( ) - 2

=

. _An
y metemos que C' = 5.

Con este teorema, podemos concluir la siguiente relacién que deja de depen-
der de la medida de Monge-Ampere.

C(dist(z,00))% > > Ca?

i ()
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6. Regularidad C!

Nos centraremos ahora en la regularidad de la funciéon que resuelve nuestro
problema. Vamos a considerar 2 C R™ unconjunto convexo, abierto y, pediremos
que la solucién a nuestro problema valga 0 en el borde del mismo. Esta situacion
nos ayuda a entrar dentro de las hipotesis de Alexandrov, asi que tendremos un
arma fundamental para poder utilizar. Sin embargo, el camino a la regularidad
no es tan sencillo, pero podremos llegar a él a travez del absurdo.

Definicién 6.1. Dado x € Q, decimos que x es un punto extremal de Q2 si no
se puede escribir como convinacion convexa de puntos del conjunto.

Sea u € C(f2), convexa de manera que
u=0 en 00

A< Mu<A

Sizg € Ny p € du(xy), lamemos () = u(zg) + (p,x — x0).
Sea S ={z € Q:u(z) =1(x)}. S es el conjunto de los puntos de contacto
del hiperplano soporte en la grafica de u.

Proposicion 6.1. Sea S el conjunto de los puntos de contacto del hiperplano.
Entonces, S es convexo.

Demostracion. Sea x,y € S. Quiero ver que (1 —t)z+ty € S, Vt € [0, 1]. Vamos
a verlo de la siguiente manera:
llamemos w = (1 — t)x + ty.

= u(w) < l(w))

w(w) o (1—t)ue)+Huly) = (1-0(@)+A(y) = 1(1—t)a-+ty) = lw)

1 2

con ! es porque u es convexa, x> es porque x,y € S y x> es porque [ es

lineal por ser un hiperplano.

= U(w) < u(w))

w(w) > u(zo) + (p,w — o) = u(zo) + (p, (1 — t)ax + ty — o) =41

u(zo) + (p, z) — tp, ) +t(p,y) + (P, —0)

donde %! es porque despejamos mucho, y tenemos arriba, acomodando un
I(x), quedando asi, tras sumar y restar los correspondientes x¢ y u(zg)

l(z) — t{p,x — o + x0) + t{p,y — To + x0) — (o) + u(x0)
acomodando

U(z)=t(u(zo)+(p, ©)—(p, 20)) +t(w(z0)+(p, y) =, w0)) = () —tu(z)+t(y) =2
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lz) —tl(z) + tl(y) = (1 — t)l(x) + tl(y) =42 (1 — )z + ty) = l(w)

2

con x2 es porque x,y € S y *> es porque es lineal.

Concluimos que u(w) > I(w).

Luego, tenemos que S es convexo.
O

Nuestro objetivo actual es ver que, en realidad, S es un solo punto.
Para eso, vamos a verlo de la siguiente manera: por una doble contradiccion.

Proposicion 6.2. Si S tiene mds de un punto,
entonces S tiene puntos extremales en €.

Demostracion. Sea E el conjunto de puntos extremales de S, tal que E C Q.
Para ver que hay un punto extremal en {2, vamos a hacerlo por el absurdo.

Supongamos que no, que E C 9. Sea zo € S y tomemos xg = vazl a;x; de

manera que «; > 0 para todo i y, x; € S ademds, ), a; = 1. Entonces,

N N N
0 >, u(xg) =42 U(zo) =3 Zail(xi) = Zaiu(xi) =,4 Z%‘O =0
i=1 i=1 i=1

donde ! es porque u es convexa, continua y 0 en el borde, x? es porque los
xo estd en S, +% es porque es el hiperplano que es lineal y x* es porque estoy
suponiendo que E C 90f.

Asi, tenemos que 0 > 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, S tiene algiin punto
dentro de €. O

Ahora, vamos a ver que tampoco puede pasar esto. De esta manera, todo el
absurdo arranco de suponer que S tiene mas de un punto.

Proposicion 6.3. Si S tiene mds de un punto,
entonces S no tiene puntos extremales en €.

Demostracion. Recordemos que A < Mwu < A. Por abuso de notaciéon, llamemos
u a la resta entre la funciéon u anterior y el hiperplano que pasa por xg. De esta
manera, conseguimos que u > 0 en €.
Sea S = {x € Q : u(x) = 0}. Son los puntos de contacto. Empezamos con lo
hardcore.

Sea S el conjunto de los puntos de contacto y sea xy un “vértice” de él.
Llamemos [ = 0 al plano que solo pasa por xg en S.
Sea [ = € al mismo plano, s6lo que corrido sobre S y el € sale porque es el area
de S que queda entre los planos I = 0 y [ = €. Llamemos S, al drea encerrada
de S entre esos planos.

Ahora, inclinamos el plano [ = € de manera que caiga sobre ), pero para el
lado donde no esté sobre S. La inclinacién, llamada 3 nos da un 4rea, Sg, donde
la funcién u esta por debajo del plano inclinado [ = e.
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\

AN

\QV

l=—4(B)

[
-

Sea I = —0(p) el plano I = 0, sin inclinacién, corrido en la direccién “opues-
ta” a S, hasta que sea tangente al conjunto Sg.
Formalmente, tenemos I(z) = (z—x0,m) v Sg = {z € Q: u(z) < Ble—I(x))}

Notemos que
() S5 =S
B>0
Ahora, sea v(x) = u(x) — (e — I(x)).
Vemos que v = 0 en 953 (lo que es v es la resta entre el plano inclinado y
la funcién u). Entonces, ah{ en el borde las cosas se pegan.
Por otro lado, dg — 0 cuando 8 — 0. Ahora,

0 0
v(wo) = ulwo) — Ale — Uars)T =1 Lars)— fe = —Be

donde ! es porque g € S.
Resulta que

v(x) = u(x) — Ble —U(x)) 20 —fe—(z)) = —Pe+ fl(x) = —fe — BI(B)
asi, v(z) > —pfe — BI(B). Tomamos minimo y

min v(x) > —F(e + §(5))

r€Sp

y damos vuelta

Ble+3(8)) > | min v(x)
€S
consiguiendo asi, que
v(z) = —Pe
entonces
lu(zo)| Be

v(xg)| = Be = ~ = >
[v(zo)] | minges, v(x)] | minges, v(x)]
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entonces, usando que |min,es, v(z)| < B(e+ 5(5)),

o)l pe
[minges, (@) = Ale+(8)

Ahora bien, sea 7' una transformacién de manera que normaliza a Sg. En-
tonces, se cumple que

T(Sp) = Sp
B, (0) C Sz C B1(0)
u(y) = Cav(Tflyg

A< Mo < Aen Sp
Yo = T'(xo)

Do

Ahora bien, por Alexandrov, tenemos que

[5(yo)[" < Cdlist(yo, 0S5) Mt (Sp)

y asi, llegamos a que .
[(yo)| < Cdist(yo,0Ss)™ .

Ahora, también tenemos que

~ Mo(Sg) =~ 1.

min v
Sp

Afirmamos lo siguiente:

[9(yo)| _ [v(o)|

‘ml’nyegﬁ 17()' ’ml,n;z:ES/g U(:E)‘
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pues, sabemos que 9(yo) = Cav(T " 1yp), min, g 0(y) = Cpo(T 1) y

y € Sz =T(x) con z € Sp.
Asi,
(yo) = Cgv(T_l) = (T 'Tx) = v(x).

Asi, concluimos que

1
[9(yo)| _ [v(o)| C >, €
‘ml’n |miniv€s@ v(x)’ s e+d(B)

y€§ﬁﬁ(y)’

donde *! es por lo que antes (de arribita).
Con lo cual, usando Alexandrov y la dominacién de la medida y lo metemos
toda en la constante, resulta que

[5(yo)|™ < Cdist(yo, DSs).

Reemplazamos arriba y tenemos que

Cdist(yo,055) _  [0(o)l
T e+d(e)

‘mlnyegﬁ v(y)‘
Tomamos los dos términos de los extremos y pasamos multimplicando el
minimo

min, ¢ 0(y)

min 3(y)
IS

AN €
. i, €
Cdist(yo, 0Sg)» > T30

Despejando y metiendo el min dentro de la constante, llegamos a la conclu-
sién que

. 5 \> € "
dist(yo, 0S3) (64—5(3)) C.

Al mirar esto, observamos que lo que quiere decir en realidad, es que hay una
distancia entre yg y 855, osea, que estan alejados.
Por otro lado, definamos P, {z : I(z) = v}
Con v = 0 tenemos Py y asi.
Recordemos que Tz = Aw Ui(x — 7), con y = Tx. Resulta que si

P {x: (x —xo,m) =7}
entonces -

P ATz : (x — x0,m) =}
despejando y usando que x = T~ 1y

Py (y—yo, A) =~}

con A=1Tn.
Veamos otro truquito, que nos va a servir para estos planos:
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Lema 6.1. Dadas dos rectas paralelas P, = {z: (x,n)} =a y
P, ={z: (x,n) = b}, tenemos que
b—
dist(Pa, Py) = | WC".

Demostracion. Seay =y, ...,Y, un punto de P, y desglocemos n =n1,...,7n,.
Luego, calculamos la distancia de P, al punto y

b
_ Imyi +mey2 + -+ nnyn —al

dist(Py,y)
VR 2
| —
n]
y asi queda lo que queriamos ver. O

Veamos que pasa con dist(yo, 355).
dist(yo, 8Sﬁ) < dist(yo, P,g(ﬁ)) =,1 dist(Py, P,(;(ﬁ)) B:)O 0

donde ! es porque son planos paralelos. Y este limite es cierto, ya que, por un
lado, tenemos que

_ dist(ﬁolﬁ’_g(m) _ dist(Po, P_s(s))
dist(P,, P,) dist(Po, Pe)
por ser una contraccién, por otro lado, que
dist(Po, P_s3)) _ 10— —0(B)]
dist(Py, P.) &
por el truquito y, por ultimo, tenemos que

dist(po, PE)

estd dominado por 2, que es el didmetro.
O

De esta manera, llegamos a la conclusién que, si hay un punto extremal
dentro de €2, podemos decir que la distancia entre ese punto y el borde del
conjunto es al mismo tiempo mayor que cero, y tiende a cero. Con lo cual, esto
es absurdo. Todo este absurdo salié de suponer que habia mas de un punto
de contacto entre el hiperplano y la funcién, asi que definitivamente podemos
concluir el conjunto de los puntos de contacto entre la funcién y el hiperplano
es un sélo punto.

Muy bien. Ya vimos que todos los hiperplanos tiene un sélo punto de con-
tacto. Sin embargo, nos encontramos por ahora que, como hay un tnico punto
de contacto, dada una funcién convexa u, pueden pasar varios hiperplanos por
el mismo punto de contacto. Vamos a ver ahora que du(z) tiene un tinico pun-
to. Juntando esto y lo anterior, vamos a poder concluir, via el teorema 3.2, la
funcién u € C1(Q).
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Definicién 6.2. Dada & € R”™, definimos la derivada direccional en el punto
xo y en la direccion & como

—%(x)— m u(wo + t§) — u(zo)
= ge (@) =

{
t—0+ t

¥(E)

Observacion 6.1. No es necesario que el vector que da la direccion esté nor-
malizado.

Observacién 6.2. Sea § € (0,1). Entonces,

u( +1€) — u(a)

Deu(zg) = lim sup ——————= =4
=0 g _gq|<e t
t<e

u( +1€) — u(a)

lim sup ————= <,
=0 g go|<de t
t<ed

lim suyp ———=<
=0T |g—z0|<Je t
t<e
u(r +t€) —u(x
lim  sup M = Deu(x)
=0t g _gq|<e t
t<e

Donde %' es porque multiplico por § a los dos €.
Donde ** es porque § < 1.

Luego, queda todo acotado y podemos cambiar lo del supremo tanto a de-
recha como a izquierda.

Proposicion 6.4. El funcional ¢ cumple con las siguientes propiedades:

1)
P(s§) = s¥(£), VEER™, VseR

1
Y€1+ &) < (&) + (&)

Demostracion.
I) Dados s y zg, consideremos w = st. Ahora, calculemos 1(s¢):

(o +tsE) — u(xo)
¥(s€) = lim ; :

Usando el cambio de variable, notamos que si

Sit—0 entonces w—0
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con lo cual, tenemos que

lm u(xo + wi) —u(xo) sl u(zo + w) — u(xo)

w—0 5 w—0 w

porque como s no depende del limte, lo puedo sacar afuera.
Luego, tenemos que

P(s8) = s1p(§).-

IT) La demostracién de esta propiedad es directa de la combinacién de los
siguientes lemas:

Lema 6.2.
D¢, ye,u(o) < De, (20) + De, (20).
Demostracion.
{ u(z + (& + &) —u(x
D¢, y¢,u(wo) = IE)% sup ( (& p 2)) (zo) —
€ |z—z0|<e
t<e
i sup WG ) —ulwo) tulw +t6) —u(w + ) _
e—0 ‘1_I0|§6 t
t<e
t t — t " B
fiy sup WO T ) gy, Mot Zuln)
€0 |z —zg|<e t 0 | g0 |<e n
t=e t<e
t t. — t
i sup ETEL ) mu@HE) | p ),
€20 |5 —zg|<e t
t<e

Con %! es porque sumo y resto u(z + t&1).
Con *? es porque sup(a + b) < sup(a) + sup(b).
Con 3 tomando limite a la derecha.

Ahora biem, tomamos y = x + t£; y queremos |y — zo|. Entonces,
|z + t& — xo| < |z — 20| + t|€1] ¥, de esta forma, volviendo a donde nos
<e <e

habiamos quedados,ipodemosi decir que

t _
=, lim sup uly +1€) — u(yo)
E_>0|y—900\§26|51| t
t<e

+D§1u(x0) = D§QU($0)+D§IU(£IJO)

Con ** es usando la observacién 3.2.

Y conseguimos lo que queriamos. O

Lema 6.3. 5
u
Deu(zo) = afg(xo)

con u convexa.



6 REGULARIDAD C* 70

Demostracion.
. >)
u(z + €€) — u(x) u(zo + €§) —u(wo) _ Ju

Deu(xg) = lim su — 2 > lim = —(x
¢ ( 0) e—0t |x—x(}:\)§e € =+ e—0+ € 85( 0)

Con ! es por ser el supremo.

" g)
Sea ¢ > 0y tomemos |z—xzg| < %, siendo k la constante de Lipschitz.
Entonces,

u(z +€€) —u(x) _ ulwo+e§) —ulzo)  ulw +ef) —ulx) — ulzo + €) +ulxo) _

€ € €

u() — ulzo)

u(zo + €§) — u(zo) n u(@ + €€) — u(wo + €§)

€ €

<1

—%

+

u(zo + €£) — u(xo) n 2k|z — x| < u(xo + €€) — u(xo)
€ € - €

+9

Con ! es porque usamos las desigualdades de Lipschitz dos veces, y
usamos el siguiente lemita auxiliar:

Lema 6.4. Sia <b+4, Vd > 0, entonces

a <b.

Demostracion. Supongamos que no. Que a > b. Sea § = agb.
Por un lado, § > 0. Ahora bien, sabemos que a < b+ d, entonces

—-b b
a§b+aT:>a— §b—§:>a§b

a
2
lo cual es absurdo. O

Por lo tanto, usando esto, tenemos que

u(z + £€) — u(x) u( + €€) — u(a)

Deu(wo) =+ lim sup ——>——2 = lim  sup —— " <.
*6*}(]+ |l_$0‘§% t e—0t \»L—10|S% €
t<e
. u(mg +e ou
lim M—I—é: —(zo)+9
e—0+ € oxi

Donde ! es por la observacién 3.2. Donde %2 es por lo de arriba.
Asi, usando el lemita auxiliar, tenemos que Deu(zg) < %’g(:co).
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Ahora, veamos para que sirven estas dos propiedades.

Lema 6.5. Sea ¢(§) = %?(330)- Entonces, tenemos que 1 es conveza.
Demostracion. Sean t € (0,1) y &1, &2 € R™. Entonces

B((L = )& +162) S B((1 = 1)E1) + (1) =2 (1 — OB(E) + HH(E2).
Donde %! es usando la propiedad I7) y %2 es usando la propiedad I). O

La pregunta real ahora es para que serviria esto. Bueno, para esto esta este
lema.

Lema 6.6. P
U
p € Ou(zy) & 875(%) > (p,§), V€ €R™
Demostracion.
] :})

Sea p € du(z,). Entonces, u(z) > u(xo) + (p, z — o).
Tomemos £ € R™ y usemos el truco de escribir a x = xg + t£. Ahora,
reemplazamos en la ecuacion del hiperplano.

u(zo +1§) > u(xo) + (p, 2o + t&=4%)
y despejamos

u(zo + &) — ulzo) = (p, t&) = t(p, &)
paso dividiendo

U(fco + ti) - u(x()) Z <p’ €>

y tomo limite cuando t — 0T. Asi, consigo la desigualdad buscada.

] <:)
Si vale que V¢, g—“g(mo) > (p, &), entonces Vit

u(zo + tft) — u(zo) > %Z(xo) >,z (p, &)

Con *! es tomando el limite cuando t — 0 y %2 es por hipotesis.
Ahora, me quedo con los extremos.
u(xo + t€) — u(xo)
t

> (p,€)

paso multiplicando el ¢, sumo y resto xg y sea © = xg + t&
u(x) — u(zo) = (p,xo — To + t§)

despejando
u(z) > u(zo) + (p, & — o)

con lo cual, p € du(xp).
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Lema 6.7. 5
P (o) = max{(€,p) : p € u(zo)}

o3
Demostracion.

= >) Por el lema 6.6,

%mwz@f»w

en particular, para el maximo.
= <) Fijemos £ € R”. Como 1) es convexa, Ip € dp(€) tal que

(&) > ¥(€) + (p,& — §), V¢

entonces

V() > Y(E) + (P, € — E(=41 0> ¥(E) — (p,€)

y asi

(p, &) > (&)

donde %! es porque evaluo en ¢ = 0. Quedemonos con (p, &) > ¥(&).

Tomemos & = 35 ,s € R y hagamos el mismo calculo.

Y(s€) = () + (p, 5§ — &) =1 s(€) > (&) + (p, ) — (p,€)

entonces

sacando factor comun

(ENs—1T > (p, )ls—T1T

y conseguimos que (&) > (p, §).
De esta manera,

C(e0) = 0O 2 VO + 6~ &) = (1.E) + €~ =
(prE) + (0, =TT
y asi,
P(€) > (p,€).
Luego, por el lema 6.6, resulta que p € du(xy).
Entonces,

¥(&) = (p,&) < max{(p,&),p € du(xo)}
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Con lo cual, queda que

ou

5 (o) = mix{{p. )p € du(zo)}

Ahora viene lo hardcore.

Teorema 6.1. Sea Q C R™ un conjunto estrictamente convexo y abierto. Sea
u continua y estrictamente convexa en S y de manera que N < Mu < A en Q.
Entonces, du(x) tiene un solo punto.

Observacion 6.3. Al combinar el teorema de aca arriba con que cada hiper-
plano soporte toca en tinico punto, podriamos concluir que u € C1(Q).

Demostracion. La demostracién de esto es por contradiccion.
Supongamos que no. Supongamos que Ju(zg) tiene mas de un punto.

Sabemos que du(xg) es cerrado y convexo. Asumamos que o € du(xg) y que
Ou(zo) C {p: pn > 0}. Esto serfa

Nt ///

—en

O

Como 0 € du(xg), tenemos que u(x) > u(zg). Veamos que pasa si nos salimos
afuera de la region. Tomemos £ = —e,,.
Asumamos que o = 0y u(0) = 0. Con todo lo visto anteriormente y la estricta
convexidad de €, resulta que

u(z) >0, Vo € Q,x # 0.
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Entonces, por un lado

ou 3
afé(xo) = méx{(¢,p) : p € Ou(xo)},
con lo cual afirmamos que g—?(xo) <0.

Por otro lado, como u > 0 y cero en zq, tenemos que 0 € du(xg) y

v(zo + &) — v(xo)

2,1 0

porque %! es usando la proposicién 4.4. Asf, conseguimos que du(zo) = 0.
En particular, si discriminamos la iltima coordenada

u(z) > axy, x, > 0.

Tenemos que
ult —en) —uld] Ou
lim ———————=— - =0=—.
t—0+ t o0&
Sean —a el nimero en z, donde u(—a) estd en el borde. Sea también,

Z = B(zn + ) el plano que tiene inclinacién 8. Ademds, que los dos planos se
corten por fuera de S, que lo definimos abajo.

Z =f(r, +a)

Sea § = {z : u(x) — Bz, + @) < 0}. Lo que vamos a hacer ahora, vamos
a acotar ¢ y ¢~ con respecto a a y a 3. Calculemos el punto de interseccion
entre el plano Z y el plano az,.

Bz, + @) = axy, = Px, + af = ax, = af = ax, — Bz, =
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af =zp(a—p) =
af
a—p"
Por otro lado, tomemos =%, y definamos

u(z)

De esta manera, ¢ <

Queremos ver que —* > ¢~ .
Dado t € [5*, 0], conseguimos, evaluando ¢ en la coordenada en x,, que

u(t) <a u(%a) =,z

%5 <is ﬂ(a +t)'

con %! es por como es u, x> por como definimos 3 y > es por como es el plano

Bla+ zp,). Luego,

O.0.tel5.0cs

[e%

y concluimos que —* > ¢™.

> e
Ahora, definimos v(z) = u(z) — Sz, + @).

v =0 en IS,
v<0ensS.
Resulta que
H}anv =v(0) = —ap.

También, tenemos que

v(x) > —Pa Tp <0
> u(x) —ax, — Ba x, >0

donde la segunda desigualdad es porque 8 < a, ya que si no fuera el caso, nunca
se cortarian.
Llego la hora de normalizar. Sea T' de manera que normaliza a S. Resultaria:

T(S) =8, tal que B,, € S C By(0)

3(y) = |det T|"o(T"'y) ©=0endS
ASMI<A yo=T(0) min=72(yo)

¥ es convexa, continua y todo lo de siempre que conseguimos con las norma-
lizaciones. Por el teorema 4,4 parte I conseguimos que

—0(yo) < Cdist(yo, dS)=
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|0(yo)|"C, < dist(yo, IS)

y con esto, tenemos que la distancia es mas grande que algo.
Ahora, tomemos las rectas

Tpn=c¢" xp=ct x5=0

y llamemoslas p_, p;+ y po respectivamente.

Entonces, tomamos las rectas P_, P; y Py. Miremos a ]5+.

dist(yo, dS) < dist(Py, Py).

Asi
- = = dist(Py, P_ dist(Py, P.
dist(Py, P,) = dist(Py, P,). B8P0 D) o dist(Po, Py)
dist(Py, P-) dist(Py, P-)
dist(Py, P + N
dist(Po, Py) _,c" _ ap _ 48
dist(Py, P_) le— | |4 a—p3
Con %! es porque estd normalizado, % porque asf es T, %% es por las cotas de

¢~y ¢t y »* es haciendo &lgebra.

Con lo cual, tenemos que dist(yo,dS) — 0, con lo cual, llegamos a una
contradiccién.

Esta contradiccion surgié de pensar que podiamos tener mas de un punto en
Ou(x). Asi, llegamos a la conclusién de que s6lo puede haber un punto.

Sumando los dos teoremas grandes, llegamos a la conclusién de que

u(z) € CH(Q).
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7. Segundo problema de borde

Llegamos a la segunda seccién. Ahora, vamos a considerar dos conjuntos, €2
y *. Las hipotesis que pondremos en ellos son:

= () C R", convexo y abierto.
= 0¥ C R", convexo y cerrado.

Sea f : Q — [o,00] una funcién dada. Nuestro objetivo es hallar una funcién
u :  — R, convexa, de manera que:

» [Ou(E)| = Mu(E) = [, f(z)dx = u(E), YE C Q.
= Ju(Q) = Q.

Ahora, si bien perdimos la restriccion de que w es igual a una funcién g
continua en el borde, podemos tener infinitas soluciones. Para evitar esto, vamos
a considerar lo siguiente:

= 0€()
= 4(0)=0

El método de resolucion de este problema es el siguiente: descomponer a p
en suma de masas delta

respetando que

2] = [9u(w)] = p(©) = 36,

=0

y luego tomamos convergencia débil.

7.1. Caso donde p =16

Veremos primero el caso donde p es solo “un delta”; es decir que N = 1.
Sea I'(x) = méx {{x,p) : p € Q*}. Esto forma un cono con vértice en 0.
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['(x)

0eq 0¢ 0"

Queremos corroborar ahora que:
= 0I'(0)
= OT'(0) = 0T(Q)

Q*

Demostracion.
= OT'(0) = Q*

I) Q coro)
Sea p € 2*. Por un lado, debido a las suposiciones generales, sabemos
que I'(0) = 0. Queremos ver que

D(z) > T(0) + (. — 0).
Por definicién,

[(x) = méx{(z,p) : p € Q*} > (x,p)

entonces tenemos que I'(x) > (x,p). Pero, por la restriccién de que
I'(0) = 0 (porque I' es nuestra u),

[(z) = T(0) + (p,z - 0)
~—
0
y asi concluimos que p € T'(0).
1) ar(0) C

Supongamos que no, entonces 3p € 9I'(0), pero p ¢ Q*.
Como p € 9T'(0) y T'(0) =0,

I'(z) > 0+ (x,p) Yz € Q,
con lo cual, tenemos que

méx {{x,p) : p € Q*} > (z,p).
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Por otro lado, tomemos p de manera que no estd en 2* y sea p € Q*.
Dado que p € T'(0), consideremos un Z € 2, (para hallarlo, sea x €
y consideremos B.(x) C  y sea T en esa esferita) tal que p € 9I'(T).
Por la monotonia de los subdiferenciales,

(p—p,T—0)>0,
asi que si tomamos un angulito § > 0, tenemos que
(p—p,T—0) < —0<0.

Entonces,

para todo p € Q*. En particular,
a JE):pe Q< =4 D, T
méx {(p,7) : p € A"} < 0+<px>
>

y, de esta manera, conseguimos que
I(x) < (p,T)

con lo cual, es absurdo.
Este absurdo aparecié de suponer que p ¢ 2*.
Por lo tanto, tenemos que p € Q*.

« OT(0) = OT(R)

I)

1)

or'(0) c or'(x)

Es trivial. Es un cono con vértice en cero, si tengo un hiperplano en
el vértice, ese mismo hiperplano es un hiperplano de todos los otros
puntos.

oI'(xz) C OT'(0)
Primero, veamos la siguiente propiedad:

I'(Ax) = AT'(z), con A >0
En efecto,
P(A\x) = méx {{p, \x) : p € Q*} = max {A\(p,z) :p € N} =
Améx {(p,z) : p € Q*} = A\I'(z)

Volvamos a lo que querfamos ver. Queremos ver que, dado p € 9T'(x),
entonces p € OI'(0) para cualquier € 2. Entonces, por el p que
tenemos vale que

L(z) >T(z)+ (p,z — x).
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Usamos el truquillo de arriba y escribimos a z = Az (observar que,
si A = 1 esto no tiene gracia, asi que A # 1), y de esta forma

F(A\zx) >T(z) + (p, Az —z) = \['(z) — T'(z) > (A= 1){p,z) =

i

I(z) >

(p,z) = I'(z) > (p,x)

i

y asi, tenemos que p € 9T'(0).

7.2. Caso donde i = Zﬁio 0;6.,

Bueno, la idea de cuando son varios € es tomar varios conos con vertices en
los x; donde estan centradas las medidas y, despues, tomar la cdpsula convexa
de todos los conos de manera éptima.

Consideremos los conos

Iz —x;) + a

los cuales estdn centrados en x; y el vértice se encuentra a altura a; con i =
1,..., Ny, para poder cumplir con la restriccién nueva, I'(x) el cono con vértice
en cero. También, definimos el vector @ = (a1, as,...,an).

Con esto, definimos una funcién vz(z) de la siguiente manera:

vg(z) == min{T(x),I'(z —x;) +a;, i=1,...,N}, x € R"

Esta funcién vz es a lo que nos referiamos con el “manera 6ptima”. Asi,
construimos la funcién que estamos buscando:

ug(x) :=sup{l(z) : les afin, ] <wven N}, z € R".
Nuevamente,queremos corroborar que:
» Juz(0,21,...,25) = Q*
= Juz({0,21,...,xN}) = Oug(Q)
Demostracion.
 Juz(0,21,...,25) = Q*

I) Jug(0,21,...,xn) C Q*F
Sea p € Jugz(0,21,...,zyN), entonces tambien vale que p € dug(z;,)
con el ig con el cual se consigue

<p7 xi0> - u(mio) = méi({<p, x> - u(x)}
zeQ
pero entonces, tenemos que
p € I'(0).

Por otro lado, una vez que conseguimos el x;,, hacemos ugz(x;,) = a;,
(sale evaluando en vz). Y asi, tenemos que p € Q*.
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II) Q* C Quz(0,21,...,2N)
Sea p € Q*, entonces p € T'(0) y Iz € {0,21,...,zx]} tal que,

(zr,p) — w(zy) = max {(z,p) — u(z)}
€

y entonces tenemos p € dug(xx) y concluimos que p € Quz(0,z1,...,zN).

L] 8’11,[,;({0, T1y.-- ,xN}) = 8’&5(9)

Vamos a usar la igualdad que ya vimos que es cierta.

I) Juz({0,21,...,xNn}) C Ouz(Q)
Es trivial, ya que z; € 0, Vi =1,..., N y también 0 € (.

II) Ouz () C Juz({0,z1,...,2N})
Ahora si, usamos lo que ya vimos y vamos a ver que dugz(€2) = Q*.
Sea p € Juz(Q), y llamemos

€ ={recQ:vz(z) =uz(z)}.

El conjunto % es el conjunto de puntos de contacto entre la funcién
vz ¥ su capsula convexa.
Pueden ocurrir 2 casos
a) pedugz(T) yT€F.
Pero, si pasa esto, sabemos que

vg(T) = gggﬁ@%ﬂx — ;) +a;}

entonces, 3 iy tal que p € IT'(z — z;) + a4, y, por ser un cono,
podemos concluir que p € duz(0,21,...,N) y, por la igualdad
de arriba, p € Q*.

b) peduz(T) yT ¢ F.
Como T ¢ ¥, entonces podemos afirmar lo siguiente:
vz(x) >0 ug(xr) >.2 uzg(T) + (p,x — T)
I(z)

donde %! es porque ug es la capsula convexa de vz y %2 es porque
p € Oug(T).

Lo que vamos a buscar ahora, es un punto & de manera que
(&) = vz ().

Como T no estd en los puntos de contanto, entonces, podemos
afirmar que 39 > 0 de manera que

ug(T) < U(T) + § < vz(T).
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Ahora, vamos a regular ese §, hasta que el hiperplano (Z) 4 §
toque a vz en algun punto. A ese punto lo vamos a llamar z. El
6 quedaria dependiendo de éste punto. De esta forma, quedaria

(T) +6(2) = U(%) = va (),

pero & € €, asi que

y asi, vz(%) = uz(Z), concluyendo que & € . Y tambien, tene-
mos que

ug(z) = (%)
y caemos en el caso anterior.

Concluimos asi que Jugz(§2) C Q*.
O

El siguiente paso, es ver que efectivamente eligiendo adecuadamente @, |Qug(zy)| =
0, para k=0,..., N. Recordemos que zg = 0.

Sea W :={d = (a1,...,an) : |Oug(xr)| < O, k=1,...,N}. Podemos afir-
mar las siguientes cuestiones:

. WA

En efecto, si resultara que W = (), entonces tendriamos en realidad que
todos los a; quedan dentro del cono de vértice 0, con lo cual, tendriamos
en realidad que p = 6.

= W estd acotado por debajo.

En efecto, sino lo estuviera, abria un a;, de manera que el cono con vértice
en 0 quedarfa dentro del cono con vértice en a;,, y de esta forma, no se
cumpliria que uz(0) = 0.

Para poder corroborar la suma, hacemos el mismo truco que hicimos en la
seccion 4.4,definimos una funcién ¢(@) = a1 + ...+ ay y sea

f o(d) — ol
dnf (@) = (a)
y asi conseguimos que |Qug(x)| = 0 para k = 1,..., N. Para 6y, usamos lo

siguiente:
por hipétesis inicial, tenemos que

N
] = 0%
k=0
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entonces, despejamos de ahi para conseguir

N
17| = 10ua(0)] + Y 10ug(zx)| = [0ua(0)| + ) b
k=1

y asi, llegamos a lo que queriamos.

Para finalizar y dar por cierta la igualdad, deberiamos afirmar que la inter-
seccién tiene medida nula. En efecto, debido a que Q* = dugz(0,x1,...,zN), si
llegara a pasar que Jp de manera que p € Jug(z;) y que p € Jug(z;) con i # j,
entonces, por el lema 3.3, tiene medida nula.

7.3. Ejemplos Graficos

Vamos a dar varios ejemplos graficos para ilustrar todo lo que hicimos recien.

= Caso donde =60

Ahora, vamos a ver un gréfico esquemaético cuando la medida p se puede
escribir con un sélo 6.

(o)

9 ar(o)

El subdiferencial de la funcién I' llena por completo a u*.

= Caso donde p = 6y + 61

Primero, vemos esquemé&ticamente como serfa con suma de 2 6. En este
caso, ademds, vamos a discriminar cuando los dos vértices estdn a una
misma altura o a diferentes alturas.
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F(Tl)

Ug

Donde @ = 0 en este caso.

El hecho que los dos vértices se encuentren a la misma altura, implica que
el subdiferencial se reparta en partes iguales. .

Ol'(zy)

Donde @ = a1 en este caso.

La altura del vértice en x; obliga a que 2* no se reparta en partes iguales.
Es mas, como el vértice en x = 0 se encuentra a menor altura, toma mayor
parte en el subdiferencial de ugz

» Caso numérico

Vamos a ver un caso donde calculemos numéricamente esta diferencia de
cada vértice dentro del subdiferencial. Debido a que calcular la cédpsula
convexa de dos conos es un trabajo muy dificil, vamos a considerar dos
pirdmides de base triangular.

La primera piramide tendrd vértice en el punto (0,0, 0) la cual llamaremos
©(0), y la segunda piramide con vértice en el punto (0,1, %)7 bautizada
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como O(1).
z=2r—y z=2—y+3
O(0)=Qz=-20—y O(1)=Sz=-20-y+3

y calculemos la capsula convexa de estas dos piramides, la cual tendré el
nombre de ¢.

Vemos que al encapsular, perdemos los tres planos z = y,z = 20 — y + %
yz:fZ:vnyr%yganamos los dos planos z = § + 4§ y 2 =4 — 3, los
cuales “enganchan” las dos piramides por debajo.

Calculamos el subdiferencial (son todos planos, asi que coinciden con los
gradientes) de ¢ y, podemos notar que el vértice de (0,0,0) le gana al de
(0,1, 3).



7 SEGUNDO PROBLEMA DE BORDE 86

90(0)

= —

(-2,-1) 2.1

= Caso donde p = 0y + 01 + 05

Ahora, vemos (desde arriba, es muy complicado dibujarlo de costado) el
caso donde hay tres conos con vértices 0,21 y 2.

or'(xy) A

aro)

Ug Oug

En este caso, el vector @ = (0,0) y, de esta manera, estamos teniendo en
cuenta que los 3 vértices estan a altura 0. El subdiferencial, queda dividido
en tres partes iguales.
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8. Pasemos al limite

Bueno, nuestra misién ahora es pasar al limite, para de alguna manera “cu-
brir” a €. A medida que tomemos maés puntos de €2, vamos a tener mas alturas
de los conos que translademos, con lo que el vector @ donde cada componente
es una altura, va a ser cada vez mas “largo”.

8.1. Limite dentro de (2
Sea = un conjunto acotado, contenido en R™, de manera que
QCE.
Para simplificar, vamos a llamar N al vector d. Va a pasar lo siguiente:
da=(a1,...,an)=N; d=(ai,...,an,an+1) =N +1

Por un lado, debido a que los z; que generan las alturas estdn en un conjunto
acotado, van a converger a algin punto que pertenece a la clausura de 2. Por
otra parte, debido a la restriccién de que upn(0) = 0 para todo N, las alturas
también estaran en un rango, con lo cual quedaran acotadas.

Vamos a tomar las funciones uy.

D) |un(z)| < M, Vz € Q, YN donde M no depende ni de z ni de N.

En efecto, ya que VN, ux = g € 09, consideremos M = mix,eaw |9(7)]-
Entonces, tenemos que |uy(z)| < M,Vx € Q, ya que uy es convexa, para
toda N.

IT) |lun(y) —un(z)] < K|y — z|, Vy,z € E, YN, donde esa constante K no
depende de N. (Para esto necesitabamos =.)

Sean y, z € E. Dados p,,p. € Q* de manera que

py € Qun(y) p- € Jun(z)

tenemos que

[1]

a) un(z) > un(y) + (py. T —y), Vo €
b) un(z) > un(z) + (p:,x — y), Va €

[1]

y hacemos el viejo truco de apreovecharnos que vale para todo punto y, en
particular, para y y para z.

a) un(z) = un(y) + (py; 2 — y), y despejando
un(2) —un(y) = (py, 2 = y) = |pyllz =yl cos(0) > —Ipy[lz — |

donde %! es porque —1 < cos(f) < 1.
Ahora, sea a de manera que B, (o) C Q*. Entonces, llamemos K =
| B4 (0)], con lo cual,

—lpyllz =yl = =Kz -y
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b) un(y) > un(z) + (p.,y — 2), y despejando
un(y) —un(z) > (pz,y — 2)
invertimos la desigualdad

un(2) —un(y) < (p2, 2 —y) = [pzllz =yl cos(f) << Kz -y
donde ! es nuevamente por el coseno. Y tomamos el mismo K de antes.
Asi, combinando las dos cosas, tenemos que
—Kl|z —y| <un(y) —un(z) < K|z —y|
y asi, concluimos
lun(y) —un(z)| < K[z -y

IIT) Gracias al punto I) y II), estamos en las condiciones de afirmar, por Arzela-
Ascoli, que
UN — U

uniformemente en =.

IV) Convergencia débil.

La idea de esto es utilizar un razonamiento similar en la seccién 4.4

V) Efectivamente, tenemos que du(f) = Q*.

= OF C ou(Q)
Sea p € Q*. Entonces, p € dun(2), VN, con lo cual, Iz € Q tal que
p € Qun(zy). Tomamos la sucesion x . Luego, como € estd acotado
por estar dentro de =, existe una subsucesién {xy, } de manera que

TN, — Xo con xg € ). Para simplificar, vamos a llamar zy a esa
subsucesién. Ahora bien, como p € duy (xy) con los miembros de esa
subsecesién, podemos afirmar que

un(x) > un(zn) + (p,z —zn), VN, Vo € R".
Luego, tomando limite en
un(x) > un(wo) + (p, * — o)

y tomando limite sobre las funciones, gracias a la convergencia brin-
dada por Arzela-Ascoli

u(z) > u(zg) + (p,x — xo)

concluyendo, asi, que p € du(xg) y, en consecuencia, que p € du ().
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» Ju(Q)) C QF
Supongamos que no. Supongamos que Jpy € ou(Q) y que pg ¢ Q.
Entonces, hay un zg € Q tal que

u(z) > u(xo) + (po, x — xo), Yz € E.

Debido a la convexidad de 2%, existe un hiperplano de manera que
Q* quede “de un sélo lado”. Esto, se traduce de la siguiente manera:

I R :Vp e Q, (p—po, &) <0.

Es decir, que el cos(f) con 6 el dngulo entre p — py y & es mayor a
90°.
Sea w = zg + €£, con € de manera que w € =. Sea py € Juy(w),
con py € Q*. Luego, como Q* es conciderado cerrado, tenemos que
PN — Pw € 2%. De esta manera, para py, tenemos que
un(z) > un(w) + (py,z —w), Vo € R™.
Tomamos convergencia de py
un(z) > un(w) + (Pw,  — w)
y tomamos convergencia de las funciones
u(z) > u(w) + (Pw,x — w),

con lo cual, p,, € du(w).
Recapitulando, tenemos que

® Py € Ou(w)

e po € du(xzg)
Luego, usando la monotonia,

(Pw — o, w — x0) > 0.
Ahora, reemplazamos en esta ecuacién cuanto vale w
(Pw — Po, 26+ €€2a5) = (Pw — P, €€) = €{pw — Po, &)
0
<

pues p,, € 2%,

Con lo cual, conseguimos que
hd <pw _p07£> <0
° <pw 7p07§> Z 0

con lo cual, el absurdo aparece al suponer que Jpy € Ju(Q) y que
po & .
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8.2. Limite fuera de ()

Ya vimos que podemos pasar al limite al descomponer a * en masas delta.
Lo que queremos pasar al limite ahora, es extender el dominio de la funcién, de
manera que la funcién quede, definitivamente, definida en todo R™.
Lo interesante es, que cuando pasemos al limite, la funcién resultante cumplird
que
Ou(R™) = Q~.

Definicién 8.1. Dada la funcién u conveza, u: Q — R de manera que:
» 00
= 4(0)=0
w [Ou(E)| = pu(E),VE C Q
= Ou(Q) =Q*
Llamaremos “extension lineal de u” a
w(z) = sup{u(@) + (p,z —7) :T€Q, p € u(T)}

Muy bien. Veamos primero que, dado un punto zo € R™\Q, Ipy € Q* de
manera que
a(x) > a(xo) + (po,x — x0), YV € R™

Sea {z,,} una sucesién en Q y, para cada z,,, tomamos el correspondiente
pn € Q* de manera que p,, € du(x,). Debido a que, tanto Q como Q* son aco-
tados, existe una subsecesion, a la cual abusaremos de notacién y la llamaremos
Ty, de manera que

T, > TC Q

" p, >DEQ

la idea, es que este P serd nuestro py que existe.
Debido a las convergencias de x,, y de p,, tenemos que

w(x) > u(®) + (p,x —T), Yo € Q.
Por otro lado, llamemos

o) = 10 (un) + (P, 20 — 22))

Y asi,
i(zo) = u(T) + (P, 70 — T).
Para ver definitivamente lo que queriamos ver, primero tenemos que afirmar

que
a(z) > (@) + P,z — ), Vo € R".
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En efecto, si estoy dentro de Q, @ coincide con u, asi que vale. Y fuera de Q,
vale ya que @ es el supremo, asi que le gana a todos. Luego, reemplazamos por
como llamamos a @(xg).

ﬂ(l’) > ﬂ(:L'O) - <ij Zo _f> + <p71' - f>

y haciendo algebra
() = (p, 2T — oHT) = U(x) = U(xo) + (P, — o)

y, concluimos, como dijimos, tomando a p como pg, lo que queriamos ver.
Ahora, veamos que, al “extendir linealmente a u”, no agregamos ningin

punto a Q*.

Supongamos que no. Supongamos que tenemos xg € R™\Q, 3py € du(zo) y

po € Q*. Entonces, como 2* es convexo, 3¢ de manera que

<p_p07€> < Oa vp S ar.

o

Y consideramos T = 29+ £ y p € %, de manera que p € 9u(T). Luego,
gracias a la monotonia,
<§7p07§7 ‘T0> >0

pero, reemplazando por T = xg + £, conseguimos que

<p_p07§> >0

con lo cual, llegamos a un absurdo.

Con esto, podemos concluir que py € Q* y, al extenden linealmente, no
agregamos ningun punto al subdiferencial.

Juntando estas dos afirmaciones, vemos que, para cada punto z € R™\Q,
yva hay un vector en 2* que le corresponde. De esta manera, si tomamos un
conjunto £ C R™\(2, podemos afirmar que

ya que
Ou(E) ={p:pe€ du(z) Ndu(w), z #w, z,w € E}
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y, por el lema 3.3, este conjunto tiene medida nula.
Perfecto, ahora, ya tenemos una funcién definida en todo R"™, veamos el
siguiente lema que es bastante interesante.

Lema 8.1. Sea @ : R™ — R una funcion conveza, u(x) > 0 para todo x € R™,
de manera que u(0,z,) = 0.
Entonces, |0u(E)| =0, VE C R™.

Lo que quiere decir esto es, que si tenemos un conjunto donde la funcién
es nula, y ese conjunto tiene una linea recta (consiguiendo asi que la funcién
sea nula en esa linea), el subdiferencial de esa funcién para cualquier conjunto
queda dentro de un conjunto de dimensién menor a la dimensién del dominio
haciendo que tenga medida nula. En el caso del lema, suponemos que esa recta
se encuentra sobre el eje x,, para simplicidad.

Demostracion. Tomemos un punto en la recta donde la funcién es cero, el punto
(0,5), y consideremos (z’,t) un punto del dominio, con ¢ > 0. Tomemos la
combinacién convexa de (z’,t) con los puntos (0,s) y (a/,0).

(1 —=X)(0,8) + A(z',0) = (2'\, s — As).

Llamamos t = s — As, y despejamos para conseguir A = 1 — ﬁ Reemplazando

en la combinacién convexa, y multiplicamos a la segunda variable por £

t., s
"1 - 2),t=
(1= 20,8
De esta manera, como 4 es convexa
t t t 0 t
a(a' (1 - 2),12) < (1= 2)a(a’,0) + ~a0-"= (1 — 2)a(a',0)
s’ s s s s

y cuando hacemos s — 0o, tenemos que

by ~ 1
y concluimos
a(x’,t) < a(z’,0).
Por otro lado, tomemos ahora (0, —s). Nuevamente, 4(0, —s) = 0 y también
tomemos el punto (z',—t). Consideremos la combinacién convexa de (z/,—t)
desde los puntos (0, —s) y (2/,0).

(1 =X)(2,0) + A0, —s) = (2" (1 — X), —s\)

y considerando —As = —t, tenemos que A = %, con lo cual, si multiplicamos por

2 a la variable discriminada, y usando la convexidad de la funcién,

a1 - 5, %) < (- Dt 0) + Lato—rr= (1 - g, 0),

S

Nuevamente, tomamos que s — 00 tenemos que

(1 — é), 1) < @, 0).
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Luego, Vt tenemos que a(a’,t) = a(z’,0). De esta manera, tenemos que la
funcién esté definida en una dimensién menor, con lo cual,

ou(R™) c R™1.
Por lo tanto, podemos concluir que

9a(E)| = 0, VE C R™
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9. Regularidad C', segunda parte

Recapitulemos la situacién en la que nos encontramos. Tenemos
= Una funcién @ : R™ — R, convexa.
= Un conjunto 2 C R™ convexo abierto.
v [0u(E)| = [, f(x)dx con X < f <A
. {AE| < |0@(E)| < A|E| VECQ
|0a(E)| =0 VE C R™\Q.

El objetivo actual es ver, nuevamente, que para cada punto de la funcién hay
un unico hiperplano soporte, y después, enarbolando el teorema 2.2 conseguimos
que @ € CL.

Teorema 9.1. Sea xo € Q,p € du(zg). Llamemos
C:={xeR":u(zx) =1u(z) + (p,x — xo)}

a los puntos de contacto.
Entonces, tenemos que C = {zo}.

Demostracion. Lo demostraremos por el absurdo.

Supongamos que no, supongamos que C tiene mas de un punto. Por abuso de
notacién, consideraremos u(z) > 0y C = {z € R™ : u(x) = 0}. (sino, deberiamos
lamar v(z) = @(x) — @(xg) + (p,x — zo) y trabajo con v(z)) (y nos olvidamos
del tilde de arriba de la w, asi hacemos méds facil la notacién)

Como en la seccién 5, nos concentraremos en los puntos extremales.

)

C no tiene puntos extremales

Si resulta que C no tiene puntos extremales, entonces C tiene al menos una
linea infinita. Entonces, por el lema 8.1, concluimos que

|[Ou(E)| =0, VE C R"
y en particular,
|Ou(E)| =0, VE C Q.

Pero, tenemos que
MNE| < |0u(E)|, VE C Q,
con lo cual, llegamos al absurdo.

De esta manera, tenemos que concluir que C tiene puntos extremales. Lla-
memos FE al conjunto de los puntos extremales de C.
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IT)
ENQ#(

Sin embargo, este no puede ser el caso, ya que estamos en las misma situa-
cién que el capitulo 5, lo cual vimos que no puede haber puntos extremales
dentro del conjunto. Con lo cual, ya llegamos al absurdo.

I11)
EN(R™Q) # 0

Si nos encontramos en esta situacion, quiere decir que 3T € JC y una
funcioén [ afin, de manera que

» CC{z:l(z) >0}
» () =0
» diam({z € C:l(x) < €}) = 0 cuando € = 0

Ce

y este € es chiquito, de manera que {z € C : [(z) < €} C R™\Q. Definimos
s ={z € R": u(z) < d(e — I(x))}. Luego, tenemos que

ﬂ Is =C..

>0

En efecto,

= C. C ﬂ§>0 Ls.
Sabemos que I(x) < € y que u(z) = 0, entonces, despejando de la
ecuacién
u(z) =0<e—I(x)
multiplicamos por §

00 < de — ol(x)

y asi nos quedamos con los extremos de las desigualdades, y conse-
guimos lo que queriamos, ya que no importa cual sea el , siempre y
cuando sea positivo.
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. ﬂ5>0 I's C C.
Sea z € R™ de manera que u(x) < d(e — l(x)) para todo § > 0.
Queremos ver que x € C.
Por un lado, ya que u(x) < de — 6l(z) y, como 6 > 0y u(z) > 0,

u(z
0< —) <e—l(x)

1)

nos quedamos con los extremos y tenemos que {(z) < €. Nos falta ver
que u(x) = 0. Pero, como ya tenemos que I(z) < e,

u(z) < de — dl(x) < de —de =0

Luego, concluimos que u(z) = 0 y, por lo tanto, vale la contencién.

Llamo v(z) = u(x) — d(e — l(x)).

» v(z) =0en Jl%.

v |u(x)|™ < Cdist(xz,0Ts)Mv(Ts), entonces |v(z)| <0

=0
con lo cual, v(z) = 0 para todo z € I's. Pero esto es un absurdo, ya que
u(z) >0en s NCE.
V)
E con

Llegamos al dificil. Suponiendo que tenemos que FE C 0f, entonces debe
existir T € 9C y [ afin de manera que

» C\{z} C {x:l(z) >0}

» [(Z=0)

» CN{l(z) = 0} = {7}
Luego, T es un punto extremal de C, entonces, T € 9. (Si no fuese un
punto extremal, I(z) = 0 en varios puntos)

Por simplicidad, vamos a suponer que T = 0,C C {x,, > 0}.
Sea xg € CNL, y sea § > 0 de manera que
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L] B5(:L‘0) cQ
L] B(S (1‘0) N C ?é @
" T ¢ Bs(xg)NC
Como sabemos que ) es acotado, tomemos la esfera Bog(0) de manera

que Q C Bygr(0). Nos quedamos con el punto que dista 2R del centro en
el eje z,. Llamemos

S5 = {z € R" : u(z) < B2R — z,))

y sea x, = —y(8) la recta tangente a Sz en la parte negativa de z,,.
: = 2R
| Ln |
[ / C |
| o I
| / !

\\ // //
\ //// /
! : /
\\ g 2 / /
/
v — / S’[j
\ // //
Q\ —_ //
N /7
I A a
v, = —7(5)

Consideremos v(x) = u(z) — (2R — x,). Entonces,
(Ss=¢C
y también
—v(8) — 0, cuando 8 — 0.

= v(0) = u(0) — B(2R — 0) = —32R
0

IN

v v(x)
Como sabemos que u(z) > 0,

u(x) — B2R + Bz, > 0 — B2R + B,

quedando asi que

v(x) > —B2R + Bz, > —2RB — BY(B), Va
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y, en particular,
minv > —3(2R + ()

Sp
y como v < 0,
‘rrsu’nv < B(2R+v(B))
5
lv(0)] = B2R
Si dividimos ambas expresiones
|v(0)] S ﬂ2R 2R

‘ml’nsﬁv| ~ B2R+ Bv(B) - 2R+~(B)

Consideremos 7" una transformacion tal que 7" normaliza a Sz. Tenemos

T(S5) = Sp

B, (0) C Sz C B1(0)
(y) = Cpo(T™1y)
A< Mo < Aen Sg
Yo = T'(wo)

P-5(8)

Po

y, en particular, tenemos que
- 1 - -
|Tx — TZ| > 5|x — |, V&, T

con una constante que depende sélo de la dimensién. En efecto,

Ta —t3] = |T(w — &) = [ATO( - 7)| = [A% (y - )

Z W(yz - gz)z >t
1=1
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donde *! es porque A = diag()\;), con lo cual %ﬁ < Cy,asi, YA > &.

Una cosa 1til es la siguiente: dado z¢ de manera que T(zg) = yo € S'g.
Entonces, tenemos que

B (yo) C T(Bs(x0)).-

kN
]

Esto es asi pues, tomamos un y € B% (o). Entonces, 3z : y = T'z. Usando
la desigualdad de arribita,

1 1)
6|9€*1170| <|Tz —Twxo|l = |y — yo| <ar ol

donde ' es por hipotesis. Nos quedamos con los extremos y tenemos que

1 | < )
e — 2
C n=c
pasamos multiplicando el C'
|z —zo| < 0
con lo cual, concluimos que z € T'(Bs(xzp)).
Muy bien, ahora tomamos ©(y) = |det T|=v(T~'y) (vemos en forma ex-

plicita la Cg y, T depende de 8 ya que normaliza a Sg) Recordemos que
¥ =0 en 0Sg, y definamos ahora

~ ~ ~ )
Sp5 = Ss @ dist(y,dS — 5.
8.6 {y € Sp : dist(y, 0Sp) > 20}
Con esto, haciendo un poco de cuentas, tenemos que
1855V By (w0)| ~ o

es decir, que 5'5,5 N B% (yo) es comparable con §".

Ahora, un lemita:
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Lema 9.1.
‘3’[7(55,5)‘ < 5%

min v
Sp

Demostracion. Vamos a ver que

o(S B, . :
O0S5.0) € B min, g, 5(y)| )
dist(Sp.s,05p)
Sea p € 817(5’5’5)7 entonces, Iy € 5’5’5 tal que
o(y) = o(y) + By — 7).
Debido a que dist(gg’g, 85}3) > §, estonces podemos escribir a y como
y=7+ b,
p|

Y, recordando que v < 0, hacemos lo siguiente:

0> i(y) > (7) + (7 + %&

despejando y cancelando

—0(®)
5

> |p|, V7 € S5

Tomo minimo

y asi, tenemos que

99(8p.5) € B iy 1 (0).

yes, )
dist(ggyg, 355)

Por otro lado, tenemos que

105(S5.5)] >

095,50 By(u0))| 242 A|Ss.s 1 By wo)| = Co"

con *' es porque Szs C Sps N B; (yo) y ** es porque la medida del
subdiferencial se encuentra entre dos constantes. Vamos a mezclar esto de

aca arriba con el lemita, asi conseguimos que
n

mind| > C§*".
Sﬁ
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Ahora, debido a Alexandrov, tenemos que
[8(T'(0))|" < Cdist(T(0),095) M5 (Sp) <. Cdist(T(0),dSp)

donde *! es porque debido a que Mﬁ(S’g) < A y lo meto en la constante
C que sélo depende de n. Nos quedamos con los extremos

[5(T(0))|" < Cdist(T(0),9Sp)

y, en el término de la izquieda, multiplico y divido pr |min 3 0
n

o(T(0))|™

FTOD" [ s

’ml’ngﬁ v Sg
pero,

n
0)|"™ 2R

|v( ( ))‘ minv| = ‘ y mind| > %05% > e vl
‘mlng 5| | Ss ’mlnsﬁ U| C5 | S5 |m1nsﬁ v‘ 2R +~(B)

Con lo cual, si hacemos tender 8 a 0, concluimos que
dist(T(0),085) > C6*",

es decir, que la distancia es més grande que algo.

Pero, al mismo tiempo, definamos P, {x : l(z) = v}.
Con v = 0 tenemos Py y asi.

1 ~ .
Recordemos que Ta = A= O(x — %), con y = Tz. Resulta que si

Pz (x—z0,m) =7}
entonces ~
P ATz : (x — xo,n) =~}

despejando y usando que x = Ty

Py : (y —yo, A) =7}
con A=1Tn.

Y, usando el lema 6.1 tenemos que

dist(ﬁ’o, P—’Y(ﬁ))

dist(T(0),053) < dist(Py, P_ =
(7(0),0Sp) (Po, P—(5)) dist(Bo. Por)

d@St(Pm PQR)

y por ser contraccién

dist(Py, P_ _ . dist(Py, P_
Mdist(Po,PgR) — dist(Po, P_y(p))

dist(Po, P_y()) _ o 7(B)
diSt(P(), PQR) dZSt(POa PQR)

dist(Py, P 2
ist(Po, Par) <a dist(Po, Par) 0
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y, haciendo 8 — 0, tenemos que v(8) — 0y, asf
dist(T(0),d55) < 0

con lo cual, quiere decir que dist(T(0),S5) tiende a cero.

De esta forma, llegamos a un absurdo cuando la distancia tiende a cero
al mismo tiempo que debe ser mayor que cero. De esta forma, concluimos
que no puede haber puntos extremales en OS2

O

Por lo tanto, concluimos que todos los hiperplanos soporte tienen un sdélo
punto de contacto.

Ahora, nos encontramos nuevamente en la situacion de que, dada una funcién
convexa u, todos los hiperplanos tienen un sélo punto de contacto. Sin embargo,
puede pasar que por cada punto, pasen varios hiperplanos. Pero eso en realidad
no puede pasar, ya que estamos en exactamente las mismas hipotesis que en la
seccién 5 en esto. Asi, usando exactamente la misma demostracion, llegamos a
la conclusién que hay un solo hiperplano en cada punto de .

Por lo tanto, gracias al teorema 2.2, tenemos que @, donde % es la “extensién
lineal de u”, es C*(R™).
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