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RESUMEN

Se presenta en este trabajo una técnica de disefin de riltreo=
digitales de respueszta impulsiva finita y fase lineal. El métoxio
obtienn la aproximacisn de Chebyr:hev optima en {in'ervalos separadeoes
correspondientes a las handas de paso y de rechazo del eznpectro de
amplitud de un filttro fdeal.

Se extudia el algeoritmn de intercambio miltiple de Pemez capnz
cde {mplementar tal aproximaclidn eficientemente. permitiendn, a la
vez, la especificacidn exacta Jde las frecuencias le corte para cacda
banda. asi{ como el valer relativo de la amplitud el ripple en cada
una de ellas.

S concluye sobre la effcacia del procedimiento, estudiando
comparativamente filtros obtenidos mediante la tronica propuesta y
t1ltrns da disefic eonvencional cuyos parametros nn pueden ser con-
trolades proplomente par @] di s aefiador

ABSTRACT

This paper ts concerncd withh  a de<ign  technique for
Jinear~-phase t'inite impul =e response digital fill.ors,

The optimim Chebychev approximation over =eparate inlervals
corresponding to the passhands and stopbands of -y jdeal amplitude
spectrum {s cbtained by the forementioned woathod. [he FPemnez
multiple exchanage algorithm is studied, as allowing to {mplement
such appreoximation efficient)ly, along with the eiact specitication
of the citorf frequencies for each band, and the corresponding
relative value of the riprle amplitude,

The procedine el ficien-y is discus=ed by =luadyinag ilter s
derived froem the proprted technique as compared with conventionol
design filters whose parameters cannot be properly controlled by
the user.

* Miemhro de la Carrera del lnvestigador Clentitino del CONICET
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1. INTRODUCCION

Los Filtros de respuesta impulsiva finfta Ctiltroz PIF) son de
vital importancia cn el procesantento de sefiales ddaltales. Se pue-
dett destacar tres atributes que haren de &) las mna herramient a
prdctica y atroctiva: estabitidad, fase lineal exacta, y rdpida fwm-
plement acidn via comvalneidn.

Existen varias tdcnicas de disefio de Lales filtreas, pero el
objetive es dniceo: hallar una secuencia fintta de numeros resales
Lal gue su transformada de Fourier cuwmpla con dos condiciones: 1)
s ecpeclro de amplitud cdebe fener bandas dde rechaco vy ode pase de
acterdo a los requerimientos del disefador; 2) @1 espectro de fa<e
debe ser lineal. Bisicamente, se trata de un problema de aproxima-
cion.

Una de las técnicas de disefin clAdsicas es el “msStoda de venta-
nas", descrlipto por numercses autores (Blackman y Tukey, 1953;
Yalser, 31Q06; Pabiner y Gold, 1979 . Fl procectimlenlo atilizo una
secuencla de peso finita, llamada “ventana®. que modifica a los ceo-
clicientes de Fourier de manera de controlar la convergencia de la
sorie homénima. Es una técnica muy sencilla, y gara muchoes fines e-
ticazm, pero presenta clertas limjitaciones. Por eiemplo, no (ncluye
ningdn tipo de optimizacion que mintmice alguna funclidn e error
entre el espectro de amplitud ideal o deseado y el calculado, Tam-
poyco @5 posible ejercer algun control direclto Solne Los pardmeteos
del filtro. Tanto el ripple como o1 ancho de las bandas de transi-
cidn Cbandas donde existen discontinulidades en =l espechiro de am-
plitud icdeald sélo se pueden coniocer una vez calculado =21 flltro.
.o mismo puede decirse para la locacidn exacta rde las frecuencias
de corte.

Otra técnica de disefio, Ilamada de “muestres en f{recucncias®.
propuesta por Gold y Jordan (1989) y de<arrallada por Rabiner y m-
tros (1970) censiste en muestrear el eszpechro de amplitud {dea) que
se requiere aproximar en N puntos equierpaciados. Luego se evalua
el ewpectro de amplitud como una {interpolacidn del espectiro mues-
tteado. Hactendo que ciertas muestras correspondientes a la banda
de transicicn sean variables., es posible minimicar alguna funcidn
stinple del error de aproximacidn., Pero la eleceisn de las frecuen-
clas para las cuales se toman las muestras es arbitraria, por lo
que los resultados obtenidos no son dptimos desds un punto <de vista
absoluto.

Herrmann €1070) fue el primero en desarrnllar un método de di-
seiic de riltros RIF Sptimos en el sentico de Chebychev., Asumiendo
que el especiro de amplitud del filtro Sptimo tuviera ripple cons-
tante en todas las bandas Cequirrippled, y fijando el nimero de ri-
pples en cada banda, Herrmann establecid un sistema de ecuaciones
no lin=ales gue describla completamente al filtro. La lonaitud de
los filbtros asi divafindos estaba limitada a uno- 40 Alementos,

Hofstetter v otros (1971) elimind este {nconventente desarro-
llando un algorit!mo capaz de soluciconar las ecuacinnes no lineales
mediante el algoritmo de intercambio miltiple cde Pemez de la teoria
de aproximacidn de Chebychev., Sin embargo, es posible probar quer
los filtros de Herrmann y Hofsletter son una subclace de los fil-
troe dptimes que se discutirin en este trabajo. Ademids, persiste la
dificultad de no poderse determinar a priorr la posicidn exacta de
las frecuenctas re corte.

Parks y M- Clellan (19732 formularon la aproximacicon de un
filtro pasabajns ideal en dos intervalos separackes, la bandy de pa-
sc y 12 de rechazo. dejande la banda de transicion sin eapecificar.
El teorema de alternacidn i jaba las condirfones de la aprovimacion
Gptima y o1 algoritmo de Pomez recmolvia eftcientomente e problema,
Mis tarde generalizaron el procedimiento para inclujt torlos los ti-
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prs de filtros PIF de fase linemal (Me Clellan v FParks, 1973). Me-
diante esta Lécnica, los fnconvenientes arrtba mencionados resulta-
ban eliminados.

La técnirca de disefio de dichos filtroes dptimos Cfiltros mint -
max), que incluye filtreos pasabajos., pasaizltos, pasabanda y recha-
zabanda miltiples, se descrite en los pirratos siquientes. Algunas
pequefine modificaciones pueden hacerse a la teoi (3 para incl uir a-
demics fillros minimax diferencladores y transformadores de Hilbert
CFabiner y Gold, 1975, Tanto o)l primer c¢rupn o fillros com el
segundn son abarcados por la técnica de disefio implementada en un
programa de computacidn Fortran (Pabiner y 6Gold., 197%; Vells,
1QR9) .,

2. FILIROS RIF CON FASE LINEAL

Sea <h({n)) una secuencia real, causal y confcrmada por N ole-
mentos. O sea: h(n)®) sdlo 3i n = 0,1...H-1. a1 itransformada de
Fourier es:

N-t
HCjw) = Y hCndexpC-jand c1d

n:=o

donde © es la frevuencia en radianes, y j=7-1.
Se puede teescribir la (1) de Ja forma

HC jwd> = H'Cjedexpl J8CoD ] &)

siendo H'C jw) = }HC jo)| el espectro de amplitud. una funcidn real,
y 8Cu) el esupectro de fase., que debe ser linecal.
La linealidad puede expresarse escribiendo

6w = ~aw (@< D)

donde « @a= el retardo de fase.
Tomando en cuenta esta ulltima expresidn, de las igualdades. de las
ecuaciones (1) y (&) se desprende el siguiente par de condiciones

nece<arias:
[CI = (H-1D.2 C4ad

h¢nd = hCN-1-no. 46>

La ecuaciédn C4a) evpresa que para cada valor de N, exisle un solo
valor de ¢« para el cual la fase es exaclamenie lineal; en tanto que
la C€4v) expresa que~ para ese a dado. la respussta fmpulsiva del
filtra presenta cierta clase de simetria (Pabiner y Gold, 19783; Ve-
115, 19289),

Como se expresara oportunamente, el prepaosito de nna Lérnicn de di -
sefio consiste en hallar los h(nd tales que H Cfwd se, aproxime a
clierta forma deseada. La vinculacidn de los hCn) con H Cjuw) se ob-
tiene a partir de la ecuacidn

HCjad = PC e X juwd. $))
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X jw =3 una fincldn fija de o, en Ltanlo que PCjur resulta una com-
binacinn 1neal e funeciones comenn tndependieont os, comn se indica
en la ltabla 1 CRabiner y Gold, 19743,

IN-21 2
N impar M ja = 1 FC jed> - }  AtndcosCuwnd
'\L:‘II
T T - N. -t Iy
N par O ) = cosCu- 3D FC jw) = 5 bCndcosCwn)
nio

Tabla 1. Expresiones para PCjad y OCjmd). Lo coeficientes
acn). y bCnd se relacionan rencillamente con los hiCnd.

3. APROXIMACION PESALDA DE CHEBYCHEY

Se considerd el problema de diseiio de tiltros RIF con fase 11 -
n+al como un problema de aproximacicn e Chebychev. La teorfa de
cmzte Ltipeo de apreximacidn establece un crnjunto de condicicomes para
.o crnales es posible probar que la solusidn ez Gptima y dnica. Fl
fonrera cle alternacisn establece estas condiciones, y es la base
de:l algoritmo de intercambio miltiple de Remesz, método que calcula
tos coeficientes del filtro eficiwentement 2.

Para formiular el problema2, es necesario det'inir primeramente
el espectro de amplitud deseadn Do) vy L2 funcion de peso WC je) de
la funcicdn ¢e error de aproximacion, que permitjir4 al disefiadoer e-
legir el error miximo relative (rlpple) »on cada una de las bandas.
De esta manera. el error pesado de aproximacicdn queda definido como

F 1
ECjuw) = WC jwd IL’(J'(oJ - H"ij) I <o)
L J
En virtud de la ecuacidn (8, se escribir.i
ECjud = WCjud [b( e - PC _n.-)] <

~ -
dondea WC ) = WO 20 53y DCJed = DC fod -0 jod,
El problema consiste ahora en _hallar los ceeticientes ACnd & B
talens aue FC i) se aprovime zo X jod en el =ent iy e Chelsychev: mi-
nimizar et miximo ahsnlato de EC jd sobwe las birvlas de frecuenclnas
en las cuales Ia aproximacion se estd jealizando., Denotando como
fE jed | a este valer, luemgo el problema se pusde ostablecer matemi-

ticamenle como:

fECJd | = min [m:ix[EC_iw)[] c|d

tcoef) WA

donde A es 1a unian de las bandas Ade inbtm és.
= Ltrata., comn 3e puede apreciar . de ana minbmicacidn a norma fnfi-
nita., S solucisdn s obtione a partir de Jas covdiciones estableci -

rlas por el teorema de alternacidn (Davis, 19678).
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St PCjw> es una combinacion lineal de r funciones coseno, o
sea, si

re
PCjw) = z' o nocosCwn)
n¥o

lurgo, una condicion necesaria y suficlente parv gue PCjw) sea la
Gnica y mejor aproximacidn pesada de Chebychev ds una funcidn con-
tinua IXjw>) en A, subconjunto del intervalo CO,n)>, es gue la fun-
cion de erroy peundo ECjw) gosea al menos rit frecucncias extremns
en A; es docir, deben existir r+f1 puntos w en A tales gue:

w"- wz< R 4 o,y tales que E(ij) L -Ef.'jw_“’). (=1,&...r y
IL'-‘.'jo\‘)| = max |EC jor |.
WeEA

Estea teorema es muy poderoso, puesio que etstablece las condi-
cinnes necesarjas y suficientes para que la solucidn del problema
de aproximacidn evpresado en (8) exista y sea unica. Establece la
propiedad de equioscilacidn de la funcidn error. o sea: ECjw) cdebe
ser equioscilante con r+l1 extremos alternados. En tales circuns-
tancias, PCjuw es la mejor aproximacidn de Chebychev de la funcidn
¢ jw).

S| se revica la Tabla 1., se puede establecer el significado de
r en el teorema. Comparando las expresicnes pira PCjw), r vale
CN#L) 782 & MH/2 ~egrin Tea N impar o par respeciivamonte,

La Figura 1 indica el aspecto que presenta el espe=ctro de am-
plitud de un fillro pasabajos solucién del problema planteado. El
erquema de tolerancia representado se alcanza mediante la especi-
ficacién de los pardmetros Fp, Fe y la relscidn 6152, Se ha clefi-
nido la frecuencia normalizada F=w/2n.

Figura 1. Filtro pasabajos minimax: ssquema de Lolerancias.

En este momento surge una pregunta: scuiles han de ser las rel
frecuencias para las cuales EC jw) toma sus extreamos. varif(icando el
criterio de corcania de aproximicidn establecid s en (#O'7, La res-
puesta la brinda 1 algoritmo de intercambioc miltiple de Remez des-
ctitn brevemente a continuacidén.

4. ALGORITMO DE REMEZ F'ARA EL DISERO DE FILTROS MINIMAX

El algrritm, como e indica en la Figura 2, comienza con una
cuprsicidn intcial de rel puntos, e intercambis’ puntos hasta que
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obticne los r+l punlos rdel tecrema de alternacidon (frecuencias ex-
Lremas)., Esto se loara rde 1a siguiente manera,

En el pasc 1-éusim> del algoritmo, se tienen r+t puntos en los
cuales la funcidn error es forzada a tomar magnitud & con signos
alternados C(recordar la condicidn de equinscilacicdnd. Iv» esta mane -
ra se obhtiene un conjunto de r+1 ecuaciones, que de acuerdo a la e-
cuacioén (7) tienen la forma

G-:Ju'g[ &ka) - PCJw) ] = c-1>%s k=0.1...r. )

PCjw) es una combinacidn lineal de cosencos, de mw<io que =1 sistema
(8 puede escribirse en forma malricial de la siguiente manera:

1 cosw cos2w ... cos(r-1w :—1— a DC Jw D
] o a L] ()
WC jw D
o
1 cosw cos2w ... cosCr-1dw x—i—— a DCJer D
1 1 1 1 1
'(Jml)
a
r-1
c-10" .
1 cosw cos2w ... cosCr -Dw x— 6 DC fw D
; ' " T owgend J ) LT

1,

La sclucidn directa de ostie sistema es lenta cuasivio r toma valores
mis o men~s grandes. Es mAs eficiente calcular primero & analiti-
canente, con la {Srmuia

a DCje ) +a (jw)d + ... + a DCju D
o o 1 1 r r _ 11y

S = = = =
a WCjw ) - a Mjw)d + ... + C-1>"a W )
[+] (4] 1 1 . ) r

r
donde A = n Cx-x>*' para k=0.1...r, y x =coste).
k . b i 1 i
is0 ik
Luega, mediante la firmula do interpolacisn de Lagrange se Lnterpo-
la PCjud en los r puntos W ... para los cuales FC jwd vale

€, = DJu) - C-12*6W ju)d k=0.1...r-1. a2

Con el unico fin de que el proredimiento =oa lo méis ripido posible,
en lugar de utlilizarse la fdérmula de interpolacism de Lagrange en
su forma estindar, se utiliza su forma barirénirica. Esta propor-
clcna un ahorro total de tiempo de computacidn en esta etapa del
S50 (Velis, 198,

De wmcdo que se interpola para los r puntos C'. me<tf ante la férmula:
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g " q
o -x--xk ¥ r-t .
PCjwd = 22 = con f, - L5 . %}
'z T ] " izo ik
k=0 X‘Xk

El siguiente paso es evaluar ECjuwd en A, Es suficiente hacerlo en
un numere finito de puntos egquiespaciacdos, no inferior a 20t CParvs
y McClellan., 1972). Si la funcidn error es tal que [ECjw) |26 para
todo weA, entonces las frecuencias supuestas coinciden con los ex-
tremos de ECjw), y la solucidn dptima ha sido encontrada. Pero si
para algun weA, |E(Tjw)|>6. enlonces se debe elegir un nuevo conjun-
to de r+1 frecuencias candidatas a ser frecuenclaz extremas. La es-
trategia del algoritmo de Pema= es elegir estas nusvas frecuencias
tales que & se vea incrementada en 1a préxvima fteracidn. S los
nueves puntos que se eligen son los extremos de la curva de error
Co sea aquellos puntos donde |ECjud |26 y ECjw) es extremo locald,
entonces & es forzada a aumentar hasta que converge a su limite su-
perior, que correasponde a la solucidén del problema C(Rakiner y o-
tros, 1979,

En definitiva. el algoritmo de Remez proporciona el error pico
5 y el conjuntn de r+l frecuencias extremas parxa las rcuales FC jw)
toma sus extrenpos de maanitud 6 y signos alternados. Lueyo, se eva-
lda PCjwd en 2" puntgs igualmente espaciados, tal que 272N, y, me-
diante la transformada rapida de Fourier (FFT), se obtlienen los co-~
eficientes alnd. Segun sea N par o impar, a partir de los ond se
calculan los coeficientes h(n) que conforman la respuesta impulsi -
va del filtro minimax.

Suposztcion tnicital de Llas
(r+4) frecuencias exlremas

cilcule del & optimo

l

Interpolocidédn atravées de
puntos para oblener P( )uv)

1

Calculo del error E¢jw) vy
busca del miximo Llecal
donde |l:« jw |26

Retenqa los rey
extromos maycres

!

CAMBDIO Choque~ 3L lo= puntoe ex-
tremos hon cambiade

lSlN CAMB IO

[ MEJOR APROXIMACTION

sl

Figura 2. Diagrama en bloques del algoritmm de Pemez
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5. DISERO DE FILIRUS. DISCUSION Y EJEMPLOS

Se ha calculado un filtro pasabajos de f{recuencia de corte
normalizada Fc=0,. 35 mediante el método de venlanss. Se aplicd pri -
mwar o una ventana rectangular y luego una de Hamming. Las Figuras 3
Yy B muestran los respectivos espectros de amplitud en decibeles
Crdb). Las figuras pequefias itncluidas en las grandes ensehan un de-
talle ampliado de las bandas pasantes. donde se advierten los valo-
res mdximos del ripple. lLas unidades de sus eje: 3on las mismas que
las de las figuas grandes. Bajo el epiarafe de cada figura, se
mues.tra 2l espectro de amplitud por unidad del filtro correspon-
diente. El ancho de la banda de transicidn se denota por DF.

Las Figuras 4,6,7 y 8 muestran los espectros resultantes del
mismo filtro pasabajos calculado con el método de optimizacién des-
cripto en el presente trabajo. Merced a la ductilidad del procedi~
mlento, se han variado ligeramente algunos parimelroes del flltro
Cmanteniendo su longitud) con el fin de hacerlo cemparable a los
filtros de las Figuras 3 y 5.

Las Figuras restantes (9 4 14D muestran filtros minimax diver-
sos, que dan una idea del poder de la técnica de disefio en aproxi-~
mar una amplia variedad de filltros:

Cabe aclarar que cuando se indica por ejemwplo Pecos 1:5 en la
Figura 8. éstos son los valores que se especifican para la funcién
de peso W(ju) en cada banda. Para este caso. el ripple en la banda
de rechano serf4 3 veces menor al ripple «n la banda de paso.

Hotese ademis que la fase de cada uno de lcon filiros es exac-
tamente lineal, también la de les filtros diseiiados con el mstodo
de ventanas, y vale 8Cw)=-w», habléndose elegido a=(N-1d>,2 y tal
que hin3 =hCN-1-n) es su respuesta impulsiva, simétrica respecto a
la muestira n=e.

En el epigrafe de cada figura, se discuten las caracterf{sticas
de cada uno de los filtros disefiados.

6. CONCLUSIONES

La técnica de disefic de tiltros minimax realiza una aproxima-
cidn en intervalos separ ados. sto permite la espweclificaclan exacta
de las trecuencias de corte de cada banda fCdos prar cada unad, y por
endde. &l conncimienlo preciso y a priort del ancho de las bhoandas de
transicion. Otras Lécnicas de disefio, tales com el método de ven-
Ltanas, obtienen estos valores indirectamentn.

Se ha probado que a lgual DF en los filtros “rectanqular®™ y
mintmax, y “"Hamming” y minimax, las cararterfstiras de ripple en el
dominio de las frecuencias del nuevo filtro resultan mejoradas sus-
tancialmente. Lo mismo puede decirse para =1 DF cuando es el ripple
la cantidad comparable.

Una limilacidn inherente a este precodimiento,. asf como a o-
tras técnicas de disefieo, es que no es posible cepecificar sineltda-
neamente todos los pardmetros del filtro. El ripple (eruirrippled
no se conoce a griort; en cambin, la técnica peimlte establecer su
valor relativo en cada banda mediante la especificacldn de los pe-
sOS.

Cabe destacar la fmportancia que tendrid en 1l futuro la utili-
zacidn de filtros mintmax., Sus aplicaciones, tanto en el precesa-
miento de sefiales sismicas como en olras 4reas de la ciencia que
mane je sefales digitales, son miltiples. Los filtros minimax ~stin
siendo pregrestvamente incluidos en Jos paqueles de scoftware desti-
nados al procesamiento de scfiales sismicas para Ja investligaci<dn y!
produccicdn pelrolera, y su uzo se vuelve convenienle en tLorlo aquel
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procesamiento que requiera un filtro riguroso, hien especificado, y
eficiante en cuanto a tiempo e maquina. |

Oueda hecho el ofrecimiento 2 1a comunidad cientifica del pro-
grama implementaido para una cemputadora JBEM PC v compatibles. Dicho
programa es de multiple propésito, permitiendo diseffar no s6lo los
filtros minimax de ias figuras 3 & 14, sino ademas filtrios minimax
diterenciaderes y transformadores de Hilbert,
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