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RESUMEN

Se presenta en este trabajo una técnica de diseRo de Til tros 
digitales de respuesta impulsiva finita y fase lineal. El método 
obtiene la aproximación de Chebycfiev óptima en intervalos separados 

correspondientes a las bandas de paso y de rechazo del espectro do 
ampli tud de un filtro i deal.

Se estudia el algoritmo de Intercambio múltiple de Pemez capaz 
de 1mplementar tal aproximación eficientemente, permitiendo. a la 
vez, la especificación exacta de las frecuencias; de corto para cada 
banda, así como el valor relativo de la amplitud del rlpple en cada 
una de ellas.

Se concluye sobre la eficacia del procedimiento, estudiando 
comparativamente filtros obtenidos mediante 1.a tontea propuesta y 

filtros de di sello convencional cuyos parámetros no pueden ser con
trol ades propiamente por el di ■> olíador .

ABSTRACT

Miembro de la Carrera del Investigador Científico del CONICET

lilis pap»T is concernid witli a design tcc.hnlque Por 
J i neai—phase finí te impulse responso digital flJturs.

Tho optimum Chebychev approxi mat I on over sepárate Inter v.sls 
c:or respondí ng to the passbands and stopbands oí <n ideal amplitud» 
spectrum is obtained by the f oreinenti oned 'ti»thod. the Remoz 
múltiple exchanae .algorithm is studied. as allowing to implement 
such approximation et'í icient J y. along witli the <?::aet spe:l i i r nt i < -n 
oí *le c'itoff freg'ienelos Por- each band. arid ih» cor respondínq 
relativo valué oí the rlpple amplitude.

‘ílio pioco.ii.no el f i r 1 on-* v is di scrir.sed by etndyl nú filiéis 
derived frcm the proponed technique as compared wl th conventional 
design Pilters whose parameters cannot be properly controlled by 

the user.
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1. INIRODUCCIOH

Los filtros de respuesta impulsiva finita (I litros PIF3 son de 
vital importancia en el procos amiento de seriales digitales. Se pue
den destacar i r «-s atributos .pie harén de ello» rnia herramienta 
práctica y atractiva: estabilidad, fase lineal exacta, y rápida lm- 
plementación vi a ronvolución.

Existen varias técnicas; de diseño de tales filtros, pero el 
objetivo es único: hallar una secuencia finita de números reales 
tal que su transformada de Fourier cumpla ton dos condiciones: 13 
su rqectro ríe amplitud debe tener bandas de rechazo y de paso do 
acuerdo a Ice; requerimientos del diseñador; 23 cu espectro de fase 
debe ser lineal. Básicamente, se trata de un problema de aproxima
ción.

Una de lar; técnicas de diseño clásicas es el "método de venta
nas". descrlpto por numerosos autores CBlacinuari y Tuley. 193'3; 
Kaiser. 196*3;  Pabiner y <5old. 19733. El prccoli iiii»nl o utiliza una 
secuenci'a de poso finita, llamada "ventana", que modifica a los co
eficientes de Fourier de manera de controlar la convergencia de la 
serie homónima. Es una técnica muy sencilla, y para muchos fines e- 
iicaz, pero presenta ciertas limitaciones. Por eiernplo, no incluye 
ningún tipo de optimización que minimice alguna función de error 
futre el espectro de amplitud ideal o deseado y el calculado. Tam
poco es posible ejercer algún control directo sobre los parámetros 
del filtro. Tanto el rlpple como el ancho de las bandas de transi
ción (bandas donde existen discontinuidades en el espectro de am
plitud ideal? sólo se pueden coríocer una vez calculado el filtro. 
Lo mismo puede decirse para la locación exacta de las frecuencias 
de corte.

Otra técnica de diseño, llamada de "mi res t r •-o en f re»'ricnci as", 
propuesta por <5ol d y Jordán (19t393 y desarrollada por Pabiner y o- 
11 os (197(0 consiste en rnuestr ear el espectro de amplitud Ideal que 
se requiere aproximar en N puntos equie«-pa<.l ados. Luego se evalúa 
el espectro de amplitud como una interpolación del espectro inues- 
treado. Haciendo que ciertas muestras correspondientes a la banda 
de transición sean variables, es posible minimizar alguna función 
simple del error do aproximación. Pero la elección de las frecuen
cias para las cuales se toman las rnuestras es arbitrarla, por lo 
que los resultados obtenidos no son óptimos desdo un punto de vista 
absoluto.

Herrmann (19703 fue el primero en desarrollar un método de di
seño de filtros RIF óptimos en el sentido de Chebychev. Asumiendo 
que el espectro de amplitud del filtro óptimo tuviera rlpple cons
tante en todas las bandas Cequirripple>. y fijando el número de rl- 
pples en cada banda, Herrmann estableció, un sistema de ecuaciones 
no lineales que describía completamente al filtro. La longitud de 
los filtros así diseñados estaba limitada .a uno- JO elementos.

Hofstetter y otros (19713 eliminó este inconveniente desarro
llando un algoritmo capaz de solucionar las ecuaciones no lineales 
mediante el algoritmo de intercambió múltiple ríe Pemez de la teoría 
de aproximación de Chebychev. Sin embargo, es posible probar que 
los filtros de Herrmann y Hofstetter son una subclase de los fil
tros óptimos que se discutirán en este trabajo. Además. fiersis’e la 
dificultad de no poderse determinar a priort 1.a posición exacta de 
las frecuencias de corte.

París y Me Clellarr (19723 formularon la aproximación de un 
filtro pasabajos ideal en dos intervalos separado:;, la banda de pa
so y la de rechazo, dejando la banda de transición sin e-;;>e<:i f i car . 
El teorema de alternación fijaba Jas condicione;: de la aproximación 
óptima y el algor i t mo de Pómez resolvía of i c i er>t • nent e el problema. 
Más tarde generalizaron el procedimiento para incluir todos los ti-
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pos do filtros PIF de fase lineal C Me Clellan v Parles, 19733. Me
diante esta lécnica, los inconvenientes arriba mencionados resulta
ban eliminados.

La técnica de di seño de dichos filtros óptimos <flitros mint- 
moxi. que incluye filtros pasabajos. pasa-sitos, pasabanda y recha- 
zahanda múltiples» se descrit'e en los párrafos siguientes. Algunas 
pequeñas modificaciones pueden hacerse a la Leer Ir para incluir a- 
demás filtros mlnimax diferene1 adores y transformadores de III1 ber t 
CPabiner y <?old. 19753. Tanto el primor grti|>o do filtros como el 
segundo son abarcados por la técnica de diseño implementada en un 
programa de computación Fortran CPabiner y r-fold. 1975; Vells, 
1 9891.

2. FILTROS RIF CON FASE LINEAL.

Sea <hCn33 una secuencia real, causal y conformada por N ele
mentos. O sea: hCn.i^O sólo si n = 0.1...N-1. Su transformada de 
Fourier es:

N- t
HCjwJ = Y hC nSexpC-J'*m3  CU

n-o

donde n> es la frecuencia en radianes, y J--/-T 
Se puede («escribir la C13 de Ja forma

HC J <«0 = H*C  J >.o3 expt J É*C  oO 1 C23

siendo H*CJw3  = í|HCj'o>| el espectro de amplitud, una función real, 
y fKó'J el espectro de fase, que debe ser lineal.
La lineal idad puede expresarse escribiendo

0C <o3 ~ —ctw C 31

donde << es el retardo de fase.
Tomando en cuenta esta última e?:presión, de las igualdades- de las 
ecuaciones Cll y C21 se desprende el siguiente par de condiciones 
necesarias:

ct = CN-lSzZ C4o3

hCn3 = hCN-l-nl. C4b3

La ecuación (4o) expresa que para cada valor de N. existe un solo 
valor de <« para el cual la fase es exactamente lineal; en tanto que 
la C4bl expresa que para eso cr dado, la respu--:ta impulsiva del 
filtra presenta cierta clase de simetría <Pablnei y fiold. 1975; Ve— 
lis. 19893.
Como se expresara oportunamente, el prepósito dj- una técnica de di
seño consiste mi hallar los ht n3 tales que H C i<o3 sef aproxime a 
cierta forma deseada. La vinculación do los liCn3 con H C ja>3 se ob
tiene a partir de la ecuación

h’cJvD = PCjw3QCj«>3. C53
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CJl .iü'J es una función fi ja fie <•.>. en lanío que PC )<■>_> resulla una com
binación lineal ríe funciones coseno independientes. como se indica 
en la 'labia 1 CRablner y Gold. 19710.

N impar Qt..i«ó = 1
<N-1 > 2

PCJifó - \ atrikosfwn)

n =rr

14 par OCJ-áO - cosC<fe"21
N F*  ..

PC juO = 2 bCrO cosCon)
n -b

Tabla 1. Expresiones para F'CjoO y CCJm>. Los coeficienl.es 
atnl. y bCrO se relacionan sencillamente con los hCnl.

3. APROXIMACION PESADA 1>E CHEBYCHEV

Se consideró el problema de diseño de filtros RIF con lase 11- 
nral como un problema de aproximación rio Chebychev. La teoría de 

e tipo de aproximación establece un con junto de condiciones par a 
,»s cuales es posible probar que la solurión es óptima y única. El 
leoretra de alternación establece oslas condiciones, y es la base 
del algoritmo de Intercambio múltiple de Remez. método que calcula 
ios coeficientes del filtro eficientemente.

Para for mirlar el problema, es necesario del'inir primeramente 
el espectro de amplitud deseado DCJwI y la función de peso WCj*O  de 
la función de error de aproximación, que permitir! al diseñador e- 
leglr el error máximo relativo Crlpplel en cada una de las bandas. 
De esta manera, el error pesado de aproximación queda definido como

ECJ<¿> = WCJw? ¡IX jwl - H*CJc0|  COI

En virtud de la ecuación <51, se escr Ibír.i 

C73

donde WC J-..0 = J'tf.’CK Jfe> y ÍXjw) = DC joD >.X Jfel.

El problema consiste ahora en,hallar los coeficientes aCn.T ó bCni 
tales que PC jo? se aproxime a IX. jr.O eri e.l sentid-? de Chr»t?ych"v: mi
nimizar el máximo absoluto de E< joO sobre las bandas do frecuencias 
en las cuales la aproximación se está realizando. Denotando como 
|ElJwl| a este valor, luego el problema se puede establecer matemá
ticamente como:

|ECJcoI| = miri | ináx |EC JwJ 11 C83
< coef) L oxía J

donde A es la unión de las bandas de Interós.
S«” trata, como se puede apreciar . de una minl mi ~.k. i ón a norma lnfi — 
nila. Su solución se obtiene a partir de Jas condiciones estableci
das |ior el teorema de alternación CDavis. 19051.

coeficienl.es
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Teorema. sla altornación:

Sí PCJwJ es una combinación lineal de r /unciónos cosmo, o 
sea, si

luego, una condición necesaria y suficiente paro que PC sita la 
tínica mejor aproximación pesada do Chobycheu do una /unción con
tinua IXon A, subconjunto del intervalo <0,n?. es que la /un
ción de error pecado EC j<¿> posea al árenos r*1  /renuencias extremas 
en A; es decir, deben existir r*l  puntos <•> en A talos que:
<,> < w< . ..< w y tales que ECju.) “ -EC/<■>. >, i*i,2...r  y i z r»r l '
| EC ju>.) | ■ mrix | EC juO |.

«VEA

Este teorema es muy poderoso, puesto que establece las condi
ciones necesarias y suficientes para que la solución del problema 
de aproximación expresado en C8> exista y sea tínica. Establece la 
propiedad de equioscilación de 1 a función error, o sea: ECJtoí debe 
ser equioscilante con r+1 extremos alternados. En tales circuns
tancias, PCJaO es ia mejor aproximación de Chebychev de la función 
CXJoO.

Si se revisa la Tabla 1. se puede establecer el significado de 
r en el teorema. Comparando las expresiones para PCJ<oJ. r vale 
CN'llzíí ó H'ñ reqtín sea N impar a par respectivamente.

La Figura 1 indica el aspecto que presenta el espectro do am
plitud de un filtro pasabajos solución del probLema planteado. El 
esquema de tolerancia representado se alcanza mediante la especi
ficación de los parámetros Fp, F« y la relación ói,'6x. Se ha defi
nido la frecuencia normalizada F«wZ2n.

Figura 1. Filtro pasabajos minlmax: esquema do tolerancias.

En este momento surge una pregunta: ¿.cuáles lian de ser las r ti 
frecuencias para las cuales ECJwT toma sus extremos, verificando el 
criterio de cor cania de aproximación establecido en W', La res
puesta la brinda el algoritmo de intercambio múltiplo de Remez des
crito brevemente a continuación.

4. ALGORITMO DE REMEZ PARA EL DISEÑO DE FILTROS MI Ni MAX

El algoritmo, como se Índica en la Figura íi, comienza con una 
suposición inicial de r«l puntos, e intercambia’ puntos hasta que 
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obtiene los rpuntos del teorema de alternación Cfrecuoncias ex
tremas}. Esto s» logra de la siguiente manera.

En el paso i-ósimo del algoritmo, se tienen r+t puntos en los 
cuales la función error es forzada a tonar magnitud ó con signos 
alternados Crecordar la condición de equloset1 ación?. Iva esta mane
ra se obtiene un conjunto de r*l  ecuaciones, que de acuerdo a la e- 
cuación C7? tienen la forma

donde a « n Cx.-x.)’* 1 para k=O.l...r, y x. “cosCw. 3.
k k i i ii so ¡Xk

Luego, mediante la fórmula dn interpolación de Laarange se interpo
la PC jro? en los r puntos » ,w>. * para los cuales PC jro> vale

WCJw^?^ DCJo>fc? - PCJwfc5 j - C-l?k6 k«O.i...r. C0?

PCjrv? es una combinación lineal de cosenos, de modo que el sistema 
CS? puede escribirse en forma matriclal de la siguiente manera:

cosCr-l)u> o

cosCr-l)üi

1 ct o

1

DCJo» 3 J o

DCJr.^3

ÍCJ%J

-1
WC Ja. 3

a r-1

cosCi -15<ür
C—l?r

WCJu»r?
ó LKJw )r

CIO?

La solución directa de este sistema es lenta cuando r toma valores 
más o nr-nos grandes. Es más eficiente calcular primero ó analíti
camente. con la fórmula

Cll?

Cfc « KJ«.) - C-13kr5^WCJrok) k=O.l.. .r-1. C123

Con el único fin de que el _proredi mi ento sea lo más rápido posible, 
en lugar de utilizarse la fórmula de intr*rpolaci><n  de Lagrange en 
su forma estándar, se utiliza su forma barlróntrtea. Esta propor
ciona un ahorro total de tiempo de computación en esta etapa del 
50*1  CVelis. 1981».
De modo que se interpola para los r puntos C^. mediante la fórmula:
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< 13>

El siguiente piso es evaluar ECJaO en A. Es suficiente hacerlo en 
un número finito de puntos equi espaciados, no Infer ior a 20r CParks 
y McClellan, 19785. Si la función error es tal que |ECJuD|<ó para 
torio ore A. entonces las frecuencias supuestas coinciden con los ex
tremos de ECJw.'t, y la solución óptima ha sido encontrada. Pero si 
para algún oeA. | EC jo.O | >6, entonces se debe elegir un nuevo conjun
to de r+1 frecuencias candidatas a ser frecuencias extremas. La es
trategia del algoritmo de Remez es elegir estas nuevas frecuencias 
tales que <5 se vea i ricrementada on la próxima Iteración. SI los 
nuevos puntos que se eligen son los extremos de la curva de error 
Co sea aquellos puntos donde |ECjuO|>ó y ECjo>5 es extremo local?, 
entonces <5 es forzada a aumentar hasta que converge a su limite su
perior. que corresponde a la solución del problema CRabiner y o- 
tros. 19755.

En definitiva, el algoritmo de Remez proporciona el error pico 
<5 y el conjunto de r+1 frecuencias extremas para las cítales ECJioJ 
toma sus extremos de magnitud <5 y signos alternados. Lueuo. se eva
lúa PCjaO en 2 puntgs Igualmente espaciados, tal que 2H>N, y, me
diante la transformada rápida de Fourier CFFT?. se obtienen los co
eficientes c«Cn?. Según sea N par o impar, a partir de los «Cn> se 
calculan los coeficientes hCn5 qúe conforman la respuesta impulsi
va del filtro minimax.

Figura 2. Diagrama en bloques del algoritmo de Remez
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3. DISEÑO DE FILIEOS. DISCUSION Y EJEMPLOS

Se ha calculado un filtro pasabajos de frecuencia de corte 
normalizada Fe‘«O. 33 mediante el método de ventanas. Se aplicó pri 
mero una ventana rectangular y luego una de Hammirig. Las Figuras 3 
y 3 muestran los respectivos espectros de amplitud en declíneles 
Cdb). Las figuras pequeñas incluidas en las grandes enseñan un de
talle ampliado de las bandas pasantes, donde se advierten los valo
res máximos del rlpple. Las unidades de sus ejes son las mismas que 
las de las figuras grandes. Bajo el epígrafe de cada figura, se 
muestra el espectro de amplitud por unidad del filtro correspon
diente. El ancho de la banda de transición se denota por DF.

Las Figuras 4.6,7 y 8 muestran los esjiectros resultantes del 
mismo filtro pasabajos calculado con el método de optimización des- 
crlpto en el presente trabajo. Merced a la ductilidad del procedi
miento. se han variado ligeramente aigunos parámetros del filtro 
C manteniendo su’ longi tud) con el fin de hacerlo comparable a los 
filtros de las Figuras 3 y 5.

Las Figuras restantes C9 á 14) muestran filtros miniinax diver
sos. que dan una idea del poder de la técnica de diseño en aproxi
mar una amplia variedad de filtros:

Cabe aclarar que cuando se indica par ejemplo Pesos 1:3 en la 
Figura 8. éstos son los valores que se especifican para la función 
de peso WCJro) en cada banda. Para este caso, el rlpple en la banda 
de rechazo ser i 3 veces menor al rlpple en la banda de paso.

Nótese además que la fase de cada uno de los filtros es exac
tamente lineal, también la de los filtros diseñados con el método 
de ventanas, y vale 9(w)=-ou, habiéndose elegido cr=CN-l)/2 y tal 
que hCn)’hCN-l-n) es su respuesta impulsiva, simétrica respecto a 
1a rnuestr a n=«.

En el epígrafe de cada figura, se discuten las características 
de cada uno de los filtros diseñados.

6. CONCLUS1OUES

La técnica de diseño de 11¡tros minimax realiza una aproxima- 
ción en intervalos separados. Esto permite la es[pacificación exacta 
de las frecuencias de corte de cada banda Cdos p**r  cada una), y por 
enrío, el coi kx i miento preciso y o pr-torí del arvho de Ja'', leiidw de 
transición. Otras técnicas de diseño, tales como el método de ven
tarías. obtienen estos valores indirectamente.

Se ha probado que a Igual DF en los filtros •"rectangular” y 
miniinax, y "llamnii ng" y minimax. las cara<teristiras de rlpple en el 
dominio de las frecuencias del nuevo filtro resultan mejoradas sus
tancialmente. Lo misino puede decirse para el DF cuando es el rlpple 
la cantidad comparable.

Una limitación inherente a este procedimiento. asi como a o- 
tr as técnicas de diseño, es que no es posible especificar simultá
neamente to«lox los parámetro» del filtro. El rlpple t equi i r 1 ppl e) 
rio se conoce a priort; en cambio, la técnica peí mi t e establecer su 
valor relativo en cada banda mediante la especificación de los pe
sos.

Cabe destacar la importancia que tendrá en el futuro la utili
zación do filtros minimax. Sus aplicaciones, tanto en el procesa
miento de señales sísmicas como en otras áreas de la ciencia que 
maneje señales digitales, son múltiples. Los filtros minimax están 
siendo progresivamente incluidos en Jos paquetes de software desti
nados al procesamiento de señales sísmicas para la investigación yí 
producción petrolera, y su uso se vuelve conveniente en torio aquel 
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prwo^.amifrito que requiera un filtro riguroso, bien especificado, y 
eficiente en cuanto a tiemfio de máquina.

Queda hecho el ofrecimiento a la comunidad científica del pro
grama implementado para una computadora I BM PC y compatibles. Dicho 
programa es de múltiple proposito, permitiendo disehar no sólo los 
filtros mlnlmax de las figuras 3 á 14. sino además filtros minimax 
di ferenei aderes y transformadores de Hllliert.
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