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En este trabajo cbtenemos las funciones de correlacién de n cuerpos para la versién unidimensio-
nal del llamadomodelo no-primitivo de electrolito, esto es, para unamezcla de bastonesrigidos car-
gados (losiones) y bastones rigidos con un dipolo puntual en su interior (las moléculas de solvente).
El problema esresuelto exactamente en términos de los autovalores y autofunciones de un opera-

dor de Hill generalizado no-hermitico.

INTRODUCCION

Sistemas de muchas particulas que admitan so-
lucién exacta no son frecuentes en Fisica. Los re-
lativamente pocos casos conocidos son, general-
mente, adaptaciones a baja dimensionalidad de los
modelos tridimensionales en los que uno estd en re-
alidad interesado!. Tales sistemas descriptos en
dimensién uno o dos y que son exactamentente so-
lubles, constituyen verdaderos “laboratorios” que
permiten ensayar las aproximaciones disefiadas
para ser aplicadas en 3D.

En esta comunicacién consideramos cldsicamen-
te la mecdnica estadistica exacta de una mezcla de
bastones rigidos con cargas y bastones rigidos con
dipolos los cuales estdn constrefiidos a moverse en
una linea. Este sistema constituye la versién uni-
dimensonal del llamado modelo no-primitivo de
electrolito. En un trabajo previo?, ya obtuvimos las
funciones termodindmicas para este modelo. Aqui
nos interesala estructura del sistema, esto es la ob-
tencién de las funciones de correlacién de n cuer-
pos. Con este fin adaptamos, de manera de teneren
cuenta las fuerzas infinitamente repulsivas de cor-
to alcance, la técnica desarrollada por Baxter para
sistemas de particulas puntuales®.

MODELO

Consideramos una mezcla de s especies; s-1
constituyen el soluto y la restante el solvente. To-
daslas particulas en la mezcla son bastones rigidos
y, por simplicidad, suponemos que todos ellos tie-
nen la misma longitud b. Los iones de especie o
(a=1,... s— 1), tienen en su centro una carga Z.q,
donde q es la unidad de carga y Z, la electrovalen-
cia. Los bastones rigidos que constituyen el solven-
te tienen un dipolo puntual de momento p.

Las particulas son libres de moverse a lo largo
del segmento [0,L] sobre el eje x. Indicaremos con
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N_(a=1,...,s) el mimero de particulas de la espe-
cieaycon x (i=1,...,s)laposicién de la i-ésima
particula de especie a. La configuracién de las par-
ticulas de solvente viene dada por la posicién y
orientacién del dipolo puntual. En particular la
orientacién del i-ésimo dipolo se indicar4d mediante
un escalar e, que puede tomar los valores +1 6 -1 se-
gin que el dipolo apunte hacia la derecha o la iz-
quierda.

El potencial intermolecular entre pares de par-
ticulas consta de un término de corto alcance: & (| X,
-x,|)= o paralx, -x,| <by de fuerzas de largo al-
zance carga-carga, carga-dipolo o dipolo-dipolo (es-
tas dltimas idénticamente nulas en 1D) para | X, -

| >b. Estas fuerzas se derivan del potencial b4-
sico de Coulomb que, en 1D, es ® (x) ~ | x|.

La impenetrabilidad de los bastones rigidos im-
pone unarestriccién sobre el nimero de particulas.

by N <L (1)
o=1
Excepto por esta condicién estérica, y de acuerdo
con la técnica de Baxter, consideramos que los N_
son por lo demds arbitrarios. Entonces para asegu-
rar la electroneutralidad del sistema, fijamos una
carga -qo en x = L la cual es igual al exceso de car-
ga. La inclusion de esta carga extra es equivalen-
te a suponer que el sistema estd en contacto con un
reservorio infinito que intercambia iones con él.
Claramente el sistema mas el reservorio son glo-
balmente neutros. Por supuesto que en el caso de
interés el sistema por si mismo deberd ser eléctri-
camente neutro:
s1
o=) Z N =0
o=1

Indicamos con @ {N } la energia potencial del sis-
tema para una composicién arbitraria {N_}
(a=1,...,s-1),1a cual, en general, no cumple la
electroneutralidad. ® {N_} es la suma de tres tipos

(2
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de contribuciones: i) las interacciones entre todos

los posibles pares de particulas ® o> i1) la interac-

cién entre cada particula y la carga extra -qo:¢ __y,

po

finalmente, un término adicional dependiente de

cierta variable t el cual contiene implicitamente la
electroneutralidad del sistema

(I>(Nw}=<bpp+d>pc-1qcth 3)

Cuando el factor de Boltzmann para esta energi-

apotencial esintegrado respecto delavariable ten-

tre -t y «, se obtiene un factor de la forma

n .
[ expGiqot)dt=2n8 )
el cual es equivalente a la condicién de electroneu-
tralidad (2).

SOLUCION

Todas las funciones termodindmicas del sistema
se pueden obtener a partir de la funcién de parti-
cién gran canénica =. Por supartela estructuradel
sistema es adecuadamente descripta mediante las
funciones de correlacién de n-cuerpos. Si conside-
ramos que n_(a=1, ..., s - 1, s) particulas se man-
tienen fijas e indicamos con la notacién comptacta
X " la posicién de las mismas y con g™ la orienta-
cién de los dipolos mantenidos fijos (en el caso que
corresponda), entonces la funcién correlacién de
{n_} cuerpos denota la densidad de probabilidad de
encontrar las {n } particulas en las configuraciones
{xi~. ers}, Tanto = como las funciones de correla-
cién g, (x™*; ") pueden escribirse en términos de
cierto operador f(na)

o3 o ()

6))
g(n %) (X(no); ene) = (6)
_:-l 8 (0“ na x T a
= T [ ] ()

Derivando la ecuacién (6) y la correspondiente de-
finicién de g, (como integral del factor de Boltz-
mann sobre todas las posiciones excepto aquellas
mantenidas fijas) respecto de 13 longitud Ik sepue-

de demostrar que el operador f_, (L, t) =f_, (L, t,
xin g™) verifica la ecuacién
9 f 7
aLf (L,t)=H, (nu)(L-b t)+H2f(na)(L,t) (M

conjuntamente con las condiciones de contorno
f(n 3 L= Kuf(n 2 (L-b, 0 @
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f(L=0,¢)=1 ©)

En estas ecuaciones hemos definido

s1 -~ '~ ~
=Y oK+ u)s[Ks (e = 1) +K (e =-1 ] (10)
o=1

=-(@=xTF (pidd)  ap
ﬁa= exp(i Za;;) exp(-tﬁ2) (a: 1,...s- 1) (12)
ii(e):exp[—(tﬁ2+ Keﬁ] (13)

y los pardmetros adimensionales que caracterizan
las intensidades de las interacciones
t=q2b/2skT ; k=uq/kT (14)
Pararesolver el problema (7)-(9) suponemos que
las posiciones de las particulas fijas (sin tener en
cuenta a qué especie pertenecen) se pueden orde-
nar

8
X (x(x, 5 (t=2n (15)
o=1
Ademads tenemos en cuenta la condicién de impene-
trabilidad (1). En esas condiciones la solucién es,
en el limite termodindmico (L — oo, N — oo, p_ =
Na / L constante):

%(“J=§' | <po)(il+'yob)‘1ex,(L-x1)<<D° m), (16)
i (—M[x -Wbf o[x - Wbj(@,, |
k=0 k! t t m
con: ~ A
A A" HebH ! )
B=k1g,q§, 5! [(-%.) (5 + Y. A

. e[("s “%n (ks +1) b]gd

(18)

I‘-\I=f\11e-bi‘i+f-\l2

En estas ecuaciones lg_ >y| ¢, >son vectores bior-
togonales que cumplen:

At
Hig)=yle) ; A8 )=7,10,) (9
En particular, ¥, es el y_ cuya parte real es mdxima.
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