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Resumen. El movimiento de los asteroides en su orbita es, en general, estable, en el sentido que

los semi-ejes mayores no varian en forma irregular con el tiempo. Sin embargo, existen varios
casos de excepcion en los cuales los elementos elipticos de las orbitas varian en forma muy
irregular.

Uno de los progresos mas interesantes de la Mecanica Celeste en la ultima década fue el
descubrimiento del movimiento cadtico en la resonancia 3:1 con Jupiter, en el cinturon principal
de asteroides. Historicamente, después que Kirkwood (1867) descubriera las lagunas (6 vacios)
en la distribucion de asteroides, varios autores han tratado de explicar, analitica y
nwnéricamente, la no-existencia de asteroides en algunas regiones de resonancia. Se exponen los

ultimos resultados del estudio de la estructura dinamica del cinturon de asteroides.

Abstract. The orbital motion of asteroids is, in general, stable, in the sense that the semi-major
axes do not change in irregular form with the time. However, there are some cases in which the
orbit’s elliptical elements vary in irregular form. This paper is a “review” of the progress in
Celestial Mechanic in the last two decades for explaining the dynamical structure of the main
belt asteroids, specially the existence of Kirkwood gaps which are related with the mean motion
resonance. Different attempts to explain the formation of these gaps and of the isolated groups
are discussed.

(1) Discurso Invitado, presentado en la XXX VIII Reunion de la Asociacion Argentina de
Astronomia, Buenos Aires, setiembre 1993.
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1. INTRODUCCION

Desde hace mads de un siglo se sabe que la distribucion de asteroides, pequefios cuerpos
del Sistema Solar que giran alrededor del Sol en orbitas casi circulares o elipticas, no es
uniforme. La mayoria de estos pequefios planetas se encuentra en una zona comprendida entre
las orbitas de Marte y Jupiter. El estudio y la interpretacion de la estructura dinamica del
cinturon principal de asteroides ha sidoy es un desafio para la Mecdnica Celeste. Este problema
se origina a partir del descubrimiento de los vacios (0 lagunas) de Kirkwood. Los vacios han sido
observados en diferentes resonancias con Jupiter; se define la resonancia como la relacion de las
frecuencias de sus movimientos con una razon de la forma: (p+q)/p, siendo p y q ntimeros
enteros y pequenos. Por ejemplo, los famosos vacios de Kirkwood han sido observados en las
resonancias 3:1, 5:2 y 7:3. Una explicacion completa de este fendmeno es todavia un problema
insoluble, aunque en las ultimas dos décadas se han realizado muchos y satisfactorios progresos.
Los vacios de Kirkwood y otras lagunas observadas son posibles de identificar pues sus
posiciones en una distribucion real de asteroides son conocidas (ver Fig. 1.), sin embargo,
continua siendo un enigma comprender la estructura dinamica del cinturon de asteroides. La
mayoria de los astronomos e investigadores creen que estas lagunas se deben a procesos fisicos
de inestabilidad mas que a razones cosmoldgicas relacionadas con la formacion del Sistema
Solar. El comportamiento dinamico del Sistema Solar es muy complejo, pues esta representado
por un sistema dinamico no-integrable, con muchos grados de libertad; este comportamiento no
permite un estudio completo, ya sea analitico 0 numérico, de la evolucion de la orbita de un
asteroide para un intervalo de tiempo muy grande.

Una excelente revision sobre el estudio de las resonancias en el cinturon de asteroides
fue realizado por Greenberg y Scholl (1979), quienes efectuaron un analisis completo del
problema. Distintos argumentos han sido propuestos para explicar la existencia de los vacios
observados, los cuales continian siendo una incdgnita. Diferentes hipotesis han sido
desarrolladas, a saber:

1) una aproximacion estadistica.

ii) una teoria puramente gravitacional.
iii) la hipotesis colisional.

iv) una hipotesis cosmogonica.

v) “the primeval sweeping”.
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Fig. 1. El periodo de revolucion de un asteroide (como el de todos los cuerpos
celestes) alrededor del Sol esta relacionado con ¢l radio de su orbita. Un enigma
que plantean los asteroides proviene de la distribucion de sus distancias al Sol. Al
representar ¢l numero de  asteroides en funcion del semi-eje mayor a, la
distribucion no es uniforme y presenta lagunas, familias, acumulaciones. Cada

flecha indica la posicion de las resonancias.

La hipotesis estadistica supone que los asteroides libran alrededor de los vacios y por
tanto rara vez parecen cruzar la resonancia exacta. La hipotesis gravitacional supone que los
asteroides que originalmente se formaron en los vacios de Kirkwood fueron posteriormente
removidos por fuerzas puramente gravitacionales debidas a la accion de Jupiter. De acuerdo a la
hipdtesis colisional, los asteroides son removidos a partir de los vacios, ya sea por destruccion o
cambios en sus movimientos medios, este proceso se realizaria por colisiones con asteroides
vecinos. Finalimente, la hipotesis cosiogonica supone que los vacios representan regiones donde

los asteroides dejaron de formarse durante la formacion inicial del Sistema Solar.
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Posteriores revisiones de Froeschlé y Scholl (1983) y de Scholl (1985), actualizaron la
anterior. Los reviews de Wisdom (1987) y de Froeschlé (1987) se concentraron en la dinamica
de caos. De las cuatro hipotesis previamente formuladas para explicar la existencia de los vacios
de Kirkwood, la hipdtesis gravitacional, basada en el problema restringido de tres cuerpos Sol-
asteroide-Jupiter, ha demostrado ser la mas adecuada gracias a los recientes avances tedricos.

Es evidente que las caracteristicas de la estructura dinamica del cinturon de asteroides
estan relacionadas con el origen y evolucion del Sistema Solar. Como el fendmeno de
resonancia representa uno de los rasgos mas destacados de los asteroides, su evidencia fisica esta

puesta de manifiesto en los siguientes hechos observacionales:

1) Los vacios de Kirkwood.
1) El grupo aislado de Hilda.
111) La orbita del asteroide Thule.

iv) La orbita de los Troyanos.

El planteo fisico

Por todas las razones expuestas, es que se utilizan modelos simplificados para el estudio
de las orbitas de los asteroides. En la mayoria de los modelos se considera que la tnica ftuerza
que actia sobre el asteroide es la atraccion gravitacional de Jupiter, ademas de la fuerza
gravitatoria ejercida por el Sol. Por otra parte, como la masa del asteroide es despreciable, el
modelo descripto corresponde al problema restringido de tres-cuerpos circular ¢ eliptico
(Szebehely, 1967), donde el efecto que ejerce la masa de Jupiter es considerado como una
perturbacion. Otros modelos, algo mas complejos, incluyen la masa de Saturno 6 de Marte,
segun la resonancia que se estudie. Como los vacios en la distribucion espacial de asteroides,
estan relacionados con ios movimientos medios resonantes, ¢s interesante describir este proceso

tisico.

La frecuencia de revolucion de Jupiter girando alrededor del Sol determina la
frecuencia resonante del sistema: Sol-asteroide-Japiter. Un movimiento medio
resonante se produce si la frecuencia de revolucion 6 su equivalente, el movimiento
medio (n) de un asteroide es un cociente racional del movimiento medio de Jupiter

(my), i.e., estan relacionados por la expresion:
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donde p y q son enteros pequenos.

El interés en estudiar los movimientos en resonancias esta motivado por razones
tedricas y evidencias observacionales. Desde el punto de vista tedrico es muy interesante, pues el

movimiento medio resonante incluye los siguientes temas:

Puntos Homoclinicos,

Separatrices,

Movimientos integrables y ergodicos,
Movimiento caotico,

Orbitas periodicas estables y no-estables.

La aplicacion de los métodos de perturbaciones standard presenta dificultades debido a
la presencia de pequenos denominadores en los desarrollos en series de la funcion perturbadora,
¢sto dio origen a la creacion de métodos particulares para estudiar la dinamica del movimiento
medio resonante. Por otra parte, las evidencias observacionales sugieren - relacionar las
resonancias en el cinturon de asteroides con su evolucion dinamica y su origen cosmogonico. La
ubicacion de estas resonancias coincide con los vacios en la distribucion de asteroides. Las
lagunas mas importantes, llamadas vacios de Kirkwood, estan ubicadas en los movimientos

medios con las siguientes razones:

cstas razones corresponden a una distancia desde el Sol de:

2.500, 2.82?, 2957y 3.277 U.A.
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Es obvio, en este planteo, que la formacion de las lagunas con movimientos medios
resonantes es debida principalmente a efectos puramente gravitacionales, sin embargo, no hay
una teoria generalmente aceptada para explicar la formacion de estos vacios, entonces se nos
presenta el siguiente interrogante:

Es necesario aplicar un mecanismo adicional, al puramente gravitacional, a fin de

explicar la formacion de estos vacios ?

Por supuesto estos mecanismos serian no-gravitacionales. Ademas de este hecho, en el
movimiento medio resonante puede ocurrir un efecto opuesto, dando lugar a la formacion de
grupos de asteroides ubicados exactamente en la posicion de una resonancia (3:2, 1:1), lamados
grupos aislados de asteroides (ver Fig. 2), es decir, estos grupos forman aglomeraciones de
asteroides con movimientos medios resonantes , ellos son:

n 3
El grupo de (153) Hilda: —=—2- , a=3977U.A.
n;

n 4
279 Thule: — =— , a=4273 UA.
n; 3

En resumen, los movimientos medios resonantes parecen representar una paradoja.

EnalgmnsrwmnciaseomoenlaS:Z(a-MU.A.),Iasérbitasparecensu'no-
astablts,mienﬁ'asqueenotrasrwomnciasumoenla&Z (a =397 UA), las
orbitas son estables debido al movimiento en resonancia.



Distribucion de los movimientos medios resonantes en funcion de la
distancia al Sol.

Lagunas de Zona de
Kirkwood acumulaclén Troyanos
31 73 32 43 1:
o L o
Sol T M Juplter
‘ » I
1 Unidad Asironomica 5:2 2:1

Distancia desde el Sol en U.A.

1 U.A. = 150 miliones de Km.
Fig.2:

2. DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO MEDIO RESONANTE

El movimiento medio resonante puede ser descripto facilmente en forma geométrica. La Fig. 3,
muestra una conjuncion entre el Sol (S), el asteroide (A) y Jipiter (J), i.e., los tres cuerpos estan
alineados. ® representa la longitud del perihelio de la orbita del asteroide. La conjuncion ocurre
en el angulo A medido desde el eje-X de un sistema de coordenadas definido convenientemente.
En el caso de un movimiento medio resonante la conjuncion se repite cerca ¢ muy proximo al
mismo angulo A después de unas pocas revoluciones del asteroide alrededor del Sol. Por
ejemplo, para la resonancia 3:1, las conjunciones se repiten después de 3 revoluciones del
asteroide y una revolucion de Jupiter alrededor del Sol. La Fig. 4, representa geoméltricamente la
relacion entre los periodos para la resonancia 2:1.

Si la configuracién geométrica se repite durante un tiempo se obtiene como resultado
un incremento de las perturbaciones ejercidas por Jupiter sobre el asteroide. Por ejemplb, Jupiter
puede hacer variar el vector momento angular de la orbita del asteroide aumentando su modulo y
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cambiando la direccion del vector. Para una descripcion fisica del fendmeno de resonancia ver
Peale(1976) y Greenberg (1977).

Descripclon geometrica del movimiento medio resonante

A Longitud en
conjuncion

() Longitud del
Perlhelio

» X

L4

Eje de referencla

Angulo resonante = Long.en|conjuncion - Long.Perihelio

Sol - asterolde - Jupiter estan en conjuncion
Fig.3. Descripcion geomeétrica del movimiento medio resonante.

Es conveniente, en los estudios analiticos, introducir la variable resonante o, definida

por la relacion:
g=A-0®

La variable o describe la posicion angular de una conjuncion con respecto a la longitud
del perihelio del asteroide. Para o = 0° la conjuncion se produce en el perihelio del asteroide, esta
posicion es muy favorable para la estabilidad de la orbita. Por otra parte, si o = 180° , la

conjuncion ocurre en el afelio del asteroide, esta posicion puede causar encuentros proximes con
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Jupiter, en particular cuando las Grbitas tienen poca inclinacion (i = 09); estas conjunciones en
afelio pueden desestabilizar la orbita del asteroide. En forma general, la variable resonante o esta
definida por la relacion,

-+
0 =-(® +£p),d0ndc p=7\.-(p CI)X'
q .

J

siendo A y ; las longitudes medias del asteroide y de Jupiter. La longitud media A =M + & =
nt-NH+Q+w,

O en su forma mas conocida

+
s - ‘”x,.-ﬁx-m,
q q
(r+4q)

donde la razén define la resonancia. Por ejemplo, la resonancia 3:2 esta dada por p = 2

p

y q = 1. El valor de q indica el orden de la resonancia, en este caso, q = 1, la resonancia es de
primer-orden.

Como o es un paramelro que varia lentamente con el tiempo en un movimiento
resonante, parece natural usar a o como variable en el estudio teorico de este tipo de movimiento.
Poincaré (1902) demostr6 que o es una variable canonica en el sistema de ecuaciones
diferenciales que describen el movimiento resonante en el probiema restringido plano para la

resonancia 2:1. La Fig. 5, nos muestra la variacion del parametro resonante en el espacio o

vs.4/2.S . La trayectoria corresponde a la conmensurabilidad 2:1. Se puede observar una fuerte

libracion respecto al centro de coordenadas. La topologia de esta trayectoria corresponde al
modelo de la media de Schubart. S esta definida por la relacion:

S=Aa(l-J1-¢)
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Relacion entre los periodos para la resonancia 2:1

Perihelio 9 1 Periholio

< . » X
‘ / v

asteroide \ 4 Sol Jupiter

Pj=1186a

Dos periodos de revalucion del asterolde alrededor del Sol corresponde a un periodo de
Juplter

Fig. 4. Se muestran las posiciones relativas que ocupan el asteroide y Jupiter para
la resonancia 2:1, i.e., un periodo de Jupiter corresponde a dos periodos del

asteroide en su orbita.
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Y = ¥(2.353 SEN (r), Modelo: Sol-aster.-Jup. (Eliptica)
C.5

C.0

-C.6

-Q.& 2,0 Q.6
¥ = J(2.8) COS (o), (3000 wer . Jup.l &T = 1 ano

Fig. 5. Las oscilaciones alrededor del centro son libraciones. La amplitud de
libracion de o y la variacion de n puede ser muy grande, mientras que la variacion

de e puede ser relativamente pequeia. Se representa
X =42.Scos(0 )vs.Y =+/2.Ssen(c ). Tiempo de integracién: 5000
periodos de Jupiter AT = 1 afio.

*

Schubart (1978) uso una nueva variable resonante canonica, T, para el problema no-

plano, la cual mide la longitud de oonjuncic')nvdwde el nodo ascendente de la orbita del asteroide,

al igual que o, es una variable critica que permite estudiar la estabilidad de la 6rbita.
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3. LA ESTRUCTURA DE LOS VACIOS DE KIRKWOOD

La distribucion de las excentricidades e y de las inclinaciones i de las orbitas de los
asteroides proximaos a las resonancias no coinciden con la misma distribucién en el cinturdn de
asteroides. Este fenomeno observacional fue descubierto, recientemente, por Dermott y Murray
(1983); en la Fig. 6, se representa la distribucion de las excentricidades osculadoras de todos los
asteroides con 2.35 < a <£2.65 U.A., obtenidos del archivo TRIAD

Distribucion de los elementos osculadores de asteroides con
235 <as265UA

Las lineas punteadas representan el ancho de la libracion en la
resonancla 3:1.

\ ; /
016 — \ ’

0.5 \\ . I

e (rad.)

0.4 Marte \ ]

—
—
—
———
—_—
. —
e —

VL
0-3 — I

0.2 - \

Excentricidad

001_‘ \:,

2.35 2.40 245 250 255 2.60 2.65

Semi-eje mayor: a (UA)

Fig. 6. Se muestra la distribucion de los elementos orbitales a vs. e correspondiente a la

resonancia 3:1, con una variacion de 2.35 < a < 2.65. La linea punteada representa el
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ancho de la libracion en la resonancia 3:1. Se grafica también la region de cruce de Marte.
Este grafico corresponde al modelo de Dermott y Murray (1983).

La linea punteada representa el ancho de la libracion del movimiento resonante. Es
evidente que las excentricidades aumentan al aumentar la distancia a partir de la posicion del
vacio 3:1, el cual corresponde a un valor de a = 2.50 U.A. Este mismo grafico es valido para
otros vacios de Kirkwood asi como también para las inclinaciones de las orbitas. Dermott y
Murray(1923) concluyen que las lagunas de Kirkwood observadas deben haber sido formadas
después que los asteroides se dispersaron de las proximidades del disco co-planar, en el cual ellos
se acrecentaron (se formaron y aumentaron). Por ultimo, también concluyen que la accidn

gravitatoria de Jupiter dio origen a la formacion de los vacios.

4. MODELOS ANALITICOS Y NUMERICOS PROPUESTOS PARA ESTUDIAR
EL MOVIMIENTO MEDIO EN RESONANCIA

Para estudiar el movimiento medio resonante se han propuesto, en las ultimas dos
décadas, varios modelos; €stos estan basados, en su mayor parte, en un tratamiento adecuado del
Hamiltoniano H 6 su equivalente la funcién perturbadora R, que interviene en las ecuaciones
diferenciales que describen el movimiento.

El Hamiltoniano H esta representado por:

H=H (Y1) (1)
donde,
X; = coordenadas generalizadas,
y; = momentos conjugados,

t = tempo.

Las ecuaciones diferenciales del movimiento son:

dxi _ OH
dt 0y,
. OH
D . (2
dt 0 x;
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oL _ oH
ot ot

formando un sistema que se conoce con el nombre de ecuaciones canonicas de Hamilton, el

3)

cual constituye un sistema de 2n + 1 ecuaciones de primer-orden, siendo n el grado de libertad
del sistema dinamico. L es la funcion de Lagrange definida como

L=T-V

siendo T la energia cinética y V la potencial.
Por otra parte, la funcion perturbadora R tiene la expresion, en ocoordenadas
rectangulares,

I rr

R=G '—-—3 4
m[A r'] C))

donde,
G es la constante universal de la gravitacion
m’ es la masa del planeta perturbador
A=[(x-x)'+ -y + @2"
r.r = x.xX'+yy+z.z
7 = X2+ y2+ 2P

siendo,

{x,y,z} las ooordenadas heliocéntricas del asteroide.
{x",y,Z'} las coordenadas heliocéntricas del planeta

perturbador.

Luego, las ecuaciones del movimiento del asteroide respecto al Sol, son:

: OR
T = mov. Kepleriano + — 5)

ox

y ecuaciones similares para las variables y,z.
Las ecuaciones del movimiento de un asteroide forman un sistema no-integrable,
Ec.(5), atin en el problema restringido de tres-cuerpos. Distintas y variadas aproximaciones se
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han usado para representar la solucion de las ecuaciones candnicas (2)-(3) 6 de las ecuaciones
heliocéntricas (5). Estas aproximaciones consisten en un tratamiento apropiado del
Hamiltoniano H ¢ de la funcion perturbadora R.
La funcién perturbadora R puede ser desarrollada en una serie trigonoméirica de

Fourier, ver Brouwer y Clemence (1961); en el caso del problema restringido R admite un
desarrollo de Fourier en funcion de los argumentos: A, A;, @, @;, Q.
donde,

Q = longitud del nodo ascendente

® = 0 + Q = longitud del perihelio

A =M + © = longitud media

son los parametros angulares de la drbita del asteroide y Jupiter, respectivamente.

El desarrollo de Fourier de la funcion perturbadora R tiene la forma general

R=XCcosD (6)
donde
C=C(a,3a¢¢€,1)
D=D(iA+jA+ko +1o;+m Q)

es decir, los coeficientes C son funciones de los semi-ejes mayores, excentricidades e
inclinaciones y los argumentos dependen de los elementos angulares. La suma se realiza sobre
todos los valores permitidos de los numeros enteros i,j,k,l y m, los coeficientes C también
dependen de estos enteros, ver Danby (1962). Por ejemplo, para el problema restringido plano se

tiene,

C=C(a,a,k)) e, ej'
D=iA+kA- 10 - n o;

y ecuaciones adicionales que relacionan los indices de suma, ikl y n. Los coeficientes C se
pueden expresar en tuncion de los coeficientes de Laplace.
Es importante destacar que ¢l desarrollo de Fourier (6) goza de las propiedades de la
serie de d’Alembert, por tanto:
C~0¢ elkl, ejlll’ ilml, ijlﬂl)
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la suma (m+n) es par, e (i+k+j+l+m+n) = 0; por lo tanto, |kj*+l|+jm|+|n| 2 [i+j]- Los términcs con
i=0 y j=0 son llamados términos seculares pues los argumentos del coseno varian muy
lentamente. Sin embargo, si la razon de los movimientos medios n y n; esta representado por un

numero racional, es decir

n_(ptq)
n; P

entonces, la cantidad (iA + jA;) puede variar lentamente y dominara el movimiento del asteroide
debido a que los términos restantes, no-seculares, son de corto periodo. Estos términos de corto
periodo son por lo general eliminados, utilizando el principio de la media el cual supone que si
un término resonante particular esta variando lentamente, entonces se puede obtener el valor
medio de R y sus derivadas promediando sobre el periodo resonante; con esto se logra que R solo
contenga los términos seculares y resonantes. Sin embargo, estos son aun calculados por una
suma cuddruple, sobre los indices kI, m y n. En general, se realizan otros promedios sobre ¢l
promedio obtenido, la validez de este proceso depende de la posicion de la resonancia y del
maximo alcanzado por la excentricidad de la orbita pues afa;y e aparecen en los coeficientes
del cos D.

El nimero de érminos que contiene la funcion perturbadora desarrollada en la forma
de serie de d’Alembert depende fundamentalmente del valor de . Para las resonancias de
pritner-orden de la forma (p+1):p, los términos que aparecen son del orden: ~ O (e), mientras
que para la resonancia 3:1 (q = 2), los términos de mayor orden son: ~ O ( e, cjz, ¢.¢), los
términos siguientes son ~ O ( ¢' ). En cualquiera de los casos, el problema es conservar
suficientes t€rmincs para obtener una buena representacion del movimiento; pero cuando son
incluidos los términos de orden superior el estudio analitico de las orbitas se hace muy dificil. Por
lo tanto los desarrollos en serie de la funcion perturbadora estan truncados en un cierto orden, el
cual depende de ¢€’, siendo n (entero)>0.

Ademas de los desarrollos en serie truncados (segun el orden de la aproximacion), un
cambio adecuado en las coordenadas canonicas ha conducido a dos modelos fundamentales para
interpretar la resonancia:

i) el modelo del péndulo

ii) un modelo de Henrard y Lemaitre (1983 a)
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La teoria del movimiento del péndulo ha sido a menudo considerada como el modelo
basico para interpretar el fenomeno de resonancia, ver Lichtenberg y Lieberman (1983); en
Mecanica Celeste es frecuente tratar al problema de la resonancia como el de un péndulo,
mediante un tratamiento adecuado de la funcion Hamiltoniana.

Resumiendo, la funcion perturbadora R 6 su equivalente el Hamiltoniano H tienen una

expresion, en forma general, como:
R=C (aaaj,c,ej,i) [Rt(:p()"xj) + Rsec(q'07 q.1, o, mja Q)]

H = Const [ Hi, + He.. ]

tcp = términos de corto periodo, varian muy rapidamente.

sec = términos seculares, varian lentamente, secularmente

donde R, contiene términos que varian rapidamente y el argumento D solo depende de las
longitudes medias, R, contiene términos que varian lentamente llamados términos seculares. El
mismo razonamiento es valido para el Hamiltoniano H; en algunos estudios, H,.. se descompone
en dos términos, una parte resonante y una parte secular, donde la parte secular no depende de

las variables resonantes o y T.
Desarrollos en seriede Ry H

Murray y Fox (1984), desarrollaron para el caso plano en la resonancia 3:1 la parte R,
de la funcion perturbadora hasta el segundo orden en las excentricidades y obtuvieron el

siguiente desarrollo:
Rsec =X Ai Bi(eacj) C(B[Di(o- 0 amj)]

para la resonancia 3:1, q = 2. Los coeficientes A; son los coeficientes de Laplace. En esta
aproximacion los términos de corto periodo R, son despreciados, esto significa que los términos
de corto periodo en promedio tienden a cero durante el periodo de la resonancia, i.e., < Ry, > =
0. El Hamiltoniano que corresponde a este caso se puede escribir en el modo cldsico de la forma:

H’ = - H (probl.dos-cuerpos) - Ry,
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reemplazando este valor de H' en el sistema candnico de ecuaciones diferenciales (2), Murray y

Fox (1924) resolvieron numéricamente el sistema de ecuaciones resultante, i.e.,

dvi _OH
d 0y,
dy, _ OH
dt 0 x;

(p+q)

Este procedimiento se puede aplicar a cualquier resonancia del tipo , €xcepto para los

asteroides Troyanos (1:1), pues el desarrollo de afa; en los coeficientes A; no tiende a uno como
es de esperar. La aplicacion de este método para orbitas con altas excentricidades no es
aconsejable. El método puede ser mejorado desarrollando R hasta términos de orden superior en

las excentricidades.

6. EL METODO DEL PROMEDIO DE SCHUBART

Schubart (1964,1968), desarroll6 un nuevo método de promedio el cual difiere del
principio de promedio usado por Murray y Fox. En sus estudios, Schubart no supone que los
términos de corto periodo promediados tienden a cero, y por tanto €l no desprecia estos terminos,
por el contrario son tomados en cuenta. En la aplicacion de este método promediado, Schubart,
considera el Hamiltoniano original H, éste incluye, por supuesto, los términos de corto periodo y
por tanto, H es promediado sobre el periodo de resonancia, entonces, el Hamiltoniano

promediado E es usado para reemplazar al Hamiltoniano original H en el sistema de
ecuaciones canonicas (2). El Hamiltoniano promediado de Schubart se obtiene mediante la
ecuacion:

] 2r(p*q)

<H>-H=-——— J‘ Hd\
2n(p+q) <



donde H = H(A). Luego, el sistema de ecuaciones canénicas con ¢l Hamiltoniano promediado

E , es integrado numéricamente donde el sistema de ecuaciones diferenciales candnicas esta
dado por:

do dH dS oH
= ,—=- ,-..,elC.
dt 0S dt 00
Este sistema de ecuaciones diferenciales con un Hamiltoniano promediado H , se
resuelve numéricamente del siguiente modo: consideremos, por ejemplo, la ecuacion para o,
donde S es la variable canonica conjugada de o, i.e.,

do OH

dt oS
El segundo miembro de esta ecuacion diferencial, para un Hamiitoniano H no-

promediado, esti representado por una funcidn analitica F. La expresion de K, para el
Hamiltoniano original H, es periodica en los elementos A y A; en el intervalo de resonancia
definido por 2n(p+q). Dividiendo éste intervalo de resonancia en N subintervalos iguales con
respecto a la anomalia excéntrica E del asteroide, se puede calcular la funcién F (i, A(1), A(i),...)
con i = 1,...N. Las longitudes medias A(i), A(i) se obtienen conservando al asteroide en una
orbita Kepleriana, definida por los elementos arbitales en i=1. Por lo tanto, el valor medio de F
esta dado por:

— ] N

F=— ¥ FGAA(0)-.)

i=1

Y por consiguiente,
do _OH _—
dt oS

luego, el sistema de ecuaciones diferenciales candnicas dado anteriormente esta representado
por:

do —9dS OH
_ozF = . H,...,etc.

b4

dt o Jdo

en este sistema la ecuacidn diferencial con o valor medio F puede ser resuelta utilizando
cualquier integrador numerico preciso. Schubart, en su trabajo, no uso la forma candnica de este
sistema de ecuaciones sino que Wilizo un sistema con elementos mas adecuados, ver Schubart
(1968). Es obvio que ¢l método del promedio aplicado por Schubart difiere fundamentalmente
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del principio de la media propuesto por Murray y Fox, el cual habia sido ya propuesto por
Poincaré en 1902. En la aplicacion de su método, Schubart no desprecia los términos de corto
periodo y tampoco usa desarrollos en serie, esto hace que la media utilizada por Schubart tenga
un rango, comparativamente mayor, de aplicaciones que el propuesto por Murray y Fox; en
particular, no existen restricciones para las excentricidades 0 las resonancias tipicas. En el caso
de los asterides Troyanos no hay inconveniente en estudiar sus movimientos aplicando este
método. No es aconsejable su aplicacion cuando tiene lugar una configuracion donde la distancia
entre Jupiter y el asteroide es demasiada pequena, en este caso no se pueden calcular las

funciones F(i, A(i), A1), ...)

7. LA REPRESENTACION (MAPPING) DE WISDOM

Otro método, independiente y muy rapido, para calcular numéricamente 6rbitas con
movimientos medios resonantes fué propuesto por J. Wisdom (1982). En forma similar al

metodo propuesto por Murray y Fox, Wisdom descompone el Hamiltoniano H en tres partes:

1) agrupa los términos de corto periodo.
ii) considera solamente los términos resonantes.

iil) agrupa la parte secular.

es decir,

H = Htcp+ Hreson + Hsec (7)

Wisdom, para la resonancia 3:1, desarrolla H.. en seric de potencias de las
excentricidades e y ¢j, hasta los términos de orden de ¢, otra diferencia con el trabajo de Murray
y Fox es que Wisdom no desprecia los teérminos de corto periodo sino que reemplaza cstos
terminos por funciones delta, d, definidas convenientemente. E! concepto fundamental
introducido por Wisdom esta basado ¢n una idea muy general propuesta por B.V. Chirikov
(1979), la idea es la siguiente:

El movimiento del asteroide es intcrpfctado como un oscilador perturbado, donde el
Hamiltoniano esta representado por la ecuacion (7), i.e., expresado en tres parte. H es una

funcion periddica de los argumentos A y A;. Los términos de corto periodo o de alta frecuencia
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durante una revolucion de Jupiter son, por supuesto, debidos a las perturbaciones de Jupiter. En
las sucesivas revoluciones del asteroide, las perturbaciones contintan actuando y éstas afectan las
altas frecuencias del movimiento; estas fuerzas (las perturbaciones) son reemplazadas por un
nimero pequeiio de impulsos, los cuales actian instantaneamente durante una revolucion de
Jupiter alrededor del Sol. Esta sustitucion es interpretada matematicamente en el modelo como
una funcion delta de Dirac, d. Fisicamente, esta sustitucion esta justificada por el hecho que el
uso de la funcién delta, d, es equivalente a introducir un nuimero infinito de términos de alta

frecuencia. El nuevo Hamiltoniano definido por Wisdom, H,,, tiene la forma:

HW = H sec + H reson * (8)

Para el movimiento medio resonante 3:1, Wisdom encontrd que son suficientes cinco
impulsos para aplicar este modelo a los términos de corto periodo y al movimiento resonante del
asteroide durante una revolucion completa de Jupiter. Con ¢ste Hamiltoniano H,, , la solucion
nwnérica del sistema de ecuaciones canonicas (2) se hace muy facil y en particular muy rapida.
Ademas, Wisdom encontro que la parte secular de ¢ste Hamiltoniano es analiticamente
integrable. Como los dos términos que forman el H,, s¢ pueden integrar facilimente no es
nceesario, entonces, resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales canonicas sino que
simplemente se las resuelve mediante un mapeo. La aplicacion de este “mapping” permile
resolver en forma rapida ¢l sistema ya que se requiere calcular solamente cinco veces las
lunciones delta durante una revolucion de Jupiter.

El “mapping” desarrollado por Wisdom ¢s aplicable a orbitas de asteroides con poca
excentricidad para la resonancia 3:1 y ademas, es mas rapido que el método de Murray y Fox y
que ¢l método de la media de Schubart. Es interesante preguntarse si el mapeo de Wisdom puede
ser aplicado O no a otras resonancias y a oOrbitas con grandes excentricidades (e > 0.5), con la
misma eficiencia como en la resonancia 3:1. Dos factores son los que determinan la rapidez del
mapeo de Wisdom:

i) el escaso mumnero de funciones delta de Dirac necesarias durante una revolucion de

Jupiter alrededor del Sol.

ii) ¢l término secular del Hamiltoniano H,, es integrable, éste es deducido a partir de un

desarrollo en serie.
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$.INTENTOS PARA EXPLICAR LA FORMACION DE LAS LAGUNAS DE
KIRKWOOD

En la ultima década se publicaron cinco modelos diferentes los cuales intentaron
explicar la formacion de los vacios de Kirkwood y los grupos aislados de asteroides relacionados

con ¢l movimiento medio resonante, ellos son:

i) Gonezi et al. (1982, 1983)
it) Torbett y Smoluchowski (1982, 1983)
iii) Lemaitre y Henrard (1983)
iv) Hadjidemetriou y Ichtiaroglou (1984)
v) Wisdom (1983)

Wisdom propone solamente un mecanismo para la resonancia 3:1.

Los otros cuatro autores no proponen un mecanismo completo para la formacion de las
lagunas de Kirkwood ni para los grupos de asteroides (acumulaciones), sino que investigan el
clecto de una fuerza externa sobre el movimiento resonante; ésta es una fuerza adicional al efecto
gravitatorio ¢jercido por Jupiter. La naturaleza fisica de esta fuerza adicional no es
necesariamente conocida pero se hacen suposiciones sobre la forma en que actia.

Gongeri et al. (1982,1983), investigaron el efecto arrastre de Poynting-Robertson sobre
la evolucion de orbitas proximas a una resonancia. Estos tienen en cuenta los términos mas
importantes del “Poynting-Robertson drag” ademas de la fuerza gravitatoria de Jupiter. Debido al
arrastre ¢l semi-eje mayor, a, de la orbita varia lentamente hacia las resonancias Jovianas; si ésta
ingresa en una resonancia, la orbita puede abruptamente variar su excentricidad, e, y puede, por
tanto, disminuir fuertemente su semi-eje mayor, la orbita no ¢s atrapada en la resonancia sino
que pasa muy rapidamente a través de ella. De este modo se pudieron haber formado los vacios.

Por otra parte, una orbita que inicialmente esta en una region resonante puede
permanccer ahi un periodo de tiempo relativamente grande antes de abandonar la region de
resonancia. El intervalo de tiempo en el cual la drbita pecrmanece en esta region, llamado
“trapping time”, fue calculado para las resonancias, 3:1, 5:2, 2:1 y 3:2. Es importante destacar
que para las resonancias 3:1y 5:2, el tiempo de permanencia en la resonancia es muy corto, esto
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se debe a que las regiones de libracion son muy pequeiias, en cambio para las resonancias 2:1 y
3:2 este tiempo parece ser relativamente mayor.

Torbett y Smoluchowski (1982,1983), investigaron el efecto “barrido”, debido a las
resonancias Jovianas, sobre una distribucion inicialmente uniforme de asteroides. El efecto
“barrido” sobre las resonancias pudo haber sido causado por la dispersion del disco de acrecion
original formado alrededor del proto-Sol y/6 por una variacion de la masa Joviana. Estos
investigadores, igual que Gonczi et al., encontraron que los asteroides que inicialmente parten
fuera de una region resonante tienen un pasaje muy rapido por csta region y también hallaron,
un periodo relativamente grande para la permanencia de la drbita en la region resonante. Este
efecto se encuentra en las resonancias observadas 3:1, 5:2,7:3 y 2:1; pero el ancho observado de
los vacios no esta de acuerdo con los calculos realizados.

Un estudio fisico, similar a los propuestos por los anteriores autores, pero con
consideraciones mas generales fue realizado por Henrard y Lemaitre (1983). Ellos investigaron
analiticamente el efecto de un desplazamiento de las resonancias Jovianas basadas en la teoria de
los invariantes adiabaticos (Henrard, 1982). Para ello proinediaron el Hamiltoniano respecto
de las longitudes medias de Jupiter,A;, y desarrollaron el Hamiltoniano resultante en potencias de
la excentricidad. Henrard y Lemaitre estudiaron primero la topologia del movimiento resonante,
realizando un estudio similar al trabajo de Schubart (1964), ¢l modelo utilizado es un problema
restringido circular plano, aplicable solo a drbitas con poca excentricidad. Estos investigadores
encontraron puntos homoclinicos, regiones de libracion y circulacion las cuales estan separadas
por una curva semejante a una separatriz. Un lento desplazamiento del centro de resonancia hace
que la drbita del asteroide comience a evolucionar a través de diferentes regiones del espacio,
pasando de un lado a otro del punto homoclinico. El pasaje a través del punto homoclinico hace
variar, en forma abrupta, el tiempo de evolucion del semi-eje mayor y la excentricidad. Varios
autores habian ya descubierto este violento comportamiento: Scholl y Froeschlé (1974),
Froeschlé y Scholl (1979), Gonczi et al. (1983), Torbett y Smoluchowski (1982) y Wisdom
(1983).

Para describir la evolucion de una orbita aplicando la teoria de los invariantes
adiabiticos son necesarios dos parametros, A y 8. O es un parametro sin dimensiones, es la
relacion entre el semi-eje mayor y el centro de la resonancia. A representa el drea encerrada por
la orbita del asteroide en un espacio de fase definido adecuadamente.

Una variacion adiabatica significa un cambio muy lento de la variable & con el tiempo

y el indicador de drea A esta relacionado con el invariante adiabatico. Estudiando
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analiticamente ¢l comportamiento de A en funcién de 8, Henrard y Lemaitre encontraron dos
resultados muy importantes:

i) La orbita de un asteroide que inicialmente parte fuera de la region de resonancia cruza
repentinamente esta region mientras que el centro de la resonancia se desplaza adiabdticamente.
Después de éste rapido pasaje por la zona resonante, la orbita del asteroide permanece en el lado

opuesto de la region resonante.

ii) Una orbita que inicialmente parte de la region de resonancia puede permanecer en la
region un periodo bastante grande en la zona de resonancia durante un cambio adiabdtico. Este
periodo depende de la distancia entre la orbita y la curva separatriz.

Esta teoria fue aplicada con éxito a la resonancia 2:1, ver Lemaitre (1984). Una aproximacion
diferente a las teorias mencionadas para explicar los vacios de Kirkwood fué¢ publicada por
Hadjidemetriou e Ichtiaroglou (1984). Esta aproximacion esta basada en un analisis de la
estabilidad del movimiento resonante en el problema restringido circular plano. En particular,
estudiaron la estabilidad de orbitas periddicas simétricas simples en un sistema rotante. Estas .
orbitas en el cinuron de asteroides estan divididas en familias con ramificaciones a orbitas
circulares y elipticas. Los autores investigaron las ramificaciones que pasan a traveés de las
resonancias. Hadjidemetriou (1982) demostré que las orbitas circulares resonantes en la

tienen siempre un Hamiltoniano perturbado, ¢l cual genera inestabilidad. Ademis, demostro que
cualquier orbita eliptica puede volverse inestable si se aplica una perturbacion adecuada, i.e.,
H=H,+¢e H,

El estudio de la estabilidad de una Grbita estd basado en el método de las superficies de
seccion, (ver Hénon y Heiles, 1964) y la inestabilidad esti medida por el modulo de fos
autovalores no-estables.

Los principales resultados obtenidos por Hadjidemetriou ¢ Ichtiaroglou son:



i) Todas las 6rbitas circulares resonantes ( = problema restringido circular) son estables,
excepto para las resonancias : 3:1, 5:3, 7:5, ..., porque éstas estdn rodeadas por curvas

invariantes.

ii) Las Orbitas elipticas resonantes proximas a las conmensurabilidades: 2:1, 3:2 y 4:3, pueden
existir. Ademas, se puede conjeturar que una perturbacién adicional puede causar inestabilidad

en la resonancia 2: 1, pero no en las resonancias 3:2 y 4:3.

El Hamiltoniano toma la forma:

H(ellptico) = H,+ € H,(perturbado)

Ademas, las aproximaciones de Henrard y Lemaitre y la de Hadjidemetriou e
Ichtiaroglou tratan, ambas, de explicar la paradoja de los grupos de acumulacion y los vacios,
que se producen en las resonancias debido a un comportamiento diferente del criterio de
estabilidad, con relacion a una perturbacion adicional. Entonces el Hamiltoniano se puede

expresar como:

H = Hy(Probl.2-C)+ Hiy* Hrest Hsee = H'

y por tanto

H=H +¢H,

Otra aproximacion, independiente de las anteriores, para explicar la formacion de los
vacios de Kirkwood, fué propuesta por J. Wisdom (1983). De acuerdo a las investigaciones de
Wisdom, la resonancia 3:1 se forma porque los asteroides situados en la 3:1 se hacen cruzadores
de la orbita de Marte y por tanto cambian su orbita debido a la accion de Marte. Aplicando su
mapeo, descripto anteriormente, Wisdom demostro que la excentricidad de la 6rbita de un
asteroide cuyas condiciones iniciales corresponden al vacio observado en la 3:1, tarde 6 temprano
salta subitamente hasta un valor mas grande, entonces comienza a cruzar la drbita de Marte. El
proceso de estos repentinos saltos en la excentricidad estan relacionados con un movimiento
cadtico, tal como Wisdom lo demostro, aplicando el método de los maximos exponentes
caracteristicos de Lyapunov. Hay que destacar, que Froeschlé y Scholl (1981), calcularon los

maximos exponentes de Lyapunov para la resonancia 2:1 y no encontraron claras evidencias de
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un movimiento caotico. Estos abruptos cambios en los elementos observados en el
comportamiento de una orbita ya eran conocidos por Scholl y Froeschlé (1974 y 1979); estos
autores pensaron que las violentas variaciones de los elementos eran casos excepcionales,
mientras que Wisdom demostro que estos cambios son normales en todas aquellas orbitas que
estén en la resonancia 3:1. Estas Orbitas deben ser calculadas por un periodo de tiempo muy
grande. Esto explicaria porqué Froeschlé y Scholl solo hallaron cambios violentos en unos pocos
casos. El mérito de Wisdom es que empled un mapeo muy rapido, el cual le permitio calcular las
evoluciones dindmicas de las orbitas para millones de afios ( > 10° afios) y, el principal resultado
obtenido por sus investigaciones es la demostracion que el ancho observado en la laguna de
Kirkwood 3:1 coincide con el tamafo de la region cadtica. Este brillante trabajo de Wisdom fué
premiado.

Sin embargo, falta mucho por realizar, todavia no se ha demostrado que en los otros
vacios de Kirkwood el proceso de un movimiento caotico produce, también, cruzadores de
Marte. El movimiento caotico solo no es suficiente para explicar la formacion de vacios, ya que

una region cadtica puede ser envuelta por una region no-cadtica.

La incognita sobre el origen de los vacios y las acumulaciones de asteroides con
movimiento medio resonante continua siendo una preocupacion para los

astronomos !
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