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RESUMEN

La t8cnica de Ajuste de Superficie basada en Funciones Algebraicas Bidimen
sionales es aplicada en el problema de determinacién del geoidea partir de da-
tos heterogéneos: Astrodeflexiones de la Vertical; Anomalfas de Aire Libre de
la gravedad; Alturas Geoidales derivadas de las Posiciones Geocéntricas Tridimen
sionales de estaciones rastreadoras de Satflites Doppler y Alturas Geoidales ob
tenidas del Potencial Gravimftrico Terrestre derivado de datos din@micos de sa-
télites (perturbaciones orbitales). La calidad y compatibilidad de los datos.
La precisibn y calidad de la solucién geoidal es analizada a la luz de los re-

querimientos de las redes geod@sicas mexicanas.

ABSTRACT

The surface adjustment technique based on bidimensional algebraic func-
tions is applied in the problem of determination of the geoid from heterogeneous
data: plumb line astro deflexions; free air gravity anomalies; geoidal heights
derived from tridimensional geocentric positions obtained from Terrestrial Gra-
vity Potencial derived from satellite dinamic data (orbital perturbations). Qua
lity and compatibility of data. Precision and quality of the geoidal solutions

is analized taking into account the requirements of mexican geodetic nets.
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INTRODUCCION

Las necesidades actuales de posicionamiento geo83ésico altamente preciso,
la denaificacidn de las redes gravimétricas, la determinacifn del Geopotencial,
las investigaciones geoffsicas, la tecnologfa satelitar, etc., todas en formas
diferentes, requieren del conocimiento del Geoide.

Aqui discutiremos la determinacién del Geoide en relacifn al posicionamien
to geod&sico. Para apreciar la importancia del geoide permitase recordar que la
posicifn de un punto terrestre se determina por coordenadas referidas a un sis-
tema elegido. Generalmente las coordenadas horizontales son la latitud y la lon
gitud geodésicas (¢, A) y la coordenada vertical es la elevacién (H) (Fig. 1).
Estas coordenadas se obtienen sobre una superficie de referencia, usualmente un
elipasoide de revolucién, por calculo a partir de datos medidos. Estos datos se
obtienen sobre el terreno con instrumentos influidos por la gravedad y deben
tranasferirse a la superficie de computacidn (el elipsoide). En este proceso es
necesario conocer la altura geaidal (separacidn entre el geoide y el elipsoide)
ya que la elevacidn se conoce con respecto al geoide (Fig. 2). Es un hecho bien
conocido que hasta ahora sflo se reduce al nivel medio del mar (aproximacidn
del geoide) las medidas de distancia (las direcciones y acimutes no son reduci-
das a parte alguna) ignorando la separacidn entre las dos superficies debido a
la incertidumbre en el conocimiento del geoide. Los requisitos actuales de pre-
cisifn, tanto pragmiticos como cientificos han hecho evidente la necesidad de
una redefinicidn de las redes referidas a un datum geod@sico también redefinido

El geoide, definido como la superficie equipotencial que pasa a través de
1a guperficie ocednica media, tiene distintos roles que jugar. El geoide es:
1.- La Superficie Fundamental de Referencia para el Sistema Cldsico de Altu-

ras.
2.- Una superficie intermedia para la reduccidn de datos geod&sicos.
3.- Esencial para un ajuste tridimensional.
4.- Esencial para comparaciones o combinaciones de ajuste de redes "cldsicas" y

“modernas".

TECNICAS Y DATOS PARA LA DETERMINACION DEL GEOIDE

Las fuentes tradicionales de datos para la determinacidn del geoide, son
las deaviaciones astrogeodésicas (£, n) y la gravedad (g). La técnica astrogeo-

désica se debe a Helmert:

i
N, = Ni—l - fi_l(E cos A + N sen A) ds
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Donde:

Ni = Altura geoidal de la i-Esima estacidn.
€, n = Componentes de la desviacifn de la vertical.

A = Azimut de la 1inea s que une a las estaciones i-; con i

Por la naturaleza de los datos, el cdlculo se hace a través de circuitos
perfilares en las masas continentales. La exactitud de la solucidn es funcién
del espaciamiento y diatribucién de las observaciones astrondmicas. Actualmente
contamos con unas 73 estaciones astrondmicas, lo que hace imposible obtener en
MExica un geoide de este tipo.

La técnica gravimétrica usa la magnitud de la gravedad en la férmula de Ca

briel Stokes:

N, = Nog +

- fo Ag S(¥) do

R
4Ty
Donde:

Ne = Ondulaci8n de arden cero.
R = Radio medio terrestre.
S(¥) = Funcifn de Stokes.

¥ = Distancia esférica entre el punto de computacidén y donde
la anomalfa de gravedad Ag es conocida.

La evaluacifn prdctica de la f3rmula estd limitada por:

1.- Falta de datos observados. En México existen 339 estaciones gravimitricas
base y, estimativamente, otras 70.000 estaciones de mis baja calidad.
2.~ La expresifn se hace infinita para el punto de computacidn.

La Técnica Astrogravimétrica se debe a Molodenskii quien usa las f&rmulas
de Vening-Meinesz para obtener desviaciones gravimétricas que combinadas con
las astrogeodésicas producen el geoide astrogravimétrico, usando la f&rmula de
Helmert.

Ejemplos de otras técnicas son: "Estimacién por Minimos Cuadrados" (Coloca
cién), "Nivelacidn Doppler" y la de "Altimetrfa de Radar por satélite".

Las ‘nuevas fuentes de datos son dadas por técnica de posicionamiento Do-
ppler y las técnicas para la determinacidn del Geopotencial.

Las coordenadaa rectangulares geocéntricas Doppler, despu@s de su transfor
macidn en coordenadas geodésicas curvilineas (X, Y, Z). = (¢, A, h), en unién
de la altura ortomftrica de la estacifn H, siven para derivar alturas geoida-

lea (Fig. 2):
ND = h-H
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México cuenta actualmente con mis de 250 estaciones Doppler.
La determinacifn del Geopotencial con datos satelitares y terrestres combi
nados brinda la oportunidad de derivar alturas geoidales Ng, utilizando funcio-

nes esféricas armbnicas:

1 o -
Ng = R£l§2 mE° P, (sen &) (élm cos mh + gi.m sen mA)]
Donde:

clm slm

son los coeficientes armbnicos.

Estas alturas, corregidas con la FSrmula Diferencial de Vening-Meinesz,
son Gitiles para fines geodésicos.

La solucifn del Geopotencial mds reciente y comprensiva es el Modelo Te-
rrestre de Goddard No. 10 (GEM 10C) desarrollado en el Centro de Vuelos Espacia
les de Goddard (GSFC/NASA). Sin embargo en México sblo se cuenta actualmente
con el Modelo GEM 8, el cual consiste de un conjunto normalizado de coeficien-
tes de armdnicos esféricos completos hasta el grado y el orden 25. Los datos sa

telitares y terrestres usados en la solucibn estd@n condensados en la tabla si-

guiente:
DATOS SATELITARES
Observaciones Nimero de Satélites

Modelo GEM 8 Afio 1975
Satélites Opticos 154 000 Opticos 24
Satélites Electrdnicos 332 000 Electrdnicos 9
Satélites Laser 76 000 Laser 7
Arcos Orbitales Semanales 405 coeficientes 696
ArmSnica de mfAa alto grado 25

DATOS TERRESTRES

1652 A_é en bloques de 300 millas basadas en Ag de 1° x 1°abriendo el 39% de 1a Tierra.

El modelo proporciona informacién global sobre las caracteristicas geoida-
les con longitudes de onda superiores a los 900 km. La exactitud de la solucién
se eatima en 4,25 m.

Una solucidn mids adecuada para el geoide se puede obtener si se usa apro-
piadamente una combinacidn de todos los datos disponibles.

En muchas instituciones cientificas internacionales se estd intentando es-
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te tipo de solucibn, segln la disponibilidad de los datos necesarios.

En México, en mayor o menor grado, todos los tipos de datos estdn disponi-
bles, y se estln usando como asigue:

Las alturas geoidales derivadas de Doppler, Nj, juegan el papel de puntos
de anclaje ponderados, proporcionando asi el marco maestro donde las ondas lar-
gas del geoide son proporcionadas por la solucién GEM 8, N_:; las ondas medias
vienen de los datos astrogeodésicos, Nj, y el detalle serd dado por el campo
gravitacional, N;. El geoide asf calculado serd compatible con la superficie de
referencia para el posicionamiento horizontal, el que también en México es con-

trolado por posicionamiento Doppler, de modo similar.

LA TECNICA ALGEBRAICA BIDIMENSIONAL

Un requisito importante para el geoide es que N, £, n estén disponibles en
todo lugar en la regidn de interés. Esto requiere fdrmulas {itiles. La exactitud
debe asegurar la ausencia de efectos sistemfticos en la reduccidn de las obser-
vaciones. Por lo tanto, las f8rmulas deben ser funcibn de la posicidn del punto

(¢, A). Esto nos deja con dos tipos de funciones:

1.~ Arm8nicas Esféricas de Superficie.

2.- Funciones Algebraicas Bidimensionales.

Las primeras son mis complicadas pero, debido a su ortogonalidad, muy Gti-
les en representaciones globales, proporcionando versiones ''suavizadas" del ge-
oide.

Las funciones algebraicas son adecuadas para representacidn regional (como
se necesita en México) y muestran mejor las caracteristicas locales del geoide
en virtud de que 300 coeficientes armdnicos dan el mismo detalle que 300 funcio
nes algebraicas, ai ambas se refieren a la misma regidn. Pero &ste no es el ca-
80. Los coeficientes armdnicos dan soluciones globales en tanto que las funcio-
nes algehraicas pueden ser locales. Una funcidn algebraica de grado n detalla
las ondulaciones geoidales A/n, donde A ea la dimensidn de la regién. Serfa ne-
cesario tener coeficientes arménicos de frecuencia compatible 2%/ (s n), donde
8 es la superficie de todo el globo y 2n/s la longitud de onda compatible con A,
para tener el mismo nivel de detalle; con lo que se puede concluir que se re-
quiere un gran nimero de coeficientes armdnicos para tener el mismo nivel de de
talle dado por las funciones algebraicas. Esta técnica es muy practica cuando
se necesitan los valores de N, £, n para varios miles de puntos como es el caso
aquf.

Otra ventaja muy apreciable es el hecho de que las expresiones matemiticas
de £ y n se obtienen facilmente a partir de la expresiSn para N.

Desarrollo Matemdtico.- La solucidn se basa en un ajuste de superficie por mini
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mos cuadrados en donde la altura geoidal, N, , en el punto (X, Y) se representa

por un polinomio algebraico bidimensional:

N X, VP, X, § o ocxlvd
1,1=0 x

”
[ ]

R(d - ¢o); Y = R(A = Xo) cos ¢
Donde:

R = Radio Medio Terrestre
(¢0,A0) = Origen Arbitrario
(¢ , A) = Coordenadas Geodésicas

Puesto que la pendiente del geoide estid dada por la desviacidn de la verti

cal, las ecuaciones siguientes son vilidas para valores pequefios:

Pn . INXx __ s Es-E
9 x 9 x

dPn . INX _ Tann & -n

3y ay

Donde:

E=¢-¢:ne=(A-1)cos ¢

(4, A) = Coordenadas astrondmicas.

Los coeficientes C;; se encuentran de modo que la expresibn

i

o 9 Pn 2 dPn 2
p= L [+ g )2 W+ () Uy ]
k=1 [ 3 x k Sk 3y Mk

sea mfnima.

Esto es: ap . 0
2
cij

Donde: ng » Unk son las correspondientes matrices de pesos.

La solucidn de la expresién da el siguiente sistema de ecuaciones normales

en forma matricial:



da.
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Los coeficientes se obtienen por:

c=Atu

Cualquier vector de alturas geoidales seri:

N = PaXye Yp)

Nx = BC

Donde B ea la matriz de funciones mezcladas de Vandermonde.

La limitacifn del modelo es que la altura geoidal inicial debe ser conoci-

Modelo Matemdtico para Datos Heterogéneos.- Alturas geoidales provenientes de o

tras

P.ej.

(L.

cibn

lo qu

fuentes (Doppler, GEM 8, etc.) se puedenincorporar directamente al modelo.

by

: para K puntos Doppler con altura geoidal conocida: N

. ij
< . Yl - +
P, (X,Y) ijﬂ_o Ci5 X Nyt Vp,

En notacidn matricial:
AL C =

D Mok * Yok

Donde V_. es el vector de discrepancia.

Dk

Conociendo la correspondiente matriz de pesos:
W=}
D N
Dy
es la matriz de varianzas y covarianzas de los puntos Nﬁ ), la aplica-

del criterio de mfnimos cuadrados da:

T T
AD . "D . AD . g - AD . "D . ND
Esta ecuacifn normal es compatible para la suma con la ecuacidn (1), por
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La solucibn de los coeficientes serd:

-(A;.WD.AD+A)_'(A:.HD.ND+U)

)

o bien:

- N}
NT UT

0

Lo mismo se puede hacer con los otros tipos de alturas geoidales. La adi-
ci8n de esta informacifn sirve de ajuste refinado en la determinacién de los co
eficientes del polinomio que representa la superficie geoidal en una regidn da-
da.

CALIDAD ACTUAL DE LOS DATOS

Antes de mostrar algunos resultados permitase discutir las clases de erro-

res que pueden distinguirse en los datos:
1.~ Errores en las coordenadas astrondmicas

a) Por técnica de observacidn

g

® & 0",5; %) & 0",6

b) Diferencias entre catdlogos por posiciones estelares

0¢ =0 = o",3 (sistemdtica)

.

¢) Errores por desprecio de la curvatura de la 1linea de plomada. (omisidn
de reduccién de los datos astronSmicos al geoide antes de la evaluacidén
de la desviacién de la vertical). El error es despreciable en zonas pla

nas pero en zonas montafiosas puede llegar a valores mayores a los 10".

d) Omigi8n de la "Reduccidn al Polo Medio de 1900-1905".

0¢ > 0".[.

La correccién en la longitud astrondmica estd dada por la f&rmula:

AN = -(Xp sen A + YP cos A) tan &

La distancia entre los polos instantdneos y el polo promedio es tipicamen-
te de 0",2. Para puntos al norte de México (¢ > 28°) la correccifn puede ser de
0",!.
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2.- Errores en las coordenadas geodé&sicas.

a) Errores en la red por seleccién del punto inicial del Datum

Oy = 0y = K /17 500

¢

K = Distancia en km

b) Inadecuada técnica de reduccidn de datos.

Para distancias: O

¢

¢) M8todo de ajuste no riguroso.

-0 = 0",5

- - "
0¢ 9 1
3.~ Errores en Posicionamiento Doppler.
a) De las 3 coordenadas curvilineas (¢, A, h) la altura elipsoidal es la de

menor precisidn debido a los efactos atmosféricos, incertidumbre orbital

y del centro de la antena.

b) Otra fuente es el hecho de que la altura ortométrica H, es conocida sdlo

aproximadamente.

Todos los errores contribuyen al error total en la solucidn geoidal. Los
errores accidentales pueden minimizarse usando adecuados esquemas ponderados.
Los errores sistemiticos, si no son corregidos, ponen limitaciones practicas a

la confianza de 1la solucidn.

RESULTADOS

La ejecucidn de un proyecto encaminado a conocer la forma geoidal en el te
rritorio mexicano fue establecido en 1981 por la Direccidn General de Geografia

con las metas siguientes:
1) Formacidn de Recursos Humanos.

2) Andlisis de los datos existentes, determinando su precisidn y exactitud,

calidad, cobertura adecuada, peso y compatibilidad.

3) Establecimiento de metodologfas para determinaciones geoidales con datos

heterogéneos.
4) Resultados preliminares.
5) Resultadoa definitivos.

El proyecto pretendid desde un principio realizar la capacitacidn bajo el
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criterio de "aprender haciendo". Se.dedicaron dos personas a este propdsito.

Del andlisis y evaluacifn de los datos se llegd a la conclusidn que la in-
formacifn astronfmica existente ademfs de escasa era poco confiable. Asimismo,
los datos de gravedad, que habfan sido recopilados de diversas fuentes desde
1934, mostraron inconsistencias que no han permitido hasta la fecha establecer
su calidad y precisidn. Por esta razdn y con propSsitos de satisfacer fines miil
tiples, desde fines de 1981 se establecid un programa de levantamiento gravimé
trico a través de las lineas de nivelacién de primero y segundo orden existen-
tes en el pafs. El avance actual es de mis de 10 000 estaciones integradas a la
Red Internacional de 1971 para la Estandarizacién de la Gravedad, cubriendo del
paralelo 24°N hacia el Norte del pais. Se pretende tener cubierto el pafs para
1990.

La metodologia empleada ya ha sido probada en otros estudics, sin embargo
su implementacidn en la Direccidn General de Geografia requirid de 10 programas
de cdmputo para el procesamiento de los diversos tipos de informacidn y de
otros 3 programas especificos para el tratamiento de la informacidn de gravedad
que se estd levantando.

La Carta Geoidal presentada, Figs. Ja y 3b (reproduccidn parcial), se basa
en los datoa de 52 estaciones Doppler que sirvieron de amarre para la solucién
y alturas geoidales derivadas del GEM 8 en una cuadrfcula de 1/3° x 1/3° de la-
titud y longitud.

Las alturas geoidales de esta carta estdn referidas al Datum para Nortea -
mérica de 1927 (NAD 27). Los pardmetros de transformacifn entre las soluciones
geocé@ntricas y el NAD 27 fueron derivadas de 17 estaciones Doppler establecidas

ascbre vértices de triangulacidn.

CONCLUSIONES
Algunas de las metas del proyecto se han cumplido:

~ Se cuenta con personal altamente capacitado para determinaciones
geoidales.

- La metodologfa de cdlculo geoidal se encuentra implementada.

- La soluci8n aquf presentada nos permiti determinar que las alturas
geoidales existentes en México no son nada despreciables, para el
NAD 27 van desde ~-45 m hasta 40 m, por lo que deben ser tomadas en
cuenta si se desean reducir las distorsionea existentes en las redes
geodésicas.

- Se puede calcular la altura geoidal y deflexiones de la vertical en
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cualquier punto del pais con una precisifn de alrededor de 4 m y de
2" respectivamente.

Cuando se termine el levantamiento gravimétrico se confia en lograr
un incremento en la precisién de la solucifn geoidal al poderse in-

corparar las variaciones geoidales locales.
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Figura 1: Sistema geodésico de coordenadas
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DEFLEXICN DE LA VERTICAL

ha N
he ALTURA ELIPSOIDAL R« RADIO ELIPSOIDAL
He ALTURA CRTCNETRICA L« DISTANCIA MILiTA
N ALTURA CEQ:JAL Lo = CUERCA EIPELDAL

So = DISTANCIA REDUCIOA

Figura 2: Elementos para la reduccién de observaciones al elipsoide
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Figura 3a: Carta Geoidal (NAD 1927), reproduccién parcial
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CURVA GEOIDAL ORDINARIA ____ _
CURVA DE NIVEL ACOTADA EN METROS — S
CURVA DE NIVEL ORDINARIA —_—
LIMITE INTERNACIONAL _ _ —— e
UMITE ESTATA
LIMITE DE LA ZONA ECONOMICA EXCLUSIVA
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LOS LIMITES ESTATALES FUERON TOMADOS DE OTRAS FUENTES
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Figura 3b: Referencias de la figura 3a





