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(Continuación) 

3. CONJUNTOS NUMERABLES 

l. Numerabilidad. En esta sección trataremos con los tipos simples de con­
juntos infinitos, es decir, .Jos conjuntos numerables. 

·DEFINICION I . Un conj.unto que es equivalente al conjunto de todos 
los enteros positivos se llama numerable (o contable). Si sus miembros 
están ordenados de acuerdo a la magnitud de los enteros con ellos rela­
cionados, se hrubla d'e un conjunto enumerado (ordenado). 

Con respecto a la totalidad de los miembros de un conjunto numerable a 
menudo es conveniente decir ''numerablemente muchos" •, de la misma ma­
nera que con respecto a los miembros de un conjunto finito se dice "finitamen­
t.e muchos"••. 

Si N es el conjunto de tcdos los enteros .positivos y D cualquier con.iunt.o 
numerable, existen, de acuerdo con la definición, mapeos •,.. entrt> N y D. De 
estos mapeos, (Incidentalmente, infinitamente mucho.s ,...,,...) sea uno. arbitra­
riamente denotado por cp y sea d , el miembro de D que está relacionado por cp 
con el entero n (n = 1, 2, 3, ... ) ; el índice n de d. es, entonces, la imagen en 
N (por cp) de d. que es, para abreviar, también llamado "el enésimo miembro 
de D". De esta manera, todo entero positivo aparece como el índice de un 
único miembro d. de D y sólo estos miembros dn .pertenecen a D. 

De aquí ;q¡ue ;podamos escribir a D de la siguiente manera 

[d1, d2, ds, .. . , d., . .. l * • • •• 

N del T: 
(*) En adelante nsaTemos !& expresi6n pluraU444 O..finit<> ""''"""4bZ., tod& Tez que aparezea 

"númerablemente muehos" ("denumerably many"). 

(*") Osareos pluralidad finita toda vez que "pareza "finitMnente mucho" (finUely m"ny"). 

( ºº) "Mapeo" ("mappillg") t&mbién puede tr"ducirae como <>plicaci6". 

(*"*") Uaaremoa p(uraUdad faftníta. toda vez que aparezca "infinitamente muchos" ("infinl· 
tely many"). 

(º*' .. ) Por raiones tipo~áticaa se usarin eorcbetee 'T' " ]" en lugar de u .. vea: 



sin expresar por esto un orden en D, de acuerdo con el concepto de conjunto 
que no implica ninguna noción de orden. Sin embargo, si el d . fuera orde­
nado de acuerdo a los valores crecientes de n, obtendremos Ja secuencia (46) 

o el conjunto enumerado 
~dr, clz; 413, .. • , do, .. . ). 

Si bien trataremos en general con conjuntos ordenados recién en el § 3, la 
rióefóri: de éolijuntos eriiifuerados será. de utilidad antes del llega1: al mlsmo. 

Una consecuencia inmediata de la Definición I es que un conjunto equi­
valente a un conjunto numerable es él mismo numera.ble. Un conjunto nume­
rable es in finito tanto en el sentido de la Definición VI como en el sentido de 
ia. Deflniclón VII del § 2. El axioma de infinitud garantlz.a que existen con­
juntos numerables. 
2. Ejemplos Simples y Teoremas. Cualquier conjunto M que se origina 
a par tir· de' N, ó dé cuaqUler ooiljúntó numerablé prescind'Íencío de una plu-· 
ralidad finita de rniem bros, es fambiéri riumetabié; :¡:iára forma'.r un ma.peo' 
sobre N sólo tenemos que rela~ionar el pr1me·r miembro restante con l, el 
segundó con 2, étc. El caso particular de prescindir de uri único miembro fue 
considerado en la pág. 

El resultado no se limita sólo al caso donde se eliminan una pluralidad 
finita de miembros de un con junto numerable, sino que -continúa siendo válido 
.Para una :pluralidad !nfinita de miembros, teniendo en cuen ta que el resto 
sea in finito. Asi, el conjunto É de todos los enteros positiYos páres se obtiene 
de N derivando todos Ios enteros impares (una pluralidad infinita). un mapeo 
se denota por el esquema 

N: 1 2 3 n 

t t t 
- { 't; { . 
E : 2 4· 5' 2n: 

En otras palabra.<i. todo n E N está i elaciónado con (2n) E E, y t<>do e e E 
e-

con - eN . En générál tenemós 
2 

TEOREMA 1. Cuaiqliier 5utiéoñjuñto de Uil conjunto númérablé D es o 
bien finito o bien numerable. 

Demostración. Sea nuevamente D = [ di, d2, cb, . .. d. , ... ] y sea D. 
cualquier subconjunto de D. Sil. D0 es vacío, es finito; de otro modo, sea n1 el 

último entero ( 47 ) tal que d e 0 0, 112 el último entero tal que d E (o. - [" j) 
y así sucesivamente; de a.cU:tda a .itt rridue:ción ina:tenrá.tidi. n. 

0
' • 

ff • Sin emb&Tgo no todir secuencii es· un eonj11nto e.iumei:ád6;· ~-,,. é!if ii'Da léétteiicfa, a di­
ferencia del conjunto, puede- apafleei: el m!""!º n;iiembro • repeti.~ament«· Una aeeueDoia · ~infinita") a61o 
puede entonces eontener una pluialidad tinitá de miembros 4ifermtu. 
?i.- ~ T : 

47 . Aqul apélamos al h-.x;ho aritmético de que en todo conjunto no vacío de enteros posifívó's' h'iif 
UJL en tiero m(nimo'. 



I>lstinguiremos entre dos- cáSos: 

a j u'n déterlnitl'adÓ' páSO dei i)ró'cedimié'n'ió, digamóS el fé-ésim<i, es él· 

último porque el conjunto D. - [d ' d ~ · · ·' ~ 1 es vaclo. 
n, "• k 

Elltonces D. = !_ • ~· · · ·• "7." , es decir D. es un conjunto finito. 
(

- ·- d ] 

n, n; k 

b) Ef procédlinlérito puede ic·óntiriúar iridéfiri!áamente, és cteéit, á cácia 
-
ll 

entero po:sltivo k· le· corresponde un mietnbto n ~ D.,. Entonces por la definición 
k 

anterior D. es numerable, lo eual completa la demostración. 
Sin embargo, también un conjunto que es más amplio que N"' puede 

sei" riumerábfe. Comencemos nuevamente cori un: ejemplo, es decir el conjunto t 
de todos los enteros que ademá.s -contiene a O y a todos los enteros negativos. 
órcienado de acuerdo con la iriagnitúd de los' números este éonjunto no es 
enumerado ya que todo entero es precedido por una pluralldad infinita de 
enteros negativos (y _posiblemente algunos positivos) menores. No obstante 
obtenemos una enumeradó:il, es dec1r, uria demostraieíóri ·cíe que I es numeJ 
rable, colocando todos los enteros negativos - n inmediatamente después del 
positivo n correspondiente y dejando que O 1)receda a todos los otros enteros. 
Asl sur.ge un mapeo entre i y N de acuerdo al siguiente esquema 

1: 

t 
N: 

o 1 - 1 

t t t 
t t t 
1 2 3 

2 - 2 

t t 

"' "' 4 5 

dóncic ri várfa s<Yfüé los enteros posit ivos. 

n -n 

t t 
i t 
2n 2n + l 

A través de este ejemplo, en el cual no se usa otra propiedad de los 
entero{ más que lá iiümerabÍiid:id de N e t - N, i:>ercH:íirilós que la adición cie 
una pluraJ.idad intin1ta numerable de mlembr0'S {Cuanto más una pluralidad 
finita» a la- de un conjunto numerable, produce un conjunto numerable. 

Y a que este procedimiento puede repetirse cualquier número finito de 
veces, tenemos 

TEOREMA a. La- unión de una pluralidad finita de conjuntos cada. uno · de 
los cuales es finito o numerabie1 y uno por lo menos n.umerable, es un co.­
junto numerable, 

El Teorema· 2 és iar contrap!Mte del Teorema· l; él último- trata de "redti:C• 
eiones"1 el Teorema a de cierta "exteBSienes" de <UD oonjunro numerable. 



S. El Conjunto de Todos los Racionales. Para obtener un resultado esencial­
mente eficaz, nuevamente comenzamos con un ejemplo, digamos con el con­

m 
junto R de todos los números racionales (!racclones comunes) - doble n =fo O. 

n 
& preferible considerar los racionales en su forma reducida solamente cuando 
el denominador n es un entero positivo y el numerador positivo o negativo m 

o 
es primo de n; el número O se representa. entonces de la forma - . Los racio-

1 
m i m2 

na.les reducidos -- y son, por lo tanto, iguales solamente sl mi = mz 
D 1 D2 

y n1 = 112. 

Ordenando las relaciones de acuerdo a su magnitud observamos que entre 
m 1 mz 

dos racionales diferentes cualesquiera -- y -- hay una pluralidad infinita 
D l 112 

m 1 mz 
de otros diferentes; porque si -- < - - podemos dividir la diferencia posi-

n 1 n 2 
m2 m1 

tiva - - - -- en dos, tres, ... , k , ... partes iguales que son también ra.clo-
nz n1 

m 1 m1 
nales, y agregándolas a. -- obtenemos racionales mayores que - - y menores 

n1 
m2 

que -- . De esta manera el conjunto de todos los racionales es en un sentido 
n2 

definido infinitamente más amplio que los ejemplos considerados anteriormente. 

Sin embargo R resulta ser también numerable. Una de las muchas maneras 
de mostrar esto es la siguiente. En un plano dibujamos muchas lineas rectas 
horizontales numerables y muc,has 11neas verticales numerables; ambos siste­
mas se corresponden con todos los enteros. (Ver fig. 4). Denot.emos respecti­
va.mente con O una línea horizontal arbitraria y una linea vertical arbitraria; 
las lineas arriba y hacia la derecha. de O sucesiva.mente por 1, 2, 3, ... , las 
líneas por deb!l<jo y a la izquierda de O por -1, - 2, - 3, . . . . Toda intersección 
entre una llnea horizontal y una vertical se llama punto de reticulado. Cada 
punto de reticulado está determinado por las Uneas horizontales y vertical 
respectivas m y n, y a tcdo por ordenado de enteros m y n le pertenece un 
punto de rettculado untvocamente determinado que se denota por Cm, n). 
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Para enumerar, en primer término, los puntos de reticulado seguimos la 
linea quebrada en negrita dibujada en la Fig. 4 desde su punto de partida 
(0,0) pasando por (1,0), (1,1), (0,1) etc. Disponemos los puntos en este 
orden obteniendo asl todos los puntos de reticulado como miembros de una 
secuencia. (Por lo general el procedimiento de reordenar una secuencia de 
secuencias en una única secuencia se llama método diagonal de Caucby, cf. § 

6, 8. De esta secuencia derivamos todos aquellos puntos de reticulado (m, n) 
m 

para los cuales el correspondiente - no es un racional reducido, en partciular 
D 

aquellos para los cuales n es O ó un entero negativo. Finalmente concebimos la 
pluralidad infinita. de puntos restantes (m, n) como los racionales correspon­

m 
dientes - ; ellos también forman una secuencia (Teorema 1), el con-junto nu-

n 
merable de todos los racionales (reducidos). Su numeración, de acuerdo al 
procedimiento recién usado, comienza con 

,1 o 1 2 1 1 2 3 3 

1 1 1 1 2 2 1 1 2 

Este ordenamiento dlfiere fundamentalmente de aquel que se realiza de acuerdo 
con la magnitud, ilustrado por la llnea de números (Fig. 2, § 1); si tomamos 
los racionales en este último orden, entonces no puede surgir ninguna enu­
meración. 

43 



No se apeló a ninguna · demostra.clón geométrica pan. formar nuestra enu­
meración de los racionales. No obstante daremos también una enumeración 
(ligeramente dilerente> cie los- r.ooi-0ñale&, basada. &li una de;sctipeión aritmética. 

lb 
A todo entero racional posítívo reducido ~ relacionsmos la suma a = m + n 

Íl 

que es un entero positivo. Mientras que a esté' unlvocamente determinada por 
m 
- no se cumple la conversa. Sin embargo para un entero p·ositivo a dado, sólo 
n 

m 
ex.lste una pluralidad finita de racionales positivos reducidos - tal que m + n 

n 
= a, es decir aquellos entre las fracciones 

1 a 2 2 1 

1 2 a 2 a. 1 

que sen reducidas, y el mismo racionai no puede aparecer más que una vez, 
es decir, relacionado solamente a un único a. 

De aqul que podemos enumerar todos los racionales positivos de acuerdo a 
Jos valores crecientes de a = 2, 3, 4, . . . ; para una a definida usamos, digamos. 
los ordenamientos anteriormente mencionados efe acuerdo a los denominadores 

o 
crecientes. Si comenzamo.s con o y suponemos a los rácionales positlvoli 

1 
m m 
- seguidos por el negativo - entonces surge una enumeración de todos los 
o n 
racionales que apenas difiere de la anterior';· ella comienza. con 

ó 1 1 2 2 1 1 . 3 :1' 1 i 4 4 3. 
-,-, - -,-, - - ,-, - -,-, - - ,-, - -,-, - -t-, 
1 1 1 1 1 2 2 1 1 3 3 1 1 2 

m 
E1 ma:pea de tlil> conjtmto dé T.odó'3 IOll racionales ~ = -'-- sobte el co1tjunw 

rt 
de todos los enteros positivos n de cualquier modo, es lo suficientemente claro, 
si bien para un r grande no es fácil caléular e1 entel'o n que está relacionado 
con r. A tal éfecto fian sido ~onstruldas dé varias maneras fnnéiónes íi = t (r) 

de un solo valor (48) y unívoca.triente invertibles. 
Finalmente, lo q.ue se ha logl'ado en esta. subsecclón e& una enmru!ración ne> 

predsament.e de los racíonaies siso, en ¡eneraJ, de cualquier secuencia de se• 

68. Paber 05, Oglobill 29 (cf. Boelun 29), GodfreT U, .7ohnaton '8, lluanl 65. 



S}llfilllf.iM, ]:i;¡ .efACJ'<o, np }le),'..Il9-s J.l~fW pj.~~ _p.r~pi!'l4lUi ~~~aj. # ~0$ ;r,acio­
IJ.~J~>$ postt¡jYQ.s ~Jno ~~~n.te ~ ,W!l1J>~ .dt .f POO!t.f y.na s&e:uenci~ S~~· 

~ 
n = 1, 2, 3, ... ) de secuencias - donde para cada n, m varia sobr~ ll¡ll~ .s~-

.P 
~pe~cl!', ~e ~Jll<ero.$ pps~~y9s,. .r.pg,ezm¡s e~r!'lMLr ~~t.o~®s AU0.S;t,:.o~ re~Wt$.d.os .~e 
~ §.igtJ'J!J:)t~ ..m!l.De..ra -9.IJ.e e.mpl1~ # r~~ltaQ9 .q~J Te9rema .Z: 

~A 3. La. -unién de ·llfta plu.ralidad ·infinita. ·n~erable de conjunt&,; 
diferentes, ca.da. una de las cuales es finita (49) o numerable, es un conjunto nu­
menble. 
4. El Conjunto de todos tos Números Algebraicos. Vimos en 3 que entre dos 
racionales diferentes cuale§cniiet~ ,l:¡a.y <Una pll:lt'iüi~d infinita de otros. Coll,. 
s1deramos un mapeo biunívoco entre los números reales y los pul)tos c;ie Ul\~ 

llftea (;§ 1, Fi_g. 2') 1 f?Sto sl~{l.ca gµe ~J strbc9PJ1J..ntp Qli! ª'q..ueUoi. :P9AiQS !i~ ~ 
li.P~ .gl,le estáp rela,c.i9pa~9.s ~-® l~ µút»..e.+.9§ ra.ci9paj.e~ ~n ~W§is, el ~­
junto de todos los puntos racionales- es infinitamente denso, término que está 
definido en el § ~. 1 p¡¡.ra conj:untos orctenaQ.os de pup.t;gs e:i;i. general. Sin e~­
bargo se señaló en el · § 1 que a pesar de su densidad los puntos racionales no 
~~ -~ p9n~ptp ele ·~~t.o .de ,i,ma ,!!pea'' .. Ahora .extenderemos, a ·tr¡¡.v.és de 
un ejemplo que fue el primer descubrimiento -de ·Cantor en teoría de eenjuntes, 
pJ ~~ .Q.e todos ¡}os racionales .a un <Conjunto de números aún más .amplio 
i(y .fie:nso~ que además demostraremos que es ·numerable. La. c~s_tióp d~ §1 E!l 
conjunto correspondíente de puntos -constituye la totalidad de los puntos de la 
l!A~ t..<P ~ nt~f.l.~ s.i ~sta. wtB:U<i'ad es 'l!lumer1J,blel) asumtrá .gxan imp@rtancia. 
ilJ). ~t~, slipnte ~ ·prlJ;neros es.tudios del ,pr.oblema, ,Cantor temó el resul­
ff,dQ ® ;1;1. PAe.seme .ll!ub.sec.cló.n cpmo .sugiriendo la numerabtlidad ;del eonjunto 
jle tQP,os l~ p~ .4e ~~ U:?J..e11>. ,Po,: :lo ~anto 'la ·r.~pues~a .{contraria~ que está 
Ud¡¡. en~ J 4 ~U:t,Wrá la ;pie..•a angular de la teor1a de .conjuntos como una 
nueva rama ~ ¡l,jiL .Jn~~ti~a -y .al :mJ~p :tiemp.o ia p.rimera aplicación impor­
tante de esta teoría a otro doJJlinio clásico de la matemática. 

Tal coino ~e ~efJ.P.tda ~J:l -el .§ .i, toda ra:lz de la ecuación algebraica de 
grado n >FO 

m a. xn + 31 xn - 1 + . . . ~ - i + a.. = !> < a. -r o> 
con cad~.clentes ;fn~I.es ak se lll!-JP~ J.l~~~o .3)J~. ·!*-~ ~$ :p.o ~­
sita .1>er real; sin emb_argo ya .Que .la il)~.l.,1,!Sip.Q d~ i~Jces iu1~9,Jia.s y ,®JllPleJas 
-no aporta1'i~ nti¡(i_a ~r~µte a nue?tro.s .~~!Jro$!~~ ~ep. ·.~al.lto J.l9 tr~l~~ 
1os lfnrites geométrieo-intuitivos de "los puntos de una línea), nos restringire­
mos, por motivos de slmplkidad, a números algebraicos reales y siempre icon­
clbiremos al término número algebraico -con restricción <un tanto artificial). 

~· .Ma -~- .~ ~ -1'~ ·-!~~ ··~le~ . ~ .,,t ~ - 1, ain i. eondici6n ('!firmada en >& Teo~ema 2) de que por lo monos uno de lo,~~ #1#> 
""".m.~'!:t>l,. PP !>.~?~ ~ ,¡llll'•~ lli!I.~ 91 $!>~ .~ A&t~• Mlg AJ1W a ~ 1uni6n 
ia:ffntta. 



Los racionales son los números algebrai<:os que .son ratees de ecuaciones 
lineales (n = 1) ; la totalidad de los números algebraicos eontiene, además, 
las raícE's de ecuaciones de una pluralidad infinita de grados 2, 3, 4, .. . (SO). 

Cf. § 9, 2. 
En la demostración de esta su.bsección no usaremos el tan mentado teo­

rema fundamental del álgebra que es algo complicado y establece que toda 
ecuación algebraica de grado ,positivo tiene una raíz <real o compleja), sino 
sólo el siguiente teorema elemental: una ecuación algebraica de grado n no 
tiene más que n raíces reales. 

En efecto, si al polinomio del lado izquierdo de (1) lo denotamos por p(x) y si ri 
es una rafz real de (1), la división de p(x) por.x - r1 da 

(2) p (X) = ( X - r1 ) Pl (x) + 81 

Reemplazando r1 por x en (2) da O = O + 8¡, es decir, 81 = O. Repitiendo este proce­
·wmiento con respecto a una raíz real r2 (si la hay) de la ecuación P.1 (x) = O Y pro­
cediendo nuevamente de la misma manera, finalmente llegamos a una identidad de 
la forma 

(3) p (x) = ( x - ri ) ( x - r2 ) . • . ( x - rlt ) Pt (x) 

donde p(x) = O no tiene raíz real y k s n. (Si el polinomio Pt (x) es una cons­
tante tenemos k = n y p. (x) = ª•· 

(1) no tiene rat:z real fuera de r 1, r2, .. • r.; en efecto, para cualquier otro real 
x = r . + 1 cada factor del lado derecho de (3) es diferente de O, de aQui también 
p (r. + l ) '-' O. 

Para demostrar que el conjunto de los números algebraicos es numera­
ble (51) comenzamos enumerando las ecuaciones algebraicas: Esto ciertamente 
no puede lograrse ordenando las ecuaciones, como es usual en álgebra, de 
acuerdo a sus grados, porque entonces las ecuaciones lineales, es decir los 
números racionales, agotarlan la enumeración. Para cumplir nuestra tarea 
asignamos a la ecuación (1) no sus .grados sino el entero positivo 

(4) h = (n - l) +la.1+1ª11+ ··· + Ja.I 
donde lª•J denota el valor aoooluto de a . ; h se llamará la cantidad de 
la ecuacion (1). Por ejemplo, 2 x2 - 3 x + 1 = O tiene la cantidad de 
1 + 2 + 3 + 1 = 7, xª =O la cantidad de 2 + 1 + O+ o+ o = 3. 

Mientras <;ue toda ecuación algebraica tiene un entero positivo definido 
para sn cantidad, ahora demo.straremos que a un entero positivo h dado, per-

50'. Sin duda m / l ea ademlls una ra!z (de una pluralidad húinlta) de rrado > l , por ejem· 
plo, de la ecuación !2:t2 - m2 = O. Sin embargo para cada grado existen nftmeros al¡:ebraieoa que 
no son ra!eea de ecuaciones do un grado más bajo -hecho que aqul no ae requiere para· nneau-a 
argumentación. 

· · 61 . La demostración es f undamentalmente la de Oant.or de 187 4, L Para una función enumarad,a 
upllcitamente cf. Vandivar S6. 



tenecen solamente una. pluralidad finita de ecuaciones algebraicas de canti­
dad b F.n primer lugar, el grado n de tal ecuación no puede exceder ah, por (4) 
y ¡a. ¡:::::.. i. De aqu1 que no hay más que h + 2 términos, a lo sumo, sobre el 
lado derecho de (4). Pero obviamente el entero positivo h puede descomponerse 
en la suma de a. lo sumo h + 2 t.érminos no-negativos, sólo en un número finlto 
de paso:::. Estas descomposiciones pueden ordenarse en un orden definido dando 
sucesivamente a n los l"alores h, h - 1, ... , 2, 1 y tomando siempre para. cada 
valor único de n, para a. el entero positivo ma.ximal respectivo aun a:dmlslble, 
incluyendo O si k >O. Finalmente, cuando todas las soluciones enteras no-nega­
tivas A. de la ecuación diofántica 

h = ( n - 1 > + Ao + Ai + . . . + A. < dados h y n ( < h > , Ao =fa O ) 
han sido obtenidas de esta manera, entonces las soluciones respectivas ak de 
(4) surgen tomando independientemente 

a.o = ± Ao , a1 = ± A1 , ..• , a. = ± A. ; 

esto produce a lo sumo 2 n + i sistemas de soluciones diferentes (exactamen­
te 2 n + l si todos los A. son diferentes de 0). De esta manera han sido orde­
nadas todas las ecuaciones (1) de cantidad h. 

Ejemplo. h = 3 ; sólo se considerarán los grados n = 3, 2, l. Considera­
mos entonces las ecuaciones diofánticas 

3 = ( n- 1 ) +¡ a.o ¡ + ... + la.. I 
para cada uno de los valores n = 3, 2, 1 y con la restricción ao =fa O. Se ob­
tiene las siguientes síete soluciones: 

3 = 2 + 1 + o + o + o 
= 1+2+0 + 0=1 + 1 + 1 + 0=1 + 1 + 0 + 1 
= o + 3 + o = o + 2 + 1 = o + 1 + 2. 

( n = 3 ) 
( n = 2) 

( n = 1 ) 

Finalmente para cada una de estas soluciones tenemos que distribuir in­
dependientemente los signos + y - sobre todos los términos =fa O, excepto 
para el primer término que se refiere al grado. Por ejemplo, la primera. so­
lución produce las dos descomposiciones correspondientes a (4) 

3 =2 + 111+0 + 0 + 0 = 2 + 1- 1 1 + 0 + · 0 + 0 
y la tercera solución produce 22 = 4 descomposiciones 

3 = 1 + 11 1+111 +o = 1 + 1-11 + 11 1 + o 
= 1 + 11 1 + 1- 1 1 + o = 1 + 1- 1 1 + 1- 1 1 + o. 

Las ecuaciones algebraicas correspondientes son respectiva.mente 

xª = o, -xª = o, x2 + x = O, -XZ + x: = O, xz - x = o, - x2 - x = o. 
Evidentemente las siete soluciones anteriormen te obtenidas producen un 

total de 2 + 2 + 4 + 4 + 2 + 4 + 4 = 22 ecuaciones algebraicas formal­
mente diferentes, y estas son todas las ecuaciones de cantidad 3. 
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P.or .esto ~ fas .jl!Oladones .alpbraicas se .enµmeran .de rma m·a.nera 
defi&iqa., o sea tomando las e.cuaoioaes oorrespood,len.tes ~ lM cantidades de 
pllHa:ll.Gla!i :klf.inJta Q. := l , 2, :3, . . . en esj¡e Ofde.n ~ ~QJocando, para ca4,~ hJ 
leis e.eu~i.o.~es Q.~ plµI'lJ.ll®d fiJl~tª' :<!Qll ila ~ttdM b Y$1 como se most.I:ó .an­
tieTJ.op1)era_~. ~ amii fille, P.W eJ T~<>l~.mª ·~, 9b.f.e1¡t.e~ u,r¡a ~\I~~ q~ 
~9ll"ti~~ :t9.4a.i> ¡AA ~\loiµ:i._o_~e§ ÑU~-1!-i~M .. 

~ .µI,tlu;i.<;> ¡p~o i.e~ ~l p~a:Je de la,~ .ec~c.10~ ¡¡. :S\l~ r.¡i.l~es ü;e~le~> / ,f}_~ 
®,ci!l", ~ ~o,s ~~qps l)lge~r:a~~o¡;_. ?AA;>t¡;i q1,1~ ca®. ec~c,i~n .tle;qe .solam~l}~ 
J.l1M' pJµraj.ifi¡¡,~ ,tiµ!Ji¡. .g~ _rajces ~P ,se¡¡. ,w¡\a e,cµa~9P. l¡le ~¡a<).o ll p. Jo ~ 
n rafees diferentes) podemos concebir estas r~~ c;>r®l).P-da,s .de cu¡¡.Jqui~r ~,. 
nera, por ejemplo, de acuerdo a la magnitud. De esta manera se obtiene una 
secuencia que contiene a todos ios núm.ero,s r.eales algebraij:eos. E.ri verdad, -por 
eete medio ~ ,,registra .el mismo núm.el"o varias Y.e.ces (aun una pluralidad 
infinita); por ejemplo, el número 2 como Wla rafa ~ las ecuaciones cpn .can­
tidades diferentes 

x - 2 = o ( h = 3 ) , x2 - 4 = O ( h = 6 ) , x4 - 16 = O .< h = 2_0 ) , e~. 

y ·~w~ co.wo )fil ra,íz ,d~ .ecua~ol}es col} .c~µdad~ tgu¡i.l_~, por e)~plc;>, 
x - 2 = O y - x + 2 = O. Para oj)tener una secu~nda ,qll!" .co~f./.en(l ~lo 
4~t~r.~n~!l nj'un~ro.s .fleñv~ :d~ la ~c~~cl.a .~nterlor tod9s ~ 10:5 i:i\w:le.r~ que 
han aparecido antes; entonces cada n~ro ~gebralco aparece ,entr,e ~ 
raíces de una ecuación con una cantidad mínima. De esta manera hemos 
demostrado: 

~ cqnjun~ "1e ~ los nú.J;na-a¡s ·alrebr;U,cos <rea.tes> es n~e,abl~. 
De manera similar a las enumeraciones de los r~c~onQ.le¡¡ gef.l.nj9,9s ~­

teriorn¡e_nte, esta enumeración de los números algebraic9s destruye comple­
tamente el orden "µatw::al" <;le lo~ nú}Ilero~ de acuerdo a su magnitud . .Por 

1 
ejemplo, los números - -

:8 
clQnes .de ca.ntid'lid ·9 

- 0,125 y 7 = 2 . 645 . . . como las raíces de ecua-

apar_ecen próximas una~ a otra;¡ en n'!Jestra nu111.eraci{>r:i ,mlen~ras 9ue - --
8000 

.1 
(aunque dlfiere muy poco de --) aparece muy posteriormente entre las raíces 

8 
d e las ecu~cipnes de ~aQtjda,d .90Ql. 

5. ApU~~J].~ ·'° PI.aj~~ laj\l!i~'RS ~Q !}~neraj., W.~1;1tras 9.'=1e J?.ll:Sta ajlora 
hemos tratado con conjuntos numerables en s1 mbmoo, ahora usaremos 
Ja ·numerabllldad como -un ·b:IBtr-umento "flara ·la mvestigacUin de -c0Djunto6 
~~ Jl:.fl ~~- ~~ ~IMlli\l ~.ftl el!# ~O§ §J\ltv es •W. ~~ _teo· 
~ •AQe ~ !]ID ~ ~8Jll~ T $1M' ~b¡én $°1\llr• :#NliH 
atención má;J ~· 
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TEOREMA 4. Todo conjunto infinito tiene un subconjunt.o numerable. 
Ya usamos este teorema para demostrar la equipolencia entre dos de­

finiciones (VI y VII) de infinito y finito en el § 2, 5. De aquí que no debemos 
usar esta equipolencia para demostrar el Teorema 4; en efecto, tenemos que 
realizar en forma separada las demostraciones concernientes a cómo está 
considerado el "infinito" en el Teorema 4 en tanto "no - inductivo" o "re­
flexivo". Las demostraciones tienen un carácter completamente diferente y, 
como el lector verificará, es la demostración A (y no la demostración B) la 
que mostrará la equipolencia entre nuestras definiciones de infinito. 
Demostración A. Sea S un conjunto no - inductivo; es decir un conjunto 
no - vacio que no puede agotarse derivando k miembros donde k denota 
cualquier entero positivo. 

En primer término, mostraremos por inducción matemática que, para 
todo entero :positvo n, existe un subconjunto de S que contiene precisamente 
n miembros. Para n = 1 esto es claro puesto que, por hipótesis, S es no - vaclo, 
y, para cualquier s1 e S, 81 = [ s1 ] es un subconjunto satisfactorio. Si k es 
ciialqtiier entero positivo suponemos que el enunciado es verdadero para n = k; 
esto significa que s. = [ s1 , s2 , . . . , s.. ] es un subconjunto de S. Por hipótesis 
este subconjunto no agota a S, y por lo tanto S - s. =fa O. Sea s • • 2 un miembro 
arbitrario de S - Sk; entonces s •. i = [ s1 , s2, . . . , s., s • • 1] es también un 
subconjunto de S y contiene k + l miembros. De esta manera se ha mostrado 
que el enunciado anterior es verdadero para n = 1, ·y si es verdadero para 
n = k lo es también para n = k + 1; por Inducción matemática, entonces es 
verdadero para todo n. Por otra part.e, los subconjuntos finitos s. de S mues­
tran tener sucesivamente la propiedad de que s •• 1 incluye a s, como subcon­
junto propio. 

En segundo término, los conjuntos St para k = 1, 2, 3, . . . forman ',ma 
.secuencia de subconjuntos de S, y su unión, que contiene a todos los miem-
ilros src, para k = 1, 2, 3, . . . , constituye un subconjunto numerable S de s. 
(S = s· no está excluido) . De esta manera se completa la demostración A del 
Teorema 4. 

Esta demostración, a:parentemente muy simple, se atiene a un proceci'i­
miento generalmente no utilizado en matemáticas y por cierto no incluido 
en nuestros anteriores axiomas, es decir sobre una infinidad de o1ecclones de 
miembros arbitrarios de S. En efecto, f)ara cada k hemos elegido un s. ar­
bitrario para formar los conjuntos s •. Retomaremos este punto en los ~ 6, 5 y 
~ 11, 6. 

Demostración B. Sea S un conjunto reflexivo, es decir S - 's, y sea q> 'llll. 

ma·peo arbitrario de S sobre su propio subconjunto S; <P se conservará a lo largo 
de la demostración. El miembro de S que por q> corresponde a s e S será denota­
do por q) (s). 

Sea t 1 un miembro arbitrario del conjunto no-vacio S - S. Sucesivamente 
ctefinldos los miem:br<>s .. 

t1, q> (t1) = '2, q> ('2) = ta, ... , q> (t.) = t. + 1, .•• 
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Después de haber sido elegido t 1 estos miembros se determinan unlvoca­
mente; todos ellos pertenecen a. s; excepto t i que ¡pertenece a S - S, de aquí 
que no pertenezca a ~ 

De esta manera ootenemos un .subconjunto numerable [ t 1, t.2, t a, ... . i de 
S siempre que estos miembros sean diferentes. Mostraremos, por consiguiente, 
por 'UD& demostración indirecta, que t , =/:= ti. s1 l =/:= k. 

SI los t. no fueron todos diferentes, \Sea t., el primer t. que Iguala al t , pre­
ced'ente: 

(1) t .. = t,. (l < m, de aqui m > 1) 

t m, entonces, pertenece a S y es, por consiguiente, diferente de t,, de aqu1 .que 
también t , =/:= ti, es decir 1 > l. De acuerdo a la definición de los miembros ta 
tenemos t , = q¡ (t, - 1) y t,, = q¡ (t., :.... 1). 

Escribiendo a (1) en la forma q¡ (t,,, _ ,) = q¡ (t1 - 1) y utilizando la .biu­
n1voc1dad del mapeo q>, conclutmos t m _ 1 = t , - 1. Pero esto contradlce 
nuestro supuesto de que t,. es el ¡primer t . que Iguala al precedente. La. con­
tradición muestra que ninf;ún tt iguala al ~recedente; o sea que todos los miem­
bros t. (k = 1, ~. 3, ... ) sen d.ilerentles. 

De aquí q-ue [ t 1, t2, ta, ... ) es un conjunto numerable y un subconjunto 
de S, lo cual completa la demostración. 

En contraste con la demostración A, en la presente demostración sólo ha 
sld'o elegido arbitrariamente un único miembro del conjunto, es decir t,. No es 
difícil mostrar Ccf. Foundat.i.ous, Cap. 11, § 8) que los axiomas introducidos 
hasta aquí, con el agrega.do del Axioma VI C § 5, 3), son suficientes para la de­
mostración B - pero no para la demostración A en la cual se utilizó el axioma 
de elección (§ 6, 5). 

El Teorema 4 nos permite demostrar para cualqufor conjunto infinito (52) 

ciertas propiedades que son análogas a aquellas expresadas para los conjuntos 
numerables ¡por los Teoremas 1 y 2. 

Sea S cualquier conjunto infinito y s. un subconjunto .finito o num~rable de 
S tal que s = S - s. es aun un conjunto iniflnito (53). Mostraremos que s - S. 

Sea g; un subconjunto numerable de S (Teorema 4) y S - 8' = 8'•. (S" pue­
de ser infinito, finito, o vacío). Esto significa 

S= S' US". es• y 8'• Conjuntos disyuntos) 

De aqui que oualquier miembro de S pertenece a un único conjunto de los 
pares disyuntos s., S', S". 

52. Despu6a de haber completado la demostración do la equipolencia mediante el T eOl'Ome 4, no 
dittinC'U-ircmos m6a entre eonjuntos induc.ti.To.a y nc>-rellexivo1, o no-lndvctiTOS y reflexivos. sino que 
oimplemon lo lui blaremoa de eonjuntos finito• e infi..W ... 

58. SI 8
0 

ea finito esta condición ea aupedl11a. Sw embargo para 8 0 1111merable puede requerlr­
eela; 11 S ea el conjunto de IOdoa los enteros polJilivoa y 8 0 el conjunto de IOd°" loa enleros > 101• 

entonces la eondici.6n no ae aalütace. 



Ahora construlmos un mapeo del conjunto s = s. u s• u S" = <S. u S'> 
u 8'• sobre su subconjunto 's = S> U S" relacionando todo miembro de S" <si 
lo hay) a él mismo (54) y mapeando s. u S' y S' de acuerdo al Teorema 2. De 
aquí: 

TEOREMA 5. Si de un conjunto infinito S se derivan muchos nüembros o 
una pluralidad numerable de miembros, tal que aun queda una pluralidad 
infinita de miembros, se obtiene un conjunto que es equivalente a S. 

Del Teorema 5 inmediatamente concluímos: 

TEOREMA 6. Si se suma a un conjunto infinito una pluralidad finita o una 
pluralidad numerable de miembros, se obtiene un conjunto que es equivalen­
te a.l conjunto original. 

Esto se sigue al tomar el nuevo conjunto (más amplio) · como el conjunt.o 
S del Teorema 5. 

Los Teoremas 5 y 6 no contienen nada nuevo (cf. los Teoremas 1 y 2) si 
el conjunto infinito en cuestión es numerable. Su importancia se pondrá. de 
relieve .cuando en el § 4, se garantice la existencia de conjuntos infinitos no­
numerables; para estos conjuntos S la condición del Teorema 5 ("tal que .. . ") 
se tornará superflua. 

EJERCICIOS 

1) Demostrar que el conjunto de todas las fracciones que terminan en de­
cimales, o el conjunto de todos los números a.Igebraicos .entre· O y 1, es nu­
merable. 

2) Ejemplificar la manera aritmética de enumerar los racionales (en 3) 
con respecto a los puntos de reticulado de la fig. 4. 

·3) Demostrar que el conjunto de aquellos a:>untos del plano cuyas coorde­
nadas cartesianas, con respecto a un ,par de ejes d'ados, son racionales, es 
numeraible. 

4) Representar cualquier conjunto numerable dado como la unión de una 
pluralidad numerable de :pares disyuntos de conjuntos numerables. 

5) Enumerar el conjunto de todas las ecuaciones algebraicas por medio del 
~tguiente método (que difiere esencialmente del de Cantor). Asignar al poli­
nomio f '(x) = ao + a1x + . . . + a 0x• con coeficientes integrales ~ el entero 

A 
positivo N (f) = pi•• p 2•1 . . . P 0 donde p,. denota el k-ésimo número primo 

0+1 
<es decir, p 1 = 2, P2 = 3, ps ·= 5, etc.) y donde los enteros no-negativos Aa se 

54.. Tencmoe que usar ese mapeo idéntico ya qn<> nada conocemos acerca de la naturaleza de g;;: 
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obtienen de a.: mapeando el conjunto de todos los enteros sobre el conjunto 
de los enteros no-negativos. Analizar si esta correspondencia entre polinomios 
y enteros positivos ,permite un mapeo biunivoco. 

6) ¿Qué conjuntos numerables de S se obtienen si la demostración A del 
Teorema 4 se ,usa sujeta a cada una de las siguientes reglas?: 

a) S es el conjunto de todos los enteros .positivos; el miembro ar.bltrario 
elegido en S y sus subconjuntos será el menor entero del conjunto respectivo. 

b) S es el ·conjunto d'e todos los enteros positivos; el miembro ar.bitrario 
será el menor entero divisible por 5. 

c) S es el conjunto de todos los enteros positivos; el miembro arbitrario 
será el menor núm-ero primo. 

d) S es el conjunto de todos los racionales positivos escritos como ·fraccio­
m 

nes reducidas - ; el miembro arbitrario será la fracción con la menor suma 
n 

m + n, y si esta suma corresponde a varias fracciones, entonces la menor (de 
acuerdo a la magnitud) entre esas fracciones. 

7) ¿Qué subconjunto numerable d'e S se obtiene si la demostración B del 
Teorema 4 se usa sujeta a esta regla?: S es el conjunto de todos los enteros 
positivos, S el subconjunto de todos los enteros pares, el mapeo que relaciona 
X E S 3. (2 X) E g · Y ti = 5. 

8) (Cf. el Teorema 5) Mostrar que a .partir de tcdo conjunto infinito dado 
:>.e rpueden derivar una pluralidad numera.ble de miembros tal que quede una 
pluralidad infinita de miembros. 

9) Demostrar el Teorema 6, sin referirlo al Teorema 5, de una manera 
análoga a. la cfemostración del Teorema 5. 

10) Suponiendo que existan una pluralidad infinita de números trascen­
dentales (reales), mostrar que .el conjunto de todos los números trascendenta­
les es equivalente al conjunto de todos los números reales. 

Los ejercicios 11) - 13) son par lectores avanzados 
11) Llamamos a doo intervalos cerrados, es decir, sobre la linea de nú­

meros (§ 1), no-superpuestos si no tienen ningún punto en común, excepto po­
siblemente para los puntos finales. Demostrar que cualquier conjunto de in­
tervalos cerrados no-superpuestos sobre la llnea es a lo sumo numerable (es 
decir, finito o numerable). (Indlcar: dado el intervalo cerrado a:::::: x ::::: b, sea 

1 1 + 1 
k el menor entero mayor que ---, y 1 = [k , a] (SS); relacionar ---

b a k 
al intervalo dado) . 

66 . ComW.meni., [le]) denota el entero ~ e y que aigue a "· 
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Es fácil generalizar el teorema de la línea al plano tutil.izando intervalos 
bidimensionales, es decir, rectangulares) o a. espacios de tres y más dimen­
siones. 

12) Demostrar que un conjunto infinitos de puntos (es cfecir, de una li­
nea o un plano) que sólo tiene un número finito de .puntos acumula.dos t§ 9, 
5) es numerable, y mostrar a través de un ejemplo que este enuncia.do no 
puede invert.irse. 

13) Demostrar que una función monotónica tiene a lo sumo una .pluralidad 
numerable de puntos de discontinuidad. (indicar: para un entero positivo n 
hay, en cualquier Intervalo cerrado, sólo una pl\Jralídad finita de saltos con 

1 
una cantidad mayor que - .) 

n 

§ 4. EL CONTINUO. CARDINALES TRANSFINITOS 

1. Ejemplos Adicionales de Conjuntos Equivalentes. En las subsecciones 
1 - 4 del § 3 consideramos varios conjuntos de diménsiones aparentemente muy 
diversas, que por medio de varios artificios, cada. vez más i~geniosos demostra­
mos que son equivalentes, o sea numerables. Comparando esta situación con 
las propiedades de conj.untos finitos, en donde derivar o sumar miembros pro­
duce ·conjuntos que son no-equivalentes al conjunto original, la sospecha se 
basa en que dos conjuntos infinitos cualesquiera. pueden ser equivalentes. 
Esto significaría que hay solamente un número cardinal infinito "infinito 
Ceo)". Todo escolar talentoso de quince ai'ios ha llegado a esta noción y ha 
visto relaciones tales como co + co = co y co . co = co que parecen corres­
ponder al Teorema 2 y 3 del § 3. Así, los conj-untos infinitos serían triviales con 
iespecto a su equivalencia (incluyendo a los números cardinales) y ciertamente 
no serían materia de una nueva rama de la matemática. 

iCorrvboraremos esta sospecha presentando nuevos ejemplos de conjuntos 
esencialmente diferentes que a 1pesar de su extensión obviamente distinta 
demuestran ser equivalentes. Estos ejemplos, sin embargo,. serán seguidos en la 
subsección 2 por Wta exposición del descubrimiento de Cantor (de 1874) de 
Q.ue eXLSten conjuntos infinitos que no son equivalentes. Este sorprendente y 
dramático descubrimiento que está en la base de la Teorla de Conjnntos, se 
torna más evidente por medio de los siguientes ejemplos. 

'Estamos considerando conjuntos cuyos miembros son puntos. Dados dos 
segmentos (56) de diferente longitud, AB y· CD (Fig. 5), M denota el conjunto de 
todos los puntos AB , N el conjunto de todos los puntos de CD, incluyendo los 
puntos !inales. Demostraremos que M - N. 

56 . A fin de simplifica.r tomamos segmentos rectos, pero también podría hacerse con arcos de 
un circulo o de otra curva. 
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Por ejemplo, puede establecerse un mapeo de la siguiente manera. Dibuja­
mos loo segmentos varalelos entre sí como en la Fig. 5, unimos e con A. y D 
con B, por lineas rectas ·que -se intersectarán en el punto P por la diferente 
longitud de los segmentos. Cualquier semirrecta trazada desde P, o bien corta 
a a.mbc:s segmentos o a ninguno; en el primer caso el punto de intersección 
con AB se relacionará con el punto de intersección OD, con lo cual se produce 
una correspondencia claramente biunívoca entre los puntos de ambos segmen­
tos. De aqu1 que M - N. 

Esta demostración ilustra dos observaciones anteriores. En primer lugar, 
~aza.ndo AB sobre CD podemos considerar a M como un subconjunto propio 
de N y Je esta manera obtenemos un nuevo ejemplo <le equivalencia entre el 
todo y una parte ( § 2, 5) . En segundo lugar, las objeciones a nuestra demos­
tradón de que M - N han sido presentadas alegando que se "debe" establecer 
una correspondencia entre los .puntos de M y N trazando paralelas (por ej~m-
plo, paralelas a AC) en lugar de semirrectas con centro en P. 

F'4. !5 

En verdad, de esta manera no obtendríamos una correspondencia biuní­
vcca, pues quedarán puntos en ·CD a los que no corresponderán ninguna imagen 
en AB." Este supuesto fracaso, s1n embargo, no tiene ninguna signlflcaeión 
teniendo en cuenta nuestra demostración. Oomo todo estudiante secundario 
sabe, siempre hay una gran variedad de formas por medio de las cuales no se 
consigue demostrar un teorema matemático dado (verdadero o falso); son 
"insignificantes, porque lo que realmente importa es si hay una única forma 
(o varias formas) de conseguirlo, o bien si se puede dar una demostración 

:s 
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general de que no hay forma de conseguirlo (c.omo la demostración del Teorema 
1 daba más adelante en 2). 

Un hecho aún más sorprendenre que M - N es la equivalencia entre un 
segmento (abierto) considerado como el conjunto K de sus puntos o de los 
número¡; correspondientes, y el ·Conjunto L de todos los puntas de ·una linea 
illmitada (infinita) o de todos los números reales. Un mapeo que muestre la 
equivalencia puede constituirse de la siguienre manera (ver Fig. 6). Denotando 
la llnea recta con s, el segmento con AB, y su centro con (), doblamos el seg­
mento t·como s1 fUera un alambre ·fino) en e 'Y lo proyectamos en s tal que e 
sea un punto C' de s y tal que A y B -en la nueva posición, A' y B'- se 
encuentren sibre el mismo lado de s (en la Fig. 6 arriba de s) a igual distancia 
de s. Final.mente el .punto medio de A'B' ~cuyo segmento no aparece en la 
figura) &erá denotado con S . 

Puede establecerse una simple corresPondencla biunivoca entre los puntos 
del segmento abierto A'C'B'- Y los puntos de la linea s trazando semirrectas des­
de S. Cualquiera de estas semirectas intersectará. o bien a ambos, al segmento 
abierto y a s, o no intersectará a ninguno. ·En el primer caso, los .puntos del 
segmento y de la línea pertenecientes a la misma semirecta se relacionarán 
unos con otros; en la Fig. 6, por ejemplo, P ¡y P•, Q y Q•, R y R• (mientras que 
e• se ccirresponde a sí mismo). De esta manera se construye un mapeo que 
muestra la equivalencia entre los conjuntos K y L, sl bien el último es, por así 
decirlo, infinitamente más amplio que el primero. 

Nuest ro particular mét-0do de mapeo es adecuado para segmentos abiertos 
(sin sus extremos A y B) y no para segment-Os cerrados (57) . Además de acuerdo 
al Teorema 6 del § 3, 5, la equivalencia también vale después de la suma de 
lC's extremos o de uno de ellos. 

En lugar de la definición geométrica podemos UEar un método analítico, 
por ejemplo la fUnción trigonométrica y = tang x (Flg. 7). Si x está restrin­
gido al intervalo abierto. 

?t . 

57 . De hecho, las remírrcctas de S que alravíesan A.' r B ' tiendo pualelaa a ' · no intersectan a 1. 
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< X < 
2 2 

<es decl.r, de - 90° a 90º), y aumenta monotónicamente y asume todos los va­
lores reales. Esta función, entonces, p roduce un mapeo del conjunto de todos 

n: n: 
lps números reales sobre el segmento abierto finito de - - a - . 

2 2 

2 . Demostración de que el Continuo no es numerable. Hemo.s tratado repe­
tidamente con el conjunto N de todos los enteros positivos y el conjunto e (con­
tinuo) de todos les puntos de un segmento o intervalo, y con muchos conjuntos 
que se demostró eran equivaler.tes a N o a C. Además podemos concebir a C 
como un conjunto de números, es declr, de todos los números de un intervalo. 
La sospecha expresada en la subsección 1 incluirla que N puede ser equivalente 
a V . 

Ahora refutamos esta conjetura demostrando qur N y C no son equiva­
lentes de aqu1 que hay conjuntos infinitos no-equivalentes. Como mencionamos 
antes, este es el resultado fundamental del cual parte la teorla. de conjuntos 
(infinitos>. 

No se diferencia qué intervalo usamos como continuo (cf. 1 ) y si incluimos 
los extremos o uno de ellos. Por razones prácticas que enseguida mostraremos, 
elegimos para C el intervalo ''semicerrado" O < X S 1 de los números reales 
positivos hasta, e incluyendo, l. Es conveniente considerar los miembros de e 
corno números t en lugar de puntos; escribiremos los números como fracciones 
decimales (decimales) - no porque esta representación de los números reales sea 
superior a las otras representaciones, por ejemplo como fracciones continuas 
sino porque todos los lectores están familiarizados con ésta. 

Aqul y más adelante, usaremos el siguiente teorema auxiliar de la teorla. 
de los decimales : 

Todo número real positivo 68 A tiene uno y sólo un desarrollo en un decimal 
"infinito". 

A = m . Ct C2 ca . . . Ck ••• 

donde m es un entero no-negativo y los digitos c,, pueden asumir los valores 
O, 1, 2, .. . , 9, con la condición de que después de todos los Ct aparecerán díi;itos 
diferentes de O. (Esta condición está expresada por infinito; de otra manera, 
sl a partir de un cierto lugar donde sólo aparecen ceros, hablamos de un decimal 
con terminación) . Luego, dos decimales infinitos que no son idénticos represen­
tan diferen tes números reales. 

68 • El número O, por cierto, no tiene exp&nsi6n in!in il<lo. E eta oa la r ai6n por la cnal no hemos 
incluido a O <:n nu.e2tro intervalo. 
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Un número real positivo que puede desarrollarse en un decimal oon ter­
minación 59 

m . C1 C2 C3 . . . C.. 
es igual al decimal infinito 

m . C1 C2 C3 • • . ( Co - 1 ) 999 

<o, si es el entero positivo m, a ( m - 1) , 999 . . . )80. 

Mientras que estos hechos son muy conocidos por su uso escolar, no pueden 
darse sus rigurosas demostraciones sin un análisis del concepto de número 
real. Para esta demostración, entonces, se remite al lector a los libros de textos 
introductorios (Cf. además 9, 1) . La existencia de números reales con dos 
desarrollos decimales no-idénticos (uno infinito y el otro con terminación) 
para varios propósitos es un inconveniente, pues hace a las fracciones con­
tinuas superiores a los decimales. 

De acuerdo a este teorema, nuestro Intervalo C puede definirse como el 
conjunto de todos los decimales infinitos de la forma O, c1 c2 C3 ••• c •... (que 
incluye el número 1 = 0,999 ... ) . . 

Pal'a mostrar que e no es equivalente al conjunto N de todos los enteros 
positivos demostramos el siguiente 

LEl\;fA. Dado cualquier subconjunto numerable c. de C, existen miembros 
de C que no están contenidos en c.; es decir, c. es un suboonjunto propio 
de c. En otras palabras, no hay un conjunto numerable que contenga a todos 
los miembros de C. 

(Más claramente, existen subconjuntos propios numerables de C; por 
ejemplo el conjunto de todos los decimales periódicos positivos entre O y 1, 
cuyos miembros son números racionales). 

Demostración del lema s1. Que c. sea numerable significa que existen ma­
peos entre C. y el conjunto N de todos los enteros positivos. Elegimos un ma­
peo q> y lo expresamos por el siguiente esquema: 

"" 59 . Como es bien sabido, esro es vAlido para los racionales -- cuyo denominador en la forma 

" reducida no ea divislbl& por otros núme.ros primos que no sean 2 y 5. 

60. F.I lector Q\le encon!l'ara esto sorprendente puede, por ejemplo, concebir a la igualdad 

J = 0,999 ... multiplicando por 9 a Ja igualdad -- = O,lll ... 

61. Seguimos fundamentalmente el mérodo do CanlOT de 1892, c¡ue es la demostración más simple 
del Teorema l y la més conveniente pata la ¡¡enera!lzaci6n (cC. la aubsocción 7). La primera d&­
moatraci6n la da Cantor en 1874, simplificada en 1879·8'- I; d. el in¡¡onloao método de Polncaré 10 . 
Todas estas demostraciones son in """e similares, o 1ea basadu on el método diago11al (ver mlis 
adelante) . 
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miembros de N miembros de c. 
1 <- -> o. a.11 a.12 a.13 a.14 

"\ 
.:_\ 

2 <--> o. ~l a.22 3.28 a24 

"\ 
.:_\ 

3 <--> o. a.31 aa2 ªªª aa1 

~\ 
'1 

4 <--> o. ~1 a43 a.44 

t'\ 
.:_\ 

t'\ 
.:_\ 

n <-- >o. a..1 a 112 a .. 
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El decimal relacionado al entero ·n por <p se lo denota aqul por O. a..1 a .2 
a,.3 ••• Generalmente el primer indice i de un dígito a11, se refiere al "número" 
decimal considerado, es decir, al entero al cual está relacionado el decimal, 
mientras que el segundo indice k señala el lugar después del punto decimal 
donde el digi to a ,k aparece en el i-éslmo decimal. El lado derecho del esquema 
puede describirse como un "cuadrado infinito" extendido hacia la derecha y 
h acia abajo a partir del vértice au. 

Los dígitos "diagonales" a.u, a 22, .• • , a ,,, . . . (es decir, los a ,. para los cua­
les k = i), señalados en nuestro esquema por flechas, servirán para definir un 
decimal 

d = o . d i d 2 d3 ... d , ... 

de la siguiente manera: en general d , será igual a 1; solamente si ª " = 1, 
d, será igual a 2. En otras palabras, para todo n = 1, 2, . . . da = 1 ó = 2 
según sea a.. =I= 1 ó = l . Entonces d es un miembro de C no contenido en Co. 
En primer lugar, d es un decimal infinito entre O y l. Además d es cliferente 
de todos los miembros de Co, es decir, a partir de enésimo miembro (el miem­
bro relacionado a n por <p) para todo n = 1, 2, .. . ; en efecto, el n-ésimo 
digito del n-ésimo miembro es a.. mientras que el enésimo dígito de d es 
dn =I= a.., y puesto que ambos, el enésimo miembro y d son decimales infinitos, 
representan también diferentes números reales. 

De aquí que Co es un subconjunto propio de C, que completa la demostra­
ción del lema. 

Finalmente, el lema expresa la siguiente propiedad del conjunto e de 
todos los números reales x con O < x < 1: 

TEOREMA l . C no es numerable, es decir, no es equivalente al conjunto N 
de todos los enteros positivos. 

De esta manera hemos confirmado la existencia de dos conjuntos infini­
tos que no son equivalentes. 
3 . Observaciones y Alcance de la Demostración. Ciertos aspectos de la de­
mostración requieren observaciones adicionales. 

Los principiantes a menudo se Inclinan a sostener: bien, ha sido cons­
truido un número real d no contenido en Co, pero su suma a los miembros de 
Co no perjudica su propiedad de ser numerable, de acuerdo con el Teorema 2 
del § 3. Este es un grave error del carácter lógico de la demostración. Aun 
si sólo se hubiera introducido un único miembro de C no perteneciente a Co 
~e hubiera logrado nuestro propósito. Porque el mapeo ip se refiere a N y a 
C'Ualquier subconjunto numerable de C, incluyendo a otros más amplios que Co 
El significado de la demostración, entonces, es que ningún conjunto nume­
rable agota a C. 

El lector podrá préguntar correctamente cuál es el papel especial de los 
dígitos 1 y 2 en la demostración y por qué ha sido favorecido 1 contra 2. La 
respuesta es: no tiene en absoluto ningún papel especial (el propósito de 
nuestro particular procedimiento será explicado luego); d también podria haber 
sido definido por la regla: para todo i sea d , cualquier dígito diferente del 
dígito diagonal a11, cuya regla produce una pluralidad infinita de d miembros. 
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Procediendo de esta manera sólo seriamos cautelosos respecto al dígito O, o 
bien excluyendo d, = O totalmente, o bien garantizando finalmente que no 
todos los d, son iguales a O (es decir, todos a partir de un cierto i = k en ade­
lante); porque de otra manera d debería ser un decimal con terminación que 
volveria ilusorio el argumento fundamental de la demostración, porque en­
tonces d deberla igualar a uno de los decimales infinitos de Co. 

¿Por qué entonces la restricción a los dígitos 1 y 2 en nuestra demostra­
ción? Precisamente para acabar con el prejuicio, encontrado en algunos tra­
tamientos de la demostración, como si el método fuera puramente existencial, 
es decir, como sl la demostración, en tanto muestra que existen decimales · 
pertenecientes a C pero no a Co, no hubiera permitido construir tales deci­
males. La manera arbitrarla de señalar especialmente los d1gitos 1 y 2 nos 
permite formar tal decimal unívocamente definido, aunque no tiene prefe­
rencia sobre otros; en 4 daremos 1,lna aplicación cuasi práctica de esta cons­
tructividad. 

En nuestra demostración se han usado decimales. Es claro que la elee­
clón de la base 10 no puede tener una razón matemática. El uso de la escala 
decádica (decimal> de notación, incluyendo fracciones decimales, en nuestra 
civilización (en contraste con los antiguos de la Mesopotamia y otras civili­
zaciones que usaron como bases 6 u 8, etc.) reside en el he.cho que el hombre 
tiene 10 dedos con los cuales acostumbraba contar y calcular. Cualquier en­
tero positivo, con la excepción de 1 cuyas potencias no aumentan, es también 
adecuado para servir como base; los matemáticos dan preferencia a Ja mínima 
base posible, es decir 2 (Cf. § 7), que también se prefiere en muchas aplicaciones 
del sistema Morse a computadoras electrónicas 62 . El uso del sistema de frac­
ciones con cualquier base ~. 3, en lugar de decimales, no cambiaria nuestra 
demostración ni siquiera en sus detalles; sólo la base 2 requiere una leve mo­
dificación ya que entonces para ª'" y d 1 solamente son utilizables los valores 
O y l , que afecta nuestra regla acerca de la exclusión de ceros. (Cf. el ejerci-
cio 2) al final de esta sección). · 

A causa del papel que juegan los dígitos diagonales ª" en nuestra de­
mostración, su métodó se llama <el de Cantor) método diagonal Es uno de 
los métodos más fuertes y famosos en la matemática moderna y lo usaremos 
en varias ocasiones en la presente exposición de teoría de conjuntos 63. Las 
objeciones al método diagonal han aparecido en un nivel bajo 64 y en un ni­
vel alto 65, pero su uso para demostrar nuestro lema es legitimo aun desde el 

62. Para la aritmética práctica, 2 demuestra demasiado poco; en el sistema didáctico el 27 ya 
puede escribirse eon cinco dtgltos, es decir como 11011. 

63 . El métndo se usa incJnso fuera de la teoria abstracta de conjuntos, por ejemplo en la t.eoría 
de coníuntos de punros y de los órdenes de infinitoa. 

64. Por ejemplo, por Bentley 32 y Bridgman 84 . Estas objeciones son refutadas en Rll8t 34 y 
l<'raenkel 35. 

65. Yer en particular Kreisel 50. 



punto de vista intuicionista 66 (quienes objetan el Teorema 1 porque ellos 
no admitirían al continuo C como un objeto matemático). 

J uzgada a la luz de la t écnica matemática, la demostración de nuestro 
,resultado por medio del método diagonal es sorprendentemente simple en 
comparación con sus consecuencias de largo alcance dentro y fuera de la teo­
ría de conjuntos (Cf. subsección 4) . La simplicidad y brillantez de muchas de 
las demostraciones fundamentales de Cantor es un encanto de la teoría de 
conjuntos y contrastan favorablemente con las demostraciones más dif!cil<is 
y técnicas de importantes teoremas en otras ramas de la matemática, inclu­
yendo la rama que en muchos aspectos es análoga a la teoría de conjuntos, 
es decir, la teoría de los números. 

Finalmente, podrla señalarse que nuestro resultado tiene el carácter de un 
enunci:a.do de imposibilidad. En el § 3 y en la subsección 1 del § 4 se obtuvieron 
mediante la construcción de m¡¡peos adecuados muchos resultados que mostra­
ban la equivalencia de diferentes conjuntos. En contraste con esto, el Teorema 
1 afirma que es imposible producir un mapeo entre los conjuntos N y C. 

En muchas ramas de la matemática h an surgido problemas de imposibilidad 
que en parte han sido resueltos. Los más antiguos entre ellos son los problemas 
de la geometría griega, tales como la duplicación de cuadrado, la trisección del 
ángulo, la cuadratura del circulo (estos tres restrlngidos al uso de regla y com­
pás) , la demostración del postulado de las paralelas de Euclides; todos estos 
fueron resueltos (negativamente) recién en el Siglo 19. La dificultad (y el en­
canto> de la mayoría de las demostraciones de lmposlbllldad tiene sus raíces 
en la necesidad de, por decirlo as1, escudriñar todas las maneras posibles de 
solución y de mostrar su inutilidad. Por este carácter distintivo la demostración 
del Teorema 1 se distingue de las primeras demostraciones de equivalencia. 

'En prtncip1o esta. diferencia entre demostraciones de equivalencia y de no­
equivalencias desaparecen en la comparación entre conjuntos finitos. Aqui, una 
sola falla en el in tento de formar un mapeo es suficiente para afirmar la no­
equivalencla, del mismo modo que u nsolo resultado favorable muestra la equi­
valencia. ¿Contradice esto lo que ya fue señalado? 

En absoluto. En principio la diferencia permanece. Que esto no sea visible 
tratando con conjuntos finitos se debe a una propiedad particular de estos 
conjuntos que tienen un carácter aritmético y son demostrados por el método 
caracteristico de la aritmética, es decir, por Inducción matemática. Al comienzo 
del § 8 expresaremos esta propiedad como sigue: a un número cardinal finito 
dado pertenece sólo un único número ordinal corj.:espondlente; en otl'a.S palabras, 
de cualquier manera que puedan ser ordenados los miembros de un conjunto 
·finito, siempre surge el mismo esquema de orden: un prtmero, segundo, ... , 
enésimo miembro con la misma terminación n . A causa de esta propiedad, un 
error en el mapeo muestra que todo intento está destinado a fracasar. 

Para mostrar la conducta completamente diferente de los conjuntos infinitos 
es suficiente referimos a nuestras experiencias con los números racionáles 

66. Ver p.,.,...aatiq,..,, capítulo IV. 
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(§ 3, 3) . Sl ellos están ordenados de acuerdo a la magnitud no hay ningún ra­
cional m1nimo y entre dos racionales cualesquiera hay otros en pluralidad infi­
nita. Pero si los enumeramos, ha.y un primero, y cada racional es inmedia­
tamente seguido por ot ro unívocamente definido. Estas son precisamente dos 
de las infinitas maneras esencialmente diferentes de ordenar el conjunto de 
los racionales <ver § 8, 6); para conjuntos infinitos más ampllos la variedad 
aumenta. En efecto hay muchas maneras de intentar formar un mapeo entre 
conjuntos infinitos y un fracaso nada demuestra. Por el contrario, como vimos 
en el § 2, 5, todo conjunoo infinito es equivalente a un subconjunto propio: de 
aqui que además de las correspondencias biunlvqcas entre los mlembros de dos 
conjuntos equivalentes hay otras que agotan los miembros de uno de los con­
juntos pero no del otro. Una demostración de la no-equivalencia, por lo tanto, 
es una demostración intrínsecamente imposible. 
4. Extensión del Teorema l. Los Números Trascendentales. En 1 vimos que 
intervalos de diferente longitud, cuando consideramos los conjuntos de todos los 
números reales (o puntos) como contenidos en el intervalo abierto (o cerrado, 
o semlcerrado), son mutuamente equivalentes y también al conjunto de todos los 
números reales (todos los punt.os de una 11nea). La propiedad de ser no-nume­
rable no se altera por la transición a un conjunto equivalente. 

Llamando, como es habitual, a cada uno de los conjuntos que acabamos de 
mencionar un continuo (de números o puntos) -Y aun el continuo en cuanto 
le concierne las propied:ldes comunes de estos conjuntos- podemos formular 

TEOREMA 2. El continuo es un conjunto no numerable (infinito). 
Sin duda, no hemos afirmado la existencia de un continuo, la cual no puede 

demostrarse por medio de los 5 axiomas (incluyendo el axioma de infinitud) 
introducidos hasta aquí. La. existencia del continuo se inferirá por medio de un 
axioma adicional (VI) que será introducido en el § 5, 3 para .un propósito más 
general. 

Ahora daremos una importante, y a la vez muy sorprendente, aplicación 
de nuestro resultado a un problema fuera de la teoría de conjuntos. 

El concepto de número real trascendental, como número real que no es alge­
braico, fue introducido en el § l. Hasta el primer cuarto del presente siglo, antes 
de los descubrimientos de Gelfond, Siegel, y otros e1, poco se sabia acerca de 
los números trascendentales, y las demostraciones de que los números tales 
como e y " son trascendentales (1873/ 1883) son diflciles. Si bien el método 
original (Liouvllle, 1851) de demostrar la existencia de números trascendentales 
adm.ite una clase Integra de tales números, se obtiene un result.ado de mayor 
alcance y más sorprendente que por nuestros métodos relativamente simples. 

El conjunto e de t.odos los números reales es la unión de los conjuntos dis­
yuntos de todo.s los números reales algebraicos (A) y todos los números realea 

07. Ot., por ejemplo. Schneider 59. 
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trascendentales (T) ; C = A U T. Aplicando el Teorema 5 del § 3 es tenemos 
T - e, porque A es numerable. De aquí 

TEOREMA 3. El conjunto de los números reales trascendentales, o de los 
númer-OS trascendentales de un intervalo arbitrario, es equivalente al conjunto 
de todos los números reales. 

Se podría decir que un número real es "normalmente" trascendental y 
"sólo en casos excepcionales" algebraico. 

La restricción a los números reales es tan insignificante como lo fue ant~­
riormente. ,El resultado es sorprendente porque los números estudiados y 'usados 
por los matemáticos son "casi todos" algebraicos 69. 

P:,i.ra evitar la impresión de que el Teorema 3 es un enunciado meramente 
existencial nos remitiremos a lo que ya se dijo en el § 3. En la demostración 
del lema sea Co una enumeración del conjunto de todos los números algebraicos 
tal como fue construido en § 3. 4. Entonces el decimal d definido unívocamente 
es un número trascendental obtenido constructivamente. ,En verdad, no sabemos, 
completa y simUltaneamente, las expansiones decimales de todos los números 
algebraicos de una manera comparable con nuestro conocimiento de, digamos. 
tos decimales periódicos. Pero tenemos a nuestra disposición leyes para cons­
truir en nuestra enumeración el enésimo dígito del enésimo número algebraico 
para cada entero positivo n y podemos, en efecto, computar el enésimo dígito del 
número trascendental d. Para hacerlo más .claro construimos d tal como se hlzo 
antes, tomando los dígitos 1 y 2. 

Sin duda, después de haber avanzado hacia cualquier n no estamos en po­
sesión de un número trascendental, de aqul que debamos continuar, por ejemplo. 
de una manera periódica y por este medio obtener un número racional. Aun 
las objeciones de este tipo no tienen peso; la situación simllar, por ejemplo. 
para el número Jt de cuya expansión decimal solamente conocemos una can­
tidad finita de dlgitos (a diferencia de, por ejemplo, la expansión de los 
números racionales) . Esta es la ley fundamental de construCCión de d (o de Jt) 

que define univocament.e Ja expansión. Por otra parte, la construcción natural­
mente tiene solamente un carácter teórico y no admite un trascendental d de 
una manera intuitiva. 
5. El Concepto de Número Cardinal. Los Cardinales x. y ~. Del Teorema 
1 h emos extraído una importante conclusión y posteriormente se darán otros 

68 . Los importantes teoremas 4 y 5 del § 3 no se requieren p&u demostrar que T es un con· 
junto infinit-0 no-nu,,,,..ra.bl• porque del elemental Teorema 2 del § 3 se siiue que T no puede ser 
finito o numerable. 

69 . Es de notar que en su tr abajo de 1874. Cantor pone én!asis pri.ncip&lmente en el primero 
de loa dos resultados contenidos. ea decir, en la numerabilldad del conjunto de los n<uneros reales 
algebraicos - nn resultado que nos parece casi trivial. El segundo es un r esultado sin lugar a dudas 
máa import&nte: la no-numerabilidad del conjunto de todos los números reales, aparece alll más bien 
eomo una apllcui6n del primero al problema de loa números traacend.en.talea. 

• Se utiiiz6 kappa por alef. 



empleos. Ahora, sin embargo, nos concentramos en sus consecuencias dentro 
de Ja t.eor1a de conjunt.os propiament.e dicha y señalaremos en qué sentido 
el teorema será. considerado la misma base de la teoría de conjuntos. En pri­
mer térmlno esto está hecho de una manera informal; en la subsección 6 se 
dará un anállsis más elaborado del t ema. 

Er. el § 2, 4 se esbozó un procedimiento que conduce de los conjuntos equi­
valentes finitos al concepto de su número cardinal común, tal como lo hicieron 
Descartes en el siglo 17 y Hume, de una manera más satisfactoria, un tiempo 
después. Recíprocamente, si dos conjuntos infinitos tienen el mismo número 
de miembros, son equivalentes. 

Ya que este procedim1ento no utlliza la propiedad de los conjuntos de ser 
finit.os, es natural atribuir el mismo cardinal a cualquier conjunto equivalente, 
no importa si es finito o infinito. Mentras que la existencia de conjuntos finitos 
no-equivalentes es bien conocida, en el caso de los conjuntos Infinitos es el Teo­
rema l el que suministra el procedimiento no-triVial, garantizando que exlst.en 
1nfin!tos conjuntos que no son equivalentes, y por lo tanto cardinales infinitGs 
diferentes. (Nadie antes de Cantor se habla arriesgado a demostrar esto, si bien 
los matemáticos hablan tratado mucho antes con conjuntos infinitos y corres­
pondencia biunívoca entre sus miembros). La existencia de diferentes (como 
veremos en el § 5, infinitamente diferentes) cardinales infinitos nos impone 
(engañosamente) la tarea de comparar los cardinales y calcular con ellos. 

Pero antes que nada tenemos que definir los cardinales infinitos. La si­
tuación en el dominio de las cantidac!es flnita.s (conjuntos y números) sugiere 
distribuir los conjuntos, ya sean finitos o infinitos, en clases (conjuntos> de 
conjuntos 10 de tal manera que los conjuntos de la mlsma clase son equivalentes 
y los conjuntos de diferentes clases no lo son. Ahora, dice Cantor en su expo­
sición final de la teoría 11, el cardinal de un conjunto S debe ent.enderse como 
el concepto general (universal) el cual por medio de nuestro "activo poder men­
tal" surge del conjunto s abstrayendo de ambos la naturaleza especial de los 
miembros de S y el orden en el cual ellos pueden aparecer en S. Esto reflejarla 
precisamente lo que es común a todos los conjuntos equivalentes a S, es decir, 
a todos los conjuntos de la clase a la cual pertenece S. 

En verdad, la formulación ele Cantor será diffoilmente admitida como una 
definición de cardinales. Aun se podría proceder a una definición concibiendo la 
gran cantidad de clases definidas anteriormente como cardinales, es decir, de­
finiendo: 

(A) El cardinal de un conjunto S es la clase (conjunto) de todos los con­
juntos que son equivalentes a S• 

Esta definición parece algo paradójica. Sin embargo, tales definiciones 
son actualment.e lugares comunes en matemática; por ejemplo, un número 

70. El término "clase" no significa aqut algo diferente de "conjunto" y ea adoptado s6lo con 
el fin de almpllfiear la expresión. 

71. Ca11tor 1895, pá¡:. 481. 



real se define cmno un conjunto de secuenciag de racionale,, con ciertas. pro­
piedades. De s.quí que las objeciones a (A) que sostienen que "los ent.eros son 
objetos mucho más simples que los conjuntos de conjuntos" no necesitan ser 
con.5ideradas seriament.e. Por otra parte, el "conjunto de todos los conjuntos 
equival~ntes a Sl" es capaz de contener antinomias a menos que se tomen 
ciertas precauciones; •para éstas ver Foundations, capitulos II y m. 

El .lógico iciertamente prefiere una definición explícita de cardinal tal 
como <A>. Para el me.temático, sin embargo, Jo expllcito de la definición no 
es un primer requisito, porque a él más bien le concierne el manejo de los 
objetos matemáticos que l.nvestigar su naturaleza - algo similar al ajedrecista, 
a quien no le interesa lo que "significan" el alfil y el peón, sino cómo operar 
con eIJ('ls. He.n sido propuestas muchas teorías filosóficas divergentes para 
ielarttlcar la naturaleza de los enteros, pero las reglas de la aritmética son 
independientes de la teoría a la que uno se adhiere. Además, con respect.o a 
los cardinales es suficiente dar una definición de trabajo 1Z como la siguiente, 
dada ?J.tteriorment.e para cardinales tinitos: 

(B) Se dice que los conjuntos S1 y S2 tienen cardinales iKuales si son equi­
valentes, es decir si S1 - S2: .de lo contrario sus cardinales se llaman diferentes. 

como puede suponerse de acuerdo a la aritmética ordinaria :y tal como 
será confirmado en las secciones siguientes, todas las relaciones entre cardi­
nales pueden reducirse, además de la relación de pertenencia .para conjuntos, 
a la igualdad y desigualdad de cardinales ; por lo tanto, teniendo en cuenta (B} 
a la equivalencia y no-equivalencia de conjuntos tal como fue definida en el 
§ 2. Por consiguiente, no necesitamos señalar lo que es un cardinal y podemos 
traducir los enunciados sobre ieardinales en lenguaje de conjuntos. 

Se puede considerar un .paso adicional evitando totalmente el uso de 
cardinales, restringiéndonos a los conjuntos correspondientes y su equivalen­
cia. Para los propósitos usuales de la teoria de conjuntos y para la mayorla 
de sus aplicaciones, esto causaria una inconveniencia considerable, aunque no 
dificultosa en principio, pero en teoría axiomática de conjuntos (ver Founda.­
tions, capítulo JI, §§ 1-5 y 8) esta forma demuestra ser .practicable. 

Des:trrollando el concepto general de cardinal y garantizando la existencia 
de diferentes cardinales infinitos, estamos capacitados para contestar la 
pregunta "¿cuántos miembros están contenidos en el conjunto?" para conjuntos 
infinitos en el mismo sentido definido para conjuntos finitos y no precisamente 
con la vaga expresión "pluralidad infinita". Sin duda, entre conjuntos finitos e 
infinitos la diferencia especlfica es que la respuesta a. la pregunta anterior 
necesaria.mente no se cambia cuando se insertan miembros adicionales en un 
conjunto Infinito, tal como es el caso para los conjuntos finitos; est.o se debe 
al hecho de que un conjunto infinito, pero no uno finito, es equivalente a un 
subconjunto propio. 

72. Para Nte concepto ,. au aignificaei6n en ma"-'tici> el. Oanoap 27, W91l 26/411. 



Los cardinales de los conjuntos infinitos se llaman cardinales transfinitos. 
En general ~ara su notación usaremos negritas, en lo posible haciendo corres­
ponder t.!On la notación de los conjuntos de los cuales ellos son cardinales; de 
esta mn.nera el cardinal de S 6 s será denotado por s, etc. Frecuentemente la 
notación general incluye también cardinales finitos, es decir, cardinales de con­
juntos finitos; aun cuando nos limitemos a cardinales finitos usaremos bastar­
dilla, ·por ejemplo k, n. A menudo es conveniente seguir la costumbre de Cantor, 
que desde 1887 en adelante denotaba el cardinal del conjunto s por S ( = s); 
la doble barra significa que se omite tanto la naturaleza especial de los 
mlembtos como su sucesión. 

Para denotar cardinales transfin1tos particulares, correspondientes a la 
notación de los cardinales finitos O, 1, 2, ... , se ha adoptado universalmente 
el modo de Cantor de escribir )(, (Alef) , la primera letra del alfabeto hebreo, 
con un indice correspondiente, por ejemplo x., x1, x.. Esto demostrará ser 
impracticable en el caso del cardinal del continuo <también llamado potencia 
del continuo, ver § 5 y § 11, 7) para el cual, por lo tanto, escribimos " sin 
fudice, siguiendo a Hausdorff (y no a Cantor). Se demostrará que el cardinal 
de los oonjuntos numerables es el mínimo cardinal transfinito (§ 5) y se 
denota por x. 
6 . Anl llsls Adicionales del Concepto de Ca rdinal. La cuasi-definición de Cantor (la 
última) del concepto se citó anteriormente 73. La esencia de su deflnlción por abstrac­
ción expresada por el símbolo i no es propia de la teorfa d& conjuntos. SI siempre 
que en matemática, o en cualquier otra parte encontremos una relación R que sea 
.refiexiva, simétrica. y transitiva (ver § 2, 4 ) 74, podemos formar un nuevo concepto 
"por abstracción", tal como lo muestran los siguientes ejemplos. Por medio de la rela-
ción d,e 'Paralelismo (dirigido) el conjunto de todas las semirrectas produce el concepto 

<le dlrecci6n; por medio de la relación de simll1tud (geométrica), el conjunto de todos 
'ºs planos polígonos produce el concepto de f igura; por medio de la relación de con­
g ruencia m6dulo m, el conjunto de todos los enteros produce las clases de congruencia, 
etcétera. En nuestro caso, los conjuntos (finitos e infinitos) producen, por medio de la 
relación de eQulvalencia en el sentido del § 2, 4 el concepto de cardinal. Si e:z:presamos 
la validez de x R y diciendo, x e y son del mismo Upo R, podemos llamar al nuevo 
concepto "el tipo R" de los objetos a los cuales se refiere; es to es lo mismo que 
decir los tipos x e y son Iguales sí y sólo si x R y es verdadero. O, más próxima a la 

73. En esenei& la misma explie&ción se onouontra on Onntor 1887, p&g. 82, donde so rdiore 
.. formulaciones almila.res dadas en una. oon.forencia. en Fribuago ( 1883) y on una eartn a. Kurd 
Lanwitz ~ 1884. Aún en sus eserllo• m&a ant.iguoa de 1878 y 1870·84 Cantor evita una definí· 
ei6n e:r:plfoita y 11& contenta eon la definlcl6n operativa (B). Por otra parto, en an an&llBla do 1885 
·do! libro fandamental do Frege de 1884 (reimpreso en Clantor 32, pAr, 4'0·44.1) uaa una definición 
aimlla.r a l& de Fre¡e. 

La difer6Jlcia de opinión entre Cantor y Frege sobro eato punto ea lnai¡uif!cante y apenas lt111· 
tifíca Ja. ten1i6n reiMnte entre estos gTandes eien~ficos. En parttieular, el anf.liait mencionado no 
hace justicia ni a las lnteneioneo d& Frege ni a la import3ncia de rus ideas. La moda matemática 
de ttle periodo denprob6 l& actitud de Frege y pretendió concebir loa números como meros signJs 
1obre papel, confundiendo de esta manera los conceplo• y aua notaciones. 

74 . Or e 42 muestra que la teorfo. ampliada puode desarrollo rae 1obr<> lt.t base. de osto concepto. 
Of. además Dubreil·Dubreil 39. 



tormulación de Cantor, el tipo R se forma despreciando laa propiedades de los objetos 
a los cuales se refiere, conservando aquellas basadas en la relación R; por lo tanto 
el cardinal s significaria la totalidad de aquellas propiedades de S las cuales son com­
.partldas por todos los conjuntos equivalentes a. S. 

Esta definición por abstracción es un caso particular (el más importante) del 
procedimiento deflnlcional a menudo llamado deflnlcl6n mat emética creatl v!a 75. Sin 
embargo, desde el punto de vista lógico el fundamento de la definición por abstrac­
ción tal como se da en el parágrafo 'Precedente, apenas puede considerarse satisfac­
toria 76; ha sido rescatada por Frege y Russell en forma independiente. 

El 'Procedimiento de Russell 11 es muy general. Usa el término principio de abs­
traccl6n más bien en ei sentido de reemplazar la concepción de Cantor por un ar­
gumento lógico exacto, que esencialmente consiste en lo siguiente. Dada una relación 
R .simétrica y tran'3itiva, existe 78 una R* de uno a muchos t.a.l que x R y implica. z ·R • 
x y z R• y .donde z está unívocamente determina.do por x (o y ) pero no conversa.mente. 
A ;i: se lo llama el t ipo R de x, en consecuencia de cualquier u para el cual u R x. 
Si R es equivalencia entre conjuntos entonces ;i: es el cardinal de x. Con los métodos 
de la lógica moderna, por ej. los de P rincipia Mathematlca, puede demostrarse la 
existencia de R• ; de esta manera son justificados los cardinales. 

La justificación de Frege 79 que precede a la de Russel pero se limita a los 
cardinales finitos, está sin embargo más próxima a (A) que la de Russell. Sin em­
bargo al Igual que el sistema lógico de Frege, en general también su definición de 
cardinales se Ignoró hasta que Russel! sefialó su importancia so. 

En Cuanto a (B) de 5, ya. se ha puesto de relieve que ésta es una "definición de 
trabajo". No se debe desvirtuar ~l uso de "símbolos Incompletos" introducidos a través 
de tales definiciones alegando que en principio serla posible eliminar cualquier sím­
bolo introducido por medio de una definición -que es precisamente otra. expresión 
para formular Ja l)regunta qué es el nuevo concepto y no qué tarea. desempefia. De 
todos modos para. la matemática esta. pretensión va. dema.eiado lejos, tal como se 
muestra por medio de las definiciones inductivas, basadas en la Inducción matemá­
tica. o transfinitiva (ver § 10, 2 ) ; aqUf, en general, la. eliminación e& imposible. 

Finalmente uno puede proponerse definlr cardinales mediante ejemplos ef ect ivos, 
es decir, como objetos IJ)artiC'lllares (conjuntos) entre a.quellos mencionados en la. 
detin!clón (A) -con cierta: analogía con la definición de unidad de longitud mediante 
el metro normal guardado en Paris. El objeto particular representaría entonces el 

75 •. •b( es en Weyl 26/49, N9 2; el. Paaeb. 1882, pi¡r. 40; el meollo del procedimiento puede 
dorivarao de Leibniz. Desde fine.s de oiglo, tambi6n on la lit<iratur,. filoa6fica en g.eneral, la con­
cepción c16aiea (aristotélica ) de la definlei6n por 11tnero pr6,:fmo y dff1renci<> IBJl•C{füa, ha Sido 
reomplazada POT una concepción funcional, bas&da en las r1lacfont1 entro el 11•/ini•ndum y otros 
.conoeptos: et. Oa"lrer 10, Scblick 25, Nagel 39. En un contexto mAs general, la Importancia del 
proceso de abstracción (y aun de la identificación de distintos conceptos) dentro y fuera de la 
matematlea ha aldo puesto de relieve por llleyerson 31 (cf. Llchtenstefn 82). 

76. J!!s algnlficatl\'o ((Ue un especialista tan estricto y cuidadoso como Dedeklnd para justificar 
la dof!nlción por abstracción apele al podar creativo del hombre ("1omo1 de origen divino") y se 
oponga a una concepción en el sentido de (A); "er Dedekind 80·82 nr. pág. d89. 

77 : RILl•ell OS, págs. 166 y 120; Wb\tebe&d·Russell 10·18 J, 72, 66. Cf. Ruaaell 19, Nlcod 22. 
78. et. f 2, 4. ''z &• el padre de x" <is un ejemplo de esa relación. 
70. Frege 1880, especialmente § § 63·68. La critica de la 16¡ica do Frege en Smart '5 e1 

!nj111ti!icada. 
80. Ei trabajo do Sebob;.Scb.weitler 35 (el. F. Baehmann. 34) da un• amplia explicación <le 

las ja.otificacionea do Frege y R.uascll de la definición por abst:raeci6 n, junto con una 'critica a los 
l>rocedimlento• de Cantor y a oíros anterior"8. AdeJDáa 10 incluye nna ampliación a las relaciones con 
211 argu.menioe. . -~ . .r~~ 



cardinal' de todo conjunto equivalente a él. A pirmera vista este método (represen­
tando el cardinal 3, o sea como el conjunto [sol, tierra, luna]) parece arbitrario e 
impracticable. En el § 11, 2, sin embargo, veremos que en el sentido de von Neumann 
este método generalmente puede llevarse a cabo, aunque no es práctico para cualquier 
propósito. Su esencia puede aprehenderse a partir del caso particular de un cardinal 
finito que puede def inirse como el conjunto de todos los cardinales menores incluyen­
do a o, es decir 

n = (0, 1, 2, . . . , n - 1]. 

Mientras que las explicaciones precedentes ponen de relieve que los ataques de 
varios filósofos al concepto de cardinal (transfinito) no son pertinentes, Ja actitud 
de los neolntu tcfonalistas de que no existen en absoluto conjuntos infinitos no-equiva­
lentes -en particular que no existe el continuo- es consistente, aunque a me nudo 

· sUicida para Ja matemática; ver Funtlations, cap. IV, §6. 
Queda aún la cuestión acerca de si nuestros axiomas nos permiten construlr car­

dinales. La respuesta es negativa. De aquí que si se intenta St una fundamentación 
anomática. estricta de le. teoria de conjuntos (y no una <aemi-axiomática como en el 
presente libro) debe tomarse uno de los dos cam.inO'S. Uno y otro rechazan el uso 
explicito de los cardinales y se contentan con la consideración de la equivalencia y 
no-equívalencla de conjuntos; este es el carnlno de Zermelo 83 y sus s·eguldores. O 
b~n se Introducen cardinales como conjuntos •Particulares en el sentido de von Neu­
mann 1 sus seguidores; estos conjuntos pueden garantizarse mediante la admisión 
de un axioma. adicional, el axioma de sustitución o reemplazo (ver § 11, 2). Sin e m­
bargo, a un en este caso es preferible. para muchos ¡propósitos operar con conjuntos 
en vez de cardinales. Al lector interesado en estas cuestiones de principio se lo remite 
a Foundations, capitulo II. 

7. El Conjunto de todas las Funciones y su Cardinales. Hasta aqui hemos 
tratado con dos cardinales transfinitos it0 y it. Ahora construiremos un tereero. 

Consideremos el intenaló cerrado 1 definido ·por O <.. x ::s 1. Una función 
real de un único valor f (x) <Se define en I cuando por medio de una regla 
·apropiada para todo x de I se atribuye un número real f (x) = y unívocamente 
deternúnado. No se requiere la correspondencia entre lo.s Ta.lores x e y. 

Sea F el eonjunto de todas las !unciones tales como f (x) . (Aquí F se toma 
precisamente como un ejemplo, la demostración de que F existe a causa de 
nuestros axiomas incluyendo el axioma formulado en el § 5, 3 se basa en los 
conceptos introducidos en el § 7J Dos de los miembros de F, f1 (x) y t2 (x), se 
los considera diferentes si y sólo si hay al menos un x = Xo en J :para el cual 
f1 (X.,) =¡/: f2 (x

0
). 

Hay subconjuntos propios de F que son equivalentes al continuo, por ejem­
plo el conjunto de aquellas funciones que son constantes en l. Para mostrar 
esto podemos referir la función constante f (x) = e al número real c. De aqu1 
que sea como fuere F no es n11merable. 

Para demostrar que F no es aun equivalente al continuo use.remos el mé­
todo din.gonal. Sea e el conjunto <continuo) de todos los números del inter­
valo I y F

0 
cualqllier subconjúnto de F que es equivalent.e a C; será .su.flciente 

81. :En. Baer 29 ae da una axiomatlzacl6n. de eardln.alea independi enremente de la t.eorla axiom6Uca 
de conjUJ1toa. 

82. Zermelo osa. 



demostrar que F0 , por este supuesto, un subconjunto propio de F, es decir que 
hay fund ones en F que no pertenooen a F0 • (Cf. las subsecciones 2 y 3 más' 
arriba). usando un mapeo arbitrarlo ~ entre F. y e designaremos dicha funeiónJ 

La función (miembro de F. ) que por 4> corresponde al número real es C 
será denotada por 1. (X) ; f •. (x), por ejemplo, es la función relacionada por 

r. 
<I> •a % E C. q¡ (x) será función "diagonal" que por cada x. e e, iguala la fun_. 
ción fx,. (x); en síntesis, q¡ (x) = f, (x). En otras palabras, para determinar el 
valor q¡ (c) de q¡ (x) para x = e tenemos que tomar la función f , (x); su valor, 
para x = c, es decir f. (e), es q¡ (e) (83) . Por esto la función <P (x) está unívoca 
mente determinada. 

Finalmente, 1~ (x) será una función de F que en todas partes difiere de QJ (x) ;, 
ej., 11' (x) = qi (x) + l. 1J> (x) no pertenece a F ... Sea t, (x) cuaiquier miembro 
de F.; entonces '" (x) =fa f, (x) porque, para x = e , f a (x) tiene el valor f . (e)' 
y ,¡, (x) el valor cp (e) + 1 = f, (c) + 1 =/= f . (c). De aquí que Fo sea un sub­
conjunto propio de F, esto significa 

TEOREMA 4. El conjunto F de todas las funciones reales de un único valor 
f (x) definido por O.::::. x.::::. 1 tiene un cardinal f (S4) que es diferente tanto de >e 

como de Y.. (en tanto F tiene un subconjunto del cardinal Y..). 

El lector observará la gran analogía entre las demostr¡¡ciones del Teorema 
4 y del lema en la subsección 2. Mientras que el método diagonal de esta de­
mostración usaba dígitos, es decir, enteros postti.v0s, aqui los ent eros son reem-' 
plazados por números reales: en lugar de a,, a qui tenemos ~- (e). 

También podemos considerar la misma demostración del Teorema 4 como 
si fuera una demostración del lema, es decir, de la no-numerabiildad del con­
tínuo, in terpretando la presente demostración desde un nuevo ángulo sin mo1 
dlficarla formalmente. Para este propósito consideramos las funciones f (x) 
como funciones a.ritméticas cuyo argumento x var ía sobre los enteros positivos 
y el cual sólo asume valores integrales positivos. Si 

D = [ f1 (x) , f2 (x) , ... , f . (x) , •.• ] 

es cualquier conjunto numerable de funciones aritméticas entonces la demos­
tración del Teorema 4 muestra que la función alitmétlca X (x) = fx + 1, donde 
x varía sobre los enteros positivos, no está contenida en D. De aquí que el con­
junto de todas las funciones aritméticas no es numerable. Por otra parte, fá­
cilmente nos percatamos que los conceptos de función aritmética y de número 
real en esencia no coinciden; cf. § 7, 5. 

En el § 7 veremos que la demostración del Teorema 4 descansa sobre la 
gran generalidad y arbitrariedad de nuestras funciones, la cual permite la cons­
trucción de la más bien "patológica" función q> (x). En un análisis ordinario 
apenas podemos usar tales funciones y, por ejemplo, para el cardinal del con­
junt.o de todas las funciones contínuas obtendremos •un resultado diferente. 

83. Por ejemplo, al f Y. (oo) = x2 + 2 tenemos q¡ ( Y.) = F(%) = (%) 2 + 2 
84. Posteriormente veremos por qué 1 no ha .Udo denotado mediante un alef. .. 



EJERCICIOS 

1) Dar, mediante funciones racionales, mapeos entre los siguientes con­
tlnuos (el. ll. 
a) El conjunto de números reales entre a y b y el conjunto de los nú­

meros reales entre e y d (a, b, e, d denotan diferentes números reales); 
b) El conjunto de números reales entre O y el número positivo a y el 

conjunto de números reales mayores que el número positivo b. 

2) Demostrar la no-numerabilldad del conjunto de números reales cuando 
se vale de fracciones duales. 
a) Directamente mediante una modlficaclón del método diagonal tal 

como se usó en 2; 
b) Usando el Teorema 5 del § 3. 
(Indicar considerando a a): inserte los dlgltos 1 en la fracción dia­

gonal d con el fin de excluir una fracción dual ·finita). 

3) Demostrar que el conjunto de todos los números reales irracionales y el 
conjunto de todas las secuencias de números naturales tienen el cardinal x. 

4) Mostrar que el conjunto de todos los puntos de la circunferencia (o 
de un arco) de un circulo (elipse, hipérbole) tienen el cardinal 'X.. 

<Mediante un concepto apropiado de curva este enunciado puede ge­
neralizarse). 

5) ¿A qué modificaciones tiene que someterse la demostración del Teo­
rema 4 si las funciones f (x) se definen para. todo x real en lugar de 

para O :s x ~ 1? 

6) ¿Cómo puede cambiarse la demostración del Teorema 4 para mostrar 
que F no es equivalente a cualquier subconjunto del continuo C? (Cf. 
la nota a pie de pág. del cap. II, § 5, 2 que se refiere a un subconjunto 

c. C C). 

(Traducción del inglés de BEATRIZ Y . AP&ED·A) 

'10 
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