TEORIA ABSTRACTA DE CONJUNTO
por Abrabam A. Fraenkel
(Continuacién)
3. CONJUNTOS NUMERABLES

1. Numerabilidad. En esta seccién trataremos con los tipos simples de con-
juntos infinitos, es decir, los conjuntos numerables.

DEFINICION I. Un conjunto que es eguivalente al conjunto de todos
los enteros positives se llama numerable (o contable). 81 sus miembros
estan ordenados de acuerdo a la magnitud de los enteros con ellos rela-
cionados, se habla de un conjunto enumerado (ordenado).

Con respecto a la totalidad de los mismbros de un conjunto numerable a
menudo es conveniente decir ‘numerablemente muchos” *, de la misma ma-
nera que con respecto a los miembros de un conjunto finito se dice “finitamen-
te muchos” **,

Si N es el conjunto de tcdos los enteros positivos ¥ D cualquier conjunfo
numerable, existen, de acuerdo con la definicién, mapecs *** entre N y D. De
estos mapeos, (incidentalmente, infinitamente muchos *#*#*) gea uno arbitra-
riamente denotado por ¢ ¥y sea d, el miembro de D gue estd relacionado por ¢
con el enteron (n = 1, 2, 3, ...); el indice n de d. es, entonces, la imagen en
N (por @) de d. que es, para abreviar, también llamado “el enésimo miembro
de D”. De esta manera, todo entero positivo aparece como el indice de un
{inico miembro 6, de D y s6lo estos miembros d. pertenecen a D.

De aqui gue podamos escribir a D de la siguiente manera

[dy, d2, ds, ..., dy, ... J¥*%e>

N del T:

(*) En adelante usaremos la expresibn pluralided infinils mumerable, tods vez que sparezca
“numerablemente muchos” (“denumerably many"),

(**) Usareos pluralidad finita toda vez que “fini k7 ho" (finitely many”).

(***) “Mapeo” (“mapping”) tamhién puede traducirse como aplicocidn.

(****) Ugaremos pluralidad dnfinita toda vez que aparezea “infinitamente muchos” (“infini-
tely many'').

(*****) Por razones tipogrificas se usarn corchetes “[" “I" en lugar de laves.



sin expresar por esto un orden en D, de acuerdo con el concepto de conjunto
que no implica ninguna nocion de orden. Sin embargo, si el d. fuera orde-
nado de acuerdo a los valores crecientes de n, obtendremos la secuencla (46)
o el conjunto enumerado

' (dr, d2, ds, ..., dy,...).
Si bien trataremos en general con conjuntos ordenados recién er el § 8, la
necién de conjuntos enumerados serd de utilidad antes del llegar al mismo.

Una consecuencia inmediata de la Definicion I es que un cenjunto equi-

valente a un cenjunte numerable es él mismeo numerable. Un conjunto nume=-
rable es infinito tanto en el sentido de la Definicién VI como en el sentido de
1a Definicién VII del § 2. El axioma de infinitud garantiza gue existen con-
juntoes numerahles,
2. Ejemplos Simples y Teoremas. Cualguier conjunto M que se origina
a partir de N, 0 de cuaquier conjunto numerable prescindiendo de una plu-
ralidad finita de miembros, es fambién numerablé; para formar un mapeo
sobre N soOlo tenemos que relacicnar el primer miembro restante con 1, el
segundo con 2, etc. El caso particular de prescindir de un tnico miembro fue
considerado en la pag.

El resultado no se limita sélo al caso donde se eliminan una pluralidad
finita de miembros de un conjunto numerable, sino que continua siendo valido
para una pluralidad infinita de miembros, teniendo en cuenta que el resto
sea infinito, Asi, el conjunto E de todos los enteros positivos pares se obtiene
de N derivando todos los enteros impares (una pluralidad infinita). Un mapeo
se denota por el esquemsa

N: 1 2 3 TR
4 $

mER

E: _ 2 4 5 o 2n Sy
En stras palabras, todo n ¢ N esti relacionado con (2n) ¢ E, y todo € ¢ B
(-]

éon — eN . En genéral tenemos

2

TEOREMA 1. Cualquier subcoiijutitc de un conjunte numérablé D es o
bien finito o bien numerable. )

Demosiracién. Sea nuevamente D = [dy, dg, d3 ...ds ...] ¥ sea D,
cualquier subconjunto de D. Sd D, es vacio, es finito; de otro modo sea m el

ultimo entero  (#7) tal que 4 =g D,, nz el ultimo entero tal que T, £ (D,, - [‘%n
y ast sucesivamente, de a,cuerdd 2 la induceién matematics, '

46. Sin embdrgo no toda secumencis es uwn eo‘naunl.o éenumerado, porgue éf wna $eéuvencis, a di-

ferencia del conjunto, puede aparecer ol mi etid te: Una ia (infinita) sblo
puede entonces contener una pluralidad finita de mlembros diferentes.
W a8 T

47. Aqui apelamos al hecho aritmético de que en todo comjunto no vacfo de enteros posilives L&y
un entero minimy.

4@



Distinguiremosd entre dos casos:
ay Un determinado paso del proceédimiento, digamos el k-ésimo, es €l

o — —— d—‘
iltimo porque el conjunto D, — [gﬁ_’ 9—,.—' s -FJ es vaclo.
1 2

Enfonces D, = [d_“-' -‘L“-’ e T‘k] , es decir D, es un conjunto finito.

b) EI procédimiénto puedé continuvar indefinidathenté, es decir, a cada

1}
entero positivo k le corresponde un miembrfo a_ e D, Entonces por la definicién
k

anterior D, es numerable, lo cual completa la demostraecion.

Sin embargo, también un conjunto que es més amplio que N* puede
ser numerable. Comencemos nuevamente con un ejemplo, es decir el conjunto T
de todos los enteros que ademé4s contiéne a 0 y a todos los enteros negativos.
Ordenado de acuerdo con la magnitud de los nimeros este conjunto no es
enumerado ya que todo entero es precedido por una pluralidad infinita de
enteros megativos (y posiblemente algunos positivos) menores. No obstante
obtenemos una enumeracién, es decir, una demostracién de gque I es nume-
rable, colocando todos los enteros negativos —n inmediatamente después del
positivo n correspondiente y dejando que 0 preceda a todos los otros enteros.
Asf surge un mapeo entre I y N de acuerdo al siguiente esquema

I: 0 1 —1 2 —2 ... M —n
A4 o S t 4

1 R v ¥ ¥

N: 1 2 3 4 5 v 2n 2n1 ...

donde n variz sobre los enteros positivos.

A iravés de este ejemplo, en el cual no se usa otra propiedad de los
enteros mas queé la numerabilidad de N € I — N, percibithos qué la adicién de
unga pluralidad infinita numerable de miembres (cuanto mas wuwna pluralidad
finita) a la de un conjunto numerable, produce un conjunto numerable,

Ya gue este procedimiento puede repetirse cualquier namero finito de
veces, tenemos

TEOREMA 2. La unién de una pluralidad finita de conjuntos eada uno de
los cuales es finito o numerable, ¥y unoe por loe menos numerable, es un con+
junto numerable:

El Tecrema 2 &s 1z contraparte del Teorema 1; &l filtimeo tratd de “reducs
ciones”; el Teorema 2 de cierta “exbtensienes” de urp cenjuntc numerable.

() B aetir, coniprande & N o sdetidb 57,
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3. El Conjunto de Todos los Racionales. Para obtener un resultado esencial-

mente eficaz, nuevamente comenzamos con un ejemplo, digamos con el con-
m

junto R de todos los niimeros racionales (fracciones comunes) — doble n =% 0.
n

Es preferible considerar los racionales en su forma reducida solamente cuando

el denominador n es un entero positivo y el numerador positivo o negativo m

0
es primo de n; el numero 0 se representa entonces de la forma —. Los racio-
1
mi mg
nales reducidos —— y —— son, por lo tanto, iguales solamente si mi1 = me
n nz

¥y mp = na.

Ordenando las relaciones de acuerdo a su magnifud observamos que entre

my m:2
dos racionales diferentes cualesquiera —— y —— hay una pluralidad infinita
i nz
m; mz
de otros diferentes; porque si —— < —— podemos dividir la diferencia posi-
m: s
ms my
tiva —— — —— en dos, tres, ..., k, .., partes iguales que son también racio-
ng m
m mi
nales, y agregandolas a —— obtenemos racionales mayores que —— y menores
ny ni
me
que ——. De esta manera el conjunto de todos los racionales es en un sentido
ng

definido infinitamente méas amplio que los ejemplos considerados anteriormente.

Sin embargo R resulta ser también numerable, Una de las muchas maneras
de mostrar esto es la siguiente. En un plano dibujamos muchas lineas rectas
horizontales numerables y muchas lineas verticales numerables; ambos siste-
mas se corresponden con fodos los enteros. (Ver fig. 4). Denotemos respecti-
vamente con 0 una linea horizontal arbitraria y una linea vertical arbitraria;
las lineas arriba y hacia la derecha de 0 sucesivamente por 1, 2, 3,..., las
lineas por debajo y a la izquierda de 0 por —1, —2, —3, ... . Toda interseccién
entre una linea horizontal y una vertical se llama punto de reticulade. Cada
punto de reticulado esta determinado por las lineas horizontales y vertical
respectivas m y n, ¥y a tcdo por ordenado de enteros m y n le pertenece un
punto de reticulado unlvocamente determinado que se denota por (m,n).
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Para enumerar, en primer término, los puntos de reticulado seguimos la
linea quebrada en negrita dibujada en la Fig. 4 desde su punto de partida
(0,0) pasando por (1,0), (1,1), (0,1) etc. Disponemos los puntos en este
orden obteniendo asl todos los puntos de reticulado como miembros de una
secuencia. (Por lo general el procedimiento de reordenar una secuencia de
secuencias en una (nica secuencia se llama método diagonal de Cauchy, cf. §
6, 8. De esta secuencia derivamos todos aquellos puntos de reticulado (m, n)

m
para los cuales el correspondiente — no es un racional reducido, en partciular
n
aquellos para los cuzales n es 0 6 un entero negativo. Finalmente concebimos la
pluralidad infinita de puntos restantes (m, n) como los racionales correspon-
m
dientes — ; ellos también forman una secuencia (Teorema 1), el conjunto nu-
n
merable de todos los racionales (reducidos). Su numeracién, de acuerdo al
procedimiento recién usado, comienza con

1 1] 1 2 1 1 3 3

2
- S wlomemi |y NeTED g TEME L OW T B TR b i
1

» »

1 1 1 1 2 2

I ]

1 2

Este ordenamiento difiere fundamentalmente de aquel que se realiza de acuerdo
con la magnitud, ilustrado por la linea de numeros (Fig. 2, § 1); sl tomamos
los racionales en este 1ultimo orden, entonces no puede surgir ninguna enu-

meracion.
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No se apelé a ninguna demestracién geométrica para formar nuestra enu-
meracion de los racionales. No obstante daremos fambién una enumeracién
(ligeramente diferente) de los racionales, basada en una descriprion aritmética.

m
A todo entero racional positive reducido — relacionamos la sumaa = m + n
n
que es un entero positivo. Mientras que a esté univocamente determinada por
m
— no se cumple 1a conversa. Sin embargo para un entero positivo a dado, s6lo

n
_ m
existe una pluralidad finita de racionales positivos reducidos — tal que m | n
n
= a, es decir aquellos entre las fracciones
a - 1 a - 2 2 1
1 2 a - 2 a - 1

que son reducidas, y el mismo racional no puede aparecer mis que una ves,
es decir, relacionado solamente a un tnico a.

De aqui que podemos enumerar todos los racionales positivos de acuerdo =
los valores crecientes de a = 2, 3, 4, ... ; para una a definida usamos, digamos,
los ordenamientos anteriormente mencionados de acuerdo a los denominadores

0
crecientes. Si comenzamos con 0 = — ¥ suponemos a los rdacionales positivos
1
m m
— geguidos por el negativo - — entonces surge una enumeracién de todos los
n n
racionales que apenas difiere de la anterior; ella comienza con

0 1 1 2 2 1 1.3 I 1 1 4 4

El mapeo de un eonjunto de todes los racioriales # = = sobre el conjunte
n

de todos los enteros positivos n de cualquier modo, es lo suficientemente claro,
si bien para un r grafide no es facil caléular el entero n que ésta relacionado
con r. A fal éfecto han sido consfruidas de varias manéras funciones n = £ (r)
de un solo valor (48) y univocaniente invettibles.

Finalmente, lo que se ha logrado en esta subseccion es una enumeracién ne
precisamente de los racionales sino, en general, de cualquier secuencia de sé-

48. Faber 05, Oglobin 20 (cf. Bochm 290) Godfrey 38, Jobnston 48, Hanani 85,



cuencias. En efeglo, no hemas msado ninguna propiedad especial de los racio-
nales positives sine solamente 51.1 pmpm&ad de formar una seeuencia (pare

n =1 23, ...) de secuencias — donde para cada n, m varia sobre una se-
n

cuencia de enteros positivos. Podemos expresar entonces nuestros resultados de

la siguiente manera que amplia el resultado del Teorema 2:

TROREMA. 3. La unién de una pluralidad infinita numerable de conjuntos
diferentes, cada una de las cuales es finita (49) ¢ numerable, es un conjunto nu-
merable,

4. El Conjunto de todos los Niimeros Algebraicos. Vimos en 3 que entre dos
racionales diferentes cualesquiera hay wuna pluralidad infinita de otfros. Cen-
sideramos un mapeo biunivoco entre los nimeros reales y los puntos de una
Iinea (§1, Fig. 2), esto significa que €l subconjunto de aquellos puntes de la
linea gue estén relaagnados con los nimeros racionales —en sintesis, el suhcon-

junto de todos los puntos racionales — es infinitamente denso, términoc gue esta
definido en el § 9, 1 para conjuntos ordenados de puntos en general. Sin em-~
bargo se sefialé en el § 1 que a pesar de su densidad los puntos racionales no
agotan el concepto de “punto de una linea”. Ahora extenderemos, a través de
un ejemplo que fue el primer descubrimiento .de Cantor en teoria de cemjuntes,
8l eonjunte de todos los raciomsles & un conjunto de ndimeros ain mas amplio
(y dense) que ademdis demosiraremos que es numerable. Ta cuestion de si el
conjunto correspondiente de puntos constituye la totalidad de los puntos de la
linea (0 al menos si esta totalidad es mumerable) asumird gran importancia.
En efecto, durante sus primeres estudies del problema, Cantor tomé el resul-
tado de la presente subseccién come sugiriendo la numerabilidad del eonjunto
de todos les puntos de }a linea. Por 1o tanio la respuesta (contraria) que estd
dada en el § 4 constituird la piegra angular de la teoria de conjuntos como una
nueva rama de la matematiea y gl mismo tiempo la primera aplicacién impeor-
tante de esta teoria a otro dominio clisico de la matemética.

Tal como fue definida en el § 1, toda raiz de la ecuacién algepraica de
grado n # 0

Maxt+aux—14 ... 3~ 148 =0(a #0)
con coeficientes jntegrales a; se llama mismero algebraico. Dicha rafz no nece-
sita ser real; sin embargo ya que la inclusién de raices imaginarias y complejas
no aportaria nada importante a nuestros argumentos (en tanto n¢ trasciende
Jos limites geométrieo-intuitivos de los puntos de una linea), nos restringire-
mos, por motivos de simplicidad, a nameros algebraicos reales y siempre con-
cibiremos al término nimero algebraico con restriccién (un tanto artificial).

49. Exs amgliacisa do miestzo wesuliado op gbiwtempnte admisible eniendo @ swents 8l Teo-
rema 1, sin la condicién (afirmads en el Teorems 2) de que por lo menos uno de log sonjuntos Mes

numerable. Dp heeho, uns plerslidad infinife de gonjmnigs fipijes didgmentes dan lugar s una unibn

®»



Leos racionales son los nimeros algebraicos que son rafces de ecuaciones
lineales (n = 1); la totalidad de los nimeros algebraicos contiene, ademds,
las raices de ecuaciones de una pluralidad infinita de grados 2, 3, 4, ...(%0).
cf. § 9, 2.

En la demostracion de esta subseccién no usaremos el tan mentado teo-
rema fundamental del Algebra que es algo complicado y establece que toda
ecuacion algebraica de grado positivo tiene una raiz (real o compleja), sino
s6lo el siguiente teorems elemental: una ecuacién algebraica de grado n no
tiene mas que n raices reales.

In efecto, si al polinomio del lado izquierdo de (1) lo denotamos por p(x) ¥ si ryg
es una raiz real de (1), la divisién de p(x) por x - r; da

(2) p(x) = (x=r1) p1 (x) + 8

Reemplazando r; por x en (2) da 0 = 0 + s;, es decir, s; = 0. Repitiendo este proce-
dimiento con respecto a una raiz real rz (si la hay) de la ecuacién p; (x) = 0 y pro-
cediendo nuevamente de la misma manera, finalmente llegamos a una identidad de
la forma

3 PX) = (x=r1) (x=r2) oo (x=r) P (X)
donde p(x) = 0 no tiene rafiz real y k = n. (Si el pelinomio p; (x) es una cons-
tante tenemos k = n y p, (X} = a,.

(1) no tiene rafz real fuera de ry, e, ... ry; en efecto, para cualquier otro real

X = rp + 1 cada factor del lado derecho de (3) es diferente de 0, de aqui también
p(re+1) 0.

Para demostrar que el conjunto de los numeros algebraicos es numera-
ble (1) comenzamos enumerando las ecuaciones algebraicas. Esto ciertamente
ne puede lograrse ordenando las ecuaciones, como es usual en algebra, de
acuerdo a sus grados, porque entonces las ecuaciones lineales, es decir los
numeros racionales, agotarian la enumeracién. Para cumplir nuestra tarea
asignamos a la ecuacién (1) no sus grados since el entero positivo

4) h = (n— 1) +]a|4ja]+ ... + |a]

donde [akJ denota el valor absoluto de ax; h se lamard la cantidad de
la ecuacion (1). Por ejemplo, 2 %2 — 3 X 4+ 1 = 0 tiene la cantidad de
1+2+48+4+1=17x3=01Ilacantidadde 2 + 1404 0-1-0 = 3.

Mientras gue toda ecuaciéon algebraica tiene un entero positive definido
para su cantidad, ahora demostraremos que a un entero positivo h dado, per-

50. Sin duda m /1 es ademfis una rafz (de una pluralidad infinita) de grado > 1, por ejem-
plo, de la eemaci6n 222 — m2 = 0. Sin embargo psra cada grado existen ndmeros algebraicos que
no son rafees de ecuaciones de un grado més bajo —hecho que aqui no se requiers para’ nuestra
argumentacién.

51. La demostracitn es fundamentalmente la de Cantor de 1874, 1. Para una funcién enumersda
axplicitaments cf. Vandiver 386.

46



tenecen solamente una pluralidad finita de ecuaclones algebraicas de canti-
dad h Fn primer lugar, el grado n de tal ecuacién no puede exceder a h, por (4)
y |a, [=1. De aqui que no hay més que h + 2 términos, a lo sumo, sobre el
lado derecho de (4). Pero obviamente el entero positivo h puede descomponerse
en la suma de a lo sumo h 4+ 2 términos no-negativos, sélo en un numero finito
de pascs. Estas descomposiciones pueden ordenarse en un orden definido dando
sucesivamente a n los valores h, h — 1, ..., 2, 1 y tomando siempre para cada
valor tinico de m, para ax el entero positivo maximal respectivo aun admisible,
Incluyendo 0 si k> 0. Finalmente, cuando todas las soluciones enteras no-nega-
tivas A. de la ecuacidén diofantica

h=(n-1) + Ay + A1 + ... + A, (dadoshyn (=h), Ay £ 0)
han sido obtenidas de esta manera, entonces las soluclones respectivas a: de
(4) surgen tomando independientemente

as = = Ap,31 = =+ A1,..., 8 = A,

esto produce a lo sumo 22+1 sistemas de soluciones diferentes (exactamen-
te 2=+ 1 si todos los A: son diferentes de 0). De esta manera han sido orde-
nadas todas las ecuaciones (1) de cantidad h.

Ejemplo. h — 3; sOlo se consideraran los grados n = 3, 2, 1. Considera-
mos entonces las ecuaciones diofanticas

3=(n—1) + |ao| + ... + |%|

para cada uno de los valores n = 3, 2, 1 y con la restriccién ao =~ 0. Se ob-
tiene las siguientes siete soluciones:

3=24+14+04+0+40 (n=3)
=14+24+0+0=1+14+14+0=1+1+0+1 (n = 2)
=04+34+0=0+4+2+1=0<+1+42 (n=1)

Finalmente para cada una de estas soluclones tenemos que distribuir in-
dependientemente los signos -+ y — sobre todos los términos =4 0, excepto
para el primer término que se refiere al grado. Por ejemplo, la primera so-
lucién produce las dos descomposiciones correspondientes a (4)

8=2+4+ {1 4+0+040 = 24 |-1| 404040
y la tercera solucién produce 22 — 4 descomposiciones
S=14+ 1|4 |1|+0 =1+ |-1]| + |1] +0
=14 1]+ |-1]40= 1+ |-1] + |-t +0
. Las ecuaciones algebraicas correspondientes son respectivamente
x¥=0,-x%3=0,x24+%x=0,-X2+xXx=0,%x2-x=0,-%x2 - x =0

Evidentemente las siete soluciones anteriormente obtenidas producen um
total de 2 + 2 + 4 + 4 | 2 1 4 - 4 = 22 ecuaciones algebraicas formal-
mente diferentes, y estas son todas las ecuaciones de cantidad 3.
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Por esto todas ias .ecuaciones algebraicas se enumeran de una manera
definida, o sea tomando las ecuaciones cerrespondicntes a las cantidades de
pluralidad infinita h = 1, 2, 3, ... en este orden y eclocando, para cads h,
las eeuaciones de pluralidad finita con la caentidad h tal como se mostré an-
terlormente. De agul gue, por el Teorems 3, oblenemos una secuencia que
eontiene todas las ecuacienes algebraicas,

El ultimo paso es el pasaje de las ecugciones a sus ralces (reales), es
decir, a los numeros algebraicos. Pugsto que cada ecuacién tiene solamente
una pluralidad finita de rajces (o sea upa ecuacion de grado m a lo sgmo
n raices diferentes) podemos concebir estas raices ordenadas de cualquier ma-
nera, por ejemplo, de acuerdo 2 la magnitud. De esta manera se obtiene una
secuencia gue contienz a todos los numeros reales algebraicos. En verdad, por
este medio se registra el mismo nfimero varias veces (aun una pluralidad
infinita); por ejemplo, el nimero 2 como una raiz de las ecuaciones con can-
tidades diferentes

X-2=0(th=3), x2-4=0(h=26), x* - 16=0(h=20), et

y ademés como la raiz de ecuaciones con cantidades Iguales, por ejemplo,
X - 2=0y -x + 2 = 0. Para obtener una secuencia gue contiene sélo
diferentes nimeros derivamos de la seceuncia anterior todos los nimeros que
han aparecido antes; entonces cada numero algebraico aparece entre las
raices de una ecuacién con una cantidad minima. De esta manera hemos
demostrado:

El conjunte de todos los mumeros algebraicos (reales) es numerable.

De manera similar a las enumeraciones de los racionales definidos an-
teriormente, esta enumeracién de los nimeros algebraicos destruye comple-
tamente el orden “natural” de los numeros de acuerdo a su magnitud. Por

1
ejemplo, los nimeros —— = -0,125 y 7 = 2.645 ... como las raices de ecua-
8
ciones de cantidad 9
1001

aparecen préximas unas a otras en nuestra numeracién mientras que -
8000

1
(aunque difiere muy poco de ——) aparece muy posteriormente entre las raices
8

de las ecugciones de cantidad 9001.

5. Aplicaciones a Conjuntos Infinites en General. Mientras que hasta ahora
hemos tratado con conjuntos numerables en si mismos, ahora usaremos
la numerabilidad como un -instremento para -la investigacién de canjuntos
tnfinitos en genered. El teampelin del cusl posiemos saltar es gl sigulente teo-
e gue fiene un eericier fundamentsl y gue fambién afraerd Duesirg
atencién maés agalanie.
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TEOREMA 4. Todo conjunto infinito tiene un subconjunto numerable.

Ya usamos este teorema para demostrar la equipolencia entre dos de-
finiciones (VI y VII) de infinito y finito en el § 2, 5. De aqui que no debemos
usar esta equipolencia para demosirar el Teorema 4; en efecto, tenemos gue
realizar en forma separada las demostraciones concernientes a como esta
congiderado el “infinito” en el Teorema 4 en tanto “no -inductivo” o “re-
flexivo”. Las demostraciones tienen wun caracter complestamente diferente 1y,
como el lector verificara, es la demostracion A (y no la demostraciéon B) la
qgue mostrard la eguipolencia entre nuestras definiciones de infinito.
Demostracion A. Sea S un conjunto no-inductivo; es deeir un conjunto
no-vacio gue no puede agotarse derivando k miembros donde k denota
cualquier entero positivo.

En primer término, mostraremos por induccién matematica que, para
todo entero positvo n, existe un subconjunto de S que contiene precisamente
n miembros. Para n = 1 esto es claro puesto que, por hipdtesis, 8 es no - vacio,
y, para cualquier s;: ¢ 8§, 81 = [s:] es un subconjunto satisfactorio. Si k es
cualquier entero positivo suponemos que el enunciado es verdadero para n = k;
esto significa que S: = [s1,82, ..., S« ] es un subconjunto de 8. Por hipdtesis
este subcenjunto no agota a S, y por lo tanto § — 8¢ =% 0. Sea si -1 un miembro
arbitrario de § - §,; entonces Si.1 = [s1, 82, ..., Sx, Sx-1] es también un
subconjunto de S y contiene k +1 miembros. De esta manera se ha mostrado
que el enunciado anferior es verdadero para m = 1, y si es verdadero para
n = k lo es también para n = k -+ 1; por induccién matematica, entonces es
verdadero para tedo m. Por ofra parte, los subeconjuntos finitos S: de 8 mues-
tran tener sucesivamente la propiedad de que 8..: incluye a S: como subcon-
junto propio.

En segundo término, los conjuntes 8: para k = 1, 2, 3, ... forman una
secuencia de subconjuntos de 8, y su unién, que contiene a tedos los miem-

bros s, para k = 1, 2, 3, ..., constituye un subconjunto numerable § de S.
(8 = S no esta excluido). De esta manera se completa la demostracion A del
Tecrema 4.

Esta demostracion, aparentemente muy simple, se atiene a un procedi-
miento generalmente no wutilizado en mateméaticas y por cierto ne incluido
en nuestros anteriores axiomas, es decir sobre una infinidad de elecciones de
miembreos arbitrarios de S. En efecto, para cada k hemos elegido un s. ar-
bitrario para formar los conjuntos s.. Retomaremos este punto en los € 6, 5 ¥
t 11, 6. :

Demostracion B. Sea S un conjunto reflexivo, es decir 8 ~ 'S, ¥y sea ¢ un
mapeo arbitrario de S sobre su propio subconjunto S; ¢ se conservara a lo largo
de la demostracion. El miembro de S que por ¢ corresponde a s ¢ S serid denota-
do por ¢ (s).

Sea t; un miembro arbitrario del conjunto no-vacio S - S. Sucesivamente
definidos los miembros.

t, @ (t) = ke, @ (b)) = b5, ..., 0 (&) = & -1, ...
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Después de haber sido elegido t1 estos miembros se determinan univoca-
mente; todos ellos pertenecen a S, excepto t1 que pertenece a § — S, de aqui
que no pertenezca a S,

De esta manera ootenemos un subconjunto numerable [t1, t2, €3, ...i de
S siempre que estos miembros sean diferentes. Mostraremos, por consiguiente,
por una demostracion indirecta, que t == t s i £ k

Si los t. no fueron todos diferentes, sea t. el primer t. que iguala al t, pre-
cedente:

(1) tw = . 1 < m, de aqui m > 1)

t., entonces, pertenece a S y es, por consiguiente, diferente de t,, de aqul que
también t, =% t1, es decir 1 > 1. De acuerdo a la definicién de los miembros tx
tenemos t, = gt 1) yta=g0o (fm — 1)-

Escribiendo a (1) en la forma ¢ (tn —i) = ¢ (t1 — 1) y utilizando la biu-
nivocidad del mapeo ¢, concluimos t. — 1 = t. — 1. Pero esto confradice
nuestro supuesto de que t. es el primer t. que iguala al precedente- La con-
tradicién muestra que ningun t. iguala al precedente; o sea que todos los miem-
bros t. (k = 1, 2, 3, ...) scn diferentes.

De aqui que [ti, t2, t3, ...] es un conjunto numerable y un subconjunto
de S8, lo cual completa la demostracion.

En contraste con la demostracion A, en la presente demostracién sélo ha
sido elegido arbitrariamente un dnico miembro del conjunto, es decir t.. No es
dificll mostrar (ci. Feundations, Cap. 11, § 8) que los axiomas introducidos
hasta agui, con el agregade del Axioma VI (% 5, 3), son suficientes para la de-
mostracién B — pero no para la demostracion A en la cual se utilizé el axioma
de eleccion (§ 6, 5).

El Teorema 4 nos permite demostrar para cualguier conjunte infinito (52)
ciertas propiedades que son analogas a aguellas expresadas para los conjuntos
numerables por los Teoremas 1y 2.

Sea S cualquier conjunto infinito y s, un subconjunto finito o numerable de
S tal que § = 8 — S, es aun un conjunto inifinito (%), Mostraremos que § ~ §.

Sea § un subconjunto numerable de S (Teorema 4) y 8 — & = §”. (8” pue-
de ser infinito, finito, o vacio). Esto significa

§=§% Uus (8 y §” conjuntos disyuntos)

De aqui que cualguier miembro de S pertenece a un tlnico conjunto de los
pares disyuntos S., §’, §”.

52, Después de haber completado la demostracién de la equipolenci disnte el T 4, mno
distinguiremos més entre conjuntos inductives y no-reflexivos, o no-inductivos y reflexivos, sino que
simplemente hablaremos de conjuntes jfinilos e infinilos.

53. 8i §, es finito esta condicién es superflua, Sin embargo pars §, numersble puede requerfr-
pela; 8i § es el conjunio de todos los emteros positives ¥y §, el conjunto de todos los enteros > 1010

Ia dicion Do 9o satisd
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Ahora construtmos un mapeo del conjunto 8 = 8. U S US” = (8, U S%
U §” sobre su subconjunto’S = § U §” relacionando todo miembro de 8” (st

1o hay) a 6l mismo () y mapeando S. U 8 y § de acuerdo al Teorema 2, De
aqui:

TEQOREMA 5. Si de un conjunto infinito § se derivan muchos miembros o
una pluralidad numerable de miembros, tal que aun gqueda una pluralidad
infinita de miembros, se obtiene un conjunto que es equivalente a 8.

Del Teorema 5 inmediatamente concluimos:

TEOREMA 6. Si se suma a un conjunfo infinito una pluralidad finita o una

pluralidad numerable de miembros, se obtiene un conjunto que es equivalen-
te al conjunto original.

Esto se sigue al tomar el nuevo conjunto (mas amplio) como el conjunto
S del Teorema 5.

Los Teoremas 5 y 6 no contienen nada nuevo (cf. los Teoremas 1 y 2) si
el conjunto infinito en cuestion es numerable. Su importancia se pondri de
relieve cuando en el § 4, se garantice la existencia de conjuntos infinitos no-
numerables; para estos conjuntos S la condicién del Tecrema 5 (“tal que ...")
se tornari superflua.

EJERCICIOS

1) Demostrar que el conjunto de todas las fracciones que terminan en de-
cimales, o el conjunto de todos los numeros algebraicos entre 0 y 1, es nu-
merable.

2) Ejemplificar la manera aritmética de enumerar los racionales (em 3)
con respecto a los puntos de reticulado de la fig. 4.

3) Demostrar que el conjunto de aquellos puntos del plano cuyas coorde-

nadas cartesianas, con respecto a un par de ejes dados, son racionales, es
numerable.

4) Representar cualquier conjunto numerable dado come la union de una
pluralidad numerable de pares disyuntos de conjuntos numerables.

5) Enumerar el conjunto de todas las ecuaciones algebraicas por medio del
siguiente método (gue difiere esencialmente del de Cantor). Asignar al poli-
nomio f (x) = a, -+ a1x - ... -} a,x" con coeficientes integrales a, el entero
A

n

positivo N (f) = pi*® po*s ... donde px denota el k-ésimo nimero primo

Pa 41
(es decir, p1 = 2, pz = 3, p3s = 5, etc.) y donde los enteros no-negativos Az se

54. Tenemos gque usar ese mapeo idéntieo ya que nads conocemos acerca de la naturaleza de 8''.
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obtienen de a. mapeando el conjunto de todos los enteros sobre el conjunto
de los enteros mno-negativos. Analizar si esta correspondencia entre polinomios
y enteros positivos permite un mapeo biunivoco.

6) (Qué conjuntos numerables de S se obtienen si la demostracion A del
Teorema 4 se usa sujeta a cada una de las siguientes reglas?:

a) 8 es el conjunto de todos los enteros positivos; el miembro arbitrario
elegido en S y sus subconjuntos serd el menor entero del conjunto respectivo.

b) § es el conjunto de todos los enteros positivos; el miembro arbitrario

serd ¢l menor entero divisible por 5.
¢) S es el conjunto de todos los enteros positivos; el miembro arbitrario

serd el menor namero primo.
d) S es el conjunto de todos los racionales positivos escritos como fraccio-

m
nes reducidas — ; el miembro arbitrario sera la fraccién con la menor suma

n
m + mn, ¥ si esta suma corresponde a varias fracciones, entonces la menor (de
acuerdo a la magnitud) entre esas fracciones.

T} ¢Qué subconjunto numerable de S se obtiene si la demostracién B del
Teorema 4 se usa sujeta a esta regla?: S es el conjunto de todos los enteros
positives, S el subconjunto de todos los enteros pares, el mapeo que relaciona
xeSa(2x) eSSyt =5

8) (Cf. el Teorema 5) Mostrar que a partir de tedo conjunto infinito dado
se pueden derivar una pluralidad numerable de miembros tal que quede una
pluralidad infinita de miembros.

9) Demostrar el Teorema 6, sin referirlo al Teorema 5, de una manera
analoga a la demostracién del Teorema 5.

10) Suponiendo que existan una pluralidad infinita de nimeros trascen-

dentales (reales), mostrar que el conjunto de todos los ntimeros trascendenta-
les es equivalente al conjunto de todos los numeros reales.

Los ejercicios 11) - 13) son par lectores avanzados

11) Llamamos a dos intervalos cerrados, es decir, sobre la linea de nu-
meros (§ 1), no-superpuestos si no tienen ningtn punto en comin, excepto po-
siblemente para los puntos finales, Demostrar que cualquier conjunto de in-
tervalos cerrados no-superpuestos sobre la linea es a lo sumo numerable (es
decir, finito o numerable). (Indicar: dado el intervalo cerrado a = x = b, sea

1 141
k el menor entero mayor gque ———, y 1 = [k . al] (55); relacionar
b—a k
al intervalo dado).
55. Comii te, [[e]l] @ ‘dmmécymsiguooa.
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Es facil generalizar el teorema de la linea al plano (utilizando intervalos
bidimensionales, es decir, rectangulares) o a espacios de tres y mas dimen-
siones. :

12) Demostrar que un conjunto infinitos de puntos (es decir, de una li-
nea ¢ un plano) que sélo tiene un nimero finito de puntos acumulados (§ 9,
5) es numerable, y mostrar a través de un ejemplo que este enunciado no
puede invertirse.

13) Demostrar que una funcién monoténica tiene a lo sumo una pluralidad
numerable de puntos de discontinuidad. (indicar: para un entero positivo n
hay, en cualquier intervalo cerrado, s6lo una pluralidad finita de saltos con

1
una cantidad mayor que —.)
n

§ 4. EL CONTINUO. CARDINALES TRANSFINITOS

1. Ejemplos Adicionales de Conjuntos Equivalentes. En las subsecciones
I - 4 del § 3 consideramos varios conjuntos de dimensiones aparentemente muy
diversas, que por medio de varios artificios, cada vez mas ingeniosos demostra-
mos que son equivalentes, o sea numerables. Comparando esta situacién con
las propiedades de conjuntog finitos, en donde derivar o sumar miembros pro-
duce conjuntos que son no-equivalentes al conjunto original, la sospecha se
basa en gque dos conjuntos infinitos cualesquiera pueden ser equivalentes.
Esto significaria gue hay solamente un ntmero cardinal infinito “infinito
(e0)”, Todo escolar talentoso de guince afios ha llegado a esta nocion y ha
visto relaciones tales como oo - o0 = o ¥ ® . o = oo (U€ Parecen corres-
ponder al Teorema 2 v 3 del § 3. Asi, los conjuntos infinitos serian triviales con
1especto a su equivalencia (incluyendo a los nameros cardinales) y ciertamente
no serian materia de una nueva rama de la matemaética.

Corrc-boraremos esta sospecha presentando nuevos ejemplos de conjuntos
esencialmente diferentes que a pesar de su extension obviamente distinta
demuestran ser equivalentes. Estos ejemplos, sin embargo, serian seguidos en la
subseccién 2 por una exposicién del descubrimiento de Cantor (de 1874) de
que existen conjuntos infinitos que no son equivalentes. Este sorprendente y
draméatico descubrimiento que est4 en la base de la Teoria de Conjuntos, se
torna méas evidente por medio de los siguientes ejemplos.

Estamos considerando conjuntos cuyos miembros son puntos. Dados dos

segmentos (%) de diferente longitud, AB y CD (Fig. 5), M denota el conjunto de

todos los puntos AB , N el conjunto de todos los puntos de CD, incluyendo los
puntos finales. Demostraremos que M — N,

56. A fin de simplificar tomamos segmentos recios, pero también podria hacerse con arcos de
un cireule o de otra curva.
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Por ejemplo, puede establecerse un mapeo de la siguiente manera. Dibuja-
mos los segmentos paralelos entre si como en la Fig. 5, unimos C con A, y D
con B, por lineas rectas que se intersectaran en el punto P por la diferente
longitud de los segmentos. Cualquier semirrecta trazada desde P, o bien corta
a ambcs segmentos o a ninguno; en el primer caso el punto de interseccion
con AB se relacionard con el punto de interseccién CD, con lo cual se produce
una correspondencia claramente biunivoca entre los puntos de ambos segmen-
tos. De aqui que M ~ N.

Esta demostracién ilustra dos observaclones anteriores. En primer lugar,
frazando AB sobre CD podemos considerar a M como un subconjunto propio
de N y de esta manera obtenemos un huevo ejemplo de equivalencia entre el
todo y una parte (§2, 5). En segundo lugar, las objeciones a nuestra demos-
tracién de que M ~ N han sido presentadas alegando que se “debe” establecer
una correspondencia entre los puntos de M y N trazando paralelas (por ejem-~

plo, paralelas a AC) en lugar de semirrectas con centro en P,

P

c / )
Fe.B5

En verdad, de esta manera no obtendriamos una correspondencia biuni-
veea, pues gquedardn puntos en CD a los que no corresponderan ninguna imagen
en AB  Este supuesto fracaso, sin embargo, no tiene ninguna significacion
teniendo en cuenta nuestra demostracién. Como todo estudiante secundario
sabe, siempre hay una gran variedad de formas por medio de las cuales no se
consigue demostrar un teorema matemaitico dado (verdadero o falso); son
insignificantes, porque lo que realmente importa es si hay una iinica forma
(o varies formas) de conseguirlo, o bien si se puede dar una demostracién

A Y




general de que no hay forma de conseguirlo (como la demostracién del Teorema
1 daba méas adelante en 2).

Un hecho alin més sorprendente que M ~ N es la equivalencia entre un
segmento (abierto) considerado como el conjunto K de sus puntos o de los
nimeros correspondientes, y el conjunto L de todos los puntos de una linea
flimitada (infinita) o de todos los numeros reales. Un mapeo que muesire la
equivalencia puede constituirse de la siguiente manera (ver Fig. 6). Denotando
la linea recta con s, €l segmento con AB, y su centro con C, doblamos el seg-
mente (como si fuera un alambre fino) en C y lo proyectamos en s tal que C
sea un punto ¢’ de s y tal que A y B —en la nueva posicién, A’ y B'— se
encuentren sibre el mismo lado de s (en la Fig, 6 arriba de s) a igual distancia
de s. Finalmente el punto medio de AP (cuyo segmento no aparece en la
figura) seri denotado con S.

Puede establecerse una simple correspondencia biunivoca entre los puntos

del segmento abierto A’C’'B’ y los puntos de la linea s trazando semirrectas des-
de S. Cualguiera de cstas semirectas intersectard o bien a ambos, al segmento
ablerto v & s, o no intersectara a ninguno. En el primer caso, los puntos del
segmento y de la linea pertenecientes a la misma semirecta se relacionaran
unos con otros; en la Fig. 6, por ejemplo, Py P*, Q v Q* R y R* (mientras que
€’ se corresponde a si mismo). De esta manera se construye un mapeo que
muestra la equivalencia entre los conjuntos K y L, si bien el altimo es, por asi
decirlo, infinitamente més amplio que el primero.

Nuestro particular método de mapeo es adecuado para segmentos abiertos
(sin sus extremos A y B) y no para segmentos cerrados (). Ademds de acuerdo
al Teorema 6 del § 3, 5, la eguivalencia también vale después de 1a suma de
les extremos o de uno de ellos.

En lugar de la definicién geométrica podemos usar un método analitico,
por ejemplo la funcién trigonométrica y = tang x (Fig. 7). 8i x estd restrin-
gido al intervalo abierto.

—_——

57. De hecho, las remirrectss de § que atraviesan A’ y B’ siendo paralelas a s, no intersectan & &
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(es decir, de -90° a 90°), y aumenta monoténicamente y asume todos los va-
lores reales. Esta funcién, entonces, produce un mapeo del conjunto de todos

Tt f1
los nimeros reales sobre el segmento abierto finito de — — a —.

2 2

2. Demostracion de que el Continuo no es numerable, Hemos tratado repe-
tidamente con el conjunto N de todos los enteros positivos y el conjunto € (con-
tinuo) de todos locs puntos de un segmento o intervalo, y con muchos conjuntos
que se demostro eran equivalentes a N 0 a C. Ademas podemos concebir a C
como un conjunto de niimeros, es decir, de todos los niimeros de un intervalo.
La sospecha expresada en la subseccién 1 incluiria que N puede ser equivalente
a

Ahora refutamos esta conjetura demcstrando que N y C no son equiva-
lentes de aqul que hay conjuntos infinites no-eguivalentes, Como mencionamos
antes, este es el resultado fundamental del cual parte la teoria de conjuntos
(infinitos).

No se diferencia qué intervalo usamos como continuo (cf. 1) y si incluimos
los extremos o uno de ellos. Por razones priacticas que enseguida mostraremos,
elegimos para C el intervalo “semicerrado” 0 < < = 1 de los niimeros reales
positivos hasta, e incluyendo, 1. Es conveniente considerar los miembros de C
como numeros t en lugar de puntos; escribiremos los niimeros como fracciones
decimales (decimales) —no porgue esta representacién de los nimeros reales sea
superior a las otras representaciones, por ejemplo como fracciones continuas
sino porque todos los lectores estan familiarizados con ésta.

Aqul y méas adelante, usaremos el siguiente teorema auxiliar de la teoria
de los decimales:

Todo nimero real positivo 58 A tiene uno y sélo un desarrollo en un decimal
“infinito”.

A=m.ec1c2e€3 ... Ck ...

donde m es un entero no-negativo y los digitos ¢. pueden asumir los valores
0,1,2 ...,9, con la condicién de que después de todos los c. apareceran digitos
diferentes de 0. (Esta condicion estd expresada por infinito; de otra manera,
si a partir de un cierto lugar donde s6lo aparecen ceros, hablamos de un decimal
con terminacion). Luege, dos decimales infinitos que no son idénticos represen-
tan diferentes numeros reales.

58. El niimero 0, por cierto, no tiene expansién infinita. Esta es la razén por la cual no hemos
incluido & 0 en nuestro intervalo,
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Un namero real positivo que puede desarrollarse en un decimal con ter-
minacién %

3 m. €€ ¢€3 ... Cu (cn%u)
es igual al decimal infinito

m.eczez ... (e - 1) 0909 ..,
(o, si es el entero positivo m,a (m - 1), 999 ...)80,

Mientras que estos hechos son muy ¢onocidos nor su uso escolar, no pueden
darse sus rigurosas demostraciones sin un anilisis del concepto de namero
real, Para esta demostracién, entonces, se remite al lector a los libros de textos
introductorios (cf. ademés 9,1). La existencia de ntmeros reales con dos
desarrollos decimales no-idénticos (uno infinito y el otro con terminacién)
para varios propésitos es un inconveniente, pues hace a las fracciones con-
tinuas superiores a los decimales,

De acuerdo a este tecrema, nuestro intervalo € puede definirse coma el
conjunto de todos los decimales infinitos de la forma 0, c1 €2 ¢3...¢ ... (que
incluye el nimero 1 = 0999 ...). .

Para mostrar que C no es eguivalente al conjunto N de todos los enteros
positivos demostramos el siguiente

LEMA. Dado cualguier subconjunto numerable C. de C, existen miembros
de C que no estan contenides en C.; es decir, C. es un subconjunto propie
de C. En otras palabras, no hay un conjunto numerable que contenga a todos
los miembros de C.

(MAs claramente, existen subconjuntos propios numerables de C; por
ejemplo el conjunto de todos los decimales periédicos positivos entre 0 y 1,
cuyos miembros son numeros racionales).

Demostracion del lema®l. Que C, sea numerable significa que existen ma-
peos entre C. y el conjunto N de todos los enteros positivos. Elegimos un ma~
peo ¢ ¥ lo expresamos por el siguiente esquema:

E
59. Como es hien sabido, esto es vhlido para los racionales —— cuyo denominador en la forma

n

redueida no es divisible por otros niimeros primos que no sean 2 y 5.

60. El lector gque encontrara esto sorprendente puede, por ejemplo, concebir a la igualdad
1 = 0,999 ... multiplicando por 9 a la ignaldad = 0,111 ...

61. Hegnimos fundamentalmente el método de Cantor de 1892, que es la demostrzeién mds simple
del Teorema 1 ¥y la més convenienta para la generalizacién (ef. la subseccién 7). La primers de-
mostracién la da Cantor en 1874, simplifieada en 1879-84 I; ef. el ingenioso métode de Polncaré 10.
Todns estas demostraciones son in nuce similares, o sea basadas en el método diagonal (ver mis
adelante).
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El decimal relacionado al entero n por ¢ se lo denota aqui por 0. a. 2.
2.3. .. Generalmente el primer indice i de un digito an se refiere al “niimero”
decimal considerado, es decir, al entero al cual estd relacionado el decimal,
mientras que el segundo indice k sefiala el lugar después del punto decimal
donde el digito a. aparece en el i-ésimo decimal. El lado derecho del esquema
puede describirse como un “cuadrado infinito” extendido hacia la derecha y
hacia abajo a partir del vértice aii.

Los digitos “diagonales” ai1, as2, ..., au, ... (es decir, los ax para los cua-
les k=i), sefialados en nuestro esquema por flechas, serviran para definir un
decimal

d=0.di dp dz...d;...

de la siguiente manera: en general d. serd igual a 1; solamente si an = 1,
d; serd igual a 2. En otras palabras, para todon = 1,2,... da = 1 6 = 2
seglin sea a.. 7= 1 6 = 1. Entonces d es un miembro de C no contenide en Co.
En primer lugar, d es un decimal infinito entre 0 y 1. Ademéas d es diferente
de todes los miembros de Co, es decir, a partir de enésimo miembro (el miem-
bro relacionado a n por ¢) para todo n = 1, 2,...; en efecto, el n-ésimo
digito del n-ésimo miembro es a.. mientras que el enésimo digito de d es
d. 5= an, ¥ puesto que ambos, el enésimo miembro ¥ d son decimales infinitos,
representan también diferentes niumeros reales.

De aqui que Co es un subconjunto propio de C, que completa la demostra-
cion del lema.

Finalmente, el lema expresa la siguiente propiedad del conjunto C de
todos los ntmeros reales x con 0 < x = 1:

TEOREMA 1. C no es numerable, es decir, no es equivalente al conjunto N
de todos los enteros positivos.

De esta manera hemos confirmado la existencia de dos conjuntos infini-
tos que no son equivalentes.

3. Observaciones y Alcance de la Demostracion. Cierfos aspectos de la de-
mostracion requieren observaciones adicionales.

Los principiantes a menudo se inclinan a sostener: bien, ha sido cons-
truido un ntmero real d no contenido en Co, pero su suma a los miembros de
Co no perjudica su propiedad de ser numerable, de acuerdo con el Teorema 2
del § 3. Este es un grave error del caracter légico de la demostracién., Aun
si sdlo se hubiera introducido un tnico miembro de C no perteneciente a Co
se hubiera logrado nuestro propésito. Porque el mapeo ¢ se refiere a N y a
cualquier subconjunto numerable de C, incluyendo a otros mas amplios que Co
El significado de la demostracidén, entonces, es gue mingin conjunto nume-
rable agota a C.

El lector podrd préguntar correctamente cudl es el papel especial de los
digitos 1 ¥y 2 en la demostracién y por qué ha sido favorecido 1 contra 2. La
respuesta es: no tiene en absoluto ningin papel especial (el propésito de
ruestro particular procedimiento serd explicado luego);d también podria haber
sido definido por la regla: para todo i sea d, cumalquier digito diferente del
digito diagonal a.;, cuya regla precduce una pluralidad infinita de d miembros.
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Procediendo de esta manera sélo seriamos cautelosos respecto al digito 0, o
blen excluyendo d: = 0 totalmente, o bien garantizando finalmente que no
todos los d; son iguales a 0 (es decir, todos a partir de un cierto i = k en ade-
lante); porque de otra manera d deberia ser un decimal con terminacién gque
volveria ilusorio el argumento fundamental de la demostracion, porque en-
tonces d deberia ignalar a uno de los decimales infinitos de Co.

¢Por qué entonces la restriccion a los digitos 1 ¥ 2 en nuestra demostra-
cién? Precisamente para acabar con el prejuicio, enconirado en algunos tra-
tamientos de la demostracién, como si el método fuera puramente existencial,
es decir, como si la demostracidon, en tanto muestra que existen decimales
pertenecientes a C pero no a Co, no hubiera permitido comstruir tales deci-
males. La manera arbitraria de sefialar especialmente los digitos 1 y 2 nos
permite formar tal decimal univocamente definido, aunque no tiene prefe-
rencia sobre otros; en 4 daremos una aplicacién cuasi practica de esta cons-
tructividad.

En nuestra demcstracién se han usado decimales. Es claro que la elec-
cion de la base 10 no puede tener una razon matematica. El uso de la escala
decadica (decimal) de notacidén, incluyendo fracciones decimales, en nuestra
civilizacién (en contraste con los antiguos de la Mesopotamia y otras civili-
Zaciones que usaron como bases 6 u 8, etc.) reside en el hecho que el hombre
tiene 10 dedos con los cuales acostumbraba contar y caleular. Cualguier en-
tero positivo, con la excepcion de 1 cuyas potencias no aumentan, es también
adecuado para servir como base; los matematices dan preferencia a la minima
base posible, es decir 2 (Cf. § T), que también se prefiere en muchas aplicaciones
del sistema Morse a computadoras electrénicas®2, E]l uso del sistemsa de frae-
ciones con cualguier base = 3, en lugar de decimales, no cambiaria nuestra
demostracion ni siquiera en sus detalles; solo la base 2 requiere una leve mo-
dificacién ya que enfonces para a; ¥ d: solamente son utilizables los valores
0 y 1, que afecta nuestra regla acerca de la exclusion de ceros. (Ci. el ejerci-
cio 2) al final de esta seccion),

A causa del papel que juegan los digitos diagonales a.; en huestra de-
mostracién, su método se llama (el de Cantor) método diagonal. Es uno de
los métodos maéas fuertes y famosos en la mateméatica moderna y lo usaremos
en varias ocasiones en la presente exposicion de teoria de conjuntosSi. Las
objeciones al método diagonal han aparecido en un nivel bajo® y en un ni-
vel alto %5, pero su uso para demostrar nuestro lema es legitimo aun desde el

62. Para la aritmética prictica, 2 demuestra demasiado poco; en el sistema didéctico el 27 ya
puede escribirse con cineo digitos, es decir como 11011,

63. El método se usa inclugo fuera de la teoria abstracta de conjuntos, por ejemplo en la teoria
de conjuntos de puntos y de los drdenes de infinitos,

64. Por ejemplo, por Bentley 22 y Bridgman 34. Estas cbjeciones son refutadas en Rust 34 ¥
Fraenkel 35.

65, Ver en particular Kreisel 50.



punto de vista intuicionista® (quienes objetan el Teorema 1 porgue eilos
no admitirian al continuo C como un objeto matemético).

Juzgada a la luz de la técnica matematica, la demostracion de nuestro
resultado por medio del método diagonal es sorprendentemente simple en
comparacion con sus consecuencias de largo alcance dentro y fuera de la teo-
ria de conjuntos (Cf. subseccién 4). La simplicidad y brillantez de muchas de
las demostraciones fundamentales de Cantor es un encanto de la teoria de
conjuntos y contrastan favorablemente con las demostraciones mas dificiles
y técnicas de importantes teoremas en otras ramas de la matematica, inclu-
yendo la rama que en muchos aspectos es andloga a la tecrian de conjuntos,
es decir, la teoria de los numeros.

Finalmente, podria sefialarse que nuestro resultado tiene el caracter de un
enunciado de imposibilidad. En el § 3 y en la subseccién 1 del § 4 se obtuvieron
mediante la construccion de mapeos adecuados muchos resultados que mostra-
ban la equivalencia de diferentes conjuntos. En contraste con esto, el Teorema
1 afirma que es imposible producir un mapeo entre los conjuntos N y C.

En muchas ramas de la matematica han surgido problemas de imposibilidad
que en parte han sido resuelfos. Los mds antiguos entre ellos son los problemas
de la geometria griega, tales como la duplicacién de cuadrado, la triseccién del
angulo, la cuadratura del circulo (estos tres restringidos al uso de regla y com-
pas), la demostracion del postulado de las paralelas de Buclides; todos estos
fueron resueltos (negativamente) recién en el siglo 19. La dificultad (y el en-
canto) de la mayoria de las demostraciones de imposibilidad tiene sus raices
en la necesidad de, por decirlo asi, escudrifiar todas las maneras posibles de
solucion y de mostrar su inutilidad. Por este caricter distintivo 1a demostracién
del Teorema 1 se distingue de las primeras demostraciones de equivalencia.

En principlo esta diferencia entre demostraciones de equivalencia y de no-
equivalencias desaparecen en la comparaciéon entre conjuntos finitos. Aqui, una
sola falla en el intento de formar un maneo es suficiente para afirmar la no-
equivalencia, del mismo modo gue u nsolo resultado favorable muestra la equi-
valencia. ¢Contradice esto lo que ya fue sefalado?

En absoluto. En principio la diferencia permanece, Que esto no sea visible
tratando con conjuntos finitos se debe a una propiedad particular de estos
conjuntos que tienen un cardcter aritmético y son demostrados por el método
caracteristico de la aritmética, es decir, por induccién matemaéatica. Al comienzo
del §8 expresaremos esta propiedad como sigue: a un nimero cardinal finito
dado pertenece s6lo un tnico nimero ordinal correspondiente; en otras palabras,
de cualquier manera gue puedan ser ordenados los miembros de un conjunto
finito, siempre surge el mismo esquema de orden: un primero, segundo, ...,
enésimo miembro con la misma terminacion n. A causa de esta propiedad, un
error en el mapeo muestra que fodo intento estd destinado a fracasar.

Para mostrar la conducta completamente diferente de los eonjuntos infinitos
es suficiente referirnos a nuestras experiencias con los nameros racionales

66, Ver Foundations, eapitulo IV.

61



(§ 3, 3). 81 ellos estdn ordenados de acuerdo a la magnitud no hay ningin ra-
cional minimo y entre dos racicnales cualesquiera hay otros en pluralidad infi-
nita. Pero si los enumeramos, hay un primero, y cada racional es inmedia-
tamente seguido por ofro univocamente definido. Estas son precisamente dos
de las infinitas maneras esencialmente diferentes de ordenar el conjunto de
los racionales (ver §8, 6); para conjuntos infinitos mas amplios la variedad
aumenta, En efecto hay muchas maneras de intentar formar un mapeo entre
conjuntos infinitos y un fracaso nada demuestra. Por el contrario, como vimos
en el §2, 5, todo conjunto infinito es equivalente a un subeconjunto propio: de
aqui que ademés de las correspondencias biunivqcas entre los miembros de dos
conjuntos equivalentes hay otras que agotan los miembros de uno de los con-
juntos pero no del otro. Una demostracion de la no-equivalencia, por lo tanto,
es una demostracién intrinsecamente imposible.

4. Extension del Teorema 1. Los Niimeros Trascendentales. En 1 vimos que
intervalos de diferente longitud, cuando consideramos los conjuntos de todos los
nimeros reales (o puntos) como contenidos en el intervalo abierto (o cerrado,
o semicerrado), son mutuamente equivalentes y también al conjunto de todos los
numeros reales (todos los puntos de una linea). La propiedad de ser no-nume-
rable no se altera por la transicién a un conjunto equivalente.

Llamando, como es habitual, a cada uno de los conjuntos que acabamos de
mencionar un continue (de numeros o puntos) —y aun el continuo en cuanto
le concierne las propiedades comunes de estos conjuntos— podemos formular

TEOREMA 2. El continue es un conjunto no numerable (infinito).

Sin duda, no hemos afirmado la existencia de un continuo, la cual no puede
demostrarse por medio de los 5 axiomas (incluyendo el axioma de infinitud)
introducidos hasta aqul. La existencia del continuo se inferird por medio de un
axioma adicional (VI) que serd introducido en el § 5, 3 para un propdsito mas
general,

Ahora daremos una importante, y a la vez muy sorprendente, aplicacion
de nuestro resultado a un problema fuera de la teoria de conjuntos,

Fl concepto de nlimero real trascendental, como nimero real que no es alge-
braico, fue introducido en el § 1. Hasta el primer cuarto del presente siglo, antes
de los descubrimientos de Gelfond, Siegel, y otros 7, poco se sabla acerca de
los numeros trascendentales, y las demostraciones de que los nifimeros tales
como e ¥y n son trascendentales (1873/1883) son dificiles. Si bien el método
original (Liouville, 1851) de demostrar la existencla de n{imeros trascendentales
admite una clase Integra de tales ntimercs, se obtiene un resultado de mayor
aleance y mas sorprendente que por nuestros meétodos relativamente simples.

El conjunto € de todos los numeros reales es la unién de los conjuntos dis-
yuntos de todos los numeros reales algebraicos (A) y todos los nimeros reales

67. COf., por ejemplo, Schneider 59.



trascendentales (T); C = A U T. Aplicando el Teorema 5 del § 3 8 tenemos
T ~ C, porque A es numerable. De aqui

TEOREMA 3. El conjunto de los nimeros reales trascendentales, o de los
niimeros trascendentales de un intervale arbitrario, es equivalente al conjunto
de todos los numeros reales,

Se podria decir que un niumero real es “normalmente” trascendental y
*solo en casos excepcionales” algebraico.

La restriccion a los numeros reales es tan insignificante como lo fue ante-
riormente. El resultado es sorprendente porque los ntmeros estudiados y usados
por los matematicos son “casi todos” algebraicos 9.

Pura evitar la impresion de que el Teorema 3 es un enunciado meramente
existencial nos remitiremos a lo que ya se dijo en el §3. En la demostracién
del lema sea Co una enumeracion del conjunto de todos los numeros algebraicos
tal como fue construido en § 3. 4. Entonces el decimal d definido univecamente
es un nimero trascendental obtenido constructivamente. En verdad, no sabemos,
completa y simultaneamente, las expansiones decimales de todos los numeros
algebraicos de una manera comparable con nuesiro conocimiento de, digamos,
tos decimales periodicos. Pero tenemos a nuestra disposicion leyes para cons-
truir en nuestra enumeracion el enésimo digito del enésime numero algebraico
pars cada entero positivo n ¥ podemos, en efecto, computar el enésimo digito del
aumero trascendental d. Para hacerlo mas claro construimos d tal como se hizo
antes, tomando los digitos 1 y 2.

Sin duda, después de haber avanzado hacia cualquier n no estamos en po-
sesion de un numero trascendental, de aqui que debamos continuar, por ejemplo,
de una manera periodica y por este medio obtener un nimero racional. Aun
las objeciones de este tipo no tienen peso; la situacién similar, por ejempls,
para el numero x de cuya expansiéon decimal solamente conocemos una can-
tidad finita de digitos (a diferencia de, por ejemplo, la expansion de los
nimercs racionales). Esta es la ley fundamental de construccion de d (o de =)
que define univocamente la expansién. Por otra parte, la construccién natural-
mente tiene solamente un caracter fedrico ¥y no admite un trascendental d de
una manera intuitiva.

5. E1 Concepto de Namero Cardinal Los Cardinales x, y =, Del Teorema
1 hemos extraido una importante conclusion y posteriormente se daran otros

68. Log importantes teoremas 4 ¥ 5 del § 3 no se requieren para demostrar que T es un con-
junto infinito no-numerable porgue del elements]l Teorema 2 del § 3 se gigue qua T no puede gor
finito o mumerable.

69. Eg de notar que en su trabajo de 1874 Cantor pone énfasis principalments en al primero
de los dos resultados contenidos, es decir, en la numerabilidad del econjunto de los nfimeros reales
algebraicos —un resultado gue nos parece casi trivial. El segundo es un resultade sin lugar a dudas
mig importante: la no-numerabilidad del conjunto de todos los nfimeros reales, aparece alli més bien
¢omo una &plicacién del primero al problema de los niimeros trascendenmiales.

* Se utilizd kappa por alef,
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empleos. Ahora, sin embargo, nos concentramos en sus consecuencias dentro
de la teoria de conjuntos propiamente dicha y sefialaremos en qué sentido
el teorema sera considerado la misma base de la teoria de conjuntos. En pri-
mer término esto estda hecho de una manera informal; en la subseccién 6 se
dard un analisis més elaborado del tema.

En el §2, 4 se esbozé un procedimiento que conduce de los conjuntos egui-
valentes finitos al concepto de su ntmero cardinal comin, tal como lo hicieron
Descartes en el siglo 17 y Hume, de una manera mas satisfactoria, un tiempo
después. Reciprocamente, si dos conjuntos infinitos tienen el mismo ntumero
de miembros, son equivalentes.

Ya que este procedimiento no utiliza la propledad de los conjuntos de ser
finitos, es natural atribuir el mismo cardinal a cualquier conjunto equivalente,
no importa si es finito o infinito. Mentras que la existencia de conjuntos finitos
no-equivalentes es bien conocida, en el caso de los conjuntos infinitos es el Teo-
rema 1 el que suministra el procedimiento no-trivial, garantizando que existen
infinitos conjuntos gque no son equivalentes, y por lo tanto cardinales infinitcs
diferentes. (Nadie antes de Cantor se habia arriesgado a demostrar esto, si bien
los matematicos habian tratado mucho antes con conjuntos infinitos y corres-
pondencia biunivoca entre sus miembros). La existencia de diferentes (como
veremos en el §5, infinitamente diferentes) cardinales infinitos nos impone
(engafiosamente) la tarea de comparar los cardinales y calcular con ellos.

Pero antes que nada tenemos que definir los cardinales infinitos. La si-
tuacion en el dominic de las cantidades finitas (conjuntos y numeros) sugiere
distribuir los conjuntos, ya sean finitos o infinitos, en clases {(conjuntos) de
conjuntos 7° de tal manera que ios conjuntos de la misma clase son equivalentes
¥ los conjuntos de diferentes clases no lo son. Ahora, dice Cantor en su expo-
sicion final de la teoria 71, el cardinal de un conjunto S debe entenderse como
el concepto general (universal) el cual por medio de nuestro “activo poder men-
tal” surge del conjunto S absirayendo de ambos la naturaleza especial de los
miembros de S y el orden en el cual ellos pueden aparecer en 8. Esto reflejaria
precisamente lo que es comun a todos los conjuntos equivalentes a §, es decir,
a todos los conjuntos de la clase a la cual pertenece S.

En verdad, la formulacién de Cantor serd dificilmente admitida como una
definicién de cardinales. Aun se podria proceder a una definicion coneibiendo la
gran cantidad de clases definidas anteriormente como cardinales, es decir, de-
finiendo:

(A) El cardinal de un conjunto S es la clase (conjunto) de todos los con-
juntos que son equivalentes a 8.

Esta definicién parece algo paraddjica. Sin embargo, tales definiciones
son actualmente lugares comunes en matematica; por ejemple, un nimero

70. El término “clase” no significa aqui algo diferente de "conjunto"” y es adoptado szélo con
al fin de simplificar lg expresién.
71. Cantor 1885, pig. 481,
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real se define como un conjunto de secuencias de racionales con ciertas pro-
pledades. De aqui gue las objeciones a (A) que sostienen que “los enteros son
objetos mucho méas simples que los conjuntos de conjuntos” no necesitan ser
consideradas seriamente. Por otra parte, el “conjunto de todos los conjuntos
equivalentes a 5” es capaz de confener antinomias a menos que se tomen
clertas precauciones; para éstas ver Foundations, capitulos II y III.

El ldgico ciertamente prefiere una definicién explicita de cardinal tal
como (A). Para el matemadtico, sin embargo, lo explicito de la definicién no
es un primer requisito, porque a él mas bien le concierne el manejo de los
objetos matematicos que investigar su naturaleza —algo similar al ajedrecista,
a quien no le interesa lo que “significan” el alfil y el pedn, sino cémo operar
con ellcs, Han sido propuestas muchas teorias filoséficas divergentes para
clarificar la naturaleza de los enteros, pero las reglas de la aritmética son
independientes de la teoria a la que uno se adhiere. Ademés, con respecto a
los cardinales es suficiente dar una definicion de trabajo 2 como la siguiente,
dada anteriormente para cardinales finitos:

(B) Se dice que los conjuntos S; y Sz tienen cardinales iguales si son equi-
valentes, es decir si 81 — S2: de lo contrario sus cardinales se llaman diferentes.

Como puede suponerse de acuerdo a la aritmética ordinaria y tal como
serd confirmado en las secciones siguientes, todas las relaciones entre cardi-
nales pueden reducirse, ademés de la relacién de pertenencia para conjuntos,
a la ignaldad y desigualdad de cardinales; por lo tanto, teniendo en cuenta (B)
a la equivalencia y no-equivalencia de conjuntos tal como fue definida en el
§ 2. Por consiguiente, no necesitamos sefialar lo que es un cardinal y podemos
traducir los enunciades sobre cardinales en lenguaje de conjuntos.

Se puede considerar un paso adicional evitando totalmente el uso de
cardinales, restringiéndonos a los conjuntos correspondientes y su equivalen-
cla. Para los propdsitos usuales de la teoria de conjuntos y para la mayoria
de sus aplicaciones, esto causaria una inconveniencia considerable, aunque no
dificultosa en principio, pero en teoria axiomatica de conjuntos (ver Founda-
tions, capitulo II, §§ 1-5 y 8) esta forma demuestra ser practicable.

Desarrollando el concepto general de cardinal y garantizando la existencia
de diferentes cardinales infinitos, estamos capacitados para contestar la
pregunta “¢cuantos miembros estan contenidos en el conjunto?” para conjuntos
infinitos en el mismo sentido definido para conjuntos finitos y no precisamente
con la vaga expresion “pluralidad infinita”. Sin duda, entre conjuntos finitos e
infinitos la diferencia especifica es que la respuesta a la pregunta anterior
necesariamente no se cambia cuando se insertan miembros adicionales en un
conjunto infinito, tal como es el caso para los conjuntos finitos; esto se debe
al hecho de que un conjunto infinito, pero no uno finito, es equivalente a un
supconjunto propio.

72. Paras este concepto y su signifieacién en matemfitica ef. C p 27, Weyl 26/49,



Los cardinales de los conjuntos infinitos se llaman cardinales transfinitos.
En general para su notacién usaremos negritas, en lo posible haciendo corres-
ponder con la notacién de los conjuntos de los cuales ellos son cardinales; de
esta manera el cardinal de S 6 s serd denotado por s, etc. Frecuentemente la
notacién general incluye también ecardinales finitos, es decir, cardinales de con-
juntos finitos; aun cuando nos limitemos a cardinales finitos usaremos bastar-
dilla, por ejemplo k, n. A menudo es conveniente seguir la costumbre de Cantor,
que desde 1887 en adelante denotaba el cardinal del conjunto 8§ por 8 (= s);
la doble barra significa que se omite tanto la naturaleza especial de los
miembros como su sucesion.

Para denotar cardinales transfinitos particulares, correspondientes a la
notacién de los cardinales finitos 0, 1, 2,..., se ha adoptado universalmente
el modo de Cantor de escribir = (Alef), la primera letra del alfabeto hebreo,
con un indice correspondiente, por ejemplo ., %1, %.. Esto demostrari ser
impracticable en el caso del cardinal del continuo (también llamado potencia
del continue, ver §5 y §11, 7) para el cual, por lo tanto, escribimos » sin
indice, siguiendo a Hausdorff (y no a Cantor). Se demostrara que el cardinal
de los ronjuntos numerables es el minimo cardinal transfinito (§ 5) y se
denota por =.

6. Anilisis Adicionales del Concepto de Cardinal. La cuasi-definicién de Cantor (la
fltima) del concepto se cité anteriormente 73. La esencia de su definicién por abstrac-

cién expresada por el simbolo S no es propia de la teoria de conjuntos. Si siempre
que en matemética, o en cualguier otra parte encontremos una relacién R gque sea
reflexiva, simétrieca y transitiva (ver § 2, 4) 74, podemos formar un nuevo concepto
“por abstracci6én”, tal como lo muestran los siguientes ejemplos. Por medio de la rela-
cion de paralelismo (dirigido) el conjunto de todas las semirrectas produce el concepto
de direccién; por medio de la relacién de similitud (geométrica), el conjunto de todos
los planos polizonos produce el concepto de figura; por medio de la relacién de con-
gruencia médulo m, el conjunto de todos los enteros produce las clases de congruvencia,
eteétera. En nuestro caso, los conjuntos (finitos e infinitos) producen, por medio de la
relacién de equivalencia en el sentido del § 2, 4 el concepto de cardinal. 81 expresamos
la validez de x R y diciendo, x e y son del mismo tipo R, podemos lamar al nuevo
concepto “el tipo R” de los objetos a los cuales se refiere; esto es lo mismo que
decir los tipos x e y son iguales sf y s6lo sf x R y es verdadero. O, mds préxima a la

—e

73. En esencia la misma explicscién se encuentra en Cantor 1887, phg. 82, donds se refiers
s formulaciones similares dadas en una conferemcia en Friburgo (1883) y en uns carta a Kurd
Tasswits de 1884, Afin en sus eseritos més antiguos de 1878 y 1870-84 Cantor evits una defini-
cién explicitsa ¥ se contents con la definicién operativa (B). Por otra parte, en su snélisis de 1885
‘del libro fundamental de Frege de 1884 (reimpreso en Cantor 32, phg. 440-441) usa una definicién
similar & la de Frege.

La diferencia de opinién entre Cantor y Frege sobre este punto es insignificante y apenas jus-
tifica la tensién reinamte entre esios grandes cientfficos, En particular, el andlisis mencionado mno
haee justicis ni a las intenciones de Frege ni a la importancia de sus ideas. La moda matemética
de este periodo desaprobé la actitud de Frege y pretendis concebir los nimeros como meros signos
sobre papel, confundiendo de esta manera los ptos ¥ sus notaciones

T74. Ore 42 muestra que la teorfa amplinda puede desarrollarse sobre las bases de cste concepto.
0f. ademis Dubreil-Dubreil 89.
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formulacién de Cantor, el tipo R se forma despreciando las propiedades de los objetos
a los cuales se refiere, conservando aguellas basadas en la relacién R; por lo tanto
el cardinal S significaria la totalidad de aquellas propiedades de S§ las cuales son com-
partidas por todos los conjuntos eguivalentes a S.

KEsta definicién por abstraceién es un caso particular (el mds importante) del
procedimiento definicional a menudo llamado definicidn matemaética creativia 75. Sin
embargo, desde el punto de vista légico €l fundamento de la definicidn por abstrac-
cién tal como se da en el pardgrafo precedente, apenas puede considerarse satisfac-
toria 7; ha sido rescatada por Frege y Russell en forma independiente.

Kl procedimiento de Russell 77 es muy general. Usa el término principio de abs-
tracclén mas bien en el sentido de reemplazar la concepelén de Cantor por un ar-
pumento l6gico exacto, que esencialmente consiste en lo signiente. Dada una relacién
R simétrica y transitiva, existe 78 una R* de uno a muchos tal que x R y implica z R*
x y z R* y donde z estd univocamente determinado por x (o y) pero no conversamente.
A z se lo llama el tipo R de x, en consecuencia de cualquier v para el cual u R x
Si R es equivalencia entre conjuntos entonces z es el cardinal de x. Con los métodos
de la légica moderna, por ej. los de Principia Mathematica, puede demostrarse la
existencia de R*; de esta manera son justificados los cardinales.

La justificacién de Frege 7™ que precede a la de Russel pero se limita a los
cardinales finitos, estd sin embargo més proxima a (A) que la de Russell. Sin em-
bargo al igual que el sisiema légico de Frege, en general también su definicién de
cardinales se ignoré hasta que Russell sefialé su importancia 80,

En Cuanto a (B) de 5, ya se ha puesto de relieve que ésta es una “definicién de
trabajo”. No se debe desvirtuar el uso de “simbolos incompletos” introducidos a través
de tales definiciones alegando gue en principio serfa posible eliminar cualguier sim-
bolo introducido por medio de una definicién —que es precisamente otra expresién
para formular la pregunta qué es el nuevo concepto y no qué tarea desempefia. De
todos modos para la matemé4tica esta pretensién va demasiado lejos, tal como se
muestra por medio de las definiciones inductivas, basadas en la induccidn matemi-
tica o transfinitiva (ver § 10, 2); aguf, en general, la eliminacién es imposible,

Finalmente uno puede proponerse definir cardinales mediante ejemplos efectivos,
es decir, como objetos particulares (conjuntos) entre aquellos mencionados en la
definicién (A) —con cierta analogia con la definicién de unidad de longitud mediante
el metro normal guardado en Parfs. El objeto particular representaria entonces el

75, Asf es en Weyl 26/49, Neo 2; cof. Pasch 1882, phg. 40; el meollo del procedimiento puede
derivarse de Leibniz. Deade fines de siglo, tambifn en la litersturs filoséfica en general, Ia con-
cepeidn  clisica (aristotélica) de Is definieién por pénero prizimo y diferencia especifica ha sido
reomplazada por una concepcién funcional, basade en lag relaciones entro el definiendum ¥y otros
comeeptos; cf, Cassirer 10, Schlick 25, Nagel 39, En un contexto més general, la importancia del
proceso de abstraccién (y aun de la identificacién de distintos conceptos) dentro y fuera de Ia

itiea ha sido puesto de relieve por Meyerson 31 (ef. Lichtenstein 82).

76. W8 significativo que un especialista tan estricto y cuidadoso como Dedekind para justificar
Ia definicién Ppor abstraccién apele al poder ecreativo del hombre ('‘somos de origen divino”) y s=e
pongs A una peibn en el tido de (A); ver Dedekind 80-82 III, piig. 489.

7. Russell 03, phgs. 166 ¥ 120; Whitehead-Russell 10-18 1, 72, 66, Cf. Russell 19, Nicod 22.

78. C1. § 2, 4. “z es el padre de X' es un ejemplo de esa relacitn.

70. Frege 1889, especizlments § § 63-68. La ecritica de la légica de Froge en Smart 45 es
injustificada,

80. E] trabajo de Scholz-Schweitzer 35 (ef. F. Bachmann 34) da una amplia explicacién da
las justificaciones de Frege y Russell de la definiei6n por absiraccién, junto eom una critica a los
procedimientos de Cantor ¥ & otros anteriores. Ademis so inecluye uns ampliscién a las relaei con
2n argumentos.
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cardinal de todo conjunto equivalente a él. A pirmera vista este método (represen-
tando el cardinal 3, o sea como el conjunto [socl, tierra, lunal]) parece arbitrario e
impracticable. En el § 11, 2, sin embargo, veremog que en el sentido de von Neumann
este método generalmente puede llevarse a cabo, aunque no es practico para cualquier
proposito. Su esencia puede aprehenderse a partir del caso particular de un ecardinal
finito que puede definirge como el conjunto de todos los cardinales menores incluyen-
do a 0, es decir
n=1[012 ..., n— 1].

Mientras gue las explicaciones precedentes ponen de relieve gque los ataques de
varios fildsofos al concepto de cardinal (transfinito) no son pertinentes, la actitud
de los neointuicionalistas de gue no existen en absoluto conjunteos infinitos no-equiva-
lentes —en particular que nho existe el continuo— es consistente, aunque a menudo
suicida para la matemditica; ver Fundations, cap. IV, §6.

Queda adn la cuestién acerca de si nuestros axiomas nos permiten construir car-
dinales. La respuesta es negativa. De aquif que si se intenta 8! una fundamentacién
axiomdtica estricta de la teoria de conjuntos (¥ no una zemi-axiomética como en el
presente lbro) debe tomarse uno de los dos caminos. Uno y ofro rechazan el uso
explicito de los cardinales y se contentan con la consideracion de la equivalencia y
no-equivalencia de conjuntos; este es el camino de Zermelo 82 y sus seguidores. O
bien se introducen cardinales como conjuntos particulares en el seéntido de von Neu-
mann y sus seguidores; estos conjuntos pueden garantizarse mediante la admisién
de un axioma adicional, el axioma de sustitucién o reemplazo (ver § 11, 2). Sin em-
bargo, aun en este caso es preferible para muchos propésitos operar con conjuntos
en vez de cardinales. Al lecior interesado en estas cuestiones de principio se lo remite
a Foundations, capitulo II.

7. El Conjunto de todas las Funciones y sus Cardinales. Hasta aqui hemos
tratado con dos cardinales transfinitos xp y = Ahora construiremos un tercero.
Consideremos el infervalo cerrado I definido por 0 = x = 1. Una funcién
real de un tnico valor £ (x) se define en I cuando por medio de una regla
apropiada para todo x de I se atribuye un numero real £ (x) = y univocamente
determinado. No se requiere la correspondencia entre los valores x e y.

Sea F el conjunto de todas las funciones tales como f (x). (Aqui F se toma
precisamente como un ejemplo, la demostracién de que F existe a causa de
nuestros axiomas incluyendo el axioma formulado en el § 5, 3 se basa en los
conceptos introducidos en el § 7.) Dos de los miembros de F, I1 (x) y f2 (x), se
los considera diferentes si y sélo si hay al menos un x — xo en I para el cual
f1 (x)) 5= f2 (x).

Hay subconjuntos propios de F que son equivalentes al continuo, por ejem=-
plo el conjunto de agquellas funciones que son constantes en I Para mostrar
esto podemos referir la funcién constante £ (x) = ¢ al nimero real ¢. De aqul
que sea como fuere F no es numerable.

Para demostrar que F no es aun equivalente al continuo usaremos el mé-
todo diagonal. Sea C el conjunto (continuo) de todos los numeros del inter-
valo X y F, cualquier subconjunto de F que es equivalente a C; seri suficiente

81, En Baer 29 se da una axiomatizacién de cardinales independientemente de la teoria axiomética
de eonjuntos.
82. Zermelo 08a.



demostrar que F,, por este supuesto, un subconjunto propie de F, es decir que
hay funciones en F que no pertenecen a F,. (Cf. las subsecciones 2 y 3 més
arriba). Usando un mapeo arbitrario @ entre F, y C designaremos dicha funeion.

La funcién (miembro de F.) que por @ corresponde al nimero real ¢ C
seré denotada por f. (x); £  (x), por ejemplo, es la funcién relacionada por

$ a3 C ¢ (X) sera funcmn “diagonal” que por cada x. £ C, iguala la fun-
cion £,, (x); en sintesis, ¢ (x) = f:. (x). En otras palabras, para determinar el
valor ¢ {(¢) de @ (X) para x — ¢ tenemos que tomar la funcién f. (x); su valor
para x = ¢, es decir f. (e), es ¢ (¢} (33). Por esto la funcion ¢ (x) estd univoca
mente determinada. .

Finalmente, ¢ (x) serd una funcion de F gue en tedas partes difiere de o (x);,
ei, ¢ (X) = ¢ (x) 4+ 1. ¥ (x) no pertenece a F.. Sea f. (x) euwalguier miembro
de F,; entonces v (x) =% f. (x) porque, para x — ¢, £, (x) tiene el valor . (e)
¥ ¢ (%) el valor ¢ (¢) + 1 =1 (e) + 1 £ fn: (c} De aqui que F, sea un sub-
conjunto propio de F, esfo significa

TEOREMA 4. El conjunto F de todas las funciones reales de un fnico valor
f (x) definido por 0 == x == 1 tiene un cardinal £ (3%) que es diferente tanto de x
como de z (en tanto F tiene un subconjunto del cardinal =).

El lector observara la gran analogia entre las demostraciones del Teorema
4 y del lema en la subseccion 2. Mientras que el métods diagonal de esta de-
mostracion usabs digitos, es decir, enteros positives, agui les enieres son reem-
plazados per nimeros reales; en iugar de a;; acul {enemos *. f(e).

También podemos considzrar la misma demostracion del Teorema 4 como
si fuera una demostracion del iema, es decir, de la no-numerabilidad del con-
tinuo, interpretando la presente demosiracion desde un nueve angulo sin mo-
dificarla formalmente. Para este proposito consideramos las funciones § (x)
como funciones aritméticas cuyo argumentc x varia sobre los enteros positivos
y el cual sélo asume valores integrales positivos. Si

=[fHhix,fx, ..., X, ...]

es cualquier conjunte numerable de funciones aritméticas entonces la demos-
tracién del Teorema 4 muestra que la funcién aritmética X (x) = f. -+ 1, donde
x varia sobre los enteros positivos, no estd contenida en D. De aqui que el con-
junto de todas las funeciones aritméticas no es numerable. Por otra parte, fa-
cilmente nos percatamos que los conceptos de funcién aritmética y de ntimero
real en esencia no coineiden; cf. § 7, 5.

En el § 7 veremos que la demostracion del Teorema 4 descansa sobre la
gran generalidad y arbitrariedad de nuestras funciones, la cual permite la cons-
truceciéon de la més bien “patologica” funcion ¢ (x). En un analisis ordinario
apenas podemos usar tales funciones y, por ejemplo, para el cardinal del con-
junto de todas las funciones continuas obtendremos un resultado diferente.

83. Por ejemplo, 8i f % (2) — 22 4 2 tememos @ (%) = F(%) = (%) 2 + 2
B4. Posteriormente veremos por qué f no ha sido denotado mediante un alef.



EJERCICIOS

1) Dar, mediante funciones racionales, mapeos entre los siguientes con-
tinuos (cf. 1). :
a) El conjunto de nimeros reales entre a y b y el conjunto de los na-
meros reales entre e y d (a, b, ¢, d denotan diferentes numeros reales);
b) El conjunto de nfimeros reales entre 0 y el nlimero positivo a y el
conjunto de numeros reales mayores que el numero positivo b.

2) Demcstrar la no-numerabilidad del conjunto de nimeros reales cuando
se vale de fracciones duales.
a) Directamente mediante una modificacién del método diagonal tal
como se usd en 2;
b) Usando el Teoremsa 5 del § 3.
(Indicar considerando a a): inserte los digitos 1 en la fraccion dia-
gonal d con el fin de excluir una fraccién dual finita).

3) Demostrar que el conjunto de todos los niimeros reales irracionales y el
conjunto de todas las secuencias de numeros naturales tienen el cardinal =.

4) Mostrar que el conjunto de todos los puntos de la circunferencia (o
de un arco) de un circulo (elipse, hipérbole) tienen el cardinal =.
(Mediante un concepto apropiado de curva este enunciado puede ge-
neralizarse).

5) ¢A qué modificaciones tiene que someterse la demostracién del Teo-
rema 4 si las funciones f (x) se definen para todo x real en lugar de
para O = x = 1?

6) ¢{Como puede cambiarse la demostracion del Teorema 4 para mostrar
que F no es equivalente a cualquier subconjunto del continuo C? (Cf.
la nota a pie de pag. del cap. II, § 5, 2 que se refiere a un subconjunto

Cn C CJ.

(Traduceién del inglés de BEATRIZ M. APREDA)
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