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Fórmula de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Teorema de Bochner-Herglotz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
Regularidad de medidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Un poquito de proba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
Notación y algunas definiciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Caṕıtulo 1

Introducción

Dado un ret́ıculo L ⊆ Rd, consideremos el conjunto aleatorio W que se obtiene al desplazar a
cada punto en L con un vector aleatorio. Nos preguntamos lo siguiente: dada una realización de W ,
¿es posible determinar (con probabilidad uno) cuál es el ret́ıculo del que partimos originalmente?.

Veamos un ejemplo. Tomamos en dimensión d = 2 el ret́ıculo

L =

(
1 1/2
0 1

)
Z2

y a cada punto lo perturbamos con una normal bivariada de media (0, 0) y matriz de covarianzas

(
3/2 0
0 2

)

Hacemos una simulación y vemos cómo nos quedan L y W (ver código en el apéndice).
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4 Introducción

Si no tuviéramos el ret́ıculo original, ¿cómo lo recuperamos?.

Este problema de recuperar el ret́ıculo original a partir del perturbado es el planteado en
[1]. Bajo algunas hipótesis sobre la distribución de los vectores aleatorios, se logra recuperar,
casi seguramente, el ret́ıculo original. Para esto, se consideran ciertas variables aleatorias, dadas
por promedios de funciones exponenciales, que solo tienen la información de dónde se localiza el
conjunto W . El objetivo de este trabajo es estudiar y entender con el mayor detalle posible este
problema, y las herramientas necesarias para resolverlo: principalmente teoŕıa de probabilidades y
análisis de Fourier.

Cabe mencionar que en [8] se estudia una generalización para este problema a conjuntos discre-
tos cuasi-periódicos, como cuasicristales, usando herramientas de teoŕıa de difracción. Además, se
analizan resultados bajo hipótesis más débiles sobre la independencia de los vectores aleatorios. De
este paper adaptamos una idea para nuestro caso del ret́ıculo, en una demostración que haremos
en el último caṕıtulo.

Perturbaciones aleatorias de estructuras discretas han sido estudiadas por diferentes autores
desde distintos puntos de vista. Por ejemplo, un problema de interés en f́ısica estad́ıstica es estudiar
las propiedades estad́ısticas del conjunto perturbado. Matemáticamente, perturbar aleatoriamente
un ret́ıculo es un ejemplo de un proceso puntual súper-homogéneo. Esto es, conjuntos aleatorios de
puntos donde la varianza del número de puntos en un dominio crece más lento que su volumen.
Este concepto fue introducido en [20]. En [21] se consideran pertubaciones aleatorias Gaussianas
de un ret́ıculo como un modelo de juguete para el problema de estudiar el conjunto de ceros de una
función anaĺıtica cuyos coeficientes de Taylor son variables aleatorias complejas independientes,
con distribución Gaussiana.

Usaremos la notación e(t) = e2πit y md denotará la medida de Lebesgue en Rd. Además sea
⟨·, ·⟩ el producto interno usual de Rd y BR = {x ∈ Rd : ∥x∥2 ≤ R}. Concretamente, en nuestro
problema, se asume que los vectores aleatorios {ξn}n∈L son i.i.d con distribución ξ, a la que se le
pide un buen decaimiento de su esperanza. Nuestro conjunto aleatorio W es

W = {n+ ξn : n ∈ L} .

Si D es el dominio fundamental del ret́ıculo L, y L∗ denota su ret́ıculo dual, el resultado central
del trabajo es que existe un evento de medida cero, fuera del cual

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
w∈W∩BR

e(⟨w, λ⟩) =


E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
· (md(D))−1 si λ ∈ L∗

0 si λ /∈ L∗
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para todo λ ∈ Rd (¡a la vez!). Si E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
̸= 0 para cada λ ∈ Rd entonces se consigue recuperar

el ret́ıculo.
¿Cómo demostraremos este ĺımite casi seguro? Lo primero será ver que, casi seguramente, para

cada λ ∈ Rd:

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
w∈W∩BR

e(⟨w, λ⟩) = ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩) .

Luego, a este último ĺımite lo separamos de la siguiente manera

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩) = ĺım
R→∞

(
E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
· 1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)

+
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− E

(
e(⟨ξ, λ⟩)

)])
.

Estudiaremos ambos términos por separado. El primer término del miembro de la derecha es lo
que denominaremos la parte estructurada

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩).

Usando adecuadamente la fórmula de Poisson obtendremos que:

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩) =

 (md(D))−1 si λ ∈ L∗

0 si λ /∈ L∗

El segundo término es la parte aleatoria

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− E

(
e(⟨ξ, λ⟩)

)]
.

El resultado queda demostrado si probamos que casi seguramente, para todo λ ∈ Rd:

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− E

(
e(⟨ξ, λ⟩)

)]
= 0 .

A este ĺımite lo llamaremos Ley Uniforme Chueca. Enfatizamos una vez más que el conjunto
excepcional de medida cero debe ser común para todos los λ, lo cual constituye una de las mayores
dificultades técnicas para obtener el resultado.

Organización de la tesis

Luego de introducir unas notaciones y preliminares necesarios para el desarrollo del trabajo,
en el caṕıtulo 4 enunciamos nuestro Teorema Principal y cómo nos lleva el mismo a responder
la pregunta originalmente planteada. Luego desarrollamos todo lo necesario para demostrarlo,
siguiendo el esquema que ya anticipamos, excepto por la Ley Uniforme de Grandes Números que
necesitamos, la Ley Uniforme Chueca, a la que le dedicaremos el resto del trabajo.

En el caṕıtulo 5 introducimos las leyes Uniformes de Grandes Números y probamos, por dos
enfoques distintos, cada uno interesante en śı mismo, una Ley Uniforme más simple que la que
necesitamos. Concretamente: Casi seguramente, para todo λ ∈ Rd:

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

[
e (⟨ξn, λ⟩)− E

(
e(⟨ξ, λ⟩)

)]
= 0 .



6 Introducción

Vemos que estos caminos no nos sirven para llegar a la Ley que nos interesa, lo cual en cierto
modo motiva el desarrollo de lo que sigue. Sin embargo, en el segundo camino se utilizan las leyes
Clásicas de Grandes Números (Kolmogorov y Khintchine), que serán necesarias en el caṕıtulo 7.

En el caṕıtulo 6 estudiamos las sucesiones de Wiener y sus medidas espectrales. El resultado
central de este caṕıtulo es: Sean u y v dos sucesiones de Wiener, y sean µu y µv sus medidas
espectrales, respectivamente. Supongamos que µu y µv son mutuamente singulares, entonces

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)v(n) = 0 .

En el caṕıtulo 7 usamos lo desarrollado en el caṕıtulo 6 y las leyes Clásicas de Grandes Números
para demostrar la Ley Uniforme Chueca, lo que nos permite completar la demostración del resultado
central y aśı concluir nuestro trabajo.



Caṕıtulo 2

Notaciones

Lista de algunas notaciones:

md : medida de Lebesgue en Rd.

i.i.d: independientes e idénticamente distribúıdos.

e(t) = e2it.

⟨·, ·⟩: producto interno usual en Rd.

BR = {x ∈ Rd : ∥x∥2 ≤ R}.

N = {1, 2, 3, . . .}.

N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}.

∥x∥1= x1 + . . .+ xd, para x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

∥x∥2=
√

x2
1 + . . .+ x2

d, para x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

∥f∥∞= sup
x∈Rd

{|f(x)|}, para f : Rd → C.

L∗: ret́ıculo dual de L.

NΛ(R) = #(Λ ∩BR), para un conjunto discreto Λ ⊆ Rd cualquiera.

S(Rd): espacio de Schwartz de las funciones de rápido decrecimiento.

f̂ : transformada de Fourier de f ∈ S(Rd).

φ̂: transformada de Fourier de φ ∈ S ′(Rd).

µ̂: transformada de Fourier de medida µ.
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Caṕıtulo 3

Preliminares

Introducimos los preliminares necesarios para el desarrollo del trabajo. Damos demostraciones
de algunos resultados, y en otros casos, un poco más clásicos, los enunciamos sin demostración,
con las referencias adecuadas.

3.1. Ret́ıculos en Rd

Un conjunto L ⊆ Rd es un ret́ıculo si existen d vectores linealmente independientes b1, b2, . . . , bd
tales que

L = Zb1 ⊕ . . .⊕ Zbd :=

{
d∑

i=1

mibi : mi ∈ Z

}
.

Esto es lo mismo que decir que L es B Zd, con B la matriz cuyas columnas son los vectores bi. De
este modo, B resulta una matriz real inversible (y todos los ret́ıculos son de esa forma).

El dominio fundamental del ret́ıculo L se define del siguiente modo:

D :=

{
d∑

i=1

αibi : αi ∈ [0, 1)

}
= B [0, 1)d .

El volumen de D (su medida de Lebesgue) es igual a |det(B)|, que resulta ser independiente de la
base elegida. Este dominio fundamental se puede definir más en general como cualquier conjunto
tal que sus traslaciones por vectores en el ret́ıculo formen una partición de Rd.

Dado un ret́ıculo L de Rd, su ret́ıculo dual L∗ se define del siguiente modo:

L∗ := {m ∈ Rd : ∀n ∈ L, ⟨n,m⟩ ∈ Z} .

Se puede probar que si L = B Zd, entonces L∗ = (B−1)∗ Zd. En particular, (L∗)∗ = L. El dominio
fundamental de L∗ es D∗ = (B−1)∗[0, 1)d.

También se puede definir a L como un subgrupo discreto de Rd de manera que el cociente Rd/L
resulta compacto con la topoloǵıa cociente. Desde este punto de vista, un dominio fundamental es
un sistema de representantes del cociente medible Borel. Por otra parte, el ret́ıculo dual se puede
definir como el anulador de L. En principio, dicho anulador es un ret́ıculo del grupo dual de Rd.
Dado que existe una identificación natural entre Rd y su dual via la función exponencial, el ret́ıculo
dual se piensa usualmente como otro ret́ıculo del mismo Rd. Para más detalles sobre este enfoque,
se puede consultar [11].
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Análisis de Fourier 9

3.2. Análisis de Fourier

3.2.1. El espacio de Schwartz y las distribuciones temperadas

Dados x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, γ = (γ1, . . . , γd) ∈ Nd
0 y f ∈ C∞(Rd) (a valores complejos), sean

xγ := xγ1

1 . . . xγd

d ,

Dγf :=
∂∥γ∥1f

∂yγ1

1 . . . ∂yγd

d

.

Con estas notaciones, consideremos, para α, β ∈ Nd
0, la seminorma ∥f∥α,β := ∥xαDβf∥∞.

Sea S(Rd) el espacio de Schwartz de las funciones (a valores complejos) de rápido decreci-
miento en Rd:

S(Rd) := {f ∈ C∞(Rd) : ∥f∥α,β< ∞} ,para cualesquiera α, β ∈ Nd
0 .

Por desigualdad triangular

S(Rd) := {f ∈ C∞(Rd) : ∥P (x1, . . . , xd)D
βf∥∞ < ∞} ,

para cualquier β ∈ Nd
0 y cualquier polinomio P . En particular, si f ∈ S(Rd) entonces∥∥∥x∥2k2 f(x)

∥∥
∞ < ∞ ,

para cualquier k ∈ N.

S(Rd) es un espacio topológico con la topoloǵıa inducida por las seminormas ∥·∥α,β . Si tenemos
un operador lineal T : S(Rd) → C, resulta continuo con respecto a la topoloǵıa de S(Rd) si existen
seminormas ∥·∥α1,β1

, . . . , ∥·∥αk,βk
tal que para todo f ∈ S(Rd)

|Tf | ≤ C · (∥f∥α1,β1
+ . . .+ ∥f∥αk,βk

) .

Al ser una familia numerable el conjunto de seminormas que definen la topoloǵıa, el espacio resulta
metrizable, es decir, un espacio de Frechet.

El espacio S ′(Rd) de las distribuciones temperadas es el dual (topológico) de S(Rd), es decir

S ′(Rd) := {φ : S(Rd) → C : φ es lineal y continuo} .

Una medida positiva de Borel finita µ en Rd induce una distribución temperada Tµ, dada por

Tµ(φ) :=

∫
Rd

φ(x) dµ(x) .

Además, si f es continua y acotada en Rd (o pertenece a algún espacio Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞) tenemos
la distribución temperada Tf , dada por

Tf (φ) :=

∫
Rd

φ(x) · f(x) dx .

3.2.2. La transformada de Fourier

Para análisis de Fourier en grupos clásicos y también en grupos localmente compactos abelianos,
se pueden consultar los libros [12], [13] y [14].

Definición 3.1. La transformada de Fourier de f ∈ S(Rd) es la función f̂ dada por

f̂(y) :=

∫
Rd

f(x)e(⟨x, y⟩) dx , y ∈ Rd.
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También anotaremos F(f) a f̂ . De la definición es inmediato que

F
(
f(·)e(⟨·, h⟩)

)
(y) = F(f)(y + h).

F(f(δ·))(y) = 1
δd
F(f)(y/δ), si δ > 0.

Teorema 3.2. La transformada f̂ pertenece a S(Rd). Más aún, F : S(Rd) → S(Rd) es un homeo-
morfismo.

La definición de transformada de Fourier se puede extender al espacio de las distribuciones
temperadas del siguiente modo.

Definición 3.3. La transformada de Fourier de φ ∈ S′(Rd) es φ̂ ∈ S′(Rd) (o F(φ)) dada por

φ̂(f) := φ(f̂) .

La transformada de Fourier de una medida positiva de Borel finita µ en Rd es

µ̂(y) :=

∫
Rd

e(⟨x, y⟩) dµ(x) , y ∈ Rd .

Observación 3.4. µ̂ aśı definida resulta ser continua y acotada en Rd.

Recordemos que toda medida finita define una distribución temperada por integración. Luego,
surge naturalmente la pregunta de si ambas definiciones son compatibles. La siguiente observación
respende afirmativamente esta pregunta.

Observación 3.5. T̂µ = Tµ̂. En efecto

T̂µ(f) = Tµ(f̂) =

∫
Rd

f̂(w) dµ(w) =

∫
Rd

∫
Rd

f(x) · e(⟨x,w⟩) dxdµ(w)

=

∫
Rd

f(x)

(∫
Rd

e(⟨x,w⟩) dµ(w)
)

dx =

∫
Rd

f(x) · µ̂(x) dx = Tµ̂(f) ,

donde hemos usado el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integración.

3.2.3. Fórmula de Poisson

El siguiente es quizás uno de los resultados más importantes dentro de la teoŕıa de Fourier,
junto con el principio de incertidumbre (ver por ejemplo [13]).

Proposición 3.6 (Fórmula de Poisson). Sea L un ret́ıculo en Rd y f ∈ S(Rd). Para cada x en el
dominio fundamental D se tiene∑

n∈L
f(x+ n) =

1

md(D)

∑
m∈L∗

f̂(m)e(⟨x,m⟩) .

En particular, si x = 0: ∑
n∈L

f(n) =
1

md(D)

∑
m∈L∗

f̂(m) . (1)

Si para un conjunto discreto Λ, pensamos en la medida dada por

δΛ :=
∑
n∈Λ

δn ,

entonces la fórmula de Poisson se puede escribir como∫
Rd

f dδL =
1

md(D)

∫
Rd

f̂ dδL∗ .

Esto, si extendemos la definición de la distribución Tµ a estas medidas (de crecimiento polinomial),
es

TδL(f) =
1

md(D)
TδL∗ (f̂) .
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3.2.4. Teorema de Bochner-Herglotz

Una matriz compleja A = (aij)i,j=1,...,d es positiva si ⟨Ax, x⟩ ≥ 0, para todo x ∈ Cd. En otras

palabras, si x = (x1, . . . , xd) entonces

d∑
i,j=1

aijxixj ≥ 0.

Si X es un conjunto cualquiera, una función K : X ×X → C se llama núcleo en X. Un núcleo
se dice definido positivo si para todo subconjunto finito {x1, . . . , xn} ⊆ X la matriz A = (aij),
donde aij = K(xi, xj), es positiva. Dicho de otro modo, si para todo {x1, . . . , xn} ⊆ X y todo
λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn se tiene

n∑
i,j=1

K(xi, xj)λiλj ≥ 0.

Observación 3.7. Si K es definido positivo entonces

K(x, x) ≥ 0: tomando n = 1 y λ1 = 1 en la definición.

K(x, y) = K(y, x) (K es hermitiano): tomando primero n = 2 y λ1 = λ2 = 1, y mirando
parte imaginaria; y luego n = 2 y λ1 = 1, λ2 = i, y mirando parte real.

El siguiente resultado nos da una forma de construir núcleos definidos positivos. Para enunciarlo,
recordemos que una medida positiva finita µ en Rd está soportada en un medible A ⊆ Rd si

µ(Rd \ A) = 0 .

En este caso:

µ̂(y) =

∫
Rd

e(⟨x, y⟩) dµ(x) =
∫
A
e(⟨x, y⟩) dµ(x) , y ∈ Rd .

Proposición 3.8. Si µ es una medida positiva de Borel finita soportada en [0, 1)d, entonces el
núcleo K : Zd × Zd → C dado por K(m,n) = µ̂(m− n) es definido positivo.

Demostración. Sea Kt(m,n) = e(⟨m− n, t⟩), t ∈ [0, 1)d y m,n ∈ Zd. Si n1, . . . , nk ∈ Zd y
λ1, . . . , λk ∈ C, entonces

∑
1≤i,j≤k

e(⟨ni − nj , t⟩)λiλj =

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

e(⟨ni, t⟩)λi

∣∣∣∣∣
2

≥ 0 .

Luego:

∑
1≤i,j≤k

µ̂(ni − nj)λiλj =
∑

1≤i,j≤k

(∫
[0,1)d

e(⟨ni − nj , x⟩) dµ(x)λiλj

)

=

∫
[0,1)d

 ∑
1≤i,j≤k

e(⟨ni − nj , x⟩)λiλj

dµ(x) ≥ 0 .

Si K : L × L → C es un núcleo en un ret́ıculo L ⊆ Rd, entonces K se denomina núcleo de
Toeplitz si para cualesquiera m,n, l ∈ L se tiene K(m+ l, n+ l) = K(m,n).

Teorema 3.9 (Bochner-Herglotz en Zd). Sea K : Zd×Zd → C un núcleo de Toeplitz. Entonces K
es definido positivo si y solo si K(m,n) = µ̂(m− n) para cierta µ medida positiva de Borel finita
soportada en [0, 1)d (tal medida además es única).
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Demostración. Una implicación ya la probamos en la Proposición 3.8. Lo que nos resta ver es que
todo núcleo de Toeplitz definido positivo tiene la estructura deseada. Esto lo haremos siguiendo la
demostración del libro [4].

Si K : Zd × Zd → C es un núcleo de Toeplitz, entonces K(m,n) = S(m− n), para una función
S : Zd → C. Supongamos que S(0) = 1. Ahora, sea t ∈ [0, 1)d y N ∈ N. Consideremos los Nd

números complejos (no necesariamente distintos) dados por

e(⟨m, t⟩), m = (m1, . . . ,md) ∈ Zd ,

tal que 1 ≤ mi ≤ N para cada i. Como K es definido positivo tenemos que∑
1≤mi≤N
1≤ni≤N

S(m− n)e(⟨m− n, t⟩) ≥ 0 . (2)

Notemos que, en la sumatoria, m − n = r = (r1, . . . , rd) ∈ Zd, con −(N − 1) ≤ ri ≤ N − 1,
si y solo si mi − ni = ri, para cada i. Esto se da si 1 ≤ ni ≤ N y 1 ≤ ni + ri ≤ N , es decir,
máx{1− ri, 1} ≤ ni ≤ mı́n{N − ri, N}. La cantidad de veces que sucede esto es N − |ri|. Esto nos
dice que la desigualdad (2) se puede reescribir como∑

−(N−1)≤ri≤N−1

(N − |r1|) . . . (N − |rd|)S(r)e(⟨r, t⟩) ≥ 0 .

Dividiendo todo por Nd tenemos

PNd(t) :=
∑

−(N−1)≤ri≤N−1

(
1− |r1|

N

)
. . .

(
1− |rd|

N

)
S(r)e(⟨r, t⟩) ≥ 0 .

PNd es una función continua y positiva en [0, 1)d. Luego, definimos la medida positiva de Borel
finita soportada en [0, 1)d dada por

µNd :=

∫
PNd(t) dmd(t) .

Esta medida resulta ser de probabilidad. En efecto:

µNd

(
[0, 1)d

)
=

∫
[0,1)d

PNd(t) dmd(t)

=
∑

−(N−1)≤ri≤N−1

(
1− |r1|

N

)
. . .

(
1− |rd|

N

)
S(r)

∫
[0,1)d

e(⟨r, t⟩) dmd(t)

=
∑

−(N−1)≤ri≤N−1

(
1− |r1|

N

)
. . .

(
1− |rd|

N

)
S(r)

d∏
k=1

(∫
[0,1)

e(rk · tk) dm1(tk)

)
.

Esta última productoria es igual a 1 si r = 0, y a 0, en caso contrario. Entonces

µNd

(
[0, 1)d

)
=

(
1− 0

N

)
. . .

(
1− 0

N

)
S(0) · 1 = S(0) = 1 .

Por el Teorema de Helly (o Bourbaki-Alaoglu) (ver por ejemplo [18]), existe una medida positiva
de Borel finita µ que está soportada en [0, 1)d y una subsucesión µNd

k
tal que:∫

[0,1)d
f(t) dµNd

k
(t) −−−−→

k→∞

∫
[0,1)d

f(t) dµ(t) ,

para cada f continua en [0, 1)d. En particular, si f(t) = e(⟨m, t⟩), obtenemos

µ̂Nd
k
(m) −−−−→

k→∞
µ̂(m) ,
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para cada m ∈ Zd. Pero

µ̂Nd
k
(m) =

∫
[0,1)d

e(⟨m, t⟩)PNd
k
(t) dmd(t)

(
si ν =

∫
f dν̃ entonces

∫
g dν =

∫
gf dν̃

)

=

∫
[0,1)d

e(⟨m, t⟩)
∑

−(Nk−1)≤ri≤Nk−1

(
1− |r1|

Nk

)
. . .

(
1− |rd|

Nk

)
S(r)e(⟨r, t⟩)

 dmd(t)

=

(
1− |m1|

Nk

)
. . .

(
1− |md|

Nk

)
S(m) −−−−→

k→∞
S(m) .

Entonces µ̂(m) = S(m), como queŕıamos ver.
Para reducir todo al caso S(0) = 1, notemos que como K es definido positivo, tenemos que

K(n, n) = S(0) ≥ 0. Si S(0) > 0, S(0) ̸= 1, consideramos K̃(m,n) = K(m,n)/S(0). Este nuevo

núcleo cumple las hipótesis del Teorema y, además, K̃(n, n) = 1. La medida µ asociada a este
núcleo por el caso anterior, la cambiamos por ν := S(0) · µ, que cumple para K.

Si S(0) = 0, veamos que K ≡ 0 y, por lo tanto, la medida nula funciona. En efecto, como K es
definido positivo y S(0) = 0, obtenemos

Re
(
S(n)λ1λ2

)
≥ 0 ,

para cualesquiera n ∈ Zd, λ1, λ2 ∈ C (tomamos n = 2 en la definición de definido positivo y
los términos que no se anulan, son uno el conjugado del otro). Con λ1 = λ2 = 1, obtenemos
Re(S(n)) ≥ 0, para todo n ∈ Zd; con λ1 = i, λ2 = 1, obtenemos Re(iS(n)) = − Im(S(n)) ≥ 0, es
decir Im(S(n)) ≤ 0, que junto a S(n) = S(−n) nos dice que Im(S(n)) = 0, para todo n ∈ Zd. Por
último, tomamos λ1 = 1, λ2 = i, que nos lleva a Re(S(n)) ≤ 0, y estamos.

La unicidad es consecuencia de la unicidad de la transformada de Fourier para medidas (ver
por ejemplo, página 17 de [12]).

Sea L = B Zd un ret́ıculo en Rd y K̃ un núcleo de Toeplitz definido positivo en L. A partir de
K̃ se puede definir un núcleo de Toeplitz definido positivo en Zd del siguiente modo:

K(m,n) := K̃(Bm,Bn).

Usando el teorema anterior para K, obtenemos una medida positiva de Borel finita µ, soportada
en [0, 1)d, tal que µ̂(m−n) = K(m,n). Sea D∗ = (B−1)∗ [0, 1)d. A partir de µ se puede definir una
medida ν soportada en D∗ a partir de la identidad:

ν(A) := µ(B∗(A)) , A ⊆ Rd boreliano .

La medida ν no es otra cosa que la denominada pushforward de la medida µ por medio de la
función, en este caso lineal, x 7→ (B∗)−1x. A partir de la definición de transformada de Fourier de
una medida, se deduce que si m̃ = Bm para cierto m ∈ Zd, entonces

ν̂(m̃) = µ̂(m) .

En efecto, por el Teorema de Cambio de Variables (ver [5]) se tiene∫
Rd

e(⟨m̃, x⟩) dν(x) =
∫
Rd

e(⟨m̃, (B−1)∗x⟩) dµ(x) ,

por lo que

ν̂(m̃) =

∫
Rd

e(⟨m̃, x⟩) dν(x) =
∫
Rd

e(⟨Bm, (B−1)∗x⟩) dµ(x) =
∫
Rd

e(⟨m,x⟩) dµ(x) = µ̂(m) .

Luego, si m̃ = Bm y ñ = Bn, se sigue que

K̃(m̃, ñ) = K(m,n) = µ̂(m− n) = ν̂(m̃− ñ) .

De este modo, hemos probado la siguiente versión un poco más general del Teorema de Bochner
Herglotz.

Corolario 3.10 (Bochner-Herglotz en ret́ıculos). Sea K̃ : L × L → C un núcleo de Toeplitz.

Entonces K̃ es definido positivo si y solo si K̃(m̃, ñ) = ν̂(m̃− ñ) para cierta ν medida positiva de
Borel finita soportada en D∗ (tal medida además es única).
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3.2.5. Regularidad de medidas

Definición 3.11. Sea (X, τ) un espacio topológico y Σ una σ-álgebra en X. Una medida µ en
(X, τ) se dice

regular interior si

µ(A) = sup{µ(F ) : F ⊆ A,F es compacto y medible} ,

para cada A ∈ Σ.

regular exterior si

µ(A) = ı́nf{µ(G) : A ⊆ G,G es abierto y medible} ,

para cada A ∈ Σ.

regular si es tanto regular interior como regular exterior.

La medida de Lebesgue en R y cualquier medida de probabilidad sobre los borelianos de un espacio
métrico compacto son ejemplos de medidas regulares (ver [5]).

3.3. Un poquito de proba

3.3.1. Notación y algunas definiciones

Definición 3.12. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio es una función
ξ : Ω → Rd Borel-medible. En el caso d = 1 hablamos de una variable aleatoria real. Si ξ̃ : Ω → C
es Borel-medible, es una variable aleatoria compleja.

Definición 3.13. Si X es una variable aleatoria (real o compleja), su esperanza o media se
define como

E (X) :=

∫
Ω

X dP ,

siempre y cuando E (|X|) < ∞.

Definición 3.14. Dadas dos variables aleatorias X,Y con esperanza finita, su covarianza es

Cov(X,Y ) := E
(
[X − E(X)][Y − E(Y )]

)
= E

(
XY

)
− E(X)E(Y ) .

Además, la varianza de X es

Var(X) := Cov(X,X) = E
(
|X − E(X)|2

)
= E

(
|X|2

)
− |E(X)|2 .

Definición 3.15. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y sea ξ : Ω → Rd un vector aleatorio.
La distribución P̃ de ξ es el pushforward de la medida P por medio de ξ, es decir, P̃ es la medida
de probabilidad en Rd dada por

P̃(A) := P(ξ−1(A)) , A ⊆ Rd boreliano .

Generalmente usaremos la notación P(ξ ∈ A) en lugar de P(ξ−1(A)).

Definición 3.16. Sea ξ un vector aleatorio. La función caracteŕıstica de su distribución es

φξ(λ) = E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
, λ ∈ Rd.
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Observación 3.17. Notemos que la función caracteŕıstica de una distribución no es otra cosa que
su transformada de Fourier. En efecto, con las notaciones de antes

̂̃P(λ) = ∫
Rd

e(⟨x, λ⟩) dP̃ =

∫
Ω

e(⟨ξ(ω), λ⟩) dP = E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
= φξ(λ) ,

donde nuevamente hemos usado el Teorema de Cambio de Variables.

Definición 3.18. Una sucesión de variables aleatorias {Yn}n∈N definidas en un espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P) converge casi seguramente a una variable aleatoria Y si existe un evento A ∈ F
tal que P(A) = 0 y

ĺım
n→∞

Yn(ω) = Y (ω) ,

para cada ω /∈ A. Esto lo notamos

Yn
cs−−−−→

n→∞
Y.

Más en general, diremos que algo ocurre casi seguramente si ocurre fuera de un conjunto de
medida nula.

3.3.2. Algunos resultados útiles

Para estos resultados clásicos de teoŕıa de probabilidades, ver por ejemplo [7].

Teorema 3.19 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable aleatoria real, tal que E (|X|n) < ∞,
para n ∈ N. Dado a > 0:

P(X ≥ a) ≤ E (|X|n)
an

.

Tomando la variable (X − E(X))2, se deduce como caso particular la desigualdad de Chebyshev.

Teorema 3.20 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria real, con

E (X) ,Var(X) < ∞ .

Dado a > 0:

P (|X − E(X)| ≥ a) ≤ V ar(X)

a2
.

Definición 3.21. Dada una sucesión de eventos {En}n∈N, el evento

ĺım sup
n→∞

En :=

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ek

es que ocurran infinitos En.

Lema 3.22 (Borel-Cantelli). Si {En}n∈N es una sucesión de eventos tal que

∞∑
n=1

P(En) < ∞ ,

entonces P
(
ĺım sup
n→∞

En

)
= 0.
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3.3.3. La distribución normal

Definición 3.23. Una variable aleatoria real X tiene distribución normal estándar, que notamos
X ∼ N(0, 1), si

P(X ∈ A) =
1√
2π

∫
A

e−x2/2 dx ,

para cada A ⊆ R Lebesgue-medible. Más en general, si a ∈ R y σ > 0, una variable aleatoria real
X tiene distribución normal N(a, σ2), o Gaussiana (X ∼ N(a, σ2)) si

P(X ∈ A) =
1√
2πσ

∫
A

e−(x−a)2/(2σ2) dx ,

para cada A ⊆ R Lebesgue-medible. La media de X es a y la varianza es σ2.

Veamos la expresión para la función caracteŕıstica de esta distribución. Si X ∼ N(a, σ2) y
λ ∈ R entonces

φX(λ) = E
(
e(⟨X,λ⟩)

)
=

∫
Ω

e(⟨X,λ⟩) dP

=

∫ ∞

−∞
e(⟨x, λ⟩) 1√

2πσ
e−(x−a)2/(2σ2) dx = e−2πiaλ−2(σπλ)2 .

Definición 3.24. Un vector aleatorio ξ tiene distribución normal estándar d-dimensional si

P(ξ ∈ A) =
1(√
2π
)d ∫

A

e−∥x∥2
2/2 dx ,

para cada A ⊆ Rd Lebesgue-medible. Más en general, un vector aleatorio ξ tiene distribución
normal d-dimensional (o multivariada) o Gaussiana si

P(ξ ∈ A) =
1(√

2π
)d √

detK

∫
A

e−⟨K−1(x−a),x−a⟩/2 dx

para cada A ⊆ Rd Lebesgue-medible, donde K es una matriz positiva e inversible. El vector a es
la media de ξ y el operador K es el operador de covarianzas. Si ξ =

(
ξ1, . . . , ξd

)
, entonces

a =
(
E(ξ1), . . . ,E(ξd)

)
, y la entrada (i, j) de K es Cov

(
ξi, ξj

)
.

Una definición equivalente es que el vector aleatorio ξ tiene distribución Gaussiana si cualquier
combinación lineal de sus componentes

Y := a1 · ξ1 + a2 · ξ2 + . . .+ ad · ξd ,

con a1, . . . , ad ∈ R, tiene distribución normal (en R).

Veamos la expresión para la función caracteŕıstica de esta distribución. Si ξ es un vector con
distribución Gaussiana y λ ∈ Rd entonces

φξ(λ) = E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
=

∫
Ω

e(⟨ξ, λ⟩) dP

=

∫
Rd

e(⟨x, λ⟩) 1(√
2π
)d √

detK
e−⟨K−1(x−a),x−a⟩/2 dx

= e−2πi⟨a,λ⟩−2π2⟨Kλ,λ⟩ .

En particular, φξ(λ) es no nula para cada λ ∈ Rd.
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Además, la norma dos de esta distribución tiene todos los momentos finitos:

E
(
∥ξ∥2k2

)
=

∫
Ω

∥ξ∥2k2 dP =

∫
Rd

∥x∥2k2
1(√

2π
)d √

detK
e−⟨K−1(x−a),x−a⟩/2 dx < ∞ ,

para cualquier k ∈ N. Usando la nomenclatura anterior, la función de distribución de la Gaussiana
pertenece al espacio de Schwartz de funciones de rápido decrecimiento.

Para una definición más en general de medidas Gaussianas y una exposición completa de estos
temas, ver [19].



Caṕıtulo 4

El Teorema Principal

Enunciemos, antes que nada, el Teorema Principal de nuestro trabajo, el cual nos permitirá
hacer la reconstrucción de nuestro ret́ıculo original. Aśı como hicimos en la introducción y en los
preliminares, usaremos a lo largo del trabajo la notación

e(t) = e2πit .

Teorema 4.1 (Teorema Principal). Sea L ⊆ Rd un ret́ıculo, con D su dominio fundamental,
tal que md(D) = 1. Consideremos {ξn}n∈L una sucesión de vectores aleatorios en Rd i.i.d, con
distribución de probabilidad ξ, siendo (Ω,F ,P) el espacio de probabilidad donde están definidos.
Sea W := {n+ ξn : n ∈ L} y MR(λ) : Ω → C dada por

MR(λ) :=
1

md(BR)

∑
w∈W∩BR

e(⟨w, λ⟩) ,

para cada R > 0 y cada λ ∈ Rd. Supongamos además que existe un ε > 0 tal que

E
(
∥ξ∥d+ε

2

)
< ∞ . (3)

Entonces, casi seguramente, tenemos

ĺım
R→∞

MR(λ) =

 φξ(λ) si λ ∈ L∗

0 si λ /∈ L∗
(4)

para cada λ ∈ Rd, donde φξ(λ) = E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
.

En este caṕıtulo desarrollaremos todas las partes que se necesitan para demostrar este Teorema,
excepto por una central que es una Ley Uniforme de Grandes Números, a la que llamaremos Ley
Uniforme Chueca. Dejaremos todo listo para poder dedicarle los demás caṕıtulos a esta Ley, y
aśı completar la demostración del Teorema.

Observación 4.2. Bajo nuestras hipótesis, para todo R, MR(λ) involucra finitos términos casi
seguramente (lo veremos en la observación 4.6). Es decir, casi seguramente esta variable aleatoria
está bien definida.

Observación 4.3. Si uno fija un λ ∈ Rd puede preguntarse si el ĺımite (4) funciona casi segura-
mente para ese λ. Pero lo que buscamos es ir más allá: el Teorema dice que existe un evento de
medida cero, fuera del cual el ĺımite es este ¡para todos los λ-s a la vez!.

18
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Ahora: ¿cómo recuperamos el ret́ıculo a partir del Teorema? Si nuestra distribución de proba-
bilidad ξ es tal que φξ(λ) ̸= 0 para todo λ ∈ Rd (por ejemplo, si ξ es Gaussiana), el Teorema
principal nos dice que, para cada ω fuera del conjunto de medida nula, tenemos{

λ ∈ Rd : ĺım
R→∞

MR(λ)(ω) ̸= 0
}
= L∗ .

Dada una realización de nuestro conjunto aleatorio W , recuperamos al dual L∗ de esta manera, y
nuestro ret́ıculo original L se recupera tomando dual nuevamente: L = (L∗)

∗
.

Observación 4.4. Hagamos algunos comentarios sobre las hipótesis de nuestro Teorema principal.

No se asume que ξ tenga media 0. Esto significa que también podemos recuperar a nuestro
ret́ıculo L a partir de un conjunto aleatoria de la forma

W̃ := {n+ c+ ξn : n ∈ L} ,

con {ξn}n∈L vectores aleatorios i.i.d y c ∈ Rd un vector arbitrario (no aleatorio). Lo único
que cambia es que en nuestro Teorema principal, el resultado del ĺımite queda multiplicado
por e (−⟨λ, c⟩).

La hipótesis md(D) = 1 no es fundamental. Si uno no normaliza, lo único que sucede es que
en nuestro Teorema principal, el resultado del ĺımite queda multiplicado por (md(D))−1. En
particular, si md(D) = 1, también md(D∗) = 1.

La hipótesis (3) la usaremos en el lema 4.5. Notemos que en particular esta nos garantiza
también que E (∥ξ∥2) < ∞. En efecto, podemos usar la desigualdad ∥ξ∥2≤ ∥ξ∥d+ε

2 +1 para
obtener E (∥ξ∥2) ≤ E

(
∥ξ∥d+ε

2

)
+ 1 < ∞.

4.1. Estructurado vs. aleatorio

Lo primero que necesitamos para demostrar nuestro Teorema es el siguiente resultado casi
seguro, que nos permitirá separar lo estructurado de lo aleatorio.

Lema 4.5. Casi seguramente tenemos

ĺım
R→∞

1

Rd
#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2> R} = 0 ,

y

ĺım
R→∞

1

Rd
#{n ∈ L : ∥n∥2> R, ∥n+ ξn∥2≤ R} = 0 .

Demostración. Sea δ := ε/2(d+ε) ∈ (0, 1) con el mismo ε ∈ (0, 1) que en la condición (3). Tenemos

(d+ ε)(1− δ) = (d+ ε)

(
2(d+ ε)− ε

2(d+ ε)

)
= d+

ε

2
.

Por la desigualdad de Markov

P
(
∥ξn∥2≥ ∥n∥1−δ

2

)
≤

E
(
∥ξn∥d+ε

2

)
∥n∥(d+ε)(1−δ)

2

=
E
(
∥ξn∥d+ε

2

)
∥n∥d+ε/2

2

para todo n ∈ L \ {0}. Entonces∑
n∈L\{0}

P
(
∥ξn∥2≥ ∥n∥1−δ

2

)
≤ E

(
∥ξ∥d+ε

2

) ∑
n∈L\{0}

1

∥n∥d+ε/2
2

< ∞ .

Por el lema de Borel-Cantelli, la variable aleatoria

X := #
{
n ∈ L : ∥ξn∥2≥ ∥n∥1−δ

2

}
es finita casi seguramente . (5)



20 El Teorema Principal

Por desigualdad triangular

#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2> R}
≤#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2> R, ∥ξn∥2< ∥n∥1−δ

2 }+X

≤
(△)

#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n∥2+∥n∥1−δ
2 > R}+X .

Ahora, si ∥n∥2≤ R−R1−δ ≤ R, entonces ∥n∥2+∥n∥1−δ
2 ≤ ∥n∥2+|R|1−δ ≤ R. De esto se sigue que

#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n∥2+∥n∥1−δ
2 > R} ≤ NL(R)−NL(R−R1−δ) .

Ahora veamos que esto último lo podemos acotar por C̃Rd−δ, para una constante C̃ = C̃(L) > 0.
En efecto: por (28) tenemos

NL(R) ≤ CRd−1 +md(BR) = CRd−1 +md(B1)R
d

y también

−NL(R−R1−δ) ≤ C(R−R1−δ)d−1 −md(BR−R1−δ) = C(R−R1−δ)d−1 −md(B1)(R−R1−δ)d .

Sumando ambos términos, obtenemos

NL(R)−NL(R−R1−δ) ≤ CRd−1 + C(R−R1−δ)d−1 +md(B1)(R
d − (R−R1−δ)d) .

Como δ < 1, lo que nos interesa acotar es

Rd − (R−R1−δ)d = −
d−1∑
k=0

(
d

k

)
Rk(R1−δ)d−k(−1)d−k = −

d−1∑
k=0

(
d

k

)
Rd−dδ+kδ(−1)d−k .

Como el exponente d− dδ + kδ es menor o igual a d− δ y los demás factores solo dependen de d,
estamos.

Juntando esto con lo anterior obtenemos

#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2> R} ≤ C̃Rd−δ +X ,

que nos da la primera igualdad que queŕıamos.
Para la segunda igualdad notemos que

#{n ∈ L : ∥n∥2> R, ∥n+ ξn∥2≤ R} ≤
#{n ∈ L : R+R1−δ/2 ≥ ∥n∥2> R}+#{n ∈ L : ∥n∥2> R+R1−δ/2, ∥n+ ξn∥2≤ R} .

Usando nuevamente (28) y haciendo una cuenta similar a la anterior se obtiene la cota

#{n ∈ L : R+R1−δ/2 ≥ ∥n∥2> R} ≤ ˜̃
CRd−δ/2 .

En este caso hay que desarrollar (R + R1−δ/2)d−1 y (R + R1−δ/2)d − Rd, notando que en ambos
casos los exponentes en R quedan menores o iguales que d− δ/2.

Veamos por último que

#{n ∈ L : ∥n∥2> R+R1−δ/2, ∥n+ ξn∥2≤ R} ≤ X , (6)

a partir de R suficientemente grande. En efecto, sea R ≥ 22(1−δ)/δ, y n ∈ L tal que simultáneamente
∥n∥2> R+R1−δ/2 y ∥ξn∥2< ∥n∥1−δ

2 . Entonces

∥n+ ξn∥2 ≥ ∥n∥2−∥ξn∥2> ∥n∥2−∥n∥1−δ
2 > R+R1−δ/2 −

(
R+R1−δ/2

)1−δ

> R+R1−δ/2 − (2R)1−δ ≥ R+ 21−δR1−δ − (2R)1−δ = R .

Esto culmina la demostración.
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Si extendemos la notación NL(R) := #(L∩BR) para el número de puntos en el ret́ıculo L que
están en la bola centrada en el origen de radio R ≥ 1 a un conjunto discreto Λ ⊆ Rd cualquiera
como NΛ(R) := #(Λ ∩ BR), lo que acabamos de probar es equivalente (por (29)) a que, casi
seguramente

ĺım
R→∞

NL(R)

NW (R)
= 1 , (7)

puesto que

NL(R) = #{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2≤ R}+#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2> R}
NW (R) = #{n ∈ L : ∥n∥2≤ R, ∥n+ ξn∥2≤ R}+#{n ∈ L : ∥n∥2> R, ∥n+ ξn∥2≤ R} ,

de donde

ĺım
R→∞

NL(R)

md(BR)
= ĺım

R→∞

NW (R)

md(BR)

casi seguramente.

Esto que acabamos de notar no depende de la hipótesis de normalización md(D) = 1, luego si
desconocemos el volumen md(D), lo recuperamos casi seguramente por medio del ĺımite

ĺım
R→∞

NW (R)

md(BR)
=

1

md(D)
.

Si estamos en dimensión d = 1, conocer md(D) es recuperar el ret́ıculo.

Observación 4.6. El ĺımite casi seguro (7) implica, en particular, que NW (R) es finito casi segu-
ramente. Esto último también se puede obtener juntando (5) con (6): casi seguramente

NW (R) =#{n ∈ L : ∥n+ ξn∥2≤ R}
=#{n ∈ L : ∥n∥2> R+R1−δ/2, ∥n+ ξn∥2≤ R}+
#{n ∈ L : ∥n∥2≤ R+R1−δ/2, ∥n+ ξn∥2≤ R} < ∞ ,

a partir de R suficientemente grande y, por lo tanto, para todo R.

Ahora bien, usando el lema 4.5 obtenemos

sup
λ∈Rd

∣∣∣∣∣MR(λ)−
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩)

∣∣∣∣∣ =
1

md(BR)
sup
λ∈Rd

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
n∈L

∥n+ξn∥2≤R

e (⟨n+ ξn, λ⟩)−
∑

n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
#{n ∈ L : ∥n∥2 ≤ R, ∥n+ ξn∥2 > R}

md(BR)
+

#{n ∈ L : ∥n∥2 > R, ∥n+ ξn∥2 ≤ R}
md(BR)

−−−−→
R→∞

0

casi seguramente. Luego el ĺımite de nuestro Teorema Principal es igual casi seguramente a

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩) = ĺım
R→∞

(
φξ(λ) ·

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)

+
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

])
.

El primer término del miembro de la derecha es nuestra parte estructurada

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩) .

Probemos la siguiente
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Proposición 4.7. Se tiene que

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩) =

 1 si λ ∈ L∗

0 si λ /∈ L∗
(8)

Observación 4.8. Recordemos que

L∗ := {m ∈ Rd : ∀n ∈ L, ⟨n,m⟩ ∈ Z} ,

con lo cual, si λ ∈ L∗, tenemos que

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩) = ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

1 = ĺım
R→∞

NL(R)

md(BR)
= 1 .

Este es el comportamiento asintótico de NL(R) asumiendo md(D) = 1 (ver (29)). Entonces para
demostrar (8) lo que nos falta estudiar es el caso λ /∈ L∗. Para eso primero un lema.

Lema 4.9. Sea Γ un conjunto discreto de puntos de Rd, de modo que 0 /∈ Γ y existen constantes
C > 0 y r > 0 tales que para todo R > 0:

#{γ ∈ Γ : ∥γ∥2 ≤ R} ≤ C ·Rr . (9)

Entonces, para cada función f ∈ S(Rd) se tiene que∑
γ∈Γ

f(Rγ) −−−−→
R→∞

0

Demostración. Sea δ > 0 tal que Γ ∩Bδ = ∅. Como f ∈ S(Rd), entonces∣∣∣∥Rγ∥2r+2
2 f(Rγ)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥x∥2r+2
2 f(x)

∥∥∥
∞

< ∞ ,

para cada R > 0 y cada γ ∈ Γ. Luego∑
γ∈Γ

|f(Rγ)| ≤
∑
γ∈Γ

1

∥Rγ∥2r+2
2

·
∥∥∥∥x∥2r+2

2 f(x)
∥∥∥
∞

=
∥∥∥∥x∥2r+2

2 f(x)
∥∥∥
∞

∞∑
n=1

∑
nδ≤∥γ∥2<(n+1)δ

1

∥Rγ∥2r+2
2

≤
∥∥∥∥x∥2r+2

2 f(x)
∥∥∥
∞

∞∑
n=1

∑
nδ≤∥γ∥2<(n+1)δ

1

R2r+2(δn)2r+2

≤
∥∥∥∥x∥2r+2

2 f(x)
∥∥∥
∞

∞∑
n=1

C(δ(n+ 1))r

R2r+2(δn)2r+2

=
∥∥∥∥x∥2r+2

2 f(x)
∥∥∥
∞

C

R2r+2δr+2

∞∑
n=1

(
n+ 1

n

)r
1

nr+2

=
C̃

R2r+2
−−−−→
R→∞

0 .

Ahora śı, con el comportamiento asintótico de NL(R) y la fórmula de Poisson (1), encaramos
el caso que nos falta.
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Demostración del caso λ /∈ L∗ en el ĺımite (8). En efecto, dado δ > 0 sea φδ ∈ S(Rd) una función
decreciente (como función de ∥·∥2) a valores reales tal que φδ(x) = 1, si ∥x∥2≤ 1 y φδ(x) = 0,
si ∥x∥2≥ 1 + δ. Dado n ∈ L y R > 0 se sigue que φδ

(
n
R

)
= 1, si ∥n∥2≤ R y φδ

(
n
R

)
= 0, si

∥n∥2≥ (1 + δ)R. Entonces∣∣∣∣∣ 1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e(⟨n, λ⟩)

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣ 1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e(⟨n, λ⟩)− 1

md(BR)

∑
n∈L

φδ

( n
R

)
e(⟨n, λ⟩)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1

md(BR)

∑
n∈L

φδ

( n
R

)
e(⟨n, λ⟩)

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣∣
1

md(BR)

∑
n∈L

R<∥n∥2<(1+δ)R

φδ

( n
R

)
e(⟨n, λ⟩)

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1

md(BR)

∑
n∈L

φδ

( n
R

)
e(⟨n, λ⟩)

∣∣∣∣∣ .
Para el primer término:∣∣∣∣∣∣∣∣

1

md(BR)

∑
n∈L

R<∥n∥2<(1+δ)R

φδ

( n
R

)
e(⟨n, λ⟩)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

md(BR)

∑
n∈L

R<∥n∥2<(1+δ)R

∣∣∣φδ

( n
R

)∣∣∣ ∣∣∣e(⟨n, λ⟩)∣∣∣ ≤
1

md(BR)

∑
n∈L

R<∥n∥2<(1+δ)R

1 ≤ 1

md(BR)
(NL((1 + δ)R)−NL(R)) =

NL((1 + δ)R) ·md(B(1+δ)R)

md(BR) ·md(B(1+δ)R)
− NL(R)

md(BR)
−−−−→
R→∞

(1 + δ)d − 1 .

Para el segundo término, usamos la fórmula de Poisson (recordar que asumimos md(D) = 1):

1

md(BR)

∑
n∈L

φδ

( n
R

)
e(⟨n, λ⟩) = 1

md(BR)

∑
m∈L∗

F
(
φδ

( ·
R

)
e(⟨·, λ⟩)

)
(m)

=
1

md(BR)

∑
m∈L∗

F
(
φδ

( ·
R

))
(m+ λ)

=
1

md(BR)

∑
m∈L∗

Rdφ̂δ(R(m+ λ))

=
1

md(B1)

∑
m∈L∗

φ̂δ(R(m+ λ)) .

Tomando como caso particular del lema 4.9 Γ = L∗ + λ (que no tiene al 0 pues λ /∈ L∗) y f = φ̂δ

obtenemos que esta última sumatoria se va a 0 cuando R tiende a ∞ (la cota (9) se verifica tomando
r = d, por (28)). Queda aśı demostrado nuestro ĺımite (8).

Nos falta estudiar el ĺımite de nuestra parte aleatoria

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
para demostrar nuestro Teorema Principal. Es la Ley Uniforme Chueca, que resulta central en
nuestro trabajo. Es el siguiente Teorema.

Teorema (Ley Uniforme Chueca). Casi seguramente, para todo λ ∈ Rd se tiene

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
= 0 .
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De esta Ley nos ocuparemos en lo que resta del trabajo. En este punto la asumimos y volvemos a
escribir cómo se deduce nuestro Teorema Principal, para que nos quede la prueba compactada.

Demostración del Teorema 4.1. Usando el lema 4.5 obtenemos

sup
λ∈Rd

∣∣∣∣∣MR(λ)−
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩)

∣∣∣∣∣ =
1

md(BR)
sup
λ∈Rd

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
n∈L

∥n+ξn∥2≤R

e (⟨n+ ξn, λ⟩)−
∑

n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
#{n ∈ L : ∥n∥2 ≤ R, ∥n+ ξn∥2 > R}

md(BR)
+

#{n ∈ L : ∥n∥2 > R, ∥n+ ξn∥2 ≤ R}
md(BR)

−−−−→
R→∞

0

casi seguramente. Luego el ĺımite a estudiar es

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩) ,

que, combinando (8) con la Ley Uniforme Chueca, resulta:

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n+ ξn, λ⟩) =

 φξ(λ) si λ ∈ L∗

0 si λ /∈ L∗

casi seguramente. Esto termina la demostración.



Caṕıtulo 5

Ley Fuerte Uniforme

¿Qué es una Ley Uniforme de Grandes Números? Como su nombre lo sugiere, es una Ley más
fuerte que las leyes Clásicas de Grandes Números, que en lugar de aplicarse a una sucesión fija de
variables aleatorias, funciona uniformemente sobre familias de variables aleatorias.

Por un lado, las leyes Uniformes son de interés teórico en śı mismas, y representan un punto
de entrada a una gran área de la teoŕıa de probabilidades y estad́ıstica conocida como teoŕıa de
procesos emṕıricos. Por otro lado, estas leyes juegan un papel esencial en escenarios más aplicados,
como en el comportamiento de diferentes tipos de estimadores estad́ısticos.

Como mencionamos en el caṕıtulo anterior, la Ley Fuerte Uniforme que nosotros necesitamos,
a la que llamaremos Ley Uniforme Chueca, es la siguiente

Teorema (Ley Uniforme Chueca). Casi seguramente, para todo λ ∈ Rd se tiene

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
= 0 . (10)

¿Qué significa el casi seguramente en este caso? El Teorema dice que existe un evento de medida
cero, fuera del cual el ĺımite es este ¡para todos los λ-s a la vez!. Mientras que una ley Clásica seŕıa

estudiar el ĺımite, para un λ fijo, de los promedios de las variables e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
,

lo que queremos es mover el λ sobre todo Rd, y aśı obtener las familias de variables aleatorias a
las cuales aplicará la ley en cuestión uniformemente.

En el caṕıtulo que sigue desarrollaremos unas herramientas que nos permitirán luego probar
esta Ley. Pero antes de hacer eso veremos en este caṕıtulo dos formas de probar, solo usando
teoŕıa de probabilidades, una Ley Uniforme más simple. Luego trataremos de convencernos que no
funcionan estos caminos para llegar a (10). La Ley más simple en cuestión es

Teorema 5.1. Casi seguramente, para todo λ ∈ Rd se tiene

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
= 0 . (11)

Esta Ley (11), por (29), es equivalente a probar

Teorema 5.2. Sea {ξn}n∈N una familia de vectores aleatorios en Rd i.i.d, que cumplen la hipótesis
(3) (alcanza con pedir E (∥ξ∥2) < ∞). Entonces casi seguramente, para todo λ ∈ Rd se tiene

ĺım
R→∞

1

R

R∑
n=1

[e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] = 0 .

Esto nos indica que nos podemos abstraer del ret́ıculo para enfocarnos en esta Ley Uniforme
simplificada. Mostraremos dos caminos para atacar esta Ley. Luego veremos que ninguno de los
dos funciona para probar la Ley chueca.

25
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5.1. Primer enfoque

El primer enfoque lo hacemos con vectores aleatorios Xi acotados. Seguimos, bajo algunas
modificaciones, ideas de [16]. Nuestro objetivo es, dado un δ > 0 y un N > 0 fijos, obtener una
cota para

P

(
sup

λ∈BN

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

[e(⟨Xi, λ⟩)− E(e(⟨Xi, λ⟩))]

∣∣∣∣∣ > δ

)
,

con n suficientemente grande. A partir de esto, obtendremos nuestra primera Ley Uniforme. Es de
interés que para esto no pasaremos por las leyes clásicas de Grandes Números.

Usando lo que en [16] llaman el proceso de simetrización demostraremos el siguiente Teorema.
Para eso necesitamos recordar que una variable aleatoria X tiene distribución de Rademacher si

P (X = 1) = P (X = −1) =
1

2
.

Teorema 5.3. Sea F una familia de funciones medibles de Rd en R, y sean {Xi}1≤i≤n vectores
aleatorios en Rd i.i.d, tal que E(f(X1)) < ∞ para cada f ∈ F , y además

sup
f∈F

{Var(f(X1))} < ∞ .

Para cada i, sea hi : F → R una función cualquiera. Entonces, si x > 0:(
1− 4n

x2
sup
f∈F

{Var(f(X1))}

)
P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(Xi)− E(f(Xi))

∣∣∣∣∣ > x

)

≤ 2 · P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi [f(Xi)− E(f(Xi))− hi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

4

)
,

donde {εi}1≤i≤n son variables aleatorias independientes de Rademacher.

Antes de pasar a la prueba, nos interesa en particular el siguiente

Corolario 5.4. Bajo las condiciones del teorema anterior, consideremos x = nε, para ε > 0. Si
v2 := supf∈F {Var(f(X1))} y n ≥ 8v2/ε2, entonces

P

(
sup
f∈F

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(Xi)− E(f(Xi))

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ 4 · P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εif(Xi)

∣∣∣∣∣ > nε

4

)
. (12)

Demostración. Si tomamos hi(f) = −E(f(Xi)), para cada i, entonces para cada x ≥
√
8
√
nv (que

es equivalente a n ≥ 8v2/ε2) se tiene

1− 4n

x2
sup
f∈F

{Var(f(X1))} ≥ 1

2
,

por lo que

P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(Xi)− E(f(Xi))

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ 4 · P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εif(Xi)

∣∣∣∣∣ > x

4

)
.

Ahora śı la demostración del Teorema.
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Demostración del Teorema 5.3. Sea Zi(f) la variable aleatoria f(Xi) − E(f(Xi)). Tomemos para
cada i y para cada f , Wi(f) una copia independiente de Zi(f). Fijemos x > 0. Sean

β := ı́nf
f∈F

{
PZ

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Zi(f)

∣∣∣∣∣ < x

2

)}

A :=

{
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Zi(f)

∣∣∣∣∣ > x

}
.

Tomemos ω ∈ A. Luego, existe f0 ∈ F tal que |
∑n

i=1 Zi(f0)(ω)| > x. La desigualdad triangular
nos dice que si |

∑n
i=1 Wi(f0)(ω̃)| < x/2, entonces |

∑n
i=1 Zi(f0)(ω)−Wi(f0)(ω̃)| > x

2 . Se sigue que

β ≤ PW

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f0)

∣∣∣∣∣ < x

2

)
≤ PW

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f0)− Zi(f0)(ω)

∣∣∣∣∣ > x

2

)

≤ PW

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f)− Zi(f)(ω)

∣∣∣∣∣ > x

2

)
,

donde PW es notación para calcular la probabilidad con respecto a las variables Wi, pensando a
las Zi fijas. Como ambos extremos de la desigualdad no dependen de f0, la misma vale en todo A.
Integrando con respecto a PZ en A obtenemos:

β · PZ

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Zi(f)

∣∣∣∣∣ > x

)
=

∫
A

β dPZ(ω)

≤
∫
A

PW

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f)− Zi(f)(ω)

∣∣∣∣∣ > x

2

)
dPZ(ω)

≤
∫
Ω

PW

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f)− Zi(f)(ω)

∣∣∣∣∣ > x

2

)
dPZ(ω)

= P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f)− Zi(f)

∣∣∣∣∣ > x

2

)
.

En el último paso estamos usando la Ley de Esperanza Total (ver [7]) con variables indicadoras.
Para cada f y cada i, Zi(f)−Wi(f) tiene la misma distribución que Wi(f)−Zi(f). Entonces,

para cualquier elección de signos {εi}1≤i≤n, tenemos que
∑n

i=1 Zi(f) − Wi(f) tiene la misma
distribución que

∑n
i=1 εi(Zi(f)−Wi(f)). Por lo tanto:

P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(f)− Zi(f)

∣∣∣∣∣ > x

2

)
= P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Wi(f)− Zi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

2

∣∣∣∣∣{εi}1≤i≤n

)
.

Ahora bien, por la desigualdad triangular tenemos que{
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Wi(f)− Zi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

2

}
⊆{

sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Wi(f)− hi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

4

}
∪

{
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Zi(f)− hi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

4

}
.

Entonces, como las Zi tienen la misma distribución que las Wi:

P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Wi(f)− Zi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

2

∣∣∣∣∣{εi}1≤i≤n

)
≤

2 · PZ

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Zi(f)− hi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

4

∣∣∣∣∣{εi}1≤i≤n

)
=

2 · P

(
sup
f∈F

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi[Zi(f)− hi(f)]

∣∣∣∣∣ > x

4

)
.
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Finalmente, para estimar β, usamos la desigualdad de Chebyshev. Para f̃ ∈ F :

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Zi(f̃)

∣∣∣∣∣ ≥ x

2

)
≤

Var
(∑n

i=1 Zi(f̃)
)

(
x
2

)2 =
4n

x2
Var(Z1(f̃)) =

4n

x2
Var(f̃(X1)) ,

que nos da la cota β ≥ 1− 4n
x2 supf∈F {Var(f(X1))}.

La idea de lo que sigue es reemplazar una familia F , que puede ser infinita, por un conjunto finito
que la aproxime en algún sentido. La noción detrás de esto es la de los números de cubrimiento.

Definición 5.5. Sea (Y, d̃) un espacio métrico y F ⊆ Y . Dado ε > 0, sea N(ε, F, d̃) el mı́nimo
número (si existe alguno) de bolas de radio ε con respecto a la métrica d̃ que se necesitan para
cubrir F . Esto es, el mı́nimo cardinal del conjunto {y1, . . . , ym} ⊆ Y con la propiedad de que para
cada f ∈ F , existe 1 ≤ i ≤ m tal que d̃(f, yi) ≤ ε. Cualquier conjunto con esta propiedad es un
ε-cubrimiento.

Dados λ ∈ Rd y M > 0, llamemos fM,λ a la función e(⟨·, λ⟩) con dominio BM en dimensión d.
Sea FM,N := {fM,λ : λ ∈ BN}, y pensemos en la definición anterior con el espacio métrico YM de
las funciones acotadas a valores complejos con dominio BM , con la distancia d∞ inducida por la
norma ∥·∥∞. Veamos que N(ε, FM,N , d∞) es finito. En efecto

|(fM,λ − fM,µ)(x)| = |e (⟨x, µ⟩) · (e (⟨x, λ− µ⟩)− 1) |
= |e(⟨x, λ− µ⟩)− 1| ≤ 2π|⟨x, λ− µ⟩| ≤ 2πM ∥λ− µ∥2 ,

donde hemos usado Cauchy-Schwarz en la última desigualdad. Tomando ∥λ− µ∥2 ≤ ε/(2πM), ob-
tenemos ∥fM,λ−fM,µ∥∞≤ ε. Por compacidad de la bola BM , podemos cubrir nuestra familia FM,N

con un número finito de elementos, es decir N(ε, FM,N , d∞) es finito. Por ejemplo en dimensión 1,

se consigue la cota N(ε, FM,N , d∞) ≤
[

2N
ε/2πM

]
+ 1 =

[
4πMN

ε

]
+ 1.

Una desigualdad que además necesitamos es

Teorema 5.6. Sean z1, . . . , zn ∈ C y {εi}1≤i≤n variables aleatorias independientes de Rademacher.
Entonces

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εizi

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ 4 · e−x2/(8∥z∥2

2) , (13)

siendo ∥z∥22=
∑n

i=1 |zi|2 =
∑n

i=1 a
2
i + b2i = ∥a∥22+∥b∥22 , con ai := Re(zi) y bi := Im(zi) .

Demostración. Por desigualdad triangular,{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εizi

∣∣∣∣∣ > x

}
⊆

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εiai

∣∣∣∣∣ > x

2

}
∪

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εibi

∣∣∣∣∣ > x

2

}
.

Además, la desigualdad de Hoeffding (ver [15]) nos dice

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εiai

∣∣∣∣∣ > x

2

)
≤ 2 · e−(x/2)2/(2∥a∥2

2) ,

y lo propio para el otro término. Obtenemos

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εizi

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εiai

∣∣∣∣∣ > x

2

)
+ P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εibi

∣∣∣∣∣ > x

2

)
≤ 2 · e−(x/2)2/(2∥a∥2

2) + 2 · e−(x/2)2/(2∥b∥2
2)

≤ 2 · e−(x/2)2/(2∥z∥2
2) + 2 · e−(x/2)2/(2∥z∥2

2)

= 4 · e−x2/(8∥z∥2
2) .
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Ahora śı, la cota que buscábamos:

Teorema 5.7. Sean {Xi}1≤i≤n vectores aleatorios i.i.d en Rd, tal que ∥Xi∥2 ≤ M , para cada i.
Si δ > 0 y n > 128/δ2 entonces

P

(
sup

λ∈BN

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

[e(⟨Xi, λ⟩)− E(e(⟨Xi, λ⟩))]

∣∣∣∣∣ > δ

)
≤ 16 ·N(δ/8, FM,N , d∞)e−nδ2/512 . (14)

Demostración. Consideremos la familia FM,N como antes. Sea

A :=

{
sup

λ∈BN

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εifM,λ(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

4

}
,

con {εi}1≤i≤n variables aleatorias independientes de Rademacher. Tenemos que

P(A) =

∫
Ω

Pε

(
sup

λ∈BN

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εifM,λ(Xi(ω))

∣∣∣∣∣ > nδ

4

)
dPX1

. . . dPXn
(ω) .

Sea G un δ/8-cubrimiento de FM,N con la d∞. Tenemos que

#G = N(δ/8, FM,N , d∞) .

Dado λ ∈ BN , existe gλ ∈ G (fijamos alguna para cada λ) tal que

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi [fM,λ(Xi)− gλ(Xi)]

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

n∑
i=1

|fM,λ(Xi)− gλ(Xi)| ≤
1

n
· n · ∥fM,λ − gλ∥∞≤ δ

8
,

que es lo mismo que ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εi [fM,λ(Xi)− gλ(Xi)]

∣∣∣∣∣ ≤ nδ

8
.

Fijada una realización de las Xi y de las εi, si ocurre A, existe λ0 tal que∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εifM,λ0
(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

4
.

Entonces

nδ

4
<

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εifM,λ0
(Xi)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

εi [fM,λ0
(Xi)− gλ0

(Xi)]

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

εigλ0
(Xi)

∣∣∣∣∣
≤ nδ

8
+

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εigλ0(Xi)

∣∣∣∣∣ .
Luego

sup
λ∈BN

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εigλ(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8
,

lo que implica

P(A) = P

(
sup

λ∈BN

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εifM,λ(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

4

)
≤ P

(
sup

λ∈BN

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εigλ(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)

= P

⋃
g∈G

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εig(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

}
≤
∑
g∈G

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εig(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)
.
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Las funciones en G son acotadas, y en particular las podemos tomar acotadas por 1. Entonces

n∑
i=1

∥g(Xi(ω))∥22≤ n ,para todo ω ∈ Ω , toda g ∈ G .

Aplicando (13):

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εig(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)
=

∫
Ω

Pε

( ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εig(Xi(ω))

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)
dPX1

. . . dPXn
(ω)

≤
∫
Ω

4 · e−n2δ2/(512n) dPX1 . . . dPXn(ω)

= 4 · e−nδ2/512 .

Luego,

P(A) ≤
∑
g∈G

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εig(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)
≤
∑
g∈G

4 · e−nδ2/512 ≤ 4 ·N(δ/8, FM,N , d∞)e−nδ2/512 .

Finalmente, notando que

|e(⟨X1, λ⟩)− E(e(⟨X1, λ⟩))| ≤ |e(⟨X1, λ⟩)|+ |E(e(⟨X1, λ⟩))| ≤ 1 + E(|e(⟨X1, λ⟩)|) = 2 ,

para cada λ, obtenemos que

Var(e(⟨X1, λ⟩)) = E(|e(⟨X1, λ⟩)− E(e(⟨X1, λ⟩))|2) ≤ 4 ,

y entonces la desigualdad (12) nos da el resultado.

Sale entonces con esto nuestra primera Ley Uniforme para variables acotadas, sin pasar direc-
tamente por las Leyes clásicas de Grandes Números.

Corolario 5.8. Sea {ξn}n∈N una familia de vectores aleatorios en Rd i.i.d, tal que ∥ξn∥2 ≤ M ,
para cada n. Entonces casi seguramente, para todo λ ∈ Rd se tiene

ĺım
R→∞

1

R

R∑
n=1

[e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] = 0 .

Demostración. Sea N ∈ N, δ > 0 fijos. Consideremos para cada R ∈ N el evento

ER :=

{
sup

λ∈BN

1

R

∣∣∣∣∣
R∑

n=1

[e(⟨ξn, λ⟩)− E(e(⟨ξn, λ⟩))]

∣∣∣∣∣ > δ

}
.

Usando (14) obtenemos

∑
R≥1

P(ER) =

[128/δ2]∑
R=1

P(ER) +
∑

R>128/δ2

P(ER)

≤
[128/δ2]∑
R=1

P(ER) +
∑

R>128/δ2

16 ·N(δ/8, FM,N , d∞)e−Rδ2/512 < ∞ .

Por el lema de Borel-Cantelli se sigue que P
(
ĺım sup
R→∞

ER

)
= 0. Como el δ es arbitrario, resulta

que casi seguramente, para todo λ ∈ BN se tiene

ĺım
R→∞

1

R

R∑
n=1

[e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] = 0 .

Como N ∈ N también es arbitrario, se extiende la convergencia casi segura a todo λ ∈ Rd.
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En este punto, se podŕıa pensar en extender lo que acabamos de hacer para variables acotadas,
a variables gaussianas o con un decaimiento similar, pero como ya probaremos esto con el segundo
enfoque, no nos concentramos en eso y, en cambio, vamos diectamente a ver por qué no funciona
este camino para nuestra Ley Chueca.

Veamos entonces que el mismo esquema de la demostración del Teorema 5.7 no nos sirve para
probar la Ley Uniforme Chueca. Por simplicidad, supongamos que estamos en dimensión uno. En
tal caso, la cota que necesitamos para nuestras aplicaciones seŕıa

P

(
sup

λ∈[−N,N ]

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

e (⟨i, λ⟩) [e(⟨Xi, λ⟩)− E(e(⟨Xi, λ⟩))]

∣∣∣∣∣ > δ

)
.

¿Por qué no funciona el mismo camino? Si vamos agregando este factor e (⟨i, λ⟩) adecuadamente
en la demostración, los primeros pasos se siguen de la misma forma (valiéndonos de que su módulo
es 1), hasta que en el paso

P

(
sup

λ∈[−N,N ]

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εigλ(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)
= P

⋃
g∈G

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εig(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

} ,

el mismo argumento no nos sirve para

P

(
sup

λ∈[−N,N ]

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

e (⟨i, λ⟩) εigλ(Xi)

∣∣∣∣∣ > nδ

8

)
,

pues ahora la cantidad de funciones e (⟨i, λ⟩) · gλ (Xi) deja de ser finita, recorriendo λ el intervalo
[−N,N ]. Perdimos.

5.2. Segundo enfoque

Otra alternativa es usar las Leyes clásicas de Grandes Números, de Kolmogorov y de Khintchine,
a partir de las cuales se puede obtener una Ley uniforme para un subconjunto denso numerable de
Rd. Luego, utilizando la regularidad de las funciones exponenciales, veremos cómo se puede pasar
de dicho conjunto denso a todo Rd (concretamente, adaptaremos la idea de acotar los gradientes
de la prueba del Claim 2 en [1]).

Comencemos recordando algunas estimaciones de funciones maximales, las cuales constituyen
un primer paso clásico a la hora de establecer convergencias en casi todo punto.

5.2.1. Desigualdades maximales

Un camino estándar para probar una versión de la Ley Fuerte de Grandes Números consiste en
demostrar una desigualdad maximal como la que veremos a continuación.

Teorema 5.9 (Desigualdad de Hájek-Renyi). Sean X1, X2, . . . , Xn variables aleatorias reales in-

dependientes tal que E(Xk),Var(Xk) < ∞, para todo 1 ≤ k ≤ n. Sea Tk :=

k∑
i=1

(Xi − E(Xi)). Si

c1 ≥ c2 ≥ . . . ≥ cn son constantes positivas, tenemos para todo t > 0:

P
({

máx
1≤k≤n

ck|Tk| > t

})
≤ 1

t2

n∑
k=1

c2k Var(Xk) . (15)

Tomando ci = 1, 1 ≤ i ≤ n, en la desigualdad, obtenemos como caso particular la famosa desigual-
dad de Kolmogorov.
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Teorema 5.10 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean X1, X2, . . . , Xn variables aleatorias reales

independientes tal que E(Xk),Var(Xk) < ∞, para todo 1 ≤ k ≤ n. Sea Tk :=

k∑
i=1

(Xi − E(Xi)).

Para todo t > 0:

P
({

máx
1≤k≤n

|Tk| > t

})
≤ 1

t2

n∑
k=1

Var(Xk) .

Demostración del Teorema 5.9. Sea T0 := 0 y c0 := c1. Definamos los eventos:

A0 :=

n⋂
k=0

{ck|Tk| ≤ t}

Ak :=

k−1⋂
j=0

{cj |Tj | ≤ t} ∩ {ck|Tk| > t}, 1 ≤ k ≤ n .

Notemos que si Ak ocurre, 1 ≤ k ≤ n, entonces c2kT
2
k > t2, lo que nos dice que:

t2 · P
({

máx
1≤k≤n

ck|Tk| > t

})
= t2

n∑
k=1

P(Ak) ≤
n∑

k=1

E(c2kT 2
k |Ak)P(Ak) .

Luego, para probar (15), alcanza con ver que

n∑
k=1

E(c2kT 2
k |Ak)P(Ak) ≤

n∑
k=1

c2k Var(Xk) .

Como Tk = Tk−1 + (Xk − E(Xk)), resulta

T 2
k − T 2

k−1 = 2 · Tk−1(Xk − E(Xk)) + (Xk − E(Xk))
2.

Ahora, sea B0 := Ω (nuestro espacio muestral) y para 1 ≤ k ≤ n

Bk :=

k⋂
i=1

Ac
i .

Como Ai ⊆ Ac
l , 1 ≤ i < l ≤ n, podemos escribir Ak = Bk−1 \Bk, 1 ≤ k ≤ n. Esto nos dice que

E(c2kT 2
k |Ak)P(Ak) = E(c2kT 2

k IAk
) = E(c2kT 2

k IBk−1
)− E(c2kT 2

k IBk
) .

Además Xk es independiente de IBk−1
y de Tk−1, 1 ≤ k ≤ n. Entonces

n∑
k=1

E(c2kT 2
k |Ak)P(Ak) =

n∑
k=1

[
E(c2kT 2

k IBk−1
)− E(c2kT 2

k IBk
)
]
=

n∑
k=1

c2kE(T 2
k IBk−1

)−
n∑

k=1

c2kE(T 2
k IBk

)

= c21E(T 2
1 ) +

n∑
k=2

c2kE(T 2
k IBk−1

)−
n∑

k=2

c2k−1E(T 2
k−1IBk−1

)− c2nE(T 2
nIBn

)

≤ c21E(T 2
1 ) +

n∑
k=2

c2kE((T 2
k − T 2

k−1)IBk−1
)− c2nE(T 2

nIBn
)

≤ c21E(T 2
1 ) +

n∑
k=2

c2kE([2 · Tk−1(Xk − E(Xk)) + (Xk − E(Xk))
2]IBk−1

)

= c21E(T 2
1 ) +

n∑
k=2

c2kE(2Tk−1(Xk − E(Xk))IBk−1
) +

n∑
k=2

c2kE((Xk − E(Xk))
2IBk−1

)

= c21 Var(X1) + 0 +

n∑
k=2

c2k Var(Xk)E(IBk−1
)

≤
n∑

k=1

c2k Var(Xk) ,

como queŕıamos ver.
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Dadas X1, . . . , XM , . . . , XN variables aleatorias independientes tales que E(Xk),Var(Xk) < ∞,
1 ≤ k ≤ N , podemos tomar Y1 = . . . = YM−1 = 0,

YM =

M∑
i=1

(Xi − E(Xi)),

y para M + 1 ≤ j ≤ N definimos Yj = Xj − E(Xj). Luego, a partir de la desigualdad anterior,
tomando ck := 1/k y M ≤ k ≤ N , obtenemos:

P
({

máx
M≤k≤N

1

k
|Tk| > t

})
≤ 1

t2

N∑
k=M

(
1

k

)2

Var(Yk) =
1

t2

(
1

M2
Var(YM ) +

N∑
k=M+1

1

k2
Var(Xk)

)

=
1

t2

(
1

M2

M∑
i=1

Var(Xi) +

N∑
k=M+1

1

k2
Var(Xk)

)
,

para todo t > 0, donde

Tk =

k∑
i=1

(Yi − E(Yi)) =

k∑
i=M

(Yi − E(Yi)) =

k∑
i=1

(Xi − E(Xi)), M ≤ k ≤ N.

Con esto ya podemos dar la demostración de la Ley de Kolmogorov.

Teorema 5.11 (Ley Fuerte de Grandes Números de Kolmogorov). Sea (Xk)k∈N una sucesión de
variables aleatorias reales independientes tal que E(Xk),Var(Xk) < ∞, para todo k. Entonces∑

k≥1

Var(Xk)

k2
< ∞ =⇒ 1

n

n∑
k=1

[Xk − E(Xk)]
cs−−−−→

n→∞
0.

Demostración. Sea Dk :=
∑
n≥k

1

n2
Var(Xn), k ≥ 1. Si D1 < ∞, entonces Dk es decreciente en k y

ĺım
k→∞

Dk = 0. Notemos que para todo M ≥ 1:

1

M2

M∑
k=1

Var(Xk) =
1

M2

M∑
k=1

k2(Dk −Dk+1)

=
1

M2

(
D1 +

M∑
k=2

(k2 − (k − 1)2)Dk −M2DM+1

)

=
1

M2

(
D1 +

M∑
k=2

(2k − 1)Dk −M2DM+1

)

≤ 1

M2

M∑
k=1

(2k − 1)Dk =
1

M2

N0∑
k=1

(2k − 1)Dk +
1

M2

M∑
k=N0+1

(2k − 1)Dk

≤ 1

M2

N0∑
k=1

(2k − 1)Dk +
1

M2
(M −N0)(2M − 1)DN0+1 ≤ ε ,

para N0 suficientemente grande y M → ∞. Ahora, si N > M y δ > 0:

P

({
máx

M≤k≤N

1

k

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

[Xn − E(Xn)]

∣∣∣∣∣ > δ

})
= P

({
máx

M≤k≤N

1

k
|Tk| > δ

})

≤ 1

δ2

(
1

M2

M∑
i=1

Var(Xi) +

N∑
k=M+1

1

k2
Var(Xk)

)

≤ 1

δ2

(
1

M2

M∑
i=1

Var(Xi) +DM+1

)
.
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Entonces, si M está fijo y hacemos tender N → ∞, obtenemos

P

({
sup
M≤k

1

k

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

[Xn − E(Xn)]

∣∣∣∣∣ > δ

})
≤ 1

δ2

(
1

M2

M∑
i=1

Var(Xi) +DM+1

)
−−−−→
M→∞

0

Corolario 5.12. Sea (Yk)k∈N una sucesión de variables aleatorias complejas independientes tal
que E(Yk) = 0, para todo k. Supongamos además que existe cierta constante C tal que |Yk| ≤ C,
para todo k. Entonces

1

n

n∑
k=1

Yk −−−−→
n→∞

0 ,

casi seguramente.

Demostración. Notar que E(Re(Yk)) = Re(E(Yk)) = 0 y Var(Re(Yk)) = E(Re(Yk)
2) ≤ C2. Hace-

mos lo mismo con la parte imaginaria y aplicamos el Teorema 5.11 a ambas a la vez, para obtener
el resultado.

Con el Teorema 5.11 se puede probar (ver [9]) esta otra versión de la Ley Fuerte de Grandes
Números:

Teorema 5.13 (Ley Fuerte de Grandes Números de Khintchine). Sea (Xk)k∈N una sucesión de
variables aleatorias reales i.i.d tal que E(X1) = µ < ∞. Entonces

1

n

n∑
k=1

Xk −−−−→
n→∞

µ , casi seguramente .

Ahora śı, la demostración de la Ley Uniforme (11) en cuestión. Como anticipamos, la idea de la
demostración es la del Claim 2 en [1]. La misma la volveremos a usar más adelante.

Demostración del Teorema 5.2. Dado λ ∈ Rd fijo, consideramos la sucesión de variables aleatorias

Aλ(n) = e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩)) , n ∈ N .

Por el corolario 5.12 (tomando por ejemplo C = 2), tenemos que

1

R

R∑
n=1

Aλ(n) −−−−→
R→∞

0 , casi seguramente . (16)

Ahora para cada R ∈ N sea

FR(λ) :=
1

R

R∑
n=1

Aλ(n) .

Pensemos a FR(λ) como función de λ y veamos que

sup
R≥1

sup
λ∈Rd

∥∇FR(λ)∥2< ∞ ,

casi seguramente. Usemos la notación x = (x1, . . . , xd) para x ∈ Rd. Tenemos que

∇FR(λ) =
1

R

R∑
n=1

∇Aλ(n)

∇Aλ(n) =
(
2πi

(
ξ1ne(⟨ξn, λ⟩)− E

[
ξ1ne(⟨ξn, λ⟩)

])
, . . . , 2πi

(
ξdne(⟨ξn, λ⟩)− E

[
ξdne(⟨ξn, λ⟩)

]))
,
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pues

∂ E (e (⟨ξn, λ⟩))
∂ λj

=
∂
∫
Ω
e (⟨ξn, λ⟩) dP
∂ λj

=

∫
Ω

∂ e (⟨ξn, λ⟩)
∂λj

dP

=

∫
Ω

2πi ξjne (⟨ξn, λ⟩) dP = 2πiE
[
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

]
.

Acotemos ∥∇Aλ(n)∥1:

∥∇Aλ(n)∥1 = 2π

d∑
j=1

∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)− E
(
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

)∣∣
≤ 2π

 d∑
j=1

∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)∣∣+ d∑
j=1

∣∣E (ξjne(⟨ξn, λ⟩))∣∣


≤ 2π

 d∑
j=1

∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)∣∣+ d∑
j=1

E
(∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)∣∣)


≤ 2π

 d∑
j=1

∣∣ξjn∣∣+ d∑
j=1

E
(∣∣ξjn∣∣)

 = 2π (∥ξn∥1+E(∥ξn∥1)) .

Usando ahora que ∥·∥2≤ ∥·∥1 y que ∥·∥1≤
√
d ∥·∥2 (Cauchy-Schwarz), resulta:

∥∇FR(λ)∥2≤ ∥∇FR(λ)∥1 ≤ 1

R

R∑
n=1

∥∇Aλ(n)∥1

≤ 1

R

R∑
n=1

[2π (∥ξn∥1+E(∥ξn∥1))]

≤ 1

R

R∑
n=1

[
2π
(√

d∥ξn∥2+E(
√
d∥ξn∥2)

)]
=

2π
√
d

R

R∑
n=1

[∥ξn∥2+E(∥ξn∥2)] .

Aplicando la Ley Fuerte de Grandes Números (5.13) obtenemos que, casi seguramente

ĺım
R→∞

1

R

R∑
n=1

[∥ξn∥2+E(∥ξn∥2)] = 2E (∥ξ∥2) .

Como toda sucesión convergente es acotada conclúımos que, casi seguramente

sup
R≥1

sup
λ∈Rd

∥∇FR(λ)∥2< ∞ .

Sea Λ ⊆ Rd un denso numerable. Como unión numerable de eventos de probabilidad cero es un
evento de probabilidad cero, podemos conclúır por (16) que

ĺım
R→∞

FR(λ) = 0 (17)

casi seguramente para todo λ ∈ Λ. Veamos ahora que esta igualdad se extiende casi seguramente a
todo λ ∈ Rd. Si λ /∈ Λ, tomemos una sucesión {λp} ⊆ Λ que tienda a λ con p → ∞. Tenemos casi
seguramente (usando la desigualdad triangular y la desigualdad (30)) que

|FR(λ)| ≤ |FR(λp)|+ |FR(λ)− FR(λp)| ≤ |FR(λp)|+M∥λ− λp∥2 ,

dondeM := supR≥1 supλ∈Rd∥∇FR(λ)∥2< ∞. Si hacemos tender R → ∞ y luego p → ∞ obtenemos

que (17) se cumple casi seguramente para todo λ ∈ Rd.
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¿Qué sucede si intentamos replicar la misma estrategia de demostración para

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
?

Podemos reemplazar md(BR) por NL(R), pero no podemos obviar el hecho de estar sumando sobre
el ret́ıculo, para darle sentido al factor e (⟨n, λ⟩). Definimos

Aλ(n) = e (⟨n, λ⟩) [e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] , n ∈ L .

La convergencia (16) camina de la misma manera. Ahora para cada R > 0 consideramos

FR(λ) =
1

NL(R)

∑
n∈L∩BR

Aλ(n) .

Resulta en este caso

∇FR(λ) =
1

NL(R)

∑
n∈L∩BR

∇Aλ(n) ,

y la j-ésima entrada de ∇Aλ(n) es

e (⟨n, λ⟩) 2πi · nj [e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] + e (⟨n, λ⟩) 2πi
(
ξjne(⟨ξn, λ⟩)− E

[
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

])
=

e (⟨n, λ⟩) 2πi
(
nj [e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] + ξjne(⟨ξn, λ⟩)− E

[
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

])
.

Entonces

∥∇Aλ(n)∥1= 2π

d∑
j=1

∣∣nj [e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] + ξjne(⟨ξn, λ⟩)− E
(
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

)∣∣ .
Ya sabemos acotar

d∑
j=1

∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)− E
(
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

)∣∣ ,
pero el problema está en el término

d∑
j=1

nj [e (⟨ξn, λ⟩)− E (e (⟨ξn, λ⟩))] ,

que, mirando ∥∇FR(λ)∥1, nos lleva a querer acotar

1

NL(R)

∑
n∈L∩BR

∥n∥1 .

Este término diverge y perdimos otra vez.



Caṕıtulo 6

Sucesiones de Wiener

Motivados por lo dicho y hecho en el caṕıtulo anterior, en este vamos a desarrollar un par de
herramientas (consideradas en [1]) que nos permitirán finalmente probar, en el siguiente caṕıtulo,
la Ley Uniforme Chueca. Las herramientas en cuestión son las denominadas sucesiones de Wiener
y la noción de afinidad entre medidas.

Sea u : L → C una sucesión indexada por el ret́ıculo L.

Definición 6.1. Una sucesión u : L → C es de Wiener si para todo k ∈ L existe el ĺımite:

γu(k) := ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)u(n+ k) .

En particular, para k = 0, existe el ĺımite

γu(0) := ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

|u(n)|2 . (18)

A esta sucesión γu : L → C la llamamos sucesión de correlación de la sucesión de Wiener u.
Por ejemplo, la sucesión u constantemente 1 y v : L → C dada por v(n) = e (⟨n, λ⟩), λ ∈ Rd,

son ambas sucesiones de Wiener, con γu(k) = 1, γv(k) = e (⟨k, λ⟩), para cada k ∈ L (ambas salen
directo por (29)).

Mostraremos a continuación que toda sucesión de Wiener u da lugar a una medida positiva
y finita de Borel en el dominio fundamental D∗ de L∗, que llamaremos µu. Para eso necesitamos
probar el siguiente.

Lema 6.2. Sea u una sucesión de Wiener, y sean kj , kl ∈ L cualesquiera. Vale que

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)u(n+ kl − kj) = ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n− kl)u(n− kj) .

Demostración. Llamemos f(n) := u(n)u(n+ kl − kj). Tenemos

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

(f(n)− f(n− kl)) =

1

md(BR)

∑
n∈L∩(BR\(BR−kl))

f(n)− 1

md(BR)

∑
m∈L∩((BR−kl)\BR)

f(m) .

Estos dos términos se van a 0 cuando R → ∞. Hagamos la cuenta para el primero (la otra es
similar). La condición n /∈ BR − kl nos dice que |n + kl| > R. Entonces los n del primer término
cumplen:

R < |n+ kl| ≤ |n|+ |kl| ,

37
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y por esto, R− |kl| < |n| ≤ R: n ∈ BR \BR−|kl|. Por Cauchy-Schwarz:∣∣∣∣∣∣
∑

n∈L∩(BR\(BR−kl))

f(n)

∣∣∣∣∣∣ ≤
C.S

√ ∑
n∈L∩(BR\(BR−kl))

|u(n)|2
√ ∑

n∈L∩(BR\(BR−kl))

|u(n+ kl − kj)|2

≤
√√√√ ∑

n∈L∩(BR\BR−|kl|)

|u(n)|2
√√√√ ∑

n∈L∩(BR\BR−|kl|)

|u(n+ kl − kj)|2

≤
√√√√ ∑

n∈L∩(BR\BR−|kl|)

|u(n)|2
√√√√ ∑

n∈L∩
(
BR+|kl|+|kj |\BR−|kl|−|kj−kl|

) |u(n)|2

≤
∑

n∈L∩
(
BR+|kl|+|kj |\BR−|kl|−|kj−kl|

) |u(n)|2 .

Por otro lado, la existencia del ĺımite (18), nos dice que

ĺım
R→∞

 1

md

(
BR+|a|

) ∑
n∈L∩BR+|a|

|u(n)|2 − 1

md

(
BR−|b|

) ∑
n∈L∩BR−|b|

|u(n)|2
 = 0

ĺım
R→∞

 1

md (BR)

∑
n∈L∩BR+|a|

|u(n)|2 − 1

md (BR)

∑
n∈L∩BR−|b|

|u(n)|2
 = 0

ĺım
R→∞

 1

md(BR)

∑
n∈L∩(BR+|a|\BR−|b|)

|u(n)|2

 = 0 .

Juntando estas cosas, conclúımos:

1

md(BR)

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈L∩(BR\(BR−kl))

f(n)

∣∣∣∣∣∣ −−−−→R→∞
0 ,

y nuestra proposición queda probada.

Ahora con esto, tenemos que, si u es de Wiener:

γu(kl − kj) = ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)u(n+ kl − kj)

= ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n− kl)u(n− kj) .

Entonces para cualesquiera c0, . . . , cm ∈ C obtenemos

∑
0≤l,j≤m

clcjγu(kl − kj) = ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

 ∑
0≤l,j≤m

clcju(n− kl)u(n− kj)


= ĺım

R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

∣∣∣∣∣
m∑
l=0

clu(n− kl)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0 .

Luego, por el Teorema de Bochner-Herglotz aplicado al núcleo K̃(kl, kj) = γu(kl − kj), obtenemos
la existencia de una única medida de Borel positiva y finita µu soportada en el dominio fundamental
D∗ de L∗ tal que µ̂u(k) = γu(k) para todo k ∈ L. Nos referiremos a µu como la medida espectral
de la sucesión de Wiener u.

Si bien solo trabajaremos con medidas espectrales concretas dadas por sucesiones de Wiener
particulares, la existencia en general de estas medidas le da contexto a lo que estamos desarrollando.
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Observación 6.3. La medida espectral asociada a la sucesión u constantemente 1 es µu = δ0,
pues γu(k) = 1 y

δ̂0(k) =

∫
D∗

e(⟨x, k⟩) dδ0(x) = e(⟨0, k⟩) = 1 .

La medida espectral asociada a la sucesión {e(⟨λ, n⟩)}n∈L es µv = δx0
, siendo x0 un elemento en

(L∗ + λ) ∩ D∗, pues γv(k) = e(⟨λ, k⟩) y

δ̂x0
(k) =

∫
D∗

e(⟨x, k⟩) dδx0
(x) = e(⟨x0, k⟩) = e(⟨λ, k⟩) ,

donde la última igualdad es porque si x0−λ ∈ L∗, resulta ⟨k, x0−λ⟩ ∈ Z, y por lo tanto −2π⟨k, λ⟩ =
−2π⟨k, x0⟩+ 2k̃π, para k̃ ∈ Z.

El lema que sigue será clave en la demostración de nuestra Ley Uniforme Chueca. Recordemos
que dos medidas positivas µ y ν en un espacio medible son mutuamente singulares si existe una
partición del espacio por dos medibles A,B tal que µ(B) = ν(A) = 0.

Lema 6.4. Sean u y v dos sucesiones de Wiener, y sean µu y µv sus medidas espectrales, respec-
tivamente. Supongamos que µu y µv son mutuamente singulares, entonces

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)v(n) = 0 .

La demostración de este lema la haremos en la siguiente sección, luego de introducir unas nociones
y resultados necesarios para la misma. Pero antes de eso una pequeña observación.

Observación 6.5. Juntando el lema 6.4 con la observación 6.3 obtenemos una demostración
alternativa del ĺımite (8) en el caso λ /∈ L∗. En efecto, como la medida espectral de {e (⟨n, λ⟩)}n∈L
es δx, siendo x ∈ (L∗ + λ) ∩ D∗, la condición λ /∈ L∗ nos dice que x ̸= 0. Luego, podemos aplicar
el lema 6.4 y obtener

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩) = 0, si λ /∈ L∗ .

6.1. Afinidad entre medidas

Sean µ y σ dos medidas de Borel positivas y finitas soportadas en D∗. Recordemos que µ es
absolutamente continua con respecto a σ si σ(A) = 0 implica µ(A) = 0, para cada A medible. Esto
lo notamos µ ≪ σ. En este caso, el Teorema de Radon-Nikodym nos garantiza la existencia de una
f medible no negativa tal que

µ =

∫
f dσ .

A f la denotamos por dµ
dσ .

Definición 6.6. Sean µ y ν dos medidas de Borel positivas y finitas soportadas en D∗, y sea σ
otra medida de Borel positiva finita tal que µ ≪ σ y ν ≪ σ. La afinidad entre µ y ν (o la integral
de Hellinger) se define como

ρ(µ, ν) :=

∫
D∗

(
dµ

dσ

)1/2(
dν

dσ

)1/2

dσ .

Siempre podemos tomar a σ como µ+ ν. Veamos ahora que esta noción está bien definida.

Proposición 6.7. La afinidad ρ(µ, ν) no depende de la medida de referencia σ.
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Demostración. Recordemos que si µ =
∫
f dσ entonces

∫
g dµ =

∫
gf dσ. Con esto en mente, se

desprende que si µ ≪ σ̃ ≪ σ, entonces

dµ

dσ̃

dσ̃

dσ
=

dµ

dσ
σ-casi todo punto ,

y que, como σ̃ =
∫

dσ̃
dσdσ, resulta ∫

f dσ̃ =

∫
f
dσ̃

dσ
dσ .

Luego, notando que si µ ≪ σ y ν ≪ σ entonces µ ≪ µ+ ν ≪ σ y ν ≪ µ+ ν ≪ σ, obtenemos∫
D∗

(
dµ

dσ

)1/2(
dν

dσ

)1/2

dσ =∫
D∗

(
dµ

d(µ+ ν)

)1/2(
d(µ+ ν)

dσ

)1/2(
dν

d(µ+ ν)

)1/2(
d(µ+ ν)

dσ

)1/2

dσ =∫
D∗

(
dµ

d(µ+ ν)

)1/2(
dν

d(µ+ ν)

)1/2

d(µ+ ν) .

Por otra parte, también necesitaremos el siguiente resultado.

Proposición 6.8. ρ(µ, ν) = 0 si y solo si µ y ν son mutuamente singulares.

Demostración. En efecto, ρ(µ, ν) = 0 si y solo si

dµ

dσ
· dν
dσ

= 0 σ-casi todo punto .

Si A := {x : f(x) = 0} y B := {x : g(x) = 0, f(x) ̸= 0}, obtenemos una partición (le agregamos a
alguno el conjunto de σ medida 0 que falte) tal que µ(A) = ν(B) = 0.

Recordemos ahora que una familia de medidas positivas {σt}t>0 soportadas en D∗ converge
débil-estrella a una medida σ soportada en D∗ si para toda función continua y acotada f : D∗ → R
se tiene ∫

D∗
f dσt −−−→

t→∞

∫
D∗

f dσ . (19)

A esta convergencia la notamos σt
w∗

−→ σ.

Teorema 6.9. Sean {µt} y {νt} dos familias de medidas positivas de Borel finitas soportadas en

D∗ tal que µt
w∗

−→ µ y νt
w∗

−→ ν, para ciertas medidas positivas de Borel finitas µ y ν. Entonces

ĺım sup
t→∞

ρ(µt, νt) ≤ ρ(µ, ν) .

Demostración. Sea σ una medida de referencia tal que µ ≪ σ y ν ≪ σ. Dado ε ∈ (0, 1) consideremos

A :=

{
x ∈ D∗ :

dµ

dσ
(x) = 0

}
, B :=

{
x ∈ D∗ :

dν

dσ
(x) = 0

}
\A

y

Vj = Vj(ε) :=

{
x ∈ D∗ : (1 + ε)j−1 dµ

dσ
(x) ≤ dν

dσ
(x) < (1 + ε)j

dµ

dσ
(x)

}
\ (A ∪B) ,

para cada j ∈ Z. Integrando con respecto a σ tenemos:∫
Vj

(1 + ε)j−1 dµ

dσ
dσ ≤

∫
Vj

dν

dσ
dσ ≤

∫
Vj

(1 + ε)j
dµ

dσ
dσ (20)

(1 + ε)j−1µ(Vj) ≤ ν(Vj) ≤ (1 + ε)jµ(Vj) . (21)
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La familia {A,B, {Vj}j∈Z} es una partición de D∗. Como µ(D∗) < ∞, podemos encontrar un
N = N(ε) tal que ∑

|j|≥N

µ(Vj) ≤ ε2 .

Si C :=
⋃

|j|≥N

Vj , la familia

{U1, . . . , U2N+2} := {A,B,C, V−N+1, . . . , VN−1} (22)

es una partición de D∗. Notemos que

µ(U1) = µ(A) = 0 ,

ν(U2) = ν(B) = 0 ,

µ(U3) = µ(C) ≤
∑

|j|≥N

µ(Vj) ≤ ε2 .

Luego, por la regularidad exterior de µ y de ν, podemos tomar una familia de abiertos {Oj}2N+2
j=1

tal que Uj ⊆ Oj para cada j y

µ(O1), ν(O2), µ(O3) ≤ ε ,

µ(Oj) ≤ (1 + ε)1/2µ(Uj) ,para j ≥ 4 ,

ν(Oj) ≤ (1 + ε)1/2ν(Uj) ,para j ≥ 4 .

Sea ahora {fj}2N+2
j=1 una partición de la unidad asociada al cubrimiento abierto Oj de D∗ (ver C.4).

Para cada j ≥ 4 tenemos que∫
D∗

fj dµ =

∫
Oj

fj dµ ≤
fj≤1

µ(Oj) ≤ (1 + ε)1/2µ(Uj)

y, de la misma forma, ∫
D∗

fj dν ≤ ν(Oj) ≤ (1 + ε)1/2ν(Uj) .

Además, para j = 1, 2, 3 tenemos(∫
D∗

fj dµ

)(∫
D∗

fj dν

)
≤ µ(Oj)ν(Oj) ≤ εmáx {µ(D∗), ν(D∗)} .

Sea σt := µt + νt, para cada t. Acotemos la afinidad entre µt y νt usando Cauchy-Schwarz:

ρ(µt, νt) =

∫
D∗

(
dµt

dσt

)1/2(
dνt
dσt

)1/2

dσt

=

2N+2∑
j=1

∫
D∗

fj

(
dµt

dσt

)1/2(
dνt
dσt

)1/2

dσt

(∑
fj = 1

)

≤
2N+2∑
j=1

(∫
D∗

fj
dµt

dσt
dσt

)1/2(∫
D∗

fj
dνt
dσt

dσt

)1/2

=

2N+2∑
j=1

(∫
D∗

fj dµt

)1/2(∫
D∗

fj dνt

)1/2

.
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Entonces:

ĺım sup
t→∞

ρ(µt, νt) ≤ ĺım
t→∞

2N+2∑
j=1

(∫
D∗

fj dµt

)1/2(∫
D∗

fj dνt

)1/2

=

2N+2∑
j=1

(∫
D∗

fj dµ

)1/2(∫
D∗

fj dν

)1/2

(µt
w∗

−→ µ y νt
w∗

−→ ν)

≤
3∑

j=1

(εmáx{µ(D∗), ν(D∗)})1/2 +

2N+2∑
j=4

(
(1 + ε)1/2µ(Uj)

)1/2 (
(1 + ε)1/2ν(Uj)

)1/2
= 3 (εmáx{µ(D∗), ν(D∗)})1/2 + (1 + ε)1/2

2N+2∑
j=4

(µ(Uj)ν(Uj))
1/2

.

Además,

2N+2∑
j=4

(µ(Uj)ν(Uj))
1/2

=
(22)

N−1∑
j=−N+1

(µ(Vj)ν(Vj))
1/2

≤
(21)

N−1∑
j=−N+1

(1 + ε)j/2µ(Vj) .

Por definición de Vj :∫
Vj

(
dµ

dσ

)1/2(
dν

dσ

)1/2

dσ ≥
∫
Vj

(
dµ

dσ

)1/2

(1 + ε)(j−1)/2

(
dµ

dσ

)1/2

dσ = (1 + ε)(j−1)/2µ(Vj) ;

entonces

(1 + ε)1/2ρ(µ, ν) ≥ (1 + ε)1/2
N−1∑

j=−N+1

{∫
Vj

(
dµ

dσ

)1/2(
dν

dσ

)1/2

dσ

}
≥

N−1∑
j=−N+1

(1 + ε)j/2µ(Vj) .

Finalmente, juntando todo obtenemos

ĺım sup
t→∞

ρ(µt, νt) ≤ 3 (εmáx{µ(D∗), ν(D∗)})1/2 + (1 + ε)ρ(µ, ν)

y haciendo ε → 0 tenemos el resultado probado.

Ahora śı, tenemos todo lo necesario para demostrar el lema 6.4, que se deduce como caso especial
de la siguiente desigualdad.

Lema 6.10. Sean u y v dos sucesiones de Wiener, y sean µu y µv sus medidas espectrales. Entonces

ĺım sup
R→∞

∣∣∣∣∣ 1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)v(n)

∣∣∣∣∣ ≤ ρ(µu, µv) .

Demostración. Para cada R ≥ 1, sea µR
u la medida soportada en D∗ dada por

µR
u :=

1

md(BR)

∫ ∣∣∣∣∣ ∑
n∈L∩BR

u(n)e (⟨n, x⟩)

∣∣∣∣∣
2

dmd(x) .
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Veamos que µR
u

w∗

−→ µu. Lo hacemos estudiando sus coeficientes de Fourier. Para cada k ∈ L :

µ̂R
u (k) =

1

md(BR)

∫
D∗

∣∣∣∣∣ ∑
n∈L∩BR

u(n)e (⟨n, x⟩)

∣∣∣∣∣
2

e (⟨k, x⟩) dmd(x)

=
1

md(BR)

∫
D∗

( ∑
n∈L∩BR

u(n)e (⟨n, x⟩)

)( ∑
n′∈L∩BR

u(n′)e (⟨n′ + k, x⟩)

)
dmd(x)

=
1

md(BR)

∑
n,n′∈L∩BR

u(n)u(n′)

(∫
D∗

e (⟨x, n− n′ − k⟩) dmd(x)

)
.

Notemos que ∫
D∗

e (⟨x, l⟩) dmd(x) =

 1 si l = 0

0 si l ̸= 0
(23)

En efecto, si D∗ = B[0, 1)d, entonces∫
D∗

f dmd =

∫
B[0,1)d

f dmd =

∫
[0,1)d

(f ◦B)|det(B)|dmd =

∫
[0,1)d

f ◦B dmd ,

pues |det(B)| = 1. Luego, si l = Añ ∈ L, ñ = (ñ1, . . . , ñd) ∈ Zd se tiene (A∗ = B−1):∫
D∗

e (⟨x, l⟩) dmd(x) =

∫
[0,1)d

e (⟨Bx,Añ⟩) dmd(x)

=

∫
[0,1)d

e (⟨x, ñ⟩) dmd(x)

=

d∏
k=1

(∫
[0,1)

e (⟨xi, ñi⟩) dm1(xi)

)

=

 1 si ñ = 0

0 si ñ ̸= 0
=

 1 si l = 0

0 si l ̸= 0

Con esto, tenemos que

µ̂R
u (k) =

1

md(BR)

∑
n′∈L∩BR

u(n′ + k)u(n′) .

Como u es una sucesión de Wiener, se sigue

ĺım
R→∞

µ̂R
u (k) = ĺım

R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

u(n)u(n+ k) = µ̂u(k) ,

para cada k ∈ L. Esta convergencia puntual de los coeficientes de Fourier implica que µR
u

w∗

−→ µu. La
idea de la demostración de este último hecho es usar que, por Stone-Weiertrass, las combinaciones
lineales (complejas) de las funciones en D∗ e (⟨k, ·⟩) aproximan a cualquier f : D∗ → C continua y
acotada. Se hace la cuenta:

ĺım
R→∞

∫
D∗

f dµR
u = ĺım

R→∞

∫
D∗

ĺım
N→∞

PN dµR
u = ĺım

N→∞
ĺım

R→∞

∫
D∗

PN dµR
u =

ĺım
N→∞

∫
D∗

PN dµu =

∫
D∗

ĺım
N→∞

PN dµu =

∫
D∗

f dµu ,

siendo PN una sucesión que aproxima a f .
Ahora de la misma forma, para cada R ≥ 1, definimos µR

v la medida soportada en D∗ dada por

µR
v :=

1

md(BR)

∫ ∣∣∣∣∣ ∑
n∈L∩BR

v(n)e (⟨n, x⟩)

∣∣∣∣∣
2

dmd(x)
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y obtenemos µR
v

w∗

−→ µv. Con esto, el Teorema 6.9 nos dice que

ĺım sup
R→∞

ρ
(
µR
u , µ

R
v

)
≤ ρ(µu, µv) .

Usando la medida de Lebesgue md para calcular la afinidad entre µR
u y µR

v , y aplicando desigualdad
triangular, conclúımos que

ρ
(
µR
u , µ

R
v

)
=

1

md(BR)

∫
D∗

∣∣∣∣∣ ∑
n∈L∩BR

u(n)e(⟨n, x⟩)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
n′∈L∩BR

v(n′)e(⟨n′, x⟩)

∣∣∣∣∣ dmd(x)

=
1

md(BR)

∫
D∗

∣∣∣∣∣ ∑
n∈L∩BR

u(n)e(⟨n, x⟩)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
n′∈L∩BR

v(n′)e(⟨n′, x⟩)

∣∣∣∣∣ dmd(x)

≥ 1

md(BR)

∣∣∣∣∣∣
∑

n,n′∈L∩BR

∫
D∗

u(n)v(n′)e(⟨x, n′ − n⟩) dmd(x)

∣∣∣∣∣∣
=

1

md(BR)

∣∣∣∣∣ ∑
n∈L∩BR

u(n)v(n)

∣∣∣∣∣ ,
y el lema queda probado.



Caṕıtulo 7

Ley Uniforme Chueca

Ahora con las sucesiones de Wiener y el lema 6.4 a mano, encaramos la prueba de nuestra Ley
Uniforme Chueca. Recordemos que su enunciado era:

Teorema 7.1 (Ley Uniforme Chueca). Casi seguramente, para todo λ ∈ Rd se tiene

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

e (⟨n, λ⟩)
[
e (⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ)

]
= 0 .

Sea Aλ(n) := e(⟨ξn, λ⟩)− φξ(λ). Necesitamos el siguiente resultado.

Lema 7.2. Para cada λ ∈ Rd, la sucesión {Aλ(n)}n∈L es, casi seguramente, una sucesión de
Wiener con sucesión de correlación dada por

γAλ
(k) =


E
(∣∣∣e(⟨ξ, λ⟩)− φξ(λ)

∣∣∣2) si k = 0

0 si k ∈ L \ {0}

(24)

Observación 7.3. Para probar este lema, en el paper [1] se usa el Teorema Ergódico de Birkhoff.
En realidad, con esta herramienta, se prueba algo más general: puede reemplazarse la hipótesis de
independencia de las {ξn}n∈L por otra relacionada con la teoŕıa ergódica, la de ser “mixing”. En
este trabajo preferimos quedarnos en el terreno de la teoŕıa de probabilidades y por eso no seguimos
esa dirección. Lo que hacemos en cambio es adaptar la demostración de las ecuaciones (4.5) y (4.6)
del paper [8] para nuestro caso del ret́ıculo.

Demostración del lema 7.2. Aplicando alguna de las dos Leyes clásicas de Grandes Números (Kol-
mogorov o Khintchine) tenemos que, casi seguramente

ĺım
R→∞

1

NL(R)

∑
n∈L∩BR

|Aλ(n)|2 = E
(
|Aλ(0)|2

)
,

que es el caso k = 0 en (24) (usando (29)). Probaremos ahora que si K ⊆ Rd acotado, casi
seguramente

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m) = 0 . (25)

Tomando luego K = {k} en (25), con k ∈ L \ {0}, obtenemos el otro caso.
La no independencia de las variables que estamos promediando en (25) hace que no podamos

aplicar directamente las leyes clásicas de Grandes Números. Lo que haremos será agruparlas de

45
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cierto modo que śı nos permita hacer uso de estas leyes. Empezamos aśı: el ret́ıculo L es uni-
formemente discreto, es decir, existe r > 0 tal que ∥n − m∥2 ≥ r, para cualesquiera n,m ∈ L.
Consideremos

D :=

[
− r

2
√
d
,

r

2
√
d

)d

.

Si x, y ∈ D entonces ∥x− y∥2 < r. Además, para cada entero positivo N , sea

Ai
N :=

⋃
k∈Nr√

d
Zd

(
D +

r√
d
· i+ k

)
,

con i ∈ {0, . . . , N − 1}d. Con notación de suma de conjuntos lo podemos escribir

Ai
N = D +

r√
d
·
(
i+NZd

)
.

Es fácil ver que los conjuntos {Ai
N : i ∈ {0, . . . , N − 1}d} forman una partición de Rd. Fijemos

uno de estos i. Como r es la constante de separación, si n ̸= n′ y n, n′ ∈ Ai
N ∩ L tenemos que

∥n− n′∥2> (N − 1)r/
√
d. Tomando N tal que

K ⊆ B(N−1)r/
√
d ,

resulta que n′ /∈ (K + n) \ {n}. Más aún, si al N le pedimos un poco más:

K ⊆ B(N−1)r/(2
√
d) ,

obtenemos que (K + n) ∩ (K + n′) = ∅. Entonces, para este último N suficientemente grande, las
variables aleatorias Yn :=

∑
m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m)


n∈L∩Ai

N

son independientes. Además tenemos que estas variables son acotadas:

|Yn| ≤
∑

m∈L∩(K+n)\{n}

|Aλ(n)∥Aλ(m)| ≤ 4 ·#(L ∩ (K + n) \ {n}) ≤ C ,

donde la constante C no depende de n, puesto que K es acotado y L es uniformemente discreto; y
que tienen media 0:

E(Yn) =
∑

m∈L∩(K+n)\{n}

E
(
Aλ(n)Aλ(m)

)
=

∑
m∈L∩(K+n)\{n}

E (Aλ(n))E(Aλ(m)) = 0 .

Ahora bien, como

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m) =
∑
i

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR∩Ai

N
m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m) ,

probemos, para cada i, que casi seguramente

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR∩Ai

N
m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m) = 0 ,

lo que nos permitirá concluir (25). Lo haremos viendo que, casi seguramente, para toda sucesión
{Rk}k≥1 que tiende a ∞, existe una subsucesión {Rkl

}l≥1 tal que

ĺım
l→∞

1

md

(
BRkl

) ∑
n∈L∩BRkl

∩Ai
N

m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m) = 0 . (26)
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Para esto escribamos

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR∩Ai

N
m∈L∩(K+n)\{n}

Aλ(n)Aλ(m) =
nR,N,i

md(BR)
· 1

nR,N,i

∑
n∈L∩BR∩Ai

N

Yn ,

con nR,N,i := #(L ∩BR ∩Ai
N ). Notemos que, por el ĺımite (29), para todo R ≥ 1:

nR,N,i

md(BR)
≤ NL(R)

md(BR)
≤ constante .

Entonces, si {Rk}k≥1 es una sucesión que tiende a ∞, existe una subsucesión {Rkl
}l≥1 tal que

nRkl
,N,i/md(BRkl

) converge. Si converge a 0, usamos desigualdad triangular para obtener (26):

∣∣∣∣∣∣∣
nRkl

,N,i

md

(
BRkl

) · 1

nRkl
,N,i

∑
n∈L∩BRkl

∩Ai
N

Yn

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
nRkl

,N,i

md

(
BRkl

) · 1

nRkl
,N,i

∑
n∈X∩BRkl

∩Ai
N

|Yn|

≤
nRkl

,N,i

md

(
BRkl

) · C

nRkl
,N,i

· nRkl
,N,i −−−→

l→∞
0 .

Si, en cambio, ĺım
l→∞

nRkl
,N,i/md(BRkl

) > 0, en particular tenemos que ĺım
l→∞

nRkl
,N,i = ∞. En este

caso (26) se obtiene aplicando el corolario 5.12 con las variables Yn.

Hacemos un lema más y pasamos ya a la prueba del Teorema 7.1. Si k ∈ L está fijo, queremos
obtener el ĺımite (24) casi seguramente para todo λ ∈ Rd (ya lo tenemos para un subconjunto
numerable). Para esto, seguiremos la ĺınea de la demostración del Teorema 5.2 bajo el segundo
enfoque. Consideremos la función aleatoria FR,k : Rd → C dada por

FR,k(λ) :=
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

Aλ(n)Aλ(n+ k) .

Usaremos el control sobre los gradientes de esta función. Concretamente:

Lema 7.4. Para todo k ∈ L:

sup
R≥1

sup
λ∈Rd

∥∇FR,k(λ)∥2< ∞ ,

casi seguramente.

Demostración. Recordemos la notación x = (x1, . . . , xd) para x ∈ Rd. Tenemos que

∇FR,k(λ) =
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

∇
(
Aλ(n)Aλ(n+ k)

)
=

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

∇Aλ(n)Aλ(n+ k) +
1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

Aλ(n)∇Aλ(n+ k) ,

con

∇Aλ(n) =
(
−2πi

(
ξ1ne(⟨ξn, λ⟩)− E

[
ξ1ne(⟨ξn, λ⟩)

])
, . . . ,−2πi

(
ξdne(⟨ξn, λ⟩)− E

[
ξdne(⟨ξn, λ⟩)

]))
.
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Acotemos ∥∇Aλ(n)∥1:

∥∇Aλ(n)∥1 = 2π

d∑
j=1

∣∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)− E
(
ξjne(⟨ξn, λ⟩)

)∣∣∣
≤ 2π

 d∑
j=1

∣∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)∣∣∣+ d∑
j=1

∣∣∣E(ξjne(⟨ξn, λ⟩))∣∣∣


≤ 2π

 d∑
j=1

∣∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)∣∣∣+ d∑
j=1

E
(∣∣∣ξjne(⟨ξn, λ⟩)∣∣∣)


≤ 2π

 d∑
j=1

∣∣ξjn∣∣+ d∑
j=1

E
(∣∣ξjn∣∣)

 = 2π (∥ξn∥1+E(∥ξn∥1)) .

Como |Aλ(n)| ≤ 2, obtenemos

∥∇FR,k(λ)∥1 ≤ 2

md(BR)

( ∑
n∈L∩BR

2π (∥ξn∥1+E(∥ξn∥1)) +
∑

n∈L∩BR

2π (∥ξn+k∥1+E(∥ξn+k∥1))

)

=
4π

md(BR)

( ∑
n∈L∩BR

∥ξn∥1+∥ξn+k∥1+2E (∥ξn∥1)

)
.

Usando ahora que ∥·∥2≤ ∥·∥1 y que ∥·∥1≤
√
d ∥·∥2 (Cauchy-Schwarz), resulta:

∥∇FR,k(λ)∥2≤ ∥∇FR,k(λ)∥1 ≤ 4π

md(BR)

∑
n∈L∩BR

(∥ξn∥1+∥ξn+k∥1+2E (∥ξn∥1))

≤ 4π
√
d

md(BR)

∑
n∈L∩BR

(∥ξn∥2+∥ξn+k∥2+2E (∥ξn∥2)) .

Por la hipótesis sobre la esperanza de ∥ξn∥2, podemos aplicar la Ley Fuerte de Khintchine (Teorema
5.13) y la comparación entre md(BR) y NL(R) (ĺımite (29)) que nos dice que, casi seguramente

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

(∥ξn∥2+∥ξn+k∥2+2E (∥ξn∥2)) = 4E(|ξ|) .

Como toda sucesión convergente es acotada, conclúımos que, casi seguramente

sup
R≥1

sup
λ∈Rd

∥∇FR,k(λ)∥2< ∞ .

Ya tenemos toda la maquinaria necesaria para demostrar nuestra Ley Uniforme Chueca.

Demostración del Teorema 7.1. Sea Λ ⊆ Rd un denso numerable, y fijemos k ∈ L. Como unión
numerable de eventos de probabilidad cero es un evento de probabilidad cero, podemos conclúır
por el lema 7.2 que

ĺım
R→∞

FR,k(λ) = γAλ
(k) (27)

casi seguramente para todo λ ∈ Λ. Veamos ahora que esta igualdad se extiende casi seguramente
a todo λ ∈ Rd.

Si λ /∈ Λ, tomemos una sucesión {λp} ⊆ Λ que tienda a λ con p → ∞. Usemos la notación
γ(λ) := γAλ

(k). Por el lema 7.4, tenemos casi seguramente (usando la desigualdad triangular y la
desigualdad (30)) que

|FR,k(λ)− γ(λ)| ≤ |γ(λp)− γ(λ)|+ |FR,k(λp)− γ(λp)|+ |FR,k(λ)− FR,k(λp)|
≤ |γ(λp)− γ(λ)|+ |FR,k(λp)− γ(λp)|+Mk∥λ− λp∥2 ,
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donde Mk := supR≥1 supλ∈Rd∥∇FR,k(λ)∥2< ∞. Como la función λ 7→ γ(λ) es continua (por serlo

A(ξ, λ) := e(⟨ξ, λ⟩) − φξ(λ), como función de λ, en el caso k = 0), si hacemos tender R → ∞ y
luego p → ∞ obtenemos que (27) se cumple casi seguramente para todo λ ∈ Rd.

Ahora bien, como el número de puntos del ret́ıculo es numerable, casi seguramente {Aλ(n)}n∈L
es una sucesión de Wiener para todo λ ∈ Rd. La sucesión de correlación de Aλ es γAλ

. La corres-
pondiente medida espectral es

µAλ
(C) = E

(∣∣∣e(⟨ξ, λ⟩)− φξ(λ)
∣∣∣2) md(C)

en D∗, puesto que

µ̂Aλ
(k) =

∫
D∗

e(⟨k, x⟩) dµAλ
(x) = E

(∣∣∣e(⟨ξ, λ⟩)− φξ(λ)
∣∣∣2)∫

D∗
e(⟨k, x⟩) dmd(x) = γAλ

,

donde en el último paso la cuenta es la que ya hicimos en (23).
Recordemos de la observación 6.3 que la sucesión {e(⟨λ, n⟩)}n∈L también es una sucesión de

Wiener. Su medida espectral es µv = δx, siendo x un elemento en (L∗ + λ) ∩ D∗. Esta medida
espectral µv es singular con respecto a la medida de Lebesgue. Aplicamos entonces el lema 6.4 y
conclúımos que, casi seguramente, para todo λ ∈ Rd:

ĺım
R→∞

1

md(BR)

∑
n∈L∩BR

Aλ(n)e(⟨n, λ⟩) = 0 .
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Apéndice A

Densidad en la bola

Notemos NL(R) := #(L ∩ BR) al número de puntos de un ret́ıculo L que están en la bola
centrada en el origen de radio R ≥ 1, y supongamos que md(D) = 1. Veamos cómo crece NL(R)
con R.

Proposición A.1. Existe una constante C = C(L) > 0 que verifica

|NL(R)−md(BR)| ≤ CRd−1 (28)

para todo R ≥ 1.

Demostración. Las traslaciones del dominio fundamental de L por vectores en L forman un teselado
de Rd. Sea V el volumen total de estas traslaciones que se intersecan de forma no vaćıa con BR, y
sea v el volumen total de las que están contenidas en BR. Entonces v ≤ md(BR), NL(R) ≤ V . Se
sigue que |NL(R)−md(BR)| ≤ V − v, y esto a su vez es menor o igual que el volumen total de las
traslaciones del dominio fundamental que se intersecan de forma no vaćıa con el borde de BR. Si
D es el diámetro del dominio fundamental, este volumen es a lo sumo

md(BR+D)−md(BR−D) ≤ 2dmd(B1)DRd−1, cuando R ≥ D ,

y a lo sumo
md(BR+D) < 2dmd(BD), cuando R < D.

La segunda desigualdad sale usando que md(BR) = md(B1)R
d, y la primera se deduce aśı:

md(BR+D)−md(BR−D) = md(B1)(R+D)d −md(B1)(R−D)d

= md(B1)
(
(R+D)d − (R−D)d

)
= md(B1)

d∑
k=0

(
d

k

)
Rd−k

(
Dk − (−D)k

)
= 2md(B1)

d∑
k=0

k impar

(
d

k

)
Rd−kDk

≤
(R≥D)

2md(B1)

d∑
k=0

k impar

(
d

k

)
Rd−1D

= 2md(B1)DRd−1
d∑

k=0
k impar

(
d

k

)
= 2md(B1)DRd−12d−1 .

Basta tomar C(L) := 2dmd(B1)D + 2dmd(BD).
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Como corolario obtenemos el crecimiento asintótico de NL(R) buscado.

Corolario A.2. Se tiene

ĺım
R→∞

NL(R)

md(BR)
= 1 . (29)

Demostración. Por la proposición anterior, tenemos las cotas

md(BR)− CRd−1 ≤ NL(R) ≤ md(BR) + CRd−1 ,

de donde se deduce el resultado.

Observación A.3. Si no asumimos md(D) = 1, en general se obtiene la cota

|NL(R)md(D)−md(BR)| ≤ CRd−1 ,

de donde sale

ĺım
R→∞

NL(R)

md(BR)
=

1

md(D)
.



Apéndice B

Desigualdad Valor Medio

Lema B.1. Sea A ⊆ Rd un abierto y f : A → R una función diferenciable. Sean x, y ∈ A tales
que el segmento que une x con y está contenido en A. Entonces

f(x)− f(y) = ∇f(c) · (x− y) ,

para algún c en el segmento que une x con y.

Demostración. Sea g(t) := f((1 − t)x + ty). Esta función de una variable es continua en [0, 1] y
derivable en (0, 1), por lo que podemos aplicarle el Teorema del Valor Medio para obtener

g(1)− g(0) = g′(c̃) ,

para algún c̃ ∈ (0, 1). Pero como g(1) = f(y) y g(0) = f(x), obtenemos

f(y)− f(x) = ∇f((1− c̃)x+ c̃y) · (y − x) .

Corolario B.2. Sea A ⊆ Rd un abierto convexo y F : A → C una función con derivadas parciales
continuas y acotadas en A. Entonces

|F (x)− F (y)| ≤ sup
λ∈A

∥∇F (λ)∥2∥x− y∥2 , (30)

para cualesquiera x, y ∈ A.

Demostración. Por el Lema anterior aplicado a Re(f) y a Im(f) obtenemos

F (x)− F (y) = ∇F (c) · (x− y) ,

que, por Cauchy-Schwarz y la hipótesis de derivadas acotadas, nos da la cota

|F (x)− F (y)| = ∥∇F (c)∥2·∥x− y∥2≤ sup
λ∈A

∥∇F (λ)∥2∥x− y∥2 .
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Apéndice C

Particiones de la unidad

Definición C.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una partición de la unidad asociada a un
cubrimiento abierto {Ui}i∈I de X es una familia de funciones {fi}i∈I de X en [0, 1] continuas,
tales que

Para cada i ∈ I: sop(fi) ⊆ Ui.

La suma de todas las fi da la función constante 1.

Definición C.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. X es normal si los puntos son cerrados y,
además, para todo par F1, F2 ⊆ X de subconjuntos cerrados y disjuntos, existen abiertos U y V
tales que

F1 ⊆ U

F2 ⊆ V

U ∩ V = ∅ .

Definición C.3. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una familia de subconjuntos de X es local-
mente finita si para cada x ∈ X, existe un entorno de X que se corta solo con finitos elementos
de la familia.

Teorema C.4 (página 124 en [17]). Sea (X, τ) un espacio topológico normal y sea {Ui}i∈I un
cubrimiento abierto y localmente finito de X. Entonces existe una partición de la unidad asociada
a {Ui}i∈I.
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Apéndice D

Código en R

El código para la simulación hecha en el ejemplo de la introducción en el lenguaje de progra-
mación R es

library(MASS)

menor = -10

mayor = 10

paso = 1

x = c(1,0.5)

y = c(0, 1)

retOrig <- data.frame(x,y)

for(i in menor:mayor)

for(j in menor:mayor)

retOrig[nrow(retOrig)+1,] <- c(i*x[1]+j*x[2], i*y[1]+j*y[2])

retOrig <- retOrig[-c(1,2),]

plot(retOrig, pch = 20, col = "orange", main = "Retı́culo original",

xlim = c(-17,17), ylim = c(-17,17))

ene = ((mayor-menor)/paso + 1)^2

bivariate_data <- as.data.frame(mvrnorm(n=ene, mu=c(0, 0),

Sigma=matrix(c(1.5, 0, 0, 2), ncol=2)))

retPert <- retOrig+bivariate_data #retı́culo perturbado

plot(retPert, pch = 20, col = "orange", main = "Retı́culo perturbado",

xlim = c(-17,17), ylim = c(-17,17))
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Apéndice E

Otras distribuciones

Otros ejemplos de distribuciones que cumplen las hipótesis de nuestro Teorema Principal vienen
de considerar ξ = (ξ1, . . . , ξd), con ξi ∈ R variables aleatorias i.i.d. La función caracteŕıstica de ξ
resulta ser

φξ(λ) = E
(
e(⟨ξ, λ⟩)

)
= E

(
d∏

i=1

e(ξi · λi)

)
=

d∏
i=1

E
(
e(ξi · λi)

)
=

d∏
i=1

φξi(λi) =

d∏
i=1

φξ1(λi) ,

con λ = (λ1, . . . , λd). Si φξ1 nunca se anula, entonces φξ tampoco se anula. Además, si la distribu-
ción de las ξi es tal que E(ξ2di ) < ∞, nuevamente usando la independencia, obtenemos:

E(∥ξ∥2d2 ) = E((ξ21 + . . .+ ξ2d)
d) =

∑
k1+...+kd=d

d!

k1! . . . kd!
E(ξ2k1

1 ) . . .E(ξ2kd

d ) < ∞ ,

que nos garantiza la otra hipótesis que necesitamos.
Ejemplos para las ξi:

Chi-cuadrado.

Laplace.

Gamma.

Exponencial.

Consultar sobre estas distribuciones en [7].
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