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Capitulo 1

Introduccion

Dado un reticulo £ C R, consideremos el conjunto aleatorio W que se obtiene al desplazar a
cada punto en £ con un vector aleatorio. Nos preguntamos lo siguiente: dada una realizacién de W,
es posible determinar (con probabilidad uno) cudl es el reticulo del que partimos originalmente?.

Veamos un ejemplo. Tomamos en dimension d = 2 el reticulo

() 1)

y a cada punto lo perturbamos con una normal bivariada de media (0,0) y matriz de covarianzas

()

Hacemos una simulacién y vemos c6mo nos quedan £y W (ver cédigo en el apéndice).

Reticulo original

15

10

-10

-15




4 Introduccion

Reticulo perturbado

15

10

-10

-15

Si no tuviéramos el reticulo original, jcémo lo recuperamos?.

Este problema de recuperar el reticulo original a partir del perturbado es el planteado en
[1]. Bajo algunas hipdtesis sobre la distribucién de los vectores aleatorios, se logra recuperar,
casi seguramente, el reticulo original. Para esto, se consideran ciertas variables aleatorias, dadas
por promedios de funciones exponenciales, que solo tienen la informacién de dénde se localiza el
conjunto W. El objetivo de este trabajo es estudiar y entender con el mayor detalle posible este
problema, y las herramientas necesarias para resolverlo: principalmente teoria de probabilidades y
andlisis de Fourier.

Cabe mencionar que en [8] se estudia una generalizacién para este problema a conjuntos discre-
tos cuasi-periddicos, como cuasicristales, usando herramientas de teoria de difraccion. Ademads, se
analizan resultados bajo hipotesis mas débiles sobre la independencia de los vectores aleatorios. De
este paper adaptamos una idea para nuestro caso del reticulo, en una demostracién que haremos
en el ultimo capitulo.

Perturbaciones aleatorias de estructuras discretas han sido estudiadas por diferentes autores
desde distintos puntos de vista. Por ejemplo, un problema de interés en fisica estadistica es estudiar
las propiedades estadisticas del conjunto perturbado. Matematicamente, perturbar aleatoriamente
un reticulo es un ejemplo de un proceso puntual super-homogéneo. Esto es, conjuntos aleatorios de
puntos donde la varianza del nimero de puntos en un dominio crece mas lento que su volumen.
Este concepto fue introducido en [20]. En [21] se consideran pertubaciones aleatorias Gaussianas
de un reticulo como un modelo de juguete para el problema de estudiar el conjunto de ceros de una
funcién analitica cuyos coeficientes de Taylor son variables aleatorias complejas independientes,
con distribucién Gaussiana.

Usaremos la notacién e(t) = 2™ y m, denotard la medida de Lebesgue en R?. Ademds sea
(-,-) el producto interno usual de R? y Br = {x € R? : ||z|» < R}. Concretamente, en nuestro
problema, se asume que los vectores aleatorios {&, }nes son i.i.d con distribucién &, a la que se le
pide un buen decaimiento de su esperanza. Nuestro conjunto aleatorio W es

W={n+¢&, :neLl}.

Si D es el dominio fundamental del reticulo £, y £* denota su reticulo dual, el resultado central
del trabajo es que existe un evento de medida cero, fuera del cual

. E(e((¢,N)) - (ma(D))™F si AeLr
s gy | FEY)

R—o0 my(BR) weWnBr 0 si N L*



para todo A € R? (ja la vez!). Si E (e(({, A))) # 0 para cada A € R entonces se consigue recuperar

el reticulo.
;,Cémo demostraremos este limite casi seguro? Lo primero serd ver que, casi seguramente, para
cada A € R%:

1 —_ 1
lim ———— e({w,\)) = lim
R—o00 md(BR) wE;BR (< >) R—o0 md(BR)

Y elln+&nN).

neLNBgr

Luego, a este tultimo limite lo separamos de la siguiente manera

g 1 = lim e . # e((n
ity T TG - i (E(TEW) - 3 T
1
* B, 2 <A [T A - E (e<<s,A>>)]> .

Estudiaremos ambos términos por separado. El primer término del miembro de la derecha es lo
que denominaremos la parte estructurada

! ) > e((nA).

mq(B
d( R neLNBgr

Usando adecuadamente la férmula de Poisson obtendremos que:
-1 . *
1 (ma(D)) si AeLl
lim ——— Y e((n,A) =

oo ma(Br) | T 0 si N¢ LY

El segundo término es la parte aleatoria

1 ;2 el BEEIRACCENIE

mgq(B
d( R neLNBr

El resultado queda demostrado si probamos que casi seguramente, para todo A € R¢:

i e S () [e((En ) - E (@ )] = 0.

R—o0 md(BR) nelnBr

A este limite lo llamaremos Ley Uniforme Chueca. Enfatizamos una vez més que el conjunto
excepcional de medida cero debe ser comtn para todos los A, lo cual constituye una de las mayores
dificultades técnicas para obtener el resultado.

Organizacién de la tesis

Luego de introducir unas notaciones y preliminares necesarios para el desarrollo del trabajo,
en el capitulo 4 enunciamos nuestro Teorema Principal y cémo nos lleva el mismo a responder
la pregunta originalmente planteada. Luego desarrollamos todo lo necesario para demostrarlo,
siguiendo el esquema que ya anticipamos, excepto por la Ley Uniforme de Grandes Numeros que
necesitamos, la Ley Uniforme Chueca, a la que le dedicaremos el resto del trabajo.

En el capitulo 5 introducimos las leyes Uniformes de Grandes Numeros y probamos, por dos
enfoques distintos, cada uno interesante en si mismo, una Ley Uniforme maés simple que la que
necesitamos. Concretamente: Casi sequramente, para todo \ € R%:

fim e > [ — B (&) - 0.

R—oo my(B
e d( neLNBgr



6 Introduccion

Vemos que estos caminos no nos sirven para llegar a la Ley que nos interesa, lo cual en cierto
modo motiva el desarrollo de lo que sigue. Sin embargo, en el segundo camino se utilizan las leyes
Clasicas de Grandes Numeros (Kolmogorov y Khintchine), que serdn necesarias en el capitulo 7.

En el capitulo 6 estudiamos las sucesiones de Wiener y sus medidas espectrales. El resultado
central de este capitulo es: Sean u y v dos sucesiones de Wiener, y sean j, y [, Sus medidas
espectrales, respectivamente. Supongamos que i, Y [, son mutuamente singulares, entonces

lfm — > um(n) =0.

R—o0 md(BR) nelnBr

En el capitulo 7 usamos lo desarrollado en el capitulo 6 y las leyes Clasicas de Grandes Numeros
para demostrar la Ley Uniforme Chueca, lo que nos permite completar la demostracién del resultado
central y asi concluir nuestro trabajo.



Capitulo 2

Notaciones

Lista de algunas notaciones:

= mg : medida de Lebesgue en R?.

= i.i.d: independientes e idénticamente distribuidos.
w e(t) = e,

= (-,-): producto interno usual en R%,

» Brp={reR?: |z|2 < R}.

= N={1,2,3,...}.

= No=1{0,1,2,3,...}.

» ||z]1= 21 + ...+ zq, para z = (21,...,74) € R

o ||lzllo= /22 + ... + 2%, para x = (z1,...,24) € RL

| fllo= sup {|f(z)|}, para f: R? — C.
z€RI

= L*: reticulo dual de L.

» Na(R) = #(A N Bg), para un conjunto discreto A C R cualquiera.
» S(R%): espacio de Schwartz de las funciones de rédpido decrecimiento.
= f: transformada de Fourier de f € S(R%).

= : transformada de Fourier de ¢ € S'(R?).

= [ transformada de Fourier de medida pu.



Capitulo 3

Preliminares

Introducimos los preliminares necesarios para el desarrollo del trabajo. Damos demostraciones
de algunos resultados, y en otros casos, un poco méas clasicos, los enunciamos sin demostracion,
con las referencias adecuadas.

3.1. Reticulos en R

Un conjunto £ C R? es un reticulo si existen d vectores linealmente independientes by, by, . . ., bg
tales que

d
L=Tb@...07Zby = {Zmibi:miGZ}.

i=1

Esto es lo mismo que decir que £ es BZ?, con B la matriz cuyas columnas son los vectores b;. De
este modo, B resulta una matriz real inversible (y todos los reticulos son de esa forma).

El dominio fundamental del reticulo £ se define del siguiente modo:

d
D= {Zaibi fay € [0,1)} = B[0,1)%.
=1

El volumen de D (su medida de Lebesgue) es igual a | det(B)|, que resulta ser independiente de la
base elegida. Este dominio fundamental se puede definir mas en general como cualquier conjunto
tal que sus traslaciones por vectores en el reticulo formen una particién de R<.

Dado un reticulo £ de RY, su reticulo dual £* se define del siguiente modo:
L :={meR¥:VYneL, (n,m)cZ}.

Se puede probar que si £ = BZ?, entonces £* = (B~!)* Z¢. En particular, (£*)* = £. El dominio
fundamental de £* es D* = (B~1)*[0,1)%.

También se puede definir a £ como un subgrupo discreto de R? de manera que el cociente R?/L
resulta compacto con la topologia cociente. Desde este punto de vista, un dominio fundamental es
un sistema de representantes del cociente medible Borel. Por otra parte, el reticulo dual se puede
definir como el anulador de £. En principio, dicho anulador es un reticulo del grupo dual de R?.
Dado que existe una identificacién natural entre R? y su dual via la funcién exponencial, el reticulo
dual se piensa usualmente como otro reticulo del mismo R%. Para més detalles sobre este enfoque,
se puede consultar [11].
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3.2. Analisis de Fourier

3.2.1. El espacio de Schwartz y las distribuciones temperadas

Dados z = (21,...,24) € RY, v = (v1,...,7) € N¢ y f € C®(R?) (a valores complejos), sean

=2t ),
B lied B
va = 1 f Yd -
Oyi*...0y,
Con estas notaciones, consideremos, para «, 3 € N&, la seminorma || f||o.5:= [|[2*D” f|| 0o-

Sea S(R?) el espacio de Schwartz de las funciones (a valores complejos) de rapido decreci-
miento en R%:

S(RY) := {f € C®°(RY) : || f|la,s< o0} , para cualesquiera a, 3 € N&.
Por desigualdad triangular
S(RY) :={f € C®°(RY) : |P(z1,...,24) D’ f|loo < o0},
para cualquier 3 € N¢ y cualquier polinomio P. En particular, si f € S(R) entonces
113 f (@) o, < oo,

para cualquier k£ € N.

S(R?) es un espacio topoldgico con la topologfa inducida por las seminormas |-/ 4, 5. Si tenemos
un operador lineal T : S(R?) — C, resulta continuo con respecto a la topologia de S(R?) si existen
seminormas |||la, gy« - |*[lax., tal que para todo f € S(R?)

T <C-(fllar.pit -+ 1 low.0) -

Al ser una familia numerable el conjunto de seminormas que definen la topologia, el espacio resulta
metrizable, es decir, un espacio de Frechet.

El espacio &' (R9) de las distribuciones temperadas es el dual (topolégico) de S(R?), es decir

S'(R?) := {p: S(RY) — C: ¢ es lineal y continuo} .
Una medida positiva de Borel finita y en R? induce una distribucién temperada T,,, dada por

Tuo)i= [ ol@)an).

Ademds, si f es continua y acotada en R? (o pertenece a algtin espacio LP(R),1 < p < 00) tenemos
la distribucién temperada T, dada por

Tr(p) == /Rd o(z) - f(z)dz.

3.2.2. La transformada de Fourier

Para andlisis de Fourier en grupos clasicos y también en grupos localmente compactos abelianos,
se pueden consultar los libros [12], [13] y [14].

Definicién 3.1. La transformada de Fourier de f € S(R?) es la funcién f dada por

fly) = Rdf(x)mdx  yeRY
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También anotaremos F(f) a f. De la definicién es inmediato que
« F(FO(CRD) () = F()y + h).

= F(f(6)(y) = 52 F()(y/d), si 6 > 0.
Teorema 3.2. La transformada [ pertenece a S(R?). Mds aiin, F : S(R?) — S(R?) es un homeo-
morfismo.

La definicién de transformada de Fourier se puede extender al espacio de las distribuciones
temperadas del siguiente modo.

Definicién 3.3. La transformada de Fourier de p € S'(RY) es § € S'(R?) (0 F(y)) dada por

~

P(f) = e(f).

La transformada de Fourier de una medida positiva de Borel finita 1 en R? es

) = [ S dnto), v e &

Observacién 3.4. [ asi definida resulta ser continua y acotada en RY.

Recordemos que toda medida finita define una distribucién temperada por integracion. Luego,
surge naturalmente la pregunta de si ambas definiciones son compatibles. La siguiente observacién
respende afirmativamente esta pregunta.

Observacion 3.5. ﬁ =T5. En efecto

— ~

T =Tf) = [ F)dut) = [ [ @) - euldr duto)

= [ s ([ @aminw)) ao= [ 5t0)-pt)ae =10,

donde hemos usado el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion.

3.2.3. Férmula de Poisson

El siguiente es quizas uno de los resultados més importantes dentro de la teoria de Fourier,
junto con el principio de incertidumbre (ver por ejemplo [13]).

Proposicién 3.6 (Férmula de Poisson). Sea £ un reticulo en R? y f € S(RY). Para cada = en el
dominio fundamental D se tiene

1 N
> St = o 32 fome((em)).

neLl

En particular, si x = 0:

> i) = s 3 Flm). (1)

neLl

~—

Si para un conjunto discreto A, pensamos en la medida dada por
Oa =Y b,
neA
entonces la férmula de Poisson se puede escribir como
1
fdop=—r75
R4 mq(D)

Esto, si extendemos la definicién de la distribucién T}, a estas medidas (de crecimiento polinomial),
es

Fdbpe .
Rd

~

Ts, (f) = %Tan 7.
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3.2.4. Teorema de Bochner-Herglotz

Una matriz compleja A = (as;); ;_;
palabras, si = (z1,...,24) entonces

4 s positiva si (Az,z) > 0, para todo x € C?. En otras

d
Z CLZ‘j’I,’iTj 2 0.

ij=1

Si X es un conjunto cualquiera, una funcién K : X x X — C se llama nicleo en X. Un ntcleo
se dice definido positivo si para todo subconjunto finito {z1,...,z,} C X la matriz A = (a;5),
donde a;; = K(x;,z;), es positiva. Dicho de otro modo, si para todo {z1,...,2,} € X y todo
A= (A1,...,An) € C” se tiene

n
i,j=1
Observacion 3.7. Si K es definido positivo entonces
» K(z,2) > 0: tomandon =1y A\ =1 en la definicion.

» K(z,y) = K(y,z) (K es hermitiano): tomando primero n = 2 y Ay = Ay = 1, y mirando
parte imaginaria; y luego n =2 y Ay = 1, Ao =1, y mirando parte real.

El siguiente resultado nos da una forma de construir niicleos definidos positivos. Para enunciarlo,
recordemos que una medida positiva finita ;. en R? estd soportada en un medible A C RY si

PR\ A) = 0.
En este caso:

i) = [ @dnte) = [ d@ant). ye B,

Proposicién 3.8. Si i es una medida positiva de Borel finita soportada en [0,1)¢, entonces el
nicleo K : Z¢ x Z¢ — C dado por K(m,n) = ji(m —n) es definido positivo.

Demostracion. Sea Ki(m,n) = e((m—n,t)), t € [0,1)® y m,n € Z% Si ny,...,n, € Z% y
A1, .-, A\, € C, entonces

Luego:

Yo Ani—mp)AA = Y (/[071)‘1 e((ni —ny, x)) du(z) Ai)‘j)

1<4,j<k 1<i,j<k

/[0 1)d Z m)\z)\ij d,u(x) >0.

1<i,j<k
O
Si K: L x L — C es un nicleo en un reticulo £ C R?, entonces K se denomina niicleo de

Toeplitz si para cualesquiera m,n,l € L se tiene K(m + {,n+1) = K(m,n).

Teorema 3.9 (Bochner-Herglotz en Z%). Sea K : Z% x Z¢ — C un niicleo de Toeplitz. Entonces K
es definido positivo si y solo si K(m,n) = p(m —n) para cierta p medida positiva de Borel finita
soportada en [0,1)¢ (tal medida ademds es tnica).
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Demostracion. Una implicacién ya la probamos en la Proposicién 3.8. Lo que nos resta ver es que
todo nicleo de Toeplitz definido positivo tiene la estructura deseada. Esto lo haremos siguiendo la
demostracién del libro [4].

Si K : Z% x Z% — C es un nicleo de Toeplitz, entonces K(m,n) = S(m — n), para una funcién
S : Z% — C. Supongamos que S(0) = 1. Ahora, sea t € [0,1)? y N € N. Consideremos los N¢
ntimeros complejos (no necesariamente distintos) dados por

e((m,t)), m= (mq,...,mq) € Z%,

tal que 1 < m; < N para cada i. Como K es definido positivo tenemos que

> S(m—n)e((m—n,t)) > 0. (2)
EmEN

Notemos que, en la sumatoria, m —n = r = (ry,...,r4) € Z% con —(N —1) < r; < N — 1,
si y solo si m; —n; = r;, para cada i. Estosedasil <n; < Nyl <n;+r; <N, es decir,

méx{1l —r;, 1} <n; <min{N —r;, N}. La cantidad de veces que sucede esto es N — |r;|. Esto nos
dice que la desigualdad (2) se puede reescribir como

> (N = [r]) .. (N = |ra)S(r)e((r,t)) 2 0.

—(N-1)<r;<N-1

Dividiendo todo por N¢ tenemos

Pra(t) = > (1—'2')...(1—%) S(rye((r,t)) > 0.

—(N-1)<r;<N-1

Py es una funcién continua y positiva en [0,1)?. Luego, definimos la medida positiva de Borel
finita soportada en [0,1)? dada por

e = / Pya(t) dma(t).

Esta medida resulta ser de probabilidad. En efecto:

pya ([0,1)4) = /[0 . Pya(t) dma(t)

> (1 - %) (1 - |§3> S(r) /[O’l)de(@",@)dmd(t)

—(N-1)<r<N-1

> (1 — |E> ( — %) S(r)]f[l </[071)e(rk-tk)dm1(tk)> .

~(N=1)<r,<N-1

Esta ultima productoria es igual a 1 si r =0, y a 0, en caso contrario. Entonces

pa ([0,1)7) = (1—](\)7)...<1—;37)5(0)-1:5(0):1‘

Por el Teorema de Helly (o Bourbaki-Alaoglu) (ver por ejemplo [18]), existe una medida positiva
de Borel finita 1 que esta soportada en [0,1)? y una subsucesion N tal que:

/[() 1)d SO duy (0 522 f(t) du(t)

k—o0 [0,1)d

para cada f continua en [0,1)¢. En particular, si f(t) = e({m,t)), obtenemos

fing (m) —— i(m),
—00
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para cada m € Z<. Pero

v (m) = / ol 8)) Payg (£) dma(t (siyz / Fdi entonces / gdv = / gfdﬁ)

:/,w F S (1_@)..(1_@)5(7«)@((%) dma(t)

—(Np—1)<r;<Np—1

- <1_%>...<1—%)S(m)m5(m)-

Entonces fi(m) = S(m), como querfamos ver.

Para reducir todo al caso S(0) = 1, notemos que como K es definido positivo, tenemos que
K(n,n) = S(0) > 0. Si $(0) > 0, $(0) # 1, consideramos K (m,n) = K(m,n)/S(0). Este nuevo
nicleo cumple las hipétesis del Teorema y, ademas, K (n,n) = 1. La medida p asociada a este
nucleo por el caso anterior, la cambiamos por v := S(0) - u, que cumple para K.

Si S(0) = 0, veamos que K = 0y, por lo tanto, la medida nula funciona. En efecto, como K es

definido positivo y S(0) = 0, obtenemos
Re (S(n)A1Az) >0,

para cualesquiera n € Z%, A,y € C (tomamos n = 2 en la definicién de definido positivo y
los términos que no se anulan, son uno el conjugado del otro). Con Ay = A2 = 1, obtenemos
Re(S(n)) > 0, para todo n € Z% con A\; = i, Ay = 1, obtenemos Re(iS(n)) = —Im(S(n)) > 0, es
decir Im(S(n)) < 0, que junto a S(n) = S(—n) nos dice que Im(S(n)) = 0, para todo n € Z%. Por
ultimo, tomamos A; = 1, Ay = i, que nos lleva a Re(S(n)) < 0, y estamos.

La unicidad es consecuencia de la unicidad de la transformada de Fourier para medidas (ver
por ejemplo, pagina 17 de [12]). O

_SeaL=21B Z4 un reticulo en R y K un nicleo de Toeplitz definido positivo en L. A partir de
K se puede definir un niicleo de Toeplitz definido positivo en Z? del siguiente modo:

K(m,n) := K(Bm, Bn).
Usando el teorema anterior para K, obtenemos una medida positiva de Borel finita u, soportada
en [0,1)4, tal que fi(m —n) = K(m,n). Sea D* = (B~1)*[0,1)?. A partir de u se puede definir una
medida v soportada en D* a partir de la identidad:

v(A) := u(B*(A)), ACR? boreliano.

La medida v no es otra cosa que la denominada pushforward de la medida p por medio de la
funcién, en este caso lineal, z + (B*)~!x. A partir de la definicién de transformada de Fourier de
una medida, se deduce que si m = Bm para cierto m € Z%, entonces

P(m) = film)
En efecto, por el Teorema de Cambio de Variables (ver [5]) se tiene

| e dvie) = [ e B ano),

Rd
por lo que

P(i) = / G, ) dulr) = / (B, (BT ) dur) = / () du(z) = ().

Rd

Luego, si m = Bm y n = Bn, se sigue que

K(m, ) = K(m,n) = fi(m —n) = v(m — ).
De este modo, hemos probado la siguiente version un poco mas general del Teorema de Bochner
Herglotz.

Corolario 3.10 (Bochner-Herglotz en reticulos). Sea K : L x £ — C un nicleo de Toeplitz.
Entonces K es definido positivo si y solo si K(m,n) = v(m —n) para cierta v medida positiva de
Borel finita soportada en D* (tal medida ademds es unica,).
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3.2.5. Regularidad de medidas

Definicién 3.11. Sea (X,7) un espacio topoldgico y ¥ una o-dlgebra en X. Una medida p en
(X, 1) se dice

= regular interior si
w(A) =sup{u(F): F C A F es compacto y medible} ,
para cada A € Y.
= regular exterior si
w(A) = inf{u(G) : A C G,G es abierto y medible} ,
para cada A € 3.
= regular si es tanto regular interior como regular exterior.

La medida de Lebesque en R y cualquier medida de probabilidad sobre los borelianos de un espacio
métrico compacto son ejemplos de medidas requlares (ver [5]).

3.3. Un poquito de proba

3.3.1. Notacion y algunas definiciones

Definicién 3.12. Sea (2, F,IP) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio es una funcion
¢ :Q — R? Borel-medible. En el caso d = 1 hablamos de una variable aleatoria real. Si & : Q — C
es Borel-medible, es una variable aleatoria compleja.

Definicién 3.13. Si X es una variable aleatoria (real o compleja), su esperanza o media se
define como

E (X) ::/QXle’,

siempre y cuando E (| X|) < occ.

Definicién 3.14. Dadas dos variables aleatorias X,Y con esperanza finita, su covarianza es

Cov(X,Y) :=E ([X ~EX)Y - E(Y)]) —E (XY) — E(X)E(Y).
Ademds, la varianza de X es

Var(X) := Cov(X,X) =E (|X —E(X)|*) =E (|X|*) — [E(X)[*.

Definicién 3.15. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea & : Q — R? un vector aleatorio.
La distribucion P de & es el pushforward de la medida P por medio de &, es decir, P es la medida
de probabilidad en R? dada por

P(A) :=P(1(A)), ACR? boreliano.

Generalmente usaremos la notacion P(€ € A) en lugar de P(¢71(A)).

Definicién 3.16. Sea £ un vector aleatorio. La funcion caracteristica de su distribucion es

2N =E (<) , Ae R
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Observacion 3.17. Notemos que la funcion caracteristica de una distribucion no es otra cosa que
su transformada de Fourier. En efecto, con las notaciones de antes

B = [ @b = [ SN P =B () = e,

donde nuevamente hemos usado el Teorema de Cambio de Variables.

Definicién 3.18. Una sucesidn de variables aleatorias {Yy, }nen definidas en un espacio de proba-
bilidad (0, F,P) converge casi seguramente a una variable aleatoria Y si existe un evento A € F
tal que P(A) =0y

lim Y, (w) =Y (w),

n— oo

para cada w ¢ A. Esto lo notamos
CcS

Y, —Y.

n—roo

Mads en general, diremos que algo ocurre casi sequramente si ocurre fuera de un conjunto de
medida nula.

3.3.2. Algunos resultados utiles

Para estos resultados cldsicos de teorfa de probabilidades, ver por ejemplo [7].

Teorema 3.19 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable aleatoria real, tal que E (] X|™) < oo,
para n € N. Dado a > 0:

P(Xza)gw.

an

Tomando la variable (X — E(X))?, se deduce como caso particular la desigualdad de Chebyshev.

Teorema 3.20 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria real, con
E(X),Var(X) < o0.

Dado a > 0:

< VarX)

P(X ~E(X)| 2 a) <~

Definicién 3.21. Dada una sucesion de eventos {Ep}tnen, €l evento

limsup F,, := ﬁ fj Ey

es que ocurran infinitos E, .
Lema 3.22 (Borel-Cantelli). Si {E,}nen es una sucesion de eventos tal que

i P(E,) < oo,
n=1

entonces P (h’m sup En> =0.

n—oo
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3.3.3. La distribucién normal

Definicién 3.23. Una variable aleatoria real X tiene distribucion normal estdndar, que notamos

X ~ N(0,1), si
1 >
P(X € A :—/e_w/Qd:m
( ) 5/,

para cada A C R Lebesgue-medible. Mds en general, sia € R y o > 0, una variable aleatoria real
X tiene distribucién normal N(a,0?), o Gaussiana (X ~ N(a,0?)) si

1
/ o~ (e=0)?/(20%) g
2o Ja
2

para cada A C R Lebesgue-medible. La media de X es a y la varianza es o=.

P(X €A =

Veamos la expresion para la funcion caracteristica de esta distribucion. Si X ~ N(a,0?) y
A € R entonces

px(N) = E () = | e

Q

=/ e({x, \)) 27706—(37—(1)2/(202) de — e—2miar—2(emA)?

Definicién 3.24. Un vector aleatorio £ tiene distribucion normal estdndar d-dimensional si

(\/17)(1 / e~lall3/2 4y
2w A

para cada A C R? Lebesque-medible. Mds en general, un vector aleatorio & tiene distribucion
normal d-dimensional (o multivariada) o Gaussiana si

P( € A) =

Peed)=— 1 / o (K (@=a).a—a)/2 g
(\/271') vdet K /A

para cada A C R Lebesque-medible, donde K es una matriz positiva e inversible. El vector a es
la media de § y el operador K es el operador de covarianzas. Si § = (51, e ,{d), entonces
a=(E(&"),....E(&Y), y la entrada (i, j) de K es Cov (£%,&7).

Una definicién equivalente es que el vector aleatorio £ tiene distribucién Gaussiana si cualquier
combinacién lineal de sus componentes

Yi=a - a2+ .. +aq- £,
con ay,...,aq € R, tiene distribucién normal (en R).

Veamos la expresion para la funcién caracteristica de esta distribucion. Si € es un vector con
distribucién Gaussiana y A € R? entonces

pen) = E (&) = [ eEmap

- 1
e({x,\)) —————
/]Rd . >)(\/27r)d\/detK

_ 6—27\'1'((1,)\)—271'2(]()\,)\)

67<K_1(x7a),1:7a)/2 dz

En particular, ¢¢(A) es no nula para cada A € R
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Ademas, la norma dos de esta distribucién tiene todos los momentos finitos:

—(K Y (z—a),z—a
E(I618") = [ €8 ap = [ el (< a2 g < oo,
) det K

para cualquier k£ € N. Usando la nomenclatura anterior, la funcién de distribucién de la Gaussiana
pertenece al espacio de Schwartz de funciones de rapido decrecimiento.

Para una definicion més en general de medidas Gaussianas y una exposicién completa de estos
temas, ver [19].



Capitulo 4

El Teorema Principal

Enunciemos, antes que nada, el Teorema Principal de nuestro trabajo, el cual nos permitird
hacer la reconstruccion de nuestro reticulo original. Asi como hicimos en la introduccién y en los
preliminares, usaremos a lo largo del trabajo la notacién

e(t) = et

Teorema 4.1 (Teorema Principal). Sea £ C R un reticulo, con D su dominio fundamental,
tal que mg(D) = 1. Consideremos {£,}ner una sucesion de vectores aleatorios en R i.i.d, con
distribucién de probabilidad &, siendo (2, F,P) el espacio de probabilidad donde estdin definidos.
Sea W:={n+¢&,:neL} y Mr(\):Q — C dada por

Ma(\) = ——— 3 e(fw, ),

md(BR) weWNBRr

para cada R > 0 y cada X € R, Supongamos ademds que existe un & > 0 tal que
d+
E (Jl&ll2™) < oo (3)
Entonces, cast sequramente, tenemos

we(X) st AeLl”
lim Mp()\) = (4)
fimyoo 0 si N¢L*

para cada X € R, donde p¢(\) =E (6((5, )\>))

En este capitulo desarrollaremos todas las partes que se necesitan para demostrar este Teorema,
excepto por una central que es una Ley Uniforme de Grandes Numeros, a la que llamaremos Ley
Uniforme Chueca. Dejaremos todo listo para poder dedicarle los demas capitulos a esta Ley, y
asi completar la demostracion del Teorema.

Observacién 4.2. Bajo nuestras hipdtesis, para todo R, Mgr()\) involucra finitos términos casi
sequramente (lo veremos en la observacion J.0). Es decir, casi sequramente esta variable aleatoria
estd bien definida.

Observacién 4.3. Si uno fija un A € R% puede preguntarse si el limite (1) funciona casi sequra-
mente para ese \. Pero lo que buscamos es ir mds alld: el Teorema dice que existe un evento de
medida cero, fuera del cual el limite es este jpara todos los A-s a la vez!.

18
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Ahora: ;cémo recuperamos el reticulo a partir del Teorema? Si nuestra distribucion de proba-
bilidad & es tal que o¢(\) # 0 para todo A € R (por ejemplo, si & es Gaussiana), el Teorema
principal nos dice que, para cada w fuera del conjunto de medida nula, tenemos

{rer’: Jim Mp(\)(w) £0} = £°

Dada una realizacion de nuestro conjunto aleatorio W, recuperamos al dual L* de esta manera, y
, .. *
nuestro reticulo original L se recupera tomando dual nuevamente: L = (L*)".

Observacion 4.4. Hagamos algunos comentarios sobre las hipdtesis de nuestro Teorema principal.

= No se asume que & tenga media 0. Esto significa que también podemos recuperar a nuestro
reticulo L a partir de un conjunto aleatoria de la forma

Wi={n+c+é& :neL},

con {&,Yner vectores aleatorios i.i.d y ¢ € R un vector arbitrario (no aleatorio). Lo tinico
que cambia es que en nuestro Teorema principal, el resultado del limite queda multiplicado

por e (=(A;€)).

= La hipdtesis mq(D) = 1 no es fundamental. Si uno no normaliza, lo inico que sucede es que
en nuestro Teorema principal, el resultado del limite queda multiplicado por (mq(D))~1. En
particular, si mq(D) =1, también mq(D*) = 1.

= La hipdtesis (3) la usaremos en el lema /.5. Notemos que en particular esta nos garantiza
también que E (||€]2) < oo. En efecto, podemos usar la desigualdad ||€||2< ||€]|3T+1 para
obtener E (||€]|2) <E (|[€]51) + 1 < oc.

4.1. Estructurado vs. aleatorio

Lo primero que necesitamos para demostrar nuestro Teorema es el siguiente resultado casi
seguro, que nos permitird separar lo estructurado de lo aleatorio.

Lema 4.5. Casi seguramente tenemos

, 1
ngnoo ﬁ#{n e L:|n|2< R, |In+&nll2> R} =0,

, 1
ngnoo ﬁ#{n € L:|nll2> R, |In+ &< R} =0.

Demostracion. Sea d :=¢e/2(d+¢) € (0,1) con el mismo € € (0,1) que en la condicién (3). Tenemos
2(d+¢)—¢ €
d 1-6)=(d = ) =d+-.
@ra -0 =@+ (U5TI55) = a4
Por la desigualdad de Markov

E(I&l57) _ E(léls™)

(d+e)(1-6) ||an+€/2

P (ll€nll2> lInll; ™) <
]l

para todo n € £\ {0}. Entonces

_ 1
Yo P(lella= Inll3™) <E(lEl5™) D —rg <00
neL\{0} neL\{0} Il

Por el lema de Borel-Cantelli, la variable aleatoria

X=#{neLl:|&]> Hn||§_6} es finita casi seguramente . (5)
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Por desigualdad triangular

#{n € L:lnlo< R, n+ &ull> R
<#{ne L [nll< Blln+Eallo> B, I€alla< Inl3~0} + X
S LIl Bl ol "> R) 4 X

Ahora, si |nfa< R — R*=% < R, entonces ||n||o+|n]s7°< |[n/l24+|R[*~% < R. De esto se sigue que
#{n € L:|In2< R, |nla+|nly°> R} < Ne(R) — Ne(R— R0,

Ahora veamos que esto tltimo lo podemos acotar por éRd"S, para una constante C=C (L) > 0.
En efecto: por (28) tenemos

Nz (R) < CRY™ 4+ my(Br) = CRY 4 mg(B;)R?
y también
—Ng(R—R'"™°) < C(R—R'")" —mg(Br_pi-s) = C(R— R* )4 —mgy(By)(R— R' %)%
Sumando ambos términos, obtenemos
Nz(R) — Ne(R—RY7°) < CRU' 4+ C(R— RV 4myg(By)(RY — (R — R*™%)%).

Como § < 1, lo que nos interesa acotar es

d—1 d—1
Rd - (R o R175)d _ kz::() (Z) Rk(leé)dfk(il)dfk _ I;O <Z> Rd7d6+k6(71)d7k‘ )

Como el exponente d — dd + k& es menor o igual a d — § y los demaés factores solo dependen de d,
estamos.
Juntando esto con lo anterior obtenemos

#{ne L:|nl|2<R,||In+&2> R} < CRY + X |

que nos da la primera igualdad que queriamos.
Para la segunda igualdad notemos que

#{n € L:|nll2> R, n + &ll2< R} <
#{nel:R+R72>|nly> Ry +#{neL:|nlls> R+ R"?|n+&|2< R}.

Usando nuevamente (28) y haciendo una cuenta similar a la anterior se obtiene la cota

#{neL:R+R"°?>|n|.> R} < CR¥/?,

En este caso hay que desarrollar (R + R'=%/2)4=1 y (R 4+ R'=%/2)d — R4 notando que en ambos
casos los exponentes en R quedan menores o iguales que d — §/2.
Veamos por 1ltimo que

#{nel:||nla>R+R7V2 ||In+&< R} <X, (6)

a partir de R suficientemente grande. En efecto, sea R > 22(1=9/8 v n e £ tal que simultdneamente
[nlla> R+ R'™“/2 y ||€,]l2< |n]|2~%. Entonces

1-0
I+ €allz 2 Inlla=l€nll2> lInllo=Ilnls~*> R+ B3/ — (R + R'=/2)
>R+R'"?—(2R)'* > R+2'°R'"° — (2R)'° = R.

Esto culmina la demostracion. O
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Si extendemos la notacién Nz (R) := #(L N Bg) para el ntmero de puntos en el reticulo £ que
estdn en la bola centrada en el origen de radio R > 1 a un conjunto discreto A C R cualquiera
como Np(R) := #(A N Bg), lo que acabamos de probar es equivalente (por (29)) a que, casi
seguramente

fim N , (7)

puesto que

Ne(R) = #{n € L: |In|2< R, [In + &ulla< R} + #{n € L: |[n[l2< R, [n + &all2> R}
Nw(R) = #{n € L:[|nfla< R, [[n+ & ll2< R} +#{n € L: [Inf2> R, [|n + &ufl2< R},

de donde

casi seguramente.

Esto que acabamos de notar no depende de la hipétesis de normalizacién m4(D) = 1, luego si
desconocemos el volumen my(D), lo recuperamos casi seguramente por medio del limite
Nw (R) 1

lim = .
R—o0 md(BR) md(D)

Si estamos en dimensién d = 1, conocer mg(D) es recuperar el reticulo.

Observacién 4.6. FEl limite casi sequro (7) implica, en particular, que Ny (R) es finito casi segu-
ramente. Esto dltimo también se puede obtener juntando (5) con (6): casi sequramente

Nw(R) =#{n € L:|n+ &< R}
=#{n € L:|n]2> R+ R"72 |n+ &< R} +
#{neL:|n2< R+ R In+&ll2< R} < o0,

a partir de R suficientemente grande y, por lo tanto, para todo R.

Ahora bien, usando el lema 4.5 obtenemos

1
sup |[Mp(\) — ———
sup |Me) = oy

DRIy

neLNBgr

——sp | Y A - Y e &) <

ma(BR) rera

nel nelLNBr
[In+énll2<R
#{nel:|nla <R |n+é&l2>R} | #{neLl:|nl2> R [n+&l: <R}
+ 0
md(BR) md(BR) R— o

casi seguramente. Luego el limite de nuestro Teorema Principal es igual casi seguramente a

1 T 1 -
lim ——— e({n+&,N) = lim [ @e(N\) ——— e ((n, A
R—o00 md(BR) nGﬂZﬂBR >) R—soo 5( ) md(BR) nE;BR (< >)
1
55 e((n,A) [e ((§ns A)) —pe(N)| ] -
— ) ;B (0, AD) e (@€ ) — e >])
El primer término del miembro de la derecha es nuestra parte estructurada

1 I
— e((n,\)).
By 2 (A

n€ELNBRr

Probemos la siguiente
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Proposicion 4.7. Se tiene que
1 1 si Aecl*
lin ——— 3 (V) = 3)
oo ma(Br) | T 0 si AL
Observacion 4.8. Recordemos que
L :={meR:VneL, (n,m)ecZ},

con lo cual, si A € L*, tenemos que

lim; Z e({n,\)) = lim; Z 1:11'mN£7(R):1.

R— o0 md(BR) nelnBr R—o0 md(BR) neLrBr

Este es el comportamiento asintdtico de N (R) asumiendo mg(D) = 1 (ver (29)). Entonces para
demostrar (8) lo que nos falta estudiar es el caso A ¢ L*. Para eso primero un lema.

Lema 4.9. Sea T un conjunto discreto de puntos de RY, de modo que 0 ¢ T' y existen constantes
C >0 yr >0 tales que para todo R > 0:
#{yel:|yl2<R}<C-R". (9)

Entonces, para cada funcion f € S(R?) se tiene que

> f(By) ——0

yel’

Demostracion. Sea & > 0 tal que I'N Bs = (). Como f € S(RY), entonces
IBAIE £(8)| < [[I2l372 £ @) < oo,

para cada R > 0y cada v € I'. Luego

S 1) XJRP%H”%““%M

yel’ yel
o0

— 2r+2 1
o™ @) 2 3

oo
n:hwqwm<m+15

2r+2 1
< el £ () E: D, gEmgaE
* n=1n5<|lyll,<(n+1)5
2r = C(5(n+1

00 R2r+2(5n)27‘+2

_ 2r+2 ¢ C n+1 1
= etz )] arezgees

c

— SN
R27+2 R

0.

O

Ahora si, con el comportamiento asintético de Nz (R) y la férmula de Poisson (1), encaramos
el caso que nos falta.
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Demostracion del caso X ¢ L* en el limite (8). En efecto, dado § > 0 sea 5 € S(R?) una funcién
decreciente (como funcién de ||-||2) a valores reales tal que @s(x) = 1, si [|z|]2< 1y ws(z) = 0,
si |lzll2> 1+ 0. Dado n € Ly R > 0 se sigue que @5 (%) = 1, si ||[n]2< Ry o5 (%) =0, si
In|l2> (1 + 6)R. Entonces

1 [
i 22, | <

1 - 1 N — 1 n
a(Br) RE;BRe«n,A» = B 27 () 0|+ |5 > v (%) emml -

s L e ama)|+ 1n

nel
R<|In|lo<(1+48)R

Para el primer término:

g L w(RT < T e ()] <

nel
R<|lnla<(1+6)R R<|lnla<(1+6)R

1 1
B 2 LS gy (el OR) = Ne(R) =

nel
R<|Inllz<(146)R
NL((1+5)R)~md(B(1+5)R) B NL(R) (1+6)d— 1
ma(Br) - ma(B11s)r) ma(Br) R—oc

Para el segundo término, usamos la férmula de Poisson (recordar que asumimos my(D) = 1):

md(lBR) Z o (%) el{n, ) = md(lBR) Z 4 (% (E) e(( )‘>)) (m)

neLl meL*
1 .
= a(Br) ; F (¢ (E)) (m+2)
_ @ S RIGH(R(m + \)
meL*
- 7md(1B1) 3 FilRm ).

Tomando como caso particular del lema 4.9 T' = £* + X\ (que no tiene al 0 pues A ¢ L*) y f = o5
obtenemos que esta tltima sumatoria se va a 0 cuando R tiende a oo (la cota (9) se verifica tomando
r = d, por (28)). Queda asi demostrado nuestro limite (8).

O

Nos falta estudiar el limite de nuestra parte aleatoria

1 Z e((n,A)) [e ((€ns A)) — 505()\)]

md (BR) neLNBgr

para demostrar nuestro Teorema Principal. Es la Ley Uniforme Chueca, que resulta central en
nuestro trabajo. Es el siguiente Teorema.

Teorema (Ley Uniforme Chueca). Casi seqguramente, para todo A € R? se tiene

i S e () [ (@ )~ ge(N)] = 0.

R=ro0 My (BR) neLNBgr
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De esta Ley nos ocuparemos en lo que resta del trabajo. En este punto la asumimos y volvemos a
escribir como se deduce nuestro Teorema Principal, para que nos quede la prueba compactada.

Demostracion del Teorema /.1. Usando el lema 4.5 obtenemos

1
sup |Mp(\) = ————
sup, [ Me) = B

Y e((n+ & \)| =

neLNBgr

msup S et & - Y et &N <

AERC

L n€LNBRr
In+énll2<R
#{nel:lnlls <R |n+&l2>R}  #{nel:|nlz> R |n+&l: <R}
+ 0
md(BR) md(BR) R—o0

casi seguramente. Luego el limite a estudiar es

tm —— 3 et &),

R—o0 md(BR) nelnBr

que, combinando (8) con la Ley Uniforme Chueca, resulta:

1 we(A) st AeLl*
lim ——— Y e((n+&,N) =

oo ma(Br) |, =y 0 si AN¢L*

casi seguramente. Esto termina la demostracién. O



Capitulo 5

Ley Fuerte Uniforme

Qué es una Ley Uniforme de Grandes Nimeros? Como su nombre lo sugiere, es una Ley maés
fuerte que las leyes Clasicas de Grandes Numeros, que en lugar de aplicarse a una sucesién fija de
variables aleatorias, funciona uniformemente sobre familias de variables aleatorias.

Por un lado, las leyes Uniformes son de interés tedrico en si mismas, y representan un punto
de entrada a una gran area de la teoria de probabilidades y estadistica conocida como teoria de
procesos empiricos. Por otro lado, estas leyes juegan un papel esencial en escenarios mas aplicados,
como en el comportamiento de diferentes tipos de estimadores estadisticos.

Como mencionamos en el capitulo anterior, la Ley Fuerte Uniforme que nosotros necesitamos,
a la que llamaremos Ley Uniforme Chueca, es la siguiente

Teorema (Ley Uniforme Chueca). Casi seqguramente, para todo A € RY se tiene

i e ST () [ A — weN)] = 0. (10)

R— o0 md(BR) nelnBr

L Qué significa el casi seqguramente en este caso? El Teorema dice que existe un evento de medida
cero, fuera del cual el limite es este jpara todos los A-s a la vez!. Mientras que una ley Clasica seria

estudiar el limite, para un A fijo, de los promedios de las variables e ((n, A)) [e ((&n, A)) — npg()\)},

lo que queremos es mover el A sobre todo R, y asf obtener las familias de variables aleatorias a
las cuales aplicard la ley en cuestion uniformemente.

En el capitulo que sigue desarrollaremos unas herramientas que nos permitiran luego probar
esta Ley. Pero antes de hacer eso veremos en este capitulo dos formas de probar, solo usando
teoria de probabilidades, una Ley Uniforme més simple. Luego trataremos de convencernos que no
funcionan estos caminos para llegar a (10). La Ley mds simple en cuestion es

Teorema 5.1. Casi sequramente, para todo A\ € R¢ se tiene

i S (o) - V)] =0. (11)

R—o0 md(BR) nelnBr
Esta Ley (11), por (29), es equivalente a probar

Teorema 5.2. Sea {&, }nen una familia de vectores aleatorios en R? i.i.d, que cumplen la hipdtesis
(3) (alcanza con pedir E (||€]|2) < o0). Entonces casi sequramente, para todo X € R? se tiene

Im = > [e((&n,A) —E(e({6n, A)))] = 0.

Esto nos indica que nos podemos abstraer del reticulo para enfocarnos en esta Ley Uniforme
simplificada. Mostraremos dos caminos para atacar esta Ley. Luego veremos que ninguno de los
dos funciona para probar la Ley chueca.

25
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5.1. Primer enfoque

El primer enfoque lo hacemos con vectores aleatorios X; acotados. Seguimos, bajo algunas
modificaciones, ideas de [16]. Nuestro objetivo es, dado un 6 > 0 y un N > 0 fijos, obtener una

cota para
> 6) ,

con n suficientemente grande. A partir de esto, obtendremos nuestra primera Ley Uniforme. Es de
interés que para esto no pasaremos por las leyes clasicas de Grandes Numeros.

Usando lo que en [16] llaman el proceso de simetrizacidn demostraremos el siguiente Teorema.
Para eso necesitamos recordar que una variable aleatoria X tiene distribucién de Rademacher si

n

1
P| sup —
()\EBN n ;

[e({Xi, A)) = E(e((Xi; A)))]

Teorema 5.3. Sea F una familia de funciones medibles de R en R, y sean {X;}1<i<n vectores
aleatorios en R? i.i.d, tal que E(f(X1)) < oo para cada f € F, y ademds

sup{Var(f(X1))} < co.
fer

Para cada i, sea h; : F — R una funcion cualquiera. Entonces, si x > 0:

>x)

Zfi [f(X:) — E(f(X:)) — hi(f)]

i=1

n

S AX) — E(f(X0)

S

(1 — 4—7; sup{Var(f(XQ)})]P (sup
T fer

fer

> x
4 )

§2-P<sup

donde {€;}1<i<n son variables aleatorias independientes de Rademacher.

Antes de pasar a la prueba, nos interesa en particular el siguiente

Corolario 5.4. Bajo las condiciones del teorema anterior, consideremos x = ne, para € > 0. Si
v? = supyep{Var(f(X1))} yn > 8v?2 /&2, entonces

>e| <4-P|sup > (12)
feF 4

Demostracion. Si tomamos h;(f) = —E(f(X;)), para cada i, entonces para cada z > v/8y/nv (que
es equivalente a n > 8v?/e?) se tiene

n

1
P | sup —

f(X3) = E(f(X3)) Zfif(Xi)

i=1

- 22 G Var(£(X1))) >

T= feF
>z | <4-P| sup
fer

b

DN | =

por lo que

n

> (X)) —E(f(X0))

i=1

n

P (Sup e f(Xi)| > x) .
feF 1 4

1=

Ahora si la demostracion del Teorema.



Primer enfoque 27

Demostracion del Teorema 5.3. Sea Z;(f) la variable aleatoria f(X;) — E(f(X;)). Tomemos para
cada i y para cada f, W;(f) una copia independiente de Z;(f). Fijemos x > 0. Sean

i (£ 3)
o

A= {?22 2, %)

Tomemos w € A. Luego, existe fo € F tal que |> ., Z;i(fo)(w)| > z. La desigualdad triangular
nos dice que si |37 W;(fo)(@)| < /2, entonces |37 | Zi(fo)(w) — Wi(fo)(@)| > %. Se sigue que

B < Py < ZWi(.fO) < ;) < Pw < ZWi(fo) — Zi(fo)(w)| > g)
< Pw (;telg ;W = Zi(f)(w)| > 2) ;

donde Py, es notacién para calcular la probabilidad con respecto a las variables W;, pensando a
las Z; fijas. Como ambos extremos de la desigualdad no dependen de fj, la misma vale en todo A.
Integrando con respecto a Pz en A obtenemos:

$> Z/Aﬁdﬂ)z(w)
<[ (3

< [Pw (sup S W) - Zi(e)
Q feF |
n T
=P | sup >—1.
En el ultimo paso estamos usando la Ley de Esperanza Total (ver [7]) con variables indicadoras.
Para cada f y cada i, Z;(f) — Wi(f) tiene la misma distribucién que W;(f) — Z;(f). Entonces,

para cualquier eleccién de signos {e;}1<i<n, tenemos que Y . | Z;(f) — W;(f) tiene la misma
distribucién que Y, €;,(Z;(f) — Wi(f)). Por lo tanto:

(igg ZW (Nl > 2) (;IEJI; ZEZ i(f) = Zi(f)]

1=1
Ahora bien, por la desigualdad triangular tenemos que

{;gg >t - 2(f)
{?1612 Zgz z Z(f)] } {)Sclelg 251 z hi f)}

Entonces, como las Z; tienen la misma distribucién que las W;:

(;gg Zfz i Zi(f)]
2- PZ (SUP ZEZ z Z f)]

fEle

<?1€11; 251 i(f) = hi(f)]

n

B-Py (sup > Zih)| >

fer iz

Wi(f) = Zi(f)(w)

> ”;) AP (w)

> ;) APz (w)

Wi(f) = Zi(f)

T
> 5 {Q}lgign) .

ST
1(

X
> 5 {Q}lgign) <

> 2 {Ei}1<i<n> =
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Finalmente, para estimar 5, usamos la desigualdad de Chebyshev. Para fe F:
Var (2?21 Zi (f)

P<< B

szf)’ > 9”) <
2
=1
que nos da la cota 8 > 1 — 22 sup s p{ Var(f(X1))}.

) _ iﬁ Var(Zi(f)) = f;" Var(f(X1))

O

La idea de lo que sigue es reemplazar una familia F', que puede ser infinita, por un conjunto finito
que la aproxime en algiin sentido. La nocién detras de esto es la de los numeros de cubrimiento.

Definicién 5.5. Sea (Y, d) un espacio métrico y FF C'Y. Dado € > 0, sea N(g,F,d) el minimo
nidmero (si existe alguno) de bolas de radio £ con respecto a la métrica d que se necesitan para
cubrir F'. Esto es, el minimo cardinal del conjunto {y1,...,ym} C Y con la propiedad de que para
cada f € F, existe 1 < i < m tal que d(f,y;) < €. Cualquier conjunto con esta propiedad es un
e-cubrimiento.

Dados A € RY y M > 0, llamemos fys,» a la funcién e((-, \)) con dominio By, en dimensién d.
Sea Farn :={fm,x : A € By}, y pensemos en la definicién anterior con el espacio métrico Yas de
las funciones acotadas a valores complejos con dominio Bj;, con la distancia d., inducida por la
norma ||-|| . Veamos que N (e, Fis n,dx) es finito. En efecto

((farx = farg) (@) = e (2, 1)) - (e ({2, A — ) — 1) |
= le({z, A — w)) = 1] < 27f{x, A — )| < 2w M ||A = pfl,
donde hemos usado Cauchy-Schwarz en la tltima desigualdad. Tomando |[A — ul, < e/(27M), ob-

tenemos || far,x — far ulloo < €. Por compacidad de la bola By, podemos cubrir nuestra familia Fis n
con un numero finito de elementos, es decir N (e, Fys n,do) es finito. Por ejemplo en dimensién 1,

se consigue la cota N (e, Fps n,doo) < [5/22%} +1= [@] + 1.

Una desigualdad que ademds necesitamos es

Teorema 5.6. Sean z1,. .., z, € C y{e; }1<i<n variables aleatorias independientes de Rademacher.

Entonces
P ( Z Eizi

i=1
siendo ||z]|3= 32, |2* = 3201, af + b7 = [lall3+[bl3 » con a; :=Re(z) y b; :=Im(z;) .

>g}u{  >;}.

n
E €ib;
i=1

> x) <4. e/ (81=113) , (13)

Demostracion. Por desigualdad triangular,

(£

Z Ei%; Z €ily
i=1 =1
Ademaés, la desigualdad de Hoeffding (ver [15]) nos dice

()

n
E €ia;
i=1

> x) < 9. e~ (@/2%/2lal3)
2 —_ b

>§)+p<‘

n
E €ib;
=1

y lo propio para el otro término. Obtenemos

p(‘ >x><P<} >g)

> >
i=1 i=1
<92 e (@/2)/(2]|all3) +92. e (@/2)?/(2[Ib]3)

<2. e @/22/ClZI3) 4o . o= (2/2)*/Cl121I3)

R CIE Y
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Ahora si, la cota que buscdbamos:

Teorema 5.7. Sean {X;}1<i<n vectores aleatorios i.i.d en R, tal que ||X;|, < M, para cada i.
Si§>0yn>128/8% entonces

n

1
Pl sup —
(AEBN n Z:

=1

[e({Xi, A)) = E(e((Xi; A)))]

> 5) <16~ N(6/8, Fagn,doc)e " /512 (14)

Demostracion. Consideremos la familia Fs,y como antes. Sea

)
A= { sup > n},
AEBN 4

con {¢; }1<i<n variables aleatorias independientes de Rademacher. Tenemos que

P(A) = / P, ( sup
Q AEBN

Sea G un ¢/8-cubrimiento de Fis y con la do. Tenemos que

ZEifJVI,A(Xi)

i=1

> eifua(Xi(w)| > Tf) dPx, ...dPx, (w).

i=1

#G = N(8/8, Frrn, dog) -
Dado A € By, existe gy € G (fijamos alguna para cada \) tal que

< T3 (X)) — 0a(X0)] <

i=1

1)
[ farx = galloo < 3’

S|

ZEz‘ [ (Xi) — gx(X5)]

1
n |4

que es lo mismo que

no
< —.
- 8

Z & [fua(Xi) — gx(Xy)]

Fijada una realizacién de las X; y de las ¢;, si ocurre A, existe A\ tal que

- no
Z€ifM,Ao(Xi) >
i=1
Entonces
n5 n n n
Vi D eifarne(X)| < D€ [farane (Xi) = gao (X)) + | D £iga, (X3)
i=1 i=1 i=1
nd -
< g‘f' Zfig/\o(Xi) :
i=1
Luego
" nd
su g (X;)| > —,
up ; (X)) > 3
lo que implica
" nd - nd
P(A) =P [ sup € X)) >— | <P| sup gigh(X;)| > —
“) <)\€BN ; faa (i) 4) (AEBN ; 9(Xs) 8
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Las funciones en G son acotadas, y en particular las podemos tomar acotadas por 1. Entonces
n
ZHg(Xi(w))H%g n,para todo w € ,toda g € G.
i=1

Aplicando (13):

g

n

> eig(Xi)

i=1

> TL8(5> CHP’X1 ...dIP’Xn(w)

6)/(

< [ 4.emF/GR2Y Py APy, (w)

ZEiQ(Xz‘(w))

2

— .o n8°/512

Luego,

]P’(A)gZIP’(

geqG

Z&g(Xi)

i=1

) 5
> 7;) < § /‘4 . efn52/512 <4. N((S/&FM’N’dOO)efnéQ/olZ )
geG

Finalmente, notando que
le({(X1, A)) = E(e((X1, M))| < le((X1, M)| + [E(e({(X1, )] < 1+ E(le((X1, 1)) = 2,
para cada A, obtenemos que
Var(e((X1,A)) = E(le({(X1, 1)) — E(e((X1,\))[*) < 4,

y entonces la desigualdad (12) nos da el resultado. O

Sale entonces con esto nuestra primera Ley Uniforme para variables acotadas, sin pasar direc-
tamente por las Leyes clasicas de Grandes Numeros.

Corolario 5.8. Sea {&,}nen una familia de vectores aleatorios en R? i.i.d, tal que ||&,]l, < M,
para cada n. Entonces casi sequramente, para todo \ € RY se tiene

R

tim > e ({60, A) — E(e (€ A)] = 0.

n=1
Demostracion. Sea N € N, § > 0 fijos. Consideremos para cada R € N el evento

s}

R

D [e(€ns N) = E(e({€ns M)

n=1

1
Er:=1¢ sup —
{)\EBN R

Usando (14) obtenemos

[128/62]
Y P(Er)= > P(Er)+ > P(Eg)
R>1 R=1 R>128/62
[128/62]
< P(ER)+ Y. 16 N(§/8, Farn,doo)e™ R0/712 < o0,
R=1 R>128/62

Por el lema de Borel-Cantelli se sigue que P (h’m sup ER> = 0. Como el § es arbitrario, resulta
R—o0
que casi seguramente, para todo A € By se tiene

, 1
lim —
R—o0

M=

e ((€n, A)) — E (e ({€n, A)))] = 0.

n=1

Como N € N también es arbitrario, se extiende la convergencia casi segura a todo A € R, O
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En este punto, se podria pensar en extender lo que acabamos de hacer para variables acotadas,
a variables gaussianas o con un decaimiento similar, pero como ya probaremos esto con el segundo
enfoque, no nos concentramos en eso y, en cambio, vamos diectamente a ver por qué no funciona
este camino para nuestra Ley Chueca.

Veamos entonces que el mismo esquema de la demostracién del Teorema 5.7 no nos sirve para
probar la Ley Uniforme Chueca. Por simplicidad, supongamos que estamos en dimensién uno. En
tal caso, la cota que necesitamos para nuestras aplicaciones seria

1
P sup — >0 .
AE[-N,N| T

i Por qué no funciona el mismo camino? Si vamos agregando este factor e ((i, \)) adecuadamente
en la demostracion, los primeros pasos se siguen de la misma forma (valiéndonos de que su médulo

es 1), hasta que en el paso
1) 1)
P sup > M)_p U > ne ,
AE[-N,N] 8 st 8

el mismo argumento no nos sirve para

P sup
<)\€[N,N} Z

=1

n

D e (i ) [e((Xi, A) = E(e((Xi, A)))]

i=1

n

> (X))

i=1

£ig(Xi)
1

1=

_n
8 )

pues ahora la cantidad de funciones e ((i, A)) - gx (X;) deja de ser finita, recorriendo A el intervalo
[N, N]. Perdimos.

e ((i,A)) iga(Xi)

5.2. Segundo enfoque

Otra alternativa es usar las Leyes clasicas de Grandes Numeros, de Kolmogorov y de Khintchine,
a partir de las cuales se puede obtener una Ley uniforme para un subconjunto denso numerable de
R¢. Luego, utilizando la regularidad de las funciones exponenciales, veremos cémo se puede pasar
de dicho conjunto denso a todo R? (concretamente, adaptaremos la idea de acotar los gradientes
de la prueba del Claim 2 en [1]).

Comencemos recordando algunas estimaciones de funciones maximales, las cuales constituyen
un primer paso clésico a la hora de establecer convergencias en casi todo punto.

5.2.1. Desigualdades maximales

Un camino estandar para probar una versién de la Ley Fuerte de Grandes Numeros consiste en
demostrar una desigualdad maximal como la que veremos a continuacién.

Teorema 5.9 (Desigualdad de Héjek-Renyi). Sean X1, Xs,..., X, variables aleatorias reales in-
k

dependientes tal que E(Xy), Var(Xy) < oo, para todo 1 < k < n. Sea T} = Z(Xz —E(X;)). Si
i=1
Cc1 > co > ... > ¢, SO constantes positivas, tenemos para todo t > 0:

, 1o
P ({fggé{nckw;@ > t}) < 7 ’;ck Var(X}) . (15)

Tomando ¢; =1, 1 < i < n, en la desigualdad, obtenemos como caso particular la famosa desigual-
dad de Kolmogorov.
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Teorema 5.10 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean Xi,Xa,..., X, variables aleatorias reales
k

independientes tal que E(X}), Var(Xy) < oo, para todo 1 < k < n. Sea T}, := Z(XZ - E(X))).
i=1

Para todo t > 0:

Demostracion del Teorema 5.9. Sea Ty := 0y ¢g := ¢1. Definamos los eventos:

A(] = m{ck|Tk| S t}
k=0
k—1

Ap = ﬂ{Cj‘le < t} N {Clek| > t}, 1<k<n.
J=0

Notemos que si A ocurre, 1 < k < n, entonces C%T,? > 12, lo que nos dice que:

2, < _ 42 22
t P({gg&cﬂm >t}) 2 "P(Ar) <> E(GTE | An)P(A) -

k=1 k=1
Luego, para probar (15), alcanza con ver que

ZE(C%TIE |Ak Ak S Z ar Xk
k=1 k=1

Como Ty, = Ty—1 + (X — E(X})), resulta
TP —T7 =2 T (X — E(Xy)) + (X5 — E(Xi))*

Ahora, sea By := Q) (nuestro espacio muestral) y para 1 <k <n

k
B =45
i=1
Como A; C Af,1 <1i <l < n, podemos escribir Ay, = Bj_1 \ Bg,1 < k < n. Esto nos dice que
E( Ty | Ap)P(Ax) = B(RTE Lay,) = B(GTE I, ) — B(G T IB,) -

Ademas X, es independiente de Ip, , v de Tx_1, 1 <k < n. Entonces

n

ZE Clec ‘Ak (Ak) = Z [E(CiTIEIkal) - E(CiTlngk)} = Zci]E(TISIBk—l) - ZCiECTkQIBk)
k=1 k=1 k=1 k=1

= AE(TY) + chE (T1p,_,) = Y i B(TE 1Ip, ) — E(Tp,)
k=2 k=2

< GE(IF) + Y GE((TR — Ti_)Ip,,) — GE(TNB,)
k=2

< AE(TY) + ) GE([2 - Te1(Xp — B(X)) + (X — E(X8))) B, _,)
k=2

= ZR(T?) + chE 2T 1( Xy, — E(Xi))Ip,_,) + ch]E (X — E(X1)?Ip,_,)
k=2 k=2

=2 Var(X) + 0+ Z ci Var(Xp)E(Ip,_,)

k=2
Z Var(Xy),

como queriamos ver. O
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Dadas Xy,...,Xu, ..., Xy variables aleatorias independientes tales que E(X}), Var(Xj) < oo
1 <k <N, podemos tomar Y1 =... =Yy =0,

M

Yir = ) (X; — E(X)),

i=1

y para M +1 < j < N definimos Y; = X; — E(X). Luego, a partir de la desigualdad anterior,
tomando ¢ :=1/ky M < k < N, obtenemos:

1L /12 1({1 Moo

P<{Mrggx ~| Ty | >t}) <5 > <k> Var(Yy) = <WVar(YM)+ > kQVar(X;Q)
k=M k=M+1
11 & Moo
= t72 (W ZV&I‘(XZ') + Z k2V&I‘(Xk)> s
=1 k=M+1
para todo t > 0, donde
k k k

T =Y (Yi—E(Y) = Y (Y%~ E(Y) = Y (X ~E(X;)), M<k<N.

i=1 =M i=1

Con esto ya podemos dar la demostracion de la Ley de Kolmogorov.

Teorema 5.11 (Ley Fuerte de Grandes Nimeros de Kolmogorov). Sea (Xi)ren una sucesion de
variables aleatorias reales independientes tal que E(Xy), Var(Xy) < oo, para todo k. Entonces

ZVar(Xk)<OO . Zka E(X;)] —=— 0.

= k2 n—00
>1 =

1
Demostracion. Sea Dy, := E —2Var(Xn), k > 1. Si D; < oo, entonces Dy, es decreciente en k y
n
n>k
lim Dy, = 0. Notemos que para todo M > 1:
k—o0

1 A 1 &
S SUSTANIT SYC
k=1 k=1

M
1
= — | D1+ (k= (k—1)*)Dy — MQDMﬂ)
k=2

M
1
= 72 D1 + Z(Zk‘ — I)Dk — M2D1V1+1>

M
k=2
1 M 1 1 M
gﬁZ(Qk—l)Dk_MQZQk—le+M > (2k—1)Dy
k=1 k=1 k=No+1

I /\

M2 Z (2k —1)Dy + — M (M — No)(2M — 1)Dy,41 < ¢,
k=1

para Ny suficientemente grande y M — oo. Ahora, si N > M y § > 0:

(sl (o o)
M<k<N k M<k<N k

11 & Yoo
5 <Z\42 ZVar(Xi)—i- Z kQVar(XQ)

i=1 k=M+1

1
52 <M2 ZVar +DM+1> .

k

Z[Xn - E(Xn)]

n=1

IN

IN
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Entonces, si M esta fijo y hacemos tender N — oo, obtenemos

k
1
- >0 V. i)+ D —0
({Eipk z:: }) =52 <M2 Z ar(X MH) M—00

Corolario 5.12. Sea (Yi)ren una sucesion de variables aleatorias complejas independientes tal
que E(Yy) = 0, para todo k. Supongamos ademds que existe cierta constante C tal que |Yy| < C,
para todo k. Entonces

O

7ZY,€—>0

n—oo
k=1
cast sequramente.

Demostracion. Notar que E(Re(Yy)) = Re(E(Y%)) = 0 y Var(Re(Yy)) = E(Re(Yx)?) < C?. Hace-
mos lo mismo con la parte imaginaria y aplicamos el Teorema 5.11 a ambas a la vez, para obtener
el resultado. O

Con el Teorema 5.11 se puede probar (ver [9]) esta otra versién de la Ley Fuerte de Grandes
Numeros:

Teorema 5.13 (Ley Fuerte de Grandes Nimeros de Khintchine). Sea (Xg)ren una sucesion de
variables aleatorias reales i.i.d tal que E(X;) = p < oo. Entonces

1 ,
— E X, — i, casi seguramente.
n n— oo

k=1

Ahora si, la demostracién de la Ley Uniforme (11) en cuestién. Como anticipamos, la idea de la
demostracién es la del Claim 2 en [1]. La misma la volveremos a usar més adelante.

Demostracion del Teorema 5.2. Dado A € R? fijo, consideramos la sucesién de variables aleatorias

Ax(n) = € (€0, N)) — E(e ({6, 1)) 1 n € N.

Por el corolario 5.12 (tomando por ejemplo C = 2), tenemos que

—> 0, casi seguramente . (16)

uM:a

Ahora para cada R € N sea
R
1
A= — A
'SR

Pensemos a Fr(\) como funcién de A y veamos que

sup sup ||VFg(A)||2< o0,

R>1 \eRd
casi seguramente. Usemos la notacién = = (z!,...,2%) para x € R%. Tenemos que
1B
VFg( E VAx(n
"R
n=1

VA(n) = (27 (Ene((€n, N) = E [Ere((&n M)]) - - -, 21 (E1e((ns X)) — E [Ee((En, M)]))
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pues

E(e (60 N) 0 foe(&N) dP [ de ({6 N)
IN =% /QTdP

- /Q 2 € ({6 A)) AP = 2 E [Ehe((€a, A))] -

Acotemos ||[VAx(n)]1:

IVAx(n |1—27rZ!€J (€ns A) —E (&he((&ns M)
<27 Z|§f;e<<fn, |+ZIE ge((&n )|
j=1

d
<or [ S |gelien N |+ZE (& e((€a 1))
=1

<2r Zlfj Z (l]) | = 27 (lgnlli+E(€nll1)) -

j=1
Usando ahora que ||-[2< ||-|[1 ¥ que ||-|1 < Vd||-|l2 (Cauchy-Schwarz), resulta:

1

R
IVER(A)|l2< [VER(V[1 < ZIIVAA( )

IN
=
s}

% > 2 (€l +E(€l1)))

n

IN

| =
ERTOR

[27r (VallealoA WVl all) )|

=

n= 1
Aplicando la Ley Fuerte de Grandes Numeros (5.13) obtenemos que, casi seguramente

R

1
Jim = > lenllo+E(Inl2)] = 2E ([€]]2) -

n=1

Como toda sucesion convergente es acotada concluimos que, casi seguramente

sup sup |VEg(A)||2< oo
R>1 \eR4

Sea A C R? un denso numerable. Como unién numerable de eventos de probabilidad cero es un
evento de probabilidad cero, podemos concluir por (16) que

lim Fr(\) =0 (17)
R— o

casi seguramente para todo A € A. Veamos ahora que esta igualdad se extiende casi seguramente a
todo A € R%. Si A ¢ A, tomemos una sucesién {\,} C A que tienda a A con p — co. Tenemos casi
seguramente (usando la desigualdad triangular y la desigualdad (30)) que

[FrN] < [Fr(Ap)| + [FrR(A) = FrROAp)| < [Fr(Ap)| + M[IA = Apll2,

donde M := supp~; supycga | VFR(A)|l2< 0o. Si hacemos tender R — oo y luego p — oo obtenemos

que (17) se cumple casi seguramente para todo A € R
O
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;Qué sucede si intentamos replicar la misma estrategia de demostracién para

L S ) [ A - )7

Md (BR) neLNBgr

Podemos reemplazar mq(Bgr) por Nz (R), pero no podemos obviar el hecho de estar sumando sobre
el reticulo, para darle sentido al factor e ({n, \)). Definimos

Ax(n) = e((n, A)) [e ((€n, A)) = E (e ((§n, A))] 1 € L

La convergencia (16) camina de la misma manera. Ahora para cada R > 0 consideramos

Fr(X) Z Ax(n
TLE;COBR
Resulta en este caso
VFERr(\) Z VAy(n

nEEﬂBR

y la j-ésima entrada de VAy(n) es

e ({n, X)) 2mi -0 [e ((€n, A)) — E (e (€, M) + € ((n, X)) 2mi (€ e((En, X)) — E [Ele({En, M)]) =
e ({n, X)) 2mi (0 [e ((n, A)) — E (e (€, )] + & e((En, X)) — E [€he({€n, A))]) -

Entonces
[VAx(n ||1—27rZ!n7 ((€ns X)) = E (e ((&ns M) + ELe((€ns A)) — E (Ehe((6ns N)) | -

Ya sabemos acotar

Z |&he((€n, \) —E (&he((€n, )

)

pero el problema estd en el término

Zn] ((€ns A)) = E (e ((€ns M))] 5
que, mirando |[VFg(X)||1, nos lleva a querer acotar

1
o o Il

nelLNBr

Este término diverge y perdimos otra vez.



Capitulo 6

Sucesiones de Wiener

Motivados por lo dicho y hecho en el capitulo anterior, en este vamos a desarrollar un par de
herramientas (consideradas en [1]) que nos permitirdn finalmente probar, en el siguiente capitulo,
la Ley Uniforme Chueca. Las herramientas en cuestién son las denominadas sucesiones de Wiener
y la nocién de afinidad entre medidas.

Sea u : £L — C una sucesién indexada por el reticulo L.
Definicién 6.1. Una sucesion u : L — C es de Wiener si para todo k € L existe el limite:

Yu(k) := lim L Z u(n)u(n + k).

R—o0 md(BR> nelfnBr

En particular, para k = 0, existe el limite

Y(0) = i ——— 3 (). (18)

R— o0 md(BR) nelfBr

A esta sucesion v, : L — C la llamamos sucesiéon de correlacién de la sucesién de Wiener u.
Por ejemplo, la sucesién u constantemente 1 y v : £ — C dada por v(n) = e ((n,\)), A € R,

son ambas sucesiones de Wiener, con 7, (k) = 1, v, (k) = e ((k, \)), para cada k € L (ambas salen
directo por (29)).

Mostraremos a continuaciéon que toda sucesion de Wiener u da lugar a una medida positiva
y finita de Borel en el dominio fundamental D* de L*, que llamaremos u,. Para eso necesitamos
probar el siguiente.

Lema 6.2. Sea u una sucesion de Wiener, y sean k;, k; € L cualesquiera. Vale que

1 _— 1
lim ——— u(n)u(n+k — k;) = lim
R—o0 md(BR) TLE;BR ( ) ( ! J) R—o0 md(BR)

Z u(n — kpu(n —kj).

neLNBgr

Demostracion. Llamemos f(n) := u(n)u(n + k; — k;). Tenemos

Y (fn) = fn—ky)) =

neLNBgr

1 1
B > f(n) — B > f(m).

R) ern(Br\(Br—k)) meLN((Br—ki)\Br)

Estos dos términos se van a 0 cuando R — oo. Hagamos la cuenta para el primero (la otra es
similar). La condicién n ¢ Br — k; nos dice que |n + k;| > R. Entonces los n del primer término
cumplen:

R<|n+ k| <|n|+ |k,

37
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y por esto, R — |ki| < [n| < R: n € Br\ Br_),. Por Cauchy-Schwarz:

<

C.S

fn)

|u(n)|?

>

ne€LN(Br\(Br—Fk1))

>

ne€LN(Br\(Br—k1))

>

ne€LN(Br\(Br—k1))

lu(n + ki — kj;)|?

< S @) S ulnt k- k)P
n€LN(BR\Br—1,|) n€LN(Br\Br_|x,|)
< > |u(n)[? > |u(n)[?
neﬁﬂ(BR\BR—\klO neLﬂ(BR+\kl|+|kj\\BR—\kl\—\k:j—kl\)
< > u(n)[?.
n€LN(Brt iy 1y \BR— 1y -1~k )
Por otro lado, la existencia del limite (18), nos dice que
1 1
lim | ———— u(n)]* — ———— lu(m) | =0
Rooo \ ma (Brya)) nELNBRy a) ma (Br-y) n€LABR_ )
1 1
m | ——= > |Jum)f-—== > |um)P]=0
R=vo0 Md (BR) 'ILG[,PIBR+‘G| md (BR) ’VLG;CQBR,“,‘
1
1 - 2l =o0.
Rgnoo md(BR) Z |U(n)|

nEﬁm(BRJr\aI\BR*\b‘)

Juntando estas cosas, concluimos:

1
ma(Br) n€LN(Br\(Br—ki))

y nuestra proposicién queda probada.

Ahora con esto, tenemos que, si u es de Wiener:

wki— k)= llm ———
Y ( l ]) R1—r>noo md(BR) ne;BR
1
= lim >

R—o0 md(BR) nelnBr

Entonces para cualesquiera cq, .. ., ¢, € C obtenemos

1
> atiyulk— k) = lm ——— >
0<lj<m R—voo my(BR) nELNBr
1
= lim ————
R—oco md(BR) ne;BR

Z qu(n — ki)

u(n)u(n + ki — k;)

u(n — ku(n —kj).

Z ccju(n — ku(n — kj)
0<l,j<m
2

>0.

=0

Luego, por el Teorema de Bochner-Herglotz aplicado al niicleo K (ki, kj) = vu(k; — k;), obtenemos
la existencia de una tinica medida de Borel positiva y finita p,, soportada en el dominio fundamental
D* de L* tal que jiy (k) = vu(k) para todo k € L. Nos referiremos a p,, como la medida espectral

de la sucesion de Wiener wu.

Si bien solo trabajaremos con medidas espectrales concretas dadas por sucesiones de Wiener
particulares, la existencia en general de estas medidas le da contexto a lo que estamos desarrollando.
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Observacion 6.3. La medida espectral asociada a la sucesion u constantemente 1 es i, = dop,
pues v, (k) =1y

Galk) = [ e ) ddo(e) = (0.1 = 1.

La medida espectral asociada a la sucesion {e({\,n))}ner €S py = 0, siendo xo un elemento en

(L* + ) ND*, pues v, (k) = e((\ k) y

o) = [ T ) dsy (2) = a0, ) = (N

donde la ultima igualdad es porque sixo—X € L*, resulta (k,xo—A) € Z, y por lo tanto —2mw(k, \) =
—27(k, xo) + 2km, para k € Z.

El lema que sigue serd clave en la demostracion de nuestra Ley Uniforme Chueca. Recordemos
que dos medidas positivas @ y v en un espacio medible son mutuamente singulares si existe una
particién del espacio por dos medibles A, B tal que u(B) = v(A) = 0.

Lema 6.4. Sean u y v dos sucesiones de Wiener, y sean [, y p, sus medidas espectrales, respec-
tivamente. Supongamos que [, Y [, Son mutuamente singulares, entonces

h'm# Z u(n)v(n) =0.

R—o0 md(BR) nelnBr

La demostracién de este lema la haremos en la siguiente seccién, luego de introducir unas nociones
y resultados necesarios para la misma. Pero antes de eso una pequena observacién.

Observacion 6.5. Juntando el lema 6./ con la observacion 6.3 obtenemos una demostracion
alternativa del limite (8) en el caso X\ ¢ L*. En efecto, como la medida espectral de {e ((n,\)) }ner
es 8y, siendo x € (L* + X) ND*, la condicion X\ ¢ L* nos dice que x # 0. Luego, podemos aplicar
el lema 6.4 y obtener

lim; Z e({n,\)) =0, si\¢ L".

R—o0 md(BR) nelfnBr

6.1. Afinidad entre medidas

Sean p y o dos medidas de Borel positivas y finitas soportadas en D*. Recordemos que p es
absolutamente continua con respecto a o si 0(A) = 0 implica u(A) = 0, para cada A medible. Esto
lo notamos i < 0. En este caso, el Teorema de Radon-Nikodym nos garantiza la existencia de una

f medible no negativa tal que
w= / fdo.

Definicién 6.6. Sean p y v dos medidas de Borel positivas y finitas soportadas en D*, y sea o
otra medida de Borel positiva finita tal que p < o yv < 0. La afinidad entre i y v (o la integral

de Hellinger) se define como
dp 12 79,0\ /2
p(p,v) == /D* (do) do do.

Siempre podemos tomar a ¢ como u + v. Veamos ahora que esta nocion esta bien definida.

dup
A f la denotamos por .

Proposicién 6.7. La afinidad p(u,v) no depende de la medida de referencia o.
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Demostracion. Recordemos que si p = [ fdo entonces [gdu = [ gfdo. Con esto en mente, se
desprende que si 4 < ¢ < o, entonces

dpude d
dg dz = £ o-casi todo punto,

/fda—/f—da

Luego, notando que si p < oy v < o entonces p < p+v Loy v K pu+v < o, obtenemos
/ (du>1/2 (du>1/2
— — do =
D dO' dU
[ () (45 () (45)
— —_ do =
p- \d(p + v) do d(p +v) do

[ () (i) o

Por otra parte, también necesitaremos el siguiente resultado.

y que, como o = f d"da resulta

Proposicién 6.8. p(u,v) =0 si y solo si u y v son mutuamente singulares.
Demostracion. En efecto, p(u,v) = 0 si y solo si

du d
oy 0 o-casi todo punto.
do do

StA:={x: f(z) =0}y B:={z:g(x) =0, f(x) # 0}, obtenemos una particién (le agregamos a
alguno el conjunto de o medida 0 que falte) tal que pu(A) = v(B) = 0. O

Recordemos ahora que una familia de medidas positivas {o:}+~0 soportadas en D* converge
débil-estrella a una medida o soportada en D* si para toda funcién continua y acotada f : D* — R
se tiene

/ fdoy P fdo. (19)
. D

A esta convergencia la notamos oy g
Teorema 6.9. Sean {p} y {wt} dos familias de medidas positivas de Borel finitas soportadas en

D* tal que w Wy v w v, para ciertas medidas positivas de Borel finitas p y v. Entonces

limsup p(pe, vt) < pp, v) .

t—o0

Demostracion. Sea o una medida de referencia tal que 4 < o0y v < 0. Dado e € (0, 1) consideremos

A::{xeD*:jZ(x)zo}, B::{xeD*:jZ(x):O}\A

V=V = frept i P < Lo <ar e E@ Lo,

para cada j € Z. Integrando con respecto a o tenemos:

/(1+ it “d </ —da</‘(1+€)jj—gda (20)

L+l 7 u(Vy) <v(Vy) < (1 +e) u(V;) . (21)
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La familia {A, B,{V;}jez} es una particién de D*. Como p(D*) < oo, podemos encontrar un
N = N(e) tal que

> (V) <
l7|=N
SiC = U Vj, la familia
[JI=N
{U17...,U2N+2} = {A,B,C7V,N+17...,VN71} (22)
es una particién de D*. Notemos que
n(Ur) = p(A) =0,
v(Uz) =v(B) =0,
p(Us) = p(C) < Y u(Vy) < &2
[71=N

Luego, por la regularidad exterior de p y de v, podemos tomar una familia de abiertos {O; }3£1+ 2
tal que U; C O; paracada j y

M(Ol)7 V(OZ)aﬂ(O?))
1(0;)
v(0;)

IN

IN

g,
(1+¢)"2u(U;) , para j > 4,
(1+¢)2u(U;) ,para j > 4.

IN

Sea ahora {f;} 2N2 yuna particién de la unidad asociada al cubrimiento abierto O; de D* (ver (.4).
Para cada j > 4 tenemos que

fdu= [ Fidu < 6(05) < (14 9)"uVy)
D+ 0; ,

fi<1

y, de la misma forma,

fidv <v(05) < (1+e)2u(U;).
e

Ademss, para j = 1,2, 3 tenemos

(/D* 1 d“) (/D fi d’/> < u(0;)v(0;) < eméax {u(D*),v(D*)} .

Sea o := u; + 14, para cada t. Acotemos la afinidad entre p; y v; usando Cauchy-Schwarz:

d 1/2 d 1/2

plaes) = [ (dg;) (d;) do
2N+2 1/2

dp duy .
S Lo () () e (o
2N +2 1/2 1/2

d dv.
Z ( f] Ut dat) < fi dai )

j=1

5 (L) (o)

IN
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Entonces:

2N+2

1/2 1/2
lim su ,v¢) < lim id idy,
HOOPP(Nt 1) < e j; </ ) fi /~Lt> (/D i t)

2N+2 1/2 1/2 ) i
</D fjdu> (/D fjdV> (e~ py vy = v)

(e méx{u(D*), v(D*)})/* +

+

(]

1

M 5

<

J

2 2

Th

(0 22uw)) " (4 220wy

2N+2
= 3 (e max{u(D), (DI + A+ " (WU)vU;)"* .
j=4

=

j=

Ademas,

2N+2 N—-1

ST = ST (uvy)r(v)?
Jj=4 (22) j=—N+1

N-1
< Y (14 Puvy).
G ;="N41

Por definicién de Vj:

du 12 7,0\ /2 dy 1/2 - dy 1/2 N
do z - 14e)i-b/2( = — (146)F=D/2,1).
/\/7. <d0> (da) da_/vj (da (1+e) do do = (1+e¢) n(Vi);

entonces
N-—1 d/,é 1/2 dl/ 1/2 N-—1 ]
1+ p(nn) > (1422 Y { (%) (%) da}z S (1P,
j=—N+1 Vi j=—N+1

Finalmente, juntando todo obtenemos

lmsup p(jue, v1) < 3 (e mésxc{u(D*), (D)2 + (14 )p(p, v)

t—o00

y haciendo € — 0 tenemos el resultado probado. O

Ahora si, tenemos todo lo necesario para demostrar el lema 6.4, que se deduce como caso especial
de la siguiente desigualdad.

Lema 6.10. Sean u y v dos sucesiones de Wiener, y sean i, Y b, Sus medidas espectrales. Entonces

lim sup
R—o0

< oty o) -

1
ma(Br) Y uln)u(n)

n€ELNBgr

Demostracion. Para cada R > 1, sea uf* la medida soportada en D* dada por

2

> un)e((n,z))| dma(z).

neLNBr
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e({k,x))dmg(z)

Veamos que pf? 0 - Lo hacemos estudiando sus coeficientes de Fourier. Para cada k € L :
> uln)e((n,x))

— 1
fw) = o |
ma(Br) Jop- neLNBr

md&@/p*( Z Me«n’x»)( Z “("/)€(<n’+k»$>)> dmq(z)

n€LNBRr n'€LNBg
- @ nanGZEQBRWU(n') (/ * e((z,n—n' —k)) dmd(x)) _
Notemos que
1 st =0
[ ettw) dmate) - -
’ 0 si 1#0

En efecto, si D* = B0, 1)¢, entonces
/ fdmd:/ fdmdz/ (fOB)|det(B)|dmd:/ foBdmygy,
* B[0,1) [0,1)4 [0,1)4
pues |det(B)| = 1. Luego, si | = An € L, 71 = (N1, ...,7q) € Z* se tiene (A* = B~1):

/* e({z,1)) dmg(x) = /[0 b e ((Bz, An)) dmg(x)
:/[( e ((2,7)) dma(z)

I
—~
S
=
)
8
5}
=
o,
3
B
~

k=1
1 si n=0 1 si 1=0
0 si n#0 0 st 1#0
Con esto, tenemos que
PRy = —— S uw R
md(BR) n’€LNBgr
Como u es una sucesién de Wiener, se sigue
—~ 1 S
lim pf(k)= lim ——— u(n)u(n + k) = (k) ,
i B0 = Jin s 3w R =

para cada k € £. Esta convergencia puntual de los coeficientes de Fourier implica que pf? w Ly La
idea de la demostracién de este tltimo hecho es usar que, por Stone-Weiertrass, las combinaciones
lineales (complejas) de las funciones en D* e ((k,-)) aproximan a cualquier f : D* — C continua y
acotada. Se hace la cuenta:

, R _ s , R _ 12 ; R __
A Jo T = i N P = i i P =
lim Py duu:/ lim Py duu:/ fduy,

N—oco Jp« « N—o00 D=

siendo Py una sucesién que aproxima a f.
Ahora de la misma forma, para cada R > 1, definimos ;! la medida soportada en D* dada por

2

> wvn)e((n,2))| dma(x)

neLNBr
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y obtenemos uf? N 1. Con esto, el Teorema 6.9 nos dice que
Hmsup p (uff i) < p(thasy o) -
R—o0

Usando la medida de Lebesgue m, para calcular la afinidad entre uff y uf, y aplicando desigualdad
triangular, concluimos que

> utme((ma)) dma(v)

neLNBRr

Y uln)e({n,z))

neLNBgr

Y u()e((n', )

n’'€eLNBgr

Y v()e((n', )

n'€eLNBgr

R Rry_ 1 /
p (1l ) mq(BRr) Jp-

50 o

: > /D u(n)v(n’)e((z,n" — n)) dma(x)

md(BR) n,n’'€LNBR

dmg(x)

v

y el lema queda probado. O



Capitulo 7

Ley Uniforme Chueca

Ahora con las sucesiones de Wiener y el lema 6.4 a mano, encaramos la prueba de nuestra Ley
Uniforme Chueca. Recordemos que su enunciado era:

Teorema 7.1 (Ley Uniforme Chueca). Casi sequramente, para todo A € R? se tiene

lin e ST ) [ A - peN)] = 0.

R—o0 md(BR) nelfBr

Sea Ax(n) :=e((&n, A)) — @e(X). Necesitamos el siguiente resultado.

Lema 7.2. Para cada A € RY, la sucesion {A\(n)}ner es, casi sequramente, una sucesion de
Wiener con sucesion de correlacion dada por

(k) = E(‘M‘@E(A)‘Z) si k=0

YA (24)

0 si kel\{0}

Observacién 7.3. Para probar este lema, en el paper [1] se usa el Teorema Ergddico de Birkhoff.
En realidad, con esta herramienta, se prueba algo mds general: puede reemplazarse la hipotesis de
independencia de las {&,}ner por otra relacionada con la teoria ergddica, la de ser “mizing”. En
este trabajo preferimos quedarnos en el terreno de la teoria de probabilidades y por eso no sequimos
esa direccion. Lo que hacemos en cambio es adaptar la demostracion de las ecuaciones (4.5) y (4.6)
del paper [S] para nuestro caso del reticulo.

Demostracion del lema 7.2. Aplicando alguna de las dos Leyes clésicas de Grandes Numeros (Kol-
mogorov o Khintchine) tenemos que, casi seguramente

1
lim

Rooo Nz (R) > 1AM =E(AN0)P)

n€ELNBRr

que es el caso k = 0 en (24) (usando (29)). Probaremos ahora que si K C R? acotado, casi
seguramente

lim — - > Axn)Ax(m) =0. (25)

R—o0 md(BR) neLnBr
meLN(K+n)\{n}

Tomando luego K = {k} en (25), con k € L\ {0}, obtenemos el otro caso.
La no independencia de las variables que estamos promediando en (25) hace que no podamos
aplicar directamente las leyes clasicas de Grandes Numeros. Lo que haremos serd agruparlas de

45
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cierto modo que si nos permita hacer uso de estas leyes. Empezamos asi: el reticulo £ es uni-
formemente discreto, es decir, existe r > 0 tal que ||n — m|ls > r, para cualesquiera n,m € L.
Consideremos

Si z,y € D entonces ||z — y||2 < r. Ademds, para cada entero positivo N, sea

A= Y (D+\;g~i+k) :

ke SLzd
con i € {0,...,N —1}%. Con notacién de suma de conjuntos lo podemos escribir
; r
=D+ —-(i+NZ%) .
N \/a ( )
Es facil ver que los conjuntos {A% : i € {0,...,N — 1}} forman una particién de RY. Fijemos

uno de estos i. Como 7 es la constante de separacién, si n # n’ y n,n’ € A4 N L tenemos que
|n —n/||2> (N — 1)r/v/d. Tomando N tal que

K S B(n_1)r/va-
resulta que n’ ¢ (K +n)\ {n}. Mas ain, si al N le pedimos un poco mas:

K C B(n_1)r/2va -

obtenemos que (K +n) N (K +n’) = (). Entonces, para este ultimo N suficientemente grande, las
variables aleatorias

Y, = > Ax(n)Ax(m)

eLN(K+ ;
m ( n)\n} neLNAY,

son independientes. Ademas tenemos que estas variables son acotadas:

[Yal < > [Ax(n)[|[Ax(m)| < 4- (LN (K +n)\{n}) <C,
meLN(K+n)\{n}

donde la constante C' no depende de n, puesto que K es acotado y £ es uniformemente discreto; y
que tienen media O:

EY)= Y E(A@Am)= Y EAm)EAm) =0.
meLN(K+n)\{n} meLN(K+n)\{n}

Ahora bien, como

LY AmAnm =Y Y A mAm),

mq(B mgq(B _
d( R) n€LNBr i d( R) ne€LNBRNAY,
meLN(K+n)\{n} meLn(K+n)\{n}
probemos, para cada i, que casi seguramente
) 1 -
lim ———— E Ax(n)Ax(m) =0,

R— 00 md(BR) )
'rLE[,ﬁBRﬁAgv
meLN(K+n)\{n}

lo que nos permitird concluir (25). Lo haremos viendo que, casi seguramente, para toda sucesién
{Ri}r>1 que tiende a oo, existe una subsucesién {Ry, };>1 tal que

1
im ———— Y Am)A(m) =0. (26)
l—o00 m B )
d( Rk,l) nG,CﬂBRkl nAY,
meLn(K+n)\{n}
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Para esto escribamos

1 ———  TNRN 1
— > Ax(n)Ax(m) = 2 >oov,,
md(BR) neLNBRNAY md(BR) TR, N neLNBRNAY,
meLN(K+n)\{n}

con ng N, = #(L N Br N A%). Notemos que, por el limite (29), para todo R > 1:

MRNi N¢(R)
mgq(Br) ~ ma(Br)

< constante.

Entonces, si {Ry}r>1 es una sucesién que tiende a oo, existe una subsucesiéon {Ry, };>1 tal que
Ny, ,N,i/Md(Br,,) converge. Si converge a 0, usamos desigualdad triangular para obtener (26):

anl,N,i 1 Z v.| < anl,N,i 1 Z |Y |
: n| = : n
mgy (BRkl) Ry, Ny "E‘COBRM nAL mgy (BRkl) Ry, ,N,i 7LEXﬁBRkl nAi,
MRy, ,N,i C
AR

. ..anl’N’il—>0'
mq (BRkl) "Ry, ,N,i —0

Si, en cambio, le anl;N7i/md(BRkl) > 0, en particular tenemos que lh’m Ny, ,N,i = 00. En este
— 00 — 00 v

caso (26) se obtiene aplicando el corolario 5.12 con las variables Y;,.

O

Hacemos un lema més y pasamos ya a la prueba del Teorema 7.1. Si k € L esté fijo, queremos
obtener el limite (24) casi seguramente para todo A € R? (ya lo tenemos para un subconjunto
numerable). Para esto, seguiremos la linea de la demostracién del Teorema 5.2 bajo el segundo
enfoque. Consideremos la funcién aleatoria Fr, : R?¢ — C dada por

1

Fri(A) = m

> Ax(n)Ax(n+k).

nelLNBr

Usaremos el control sobre los gradientes de esta funcién. Concretamente:

Lema 7.4. Para todo k € L:
sup sup ||VEFgx(A)]2< o0,

R>1 XeRd
cast sequramente.
Demostracion. Recordemos la notaciéon z = (2!, ..., z%) para x € R%. Tenemos que
VERk N = s 3V (Ax(m)Ax(n T k))
nEEﬁBR
= Z VAx(n)Ax(n + k) + Z A\(n)VAN(n + k),
ne,mBR neﬂmBR

con

VANn) = (~2mi (&he((6n ) — E [ghe(&n N ) - —2mi (€1e((&n ) — B [€1e((En V)] ) ) -
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Acotemos ||[VAx(n)||1:

IV 4x(n ul—zwzkﬂ € X)) ~ E (&he(n V) )|

d
<27 Z

e+ 5o )

TS5 (0

(& N)))

J=1

d d
<2 [ Y|l + D E(E)]) | = 2r (€l +EE]) -
j=1
Como [Ax(n)| < 2, obtenemos

IVFR,k(A)I1§2< Y 2 (léalhtE&N)) + D 2W(||£n+k|1+]E(||£n+k|1))>

ma(Br) nELNBg nELNBg

L1+ 1Ensrl1+2E(

A
= (B (nG;BRHsn |£n||1>> :

Usando ahora que ||-|[2< [|-|[1 ¥ que ||-|1 < Vd||-||2 (Cauchy-Schwarz), resulta:
4m

IVErk(M2< [[VER k(M1

IN

Yo gl lénrrli+2E (1))

md( R) neLNBr

4 d
7V 3 Uallotl€nsilla+2E (1€al2)) -

B md(BR) neLNBgr

Por la hipétesis sobre la esperanza de ||€,, |2, podemos aplicar la Ley Fuerte de Khintchine (Teorema
5.13) y la comparacién entre mgy(Bgr) y Nz (R) (limite (29)) que nos dice que, casi seguramente

1
lm ——— > (&l Iénrrlla+2E (lnll2)) = 4E(E]) -

R—oco my(B
d( R> n€ELNBRr
Como toda sucesion Convergente es acotada, concluimos que, casi Seguramente

sup sup ||VFgrx(A)||2< oo
R>1 \eR4

Ya tenemos toda la maquinaria necesaria para demostrar nuestra Ley Uniforme Chueca.

Demostracion del Teorema 7.1. Sea A C R? un denso numerable, y fijemos k € £. Como unién
numerable de eventos de probabilidad cero es un evento de probabilidad cero, podemos concluir
por el lema 7.2 que

lim Fgi(N\) =74, (k) (27)

R—o00
casi seguramente para todo A € A. Veamos ahora que esta igualdad se extiende casi seguramente
a todo A € R%.
Si A ¢ A, tomemos una sucesién {A\,} C A que tienda a A con p — oco. Usemos la notacién
Y(A) := 74, (k). Por el lema 7.4, tenemos casi seguramente (usando la desigualdad triangular y la
desigualdad (30)) que

[Frie(A) = vy(N] < [v(Ap) =7+ [Frp(Ap) = v M) + [FrE(AN) = Fri(Ap)]
<) = YN+ [Fr k() = 7v(Ap)| + Mil[A = Apll2,
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donde My, := supg>1 Supyegal|VFRk(A)|l2< 0o. Como la funcién X — v(X) es continua (por serlo

A(E,N) == e((§,N) — pe(N), como funcién de A, en el caso k = 0), si hacemos tender R — oo y
luego p — oo obtenemos que (27) se cumple casi seguramente para todo A € R

Ahora bien, como el nimero de puntos del reticulo es numerable, casi seguramente {Ay(n)}ner
es una sucesién de Wiener para todo A € R, La sucesién de correlacién de Ay es Y4, La corres-
pondiente medida espectral es

s (©) = E ([o&) - e[ ) ma(©)
en D*, puesto que

) = [ ana o) =& ([T - e ) [ el dmala) =,

donde en el dltimo paso la cuenta es la que ya hicimos en (23).

Recordemos de la observacién 6.3 que la sucesion {e({\,n))}nec también es una sucesién de
Wiener. Su medida espectral es p, = J;, siendo z un elemento en (L£* 4+ A) N D*. Esta medida
espectral ., es singular con respecto a la medida de Lebesgue. Aplicamos entonces el lema 6.4 y
concluimos que, casi seguramente, para todo A € R%:

tm — S Ay (m)e((mA) =0,

R—o0 md(BR) nelnBr
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Apéndice A
Densidad en la bola

Notemos Ng(R) := #(L N Br) al nimero de puntos de un reticulo £ que estdn en la bola
centrada en el origen de radio R > 1, y supongamos que mq(D) = 1. Veamos cémo crece N (R)
con R.

Proposicién A.1. Existe una constante C = C(L) > 0 que verifica

|Nz(R) — ma(Bg)| < OR*? (28)
para todo R > 1.

Demostracion. Las traslaciones del dominio fundamental de £ por vectores en £ forman un teselado
de R%. Sea V el volumen total de estas traslaciones que se intersecan de forma no vacia con Bg, y
sea v el volumen total de las que estdn contenidas en Bg. Entonces v < m4(Bg), Nz(R) < V. Se
sigue que [Nz (R) —mg(Br)| <V — v, y esto a su vez es menor o igual que el volumen total de las
traslaciones del dominio fundamental que se intersecan de forma no vacia con el borde de Bg. Si
D es el didmetro del dominio fundamental, este volumen es a lo sumo

mq(Bry+p) — ma(Br—p) < 2dmd(Bl)DRd_1, cuando R > D,

y a lo sumo
mq(Bryp) < Qdmd(BD), cuando R < D.

La segunda desigualdad sale usando que mg(Br) = mg(B1)R?, y la primera se deduce asi:

d
= 2mg(B1)DRY Y (Z) = 2mg(B;)DRY 12971,
k=0

k impar

Basta tomar C(L£) := 29my(B1)D + 2%mg4(Bp).

93



54 Densidad en la bola

Como corolario obtenemos el crecimiento asintético de Nz (R) buscado.
Corolario A.2. Se tiene N-(R
T/ CORY (29)
R—00 md(BR)
Demostracion. Por la proposicién anterior, tenemos las cotas
mq(Bg) — CR¥™! < N;(R) < mgq(Bg) + CR!,

de donde se deduce el resultado. O

Observacién A.3. Si no asumimos mg(D) = 1, en general se obtiene la cota
[Nz (R)mg(D) — ma(Bg)| < CR!,

de donde sale
, N.(R) 1
lim = .
R—o0 md(BR) md(D)




Apéndice B

Desigualdad Valor Medio

Lema B.1. Sea A C R% un abierto y f : A — R una funcion diferenciable. Sean x,y € A tales
que el segmento que une x con y estd contenido en A. Entonces

f@) = fly) =V (z—y),
para algin c en el segmento que une x con y.

Demostracion. Sea ¢(t) := f((1 — t)x + ty). Esta funcién de una variable es continua en [0, 1] y
derivable en (0, 1), por lo que podemos aplicarle el Teorema del Valor Medio para obtener

para algin é € (0, 1). Pero como g(1) = f(y) y g(0) = f(z), obtenemos

fly) = fx) =V (1 -2z +ecy) (y—x).
0

Corolario B.2. Sea A C R? un abierto convezo y F : A — C una funcion con derivadas parciales
continuas y acotadas en A. Entonces

|F(x) = F(y)| < sup[[VE(A) 2]z — 2, (30)
A€EA

para cualesquiera x,y € A.

Demostracion. Por el Lema anterior aplicado a Re(f) y a Im(f) obtenemos
F(z) = F(y) = VF(c) - (z —y),
que, por Cauchy-Schwarz y la hipétesis de derivadas acotadas, nos da la cota

[F(z) = F(y)| = [[VF(c)[[2-[lx — yll2< igglIVF(A)IIsz —yll2-
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Apéndice C
Particiones de la unidad

Definicién C.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una particion de la unidad asociada a un
cubrimiento abierto {U;}ier de X es una familia de funciones {fi}ier de X en [0,1] continuas,
tales que

v Para cada i € I: sop(f;) C U;.
= La suma de todas las f; da la funcion constante 1.

Definicién C.2. Sea (X,7) un espacio topoldgico. X es normal si los puntos son cerrados y,
ademds, para todo par Fy,Fy C X de subconjuntos cerrados y disjuntos, existen abiertos U y V'
tales que

= [ CU
= [HCV
s UNV=10.

Definicién C.3. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una familia de subconjuntos de X es local-
mente finita si para cada v € X, existe un entorno de X que se corta solo con finitos elementos
de la familia.

Teorema C.4 (pégina 124 en [17]). Sea (X,7) un espacio topoldgico normal y sea {U;}icr un
cubrimiento abierto y localmente finito de X. Entonces existe una particion de la unidad asociada
a {Ui}ier-
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Apéndice D

Cdédigo en R

El cédigo para la simulacion hecha en el ejemplo de la introduccion en el lenguaje de progra-
macién R es

library (MASS)
menor = -10
mayor = 10
paso = 1

x = c(1,0.5)
y = c(0, 1)
retOrig <- data.frame(x,y)
for(i in menor:mayor)

for(j in menor:mayor)

retOrig[nrow(retOrig)+1,] <- c(i*x[1]+j*x[2], ixy[1]+j*y[2])

retOrig <- retOrigl[-c(1,2),]
plot(retOrig, pch = 20, col = "orange", main = "Reticulo original",
xlim = ¢(-17,17), ylim = c(-17,17))

ene = ((mayor-menor)/paso + 1)72

bivariate_data <- as.data.frame(mvrnorm(n=ene, mu=c(0, 0),
Sigma=matrix(c(1.5, 0, 0, 2), ncol=2)))

retPert <- retOrigt+bivariate_data #reticulo perturbado

plot(retPert, pch = 20, col = "orange", main = "Reticulo perturbado",
xlim = ¢(-17,17), ylim = c(-17,17))

o7



Apéndice E
Otras distribuciones

Otros ejemplos de distribuciones que cumplen las hipétesis de nuestro Teorema Principal vienen
de considerar £ = (&1,...,&4), con & € R variables aleatorias i.i.d. La funcién caracteristica de £
resulta ser

d d d d
pe(\) =E (€(<§>/\>)) =E (H e(&i - Ai)) = H]E (@(&' : )\i)) = H@&(Ai) = H@fl()\i> ;

con A = (A1,...,Aq). Si g, nunca se anula, entonces ¢¢ tampoco se anula. Ademds, si la distribu-
cién de las &; es tal que E(£29) < oo, nuevamente usando la independencia, obtenemos:

d!
E([l€l15%) = (&7 + -+ €)% = Z WE( LB < oo,
kitothg=d L

que nos garantiza la otra hipétesis que necesitamos.
Ejemplos para las &;:

» Chi-cuadrado.
= Laplace.
» Gamma.

= Exponencial.

Consultar sobre estas distribuciones en [7].
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