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NOMENCLATURA —; .. ,
/

e
ni

= Superficie de control frontera del Misil.
<5

/
= Si81ena Material total del Misil interior a Gen el 

instante t .
je, £ = Cantidad de Movimiento y Momento cinético de <S ..

s
•

= Solido ficticio equivalente del misil.

Q.L = Cantidad de Movimiento y momento cinético de S •
R = Parte rígida del Misil.

•V

m.(t) = Masa instantánea del misil interior a .
F, M = Resultante y momento del sis tea a de fuerzas exteriores
^(t) = Terna baricentral instantánea del misil»

= Torna convencional solidaria con la parte rígida R e

=» Terna absoluta fijn en la tierral

= Terna originada en el baricentro supuesto fijo en R_ 
y paralela a z? .

, O-s = Velocidad y aceleración de arrastre do una partícula.

> ar = Velocidad y aceleración relativas a la tema ('¿ti.

= Velocidad y aceleración absolutas.

Sv¿

• 
J

= Densidad de los ses interiores a (S.

= Diferencial rel 'ti'vo a toW .

= Vector velocidad de rotación de R. (y do 3 ).

= Aceleración de Coriolls do una ^articula.

J.M3 = Resultante y momento del sistema do fuerzas de Co r i o*.i
y 1 lis.

= Vector cantidad do movimiento del fluido interior al 
misilf relativo a £*).

1 = tn- = Gasto do isa sa del misil.
u. = Velocidad media del gas a travos de las toberas^-

b

= Vector cantidad de movimieit o do la nasa nasante a 
troves de las toberas en la uhidad de tiempo.

= Vector momento cinético de lá masa pasante a.travos 
do las toberas en la unidad de tiempo.

T,% = Empuje y momento: reactivos.



= Acelordción tangencial <tal taricenfro C.

= Peso del Misil.

= Aceleración, de la gravedad.

= Baricentro-variable del Misil, í

= Baricentro del sistema (5 •

= Terna baricentral del sistema Material <5 e

= Vector Momento cinético, del sistema material <S> ,(en§T(t)).

= Vector momento cinético do G , en la terna 1 .

= Resultante do las fuerzas aerodinámicas*

= Momento de las fuerzas aerodinámicos •

= Diferencial de % (absoluta y relativa).

= Vector cantidad de movimiento de la maga gastada en 
la unidad de tiempo.

= .Vector de la^cantidaiL de movimiento da la nasa de gar 
pasante por las toberas, por segundo (en movimiento 
de arrastre.

= Vector cantidad de movimiento de la masa de gas pa -* 
santo por las toberas, por segundo (en movimiento 
relativo). ¡

= Vector momento cinético de la masa de combustible 
gastado por segundo (en movimiento de arrttre).

<

= Vector momento cinético de la nasa de@3 pasante por 
las toberas (en Movimiento de arratre). ;

= Velocidad y aceleración absolutas del baricentro C. 
(respecte de fije en tierra).

= Velocidad, y aceleración del baricentro C respecto del 
rigido (terna ).

* O*
“ Velocidad y aceleración del Misil.(del origen de la 

terna del rigido).

= Tensor central de inepcia del sólido ficticio S •

=Ejes principales del tensor de Inercia.

— Momentos principales de inercia del solíde S .
= Componentes de la velocidad de rotacio'nJl , sobre!,.1

i 

i

= Valor inicial.del tiempo (instante en que el Misil 
abandona la guia).

= Tiempo de propulsión.



= Fuerza de resistencia aerodinámica. D(t) & .
\

s Coeficiente de resistencia: aerodinámica.
‘ l ■
)

= Densidad, del aire.
« I

- Diaaetre del mi.il,

= Vector posición del centro do reducción fijo en R.

= Vector componente de P con la dirección constante de ¿

s Vector conponente do P ortogonal a Pj .

= Fuerza do sustentación aerodinámica.

s Coeficiente de sustentación aerodinámica.

= Fuerza resultante de una por toba cien en el sistema do 
fuerzas actuantes*

= Cupla aerodinanica relativa a C • O7Z>= d3 f * $

=■ Coeficiente de la cupla aerodinanica .
e

= Monento do amortiguamiento aerodinámico. M =
>

= Coeficiente de amor i gu amianto aerodinámico.

= Cupla de una perturbación en el sistema de fuerzas 
ectuantes

= Versar actual del misil.

P= Angulos directores dé €

= Componentes de V según los ojos de

Viento relativo; so supone Vr = -V por sor W<^V

= Velocidad angular propia alrededor do <2

= Velocidad angular de 6 rosp» cto do e>z

= Momentos de inercia axiál y ecuatorial.
/ **

= Angulo de rotación propia del misil alrededor de € •
t = Velocidades del viento,vionto permanente y rafaga.

= Longitud de onda en cabeceo.

= Longitud do trayectoria activa.

= Longitud reducida do trayectoria activa.
t

= Angulo do lanzamiento.
t

= Angulo do ataque del misil.

= Angulos del vector V y del vector axiale con el vorsor



INTRODUCCION

El problema general de la.' teoría/del movimiento de 'un miail con nro-
i . í

pulsión a. reacción aomporta,por su» cara cterística» propia»?gran 
akalagía pero también importantes diferencias y mayor complicación 
respecto de los problemas! balístico a principal y secundario reunido* o 

j Tres características principales diferencian .al caso del ¡ai«*
sil tratado enceste trabajo» Úna es la presencia de fuerza» tmi-’ 
versales mis aprecinbles ;jsn especial la ”suitentación” ;(*n cambio , 

l^s fuerzas y momentos* dej Magnus son mucho menores que en el caso
i¡. -j * ’ .
t>alístibe ,ya que dependen de la rotación propia 00^ )» Otra está

. i -] iconstituida por -51 empuja reactivo y sus principales consecuencias: 
efecto de Coriolis y<trayectoria ” activa”» Per últimotla varia -"T” » W

r

ciÓn de la ■Msa' del misil- pftr el g^sto de combustible, y el consi-
' ‘ i -

guiente corrirlentó -del baricentro , cuya posición relativa, s e r £ en-
t

toncos función del Tiempo, duracjnte el intervalo de empuje reactivo; 
cu.'i lidades que deben ser* tenidas en cuenta en el cálculo d^l qo-«

vimieato,cuando sobrepasan ciertos límites de a dmisibilidad qüo^. 
deben ser fii^doó. por laj teoría conjuntaumente con la e <perimen-

*E1 importante problema de la elección del centro de reduc-
” j ' t ■ción pa r< el momento de: las fuerzas a erodinámicas es'- totalmente 

equivalente al de la balística,
s i

Nuestro problema se diferencia mucho má^s del caso"ds 17 movíalen- 
to 4.1 avlón(propuls.do . r.M.14.„«.sn.losI..); En 4.1. I..!,, 

sustenta ción es mucho mayor,frente al ^i-«*l,en que la sust*ntación! 
es a, veces h precia__ble , .^aunque'qr^quóña, ai ea.tí dotado- de alas cru-J 
ciformes (o de ma^ror simetría n-gonal);y 15F'r^5tjaoi^ón-deí^1p.viín «3 I 

insigÍLificante comparada ¡con la. •del misil que es siempre ^a-prm-oia-J 
r 1 i

ble y a veces de importancia» ,¡ -5
< 1 ' í

Todas las acciones ejercidas»' y las características dinámicas * 
-en el misil dependen,en diversos igra, dos,de la dicha' variación de 
la masa y corrimiento relativo baricentro ¿

> » T*

Todas estaba circunstancias especiales dan características pro
pias a las dos partes del movimiento 2 la” trayectoria” en el espacio^ 
y el movimiento propió dtjl misil respecto de su trayectoria»- ?

De £stes últimos se trata en este trabajo» Tanto de la teoría ge — > « ! 
xeral como de aspectos particulares: la determinación de Iba eleuenr í> 
tps principales ¿ue definan, los movimientos y el a nílisis de efee-l 
tos especia le 3 , e studiándose principalmente le. influencia del vienL 
t o o Se dyn aquí r*sult¿ dos no conocidos ¡> — En cu a nto a *^Ti5t? o—I

í *- 
ría gsne^al/se destaca cófio la teoría de Nielsen-Syngo’', cbnjuntn-j 
Liante oon la c¿á_ sica de Fowler (aerodinámica de proyectiles rot*i><»

1 **’’ I
t^s.), permite justificar' l^s hipÓt -is sinplif i cativas qu-s .aquí ó?



hacen T -y la*^ que son usu&léa , por otra parte*,impuestas .siempre 
por las complicaciones teórioas y prácticas» Aquí laadopeión de 

' >

un Msólidohficticio con el cual representar aatemítioamente él 
movimiento del misil (inhomogéneo)real , queda plenamente justi- 
fifcádacon consideraciones básicas,y se determinan los elementos 
* '.>■• •? » y’ ' *

de 1¿-movimiento»-*? ¿, (
i—-’ ' >'•• ' 'á •■ •».•. ..-'i VQ • •• t ' •

<!pebe entenderse que" la teoría se desarrolla dentro•de los- lí
mites y exigencias 4eA una^^é^rí^ de previsión,en el sentido 
de las Ciencias Naturales , sin pretenderse: superar las ineV^table s| 
inconexiones y .parado jas de, toda teoría .de mecánica de fítiidos;] 

' ■ •» ' -f1 

ós.tas obedecen por lo general á; interdependencias no -nítidamente /.] 
deslindadas de las causas > a ‘sistemas dehipótesis -sunerabun-* i 
;- . ' j
dantes j dificultades que * exigen buscar funda aento en hipótesis * ¡

* } 
coherentes con la (,. .experiencia, y tendiendo a hfc.cer le.’j previ- < 

. V ' ' í

sionee matefiátticarnente con la sóla exigencia de un a jus tarii^n¿ 
< _ * .< \ i

to pl&_usible eon los resultados experimentalesj 
>.-;Se tr^tá aquí de nn misil a cohete (con combustible líquido í 

* < •;1‘

o sólido)¿auerpo de revolución, inhomógéneo; con un momento priiloi- i
* ti ‘ >, * 1 í

pal- de inercia, predominante ;eon itaaa y baricentro varia_blejj 
dotado •de^ superf ioies sus tentadoras 'capaces de producir .fuer— ’ 
zas y momentos apreciabléc^

Se. calcula principalmente,bajo la influencia del viento.
-'-■'--Úi *- z; V ‘ , .4, ’■ - *' ‘

consta nt^:,'él-bmovimientordel. vector velocidad del centro da j

«i r i S. • • ' *’ • -V> . ’ : T M j' .

reducción <y su¿ posición v;al"v. final de la trayectoria activa ó Para: .V x ■•••.*.■'• i* ■* | /- •<-, Á
; vx*..* ,, •-,» . ... \

ello páé'^dié cute la.: séparálilidad..de las ecuaciones dé movimiento 
en sisteiaas independientes^ correspondientes a los planos ‘ie ”unc. 
;■.***•*•* z J.• 1
térna<í?fi j a en tierra. Sobre este punto ha- sido obtenido un re a vi

'.¿ ■x ■ ¡i ¿ ; '•• ' • 1 3-, ,* ,

\ ¡ ' -- '
tadó .más particular (despreciando la ” sus tentación1’ y el ’tamorti-' 

guámiento. a&rodinániieo’1) en un trabajo anterior ’k’L'0-

-1 (bis) ~

Cfn Bibliografía [11]
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PARTE I

t

TEORÍA GENERAL PARA LOS MISILES DE MASA VARIABLE

1.- í Ecuaciones generalas do movimiento.-

Intreducción.- Para; describir el movimiento de un cohete• I
A® |

o,misil con propulsión a chorro,que consta de una parta rígidas

R,dc una masa de combustible (líauldo ó sólido) y* de gases en 

movimiento en la cámara de combustión y toberas,hay aue consi-*
♦

dorar el comport oai ©nto mecánico de todas aauollas partícalas j
» I 

materiales que así lo componen — que suman la masa variable /!

m(t) — y cuyos movimientos relativos —considerados también /¡ 
i

desde un sistema de referencia absoluto — inciden en el acto ;
<

de movimiento del misil. Dichas partículas materiales 6on to
; i

das aquéllas que. en cada instante t\ están contenidas en el re- ^ i* i
cinto espacial contenido y limitado por una cierta superficio ¡

cerrada ¿y,dicha "de control", real! zada por la frontera’exte -»

rior de R y la sección de salida de las toberas. Este sistema
i i

material (inhomogéneo), es lo que consideramos como "misil realj
1

Se tráta entonces de determinar totalmente el comportamiento /’ i I
de tal sistema dinámico.- ?i 

En la evolución del sistema dinámico inicial, ñor la com -i ” II 
buStión y eyección de los gases,sale del recinto encerrado por' 
¿®úna cierta cantidad de materia en función del tiempo( durante I

el intervalo reactivo o de combustión),aue va dejando de psrte- 
i ;:

hacer a nuestro sistema dinámico del "misil.real". Se tiene
¡ ' ' '

'I ¡

coi) ello la disminución de la masa m(t),auo es su caracterís- 
ír i
’ tica principal. Tienen lugar entonces para dicho sistema.dos '

características mecánicas: lS)variación de la masa ("gasto") v
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del 'baricentro de la masa instantánea de combustible (recinto 2 

en pag.i5),y,'cpn ello,vari adán del barioéntrp dé la totalidad
*• A- '.-i' ?'<' , — '

del conjuntó material contenido por (S, "misil real";
* • r 1

.>? •' t
22)movimiento de gases en la cámara dé combustión y toberas ,

■ (1)
(recinto 3) • Ambas características comportan.contribdcíones

■ *

importantes a-las,magnitudes dinámicas fundamentales,cantidad de
■••A “

movimiento y momento cinético.
>* -«;•

Llamaremos (S>al sistema formado por todas las partículas materia
• í ' ■' -"x- . I

* o... » •

les que' en el instante t componen el misil (el encerrado por 
r ■' : ' t 4 » • '/'^í

en dicho instante). Evidentemente,en ese instante t, <5 coincide

>con el "misil real" en su totalidad;pero en los instantes si- 

guiéntes ,t+dt ,parte de su. materia ha salido de él (a trovés/de
• .‘-t ‘'u . \ .. v ' “ •

? (S): Gr h a variado eh el int erior a. Z®: de(b(t ) a (5’( t + dt); íay
■.-?f /■'■

masa en irá ¿y arlado de m (t) am(t + dt). ’1
’■ a- ■■■■ ■' t 1 <r . '-a' '

Llamaremos S a 'un sistema dinámico rígido ficticio formado por
\ ? «k * . ■ • , ■ .y >

. ■. '. * ■

él conjunto (5, en un instante arbitrario,t,fijo,considerado co-
■••■r?.’"’ *<' • f r *: Y* ■ <. '• ’ > . ' ' » * *- v

mp un cuerpo-enteramente rígido (e inhomogéneo),de masa m(t),fi-
<• <V.i. .--V

jo en la. estructura rígida R del misil real,que se mueve con él, 
ó. * ' h ' ' _?>; -

y que se lo considera mecánicamente como "equivalente " a «1 nq-
- , s ' > -S-- >

ra ese instante. .Se lo llama"sálido ficticio1’ o "eauivalente";
-f.

y tiene masa instantánea m igual a la masé M(t) dél mi6il.real
(2)en ese instante t. -

' i.

La consideración de ía superficie cy de la materia que contiene
** t

en un instanté arbitrario (sistema (5),y de la hipótesis del só- 

lido S "eauivalente",son las mas plausibles,pues permiten tener 

en cuenta la totalidad del sistema (instantáneo)constituido ñor

(l)6y también movimiento de, líquido en el caso de un misil con mo-
. <»i' x

U tdr a combustible líquido.' ' '
■<’ ’ 'í

(2) Garitmacher y-Levin,[!),!• llaman "cuerpa sólida ficticie".Pre
ferimos llamarlo "equivalente",con un sentido que préeisareMo’á^.

/más adelante ; el de una "equivalencia" dinámica entro ol^misiL* 
i.real (sistema Q) y el sistema fictioio. definido S. En esta pri

mera parte de la teoría seguiremos,en-líneas generaleaJLa oxposi- 
-ciort- de -G-anttnacher -y Levin
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todas las partículas materiales en movimiento relativo,v en su
* f

movimiento de arrastre susceptible de ser considerado al identi- 

ficarlas instantáneamente con Sjpudiéndose así tener en cuenta
1 1.

la influencia doí movimiento relativo a R de aauellas partes mó-i 
i! !

viles (gaseosa, etc. ),aue están,simultáneamente.en movimiento |
I ' ' '

(de farrastre")con R (yAcon S)en su'trayectoria respecto del sis-’
/' . f

temo absoluto.En efecto:el movimiento de cada una de las partí- I 

culos se considerará siempre como compuesto;una partícula se j
4 v ' I

mueve relativa a S(relativa al cuerpo R del misil),ñero el "só- |
4
i.
t 

lido" S es transportado en su totalidad, en el movimiento respec- ¡
• i

to de un sistema absoluto'(fijo a la Tierra), Por adición se |
• i

totalizan las magnitudes dinámicas de toda la materia y movimien-
* ! 

tos doG>:los relativos* a un sistema de referencia solidario
l 

con R (partes fluidas,baricentro del•combustible y del sistema i 

total contenido en etc.);y los correspondientes al movimien- t 
to de ^*de R(y de S) respecto de la absoluta ,teniendo en 

cuenta que todas las partículas se mueven en el movimiento da >
r 1 

arrastre de S. La introducción de S tiene por objeto nrecisamen-,
1 

te el cálculo , referido a él,de las magnitudes fundamentales deG>.
í2 

El sólido ficticio S tiene una exacta determinación de sus carpe-'I
4 ! 

terísticas mecánicas (baricentro,tensor central de inercia,etc.) i
i

lo aue no ocurre para el sistema (5. Se busca referir a acuellas i 

características mecánicas el acto total de movimiento de to(y del
’ f - *

misil). Se aplicanentonces los teoremas generales de la dlnámi-' 

ca para el movimiento absoluto y relativo en <S> y S.debiendo de-,
• * k l

4 

mostrarse la validez del principio de "equivalencia", como equiva-- 

lene i a dinámica de ambos sistemas y S.(Teor. pag.i2) »

En particular,la sola consideración del S"rígido"permite calcu

lar el movimiento, rotacional y magnitudes derivadas. - Con lo aue 

queda caracterizado totalmente el acto do movimiento del misil.
>



—ñ—

Los teoremas fundamentales y el“s51ido equivalente?

Sea Q elv^ctor cant|idad de movimiento del sálido equivalente S.

Y el vector cantidad de movimiento de (S, relativo al sistema
I' ' G>de ejes: coordenados galileas» fijo en la Tierra, .Sea F=t2fal

• ‘ b ‘ 1 . . dt. . .
'vector resultante de las fuerzas externas actuantes en el instan-

h-1 h - • ; •
té t sobre el misil (;.ee decir, sobre (5 ).

* ' , U, '
“ . J ’ 1 f: _
En primer lugar ,-c ?mp aremos SyG . , sus cantidades de movimiento

;■ i b'l p : |

y momentos cinéticos. En el niovimiento compuesto de cada partícu-{ ' ' '' I* ; I. -h i

‘la de (5 , seaií T£tr?C»'i£, a., a. t ¿í ,las velocidades y aceleraciones l
. .;.p '! ■ ¡ Cyft I

1 de arrastre,relativas y absolutas respectivamente (ternas O mó- ¡ 

vil-solidaria con R-?y absoluta).- s

E¿ O las partíoulas del rígido R tienen, ^=0» La cantidad de mo-j 
vimiento es: = 2’,w’’'t<i. > (• y su derivada (sin indicar subín-

dices)resulta: y-, 7zn i v .
= -J +2.”^ (1.1) 1

e¿t
J

siendo Q la.cantidad de movimiento del sistema 3,( Q= ) *

y el vector resultante de las fuerzas j m’ de Corlolisl
* \ * 

ya que a ;= ac+j + ar > y 2 ■m a.e (1.2) ;
dt :

- V i
1 x ;

Designemos con tr la velocidad relativa de la partícula en el ins!
> ' 1

tante t\ = t + cLt y con el diferencial de velocidad de la partí!
■ > 1 X jcala rélativo al cuerpo.^R del misil, luego: <? V'r = ¿2-^ — ■Vri- v¡.¿

■■ V ■ ., ’
^2/^*^- Z.marcít - 2. ~ 2-(l.S)

/ \ ' ■■ /i
•/ Ir ■

■ x
El/püferencial con respecto al sistema de coordenadas- fi-jo 0^

,y *p v ’ V*.

se designa con la letra d.
i 1

r lDefinamos el yectorPS’ cantidad de movimiento del conjunto de partí 
\ v ,r

calas de fluido internas al misil-(a la superficie (S’/on el lns-

t ante-ty relativo al mismo,(al sistema 6 ). Para un misil con motox 
a combustible líquido? el vector es el vector cantidad de movi- 

¡ | A 1 v '
• 4. ’ j - J. . •

miento de laa partículas de gas* en la cámara de coobueti ón y tobe-\
V .4 '; s.
—---------í--------— - .

A^uí m e.19 mental (de .-.pAxiXwl-fv) - V
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ras.y de las partículas de líquido fluyentes desdo los tanques • 
y tuberías de alimentación de combustible a la c'raara de combus- 
tión. El diferencial de es: Tú’-Té'

siendo por definición: ^tnVr = t (L) ( 1.4 )

(<)

La masa en la( 1.4.c) os la misma m(t) de(1.4.b):la masa
I

que es interna a (?en el instante t (y que ya no será totalmente!
>»■ j

interna en el tj ); sóloz^ es la cantidad de movimiento de las 

partículas internas a en el t->=t+dt.-

E1 vector CLdt es el vector cantidad de movimiento (en el movi

miento relativo )de aquellas partículas de gas en el intervalo 

de tiempo dt han pasado a través de la socción do salida de las 

toberas. El vector CL os el veqtor cantidad de movimiento rela

tivo al misil,de la masa de gas pasante por unidad de tiempo a 

través de la sección de las toberas. El vector Qr que tiene la 

dimensión do una fuerza es llamado equilibrante de las fuerzas 
"puras" de reacción que forman parte del empuje total T que con-1 

.sideraremos en detalle mas adelante.
* 'I

Si^is¿£7 es el gasto de masa fluida y u es la velocidad media 

relativa a la .tobera,resulta ús^u. be las ecuaciones (1.3),(1.4’ 

se obtiene: • a~ j

r > yr (1.5) !

Sustituyendo en (l.l)la expresión dada dot (1.5) naraZmi. v ’ 
p ‘ r dt ,

por r , se tiene: _ í
dQ _ F - Q + J - (1«6) ’
dt dt i

Esta ecuación expresa el teorema de cantidad en movimiento nara 

el sólido ficticio S.
Teorema de equivalencia para el momento cinético.- Sean Ce,L loas

* »

momentos cinéticos de los sistemas <5 y S respecto a sus baricen-?
I 
i 

tros C. y C en el movimiento absoluto, esto es-, referidos al sis-;

•> - .> Quedara en los teoremas siguientes justi
ficada la denominación de "equivalente" que se da a S.- <
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tema galilcano fijo de coordenadas,‘6. . Considerando el movimien- 

to relativo a ternas ^T(t)L J(t),originadas en los baricentros C y
' i* '*'£’* => i 1

C. ,de S y G\designaremos las magnítudos correspondientes colo-
'-i ■* > V" < é i

cando , T j como superíndicos. Las tornas GÍÜ/ltt)/ coinciden |
' ■ ■■ "" : . J --V-. ><_ 1 )i > . i \ -J ' ,-V • > } !

en el instante arbitrario t en que coinciden S yo(S /pero no' pan

para el t+dt.- . ■
, .>■ •: * "*■ *

Aplicando el teore¿a/4el. ¿omento cinético' relativo al barloen- <
tro del sistema (5 Vale: ¡ ,

í£c, - Me, ' (1.^ ! ’

dt •
donde Mc< es el momento1), principal de todas las fuerzas externas

., i. ¿
actuantes sobre el misil/o sea sobre el sistema O en el instan-|

•íV*í- . - * 
te de tiempo t. Demostraremos ahora que esta relación (1,7) val i
le también para él solido ficticio S. >
Consideremos el momento cinético (en ^(t) ) relativo a los dos [

* f
contros ¿Le redacción -,C : • j

ej = cj + cTc a (1.8) i

, I
Luego, resulta:. 1

d-Ec, _ <1 Ec + d GC A GCA ••=. 4-£c o (4.9) ¡ 

dt ' dt dt dt ’dt..

ya aue^íen el instante it.O. coincide con C,o sea :CT C=O,y ade- I
«• . - ; - A 7 1 ■ |

más: f <J C~C \¡ \I — IVe-vc, - . I

Siendo que en ol instante .t los puntos C^ y C coinciden,es, ¡ 

para las fuerzas exteriores actuantes sobre (5 : MCt = Mc,y ade-i 
w

7

aós" recordando que por-un teorema genoral sobre el moaento ciñó- 
a* 0»T ; X

tico es : i»c< — .
' resulta por ,(1.7) y (1.9):

■ n,*! '

dt"^ = ' c*q,d’ (1‘10)

lo aue dice que: 
"vale el teorema de la derivada .

del momento cinético para S tomando dioho momento cinético
_ . '---------------------- :----------------------------------------------- ...

(*) (m(t) es la. vhílscl toW e* el jníta.inl’c t )* _______________________ ___________________



de 6 con polo de reducción en el baricentro C del sólido ficticio, j
»

S (en lugar del Cj de G )>y refiriéndolo a la la terna %Ct) í 
-------------------------- - : ‘ 1 
instantánea de origen en CP w ;

* ~ í
Entonces la (I4IO) expresa la ”equivji_lencia" de O y el sólido j

* <-/ J ‘ficticio So Evidentemente. para el dicho instante tt ffJr.c = d S'Cj , ¿
, i dt dt \

(con oi* C0 Calque expresa .análogamente la ^equivalencia1* de (5 I
' "* r4 « 

con So- }
y '•

Movimiento del sistema (B y del sólido ficticio S?- |
• • « 

Consideremos el movimiento del misil Mre aln (eL* sis tema G )fuhdín-j

donos en el teorema ■. anterior ^refiriendo dicho movimiento al -bariU

centro C de S y a la terna ba—ricentral instantánea (t) con í
i

origen en C.- Una vez mas,el movimiento de cada partícula del i
¡

___ -*“■

sistema G se considera como compuesto# Pero consideremos . cor.o

abáoluto el movimiento de cada * partícula de G respecto de La --------------- ------- ■ ■ ■ jr *
iterna ) originada en C (y pa ralela a «Si y eh traslación res- ’
i

pecto de Si) •- I
<1 1

El movimiento del cuerpo S relativo a estos ejes ^(t) se consi--
te>

(lera- como movimiento dé arrastre ,y el de la partícula relativo í 
f
f

al cuerpo S (esto es relativo al cuerpo R del misil)como rclativoo

Luego: L - S r A m :t ü*
- 2 f A m. a¿ (b) (1.10)

donde r es el radio vector de la partícula tranzado desde el

punto C, I
f I

Siendo la suma a 1 4- aj-h j la aceleración absoluta aJ de la'par- J
• i

tícula,resulta en (1.11) : . / /.? [
. Z rA == s
‘ , V í— x «> JUj (loU) I

J
donde M es el momento resultante/del sistema desfuerzas jm dec
CorioLLso— .<>-

' " ' ...
Así resulta: |

fL2±c'=, M + ¿.CAmO-
cCt ¿t (x’12> ‘ '

LLamemos ahora v ¿ la velocidad relativa a S dé la partícular

-8-



esto:
de (5 •en el instante t- » dt + i . Luego V, ~ v 1 <-> 1 p ~ . dt,y por

i

Z r a m cl. => Z r A — Z rA
r <r (1U5)

' »

De terminaremos ahora el movimiento relativo al misil (£ S) del 

gas interior al misil (parte del sistema G )

Con las definiciones antedichas,indicando con superíndices r ( 
las magnitudes correspondientes a esa ma_sa gaseosa(variable);(?) 

donde £ es el

superficie de

t. Luego:

££ = Z ? A wV-r

momento cinético

control &) en el

(1.14)

del gas interior al misil (a la

movimiento relativo en el instante

2" ,=
donde r^ es el radio vector , en el instante 

de radio vector r en el instante t).-

La suma

Z r< a * v-r< - Z (r< - r) A

t^jde la partícula

en el interior

tante t^o

La

de

se extiende solamente a las particulas que están

de la superficie dé control (S del misil en el ins-

componentes excluidas (que al pasar de t n

han salido de )?será igual al momento cinético de la masa

suma de los

.gas pasante

las toberas,en

La suma de las 

entonces

por unidad de tiempo *a tra vés de la sección .de
A

el movimiento relativop.multiplicad© por dt, 

componentes para el gas^interior a (? en t^

♦ Además la suma es nula ya que

por ser (J — P S? es,despreciando infinitésimos, aproxi

i 
I 

I
4A 
i

Diadamente

Luego :

igual a vra-

nV1r

donde tt're

*-4C + Kc (1.15)

es el momento cinético del gas que ha salido en dt,co

e s

t

i
i

I
mo se dijoo-

(j) La suma2'rAwí£*£Pf se extiende al interior de la superficie 

de control, í?,mas precisamente,al recinto 5 (^i^> )ocupada 

por los ga3es,refiriéndose a dicho recinto o volumen fijo ocu-

J

pado por el gas,y no á una masa fija de gas.Lo mismo se consi

deró para/£r (cantidad de mov.del gas). ____
............. __ __ _ _ _ ____ ____ ____—



Por las ecuaciones (1.15) , (1,14) y (1.15) í

lc; +1)
dt

re (1.16)

donde üc Q? es diferencial de

del misil (para di)*-

£ relativ® al cuerpo

JZ. TA
/ 
/

(1.17)

Sustituyendo en la ecuación (1.12) la expresión. (1*16),so obtiene
z£ = + bre -M’ +

c¿^ di*
El vector momento cinético del gas saliente de por unidad le 

tiempo$l)ro ?en el movimiento relativo, que tiene la dimensión a :1 

momento de una fuerza, se denomina "momento reactivo" y forma parte}
t

del momento reactivo total % que consideramos en detallo *ma3 ad *»

lante al tra_tar la totalidad de las fuerzas exteriores*
- 9

* r 
iPor las ecuaciones (1*10) y (1*17) se tiene:

= .rt_hr£+M’ - 

dt
Esta ecua ci<5n (1.13) determina la

i 
po del momento cinético del sólido ficticio

derivada

I 
f t 
I!. 
I

(1.18)

i

S en su movimiento

relativo a un sistema ele ejes^(t) pasante' por el
t

cia C del mismo* Completa el resultado expresado
9r

la derivada de la cantidad de movimiento de
dt

ha obtenido en ba~.se a la validez del teorema o principio de "e-

centro de in^r-

por (1.6)-para

La (lol8) se

tI
i
V

quivaléncia" (1*10)»- Las (lo6) y (l018) son las ecuaciones 

características de la dinámica del misil que permitirán calcular 

su movimiento en función de las características dinámicas del só

lido ficticio SQ

Análisis de las fuerzas exterioras.Empuje*

El vector resultante de las fuerzas re activas ’puras11 e s y 3U

momento principal relativo al polo C es -h ,siendo como sabemos * re
9r y bro los vectores cantidad de movimiento y momento cinético:

de la masa de gas pasante por unidad de tiempo a través de la

superficie de control í^del misil* El sistema de fuerzas reacti-

vas que definiremos incluirá ciertas fuerzas externas de modo que



’hu totalización corresponda a las reacciones mediales con el mi- 

sil en reposo.

Consideremos el misil vinculado a soportes móviles respecto de

de manera que 3obre Óstos actúen fuerzas de r-multante -Fr • De 33
I

* r * \ • te modo admitiremos que actúan sobre el misil fuerzas exteriores
i

que se reducen a:
l

1) Fg , tresultante y momento'de las reacciones de los sopor
tes sobre el misil

2) F.*=n»+<x M*=M B+n •.resultante y momento de las presiones exte-
“ r fc Te
rieres sobre siendo F¿ y la3 correspondientes a las

• cc
presiones exteriores para el misil en reposo ,yc/^j ITC| laa

I
adicionales correspondientes al estado de movimiento (fuer

zas aerodinámicas) 9.
•<

5) El peso del misil

Estos sistemas de fuerzas exteriores se totalizan y reducen a

F » fs' +■ Fp + 4- ~ 4"TTc

Las ecuaciones cardinales de la dinámica del misil son:

- F - «I- + J

“ Mc_b + M’_ &£-c (1.18)

Si él misil está eri, reposo - respecto de > resulta por sus defi- 

nicione8, q = Q = 0 j 0 ;; fs +
Lj xL.’xO, Mc«o,h + j

Por* (1.6) , (1.18) y admitiendo que la corriente del fluido’ inte

rior a ^para el misil estacionario y móvil es idéntica (o sea
1I 

despreciando el efecto de la aceleración de R sobre el movimien

to relativo d,el- gas) se tiene*

_FS . _ q r + Fp _ ^r+^-T+^(1.19) 

“Msc = ~ ^rc + f^f>c — ~ (1.20)

La fuerza cLe empuje T y momento reactivo se miden sobre los

soportes del misil funcionando en reposo.

-11-
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Lr-is ecuaoionea caraoterlsticaa del movifáiento .El te orema ge ncral

de “equivalencia?

Teniendo en cuenta que si el misil se mueve libremente en el es

pacio efl F = O '» M -O f Y la- definición dada por (1.19) ys se
(1*20) para el "empuje" T y el"momento reactivo'* % ,medibles con 

el misil en re poso,reeulta que la (1.6) y (1.13) toman la foiui*:
= T + czf + J 4- (*>

^¿rc - 52c + ne + M’ (b) (1-21)

Estas ecuaciones expresan,sinte tizando los resultados anteriores,• «
el teorema que puede llamarse "teorema de equivalencia’* o de”soli 

dificación":

"Las ecuaciones características del movimiento de un misil propul-

11 a ado a reacción para un instante de tiempo arbitrario t pueden 

“escribirse en la forma de las ecuaciones del movimiento de un 

"cuerpo sólido S de masa m(t) igual a m en el instante t ; fí 

"se supone que el misil es rígido y sólido en el instante t , es- 

“tando aplicadas al cuerpo sólido ficticio S las siguientes 

"fuerzas:

1) fuerzas reactivas T j

2) fuerzas aerodinámicas 3obre todo (& >}
11

3) fuerzas de Coriolis J ;
ii -

4) .fuerzas de la gravedad 11

Las (1.21) bou laso ecuaciones características del movimiento 

de un misil,de masa variable,nece serias y suficientes para de

terminar completamente su estado de movimiento*-

Como se vá,ástas son las ecuaciones que permiten,aplicadas al 

sólido ficticio S al cual formalmente corresponden,calcular el 

movimiento del misil ("real") en función de las simples carac- 

terísticas dinámicas de S, que es un sólidoo Conocido el ten— 

sor central de inercia I (t),para cada instante t$ es posi— 
pq

expresar el sistema de’ecuaciones de movimiento del misil con

respecto a un centro de reducción,origen de la terna ^*fija en



-15-

R.Lo que permite,con la gola referencia a la parte rígida R,cal-
* I

c.ular su movimiento ooa lac propiedades de S0
i

2- Expresiones para el vector ,fuerza de Coriolis J y momento de

Coriolis o~
/

Ex primer lugar comparemos los diferenciales absolutos de la can

tidad de movimiento del sistesrá, (S • y del cuerpo sólido S,-d% y 

a@ Pa ra esto dividiremos el recinto ocupado por el misil en 

tres partes:

Recinto *N° 1 ocupado por el cuerpo regido R •

Recinto N° 2 ocupado en el instante t por el combustible
>

sólido Aíquido ,

Recinto N° 5 ocupado en el: instante t por las partículas de

gas que son interiores al misil de frontera

Los componentes del vector cuantidad de movimiento, (absoluto)9... **•
; W-V*'

...» «t- **

correspondientes a estos recintos fijos se designan con subíndi-
V;. *'

oes X 5 respectivamente 0—

Para el recinto N° 1 es evidentemente: Qí (2<>22)

Paral, la masa de confbuotible (sólido o líquido) ea el instante t
J»

f ••v

ipero en el instante t^st-f-dt el vactor/^difiere del
1

/

en jel vector cantidad de movimiento da la masa de combustible (só<
' i *

lido^o líquido)que se ha quemado rh b1 tirmpo dto

Paral esta diferencia de cantidad de movimiento admitiremos una
i

expresión lineal en t de la forma fp dt > designando eon fp el

"gasto” de oa ntidad de movimiento del combustible en la unidad 
á.e tiempco Luego> es: ~ &Z ~~ fp ? (2o2j), y

su diferencial absoluto: (2.24).-

Teniendo en cuenta que'la parte rígida R gira con velocidad 
í j
ánguiar J2,el diferencial absoluto del vector/^ (respecte a

^)est ± & A $ siendo su diferen

cial relativo a una terna solidaria con Ro
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Coji3ideremo3 ahora el diferencial de cantidad de movimiento del | 

gas en el recinto N° 3 correspondiente al movimiento de arm- { 

tre de R.- Sea s%3.- Este coincida con </Qj en el caso ¡
I 

en que para cada punto del recinto la densidad fz(t) del ga_s !
j 

en el instante t y es la alsna® En general?el incremento ;
t 

correspóndiente al movimiento- de arrastre es igual a !

■A?. = JJJ g <5 j

donde la integral se extiende sobre la parte dfcl recinto T que ¡ »
en el instante t es ócupado por el gas.siendo VI la velocidad L Cí w

* • o p» íde arrastre del elemente de volumen 4T } y —1 es la derivada tem-‘ 
at i

poral de la densidad fí(t) en el elemento de volumen dT * El di-j
I 

ferencial absoluto del vector correspondiente a la región N° 3 ¡

3 3 T dt (2.25) !

Consideremos todavía el vector cantidad de movimiento en el tiem- •X

PO i]. de aquellas partículas que en el intervalo, de t a

han pasado a través de las toberas» Este vector cantidad de no- 

vimiénto es igual a )dt,donde í|e es el vector cantidad
% 

de .movimiento, de la masa pasante por seguí-do a través la tobcv-

raJ correspondiente al movimiento de arrastró, y en el me- i
»■ _ f

virolento relativo a- ¡
« 

Finalmente es: „ x x
4- 4- + G)e +^r) (2.26)

obteniéndose por (2.2j) » (2.24) , (2.25) .
v £ • £ • J 

~ </Q- (fp-qe -qr)^r 4

3 Recordemos que las fuerzas exteriores al sistema son / 

él peso^ del ininil y las presione?, exteriores" sobre la superfi

cie de control estáticas y aerodinámicas. - °

De aeuerdo al teorema de cantidad de movimiento aplicado al síb-
< 

toma <5, es : por la ecuación (Z.a27) resulte. :
f = cy^í1]r + f7-^r+fp-qe-Stígv;^-^A%'' (2.23) ■

Siendo js_2.QAt£, es: J = = JzA.ÁjjftyJr = ’29 1
. — - _ ___ __  — - - - „ ___ _ . —. —— —. — . > M . * .____  *__ . ~X** ~ . *— M . a . A * — M W . -.ta — —i—■ —



por lo que el último termino de (2 • 28)representa la .mitad de la 

resultante de las fuerzas de Coriolis.

Luego,tomando en cuenta la (2.19) (2.20) (2f29) 3e obtiene nue-*
vamente la Ia ecuación cardinal del movimiento del misil ;

Por consideraciones an£loga3 j' en forma inmediata, se obtiene nue

vamente la 2a ecuación cardinal del movimiento del misil:

i¡¿ . + _ p’aaa^ (2j31)
c(t T
- i í» 1donde k^c es el, momento cinético del combustible quedado por se- ¡ 

gundo y donde es el momento cinético del gas que sale de j

por segundo de tiempo a través de las toberas.— Los momentos i 

cinéticos kpC , l)eC corresponden al movimiento de arrastre del cueí- 
i 

no R relativo a un sistema de ejes que se mueve Junto con el ¡
4 i 

baricentro C del cuerpo SQ—

Identificando los miembros a la'derecha de las ecuaciones (2.50) 

y ((2.Jl)J(l»2) .^e obtienen las expresiones de la fuerza de Corio-
i 

lis y el momento ^de Coriolis ; * !

J= (2.;2)

Mí= l<K-1).c--aA»£'-JJJrA’!veA (2>5J)

Si la masa d© combustible gastada,por segundo,se designa con *). |
» ** 1

y la mksa de gas pasante en la unidad de tiempo a través de lae
j 

, t
toberas con ,resulta que: !

, _n = =í(í^ i
/< * 5Fjjtj 1 JJJ n (2.54)

La cantidad de dovimiento fr .dt eslade, la masa^.Jtde combustible ¡ 

que se quema en el intervalo de tiempo dt.—

Designando con el centro de inercia de esta masa elemental

de combustible y con 'Vcp la velocidad del punto Cp en el moviriien- 

’de arrastre del cuerpo, re sulta : «C — yj 1/í (2^55)
Tp “ 1* ?

-15-



-16-

Se supone que la nasa oleraental le combustible di está situada !
■ , . í< i

simétricamente. con respeoto al* oje dol miailpel punto C perteneoef-

rá a eete e je o: -t 1

~De la misóla «añoradla masa qlomental de gas 11 . at pasante a través I
« . ■> '''

? la seccidn -de -las,, toberas, tenga centro d© ‘inercia C de veloci-
a'.< '■ e

dad de arrastre vce I .será--; ¿sí: C|é (2*36)

Admitiremos /que éeté sobre él eje de la tobera*
' ..e xv- ■ , -

Sé designan con r ' y ,.r los radios vectores do los puntos C y• p -«’■ e- *■ P
.. . A

Ce trazados desde un polo 0 * fijo en el cuerpo R y con r el radi.c

vector de, un puniro arbitrario interior al Jhisil* ¡
'r ■■» .* í

Por las expresiones que fefineri la velocidad de los puntos de un I

cuerpo rígidos n a r 1
r ■« -t- AA rr i

.. . = 'e (2«57) |
¿ t^e = 4- J1 A fe } '

‘•7 I
}

y las (2^35) > (2.36) la (2*32) toma la forma: j
i

J = _ 2IL A(*|/e -^rp + JJj ) (2aJ8) !

■r ... . T i
Comparando ésta -ecuación oon la expresión usual para la fuerza de í

*
CoriolÍB j^ZílA^resultas: ^r= _ *jj|% pj

/ r ri /t 1como expresión para el vector cantidad de mpvimiento del gas intá-
■f . I

rior/a b misil en su movimiento relativo al misil (estando"lá inte-i 
x- '■ •

*. « 

gral extendida al recinto Tj total ocupado por el gas), en función 

délas masas.cdq gas* h ’ 1z que a traviesan la* superficie frontera dej 

esta^régión^¿demás ;de la variación temporal de densidad J¿(t) en J
_ ■■ -ú t . 1

cada/ punto<— -v |

Recordemos qué en esta ecuación es r el radio vector del oentro « 
_ % • P • I
dé inercia C^ de la masa entrante por segundo y rQ el radio • 

vector de la masa sabiente ,1b i
. • • . • ¡ 

“ ■' z »V.• v- . z' , «.• • »

En/eloaeo especial, que «pueda- considerarse- cas i estacionario el so- 
r.;
▼imiento del gas- aé admite 2_X. o ,1a que vale exactamente para el 

líquido incompresible en una corriente general. Debe ser = tn.. ;

En este' caso ,con* 2-fs-o por (2.34) definiendo el vector t » CeCp ? J
r
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reaulta: f « í '
* -2.rh(-íl Al) (TTÍof

!

p'ire, la resultante de lasfuerzas de Coriolis,

Considerando además que ao pase por C o Sea! f ao 1®, (2.53) se reduce ( 
a : Mc = /£-$£ . (2-.41)

Cpnaideremos el ca.ao simple del movimiento plano-.-: Siendo B(t)
s/ ; Iel momento de inercia del cuerpo'relativo al eje ecuatorial,pasante

fa j 
por el punto C y perpendicular al plano de movimiento¿

Siendo la3 componentes de velocidad de f±uído(relativa3 a R) nor

males a 8 j en P5 e: fp-íi j respectivamente;

resulta evidentemente: . . 2

-/2 y por ello:

K7 S mf¿ (r^-rf) (2442)
** *

para el momento de Coriolis de un misil con motor a líquido’'' -7 o 

bólido r. siendoeectacionaria 1.a corríante de fluido rL& masa qu«-* «i 
ma_da en el intervalo de tiempo dt es rridty su momento de iner» 

cia respecto a C es el decremento dB = T¡1 dt del momento d*' 

inercia B del sólido instantáneo S (con corriente interior e^ta- 

cionaria)o Luego : rfl r^s ;resultando :

B(t)= mW-k’lt) , B= lñk*+2Ü»n , /V|’8 »T)(ra(t)-B(t))A5^ (2‘43)
-<■ ' • t r * 3jijara el easo /lé un misiL con motor de combustible sólido t.P líquido. 

" 1 k. • -»
* « .• 3 " (3)Siendo- MI < O resulta que Mces un momento amortiguante «

Dado que el momento amortiguante de las fuerzas aerodinámicas ee 

proporcional a V, el momento de las fuerzas de Coriolis puede ier 

preponderante al comienzo de la trayectoria activa,si la longitud
•»

de' guía es pequfe$ao- .

/,\ Siendo la m^sa de los gasea muy pequeña frente al resto del 
* - misilfSe considera que no interviene en el B(t) del’’ sólido,,S .
(3) Al termino -m«r en el momento de. Coriolis Mc,le .corre?--

pon.de i|n momento•mrí ul que tiene el signo deíly que se ret—1 
í a o u p a a& O r t i guante ( corre « p o n -d i ~~ t g a 1 r a h o r r a • Sfectiv am ente, j

• 2 • ’* j cata disminución del laoir-ento amortiguante cJ
•m Tp “ • B(l) > O rre^ponde a la disminución del momento de i¿ 

ncrcia B(t) durante el intervalo le propulsión. En el cíJO de me 
tor a líouido 3e u*?n,^in más., (2 • 42), con r (t) distancia du C a 1«3 

¿mara de combüt i ón . f i 1 a ?c"' o t o_ t e_ R ♦ - I

pon.de
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PARTE II

ANALISIS CRITICO- DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

GENERALES, Y DE LOS EFECTOS ESPECIALES.

3 En la parte I se hs. demostrado el iunua;a>ji
/ ! . i

a mental de equivalencia que expresa las ecuaciones leí iroziui nto > 

dol misil en función de las característica a dinámica.'? rl sólito; 

ficticio So Además, se han de terminado ^expresiones para 1- resulta; 
t&iite J y momento M° de las fuerz&J de Corioliso

Se plantea ahora el problema de referir el sistema de ecuación1??
* 

características del movimiento a un centro de reducción 0* fijo

Jen la parte rígida R del misilo ;De> este nodo se determinará ¡
í
i 

un sistema de seis ecuaciones características crya solusú5n es- ¡
i 

pecificará cono función del tiempo el acto del movimiento del 

rígido R relativo a un ...punto 0* fijo en Ó1 y elegiio q onv';ncio4
♦ , 'Ii 

nüaenta • !
*

Si se hace la hipótesis muy plausible de que i 1 avariación do C J* * ¿ 
ae produce en la dirección del eje de simetría ( C C ¡I?) y ino

\
las ternas ^y principal de/ inercia de S(t) se\ mantienen paral >

i \

i '
i 

lasrla solución correspondiente a las tres ecuaciones de Kuler j 

del movimiento rotacional -queda referida^ a la parte rígida R (ao* 

viniente de fe*") , caracterizando por los ángulos de Eulor la po- 

sición instantánea del, eje del micilo

Para el ca í o inas general no paralelo (aán con C C’ ¿con tir-ación
<

axial)habríu que tener dada la ley Je variación r-eIlativa a de

ds la terna do ejes principales de inercia.)-
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I
. 4« Movimiento del baricentro y del centro de reducción

— * 1 " J“ ’ -I -1 T ------- - I *

Calcularemos el. movimiento de un punto 0 de la parte rígida R, 

teniendo en cuenta el movimiento del baricentro* 

Por el teorema del sólido equivalente resulta

mCs^+^ + Tdü (4.44)

donde m es la masa del misil en el inatante t y'-es la acele

ración del baricentro C del misil en el instante t, esto es dol;
c
L 

cuerpo S* I

Durante la combustión el baricentro C del misil,se desplaza re-, 

lativamente al cuerpo R,y su movimiento con respecto al si3te;na 

inicial fijo de coordenadas^ea compue3to:el baricentro se despla4 

za con respecto a R (movimiento relativo) y se mueve con respecto 

al sistema fijo de coordenadas (movimiento de arrastre).

Siendo V y Y la velocidad y aceleración de arrastre Je 

V=V*+í2a(6o ) 3 i o* eg el origen de solidaria’ con el misil,y sien-i
do fj-r las relativas a , la velocidad absólutaCy la acele-j 

*•
ración absolutaCdel baricentro ae determinan por las ecuaciones: 

fc=eY +-V t-íiAfc-oJ (4.45)

nAA(c.O>£ApuMJ- ÍC=T‘+Í' + 2I1aT’ (4.46)

* Sí en (4 ♦44)e$ sustituí da C por su valor (4<>46), se' ob-

? • -Af-
tiene la siguiente ecuación para ¿1 movimiento del centro 0 de 

reducción fijo en R: . - z\ _ _ q/* /« n * n/’*l’ mV= cA + q-iT+J-Vtn-(2AAV Jm
d (4.47)

Expresiones para la velocidad _T y acelerad 6nX relativas^de C I 

respecto a 6 *

Sean C y C’ las posiciones del centro de inercia del misil en 

loa instantes t y t^ = t + dt,

Así resulta para los momentos estáticos del misil correspondían - 

tes a los instantes t y t+ dt,relativos al punto 0 :
mrc^Jffí¿(t)rdr , (m±¿m)r'cl-ffj\(t+dt)rdT

re spectivamente/donde /£« OC ¿ C+brc siendo la densi-

dad local del mi3il*-

La integración se extiende sobre el volumen total del misil (re-
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cinto interior a la .superficie C )

RestancLo ’la ,pifime:ra' de la, segunda y despreciando términos de se-T * »
eu”d0.^r^m^dttdr

'ir' -K- y*

se deduce quet * , ’ ...

mTr>m^ = ^-r«-’Zf+//íít!rJr (4.48)
_ fr

'Teniendo en’cuenta lia.''expresión (2.J9) de resultar

V (4.49)
* ■ * >•- I

Derivando la . (4*49) sft tiene: j

-f2r^7”-?,T*+^-re) + S' i
con lo que resulta: ^cu¡ I

(1.53) '

En el caso casi estacionario en que -^-= 0 es •

y las ecuaciones (4-49) 5- (4.50) se simplifica,n ¡

-(4.41) |

Efecto ~de la variación d~el baricentro !
cnr* cnr* íEstimaremos ahora el orden de magnitud de y y j/ para un misil cení 

I
T I

motor a 'combustible sólido de las siguientes características

Con las unidades [1]'s m j[T]=sega > [íJ^Kg *
L =í.9Óm. , ,^6»)-/6O A¡g. m(o)~ l6.3Ko.rrí‘sef v .yñ fo) =¡

d = 0.£i Kg. mfa)* Mfyw’ l/(o^s)^^=370ms.¡

¿ \ r./o)s0' rJo)'-o.64m T(t)=6000Ko.,0¿tetfl-lseo. , V(o,55)S310-0,55'200n&
f . > r * . |

Siendo fís -m a 2t8$Koms* reaulta loa valores iniciales de 

THÍbyV*^; .^(o^ o.H2, 77o) s '
¿ -M

M' : - * í
cuyo orden de magnitud ®e mantiene despreciables frente a la ve-

.locidad V(0.?5) ZOOms y aceleración 7(0*55) s 570m¿ ” me di as”

en 41 intervalo activo, 0¿ t?-seg. •*

En la estimación de V(O»55) y V(0.55) s« ha considerado que el• ‘ %
aumento de resistencia aerodinámica es compensado por la diami- i

*" .K. 1
nución de la masa m(t) •

Los cálculos numéricos realizables a partir de estas ecuaciones

muestran que son desprecia'olos ,jn comparación con lar?
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velocidades V. y aceleraciones V™ el intervalo activo de la tra-
*

yectoriao Luego en la (4»47 el término 7* puede despreciar30 en I

comparación al empuje reactivo To

En cambio el término (2J2A /Jni es generalmente del misma orden, que

J,ya que la distancia. I ^c* J es mismo orden que la'distencia'

|r«~rf| para

Por esto y las (2»40) 9(4*51) resulta que la ecuación del movi

miento (4.47) del centro de-reducción O de la parte rígida R 

del misil ae simplifica a lá^ forma:
m $*>■<#+g. i- T- 2a (re-rc)] - m [-Q. A (r^~ fy) -£lA[flA(r6~l^¡J(Á . 52

La velocidad Y se designa velocidad del misil» Porello O es el 

c*nV‘O de reducción# Este deberá elegirse adecuadamenté, según
' > ’ ? v’í x t *• 

se verá luego»- A?"

PueÁia 'observarse :quenésta ecuación de movimiento del punto O í
7' •-/ ' ' '*■■ . - r :

cedítr¿ de reducción, fijo en,l- intervienen 'fuerzas1 no aerodinámicas.*.
"* • K • * • * 'i* • V

qÜé 4epeí>den de ía rotación -72 del./mi sil entorno a Q j
f / i

implica una mayor complicación respecto del problema balís-í 
í. * ' ’.¡«■•... t *

;.¿ i ‘4 ’
■ti 9 o secundario^- . ■■/.’’"UóV\/b^v<vV-/*’r*’'* |
7" 777 /Í7 1 como|
Ehlwi^minos'&áicionai^/^w/-^ Affrtyl 4nier*v¡ene la p¿si c :ón>Tc(t)j

* b . • L* V S

•■’del baricentro»- K 77 ó 1-
’ . ¡. ; 7//'

Si bien la influencia de -la variación. 4eil "baricentro y 3 tí velo-
>.• ■■

■;cid>d- relativa dentro del iaisil es -muy'-pequeña,como se acaba de
• ; ¿ ’ i ‘ ‘7./ ■ ’ -7

v^r. la posi¿>iÓn misma del baricentro tiene injportajicia en cuan—

to-a¡Ío's efectos aerodinámicas si se ib considera como centro
I»i

le reducción de esas, fuérzate
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5 o «• Epilaciones del movimiento rotacional

Considerando que el misil es'*un cuerpo de revolución y nn* 

el deaplazamiento de C ea axial,ocurre que,siendo el eje 

ecuatorial uñó de lo» principales de inercia para todo 

instante, ee pueden elegir loa otros dos ejes arbitrariamen

te en el plano perpendicular a esté eje ecuatorial» 

SeanJ ,r^, ¿ los é jes principales de ‘‘'inercia del sólido fic

ticio S con centro en el baricentro instantáneo C; y sean
J

* •%

los componentes d é jQ sobre los ejes de esa terna prin—
i

cipalfr *

Por el teorema de* equivalencia,la» ecuaciones de movimisnto
/ T" • '

rotacional del misil'serán las de S,|uefen la forma de Euler 

’on,>

(5.5S)

• «c

.siendo M el 'momento de las fuerza» exterioroa reactivas yc
de Coriolisp

fr

^u-pda d- te laminada la posición instantánea de la terna princi— 
t

pal dé S» Y con ello por la hipótesis de paralelismo la po— 

siciÓn instantánea d© y por lo tanto la del eje d^l ii?il 

respecto a »
I

o 4 - OtrPoe /efectos espaciales
J

t

La reducción del sistema de fuerzas aerodinámicas
ó

i

¿oto de movimiento está caracterizado por laa ecuaciones
x T »

*• Z ¿ >
. . .. I

(4 •22/7 y lM. (5 •5-5) de íuler.» En Ids- de Eulor ahnre c*, come
i • y ■

comoón^nt* dal momento' M ..®1 momento TT.de toda» lnp> fuer-
* c J c

zas aerodinámicas respecto del baricentro instantáneo (C). 

Evidentemente,la f uerzas aerodinámicas ) y en conoe cuenci íi
x _. /ydel acto de 'movimiento,/

su momonto 11 , no dependen del baricentro, sinó7.ds\ 1¿t. foru y
' / ' Y * / /

oa ránetroi de senejanza dinámica del riiuil* Es évident e

l
tá* rabien que el momento TT eatá Carne Vrizado por elj cvntr:»

•\ v X /¡I . A
de‘^reducción, rii«ndo <*ir cambio independiente d-^' ólo Si el

TT.de
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centro <le reducción se traslada en / ,1a cttpla. varía en
-1

Expresado el sistema de fuerzas aerodinámicas ñor sus componen— 
f. rfl.TTl «obre la, terna fija al cuerpo y con un centroH de * re

ducción dádotrfc¿ 0¿ la teoría clásica^1) y la actualconsi 1*Aan 

estos componentes como funciones lineales da los parámetro d-*l 

movimiento,oon coeficientes quetsalvo factorestson los ”coefici*n~ 

tes aerodinámicos” del ¿interna. Entonces,»! sé pasa de un centro 
de 1'eduGciÓn C a. otro.O1 ( rsOo) ,cambian los vcoéficiente

(3)Sé; han dado fórmulas k --V. para determinar el sistema de^ebeficien-

-tes paxra un .centro C1 si la conocen los .'correspondientes a o-
< ■>- •9< .

tro^Gl y en función/íde Zátor¿- >í„
Powler (l.c.) úa-dL-tó st;'¿-teoría H^rÓdinámic^oáo^-eeh^ro^de redüéei-

v c
»>•.*■'* .■A *-• ‘ - r 4 5 V • 1

v'Mh;él^barisentro ó^ontro de masa dé.l proyectil,lo que 'produce, en
' ■* -r<‘-

el d'esari’oiio de l'a teoría contradicciones y/dificultades (que tie- 
»■ ' ' ' ' :■ C ' i.

* * X

nen su origen en loo. fundamento» m uGinos , como te advirtió 'antes 

(pa¿s.1 ,21} ) • La crítica dé Synge y Niela en introduce un centro de
* - v.'

• w

reducción-definido geométricamente el ”centrpide,,que ,según Joniu^e-, 

ira, eli'.-iina las parado jas de la teoría de Fowler .—
T • * '* ' 1 *■

<

En la dicha crítica,Synge y Niélsen.-concluyenen que (para proy^c-
♦ ’ • • '

tiles): "Si 3ÓI0 se consideran proyectiles con centro de maca "muy
* ’ * < *-’ 'í* » • - > **'' ’i * -*■. *

^•próxima’1;Jal centróÍ4e??es ^posible que las objeaciones téórioas
/ ' . .y; -- >

"sean de‘pequeña importancia práctica”♦ —

Esté, es >1,.€<sp. batís tiooyy el centro de reducción , ai es el barie ? n- 1
A £ -i»,

.■ -X* ' ” i A > *- w

tro C ¿vpár&ancoe fijo relativamente al oroya o til ¿ Pero en nv.*s-
!

I 

tro oaso del misil con C variable (relativo),sé tiene un centro
■v// 4

;de reducción C instantáneo^ Entonces,dados los coeficientes

na ra una ^ccición C (t),se calculan•'xlov corregpónlientes a otra
X

C ( t + dt) con las-fórmulas de^XoShanc , poniendo en ellas r*CC =
‘ ..........................................................................•• V-,

> v ' '
(1) powler j Gallop,Look,^ichmondj [2]

* < i

(2) Nielsen-Synge ,[4]
(j ) McShane ,Kelley :and’ Henoj[5j
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r<n toncas , ¿e concluya tn :

Consiste raudo misiles $5 i a/’ tilicos «n ^ut? el corrimiento C C’ 1 •* JL 

centro 'le nanfi C ft) sea ”peq-.u^ño" respecto del c*ntroi »•* n. 1 

intervalo reactivo t — t .es plausible admitir:p o
1*) ?ara tener en cuenta ej.-centro de reducción baricentral* • ' ?A < *

* i '* .*

variable C (t) instantáneo es aplicable el método ex-
•* *\' -k • • fc . t v

< * . ft *■ j •

puesto»con CC * = r(t) »-Én 'particular para xit)sC^*(o5 centro!

v2‘a; Bs válida(la consideración de un centro d*^ reduce i 6a C

f i j o f t o ra ai o como valor medio de las pos ioioneo del b y. r i — 

centro C(t) én el intervalo reactivo t -t~------- --------- X-- L---- ---------------- ------------- ------------------p
'** t *

Bfecto ¿le la J perturbación1 2* de l os sistemas de fu^rzy>> ^t^rior - y

(1) 3osserrKewton y Grogs (loc. (6] ),calculan con >un C’valor ne-
¿dip;>in justificar el procedimiento,‘y debido a latí dificul
tades q.uébeoiapq^ta^ían los cálculos en el oas© del C (t)ine- 
■tantáneoo-,/;0''

(2) Ros ser, Newt oy, Gres a(loC*. £6J) !

4 e j í’ J •"■ *
■Llamaremos aquí p e r -t u r b a o i ón11 a todo defecto en las c.ondicio- ¡ 

W (hipotéticas) consideradas ” nórmale s”^•>
i

La- 3 -principáiss son:
Io B1 empuje T no coíineal con el' eje (é) del mioil (con |

It
lo que ,3upue.»tor 0 (t) sobre' el pasa por C) Q

Boa efectos:
a) componente de f transversal a £

i V
b* capia transversal a e

r 3 atas; dos magnitud^ $ , cuando ocurren, sor, variables por 1
< 

corrimiento del bar!centro0

20) Distonsián de las superficies da estabiliza ción ¡

¿aerodinámica* 1•» »
J$)*Efabto del Jornalmente e>jte efecto.e3 menor J

¿ " * «
*0n comparación con/los, anteriores,como puede observarse j

, 1 > , , ' ¿/2yt ’ v
cotíparando con éstos'los-, resultados que obtengo nías )

V'" '*''A ‘ i
t< I

adelante $ j
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PARTE III

EFECTO DEL VIENTO

7«-Introducción.-o , , . >---------------- ------ Se- determinara aquí una solución de las ecuaciones 

para el vector velocidad V (del centro de reducción),conside

rando la perturbación producida por el viento.*- Es de especial 

interés calcular V al fin de la trayectoria activa,pues este
*

V forma parte de las condiciones iniciales, de. la trayectoria 

libre posterior . (l),j.

Se harán ciertas* simplificaciones justificadas por los valores
r

t 
relativos de las 'magnitudes que intervienen,que permitan obte—

’;ner una descripción simple" y a la vez genera 1 del movimiento. I
<

Las ecuaciones del movimiento en su generalidad máxima,inclu

yendo el sistema completo de fuerzao aerodinámicas,fuerzas de 

Coriolia,densidad y temperatura va riablea,corrimiento del cen

tro de gravedad,dependencia del centro de reducción,excentrici

dad del empuje,y en general perturbaciones del sistema de fuer- # * * !
zas exteriores,son de insuperable complicación para ser trata

das JiíJÚltí neamente; sobreÁodo por la natural interdependencia

de casi todas ellas. Se apoya en la base misma de la. teoría
*

la necesidad de la s hipótesis usualea:en general en la cone-

xiÓn entre el sistema de fuerzas aerodinámicas y al movimiento;

conexión que no puede deducirse lógicamente en forma completa? 
' ’ i

« 
____________________ _____________________________________________;__________________________________ |

(1) Ésta solución contribuye a establecer normas de diseño que 
tengan en cuenta ponderativamente los diversos efectos per - 
turbante s o . *
El caso del viento lateral tiene importancia,en la práctica 
pa ra los misiles a cohete del tipo tierra -tierra, aire-ai-

* ; re y aire—tierra,no teledirigidos ni oon trayectoria progra—
mada^ *'■<?.• ¡ /*• "‘x*-

t

k

i
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’ 2)

't

8q- Formulación aproximada de láo ecuaciones de movimiento0-
........... ~ ~~ ■' ' " "■ '• ' j

Se hacen las siguiente s hipótesi.! que permiten calcular” apro- !
• I

í 
xia&damente” el efecto del viento: |

/

1) El baricentro C se considera fijo en R y én u.-ia pouc.ín i■ ¡ i 
medial Se adopta aquí C como centro de reducción vara. I.a^, !

ecuaciones del movimiento y para el momento del «irtema.-d*
i

fuerzas aerodinámicas •

2) 21 tensor de inercia I ei un tensor de valorea m-Iioc?' Dq
v oor ello inde pendiente del tiempo t •
•7. ■*■ *• •*■

I

j) Pn *1 <ji«temáA ' de fuerzas aerodinámicas, consideran í
*•» »

nulos». Fuerzas y momtmt os” de Magñus” x i odp o a• ge 11 ac K z •
>

fuera as y moiaenton que «e anulan cuando ü , ( j

♦* 
•> consiacra que (0^1 muy pequeño) • - j

b) F u <•. rz a t r a a s v e r ?.< a 1 d b i d a a, la rotación t r ¿ • n v; »r- ?
♦

sal (as peonería frente a la fu^raa transversal j
x I

debida a velocidad transversal) |

4) SI ?»interna de fuerzas de Coriolis se considera nulo frent

la» fuerza» transversales aerodinámicas»

5) Momento amortiguante de Coriolis,«e considera nulo fna> 1
i 

transversal debido a ü) ( p ag. 17)

o) Siendo e«a ,se "separa” el efecto de grave .dad > por lo qvu* / p.ir |
< 
i

haremos gs 0Q
7) Se hace una hipótesis general dé la balísticas el ver.sor tuir!

I
1 

d';l .misil se' mantiene muy próximo a lu tung^ato a la t.v ,- 
yectoria. Por(?)y nd^ o( t )<^.T (t) impon/-- (t T .(<

8) Siendo noraalaonte consi>>rA: A^B <n(t)’
i í, illa nal, .por ( 1 1_ ecuación de movimiento:

(q

del b'irictsnlro C. fijo <n R receto a <^y pov(l<»21 b):

(?) Con 3 i lera.Q03 aquí -el /ui.no IT.i-l-jen y 3yn * J J
( J ) y y 15.5 efectos í 1 -■< u a d o a 1 e M <v;n u j -; en: 1) f ?. r z a t r an « v nal

de Uagnus da oida a velocidad tranu v r j ul f 2) fuerza ti’^n^vo 
de '’a^nus debida u la rotación , p)Cujía trtdHVod '/o-i j±- 

dfi. _ la veloc. tranir/o r4)Cupla transv c le Mod-bida r G) 
5 )o i o n b o re d v.c t o r 1 G) . ‘ e b i d o -o GJ •

file:///ui.no
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ecuación del movimiento alrededor de C«
El vector posición de C ee suma del vector

Pp que tiene la dirección constante de Go y del vector Pg or~ 
togonal a Pq. ,, ; .■ " r

Se elije’una terna terrestre derecha , con origen 
en la boca de la guía de lanzamiento,_con su eje X de versor í 
en la dirección de tiró que es la de' Go, y su eje Y en el plano 
verticaltfjy orientado hacía arriba; y otra ^derecha, de centro 
en P y versoree i, j, k constantes y congruentes por traslación 
con los ,de ,

Siendo el cohete un cuerpo de revolución, el versor 
director e de su eje de simetría -queda define.’.'. los ángulos 

directores respecto a 'Sj ; como es sabido, serán 
pequeños y será suficiente en'aproximación de primer orden su- 
*>oriSr: (?)

luego <5(t)a <5. (T+fij+JT í) despreciando f y yvedá

Análogamente ■- Ift+oy+lt/A '.(<)

y despreciando v*y Ú* frente a Y?» es V^= lí? ®GO -í

Siendo por definición normal « Vr) /^contenido en. el plano defi-< 
nido por V.. y e, resulta, suprimiendo por despreciable frente a 

6„m(t) 3u componente según Xj ques £ ‘ffLfdzVz% eon

La oupía aerodinámica es tK> • é = (r-y)£)] (X)
• , .i*/’' '•J-

•> • -Ir i • t • .• • • .** ‘ *•- , ► • • *

despreciando los-productos
•’t ♦

y la reactiva ¡K será'aquí la debida á una igual inclinación a- 
xial E de -las toberas con secciones de salida simétricamente 
distribuidas jespecto a é; con; lo que (?)

’ -n y!. * * V ,

si se considera nula la eventual excentricidad del empuje Tres-
* *

peyto a <«• -
Las componentes del momento cinético./'respecto a C- 

J3on, cómo es ^sabido,* ,%:ii "

luego por *eer + y el cohetelsimétrico» resulta B¿u
El veqtor rotación’ propia alrededor de. e será tam-

S;, (9)
\

y el vector rotación & de -e ? alrededor del polo C es
v -4 - *

¿J - é 4 e => - y + ¡í ¡4 (a)
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Luego : f» +[A(Jpp-B?]j +[Aty B/í]k (10)

Resulta así por (1) (3 ) (4) (5), (2), (6), (7),(3 X(9 X( 10)

cuya solución relativa a las condiciones iniciales Vo»vo,wo>; 
T»ifr<>»°p» caracterizará el acto de movimiento del misiL dado 

•por,: V(t),v(t); W(t) i f¡(t)t f(t) tñ.(t) y también/por. seri
y P2-c7{V(t)dt -t y> i

la posición P = Pq + E¿ del baricentro C y la /3(íJ , f(t) de su ejt i 
de simetría e alrededor del cual habrá girado el ángulo

No siendo el- cohete estabilizado giroscópicamente i 
sino por aletas, corresponde tobóle ¿^dtoKrrn/xbnro de ú/(tp) ^h^o(t)y | 

por eeUo*et de ft'^muy pequeño^ suficiente para 'simetrizar" alrededor 
de i la trayectoria de tipo "helicoidal* que realizará d.

Además es generalmente A<=B, y por ello puede reem-l

que. valen aproxima'damehte. - ' ' I
>» t I I

El sistema (a),(b),(c),(d),(e),(f) es sepa^do y 
equivale a tres sistemas, independientes que pueden extraerse de 
él y que caracterizarán las proyecciones del movimiento sobre 
cada plano de

3. CALCULO DEL EOVIKI.ENTO: El movimiento plano sobre se calcula 
con el sistema (a) (c) y(f) coincidente con elfa)(b)(e’) correspon
diente a 7T2 al cambiar V por (3 ,

Reducido- así el problema al cálculo de un movimientc 
plano, consideramos la distribución simple,denominada “homogénea" 
para la velocidad del viento dada por 
siendo

600 ’ W sl^Jtpara el viento lateral*
W ssULJpara viento 'ascendente ,

///

plazarse (e) y (f)-por las
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t Pasando a coordenadas polares y haciendo : ’
en (f); (o £’-£«<»(e1));para conservar el .sentido dextrógiro
positivo sobretfpeaxpcesaiüLas (a) y (o) (o las (a) y(b) ) en forma 

equivalente, quedando para o' fll:
•' ( V- Go t

[ f , - |fH d>íy* é-W) -Kwd4?Vj (c)

ya que la reducción eh‘ei*ángulo de ataque11
0<s j-e realizada por el viento relativoVffiulvale a introducir las ■ 
perturbacione a - MWV y +KHd3fWV en (12b) y (i 2 o) respecti
vamente.-
A este esquema simple de la distribución de Aviento corresponderán 1 
en la solución 0(t) del (12) las desviaciones angulares

0A^,(t) J ftjt) del vector, velocidad V respecto al eje X,_llama
das 'dispersión y desviación por viento W’ ; ¡lateral sí

"ascendente" si W’WrJ' •** 38 de interés fundamental el valor 
de las desviaciones al fin-de la propulsión, ya que caracterizan 
una de las condiciones iniciales de la trayectoria posterior.

*A » * .

Para un cuerpo esbelto agudo con cola cruciforme de 
muy pequeño alargamiento puede admitirse según e.l Apólisis y las 
experienciasi5*’4 que- Kj, y Kjg son independiéptea del número de 
Machj también en el.intervalo transónico, lo qué¿facilita el cál
culo del movimiento,» ' -

Toda solución particular de éste sistema relativa a 
las condiciones iniciales . G(t.)>0 > Í(C.)®o í $(to)so ¡
especifica como funpión del tiempo t la proyección del movimiento 
sobre el plano Ti', definido por W J eje X, úe un cohete que se 
ha.acelerado en la .guía durante un intervalo £o,t^ saliendo ali
neado con velocidad V(i»)5l^t y momento cinético de componentes 
nulas según j y k . atravesando una región de viento constante 

juP* ortogonal a X. • / • •• * . • __



donde poes el la^rgo lu guía ® rompa de lanzamiento y Pees
* 1 1 

el largo de guía equivalente a la velocidad V del avión.
Para 5 = o |VO2>2<5.P» V = V^A «o=-^ 07)

/ j ’ 2<5
I

Si se- introducís el cambie de variable t=t(s)= 
y se designa • <£'(s)

r.Tit. ¿.-vd. [lsJ ) = V^+ G9)

I 
y por (15/)J (16) (18) (19) la (14) se reduce a:

n i ■ , i.. 4) («. ^4 gg

siendo ¿ tfLf¿2 ¿ _ Ku $¿4 ¿ Km fd3 (20)
Q » S 7

(que se consideran valores medios constantes en (21)

............, .,,S(VWi)i! lá,«)=

La parte homogénea es. de1 la forma: ’ |A<

del tipo de Fuchs regular en el puntó singular regular X, =0,

que es un polo de los coeficientes.
La ecuación earoeterística dlrt^l-ajr+c..o tl,,„

• < ”■ * z 

raíces A*3---£• que difieren en un entero
a.

La ecuación es del primer tipo de Fuchs en X. =0 y las solu

ciones fundamentales corresponden a ; siendo de la forma:

O. 1/Xt
con T.( X, ) regulares en X=0

Las soluciones fundamentales son:
T*w- fír' .

? (Z) ey> eos X X, 

siendo / y A. números reales a determinar. V^t

La solución general de la ecuación homógenea es: I
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Fijemos la solución fundamontal *4 1» que cqgivalc a deter

minar V y A ., Reemplazando X¿ (x) en la ecuación diferencial 

resalta:

resalta
; í

i >
i

calculándose
I

resalta

Eliminando lis dos términos en S2H AXf con ana adecuada 

elección de V la ecuación anterior paede resolverse para A» 

Queda: (24)
2 2

La ecuación (#3) queda: _ y/ £
* 3 T (25)

X 4Kh?c!3La constante — es positiva para un misil estática-
o

mente estable. Observando A, se vé que para los di

seños normales,que son los estáticamente estables y teles oue
■pC-A , sa CUmPte ‘ <C í-f’ - ^-]2 (26)

.como exigí la! condición de ser A real.

Para un misilcon estabilidad estática indiferente o 
inestable la solución & (Xj),haciéndose X imaginario, 

deja de existir,.- '. ,.>/
La, misma discusión para Aj 3€/7aA/

Calcularemos una solución particular U (X) de la ecuación
P

inhomogénea a fin de expresar luego la general.
i

Aplicando'el método de variación de las constantes r a



s1endo por (17) y (18) que :

í?7?

que es solución partieular pues verifiea la ecuación.** 

inhomogénea. p/,
&*.) - c°ax'l

Determinemos las constantes C-. .0 mediante los Valores 
iniciales de &fa+S) , / $($<>&), 1« salida de

la guía,en que ; s vale eero.
• n,

Las céndiclones iniciales son:

Pora e=O

%

De las (12 b) y (16)

Resolta así qu«'':

Cea (28) y su derivada y eea las ^endicieaes iaiciales (29 d) 

y(31) .resolta ua sistema dé eouaoleaes liaeales:

cuya solucioa es el par deíeeastaates buscadas:



^--e^C.g/í- VJsen Aso + Acos As.} (34)

Para anicular 6 (XJ : Resulta por las (30) y por s*:r V^feáXi 

e’W=[^/,]s-^.¿^^;í-^=

por la (28) se tiene:
iJLj, /2 (3S)

Interesa calcular el ángulo de desviación dfijal final de la tra 

yectoria activa,en S- Sp :

e(s.+sr)-0(s.)-f e'(x.)dx,*j[ e'(s.-fs)c/s

siendo la variable X^Í^L+S ), y como Sf&JsO

S 1*
6(S.+Sp~2v/c^VÍS+So)(S+So) ^s*t A(s+s.)ds4cJ eV(’S+S‘^+s.)ces^yy

SJ(S.+3) C05^^)ds- 

lw_ r i j i

, fál t^+s {$*H3g)Lia memos en (36) . J \ /
h _V(Se+3) ~% , .

I|(S«>)=I 63+s.) senX($o+••£)<« d)

T, x ¿r -^S’4S) -y2

Wf)s¿ e (s+5) cosA(So+s)ds L)

T f x -V(S.+5) -3/2
J (s+s.) j«nA(s®+s) ds c)O

,Sf> -9(V$) -3z
Ll(5f)=J0 € ^+So) cosA(S,+S)ds d)

Se calculan por parte I3 (Sp) e I^Sp), considerando en la 
fórmula Judv± UtT- firdu- que es u- e^^S+Sj2; se obtiene / 

un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas, I3f ^4 j 

y resolviéndolo se las expresa en función de las c I2(Sp).“
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1

que es la solución. Luego le daremos forma más conveniente (41)i-*
i

J
CALCULO DE Las INTEGR.iLES DEFINIDAS I<l B h :

2
haciendo el cambio ele variable (4J+ 4SO ) - u , y llamando, co- 

\ A
mo se hafá en lo sucesivo, V---y , queda :

A

Y,analog am ent e :

Entonces,las funciones de (■S’<>+S') definidas por las integro' 

les > Ig » quedan expresadas en la forma : i

(I)

donde los límite de integración son las variables Pf(3)s7 A&+S) 

Kos 7 A S<, . Las integrales sumandos, funciones de 0( de V
_ *

>*—.**.*■*_. . - A * - — * ,1 » . ■ » t ** a «A ’ ■ • ■*



las indicaremos :
i

éstos s® reducán,para V-ó ,a las funciones de Fresnal

(II)

9
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donde el argumentofr/tfjes para nuestro caso función de S, (Se).

Haciendo un cambio de variables

que usaremos para calealar las (II).-
Para ©lio,formemos primero con las C(«,v)t<S(w) un núme

ro complejo

donde las, partesréál e imaginaria quedarán determinadas cal- 
VíAéiU2

Guiando la integral dc£ , función del extremo U^(X y de

V,definida sobre la variable real u . Para determinar su fojr 

ma pasemos al campo complejo, definiendo un numero complejo / 

con las dos variables reales U , v\-
í? r—~ i? ¿?

Sea el numero complejo ir+i afC - y v + í C & Q si tf<^l;

es s are tg JL — - y (a menos de términos de 3<r orden 
V 2 ?

env). Separemos el complejo (vu24 iu2) en el producto (ir 4 i )u.

Definamos una nueva variable de integración,ahora com - 
¿p 

pleja,en función de u y v\: Z - U © 2

. x (Amenos ce términos de 2*orden en V.)
LdSupondremos siempre en lo sucesivo, lo que es admisible para 

todo el cálculo y la teoría,ya queüs-^y .(Cfr.pp.52 ) □ -
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P»jrn un y dado esta variable % se moverá sobro el segmen- 
’i

to (ZT\- 0), siendo |Z'| « u -#,si es 0¿u£0( al intervalo de 
1>»: integral sobre la variable Ye al U • ^/z os el definido por

’f1» áre tg . Es ,entonces :

Siendo asta función, lo mismo que el inte- 

grandOjregular en todo punto del plano Z a distancia finita, 

puede ser calculada sobre cualquier arco de integración com

prendido entre el origen 0 y el punto

Zz sr k e ,

variando U entre O y 0( Integraremos sobre el camino /

(0 Zz'Zz) : segmento 0Zzz4» ZzzZz ,(con ZzzZz arco de círculo cor 

centre en 0). Como v-^l, punto Z' está muy prá

ximo al Zzz - XG. Lu integral se escribe entonces

SoÍDre el segmento

Sobre el* arcó de círculo ZzzZ

Si se hace primera integral es :

(Fresnel, de argumento

son las funciones do Fresnel de argu-donde

ment o



es peque

habiéndose tenido en cuenta que

Reuniendo ambos resultados,

donde puede ponerse , (a me

nos de términos de segundo orden) ; y queda,por último :

De donde,descomponiendo las partes real e imaginaria>;ée ob

tienen las (II) :

Reemplazando en las I :

donde en las integrales
2

se ha puesto U - X ;

o sea

Análogamente :

La segunda integral : Como 

ño,es igual a :



Estas integrales I4(S), I(S), particularizadas para C = ¿v
• r>

( 6 Xp) las indicaremos simplemente ; y reemplazadae

en (37) permiten calcular QC-Sp), (, ¿ bien 0(%p) en la [41] ), / 

para el extremo Se 4- Sp de la trayectoria activa

Discusión de la solución

i)® la (28) resulta que 5(X) es una función periódica en 1 

coordenada X¡ ; ese período se denominado "longitud d© onda en

cnbec©»" ; vale

(40)

Por la definición de X >(25), resulta que para los misile^ 
"normales, on que se satisface la desigualdad fuerte (25), es | 

í

aproximadamente igual a la longitud característicaOoct movimi- i 
ente,según la fórmula usual, l« ]. correspondiente al estudio /l

i 
del movimiento despreciando sustentación y amortiguamiento acr¿! 

dinámico. Consideremos la nueva variable ( de dimensión cero

9

para el tiempo de propulsión tp corresponde

y por es$o

Por otra parte, definamos el parámetro b por:

Sacando factores comunas en (57), esta queda expresada en fun

ción de la variable tí :

)
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siendo los coeficientes

constantes de dimensión cero carneterÍ2Adas por : Ó/ /z / ^3 / 'X ) 

que son las cprocteríeticas mecánicas y aerodinámicos fundamen 

tales del misil.-

La (41; puedo expresarse abreviadamente en la forma

Siendo consideremos «1 caso P -= 0. Para to

do misil es O , K^>0 , esto es: ^■o , 4>o ; por lo /

cual la condición imolica ; - O , - O En esto

caso el parámetro s® re^uc® = —ÍLt >
y la solución ( 41) ee reduce a la : ' fe

coincidonte con la ya obtenida en una Nota anterior, solución 

que es un caso particular de (41), el correspondiente a la au - 

sencia do amortiguamiento aerodinámico y fuerza do sustentaen 

ción aquí considerados •-
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Comparación de loa momentos amortiguantes

Teniendo la dirección de la componente axialCJcLel vector velo
cidad angular/i) el momento de Coriolisf^es un vector transversal 
al misilo
Estimaremos aquí el momento de Coriolis frente al momento a-

V -- ' • i-

mortiguante a erodinámico H suponiendo por simplioida d un mo- c •
vimiento plano de velocidad de rotación f alrededor del eje ecua
torial ba ricentral.

C onsideremos el misil descripto en págo20 •

Siendo H--V > ol coeficiente correspondiente, en

este caso es K__ 40 • -Siendo k (t) el radio de giro ecuatorial
xl j.

instantáneo el momento de inercia es : B(t)- ró £+W-2 )¿

Según la ( 2.4 3): fe- m2Ü) Oí m$(T¿(í)-

i despreciando k(t)o
Sea k(o)- O97O m, rJ[m)«l»00a 9 a(o) = -2O86 kgm^seg 

resulta así 2.06^-OJ 1^40 kgmseg en C

Si el misil sale de una guía de 4 n de longitud ;la abandona con 
velocidad V (tp ^2 G 4 - 2o370o4 * 55 a/»

C « -Kn $ d4. -40. 1.0o204.55= “0o44 kgiaseg.

En este caso pues el momento amortiguante de las fuerzas de Corio- 
lis es preponderante, por la guía relativamente pequeña y el va-

/ 19
lor grande de mít) correspondiente a un tiempo de propulsión t «

p
* y< * s.y Al mismo misil lanzado desde un avión con velocidad

; - - • ¿I ' »
2C0 iys y guía de longitud p = la corresponde una velocidad 

absoluta/ V = 2ao+l[2.37O¿1=» 250 m/s
1 , < C„=>40 1 ,O,2Ó4<.25Q'a 2 Kgase^.

• < r i»
En este/ caso el'amortiguamiento aerodinámico inicial ea mayor* *

< x ........... * a ■' ‘

que él/de Coriolifl y para la mitad de trayectoria activa con 

t*O<>55V;o«ego en que V « 220 + 370<?0• 55 » 425 n/s es supersónica 
puede estimarse ÓTT = -40 oq- oO02O^ 425a 7»7 kgs > se¿.: .netamente 
mayor que el dpytoriolis (5»5 veces)
En el caso de un misil destinado a alcanzar una rgrari’’ al tur aba
sos del misil ^e -¿ondee y del antiaéreo ) el tiempo Óe. propul
sión* res nuchó mayor y el momento de* Coriolis’’ >tíchv' menor que 
el aerodinámi/co en. casi toda la trayeatoriáo-Considenemos el mi
sil supersónico llkxaadó "Wasserfall” £12} que pue^s alcanzar# una 
altura de 16 km y pa velocidad final de 75° n/spSUs datos son: 
Largo : 7o5/y¿9 diame tro:0,90 empuje: 8000 kg^peso inicial: 3500¿g 
tiempo dé/propulsioA : 45 8«goe. r 13,5® aprox®, X:2o8m aprox. 
su velocidad.de ascensores aproxoV (t) 1^5 i r 4j5¡
Siendo ‘M3* C1 20»0 kgmsego ) • f y estimando K„^30 resulta qüe 
para t— 1 sqg? es Q{—O3! j para V « 100 m/s resulta :

Cg = 3005> 20,0« c3

velocidad.de
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i

10.- Órnelas! anta . -
A í »

1) Comparando la (43) con la (41) , a* vé que «1 término /
^aparece en ambas. El equivalente do H do (43),en (41). 

es , que contieno oí factor exponencial
J 

de "amórtiguamiento" sobr^ la trayectoria (análogo al del á¿- 
gulo do ataque S (28). Siendo ,resulta que la susteh-

Z ' _ ]
í taoi'ón ítiene un efecto amortiguante análogo al. que correspon 

<• ■ ¿ V 
de a en general del mismo orden do magnitud .

2) .Considerando la (41) y 1^ representación gráfica do la /
V £

fiinción £;(xfl,x) y por

resulta/: j

' a) La dispersión y la desviación son crecientes con
I l

r ;

la longitud^reducida x de la trayectoria activa •
i

t 
tk

,b) La dispersión y la desviación son directamente
V

proporcionales a la velocidad Aude la rá faga, a la 
\-

velocidad tt del viento permanente, y a

3) En el caso de lanzamiento desdo un avión con velocidad VA 
'' !’

Vy*V0+VA , la "longitud efectiva" do guía para el cohete os

así/la desviación y dispersión por viento resultan goneralmen 

te mpy pequeñas.-
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