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Superficie de comtrol frontera del misil.

Sistema material total del misil interior a Cen ol
ingtante ¢ .

Cantidad de¢ movimiento y momento cinetico de & ., .
So1ido }icticio equivalente del misil.

Cantidad de movimiento y momento cinetico de S .
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Parte rigida del misil,

Masa instantangn del migil interior a C?’ .
Resultante y momento del sis temaa de fusrz8s exteriores!
Terna baricentral instantanea del misil, ‘ .
Terna convenciondl splidaria con la parte rigida R .
Terna absoluta fija en la tierra%

-

Terna originada en el W ricentre supussto fijo en R
y paralela a 2; .

Velocidad y aceleracion de arrastre de una particnla.
Velocidad y aceleracion relativas a 1a taraa ?g&L
Velocidad y aceleracion absslutasg,

Densidad de los & ses interiores a &.

Diferencial rel:tivo a YAGP

Vector velocidad de rotacién de R.(y de S ), -}
Aceler@cion de Coriolis de und prticula.

Resultante y moments del sistema de fuerzas de Corfo-is
lia.

Voctor cantidad de movimiento del fluido interior al.
migil{relativoa T*).

Gasto de msa del misil,
Velocidad media del gas a traves de las toberasd

Vector cantidad de movimiert ® de 1a masna vasante a
trqves de las toberas en la unidad de tiempo,

Vector momento cinetice de la mas’ pasante a traves
de las toberas en 1a unidad de tiempo.

Expuje y momento: .reactivos,

_
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G(t) = ACQ'OF&Cién fangencial del Laricenfro C.
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==Ejes principales del tensor de inercia,

=

1'

Peso del misil, :

Aceleracion de 12 Rravedad,

Baricentro  variable del misil. E

Baricentrs del sistema & ,

Terna baricentral del sistema material & ,

Vector moments cinetico, del sistema material & ,(en3()).

Vector momento cinetico do & , en la terna T .

Result ante de las fusrzas aerodinamicas,
Momento de las fuerzas aerodinamicas .
Diferencial de /4  (abssluta y relativa),

Vector cantidsl de movimiento de la masa gastada en
la unidad de tienmpo.

-~

.Vector ¢ée la~cantidmd. de movimients? de 1la masa de gar

pasante por las toberas, por segundo (en movimiento
de arrastre,

Vector camtidad de movimients de 12 magsa de gas pa ~
sante por lasg toberas, por segunde (en movimionto
relative). é

L I e e L

Vector momento cirneticos de la masa de combustible
gast ado por sogundo (en moviniento de arrstre).

Vector momento cinetico de la masa degns pasante por |
las toheras (en movimientos de arratre).

>

- agm g

Velocidand y aceleracion absolutas del baricentros C.
(respecte de % fijo em tierra).

Tt b o N e g

Velocidal. y aceleracion dol baricentro C respecto del
rigide (terna G* ).

- O* 1
Velocidad y aceleracion del misil.(del origen de la
terna G *del rigide), |

Tensor central de inercia del solids ficticio S . :

Moment 98 principales de ingrcig del solide S .

Componontes de la velocidad de rotacion 2 ; sobro§.7.§~g

Valer inicial del tiempe (instante en que el misil
abandona 1a guia).

Tiempo de prepulsion.
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Fuerza de resistencia aersdinamica, D(?’?:- Kp c/zf Va.
Coloficionto ;10 resistencia: aeredinmica,

Densidad del E{‘:";;uro.

Diametro del ;isil.

Veutor posicio'n del centro de reduccisn fijo em R,

o=y (W

Vector cemponente de P con la direccion censtante de ¢
Vector componente de P ortogonal a '13'; .

Fuerza de sustentacisn asrsdinamica.

Coeficiento de sus tentacisn zerodinamica.

Fuerza resultante de una pert@bacisn en ¢l sistemg de
fuerzas actuantes,

Cupla aerodinamica relativa a C . 972= KM d3f> v:Ee
Coeficiente de 1lg cupla aeredinamica ., ) .
Momento de 2mortiguamiento aorsd;lna'nice. ﬁ: -K,,g>d4\/<1>
Coeficiente de mnariéuamiwnto asrodinamice,

Cupla de una perturbacisn en el sistema de fuerzas
actuantes

Versor actual del misil.

Angulog directores dd &

Componentes de V segun 1los vwjos de 2;

Ay

g

"‘VEEnTa- relativo; se supdone v,.----'\? PITr ser WKLV

L

Velocidad angular propia alrededor de &

Velocidad amgular de € resm cto de Zz

Momentes de inercia axtil y 'ocuatoriai.

éngulo de rotacion propia del misil alrededor de e .
Vol.ocidados dol viente,viento permanente y ra'faga.
Longitud de onda en cabeceo,
Loangitud de trayectoria activa.
Longitud reducida de trayecteria activa,
.t{ngulo de lanzaaiento,

A'ngul.o de ataque del misil,

ingulos del vector V y del vector axialhé'con el verso
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El problema general de la'tcoriaadel mov1m1ento de un pmisil con ﬁrOT
|
pulsién a reaccién comporma,por aug cara cterfaticas propias;gran

v

ahalogfa pere también impbrtant‘s di{erencias y mayosr conplicacién
X rkspeeto de los prabl-maa‘balfaticos principal- Y secundario reunidog.

B

y‘ Tres caraeterfsticks princlpales diferencien 21 caszo 421 ni=
sil “tratsdo en eute trabajos Una es la presencia de fuerzas trsns—
veraales als ;prﬂcinhles kn egpecial la "suatentacién",(»n cambio,
l¥ fuerzas Y menentosg: de‘Maﬂnus son. muche meneres que en el Cu3E9D

balistluc,ya‘_uﬂ dependcn d~ la rotnclsn prepia W, Yo Otra estd

C@nstituid@ por =21 cmuuae r¢activn y sus principales cansecuenciar§
‘efects de Cerielis ¥y trayectorla " activa', Por dltime,la yoria -

bi61 de la masa del mis ‘1 prr el g *s,o de combustidble, y el c@nsi-

341,nte corri.isnto 3»1 btriunnt;o,cuya po3iecida ralativa serf en-
tonces funcidbén del Tiempo}dura_pte el intervalo de2 ecmpujs reactivo;
cua lidades que deben aeﬁ'tenidas en cuesnta en el cflculo d<l mo-
vimiento,cuando s»brepasan ciertos lf{mites de 2 danisidbilidad odo.
deben ser fijados. por lm teorfa conjﬁnt&_mnqte son la s<cnerimen-
tacldn'El imoortantc pro@lema de ks eleceidn del ecentro da rsduc-
cién pa ra el momento da las fuerzas s erodinémicazs es: totalments
equivalante al de Ia balfstlca. ]
Nuestro pvoblemp se difersncia rucho n4s drl cauQ’ dul uofiﬁi~n~:

to ds=1 avidn(propulsauo a reaccién,para -mayor anslogfa)g En éate ln;ﬂ
sustenta 016n es muchd mayor,freante al piesil,en gque 1z sust-ntaci6n1
e® & veces 3 pr»cla blc,aaunqu@‘ﬁﬁ’ﬁ:ﬁa 3i eatd dotado d# »las orunf

. ciformes (o de ma_yor slnwtrf4 n-gonal) y Is‘fﬁisag§nﬂdei‘:?{3h e3
f/.innighlficante cOmparadaicon la dcl.mlsil\que es 51emofsflaﬁm“cia-

i

ble y a3 veeces de importanCLao ,!

e

~ L

ad W Beaw

Soed . s

- -

A

Todas las acciones egercldas“'y las caracterfsticas dinfnicas
.en el misil dependen,en diversos mra dos,de la dlcha veriacidn de
le masa y corrimiento .relativo @el baricentro;-

'
Todss esta & clrcunstanc1as ¢speciales dan Caracterfstlcas Pro—!

pias & las dos partes del movimiento: la“trayectorla" en ¢l espacio

Yy el nmovindento rropic dql mﬂ51l.respeoto de su trayﬂctorlacﬂ
P

De £stesdltinosss trata en rste trabajoo Tents de la tsorfs go

F
{
l
: i
reral e¢omac de asp:ctcs particulares: la d2terminacién de 1lbs =lenen T
tos prineipeles u: defip%nllos movimientcs y 21 a ndlisig de ofec- i
. ? .
tcs cspcci&‘;es,astudifn%ose priacipalnents lea _influencis d4=1 vi-nl
t2. Se dyn  asuf resultt 403 no occnocidosyw= 3§~01a_pto a”‘T1:§EQ~l
r{i gxnegpalyse destaca cfmo la teorfa le Niels¢n~5¥n503¢3njuﬁtﬁ~g
; . . ' ! '
a+nte 0on la cdé_sice de Fowler (aercdininic=s de proyactiles rotanw!

o

tes), orrmite justifiecr’ lxq hipét i3 simplificativas‘quﬁﬂﬁqui 52 l

-
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terna« flJ& cn tlerra. qure-gste runto ha  sido obtnn*ﬁc uwn resuvl

-.1 (vig)

haceh”ry lag® que son ususleés , por otra par%ayimpuestis sieapre
bo las comoliaaciones tefricas y précticas. Aqui lazdopeidn de

un "sdlldo“ficuicio con el qual representar motemfticanents el

movinianto del nigil (inhomogéneo)resl , queda ple=nsment= Justi-

tlcadu ‘eon coneiderscionss bﬁsieaa,y se detercinan los elementos

X

drltnovimlento.-» . < .
'.‘" _‘ 'J~' Y

aites y exigencias de un&w,tegrigw de previsidn,en el sontido

‘-‘1‘1.‘,

de las Cisncias Naturales,sin pretendeise superar las in¢v1 sblasy

inecpnexiones ybparadojasa-de,toda teorfa .de mec&nlca de flﬁidos
Fstas obedscen por lo generul a interdenﬂnienclas o nftldamant‘

‘ L ]

d~allndadas de -las cauvsas 'y 2 ‘gistemas de: ‘hipbtesis rsun-raoun-f'

dnntes;dlfieultades que-exigen buscar funda aento en hipStesis’

1
coasxentes con l;l,ﬁxpg¢ sencin,y tendiendo a hascexr l1l=o- previ-

-

aionse matefidticamente con la s6la exigencinx de un ajustsai-as

fo'bla usivle zon los resultsdos experimentales.-

------ ;Se trata aguf de- un misil-a cohete (son eombustible 1fquiAdo
0 -6lldd,eue¢ko de r&voluelﬁn,QaaOMQgéneo,con un momento privei-
pal - de 1ﬂ;*¢1a nredomlnante scon maga Y baricentro varia_ dbles;
dotado de*suOFrfISIGS sustentadoras sapaces de prodngir .fuer~

zas y momentos apreelabléa"

LE A Sc ealaula prlnulualmynte,bago la influencia del v1ento

e ""I;tfl'

conata nte: ,ei»mov1minnto del vector velocidad del c= ntro ds

reduccidn “F su POSinGﬂ al flnal de. la trayectorla aetlvao Pars

ello*sﬂ dlseute la’ separaLil*dad de las &ouaelonas de movimis~nto

»n szst erisé indppendlentes correspondientes a los planos 1~ Jne

-
-.;

‘\‘.

tadé mis pa*w cular (d@sur» :iando la "sustentasiln' y el “smorti-

":"-.f:. /’

*ggd@igpgqﬂaqrodinémieo") en un trabsejo anterior \l)o

[ . o LA
LT
B I

A,

-

14

(1) Cff: Bibliografia [Iﬂ'

a

ox Debe entenderse que’ la taorfa se desarrolla dentro-de los 1f-;
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PARTE I

TEORIA GENERAL PARA LOS MISILES DE MASA VARIABLE

1.- | Ecuaciones generales de movimients.- .

R {87, - Pa;abdagcr1p1f4cl movimiento dd.qn cohete

o misil lcon propulsidn a chorro,que consta de una parte rigida

R,de una masa de combustidble (liauido o §611d9) v de Rases en |

movimiento en la cémara de combustidn v toberas,hay aue consi-

derar el comport ani ento mec&nico de todas aaguellas particulas

-l v sy Y

materinles que as{ 1o componen -~ aue suman la masa variable /}
m(t) -- ¥ cuyos movimientos relativos --considerados taubidn /|
desde un sistema de referencia abssluto -~ inciden en el acto

de movimients> del misil. Dichas part{culas materiales so>n to -

e S S I R A e 1 TR Y

dns aquéilas que,en cada instante f, estdn conteonidas en el rg--

o

cinto espacial contenids y limitado por und cierta suverficie

cerrad&hé?;dicha "de control”,realizada por la frontera exte -

B — o

risr dp R vy la seccidn de sarlida de las toboras. Este sistoma
matergal (inhomogénes) es lo que consideramds comdo "misil reall
Se tréta gntonces de determinar totalmente ¢l comoortamiento‘/i
de tal sistema dindmico.-

En 1a gvolucidn del sistema dinfmico inicial, nor la com -

D Y AP et et s wGn gl

busgtidén y eyeccidn de 1los gases,sale del recinto encerradd por

(Puna cierta cantidad de materia en funcisn del tiempo(dnrante]
£

el intervalo-zcactivo o de combustiSﬁ),ghe va dejando de pertes
I ,

fOCﬁr a nuestro sistema dinimico del "misil . real". Se tiane |
(I : :

‘eon 6119 la disoinucidn de la masa m(t),aue es eu caracter{s-;

{ 1

' tica principal. Tienen lugar entonces para dicho sistema.dos |

caracter{sticas mecénicas: 12)variacisn de la masa ("gasto") v!
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*~----c16n deGantmacher-y—Levin (1.¢)) =" -

E N -
. - S
- ? S

{ b . Farde -
' “
: ' \

. del baricentro de la masa instanténea de combustiblo (recinto 2
en pag. ls) y, con ello variacisn del barioentro de 1a totalidad

del conjunto material contenido por @ "misil real®; . .
20) movimento)de &ases en la céunara de combustidn y toveras ,

: ( J-
(reointo 3) Ambas caracteristicas comportan. contribucionas

t

importantes a'.las. magnitudes dinimicas fundamentales, c'xntidrzd de

movimiento y momento cinetico.
Ll amaremos C‘;al sistema £ormado por todas las partlculas materia

les que en el instante ¢t comnonen el misil (el ‘ancerradsn: nor €4
z: ,

en-dicho inst-“ante) Evidentemente en ese ‘instante t, S coincide

:,.1# _A

,con el "misil real" en sa totalidad nero en 108 1nstantes si-

ﬁ

guientes t+ at parte de sa matena ha salido de el (a tra've.s de

-----

@) Gha variado eh el interiora.Co deG(t) .8 G(t+dt), 1a

b e -‘,

masa en @/ ha vari ado de I (t) am(t+dt). 5 e

1) -
Il § o

’( -r

Llamnremos S a u.n sistema dinfxmico r:[gldo flcticio formado nor

"'\

el con;untoG en un instante arbitrario t,f1ijo, cons:Lderado c0-1

m' L..w"'“-"'

mo un cuerpo enteramente rf.gido (e inhomogeneo) de masa m(t) fi-

|
jo en la estructura rigida R del misil real,que Se mueve can el,1

l

Yy que £e lo considora mecdnicaments csmo "equivalentc " a 41 mna-!

u -\: “ ,_.

ra ese instante. .Se 1o llama"sﬁlido ficticio" o "eouivalente""
v tlene masaq instantdnea m- 1gual a la masd M(t) del misil .real
en ese instante t. _(2) ' “
La: considerac£5n de 1a superficie @v de la materia que cont::lene{i
en un instante arbitrario (smtemn &),v de 1a hinﬁtesis del s$-
1ido S "equivalente",son las mas plausibles, pues nermiten tener !

en cuenta-la totalidad del sistema (instanténeds)constituide vor.

R — e

(l) Yy ‘también movimiento de. lfquido en el caso de un misil con mo-
. f “

: tdr a ‘combustible. lfquido. i " it

4 J 4'~ r 8 ‘.-.i\'f

e~ ~q, ;v-a-.

(é) Gantmachcr ¥ +Levin, (17, lo lluman "cu.rpo gb6lide Iictlcio“ Pre<
ferimss 1llamarle "cquivalonto" ‘con un sentids que precisaredes /.
‘mis sdelante : el de una "oquivalencin" dinamica entre el: misil‘
; real (sistema G ) y el sistema ficticise definide S. En esta pri-
- mera parte de la teorf{a aoguirenss,en ‘1{neas generales,la exposi-

X e = o~
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todas las particulas materiales en movimiento relativo,v en su

w, =l e .

. i
movimientos de arrastre susceptible de ser considerados al identi-

b

ficarlas instantfneamente con S;pudiéndose as{ tener en cuenta

la 14fluencia dol movimiento relativo a R de aguellas partes mé-

viles (gasessa,atc,),Quo eatln, simultéineamente, en movimients 1
Z‘ | . = - ‘
(de farrastre")con R (¥ ,on S)en su'travectoria respacto del sis-

;‘ * .
tema absoluto.En efecto:el movimiento de cada una de las parti-

culns  se considerar4 siewpre comd compuesto;una particula se

/ A%

mueve relativa a S (relativa al cuerpo R del misil),ners el "s3-

lido" S es transportado en su totalidad,en el movimiontoa respec-

- AN ¢t P S v A calb—"

to de un sistema absolut? (fijos a la Tierra),‘zr.hPor adicidn se

totalizan las magnitudes dinfmicas de toda la materia v movimien-
¥*

tos de S :1os relativos a un sistema de referencia @ solidarios

con R (partes fluidas,baricentro del combustible v del sistema

ol ST et A ooty -

total contenido en é?,étc.);y 1os correspondientes al movimien-

Y-

to de %?*de-R(y de S) respecto de la absolutatza ,teniendo en

cuenta que todas las particulas se mueven en el movimients de N
- {

arrastre de S. La introduccifn de S tiene por objeto vrecisamen-
. J

te el cdlculo , referido a él,de las magnitudes fundamentales deGi.l
! d ; 5 {
El s51ido ficticio S tiene una exacta determinacidn de sus carac-

(¥

ter{sticas mecénicas.(baricentro,teﬁsor central de inercia,etc.)

i
i
lo que n9 ocurre para el sistema & . se busaca referir a aquellas ;

- ¢

caracteristicas mec‘{i__nicas,, el acto total de movimientd de C‘;(y delé

'

miéil). Se aplicanentonces losiéeoremaa Renerales de la dindmi-
H

ca para el movimiento absoluto .y relativo en & y S,debiendo de-

1
Al
+

mostrarse 13 validez del principio de "eauivalencia”", comd oquivaé

lenciquinﬂmica de ambos sistemas .- ¥ S.(Teor.pagﬁZ) é
En particular,la sola consideracidn del S"rfgido"vermite calcu~
lar el movimiento.rotacional y magnitudes derivadas. - Con lo ause

queda caracterizads totaluente el acto de movimiento del misil,

B
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Los teoremas f&,ndamontalcsév el"s511do equivalentef

Sea Q elvgtor can;qidad de movimiento del s$51ido ‘equivalente S.

Y X el vector canftidad de movimiento de G relative al sistema

de ¢jes: coordanadofs galiloano f1jo en la Tiorra,g .Seq F-‘L{gel

b .

te t sobre el misi

!

\

voctor rosultantaj las fuerzas externas aétuantes en el instanﬂ
(Cos. docir ~gsobre (& ).

En primer lugar,wmparemos S G _,8u8 cantidades de movimiente }r
§

Yy momentos cine’tiébs. En el movimiont9 comnuests de cada ‘part{cu-
-la de [ C ,seaﬁ ‘v-,v a a las velocidados v aceleraciones ‘;;-
‘do arrastre, relati R8 Yy ’zbsolutas reepectivamente (ternas %’ mb- {

-
vil-solidaria con {i-,v ‘Z absoluta) - g |

En (G las partloula_s del rigido R tienen. V=0, La cantidad de mo-]

. | |
vimiento es: SB =2 -m U , (1) v sn derivada (sia indicar subi 'ni—

dices)resulta; S g | 77,
2z = Zmd’a- = 77 "J+Z.”14P

siendo § la.cantidad de movimientd del sistema S,( Q= Stz ) |

(1.1)

y J=2mj el vector resultante de las fuerzas Jm de Coriolis

.
!

!
!
!
1
4
\
i
3

vaaque a=agi+a. vy 9. Dma, .- (1.2)

| B dt .
Designemos conr U, 1la velocidad relativa de la particula en el. insi-
tante t’

1= t + dt y con A\’U’ ol diferencial de velocidad de la nartif

cula relativo al cuorpo R del misil, luego: 81}; = &, 4~y Upy— o;,!

| 1
-‘ |

-./ l Y

E} diferencial con respecto al s.ietema do coordenadas fijo Z;

‘.‘.

s& designa cs5n. 1a lotra d. Y b

Dcfinamos el voctor% cantidad de movimicnto del conjunto de nart{
culas de fluido internas al misil.(a 1la suverficie &) ‘an al ins-
tantozt,yrolqtivo al mismo,(al slstemaZ) Para un misil con motox

N\

Q combustib.’l: l{quido™ ol vector% es el voctor cantidad de movi-
|

L

————— o e A —



- g s Gl

: . |
"puras" de reaccifn que forman parte del empuje total T aue con-

-G
ras,y de las particulas de liquido fluyentes desde 1oa éagquos
y tuber{as de alimentacisn de combustible a la c’aara de combus-

r
tisn, El'diferencial de % es: 876,1;,%"_7(7' (a)
o q — 70,

siendo por definicijn: Z"ZV,'- =Zr, (b) ( 1.4 )

r
2mu, = Hy+ Qudt ()

la masa 2m  en la( l.4.c) os la misma m(t) de(l.4.b):1a masa

L e L EY

que as interna a @en ol instante t (y que ya no sor’ totalmentse
interna en el tj ); sSlo%ros la cantidad de movimiento dae las
particulas internas a C?’en el t,=t+dt.-

El vecto: q.dt es el vector cantidad de movimiento (en el movi-
miento relativo )de aquellas particulas de Ras en el intervals
de tiempo dt han pasado? a través de la seccidn de salida de las
toberas. El vector Ch 08 el vector cantidad de movimiento rela-
tivo al misil,de la masa de gas pasante pvor unidad de tiempo a
travgs de la ssccidn de las toberas. El vector qr que tiene 12

dimensidn de una fuerza es llamado equilibrante de las fuerzas

Bilderaremos en detalle mas adelante.

Si y.:ﬁ'tm es el gasto de masga fluida y u es la velocidad mediq

relativa a la,ﬁobera,resulta(bzeLc. De las ecuaciones (1.3),(1.4)

sevobtiene. Zma,: q 5_1_761' ) ,
Jr (1.5) |

Sustituvends en (l.1)la expresisn dada por (1.5) nara Zmo., \' f_’_?_f

porF , 8e tiene:

9O F_q +J- s#%"  (1.6)
di oSt

P WA ) A e e @

Esta ecuacidn expresa el teorema de cantidad en movimiontos vara

el s8%1ido ficticio S. (2)

Teorem’ de equivalencia para el momento cinético.- Sean.g;,tho§s

momentos cindticos de 1los sistenmas C v § respecto a sus baricen-

|

4

tros Cl Yy C en el movimiento abgosluto,estd os-, referidss al sis-

AR L

’

- (2) Quedar4 en 1los teoremas siguientes justi-
ficada la denominacidn de "equivalenta" que se daga g._es justi-

R

{

- A r————— | e ———— A —— A
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to relativo a ternas g(t) j(t) originadaa en. 108 baricentros c

{
Cl ,de Sy Gdosignaromoa laa magnitudes correspondientea colo— |

cands 5; 7T ; cono superfndiceu. Las tornds® Z(t) ‘(t), coinciden

R e dd ot

en el instante arbitxario 't en que coinciden S Y G ,pero no naa

» —’-

para el t+dt.~- . | .3

Avlicands el teorema del nomentd cindgtico relativo al ‘baricen-
tro del sistena G 'dnle.

T .
?C{ == .MQ (1.7)

donde MQ es el momon‘?ow principal de todas las fuerzas exfernas

PG SRS . - S LW s LB EY ST S

z
actuantes aobra ‘8l mini.L 0 soa sdObre el sistema S en a1 instan—i

te de tiempo t. Demoatraremoa ahora que esta relacidn (1.7) va-

le tambien para el sﬁlido ficticio S.

Consideremos ¢l momento cinético (en cC(t)) relativo a 1los dos

centros de reduccidn C,',C :

1 )
T (4 — T
, qu = EC + CCA AL (1.s)

Luego, resulta:. '

T T C
,d, Q:c, — cl.,ch + dGC 4 76 + GCA. ._‘Z_J = —g s (4.9)
dt | dt dt * dt -dt
va aue/en el instante t 01 coincide con C,2-sea :'@:Q,y a;'zdo-S
mis: LI . _ 4 [
;Iff = Vc - ch - = m% C b

8iendo que en ol instante :t 198 puntos Ci v C coinciﬁen,gs,

para las fuerzas exteriores actuantes sobre G : Mc“-—- MC , Vv ade- |

mis recordando qus por-un tg’or‘p{ma genoral sobre el momento ciné-

3 T IR
tico es : &c, = gc, ‘
' resulta por (l 7) v (1.9):

dﬁ = M,

J coQodo (1.10)

lo aue dicq quqﬂ |
' | "vale el tedrema de la derivada

del momentos cinético para S  tomando dicho momento cindtico

e Y Pty Taaad L P A0 P Gl S| S Wl | GRS L SV L Wy

(*i (m(t) es la masa Total_en el instante 1),

54
L]

tema galileano fijo de. coordanadas Z Considerando el mo’vim‘ién-_-?’fg

e ——



*__;%T?
-B= f

- X -

de (S con polo de reduccién en el baricentro C del sélido ficticio |

3 (en lugar del C3 de C3 ),y refiriéndolo a la 1la terns G (1) !

instanténea do origen en Co, " .- ¥

ficticio S. Evidentemente, para el dicho ingstante t: Y ¢ ~c,,

* l
Entonces la (1,10) expresa la "equiva _lencia" de C y el sélido

z T
& _ 4L
o~ ; dt dt
(con G $,C#C)qus expresa a.naloga,mente la "equivalencial de G

Qon So-

L
4

Movimiento del sistema y del sélido ficticiq Sp-

Conaideremos el movimiento del misil"realy(el'éistema(s ) fuhd4n-

ot

PR AN T SRR A P PV e Pt DL W S RN TN

1

donos en el teorema .anterior,refiriendo dicho movmmiento el barlu
‘h

centro C de S 7 =& la terna ba_ricentral instanté_nea ‘Zi‘fl con

origen en Co- Una vez mas,el movimiento de cada particula del

annd T 20 LA PR

Y

sistema CS se considera como compuesto. Pero consid+remoc.to"o

absoluto el movimiento de cada 'partficula de C respecto de 1la

terna‘z(t)- originada en C (y pa ralela a‘é’i y eh traslacién res-

pecto de zi).— )

s
!

LR ST LI

El movimiento del cuerpo S relativo a estos ejes 2;(t) se congi-

v

dera- como movimiento de arrastre,y el de la particula relativo

al cuerpo S (eqto es relativo al cuerpo R del misil)como relativoa,

Rl e Rl T

z | %

Luego: &c = 2 rA m vz’ (a)
- |

Z_/%c =2 rAmal (b) (1.10) i

donde r es el radio vector de la partfcula tra_zado desde el

. ”~
- -

punto C,

Siendo la suma a'—+ ag+-j'la aceleracién absoluta as de la per-

. {
ticula,resulta en (1, ll) Z 41_3'
r Y (L2 =
A 629 AT

‘donde Mg'es.el momento resultante ‘del siétemq‘qe'fuerzaq jm de

[ L TR o

(1,11)

Coriolisg- SAS .

Asi resulta: Suz

ty 4“'C'¢f"=‘= ZLC M + Zr/\ th
<7 7 (L.12) «

Llamemos ahora'vr s la velogidad relativs a S de la partfcula

4

premey
P

"' R

{,ﬁ\
Ml - ~ I T o
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de G -en el instante tl= d¥+ % . Luego Vl r - vrz a_, . dt,y por

estos )

ZrAma /f:ZrAm Zr/\mv‘
"(1.13)

Determinsremos ahora el movimiento relativo al misil (& S) del

gas intericr al misil (parte del sistema G )

4 - (3 L3 [ [ . o : r >
Con las definiciones antedichas,indicande con superfndices r (iﬁ

las magnitudes correspondientes a esa ma_sa gaseosa(variable);(3)
r
Q',C =2 FrA m; (1.14)

donde ges el .m-om'entfo cin€tice del ga.s interior al misil (=2 1=

r1J

superficie de control @5 en el novimiento relativo en el instante

t. Luego: Zl‘/\m’u;., = Z,}AMU"V..Z(G_.}')AU;I
donde r, es el radio vector ,en el instante %,,de la partfcula

de radio vector r 2n el instante t).-

La sumaZf;AMV}, se extiende gselamente & las partfculas que es3tdn
en el iaterior de la superficie dé contral @ del mizil er el ina-
tante tlo
La suma de los compenentes Q/1"N£,excluidas (que al pas=r de t =

t, han galide de (?'),seré iguel al momento cinftico de la masa

1

de gas pasante por unidad de tiempoe a tra vés de ls seccidbn deo

las toberas,en el mgvimiento relativog}%C,multiplicade por dt,

B P B s e A,

La suma de las compenentes para el gas interior a C?’qn tl es
r AS
entonces = . Ademds la suma,‘zf(r FPIAmT,, es nula ya que,

per ser (' -I'ZE St‘:-.U;'.dT',es,despreciando infinitésimes, 4, aproxi-

Y

madanente igual a V..o~

- : | J
Luego Z rA mv; = Em + brc (1.15)

donde brc es el momento cinétice del gas gque ha salido en dt,co-

W Bitie o | st -,

mo se dijo.-

(3) La suméZrAmt;-.-S:', se extiende al interior de la superficie
de contrsl, @,mas precisamente,al recinto 3 (#i@s )ocupade

4 .
por los gases,refiri€ndose a dicho recinte o volumen fijo ocu-

pado por el gas,y no a una masa fija de gas.Lo mismeo se consi-

deré para oF (cantidad de mov.del gag). |
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Por las ecuaciones (1.13) , (l.14) y (1.15) :

r /
2 rA ma, = 3; Q‘oc + hee (1.15)
t

r s Sﬁr
r
donde 3 EC-’_-:-’ g“- c ¢8 el diferencial de ﬁcrelativa al cuzrpo

del misil (para d%).-

Sustituyendo en la ecuacién (1.12) la expresiém (1l,16),30 odbticne

45 _ ALY > S i
7z ;—;‘ +hrc"Mc + - (1.17)

El vector mementa cin€tico del gas saliente de(f’por unidaed e

tiempo;bro,en cl movimiento relativo,que tiene la dimensifn d-:1

e et b % Oy g

momente de una fuerza,se denomina "momentoe reactivo" y forna pertel

¢

del momento resctive total% que consideramos en dstallo ‘mas ad:-

lante al tra_tar la totalidad de las fuerzas exterioreg, |

A ]
.)\

Por las ecuaciones (1,10) y (1.17) se tiene: % )
LZ M2 _ 88
& Lc =::./"1 —'brc'+ c — —>¢ F |
At 222 (1.18)

Esta ecue cién (1.,18) determina la derivada con resvecto al tiecm-

pe del momente cinético del sélido ficticle S en su movimiento

relativo a un gistema de ejes ((t) pasante por el centro ds in:r-

cia C del mismoe, Completa el resultado expresado por (1l.6) vara

L g

la derivada de la cantidad de mevimiento dss,jg?. La (1.18) se

ha obtenido en ba_se a la validez del teorema o principio de "e-

quivalencia" (1.10),- " Las (1.6) y (1.18) son las ecuaciones

caracter{sticas de le dindmica del misil que permitirén calcular

su mevimiente en funcién de las caracterfsticas dindmicas del sé-

lido ficticio S,

Anélisis de las fuerzags exteriores.Emnuje,

El vector resultante de las fuerzas reactivas"puras"es -Q} ¥y au
momento principal relstivo al polo C es »brc,siendp como sabemos |
qr N brc los vectores cantidad de movimiento y momento cinétioa
de la mase de gas pz_sente por uaidad de tiempo a través de la

superficie de control éZdel misil, El1 siatema de fuerzas reacti-

vas que definiremos incluir4 ciertas fuerizas externas de modo que|
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- s WY

i “ I RO
i
41 tetalizacién corresponda a las reacciones medibles con el mi-

»
P © - evare: wad® T
J—— - —-—— — a— -

8il en reposo.
. .'l » [
Congsideremos el nigil vinculado a soportes méviles respecto de Z&,

ie manera que sobre éstos actden fuerzas de r-sultante -Fg. De =3

te modo admitirelmos que actdan sobre el misil fuerzas oxteriores
)
que se reducen as il
i
\

1) F, s Mgsresultante y momento'de las reacoiones de los sopor-

c .
tes sobre el misgil

¥ * .
2) FP=FP +c3¢, Mr-:M‘Pi-n:resultante ¥y momento de las presiones exte-
c .
riores sobre @, giendo F’

presiones exteriores para el misil en reposo,ymﬁz,rl, laa

y'ﬁkclas correspondientes a lag

'wl}#r

adicionales correspondientes al estado de movimiento (fuer-
zas asrodindmicas)..

3) El1 pesa ?2 del misil .-

Egstos sistemas de fuerzas exteriores se totalizam y reducen =

FaBaeFacd e 2, M= Moo Mo +TI

Las ecuaciones cardinasles de la dinédmica del misil son:

22 . F-q +J A& o (1.6)

Lle o M. b, + M SLEeo 0 e

Si el mlSJ.l estd en. reposo respecto de %’1, resulta por sus defi-
x._“nlol.oneaz Q Q 0, J 0 -F.a Fs + P-*‘-? V
LE - LZ=0; M =0 | , Mo= Pl + Mec ?

por (1.6) , (1.18) y admltlendd"que la corrisnte del fluido inte-

rior a C?%ara el migil estacionario y mévil es idéntica (o sea

despreciando el ‘efecto de la aceleracién de R sobre el movimien-

to relativo del-gae) se tiene;

..Fs = —q'r + F - S—_%_r-{-i =T+ ((1.19)
' MSC = "brc ’*‘M E‘ = %C (1.20)

La fuerza de empuje T y momento reactivo Il se miden sobre los

soportes del misil funcionando en reposo,




]2

. L:s ecuaciones caracterfisticas del movimiento.sxl tcorema zeneral

de "eauivalencig' }

Teniendo &n cuenta que s8i el miail se mueve libremanie en el 3=

I R N e R)

pacio es Fs= o 4 “sc=o y ¥ la definicija dada por (1.19) ¥y

(1.20) para el "empuje" T y el"momanto reactivo”jz,me&ibles con
H el misil en reposo,resulta que la (1.5) ¥y (1.12) toman la for.na: !
SQQ = T+ 4 J 4—5% (@) {
JE _ T Tl + M (b) (1.21) ?
Estas ecuaciones7§xpresan,sintetizando loa resultadog anteriorcs,é
- '
H el teorema que puede llamarse "teorema de equivalencia” o de"soli;

dificacidén":

R R i X B R el

n" . N . o . .
Las ecuaciones caracteristicas del movimiento de un misil propul-

R I T

-

"sado a reaccién para un instante de tiempo arbitrario + opuslen

*come

~>o

‘- 1 - '3 - 3
"eseribjirse en ls forma d= las ecuscicnes del movimientos de un

e g

Yeuerro sélido S de masa m(t) izual & m en el instant: t, 71 |

“se supone gue el misil es rfgido y sélido en el irstarte ¢ ,=23-

R N

"“tardo aplicadas al ouerpo §6lido ficticio S 1las siguientes

"fuerzas:

L[] .
1) fuerzas reactivas T

) 2) fuerzas aeeodinémicas sodbre todo @ :

" -, .
3) fuerzas de Coriolis J ;

WP IV Bt o = GO NS g

] -
4) fuerzas de la gravedad ",-

-

Las (1.21) som lass ecuaciounes caracierfgiicas del movimizxnto

ALY NPT IPOLYE TYReeRer ]

PRt FRE TRV T R L SISV,

de ur misil,de nasa variable,meceserias y suficientes para 4do-
termirnar completamente su estado de movimiento,-

Como se v€,€stas son las ecuaciohes que permitem,aplicadas al

sblido ficticio 3 al cual formelmenie corresponcdem,calcular ¢l

e o e i edi .

nmoviniento del misil ("resl") em fuwmcibén de las simples curac-

terf{sticas din4micas de S, que es un aélido, Conocido el ten-

s

gor central de inercia Iﬁq(t),para cada instante t, es posi-
P of
expresar el sistema de‘ecuaciones de movinieato del migil con

. * ... '
respect? a ur centro de reduccifn,orfgen de la terna %; fija en

-

Lt 5 - 3 it VN PP - D, O et MBS Wy ™y g € n L v p——
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R.Lo que permite,com la sola referencia a la parte r{gida R,cal-
cular su movimiento coa las propiedades de S,

i 1

| 2-Expresiones vars el vector ,fuerza de Coriolis J ¥ momento de

Corionlis o=

4

Ern primer lugar conparemos los diferenciales absolutos d= la can-
tidad de movinmiento del sistems S, y del cuerpo sdélido S,—dig’ Yy
d@ .- Pa ra esto dividiremos el-recinéo ocupado por el misil en

tres partea: ,

Recinto .N° 1 ocupado por 2l cuerpo rfgide R .

Reginto N° 2 ocupado en el instante ¢ por el combustidle

Y
s6lido /1fquido

Recinto N° 3 ocupado en el instante + por las partfeculas de
' ' ters
-gas gque son interiores al nisil de fromiers o=
Los componentes del veotor ‘ceantidad de movimiento,(abaoluto),

e S e

correspondientes a egtos reciﬁf&é fijos ee designan eon subindi-

aes';,Z, Yy 3 respeétivamentg,p—
] S -
Para el recinte N° 1 es evidentemente: JJ7 = /@, (2.22) [

i .
Para, Te masa’ de combuatible (861ido o 1l{quide) en el instante ¢

'-.-'s
es 7(:2:@2 tpero en el instante t1=t +dt el vnctor/?zdifiere del QZ:

en ol vector esntidad de movimiento de le masa de combustible (s

N [p—

lido%e liquido)que ge ha quemado pr el tiempe dt,

i !
Paraleata diferencia de caxtidad de movimiento admitiremos una
ekprésién lineal en % de 1la forma{%df" desgignendo eon.fr el I

"gasto" de ca mtidad de movimieato del asonmbustible en la unidad
- ,
‘de tienpo, Lusga, es: %z = Qz. __](.'P r (202}), N4

|
su difereneial absolutos 0’% = Q’Q_z —-frﬂlf .- (2.24) .- .

Teniendo en suenta que la parte rfgida R girs con velocidad
i

/ ’
anzular J2,el diferencial absoluto ' del vactor X (respecte a

! : ’
G esi dH = 87 + QAR I siendo 8K su diferen-
cial relativo a una ternse solidaria sonr R,

- o | |

S B s P A st B S B B NP PO . S o it - ERellr A sl
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ﬂ Consideremos ahora el difarencial de cantidad de movimicato dcl
gas en ecl recigto N° 3 eorrespondiente al movimiento de arraa-
tre de R.- Sea 0'763,,- Este 0/«763 eoineida son JQ3 2n ¢1 caso
en que para eada punto del rccinto les densidad fi(t) del ga_s

en el instante ¢ ¥y t4 eg la miama, En generel,el inertamentc

c¢orrespdndiente al movimiento de arrastre es izual a

| JQB =,g 'g—?%‘/‘t

donde la integral se extiende sobre la parte del recinto T que

s VY M g w wg ) tww MG e GG B SR ¢ G, e S’ PP G G 10 wlie) W . G-

L

en €1 instante t es bcupado por eIMgas,aiendo Us la velocided

2P o a

de arrastre del elementc de voluumen dT , y éﬁ? es la derivade ten-

- tToo,n-—- -————

poral de la densidad fi(t) en el elemento de volumen T , 31 di

e N -.-' ot

fereneial absoluto del veotor eorrespondiente a la regién NO° 3

17, = 40, + [ 2 vz I+ 8K L AN FEH

‘'es pues:
(2.25)
Consideremos todavia el vector cantidad de movimiento en el tie.r -
po %} de aquellas partfculas que en el intervalc de ¥ a i
haq;pasado'a-Pravés de las toberas, Lste vestor cantidad de mo-
vimiento es iéual a (qé-bqr )dt,donde qe eg el vector cantiizad
de .mpvimiento,de la masa pasante por sezur.do & través 4z la $0 Cw
.ra, correspondiente al movimisentc de srrastirs, 7y qr en =1 mc- §

et
.

vimiento relastivo,-

Finslmente es:

JH = dH, + 476, + dZ; + (9. +9,) (2.26)

obtenidndoaz por (2.23) , (2.24) , (2.25) :

]

(2.27)

dH = dQ- (f1-0e =)t + K"+ QAK'dt +f_ff§§atv o

° Rscordenos que las fuerzas exteriores al sistema S- son

? e sy - . i , o
el pesoS? del misil y las presiones exteriores sobre la superfi-

o

cie ‘de controi G?}estﬁtical“y aerodinamicas. - ;

De maeuerdo al teorema de cantidad de movimiento svlicedo el sig-

{
toma (G, es : ,0_'_7_6__F_. F+d+§_; por le ccuacidn (2,27) results &
dr :

L= cArZ-q+F - 2K, - qe"SSS v dT - QAL (2.29) :
Siendo j=-2.(2/\1f,'., es : J ,/]/“fjﬂ'?— -'ZﬂﬂﬂfO'a’T -—-Z.[Z/\;’G”(Z 29 ?

o —-—— - -= o . s @ a.._..._...J..or..u.. . b e A @ e A5 P e ey Ser W gt A A S A = o . S = Apm—————— -
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!
por lo que el dltimo término da (2.28)representa la mitad de la
regultante de las fuerzas de Coriolis,

Luego,tomando en cuenta la (4.19) (2.20) (2,29) se obtiene nue-

a, e ) . ° -
vamente 1a 1 ecuacidn eardinal del movimiento del misil ¢

R N |- LR T E

Por econaidersciones anflogas y en forma inmediata se obtiene nue-

[

vamente la o8  Lcuscidn cardinal del movimiento del misil:

;}‘_/_té-:z = %c +nc+k?r."' fc"SSSrA g—gvé‘/" - r’,\_a_/\{;’g'.'
T

. T
donde kwc es el momento cindtico del combustible quemado por se-

(2,31)

(4 . .
gundo 'y donde bﬁ: 6a el momento cinético del gas gue sale de (E?

por segundo de tiempo a través de las toberas.- Los momentos

VA g s S e i Py M At

¢ e o e
~cinéticos kpc ’bec corresponden al movimiento de arrastre del cuer-

no R relativo a2 un sistema de ejes que se nueve jJunto con el

- o A P BT Y o

baricentro C del cuerpo S,-
Identificando los miembros & la-derecha de las ecusciones (2,30)
y ((2.31))(l¢2)85e obtienen las expresiones de la fuerza de Corio-

rd

lis ywe¥fﬁgﬁento\de:Coriolis: ) |

2 (£, -qe - {Jf Yoz &)

CM. kpc-b,c-m:e:'-sgsr@-w

Si la masa de combustible gastada,por s=gundo,se designa con 71 i

(2,32)

(2.33)

¥ la masa de gas pssante en la unidsd de tiempo a través de lae

toberas con 72 sregulta gue:

YRl “f"fﬁ pat =ﬁjg{d¢ (2.34)

La cantidad .de Aoviziento ﬁ.cﬁ.‘ esla de la masaq.dt de combustible !
1

A B wm—t S b e oy

que se quems en ¢l intervalo de tiempo 4t .-
Designando con Co ©cl centro de inercia de esta masa elemental

-

de combustible y con Vcp la velocidsd del punto Cp en el movimien-

‘"de arrastre del cuerpo,resulte @ f — vz (2.35)
P 74 P

—-—

b e I 1 Sk ke e Tl T -
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De la misma Tanera; sla masa qlomental ie gasg 72dt pasante a través

4 l-4 "1

it de la eec016n de las. toberaq,tenﬁa oentro de “inercis C_ de veloci-

,

dad de arrastre- Vee - gerl: asb qe= 72 e (2.36)
Admltiremos Jque ¢, ?até gohre bl eje de la toberao ,
Se deslvnan con rpkiiivfe~ &Qs radios v&ctores do los puntos Cp y
| 3

Ce “trazadoa deede un polo O fijo en el cuerpo R ¥y con » el radf

vector de.un punko arbitrario interior al misil,
Por las expresiones que: fefinen la velocidad de 1os punios de un

: o _j;.;, !

cuerpo rigido: s, |
RO Ve, = Yo + LL A ]
Ve = U+ RN (2.37)
) _i E d d ’U‘é = 1Y, - AL AT e H

¥y las (2, 35) (2.36) 1a {2.32)*t¢mawla formas

“ Jé"-ZQA(7z’ ?1,.1,_,_“&22”/-:)“ (2.38)

Comgarando estarecuacldn con la exnresmdr usual para la fuerza cs

72 74[‘ +J:“9P rot (2.39)

como expresidn para el vector cantidad de mQV1miento‘7€'de- Z&s int

Coriolis J=-20LA ,re sulta

rior 'a 1:migil en su movimiento relativo al misil (estanio la intc-
gral extendida al recinto Tj;total ocupado por el gas), en funcién
de las masas de gas ?1,72 que a traviesan la superficie frongfera-de

‘esta- regidn ademds ‘de’ 1a variacidn temporal de dengidad ‘&(t) en

S ) - » g
“an “re . o Mf:-; ®
»",,‘ (& "‘.\ ‘y f,. -.{_'

-

cada . punto.- = i .

Recordemos que en esta ecumcidén es ry el radio vector del ocentro

& .

‘de” inerocia G% de la mdsa_74éntrante por segundo y r_ el radio

veotor- de la NaSa sali%nte,qz,_
"\‘_*" \ : ‘ ':

En el caeo especial que puada coneiderarse casi estacionaris el mo-

\

éimlento del gaa ae admlte ._f &~ 0 ,1la que vale exactamente pvara el

ot

quuidoxinoompreaible en una '‘corriente general. Debe ser 1=Tp="-

En este” ceso,con ?_fgo por (2.%4) t,definiendo el vector L= CQCP,

RS Gua Y A T AT MY T IR AW ST S PR AT A -.'ﬂ
- .

Ludelt Syl

” O AV I gt iy e B e B - —— ‘“-- a
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| |
Se aupone que la masa olensntal le combustidle 7fftest£ situada !
imétrioanento con respeoto al eje del misil el punto C perteneoeL
ri a este eje, 'y L

]

A el W Bl ey RN U W F A < A > B iy < P o A Whn, & M AR Tan
'

R e e s e

e i Wt Y . ea— -

VY S

el

Tapatsl. " o’ gk e - e e o s St 508 0. -
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resultas . B - ?
Bl J=Qa=-2m(nnl) —
* | (2.40)
pare la resultante ds laa'fuerZAB de Couriolis. .

%
Considerendo ademés que %rpase por C osea: F=01a (2,33) se reduce ?

’ (3
. s M. = ko-h. . (2.41)

Consideremos el cz80 simple del movimiento plano-s:: Siendo B(t) (1)

S 3
el momento de inercia del cuerpo/¥elativo al eje ecuatorial,pasants
g
por el punto C y perpendicular al plano de movimientos

Siendo las componentes de velocidad de flufdo(relativas a R) nor-

nales & é ) en py e: TP-Q. ) reﬂ re's:pec*‘:,i'.'ra..rzzen'?;e;E
resulta cecvidentementes ¢ . 2
kfc=—ml},.(2

'5 . 2
becz-ml'é.fl Y por ello:

- Ml amQ(1E-0")  (2a2)

parz el momento de Coriolis de un migil con motor a 1fguid oV o |

a6lido, siendocertacionaria La corriante de fluido,ka masa que- |

)

ma_da en el intervalo de tiempo dt es .m dt y su nmomento d2 irers
~ - 1L r2dt ae: 50 2

cia respecto 2 C es el decremento 43 =1n4} del nmomen%o 4«

inercia B del sélido instanténeo S (con corrients interior esta-

cionaria). Luego : rnrf d jresultando:? -
B(t)= m(t)- Kit) .ﬁ“ﬁffﬂhm ). M m(ra(t)-B(tJ)n. (2.43)
Jpara el easo,de un n1311.con motor de combustible a8lido,o liquilp.

X (5)

Siendo: m< o0 resulta que M es un momento amortiguante
Dado gue el momento amortiguante de las fuerzas aerodinfmicas =s
proporcional a V, el momento de las fuerzas de Coriolls puede aer

preponderante.al‘comiehzo~de la trayectoria activa,si la longitud

Y- !
, . ny
de' gufa es pequeﬁao- .

<

k ) Siendo la masa de los gases muy pejueila frente al resto del

misil,se considera que no intervien: en el B(t) del"s61lido"s.
2
(3) Ar tdrmino - 'rr>0, en el momento de Coriolis M¢,le carres—
pgnde un momanto-mq”n. que tiene el signo deddly que ge roaste %

-----

1a oania aﬁortxguauto\ggrpgunouuir*te al_ahorra., Sfect 1va*°1t9,
. : s esta disminucidn del morarits amortdjuante gg
"MTP~ = B( )> 0 rreeponde & la digmninuwcidn del mozentd de 1=+

3
aercia B(t) duraate o intervalo de nroonlsién. En el caso Ze ]

tor & l1{nuido_se u4s,sin née, (2. ﬂZ),con r (t) distancia de C a 11
A fRATE de corhuustidn,fi3n wor  cin 15 Re-
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P A R T E 1I

ANALISIS CRITICO. DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

GENERALES, Y DE LOS EFECTOS =<SS5PECIALES,

Introduccidan.- .
3°‘, , * En la parte I =2 hs dexostrado =1 tzorewni: fuandans

/ b
{ mental de equivalencia que expresa las ecuacionse el mori-i wto

N iy g W e W e P ST L

dol misil en funcibdn de lag carscterfstica s dinfmicas 1 asliio

3
4

s : : :
figticio S, Ad=més, se han deternlnado‘exprnSLOncs pars lz roaulta

J

tante J y momento M de las fuerqu de Coriolis,

Se plantea shora el probdlema de= referir el sistema de ecuacionss

\ »

garacter{sticas del movimiento a un tentro de reduccidn 0¥ fijo

ien la parte rfgida R del misil, De est: n0do 32 determinacs
un sistema de seis ecuaciones caracter{sticas ciyrs soludin e -

pecificard como funcién del tiempo el acto del moavirmi:onto Jel

4n T e\ - ' S SRS " or WSS 4 Sr. -
-

rfgido R relativo a un.punto 0¥ fijo en €1 y alesziilo gonvencio

;

nzlmnents.,

B LV R VI T S,

Si s# hace la hipStesis muy plausible de que (la'varizocidn 4= C

) - 9 . % [ » - —,‘. o
de produce en la direccidén del eje da simetrfla ( c ¢ %) 5y yan

\
% o . ! . | s .
las ternzs % y principal de inercia de S(%) se) mantienzn paral: .
t z

las,la solucidédn correspondiente a 1las tres ecuacion=s le¢ Fuler ’

32l movimiento rotacional queda referida a la parte rigido R (no=-
T S z*’ : " ] A 11{\ ln.
vinieato de ),caracterlzando nor log dnguloe de EZunler le 52—

zicifn instantines del eje dal misil,

Para el cazo mas z-ensrazl no paralelo (ada con C C' con iircceidn|

%*
axisl)hadbrfa qu=2 tener dada la lsy Ie2 variscida rclq_tiva ag de’

is la terna 12 ejes principales de insrcia.-

i YTy E - g

L-.‘.._'.n-.u‘ s P,
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-4. Movimiento d21 baricedtro y del cenffo de reduccidn .
Calcularemos 2l movimiento de un punto(¢do la parte rigidia R,

teniendo en cuenta el movimiento del brricentro.

Por -l teorema del s6lido equivalent=s resulta

mé= A +§+T+3 (4.44)

*
donde m es 13 masa del misil en =1 instante t yC:ez la acal~-

AR

recién del baricentro ¢ del misil en =1 instante t, 23td =3 dal}

{
cusrpo S, f
Durante ia combustién el baricentro C del misil,=e deaplaza Ire-
lativamente al cuerpo R,y su movimiento con reaspecto al sistem; |
inicial fijo de coordenadaazaed compuestosel baricentro ae dcspla;

za con raspe=cto a R (movimiento relativo).y ge mueve con resprcto

al sistema fijo de coordenadas (movimiento de arrastre),

Siendo V Y V la velocidad y aceleracién de arrastre Jeiiex

™

*
V*"'-QA(C'O) si O es el origen de % solidaria con el misil,y szien.
* i
docv'y eV* las rwlatlvas 3.2; la velocidad absblutaCj la acel=-

racién abaolutaCdel'oaricentzo se determinanpor las ecuaciones:

C = ’V + Y +0A(C- 0) (4.45) '
Fe PEaA(e-0) safaed)l [C =T +V+20A 7" (4.45)

¢ Ji en (4 +44)es sustituida C por su valor (4.46),ss ob-

i
) i

. . s . - . : . %
tiene la siguiente ecuacién para el movimiento del centro O de

reduccién fﬂijo en R: mV= ()44_9_”'.,.\7-77}1-(2-0/\7(/*)"7 )
447

e

Expresiones para la velocidad VAIaceleracidn.blralativas,de C

%
regpacto a Z .

Sean C y C' las posiciones del centro de inercia d21 migil en

loa instantes t Y t,= t+adt,

As{ resulta ‘para los momentos estféticos del misil ‘correspondient

tes a los ingtantes t y t+ dt,relativos al punto o* .
me=f[styrde , medm)r.=[[[$,trdt)rdr

respectivamente,donde Ié=bTC—,ré,=0_“E'=[;+8r;: siando \Pi la densi-

dad local del misil,~

La integracién se extiende sobre el voldmen total del misil (ree

) ot e v -y



o etais veaminges

\ Estimaremos ahqra el orden de magnitud decy'y‘ﬂ/ para un nicil coni
t
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cinto interior a la :supa'rficie ¢ )

4. Y
-'

Restando la primera Qe la sepunde Yy despreciando términos de ze-

.. gundo "t-):den: . G’ml,‘_f N mgrz:-'-”’--‘ 'Z, f;, +// %% dt rdt »

28 . "\’x
- o

s’.

se deduce gque:

:Tenienda en’ cuenta la exnresi6n (2 39) de;K’resultax

| mY " 72(1‘ l;)+%‘ (4049)

De*lvando la. (4.49) se. tiene;s

1.7 e m P 2,V "+ L) + _JZQ

-

v Mgy g St G PR gt

con 1o qus resunlta:

8 o g v ) gl A o

m°V*=272°17*+?_’?.= (re-re)+ 3—175

(4.50)
n el caso casl egtacionario en que _37=o es l(z: 24='Z=-m

¥ las ecusciones (4.49) 3 (4.50) > simplifican

V(L5 ) < & GT, Toe(1r) 4G

A o b e agye P e @ e S
.

A (4 051)

EfectO‘de la variasciédn d=1 baricentro

e

{

1
motor a combustidble 86lido de las siguientea cerecterfsiicas

Con 1ashén{hé€;s [L]: m [T}aego ) [F]:Kg 3 f_ : :
L i .90m, f(O) 160 Kg. m(o) I¢.3Ko.rmi seo = .ﬁr (o) = =286 ﬂ’gtﬁ's-e ¥

, &y .2

a = 0,21 S(t,):128 kg mle. £5) 2 19, Fhpmseg V (0)55)= 990 =370m |

’ ; rc(O)z oa: ,,! ’},(O)ﬁ’ 0'64'.';7 T(t)gGOOOK)O) Oété 4 =Io,8€£: , V(0,55.):370-0,&5-=200”18;
|

":"Si~ndo “Qz -m 286A’oms reaulta 109 va*orea iniciales de

‘V(‘U I‘V (t) ’V(o) o042 ms’ , °V(o)= 0.04'778

'l

¢

« cuyo orden de magnitud se mantiene despreciables frente a2 la vee
- }ocidad V(0.55) = 200m3’ Yy aceleracidn V(O.55) = 3701:15 "medlina"
e;l ¢] intervalo activo, Oétét’ﬁ £‘4seg. =
En la egtimacidn de 6(0,55) ¥y V(0.55) se ha considerado que el

L T : . . | s
sumento de resistencia serodinémica ¢s compensado por la diami=-

nucién de la masa m(t)

Loa c4lculos numéricoa realizeblss a partir de esteas ccuaciones

. vy, P
mue3tran que !V - V son despreciadblss wn conpearacifn  con 1las |

i

o e ———y A

-~ ey T —— Pty © YT Pty A . P A -
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velocidades V. y aceleraciones Ven el intervalo activo de la tre-

yectorias Luego en la (4.47 el términop]./l:puede.. despreciarse en

comparacidn al enpuje reactivo T, 3

En cambio el tﬁrnino (217Acy)n eg generalmenta del mismG orden. que

J,¥Ya que la distancia. |rc-rf,1 es del mismQ orden que la‘distenciaf
IFQ'-rrI para 0% tlﬁf

Por eato y las {2 .40) s(4+51) resulta que la ecuaciédn del movi-

miento (4.4?);de1 centro de reduccién 0 de 1la parte rIgida R

B I St et ]

ael;misil ge simplifica & la-forma:
a(f-j t T -2m[RA(R-1c)] — m{2A (7= 1 "ﬂ"[ﬂ"(r"«:")]}@

La velocidad,V'se designs velocidad del misil. Porelio O eg el

- 1

cantro 'de reducciédns Este deberd elegirse adecuadamente,sezin

B T ~ 3
—\’ ”."".-", L A\ . [
E R, e . . - :
Lo At ~ SN g %
NS >

se veri lue 80 SN

: *
Duoﬂe obscrvarse quc ésta ecuacidén de mov1miento dnl nunto 0
‘L

.r Tl
v

cantro de rcduc016n fijo an. ﬁ interviﬂnen fuerzas no a~rodinémlc

_J 1

3.

T oY m A Crigont @mn AL W s

que ieoenden de fa rotackdn L2 gel. mlbil entorno a 0

f ,’ 3-

st¢ imnlﬂca una nmayor compllcacién respecto del problﬁma balls

-~

1 P YRR ey P I |

tlJ; secundarlog- comod fﬂi-l *hngi#ﬂ
Ehlostfz:mlnos adlcionzﬂh/ﬂ'I[—n—A(’- ’2')] fm%er'vlene la Posu:ton l'(t)
'0‘ )'\- _
.t_gdel baricentro.- . RN
f

A-. -\ _\-_-.
(R A" 1\- A

0! i " ‘,, R
-~

Si bisn la ‘influencia de la var*acldn del barlcentro ¥ 3w volo-

e N ;'\'
) : N -

\

~eided; relatlva dentro del misil es muy, pequaﬂa.oomo se acabn de

- !i..
0

v~1,.la pOolOLdﬂ nisma ds1 baricentro tiene importancia en cuan-

AA;'»‘" ‘ “t“ *

to! ailos ~fe0+os aarodindmiocs 81 se lb on31dera como -¢c2entro

;-*..,

le reduccidn de =253 fuerzas,

:
l
I
!
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Do~ _Eouaciones del wovimionto rotncional
Considerando que el miecil es un cuesrpo de revolucisn y ane
el deaplazamiento de C es axial,ocurre gue,viendo &l ~j=
ecuaorial uno de los principales de inercia para todo
inatante,se pueden elegir los otros dos ejas arbitrariamzn-

t= en el plano perpendicular o esis e¢je ecuatorial,

4l

Sea,ng N » ,s los.éJes principales detinercin del.'sdlid'o fic-

ticio S ocon centro en el baricentro instsntdneo C; y secan

g I’ 1os componentas de.ﬁlqobre los ej:-s de es2 terna prin-

cipaler - ’

r

Por el teorsma de' equivalencia,las eccuaciones de movimiswnto
! |f A A,
rotacional del mlwll serén lasg de S,quegen la forma de Zuler

s‘on:’-;‘i +(_5 "[)?l' :Mi
l;az?,a('I,-Ig)Fr L. M (5.5%)
Lo (n-L)py - M

.si=ndo ﬁc el nomento d2 lasg fusrZaas exteriores reactivas y

cit-"é'—Coriolisp

Gusda de=termianada la posiciédn instantfnea de la terna princi--

pal de S, Y con ello vpor la hipbtesias de pqral»llsmo la. po-

L)
TN
-~

aiciébn 1n3t9nt<mwa de 06 ¥ por lo tanto la d=1l ejc d4=1 1ivil
be

resg*cto & %,, o

;-:;Otfba;ﬁfeotos.esgeciales

ducecidn del asistema de fuerzas agrodinémicasg

,b—..*a

a I

-

[

] "]t_—i

El Eopo,de movimianto eu?é caracterizado por las ecuncion=s

»

o L if - . ;
(4.§gﬂ‘y las (5.53) de fuler, Y¥n lds:de Tuler apnrAacs, oML
componente el aomncator [4 ﬁl momantb‘rrdﬂ todae las fuer-.

zaﬁ‘éérodlnﬁmlcas resﬁacto del baric»ntro 1nrtsnt{dco (c).

. »
Zvidént:mentﬁ 1la 1uerzasnerod1nénlc~s(d¢) Yy en consscunncie

(del 2cto de movimiento,/
eu monontoll s NO uapendnn del b&flO“ﬂﬁiO,»lﬂO/wuxld DXy

, o' A 7 l"‘ J‘ ¢ Ve .
D8 rénetrok de senmjanza dindmica del nisil, s evident.

/7

W
ta’ mbien que ¢l momento [T ents carecterisado por “eligxntr.

L} .\l
0 0

dqu”UnLClén,)lﬁddO wh Caﬂﬁ10¢}¢ 1ndﬁ)#niLFH+P d» £l, Si =1


TT.de

AU o o €,

L4

T
8 A W LA i g S ens ey -..;.,t*d' A S - B L IR
T

1
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centro d= reduccidn se traglada en Ftla‘cupla'varfa en F'AWNA, - t
R !

. . Wt : . ) - !
Expressdo elxeiapemasde fuerzias serodindmicas por sug oomponen— i
o o, T,  un contrd |
tmg [y Vi robxe- l& twrnu fija al cuerpo y con _un centro lr ol P g
P ' ( ) : 62) cons;‘*vnng
duccidn dado,sca 0, la t=orfa 01531ca 7 la actusal :
stoa componentes como funeciones liaraleg de los_pﬁrémctro gs1 E

—rara

movimiento,con coeficientas que,salvo factores,son los "cosficimn-.

tes aerodinﬁmicos"

—————— g

del gistema, Entoncss,si se pasa de un cenitis

de reduccifn C a otro Ot

: (3),

— — . s s
(?rzoo},oambiunvlosfcoeflclcntgsq

se;hgn dado férmulas ~para’ determinar el sistema de gcoslicien-

-tes para un.centro C' si sé ¥x conocen los ‘correspondientes a o-
. - A . . ﬂ.’;: - . ‘< o R -

tro -GI y en funcidn dc éston.—v @ahﬁggﬁﬁggfo.‘n L T

AR
ler (l.c ) us5 &7 au teorIa aerddlnﬁmic aowObcenxro de rsdudei-

——

i
l ]

‘*6n elﬁbarzeentro 9 eﬁntro de masa. del proyectll 10 qus- pﬁoduce en

'-,_ o .’,

,
ﬁ.-

- > e

617dbsarf0110~d6 Ta‘t%onfa\contradiocionei yﬁﬁificﬁltades (que 4Hies
nen au .origen en loas, fundamentos T .8mos,Ccono ‘se advmrtiG antes

b, Tn arfiien o Soaee 5 o

raduceibn - definido geometricamenic el "centrolda"que

S VAR daA s "V r—

La crftica d¢ Synge j Nielmeh*introduce un cantro 1=

(pags4.2)

"\.

g'ﬁvl G UM -
tra,2linins 1las parsdojas de la teorfa de.Foqlq;,- i

En ‘la dlcaa crItica,uvnne y Nielsen. concluyen én:que (pmra proytc-

“ P2}
> .

tiles): "3i ablo ae conaideran proyactiles con centro de wmas=a "auy!

apr5xih§“ al centroida ¢s ‘posible que las obgcocloncs taSrioas

oAl
. RS
- ¥

"sean de”péqueﬁa impbrtanaia nrictica",

""zte esu e%;ggoﬂéalistioo,u el c;ntro de reduccidn ,pi 23 el baricun- 4
AT0 thﬁﬁrm;gcce fi;o relativensate al oroy*ctilg Pero =#n nursg-~ i
tro caso del misil ocon C variable (relativoﬁ,sE'tiane un c<n.tro ?

- . ;

. -de reducciin C igstantéhgdo Entoncaa,dadoé”lop poeficientes |

pa ra una fcsdcién C (t) sc caloulan los corresnoniientea a otral

c (" t'fdt) con lag. f drmulas d' .McShane ,poniendo 09 ellns Te=cCC' =

“ [} ».’f‘» N B . -
i b R A P

..-r(t)'-_._ AT woET |

e SO
(2)
(3)

- 4_,_*‘ ~ . v,

Vovler Gallop,uoc< Qichmond [2]

Nielsen-Synge,[4] _
ﬂoShane,KeIleyﬁand'RSho,[SJ

i 4l t S I g —
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=ntonceg,ce coneluye an gues
Consilerando miwiles siaftricos <n que el corrimiento C€C J!' -1
centro ds mana C Ct) aea "peg_usfio” respecto del centroilds = 1

intervalo reactivo tp —~ to ye5 plausible admitir:

T\"‘

i Gt . e Grts s byt @Y 1) et s - —— - L R by dngm, y o ROy S VP AT S v Tt i P ‘-hv-'-',.~n L T

1

———

1*) Para tener en cuents ch.centro des reduccidn bericsntral

ariéblef C,(il.inhtdnfﬁnpo-eiwiplicdble el método ex-

-

@

s - UL SR J L —r 3k .
puestoycon CC'= I'(t) o~En “particular para TI(f)sC 0*(0: ceniroi
2% Tg vAlida ,la considsracibn de un ceantro de=. reduceifa C

fijo,%tonadlo como valor medio de lee -posicionzas 2l Hurif

centro €(t) en el intarvalo reactivo t -t (1)

—t 0 o et Oe~

vto,diﬂla,”nﬁrturbaciﬁn“ o) laa aistemas d» fuarzas viheriogy o

1 2N NLeTAOL
5 L !
“Llamarexnoa aquf "“»rturb5016n" a todo defecto #n las condicio- |
nes (hlnotétloas) consideradasg "normal»a"ﬂo' i
L . J !
La-3 -principales song ;
) : i
. . P * hd r » -
1° %1 empujée T no eolinerl con el eje (e) del misil (con |
lo qua ,aunpuento’ C (t) sobrs el ejz,w> pasa por C).
Dog efecton: o
a) componente de ¢ traneversal a €
. v
bt cupla trangversal a €
-Batos doa magnitudss,cuando courren,gorn variablans por 1
corrinisnte del dbaricantro, 1
2°) Distoneiér de las superficiss de =2ztatiliza cidan ;
aerodinfmica,. N
: . / i
5‘.{) ‘“-.'E-f;_e""oto d‘e};'- tafdg'af, ¥arnaluente eni=s efecto ¢33 menor 3
an oamparaulﬁh conslos anterlorea,ccmo puede shservarse
compnrande cof: éatoa( )IOg resultadou que ohtenvo mag 1
, i

adeslanteg

tg . v 4., ®,
T h ¥ - SN
Ao . ~e e pt .z ."\ .

(1)

(

>,

N

)

y SR ol e AP -y Py AR g S S0 WP G . - - o

p ——— " - . >

et
"
=

Resser,Newton y Grosas (l.c.(6] .),calculan con un C"valor ne-
~dio‘ain Juctlflcar el procediniento, 'y debido a lasg dificul-
tades que’ eompqrtarfan los .ciloulos en el oase drl C (t)in=-
tnntgncoo i

Boas*r,xrwtOﬂ,urosn (loCOrcél )

- W PG, A

‘
L’n‘o adT Y -
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EFECTO DEL  VIENTO

Te~Introducciédn, -

-

Se. deterninaréd aquf{ una solucién de las esouacionss
para el vector velocidad V (del centro de reducciédn),conszide-
rando la perturbscién producids por el viento.,~ Es de especisl

interéds calcular V &l fin de la trayectoria activa,pucs eate

-

V forma parte de las condiciones iniciales de la trayectoria

(1) ..

sinplificaciones justificadas por los valores

libre posterior

Se harén ciertas.
.

relativos de las magnitudes que intérvienen,gue permitan obte-
“ner una descripcién simple'y a la vez genera 1 del movimiento.

Las ecusciones del movimisnto en 3su generalidad mé&xima,inclu-

yYendo el gistemns completo gg fuerzasg aerodindnicas,fusrzas de

Coriolis,densidad y temperatura va riablag,corrimiento del c¢=n

tro de gravedad,dependencia del centro de reduccidn,exgontrici-~

.0 - : . x .
dad del empuje, ¥y en gzeneral perturbaciones del sistema ds fuer-

e

zas exterioresy,son de insuperable complicacién ‘para ser trzita-
deas &imilté neamente; pobryﬂodo por la natural interdepsndencia

de casl todas ellas. Se apoya en la base miema de la teorfe

-

la necesidad de la 3 hipbdtezis ususles:en general en la cone-

xién entre el sistemds de fuerzas aerodinémicas y o1 movimianto;

conaxién que no puede deducirse l6gicamente en forma completa,

“

-~ —

(1) Esta solucién contribuys a establecsr normas de diasefio que
tengan en cuenta ponderativamente los diversos efectos per -
turbantes, A
El caso del viento lateral tiene importancia,en la prfctica
pa ra los rnisiles a cohete del tipo tierra —tierra, aire-—gi-

<  :re y aire-tierra,no:-teledirigidos ni con trayector & Pprogra-

ma’de."o .:"’ ‘f‘t o~ s "‘- "';':ﬁ"- ‘~; o~
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8.- Forrulacidn eproximada de las acuanclonss ds movinisnto.-

i

-.2 7.

\
L]

e s —— " p—

——t

Se hacen las eijuirntes hipStesis que parmiten calcularc'apro-

ximadamente' 21 aofecito 121 vi=anto:

1) E1 bariceniro C se consilera fijo en R y €u uan poxic.dén

media; Se adopts agquf € como cantro ds reduceibdn peocn los

L4

ecuaciones del zmovimieato ¥ »nara el momeanto dal aictemg.da

el oot o B S P s s e -u-.:—w-—-———mu

fuerzas asrodindmicas,
2) 21 tensor de inercia I es un teawor de valores m=lino
Pq

y por ¢llo independiente del tiempo t .

: ] ? G » - .
3) *n =1 qlsunma( ) ds fuerzaz agerodinfmicns, 2e cousid-oen

}

o :
nulos: Lo 43)
a) Fuerzasz y momentos"de Magnug"itodrn asacellsnt’’
fuerzas y momnenton que se anvlan caandd (1)?3 0, (e

. sk muy progedio) ;

» considers  que P;J MUY PDrRoAsiio ) .- 1

V) Tuerza Ltransversal debhida s 1a rotacida breanvir-
sal (25 pegueila frente & 1la rusrzs transversal
debide a v=locidad transversal)

1 vistemn de fuerzas de Coiriolin se considera nulo Treal

b=

lss fusrzas transversaleg aerodinénicas,
5) Homento amortiguants de Coriolir,se cousiders nuls fr-ai 1

transveranl debido a W (pag.17)

5) sisrndo g&G,se "u=para" el efecto de gravedadypor lo gur o uf

haremos gs 0,

7) e hace una hipSitesis genewal de la balfsticas ¢l versor axial

A1 rnigil se canbtisne auy prdédximo z la tang-at: a lz itz -

i
.yschoria. Por(2)s Q%O J(t)‘Z;;(t}ﬁ“ pnnone G(t)gTﬁ#ﬂm: %ﬁ
8) Siend»n noraaiuoate 15< == ge consil=rn: AKB .\*\\\\\ m(t)

2
1 salta asi; pox (1.?2),1__gcaa016n i nevimiainvo:
B L) 4 Git) + () ]
g P20 +Glt) + 03 (1)
401l Doricesntro C [fijo »n R 1xesi=cto a@Zy poc(l.21 b):

-

o e b e —— - g e Bt c— - o - - § Ty — b b Bt e Y it s i e . W ¢ s W el | e e e ATam T S e e Gt STiar e

(2) Consiieraass aquf =1l wiano e Ti-lgen y Sy [B.4 ] !
(2) Zevds 2fectos 1lwua dos de damus songl)dosraz transy rial |

de YMasnue deoida a velocidad $ranav:rial, 2) Furraa tranav,
le Uarnua debidie o la rotacibn 3)Cula treasved e Hio
as la veloc.tranave , 4)0upla trinsv oie Modebile & @

5). omento reductor W isdbido 4 G)p.

.t e e m e a  ———— - —
AT W ¢ b BT S i 4 B e e g S et P TS S o - -
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g ‘g Mo aa it aane L o

G,m(t) su componente eegdn X,que- 2. =k, PA2V2S  con 5= Cﬁ "')j+({-.'1{}k(5)

xial E de las toberas con saecciones de salida . simétrlcamente

_sony como es sabido. ’ /"'h'== ‘k,n_" (i, h=1.23)

e e - M -
-28- F

éitfll () + fo(®) + 9O (2)

ecuacidn del movimiento alredador de C

El vector posicién de C es P=P+P suma del vector
Py que tiene la direccidn constante de Go vy del vector T» or-
togonal a Pl. vl i v |
Se elije'una"terna terrestre derecha %;, con origen |
en la boca de la gufa de lanzamiento, con su eje X de versor {
en la direccidn de. tiré que es'la de' Go, y su eje Y en el plano
verticallgy orientado hacia arribva; y otra @;derecha, de centro
en P y versores i, j, k constantes Yy congruentes por }& traslacidp

con los,de Zf
aiendo el cohete un cuerpo de revolucidn, el versor

director & de su eje de simetria swede definels pdr los dngulos
“F-A,F-7) directores: respecto a €, ; como es sabido,a’,,a 7 serdn
pequefios ¥y serd suficiente en’ aproximacidn de primer orden su-

ponex: é’a c+/3j + T4 (3)
lvego ‘G(t)=G, ([*/4,/ + 3‘&) Jas,areccanclo /3 y F? 7ueo(8
G(t) G,
Andloganente  « V- p‘ ’ B'= -VH o'j + wk, (4)

N degpreciando v' y w? freute a \}2, es V2 '\_(!" =G, T

—|supueste [k §

Siendo por definlcién 'Cfnormai a V,.Ef'contenido en el plano de.;iq
nido por: V y e, resulta, suprimiende ‘por despreciable frentg a

la oupla ae‘rodinémicawas Mo - %SAe I(Hds.FVz[j[T ¥) - k(/3 .;/{2/ () |

. ._;._'_(

despréaiaﬁdo los productos ﬁ(f 59 JTF-

y la reactiva £ serd aqui la- debida a una igual inclinacidn a-

distribuldas ;especto al e; con lO que 1-6. eTGr'-fG(lf/ﬂj*J’U 16¢e (7)

sl Be considera nula la aventual excentr101dad del -empuje T res-

pecto a G.
| ; Las componantes del momente cinéticel'respecto a C-

|

luego por -ser J2=w+ , y el cohete" simétrico, resulta I’=,4w,+8w
) El vector rotacidn propisa aLrededor de. e serd tam-
vién o @ W (P47 HE) (8

y el vector rotaciénalde~eﬁ alrededor del polo C ses

."'r"r
-t

G542 -J01hi (9

’
P, > & > e v B (Gl B2 B ¢ TP Py .\ s D - ream—a —
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Luego ; F,Aw’i'-t[;AwHe.-Ba"]j"+[Awf6'+B/3']£ (t0)

Resulta asf por (1)(3)(4)(5),(2),(6),(7),(8),(9)(10)

fv860+% ) @)
; 2
| i o S (8- )4 oy v

. %
,p Ve GRS (r M s @y
| ﬁc.Z) K® -% (d)

P A +. ) . 2 . ﬁ . d4‘fV-

| ﬂ"%“’f’t‘gz"'ﬂﬂ%ﬂ(ﬁ‘?}* B " 'H—B_'ﬁ. ¢!

(B oo -tk () - 2205 )

cuya aplucidn relativa a las condieiones iniciaies Vo,Vo.WG,ﬁ,Ji,i
‘&un,wh,oaractar;zagé el acto de moviniento del misil dado |
~por: V(t),v(t), w(t) , B®, ¥(t) ) ¥ ‘gainbie'n,port sers
B G#l y Bl ve)dts ) wie)dt, i

i la posicién P = Py # P2 del bvaricentro C y la A(t) ,J(t) de su ejeg
3

de gimetr{a @ alrededor del cual habrd girado sl dngulo
: t
| V)= w@dt .

No siendo el cohete estabilizado giroscdpicemente |

sino por aletas, corresponde ugualetwalor:mdximo de W(tp) DwWo{t)y |

_ \S : -~ v " P ) - 1

por &Ugﬂv-e_b_ de fo'fiuy pequefioy s;'uficiente para gsimetrizar” alrededor
 de i la trayectoria de tipo nelicoidal que realizard Q. '

: Ademds es geue,ralmente A<€B, y por ello puede reen~

f

| plazarse (e) y (f) por las ) , [ 0(4' Y }
| - bnb VP (p-g) + F -Ku9SV4 €D
; | e eV (5 ) 2K BITF ()

que. valen aproximadamente. - ‘ ° ° )

vy . . ] ! !

{ El sistema (a),(b),(c),(da),{e),(f) es sepirado y |
i

agquivale a tres sistemas independientes jue pueden extraerse de
€l y que caracterizardn las proyecciones del movimiento sobre L
cada plano de G;.

sww i
Lts 4

1

O. CALCULO DEL MOVINIZNTO: E1 movimiento plano sobre Ty se calcula
con el sistema (@) (c) y(f) coincidente con el(a)(b) (¢') correspon-
diente a T al cambiar ¥ porf.

Reducido asi el problema al cdlculo de un movimiente
plano, consideremos la distribucidén simple,denominada "homogensal)
para la velocidad del viento dada por W:ﬁ+bp=cfe.,
siendo /’Z:cfa.,A'F:c{e.,

con L , i
QUEkpara el vieutn lateral,

éw&jpara viento ascendante

zl=l

- o | /4
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Pasando a coordenadas polares y haciendo:’

en (f),3=~§ (6 P=-$en(e')); para conservar el gentido- dextréglro
posxtivo sobmv§¢axpr¢san:las (a) y(c) (o las (a) y() Jen forma-
»ia-equivalente, quedando para T, o 1EJ

V=6 @
V6 = G(4> e)+5..d__a¥_(4’ 9- M) (12)- (b) |
§+ 2k b8 (4-0-Y) - Kud“?w )

1

ya que la reduccidn UV"- e 6l ‘dngulo. de ataque
X= $-6 realizada por el viento relativoVgquivale a intrcducir las |
varturbaciones -KLdzng y +Knd3fWV 2n (12b) y(lZC) respecti-
vanriute .-

A este esquena simple de la distribucidn de\viento corresponderdn |
en la solucidn B{(t) del (12) las desviaciones angulares

94)"-“) y G,L(t) del vector velocidad ¥ r93ﬁecto 8L eje X, llama-
das di: spersién y desviacién por viento W' ; lateral si 1J W,k
"ascendente ai W- WyJ~ . «= BZs de interés fundamentsl el valor
de las desviaciones al fin-de la propulsién, ya que caracterizan
una de laa condliciones iniciales de la trayeotoria poaterlor. ‘

v”". w’ iy “"-—-—

Para un.cuerpo esbelto agudo con cola crucierma de
nly pequefio amargamlento puede admitirse segin el énélislé y las |
experlencias‘sf que:Ky, ¥y Ky son independlentes del nimero de |
Mach; también en el, intervalo traneénlco, lo . -quet facilita el cdl-
culo del movimiento' e

Toda solucién particular de este qistema relativa a
las condicionee iniciales V(t.):V ,0(t.)=2, $it.)=0 , “$(t.)=0

especifica como funeidn del tiempo t+ la proyeccidh del movimiento}

sobre el plano T, definido por Wy el eje X, de un tohete que se
ha,acelersdo en la guia durante un intérvalo [o,td saliendo ali-:
neado con velocidad V(t) V.l y momento cinético de componentes

nulaq segun 3 y ildatrqyesandg una. regién der;ento constante

B T s T TS, 2

iﬁ*brtogonal a X.nig‘ g

SN

'4'

.14,

Prose et e s “’"“"51*+11 3NTT ("L.: N OBEEY giafrs‘“&*cp-a - T

rsoulta : e Gi'l' ldz.?y &_ ) (Ga.!. - )_V....Kt d;‘jw
e=(e°+x,.d25v)[§\'(-u]+ 2K d'9y8 (13)

~

2mast AR sl

Ssustitvyendo la (13) y 1d (I2,1) on ia (1200) 85 tloiu
e bk (86 aveo+md2w + Kl.dz,gsv)+ 5=
V 2
! Kndiv’S ﬁ&df’tl(w m&d‘ (s+e) =

- M2V KMJ33VW KJd‘V[5+(G +_Lcl"’rvz)5 d"fw |
B B

.ELT:Jdu por la (12 a) V=G, V/z) GV= G,d ( (15)
' 2
R A T Yo (‘65)

A 4 —— s i —— e

(14)

, es V%= 2G, (s+s)(l6)

AR A A W P a BN N D O s St 0 - e -

i A B S S (A e e P AR WY At Bt =S R e v R

A TJ...,- -l.-q-L Alony Sy - ’— Ny - o -

-

1}
I ﬂ T A o R W R R IR e e fac '"t" ‘ % ‘-. il " W“‘ “lq
e PL - T o - £ . RS S S el bV A2 R} X "t__.:.v iy A3 Gl
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donde F es el largoe de la gufa 9 rampa de lanzaniento y Pe &8

el largs de glfn oquivalente ala vclocidqd'VA del avidn,
P&ara S=0 [ V02= Z,GOPO vp- %+VA 02'22% (’17)

..r :

[ |
Si se. introducF el canbie de variagbtle t=t(s)=

.Yy se designa _a_LS,) X (s) dz&z"'ﬁ &“(3)

te

re%;q‘fltn -d Vd [l8] )'aft'z g—z (g_)gg (49)

y por (15/)} (16) (18) (19) 1la (14) sme recuce a:

w64, 53*
848 (e b 6 S (s ey e
S+S 2(51S.) 4(5+s,) (s7s.) ]/6 (5+5.)

siendo i, P2 Ky pd* _ A pd3 20

e éf:T ) & 5 0 6 ¥ )
(que se consideran valores medios constantes en z‘o<l‘<l',,) (21) .
Haciendo S48, = Xl queda: gog w[éff{iﬁ;éi
N 8'_. g-}é +8°(&! -rng = > —
oA i

La parte homogcnea es.de’ la forma

z)’”—f(«? +.é_f.j)' +{d +5 + C'°}=

del tip> de Fuchs regular en el punto singular regular X, =0,

que es un p2lo de los coeficientes. .

La "ccuaciﬁn careate_rfstica 5 r +(b c?)l‘-\‘-C =0 tiene
rafces l"’=-~-!" que difioren en um entero

La ecuacidn es dol primer tipo de luchs en X; =0 y las sdlu-

ciones fundamentales corresponden g r,:‘-é!-;siendo de la forma:

.}’j(X‘) ﬁfr(i (j: 1,2)

con ( X,) regulares en X-—O

-vx, |

‘ﬁ(x,) _VL_L

| \f (x) - M cos A,
1/__

!

Las soluciones fund amentales son:

habed g o 2o T e ]

siendo)’yknumoros reales a determinar.

La solucidn general de la ecuacisn homsgenea es:

[ v
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§(x) =c8,(r)+cabalx) = [ X2

K vXSQn)xX)w‘-C [)( eVX. S/\x}(g )

Fijemoss la soluciém funiamental 84( :),lo que equivale a deter-

minar Y yl.i‘ Reemplazando X3 (x) en la ecuacidén diferencial

. -3 -4 -4
resulta: V23X 2cosd X, +2vA X, 2 sen )\X.-/\ZX ZcosA X, -
-d . | ~L
V& X FeosAX, - AE X, zsean,-ué XZcosdd, -

“EAX ZsendX + & X teos X, 1
A 'z‘ff)’ cos,{,}’ o

(23)
Elimirando lés dos términog en S¢en /U'I cer una adecuada

eleceidn de \) la eecuacidn anterior puede resolverse para _/L

Queda: =6 . & (24)
2 2
- : : 2
La ecuaecisdn (22’2) queda A**/é “[é _ é]
z Z (25)
~La consgtante gs- ”de es positiva para un misil estatiea-
meate estable, Observardo A, se vé que para los di-

geflos mormales,que soa los estdticamente estables y tales que
: &1 - Z]‘?

))({A ) se cump[e. >>[ 4 2 (25)
como exige lal condiciém de ser /1 real.
Para un misll' eon estabilidad estftica indiferenmte o
irestable 1la solucidn & (Xi),haciéndose A imaginrario,
deja de existir.- .
) ’ - ‘VX A
La misma discusidén para d‘(/Y:) X; sSern X’
Calcularemos una .solueida partieular &p (X) de 1la ecuncidn
1nhomogénél a2 fin de expresar luego la general.

Aplicando el método de variaeidm de las comstantes

%. 53(::.) [+ ]S, ()4 +C, (1)} &, (X) - 5(1.}+5/X/
resulta f(x,) C(X,)f()’j?‘q (f)é\ (%)

ealcul srdo=me

C’() /d. tﬂx' X, ;C(X) /3‘! (Xz\?a,’r' /J{(U"")/%

resulta {
é\(% —7“ EFVE
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siendo z? .452_4L_1§é__ por (17) y (18) que :
A)=
J'(//-/}'— 27)

que es solucidm partiecular pues verifisca la ecuacidn.-

inmhomogénea,

JLuese ‘{?(Xb)=-7%ér {g.f ’CE_Zrc;

.-Determinemos las eonstamtes Cy ,C

send X +¢, cosAx]
(28)

o mediante los valores

Z..:*ilicialea de 6(3 f-S) 9(6'.,'/'3) f(st) f{gf?a la salida de

la gufa,en que ‘a vale eere.
Las céndiciones iniciales son:
$(5)=4,=0 a)
Para s=0 95’(3.)=330'= O Yb) (29).
g(s.)-6,=0 o)
8(3,): 5_,:0 a)

De las (12 b) y (16)

) { MKL:S,?V(S V)z %hgm&-éw

Resulta as{ que 9(3,)-- - g,.ﬂ/_ = - g/._“L_.

Com (28) y su derivada.y con las condiciones 1nicialos (29 d)
1
y(Sl) ,Tesulta un afstcma de ecuaciomes limeales:
N - VSe

C,IMASQ-}C}COS:l:o = “Wﬁag?

C,[V:m/lf.-i’S, send S, +4 Cosho]'fcz'[-b’caslf.& =3, w:):o -/ Jeﬂ/{So/

=;%%T(’('*%E;} JJB

euya solucion es el par de comstantes buscadas:

3So
C': :{%o{(é-v) cos As,+hsenkso} (33)

(32)
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) s
Q(S.+Sr) zv{Cf r V(5P )(s so) sen l(s+s,)ds+Cf

y reco2lvidndolo ce las expresa en furncidn de las l QI(SP)

2--AT_—{ é V)sen AS, + Acos As, } (34)

Parg ealeular 6 (X) _ ¢ Resulta por las (30) y por.scr V-"-ZGX|

O (x)= [z & |8 - é-,-‘}-"[‘z"z“f’]g“égﬂ,

por 1n (28) se tiene:
¢

(x)[[' 16 ]S

Interesn calcular el dnguld de desviacidn 8(5)al final d» 11 tra

-¥
C, sen X 4G co.r/\X] + X ) (35)

2,/2G,

yectorin activa,en S= Sr : |
1 Sot3

,
9(s,+sf)-9(s,)=£ 9'()(,)a’)(,=[ §'(s.18) ds

siando la variqble =(S+’S ), ¥ comd G(S.):
-Jr
(5+s.) CoS/\(s+S)J’3+

..V(s+S.

(]

o U
- -y
{C _/ 75" s°+5)(5 +5) * “sen /\(S+5)JS+C2 -‘)(S#S)(S $3) zcosl(ﬁso) ds}_

Llamemos en (36) 26[{501-8 ](36)
-—V ) ) "‘/
I(Sf) J (S+S(J+S.)Zsen7t(so-l~s)ds J)
\}
P v(S.+S) Y
I (Sf) f (545) cosA(s.4S5)ds b)

37)

P I(S8) -y
fo € (stS) cosA(s,48)ds d)

Se calculan por parte I,(SP) e I4$P), oonsiderandos en 17

V(S5 ~3% . .
f£5rmula juduzuu-fvdu que es u= e( )(S+ S) ; se obticne /

un sietema ds dos ecunciones lineales con dos incdznitas, Is 14 ;
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La (36)

.9($,+3p)=29{C114 +C; Iz} + '24‘ {C. Istc 14} ‘{%[ 4545: ;/%:]

queda :

e w T b g Mempeny-dic

-V(S +Sf)
6(8:4Sp)== 24 ¢, sen A(so+sp) #Cacos A(S, +St’)}+ L0, )+ L ()¢ 4,1(')

-%6 [Wf;f;& ) —}/%—o—-.]

que o8 12 solucidn, 'Luegd le daremds forma miAs convenientes (41)

PP G s VB Ry TSP G A ATy b—-‘ b W, AV Y §

CALCULQ DE L.S INTEGR.IES DEFINID.S I4 E I

S _v(s.t9) }

A) I‘(S)___Jo Q seni\:?-s.)cfs i

2
haciendo el cnmbis de varinble (S+S,) = _%_ , ¥ llamnndo, co-

m> se harf -en 1o sucesivo, :-% ,queda :

fm;) :

sen uédu

OR

Y, analogamente :
A(stS.)

RICE 2
L(s)= Jos)\(s\ts. s = 2| ¢ eosu*du
N f s .

."!"" . o AS.
.J
Entonces,las funciones de (S,+S) definidas por las integrn

R L

les I‘ ) 12 , quedan expresndas en la forua :

2 Xo e
I,(s) = 3 [fa(QWCosuzdu-j e cosuzo(u] .
s ’ (1)
X vu" Yo gu2 2
sen Ut du —f @ sendU du

-0

e L XY

L&) Al e

donds 1los limite de integracidn son lns variables (s ﬂ(s.+s)

C O I SR i N 1V N

°(°= A-So . Las 1ntegr~les sumandos, funciones de X ( )y de Vv

AR A LA ] A S R T A . Mup 0w o BA, TP 2 Ane !t e, LR IR ES L LN oo

Y.
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las indicaremdos : X, o vt
e NU) / e cosu 2du
(I1)
(cx.v') =/ e"" “senu’du ;
o

édstns se reducen,para U=0 ,a las funciones de Fresnel

C"(o(,o) = C() - ,[%% cos u?du
of (x.0) =S (i ='°/“.q° senu?du

donde el 1rgmncnto°((d)cs parn nuestro cAasd funcidn de §, (S.).

Haciendo un cambio de varinbles Us f/-—- , (p~= (1/—)

C(q) ]/_/ Cos7r 20/}0 }/—ﬁC(O\’/-)

ST/ cenTidp [ES(a)E)

gue usnremds par~n cale:lar las (1I1).-

Para ello,formemos primerd con las C("’"’)}(’f("‘v"} un néme-

2
Z Co“alf)ﬂcf(qv)/Wca:u’a’uu./ Wsenu dy
. « 2
:/“euuzecu C/U :_/ evu #eu du

(] 0

ro eomplejo

»

donde las partes-real e imaginaria quedarén detarminndas cal-
vulsiy?
culandd? 1la integral decé ,funcidn del extromo 42X y de

V,definida sotre 11 varinble re2l u . Para determinar su for
ma pasemdos 31 campd complejo,definiends un ndmerd> complejo /
con las dos variables reales W , v.- . _ . -
Se?1 el numerd? complejos v+i =feL?=m e?x eu{’m v&ly ")
\P = arc tg 1 ;;,'.Tz-c- v (a mends de tériinos de 3¢ orden
en v). Seprremds el cowplejo (vul+ 1u?) en el producto (v + i)u.

Definamoe una nuevk varianble de integracidn, ahora com -

( )Ld!uvondrroos siempre en 1lo sucesivo, lo que es admisible para
todo el cdlculo y la teorfa,ya queu’-./x;{ Yz ) +(Cfr.pp.32 ),-
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Par': un "P dodoe esta variidble Z §6 WLOVEera sobre el segumen-
to (z’ - 0), siendo |Z2°) = U =&,s1 es 0<Lu< & 6l intervalos de
1.2 intogral sobre la vr~riablo real U . ‘f/z. os el dofinido por

\P;— arc tg 1/1,— . Es ,entonces : . )
/ o= ue‘?/z ‘P 34
| (rai)a? G
'.‘/ e du a/ e ._d_.'zlf -
o ¢
’ 2/ PPL €
-t )2 e
= e e’ dz
o \*

Siendo osta funcidn,lo miswmdo qus el inte-

grands,regular - en tosds punty del planos Z a distancia finita,

puedc ser calculada gobre cualquier arco ds integracidn con-

prendids entre ¢l origen O y el punto
(Ve
=Xe

variande U entre O y X .- Integraremss sdvre =21 cawins /

| ™ > @, o ’I-I\I P
(0 2°72°) : sspments 02774 7y ,con 272" arco de circuls cor

centr® en O0). Comd v<£], i’b’%y el prunto 2 estf muy prs

L1 2
ximo al 27" = X€ .- La integrnl se escribe entosnces
-i¥s y 37
2 -L 15 ~t /2
Z =6 et dz = / t e
. — ~ >
ozl ozll zllzl
¢t - W/
Sobre ol segments> 0Z” : Z =fe = u et A , (0<u & ).,{

; L. c"\ ? 'n’
8obre el arcd de cfrculo 272 : 7 =& @ (E<6<7) J-

Z: e W/ e a/u+ w(/rr 8‘90’6]

V4
Si se hace u = pﬁﬁ pnla primero integr-l es :

r “ 217
> CoS — Q t 2 = )3
f P (Fresnel, de argument> uﬂ; X2 );

. _[ 3 JU"‘/—[C(N{T—T +i (e ) |
donde C )[—)S Hsan las funciones de Fresnel de argu-
pient o P ,_o({;:— .

AN
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N
Coms ;a&l‘: y el arc2? 2.° es peque

La gegunda integral : %

fle,es igual a :

=2 > °;. L) o {
2 Z i6 { J+L)X
d9= e e( (g-%)%-%e e

T .

habigndose tenids> en cuenta que -\éeﬁ-g--—zv-— (P = arc tg 1/v~z-v').

Reuniende ambos rosultndss,zgktx,1f) vale :

Z=EB T [ C(afF o0 S(ayfE)]- 452 e("qu;

(%) : ~
~l - 1(%[ “%)ful-}-i% ,(a oe-

y queda,por Ultime :

donde pusde poOnerse &

nee de teérminos de =egundo srden) ;

Z(U.U)"/qGWZHU CD(Q’:V)-f-L(S’(O( v)
ﬁ(4+Lv)[ C(O(/— + LS((,‘,‘/")] L"”’ (r+i)u*

De donde,descomponiendo las partes reidl e imag1nariafgg 8b-

tienen las (II)

Clnn)« [ “eos utdaF[ Clefz)- £ STaF )] 47 & “sene®
J(q;v) =~[ & sen uzduc 2 [\S("‘ gc[“/;]“%qemzcc?socz

Reoﬁblazando en las I

«-#Aﬁ+9 «a/—- .

[6)= l/..[fe “Cosudu /e cosu a’t_l/
]/—[C(«f) Cloef3)- % (SCyZ)-Slecyf2) [+57e” s e o

(39)

< V] (o8- COm RS S S ena e sen,

donde en lac integrales J y 4

2 |
7 sen x = X =A-(8°+ S), xS 0(3= AS .-

2
, 8e ha puesto W = x ;

Andlsgamente :
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)

Estas integrales I(S), I(S), particularizadas pnrn.s;:é%
(6 2a %) las indicoremos siuplemente Ii, 1o y reenplazadae
en (37) permiten cnalculur G(SP , (9 bien G(xF) en 1n [41) ), /

pora1 el extremd S°+'SP de 1a tr~yectoris activa .-

Digcusidn de 1ls solucidn .-

N P

Ve 1a (28) resulta que 6( ac una funcidn pariddics s 1

LR e S LY

coordcnada X; ;ess8 perisdo se densminads "longitud de snda en |

cnbeced" ; viZle * 21T

=20

Por 12 definicidn de A,,(ZS), resulta qus para 12s miziled

"normtles, on que se satisface 1la desigunldad fuarte (26, as

e 2 zrr]/ B
7?3 Ky 9d

aproximaduents igual a la longitud caracterf{stica(del wovimi-

snto, gsegldr. 1a f4rmula usual,[.G ], corraspondiznta 2l estudis /

s A W s W ¥ @+ § 2 S vy prgg” b AP A wy.-—am.—“‘

A—

del wovimients despreciands sustentacidn v ansrtigairients acrs

dinfmice. Consideraemdos 13 nueva variible ( de diwmensidn czro

2(t)= 2M A (t) . 2m[st)+s.]
r* ™
para ¢l tiewp> de propulsiidn t? corrosponds

%(tp) = o, = 2 (S;;,gd |

Y por esjo xf"-'k(so*'sf) ) x’o= A'so

“we

o e e e

Por otra parte, definamos a4l parauetrs b ﬁoi.]} A
vﬁo
Saca&nds f2ctorec comunss en (37), esta queda expres~xia eoa {un-

cidn de 12 variable <« :

e — el e mierw e AR e MG e et
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“"" (x xo)

9(%},): W;/b;/ e [C Sen %, +C cosxf] 7]; (]7:)_‘_ C,'-—1/A_Cz']+

+[(f ’/_C)"[//‘ ﬁ]] -

giends l1los coeficientes é’ }
~ - Cos X, + Sen %o
C: 3 7 0 +

/——2—[ (_é_’ii) Sen x, + Cos xo]

const ~ntes de dimengidn cars carnctarizadas por : é;,é;,é;,Ci,

(42)

que =2 las cpracteristicas mecdnicas y aerodinimicas furndauen
t2les del misil,-

La (41, pusds expresirse abrevi~damente en 1la forumn

)W)/_]f(x,, Vf) W;/—/%(%o,%,, ,,A)V%[ﬁ__

Siend? Q , congideremcs ¢l caso Y = 0. Parn to-
do misil es 1{,_> 0 , h>0 , @s¥ho es: {,-\() , é>0 ; par lo /

cunl 1a condieidn V O ixdlica é? =0 éi = 0 .- 5n este
/ 4 7/
caso el parfuaetro ]/ se reduce al ;/b = _fL y

y 1a solucidn ( 41) se reduc{e ala : 76.

6= wYb H[%. 2. &, Wf{ﬁ(%,x,f)-f/_[/; /—f]
(43

con : (g, %y) = scnx{(sveﬂg ‘;"fr) [(F)
N -
1 2“[8(1@&).‘5( %P)]} LBt

coincideonte con 12 yn osbtenida en una Notn nnterisr, solucidn

que e&s un cidsd? particulsar de (41),el correspondiente a la au -
ssncia de awsrtigudnmients aersdindumico y fuerza de sustentaea

cidn dqui considerandoes , -
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Comparaeién de los momentos amortiguantes

Teniendo ?‘ la direecién de 1la conponente axial(%del veetor velo-

eidad ansular.fl,el momento de CorlolisrLs un vector transversal
al misil,
J

Estimaremos aqui el momento de Coriolis MC frente al momento a-
mortiguante a erodinédmieo Hc suponiendo por aimplicida d un mo-

vimiento plano de veloeidad de rotacidnialrededor del eje ecua-
torial ba rieentral,

C onsideremos el misil deseripto en pag.20.
Siendo H:-KH gd4V§=CH(§ y ol goeficiente eorrespondiente en
este ¢a30 es KH.‘E’ 40 . -Siendo kx (%) el radioL de giro ecuatorial
instantdneo el momento de inereia -_eészB(tFﬂ'J(t)kz(t),é(t): rh!f+m-2‘}é
Segin la (2.43): Mo m§( 2 dB) m@(&-mh‘-mzﬁ)z rh§?(r:(~e)- kzce))=6°§
. despreciando k(t).
Sea k(o)=+0970}n, :Jd=1.00n , a(o)= -2,86 kgm%seg

o ~ 2\ . .
resulta as{ C:J=-2.86(l'0.7)&1740 kgmaeg an MJ-—-CJ-c}

Si =21 misil sale de una gufa de 4 m de longitud,la abandona con

velocidad V (B) =20 4 =2, 57oo4= 55 m/s

Cp= Ky g a*. v=-40.1.0,20%.555 ~0.44 kguasg.
8
En este 8a30 pues el monento amordiguante de las fuerzas de Corio-

lis es propenderante, por la gufa relativamente pmquefia y el va-

lor grande de n(t) eorrespondiente a un tiempo de prepulsién b=

1, 19 ‘3°g° Al mismo mnisil lanzado desde un avién eon veloeidad

VAa 280 73 Yy guia de longitud p=1lm corresponde una velceidad

absolut\% V= 280+Y2.370s13 250 n/s
' A ;JH:1-4O ¥ .0, 204 125Q"=s 2 Kgnsqg.
. - & PN

En est ;Bso el” ;mortlguamiento aerodinémico inlclal €3 mayoD

{ amoriliguanlento acerodinaaleo .iniclad <3

'de Corioliq Yy para lag mitad de trayectoria aetiya eoOn
300 55 ‘o88Zo. €n qut V=220+4 370,0., 55 425 n/s es §uparsénica

<, .
PR |
‘~ > :

que el

puede estlmars¢‘qﬂfﬁ -40 oé 006 20 425 7,7 kg§.seg.-netanente
mayor gque el dp .Coriolis (5.5 veees) R

En el easoc de yn misil destinado a aleanzar una ‘gren’ alturaééa-
sos del misil de -dondec y del antiadreo ) el tiempo de propdl-
s16n’ res nmuehg mayor -y el momento de Coriolis” muel~ nm2nour que
el aerodlnémx@o en, gaasi toda la trayestorid.-Considermuos el mi-
sil supersénieo 1llhmadv "Wasserfall”(12) que puele aleanz=n una
altura de 1§ km y wna veloeidad fimal de 750 n/s,Sus datos son:
Largo :7. Swmg diame$r0t0,90 m, empuje:8000 kg,peso inleial: 3500Kg
tiempo deipropulaioﬂ 45 sego, T, :3,58 aproX., X: 2.8® aprox.
su velosidad de aseensgses prox Svo(t) 1 25 t gP=l$OOl§ ma 4,5
Biendo Wa ¢’ Q{ZO 0. kgnaego) , Y estimando K £30 resulta que
para t=1 sgg. es Q{-‘:C’ para vV =100 m/s Ix.ieauliua. 3

CH= 300» 200=c? .-
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10.- __dgnclus_i ones .~

1) T.‘('}':impnranc‘io la (43) con 1la (41) ,se vé que el términe /
Q;‘{:‘ #]nparcco an ambas. El equivalente de H de (43),en (41)
s %k ,que contiene ol factor exponencial e%(x'/’ - %o) “
de "amértiguamiento” nbbr? la trayectoria (andloge al del é?—
gule de Rtague ) (28). Siende 3= .Q{L_z yresulta que la sustoh-
i taci‘n }tione un efectse amortiguapto anflesge al. que carrcg‘_p;_r_z.

de a ‘6/ 3(\ en general dol misme ordon de magnitud .

2) Ctnstt\derando lu ‘41) ¥y 1’ r.prosentaciﬂn grifioa fle la /
‘funcidn K (xq,x) ¥ por

/ \
rosulta‘fi ?

 gEE

\ a-') La -dispexjsiﬁn y la desviacidn sen orecientes csn

o STTTA

la longitudireducida x de la trayectoria activa .
.

t
“

b) La dispersién y la desviacién son directamente
proporcionalos a 12 veleeidad Ap de la r4 faga, a la

velocidad JL del viente permansnte, y a

ml;l

1

3) En el cnse de lanzamionto desde un aviém cen velscidad V,

Vp= Vo1V, ,la"lengitud ofoctiva" de gufa para el cohete es

Ve Ve
S,= STV

asf,'fl:'\a desvincién y digpersién por viente resultan generalmen
4y |
te mpy pequefins.-

»
[
A
i
£

d /_/,f < F
P o / _"(".! * "£;
Hollfapte,
,...\.'.-""""_" a )
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TABLA DE LA FUNCION C"(or,vQ/ e COS u 0’

0,§705

-0,01 | -0,02 ~0,03 | -0,03 { ~0,05 g
| ?,
0, . 0, 0 0. 0, :
; 1755, 0,1754  0,1754  0,1754 0Q,1754 Q,1754 |
0,4 0,3964 0,391 0,355  0,3238 0,3955 ©,3953 |
i 0,6 | 0,5926 0,5925 0,5911 0,5705 0,5896 0,5871 :
. 0,8 . 0,7685 0,7675 0,7653 0,764Q 0,7625 0,7510 %
'%*1. 0,9046 0,90%7 0,899f 0,8969 0,8944 0,892 §
jole2s 9775 0,9742  0,97T11  0,9678 0,9650 0,9636. :
'{f1,4 ! 0,9502 0,9472  0,9445 0,9422 039400 0,935l |
{ 1,6 1 o0,8255 u,8253 0,8254 0,8259 0,8254 0,3272 |
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16"01 i 0,6275 0,6248 0,6221 0,6194 O, 6166 - o 61A03
;6 ab 3§ 0,6255 0,6220 0,6185 0,6150 0 6113 6 6079‘
6,45 | 0,6835 0,6652  0,6575 0,65486  G,6701°:0,6545 |
6,8 | 0,6723  §;6554 0,6482 10,6458 0,6563 . rO 6445I



_.
il
L
+
v d
&
e
pen -
- r+ i :
s - ' — ISEN :
BN R . 14 44 - -
R L7, L3l 4
Ve o by 4 e e 3
1 \.r? .+.F1. s .
P IREr] - . e L o * ’ J
.L._.ﬁ.__ s Srey ;E- -1 -
- g i+ ol - 4+ .
.I.Hl,qL_ .h? i — T
! 4 N t o : f14bri
LR 8 LTy STk MLT-._.
SRS B P gt g pd e -
! ..._v.f, GGt +o b HE Lnizalarg
vk — —tp ,
R Lo 4 H —4 4 ¢+ 4 -
[N 4 - - e me.‘*.;ﬁ It D.r:
Ry 41 o d T.lfa..:tﬁ.-r Pl TIR
L*.; e R +i4dfrapdpodtpt el
Lila 4 (SR H 8 H >~ i 4
A ——+ T ot ] [y Y m ++ e 44 - S
oy 4 4 - !N,. + + + b w.r.- b b LHﬂ.TTr 4+ i 4 et H
4 i (RS X T4 1 N . —tobe -t ] L4 - + 4 4 3
ANy ._,....,.4 B Ry " R ot o T..‘.H:...To pRas B4 S804 .
Daes e i -t 4~ b s e et ¢ *
J . g ot T - T L by g .1+Y|WH "1.. ull.. r»‘.L.Hv.J.ﬂ
e e o [l o - * * . L L -y + s Lt 4 4+
rhad oo jagas s I o v id JE g f%‘?i H+L e .
IRREE IR —t & 14 S O b+ boim dop et H g pb bbb Tt bt 4
HN 1144 slpaf H Tt S et +
dy e 12 - + * I T .HL b
4 T T T -d b gy ﬁ< 500U el BRS
....H...@ JH_.T —4F i u.4. T LH ¢ +i
q4da - p Ly i J B L 1 —_
dht e Hq.ﬁ.\f 22 o‘u‘n r." . Yfm-lr .T+LP Ilﬂb «'Iﬁ.r*
RN & Ll - ¢ . T it —
= : . 1 1ake 4 eed ¢ 172
. R S ey ’
anpa) Faag - H : Y £ seaen wagshalygsnees
. 4t [0a Sus ]
Wt a3 it < i o7 ddved subds dbuvs bt s
1 ‘ ‘ t - : T N
" : - N T -
S =4 i ok fis= jgasanest ﬁtuf Tory
aqE - —t - - Tt . TYEE L -
I [-id--44 1t .Hr.., 4oy v i L] BASSS hnow: T3 44 ..LA
. L T» =4 R RE XS i ] > — i >
e ¢ - T o r+ +§ Fae HL'I
4 iy -+ bty -4 an +4 . + b vw.%_ L .Iﬁ.ﬁ
Tt ! . H [ SHPUS rorid s f4b b4
{4 i + F+ -4 4 gk ‘- by g ey 4+
43 | 4 Lai s Fukiy it e 54
4 ++ gt -y } QNI -
R R R -t 9 SeaNe it
repd B TR T ] - ergt 4+
~+ 433 4obd LR B i FRESE B !
b lH.p P s s i . S,
Pl .. - . —
BRRES SRR B Bl n +1 1] ﬂvT’ n” - ‘JH *
e e - ssus IS BEShe 8 n Bt +
L] et 1441 Easysse: {14
e 44444 P + .m i e ot
4 —d it bt b | < g
- Fed b+t 1 SuY aang g oul
g ed 'S - ¢ +— -+
+-L JRBES ¥ IS B0 4+
!
ﬁITrpr.. + + Tt
e v +-
Sads sHe s s r
1353 I H L]
el eg o b - +
lﬁ Y ;g T L g
Tirrt H M IR
B L
s Trot T
B ¢ ‘- ST ot
.. - 4t -+ +44+4ifbliie
. RSN S PG NNV i T +w.ﬂ.<r1 | + gt g+ W
[ R IS U Bt B et e e I e - ~ 44 +4
ISR SRERS II..-HM DR SEREE CRRES Funat Saall \oa IROgS agugus falr
Shais SOuDE SRS b - RSBk Bubneh Sl Smiad + T 4“‘ Jn oy pas e
— ! - ey ? |
SRS Guend Sebis Swns M t.'nLUn.wl.il‘ 44 ..rﬁ [ - + qu.r\_lv_
PR D SEERS SP SN I DAY I i o | tH
St fliah SRS Pumiis Meshs u: g plare - e THS
R RIS PSS e S il st e %I* sRyey
i - . 1 RSN 44+
-.‘p..w..li..J.lcl.. — |“ P4 _.vv»
: IO U GUEN S ~ X
HPSPio Bongasi § ppis ioup Snipiuile Sbeiing orikfuih Supwd Efoure s B | ] 1
. RS RIS RGN (SENETHE (EMUNIS DD I B iy 1 g sag :
+ + g r 1
[ PERE SHOIM SR MR S FR R & = _
L..!..coo“..l.l.ﬂo.u...... DD SO ‘.o.»;.r]il:l S PRTRI I 4 et
M SN DI SN DI S L'...T T4 - R 44y
_..J.ulctrv I, ToTTo N S WS R R ok — y
— . - > t
b mmt o e ——— e e — r.l‘..LIu,..L s e ] T
SR SIS SIS SRS S ﬁi.flnl v e i + M +
b — - - te [DEEIRIDL U Y ISAEIMEN W as,
b -1 [P TN amdmas HJIt,I«IJ:.o e L et T 4_4|u T
1 * —rr 4=
[ETUPE S — PRSI - ..v.lw.. Y’..Lwil.nbl.f'!. ; .
e b DRSS RS Pl [RPPY I VD DS U I T
T b 28
i - - N i pa ] T
. - - oy . PR - e o A ma : :
.a.l....-igv.’ ! o il . h | QERES BRASS SREN! e rei+bort—d
b — f.vl%l JONGRPORENY SR VMDY QNS SIS SRR PE H H_ 1+ gty y ~— .}TH — 1
— e Bl SR B R Y s - b= e —+ +- ) 4+ ++ + -+ +-
ml; .«0?‘.?4[.. N et ek u 4 -+ ‘ PHH. > 4 -+ e ; + T ¢|H|ﬁn0 41
———— - - — "
I IS AES NS MON + it e H
ml - —— :.rh‘A. +4 —i 1+ + rv&. 4
: ——— - - - ol oo o o
S § f..'.%l.ur. i INSE ASESN S RO 804 r+ e
- —— —meed e — e e +- - -t
- . - — =t e+t ﬂ*uq 1 1YH rfl e
R e | R et e *T 5 B T 17 —t : —~++1+ + 1 ittt
Deig ] LS r ' T
SRR S i S i + it e T+ 4 puass ea syt
] SRR FREH S AR HES B4 ' — : e 8
] ——— it . e N0 SRS 10 AR aS
M e B SR i . —— + p o T 11ty
s Sy PROPE FRESS ; Ty oayuer I sus ssiseshond ssom suad
e e~ e pm e — 4 = ; e | 12 7 r .In T 4 4t -4
S SN SR R 1+t -+ isati T ! . L. JAGE SASaN SRt
e r ; 1D BWE 1|<J~|< ++ 17 HT ¥
Ik et SRRl B R R SR ) L ML..'.* 4 g ¥ At -+ TMJT é 4+ ++ 1 L» + o
P (P T R RIS e R B -4 4T [+ by 11+ e 1+ t
T\cl! .- J S e e SenmiRd St o +- 4 F+ F>H4 —+ uv« «y +- YRS ¢+
P gaih SEhipl Dipa R EEEE LI Rrs IR +——t : ‘- EE Al Rl ot Sk £k 4 + 74+ i —+ - + ' -
: = Langpe e : pas somw pagang Exs. sige T T iSass bras:
PRERYS S Jit - t
e e St tat i st e ashbs SELIE O 1y H NS84 b ++ g
DG Sl S SRR S §h S PRNDE GR BN I EREaS 14 t . H Ha . ] 188 8¢
DS S S SNSRI b4 . ; —~+ +
_”.«obilo..;. APORG SNDENN SIS S i~ fpe 4 1+ hsas igasesnage
. + B T — T 1 Pl
R e T I o) — ﬁJT»+I ++ = g 1 17T
JERSIPEFRUNY TR S S +f -+ —+4 h1 L4 e -+ 11
[ ..quA 1;. R . SRED Sutas Fuy 4+ + aad ++ b+ & +-+
[ P : M — ' - 4+ —+
T JRENE Ruy rty pe—tr e A au 52! \ igna
[ e + 4+ —s et iept + 1B S § SN T vFM<
P T .>41A_F p I.+.ITH$},_. + 1 4t 111+t -y
sl mm— by r— 4 BERRY She S Baann kS e N 1 HEE I ———
[l SO0 ! - : -+ T DN SRREN PRI B j8ag saas IPAY - SORSE QO N
M i p . g -4 § ot ++ ettt h -+ - v -
SRS DR 2 e pirtd hgaind has 3B .rt,H.LT.H gRNA aisgsinssasuas an T g H
—l 1T aust S H.f_ Ty b 4] - 44004 d U IST - e et is sEan ++ + 1t Seds . e
o - RS - . 4 * .
.ﬁ. =1 Ho.a D S . i) QU RS BN ..@..uhp + ; : REe g S ¢ tefertsprrdrty ERSTIR S R T1T+T T — W v - k 4 ¥
e P — — . . " 1 bt . : - ' r 1+ - + i e 11 At = M
[ eaes ik NI SNSES = oep R PR RES RERNY T+t i1t R enIEhacl censliaRaa s iens BEnds bussinannl snantnannl sonhs SASnE SAAE S45 50 S S oun SORAS S URAE 8. 1 3 H
Soogs phid B BRER) e e R] R Rt ase saRns pRnks Aha k] REAUH SeAds shont RAats Suned Shaka bunss stndl rifok SRR0 phnge hase ols [ 184 p4dte sunassenag auiag Fusgs ot .
MO R ; “ ' AL AT IR QRS b L et st — rr e } e+ttt =+ N !
.o} 1 e4—-49+4-44 + b +++ o 2 =ttt FtT et T T i B s e RS L. -+ - 4 -+ 1 o e -+
DRSS SOSe 137 1..M.S...H+4~ (Tt ‘T.HL T.LV [Ep S JETRa Sipg :.I [ R R R Loadibiadas eatacdisis B8 souke g8 ot ww lnasd va: t R anoa :
) + gt =t += 1D B M ¥ ; MBS S RS A A RS SR S —7 W T+HEerrrre ++ - +14y 7t
reay thds s bt R e e e jobs FEnct U330 3540 e Ses an s salos Eanes insns sunns saass hicassesnduans:
- g R RTE o] ﬂ- by 14 ]EJ&; 14 1aﬁ JJL D S SRS SR S R : R S ) REERY § S [SREE B #«Tl«f 18 o8 1H1:|1 v M +wJJ H«f T+
s badh LHpR R R R AR L E ARy DaRsE 2t t+4 s [ Boss Rudel uapp i AAARS uEuud Bonnd PRARR B JRALE SHESESNRES ARESE r et i34 11
i o fe s - DS SERE s anbnt slanichand SLETE b 1 + G Rl § BaiA BEas SEsa t11 i+ 11t + v - [ = iyt ot =+ ey ¥ — +
e 4 e b > + ' n Y " v N » i
T1 MR ’ M H T NSl i P T RIS — [ BRESE bt + s vty -+ 44 b e e - v eet
SoTrssops R e R e e A e s s TIsR: = JESSRt Ieagiaatas slote dibte das eoniu Istat shesl pasutbasas d508)
M IR bhu s B R e Ranab Al uas ._.a.J 1 HA IS Rg Rahug piu i 3T 18854 ddaul puked CEA0E AR S50 ARats hepay bs: seddgind Fil s Bt e §65s AEeseadeas 1ol
b e ) T H T o 3 4 : . : -t - - - . H — N U 4 . L«
1 Ll NHHA.NL R 4t w _.lvﬂ .ﬁ._cu.._.% IS 30E saue s E58 ﬁA_ ssabd asEEs fua i SEAE SO it brsr i f et “- [ 444 hi 1w o MLJ : 1 411.44A YFMJA. .10“»1#“%.“ <131 .«qo e g
S * ' i T 1 -+ —= R L MR i . J .l Lid RS Ry — ¢+ 4+ b4 Pl R
ﬂﬁ..+.l..4m+ TY : .:lu.“,r,. - prtpoeet Thir _.‘..«* ot SRS & : ' ' LR R H L R ERSSS B \natt SRR s Aaki RASE HRRAE S

5
—-
)
N -
—’
+










e, . ) .__] -
. ' '

o

e

£33

b=
s

AR S el PP
e 3
+Ev il imiy FORPEIE

-

o

j o

=

ar
o~ A
T o

-
b

S
r
=

i

e ire i 11e! et s
S
b

W
e

3
'

b
o

3 i)
hAR g TR
ook g AR

.b“
,.v"

R iy
- akdta i b
- e ¢ )

) ba-aepiashs
Sf e
* R ¢

- Fidn | oo a1k
Ak y R i
. ,!;ij -:?::a M;!‘hv!uil r » S Piuke b
DRI

" LB e

s
1;0"‘
Wi
s

) g
'

. LRt
P g et ogatpe
AL 4 iy

b
ll‘z’tu

e

)
Tre -,
I T e
s LA T

7 i
it L]

ey

ST R iyt e d
Pt Had s P b i
Wi

§
1) giie k e Tt s it
st B g g

)
RO PRt

& ! '
" " B 5 - 1
i . ' ) {
'
1
. ? : \
; W :
g
‘
&>
g1 A 3
PR, " s s e STttt o R b
b e e ot = - ’ I T T et TS S,
A By e s o A4 AR A W b4 3R 0 1O B g g g g R e A p” ey
.ty R e T ittt oy L P .
vy BT — T
. A Y e e -
e _ 1 e it e e,
v . A ) o : It g
badg s ¥ e T <"
‘ . .

i



