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Capítulo I - Preliminares

l.l · Fomas semimeromorfas. 
>

i

X’Mo un abierto 7 en denotaremos» como es'habitual, 
c.i'

con C^) el conjunto de formas 0°° sobre ~fJ y con 0’ (W) el dé 

las formas da £· (77) con soporte compacto. Asi mismo·» 7€(77)' sera 
I. i

el conjunto de les funciones bOlomorf.es sobre W» t *
Si .Y es un conjunte analítico de 77," de ' codimensión con ( ‘Λ

niel? 1, une~ ecuación de el abierto Uzde ?7 es une función.
I ¡ t>"·' *

ψ é X(’J) tal que V(^>) = YaU. (Fo se supone que genere al i- 

deal b c'e Y).

Una forna to é (77-Y) se dice semimeromorfa eri' 77» con 

poj.os en fFsij z 6 f,existen 7^ entorno d.O'Z, un?, forme. per 

tenes i ente ?. (77 -Y) v un? ecuación ψ de Y en W teles oue, soz - z ""
bre ?L"Y,

Denotaremos con al conjunto de las formas semi

meromorfes de ‘i, con polos en f, a· soporte compacto.

1.2 - trayectorias admisibles.

Escribamos | (zj,...,zD) / £ R ,1=1f·..,p (
Una'trayectoria admisible en Ra, p^2, es una aplica

ción analítica

bOlomorf.es


tal que

para todo q £ N. l_2]

1.3 - Las cadenas I? y D?,

Sea = ('f’i /..., <fp) »W — Gr una aplicación analítica 

tal que ninguna de las funciones ή (j=l,...,p) se anule idénti 

camente sobre ninguna componente conexa de W.

Para cada x = (x-.,,,.,x ) é rP, podemos tomar los con 
ir

juntos

Como la aplicación

es analítica y dado que, si £ es una trayectoria admisible

y

2

y
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para S suficientemente chico Í2] , se pueden definir, para tales

do las cadenas semianalíticas

donde £¿ ] , L a J , I χρ > ¿> 1 denotan a los puntos ¿ , a = U;, .

y al intervalo, (x„> ¿ ) provistos de sus orientaciones canóni- 

cas . (La imagen inversa por l^l de una cadena semianalítica 

ha sido definida en

Zn el caso particular p=l, = zp T^(z p se reduce

al círculo izil = o j con su orientación usual (antihorario) y 

D^(zj) al 3bierto (zp > ¿j, con su orientación compleja.

1.4 - Las corrientes residuo y residuo-valor principal.

En las condiciones del parágrafo anterior, Coleff-He-

rrera L<?han definido las aplicaciones

p-residuo y (p-1)-residuo-valor principal, respectivamente, co

mo los límites

y

y
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Ambos son independientes de las particulares ecuaciones de 

consideradas. (Y^ = V(V’í)» i=l..........p)· x U J*

1.5 - La variedad esencial

Siwninguna hipótesis acerca de dim ^^(θ)» Coleff-He 

rrera^z7 han asociado a la aplicación ψ de 1.3 un conjunto ana 

lítico complejo V (^), la variedad esencial de , tal que

a) sop Ry c Ve(f) c ^-ΊζΟ) ?

b) V (ψ) = ó es de dimensión pura (compleja)- 

n-p.

Tal conjunto puede ser definido, .inductivamente, como 

sigues

Si se supone definido Ve(f i > · · > ('fs-l), 

se toma 

donde νθ(ψρ...>ψ3-ΐ) es la unión de las componentes de

^e^l * ’ * ’’ ^s~l) SODre ^as Que no se anula idénticamente lá fun

ción <ρθ.
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Proposición ¿2 7 :

a) Si ó es-una trayectoria admisible»

V„(^)= | z <= W : ^abierto A : zé A c W, 9 ¿ , e (0,1) ¡A

donde

b) V (φ) =0 si p > n.
c) να(ψ) = '^“■'■(0) si dim ψ~1(0)=η~ρ.

d) Si U es un abierto de W,

Ve<^/U) = n U’

1.6 - El residuo logarítmico. 

En el caso de intersección completa, es decir cuando 

dim^. (0)=n-p, se puede tomar la imagen inversa por Ψ del ci 

cío puntual i 0 ) (siguiendo con la notación de 1.3, notación que 

adoptaremos en lo que sigue, [ 0 ] es el punto 0 £ Φρ munido de su 

orientación canónica). En tal caso, se verifica (cf. CzJ )

donde

Not a t Si bien los resultados expuestos.hasta aquí valen aún cuan 
✓ ' 7**do W es un espacio analítico complejo reducido A 2 3 , los hemos 

enunciado para el caso en que W és un abierto de C- por ser éste 

el marco en que desarrollaremos el presente trabajo.
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1.7 - Continuidad de la fibra integral.

Para ψ como en 1.3, sea X = 1 xe (D^idim^ ψ’^(χ)$η-ρ|

La aplicación

es continua,1^é C7-J').
_ 2n En efecto, si T:kj (w) —- C es la corriente de inte

gración définida por

Ικ (x) es entonces igual a < Τ,ψ,χ) (p<) , "slicing" de T por Φ 

en x £ .
o\2(n-p)z .Ahora bien, ¿.n xJ Qw) podemos tomar la norma » 

11^11= masa de (cf, C ¿2 ). Si en su dual topológico ’£)2(η“Ρ^) 
, , , c2(n-p)tomamos la topología débil, la aplicación <T,^,: >ιΧ -^· Χϋ (w) 

resulta continua como consecuencia del teorema 4-3 de t 4 J .Por 
tanto, para cada £ £^2(n-p)(^)( β ·) (o¿) ιχ —> c es con 

tinua.

1.8 · Evaluadores generalizados de Speer.

Para cada entero L>0, y (^p,..,AjJ é C , sea



Ί

donde 3<=1Kc^1,,.,,lI , K/0
/ J

'Para cada £ > 0, sea

En £ se puede definir la familia de seminormas

1,8.1 - Definición s

Una familia de aplicaciones l —* ®» L entero

positivo I es un evaluador generalizado si para todo L se verifi 

can las siguientes propiedades:

Wl) r es lineal.

W2) Si fé ¿a, y es analítica en entonces

y ( x ) — f ( 1 | . a · | 1 ) »

W3) v ¿>0,es. continua en c ·

W4) Si es una permutación 11,... ,'L ( , fé y 
*¿ está definida por f^ (λρ ... ,λ^) = 

f( V(lv ’' · ’Vcd) ’ entonces ^(f)» ·

W5) Si f £ es independiente de +1 ’ ‘’’^L 

entonces. <^(ί)= (f).

W6) Si fj independiente de λ ,,,., »f2

independiente de λ + .. ,λ^, entonces
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1,8,2 - Ejemplo ó ÍOj-J

Si fé ^Lfe, sea

donde ST es el conjunto de las permutaciones de ^Ι,.,.,Σ^ y los 

son tales que 0<Rj< . ,.<Ρ£<£, R.> Σ2 R,.
y * *1

Es sencillo ver que = '^riL entero positivo / es un C JL. )
evaluador generalizado.

1.9 - Resultados principales. 
Γ

Sean W y ψ como en 1,3 y sea U un abierto relativamen 

te compacto'tal que UcUc W. Probaremos en 2.19 el siguiente 

1.9.1 - Teorema: 
t *

Existe qéN tal que, si T :(0,1) —RP está de 
i 

TT *finidatpor 7 (t)= (tnl,...,tnP), con Dié Ñ, > q, iwl’^.^pp-l, 
J ni+l

np '' 9·»' onc e s

1.9.2 - En 3.1, sin hacer ninguna hipótesis sobre dinu ψ”^(0)» 

asociamos a ψ un ci&lo ánalítico C (^), el ciclo esencial de 

Ψ, que tiene las siguientes propiedades (demostradas en 3.2 yΛ
3.12):

1) Si dim φ"1(0)= n-p, entonces C (<P) = ψ 1.0 ]

2) El soporte*de C (φ) es νθ(φ).

3) Los n,,. ..,n de 2.19 (cf. 1.9.1) verifican además: x *'■ p
si =(K ,... ) : (0,1) —es tal que

Λ'
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b) ΐ «0,1» es un conjunto semianalítico real en

entonces

donde ($tíes el conjunto ^«0,t» orientado de modo que

1.9.3 - En 4.1, extendemos lo expuesto en ,1.7 en el siguiente 

sentido í
2(Si c/ 6 o k U es un abierto relativamente com

pacto tal que sop ^cUcUcW y es como en el parágrafo ante 

rior, probamos qué

1.9.4 - En 4;2, establecemos una fórmula,para el residuo loga

rítmico, que generaliza la de 1.6 en cuanto es válida aún para 

el caso en que Ψ no tenga intersección completa. Tal fórmula 

es,

1.9.5 - En 4.3, extendemos el dominio dé los evaluadores genera 

lizados de 1.8 al conjunto de las funciones semimeromorfas en al *
’ \ 1 T xgún entorno de en © .(Una función se dicé semimeromor-

fa si localmente se puede expresar«como el cociente· dé una fun

ción C por una analítica).Utilizaremos las trayectorias de 1,2
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Notación»

De aquí en adelante, utilizaremos la siguiente notación 

(además de la introducida en el capítulo I)i

N designará el conjunto de los enteros no negativos. '4
Para z= (zj,., z ) é Cn y a= (ap..., a ) <£ N , es

cribiremos

Con Δ (p,n) denotaremos a la familia de los conjun-

Í
f 

ip ..., i ( c l 1,..., η l tales que HL<...<i $ n.
σ' ) ( J A Η

Para ΙέΛ(ρ,η), escribiremos

M n(N) será el conjunto de las matrices de p filas 

y n columnas con elementos N.

Si é M (N), entonces» p. n
c/. · será el elemento de la i-ésima fila y la j-ésima 

’ columna de j



00 = (c<£p ... ,cZ^n) la i-ésima fila deck s

zXj denotará a la matriz cuadrada ' j)i=l,.,., ρ · 
j é. ί

Si * é ^+1,η<Ν)’ ^(P+I) será la ρ χ η matriz obteni. 

da de ck. al suprimirle su última fila y escribiremos 0¿j(p+l) = 

^ij)i=l,.. ., p · 
Jé I /Para una matriz cuadrada Ck , escribiremos!

Δ·(ο0η determinante deck 5

Δίή(*) = menor complementario de ck . . ?

△. /*) = sgA(^) △. .(^). •L J J

Utilizaremos,además,la notación?

dzT— dz¿ a ««9 a dz^ , dzT- dz<« * a · a a. dz¿ , I 11 ip I 11 ip
dtoT= dz.: a dZí a a a « λ dZí a dZí

1 X1 X1 rP rp
Si A c u ,,,. ,η I t 1 AI,designará su cardinal a

2 ·η — r>Una formaré p(<Dn)» 0¿ p < n, admite una repre

sentación única, la expresión canónica de ,

Α^,Μ fABM(z’z) ’

con Α,Β,Κ subconjuntos ordenados de ¡l,...,n| ,disjun 

tos dos a dos y tales que I A I +1 Bl +| M|= 2n-p .

sop será el soporte de^.

Una matriz c4 μ (Ti), con Α(Ο/θι se dice normal p, p
■Λ ...

, si puede ser transformada en triangular superior mediante

una permutación de sus columnas.

es normal

es normal.

11
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Sean 'ί'β ,,,,») é , c^O, 'Χ * — (Xj»·»·» "Χρ-1 > ο) ·

Para como en 1.3,escribiremos»

Además, T^(i)*= ^xé <DP» | Xj\=lG, j=l,,.. ,p l , para ~¡X 

perteneciente a RPj

?P(i) = tP(í) orientado con el producto 3 o 1
de las orientaciones canónicas de | χ.Ι - Y..1 J1 ü J

En general, si/2> es una cadena semianalítica, designa

remos con Ip I a su conjunto soporte.

Dada una función f, designaremos con V(f) al conjun

to dónde f s 0, es decir, V(f)= variedad de f.
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Capítulo II - Trayectorias admitidas

Supondremos, en todo este capítulo, que hemos fijado
un abierto conexo W en (Cn y una aplicación analítica

= (ψι,... ,ψ ’ W —tal que ninguna de las se anula 

idénticamente sobre W.

Nuestro propósito es demostrar que, si U es un abierto’ Λ 4
relativamente compacto contenido en W, es posible obtener los o 

peradores R y RP de 1.4 reemplazando las trayectorias admisibles 

de 1,2 por trayectorias semianalíticas.

2.1 - Lema:

Sea U un abierto relativamente compacto tal que

UcUcW.

Existen: V<,...,V_ ; D ,. . . ,D abiérfós contenidos en JL I
W;

TT^iW.—^k resolución de singularidades del

producto . «^p+i sobre D^, para k=l, .. . , r; 
k kUj ,..., Ug^\ entornos coordenados de

que verifican:

1cy de modo que, sobre cada U_ se puede hallar un sistema de coor 

denadas <Xjxn ) tal que :

a) Si x= (xj,... ,xn) é Uy , entonces \x.\<l, 

para j=l,...,n 5

b) <p. cTT. / k = hí x *■ , con holomorfa so11 K/ 1 ' 1 —
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bro I ¿ i I · * · i ^4 ’ i—1 f ♦ · · I p+1 ?
X X X X XII

c) Existen m(k,1), M(k,l) ¿ R: Ó<m(k,l)é

sup(’h.l)¿M(k,l), para i=l,,..,p+l j
üV r

d) Si rangCbC.^^ ’p^.p , entonces
, _ _ , j=l,e,0,n

’—···—· h — 1 a1 P

Demostración:

Para todo z e W, >sea D un entorno de z sobre el cuál z
existe una resolución del producto«Óp+i

U compacto —> 3 . ............z„ £ Wi Üc D. ', donde 1 r k=l K
®Zi ’

κ zk
En lc'-que resta de esta demostración, consideraremos

R=1 , a a · , r p 1 = 1 , . α . , p4"l $ J = 1 , a a a , n a

Sean V*,.. , V* abiertos relativamente compactos tales' 
_ 1 r

que V,’ c D, , UcÚV’ . TomemosV, - V,’ r. U . Resulta» V. c D. U= U V. , k k k k k 1 r k k k
SeaTT^.: W.—una resolución del producto de lasl^.

j. π kv y 6 W^, d U,entorno de yi y un sistema de coordenadas sobre
k z X x ’ ’U., (xp...,xn), que verifica b). Achicando eventualmente el en 

torno Uy, el sistema (χρ.,,,χ ) verifica también a), c) y d). 

(Es trivial lo referente a a) ye). Para una demostración de b) 

ver lema 2-15 ) .
_ - «i —

Dado que .ll. es propia, (V^) es compacto y, en conse 
cuencia, 3 y^,... »yg(k)é· ^^^k^ tales Que

k k iTomando U_= Uv.o ΤΓ"1 (V. ) obtenemos el lema. 1 k k-k -1 - kNota» Puesto que U.c“n (V. )’ , los U·, son relativamente compac- 1 k K J-
tos.
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2.2 - Definiciones t

Una colección de conjuntos , t e, r
1=L,«.,S Os) 

en las condiciones del lema anterior será llamada familia fini

ta asociada a vp sobre el abierto U.

A la matriz ^=(oí. 8 s , con c¿ . . como en2, Ib),
J~1, · · · , n

la llamaremos matriz de exponentos asociada a UJ.

Para cada familia finita 7 definimos el conjuntos

Diremos que (xj, . . . , x )é- R^ verifica la propiedad H 

si 3 j0 · 1 < jQ $ p s

A continuación, reescribiremos convenientemente un re

sultado de Coleff-Herrera. (Para su demostración, ver lema'2-5 

de ). Τ' denotará una familia finita asociada a sobre U.

Si (x-,,. ..,x ) Ú7„ (Τ'), entonces, verifica la propiedad 
1 P l

tt V"
He

b) Seanfx'é^^), A^A(p,n) tales que rang οΛ(ρ+1 )=p.
Ά.

Si c¿a(p+1) no es normal,3 j(^,A), 1 é jC*,A)é p:

2.3 - Lema s

verifica la propiedad H._
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Con esta· notación, definamos el conjunto

2,4 - Loma»

tal83 que ^AuB(p+l) es normal.

Para cada I^AuB, exist® un conjunto finito& no vacio, 

de p-uplas reales que verifican la propiedad H, tal. que :
V f medible y acotada sobre Cn,''/V=(!Tp ,γ ) (0,1

y v cé(0,l)^, se verifica

toda vez que dim 2n-p y M n (Zk ω φ, con d(f)
z / leuna constante que. depende solo de f.(Hemos identificado a Uq,

via su sistema de coordenadas, .con un entorno del orieen enCn, ί· \
con coordenadas (zp . · ·»z )).

Demostración»

Itriangular superior y, por tanto,
·■

Podemos’ suponer

Sea u A v B-I,. Escribamos
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so tiene (cf demostración. del lema 2-10 de £23 ), salvo una 

constante que depende do f,

Probaremos, por inducción sobre.m, que para toda ex-

presión de la forma

con a>0, <Γ· 5-0, 1< m < s, existe un conjunto S de m-uplas en ■A*
las condiciones enunciadas.

Para m=l:

En ambos caeos se verifica la tesis, teniendo en cuenta que el. (
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exponento de TÍ en y es positivo.

Supongamos válido el resultado para m—1? 1< ni o. y

sea

Si 1-ao* / -1, integrando respecto de obtenemoss

sobre el dominio de integración se verifica queSi 1-acr =-l, m

y por tanto,

En ambos casos, se deduce’el resultado de la hipótesis induóti< 

va. (Podemos aplicarla dado que 2/σ_>0),

Tomando a=l/¿\ , el lema se deduce inmediatamente de.
I

(i).

> \ 'i. ’ '·’· ' *

Para cada cuaterna (^,Α,Β,Ι), cony £ AG7)» que veri

fique las hipótesis del lema anterior, elegimos un conjunto S 
o< , .en las condiciones de dicho lema, ;lo denotamos S* g(I) y defi

nimos
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2.5 - Lema s

Sea Λ(~). Si rang.x (p+1 )< p, existe (xj,..., xo)é RP 

que verifica la propiedad H y tal que

Demostración;

Inmediata.

2.6 - Lema;

Para cada é 4(r)>sea

Si A£ λΧχ) , existe r, I <. r ^,p, y existen

kr+l ’ * * ’ ’kp+l^ N tales que ^rj ν^+Λ+Ι j +* ’ · ^p+l^p+l j ’ 
para todo j A.

Demostración:

Sea Aé^(>), IAi >p.. Para s=l,.,.,p, consideremos 

Para cada matriz tal que rang c¿(p+l) < p,

elegimos una p-upla (x-j (ck ) , , . , ,x (^)) en las condiciones del le 

ma anterior y definimos
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el conjunto Is= j é At íx sj > 0» * s+1 p ■ · = *p+1 j = 0 $ ·

Dado que A 6 ^ (>), J r, 1¿ r<pi y θη consecuencia po-J··
demos hallar kr+j ,... ,kp+l en las cóndfciones requeridas.(cf. 

la demostración del lema 2-2-3 de ). -

Si A c ’i 1,.. , , n f y \A\=q<p, necesariamente

At A (¿x), En tal caso, sea A’={1,. .. , q+1^ .,· Si -í) f a ’ no
■ , f ' ..  je A

es normal, la demostración es análoga a la del caso anterior.

Si es normal, j =0, para, todo j é A? esto' implica que po

demos tomar r=q+l, kr-...=k .j =1. ' i.

Para cada par (¿^ ,A), con é ./¿(jt) y A t y/(ck) , hacemos 
i,"·.

una elección de r, k^j,..., kp^j en las condiciones ,del‘ lema an

terior, los denotamos r(^,A), k.(X,A), j=r+í,p+1í escribí-

mos

2.7 - Sea nCr) el máximo del siguiente subconjunto finito 

de Nt

Lema:
3 qC^) 6 li taf qüe, si np ... ,η^ί-Ν y verifican

y definimos el conjunto

2.c.
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Demostración* 

y sea

Notemos que, por ser G (>) finito, tanto q .GG como q’(G') son 

números finitos.

Tomemos qGQé N de modo que

Veremos que así elegido q(a) verifica la tesis. Sean, pues, 

ηρ,.,,η en las condiciones del enunciado y (χι,.,.,χP Ί· P
Para i tal que (xp ... ,xD)éGI('O> tenemos!

4.
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P
Por tanto, m x^ > .. ?. nJx<| + n(?7), es decir, •l i j=x+l u J

Así,

2.8 - Definición:

Una trayectoria admitida por cc sobre U, induci-
■j

da por la familia < ,es una aplicación

definida por

con ηρ...·η. como en el lema anterior.

Snlos que resta del capítulo, supondremos fijada una 
' _ < < 

trayectoria o admitida por^’ sobre U, inducida por la familia

. Por otra parte, como hemos hecho.en 2,4, identificaremos a 

cada , via su sistema de coordenadas, con un entorno del

origen en S , de coordenadas z,,... , zn.
z k r-' z *Asi mismo, fijado un U é designara la matriz

de exponentes asociada a él, y ψ* denotará la función k.
?· L



23

Existe tgé (0,1) tal que, para todo c >0 y para todo 

é + con r ang c< ( p+1) < p,

Demostracións

se obtiene el lema haciendo ίθ= t(6).

2.10 - Lema:

no es normal, entonces

2., 9 - Lema:
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Demostración:
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Tal tn satisface lo requerido en a).

Razonando análogamente, llegamos a que

Puesto que n*> η(τ)> k . (θί· 2.7), obtenemos b) de lá desi

gualdad anterior.

2.11 - Lema8

Demostracións

Sea νθ como en el lema 2,9, esto es, tal que 

rang (p+l)< p ’ para °<t< tQ.

Si rang (p+1) = p , entonces

Ss claro que en ambos casos, dim. Ιθρ> . (ψ*)|4 2η-ρ .
' I Ht) »c 1 l

De igual modo, obtenemos b).

2,12 - Lema:
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toda vez que en la expresión canónica se tenga (MI > n-p, ó

Demostracións

Ver L ?.j , lema 2-7.

2.13 - En lo que sigue, convendremos en que, dado U, e- ,

cuando escribamos

supondremos s

a) h dz^A dzgA do^ G £ n”P(Ui) aparece en su forma

canónica, = n-p (y, por tanto, I AuB| = p).

d) 0 < c < 1, 0<t< Pq, con tg como en el lema 2.11.

Lema s

Sea f una función medible y acotada sobre UY, con ·

Demostración:

(p+1) es normal.a) \Au3

Según 2.4, si llamamos Jt a la integral del-enunciado,
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donde d(f) es una constante que depende de f y SAoB^1^ c &3Í*)'

En consecuencia, lím = 0 . 
t-?0 u

(1)

bj ) r e· { p+1,... , n j- , ‘X > 0 => < 1, -pues

?< 1 para j=l,..., n => tn < 1. Pero n* < 0, dado que (xi,.. ., x_) 

pertenece a así que 

3tgé (0»l) s 0 < t < tg tn > 1 .

De (l)"se deduce que (^*)l = Φ si0¿t<tn
a V t) । c

y, por tanto, J = 0 para tales t.



28

(2)

(cf. la demostración del lema 2-10 de ).

Ahora bien, ,0 < t, < t¿ < 1 V* (ti )cV (t?) , pues n’ 

es negativo, y por la misma razón, t^/Q V’(t) = (3).

Por otra parte , V’(t)c(0,l)n P, te (0,1), lo que 
4

implica que, si l-< es la medida de Lebesgue en Rn ^(17’ (t))<^.

De (3) se obtiene, en consecuencia,

2.14 - Enunciamos a continuación un resultado de Coleff-Herrera 

(cf. lema 2-9 de

Lema s

2.15 - Lema, s 
r·

Sea é ir . Si B/ , entonces, / c e (0,1)
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Demostración8

Análoga a la del lema 2-12 de , tomando como 

resultados auxiliares los lemas 2.13 y 2.14 de este capítulo en 

lugar de 2-10y2-9 de , utilizados allí,respectivamente.

2.16 - Lema:
Sea f ¿ ¿°(U^)í con UÍ ¿ A , una función indepen- 

l·
diente de las variables z. ,Zj,,‘para i é A </I,..., nJ. . Escriba- L L J !
mos y = z(A)“r z7^ f qz^/\ duJj/. Se cumple entonces,

Demostración:,

a) ex', no es normal.

El límite de la derecha vale, en este caso, 0 ‘Cal . Obtendré- ’ ' l|
mos igual valor^para él de la izquierda.

a0 χ(ρ+1) no puede, transformarse en una matriz 

triangular superior mediante una ·■ permutación de sus columnas.

(cf, demostración de 2β13, parte b)).
ί

Dado que η’ < 0, 

mente pequeño, si A(A) > 0. Es decir,

para t suficiente

donde ¿ es una trayectoria admisible.
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indices. Por el lema 2-4de , podemos escribir

donde F= Λ F,^ zv z7 , con g5- , p,. 6 (ü^) o inde-
7a rs F" i

pendientes de las variables z., z., para jé A. (Notemos que las 
k k vF^ son acotadas sobre U-^, pues es relativamente compacto). 

La contribución de los términos de la forma
—4 i -br' * z

z(A) / Z£ z? Z£ g;; dz¿ a du^ a la integral en cuestión es nula, 

de acuerdo a 2,14.

Si integramos respecto de las variables z., con jé.A, 

obtenemos, salvo una constante;

(3)

k
donde V es un abierto de Uq tal, que

(2)
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t ~5 0.

Como -n'/q« >θ» la medida de V tiende a 0 cuando· te
Por ser ζ(Α)“Λ F acotada sobre Up de (3) se deduces

salvo permutación de.«columnas,

triangular superior.

Pero (xi,. . . . Xr>) £ 6 CF) n’ > 0 -> lím t"n co .
1 P tpO

Razonando como a partir de (2) en ai), obtenemos

Sea (jp ..., j ) 1a permutación de los elementos de A A.
que transforma a la matriz (p+1) en triangular superior. ·, Es

5

evidente que el signo de tal permutación es el mismo que. el de

Δ = Δ (o¿p+1) ) · Así, pues,
Y
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En consecuencia, si tomamos el desarrollo (2) de f, obtenemos

Dado aue éste es el valor de lím lím JXín+i (lema 2-11 de 
¿ p+l-'O P

£2])', queda demostrado el lema.

2.17 - Lema: 

Integrando respecto de z¿ , , resulta !
J1 Jp

donde V es un abierto de IR tal que 1“ O

/
lím lím Jro= sg & (2 ΐ <. )p \ z(A) ' F d<uw .
C ’O t^-0 j v

Como z(A) F está acotada sobre U^, resulta
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Demostración»

a)¿c> = b d^^, con | Mi = n-p, A (^(p+l))^ 0. 

Razonando como en la demostración del lema 2-15 de £27 , obtene 

mos (1),· utilizando los lemas 2.13, ,2.14 y 2.16 de este capítu- ’ )
lo.

b)cOno es de la forma antedicha, ίγ. / -
Sn este caso, ambos miembros de (1) se anulan» el de la izquier 

de por los lemas 2.10, 2.12 y 2.15$ el de la derecha en virtud 

de 2-2, 2-7 y 2-12 de CU .

2.18 - Proposición

misible, entonces,

una trayectoria,ad j * I

cony análogamente para la integral de la derecha,

Demostración:

En primer lugar, notemos que, como consecuencia..in 

mediata del, lema 2,11, dim'j φ )^<2n-p para t suficientemen

te chico, por lo que tiene sentido' tomar las integrales de la J 
izquierda. >

Ahora bien, mediante una partición de la unidad subor 

dinada al cubrimiento V^jk=l,.. . , r í , podemos limitarnos a con 

siderar sop e Vk. En tal caso,
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Si tomamos una nueva, partición de la unidad, esta 

vez sobre (V^) , subordinada al cubrimiento i U^sl=l,..., s(k)|f 

del lema anterior .se deduce el resultado.

2.19 - Como caso particular de la proposición anterior, obtendré 

mos el resultado principal de este capítulo. Sea, pues,

” (ψρ···>Ψ ) * W-’CP y U en las condiciones que hemos venido 

suponiendo, esto es, que ninguna de las funciones se anula 

sobre el abierto conexo W y que U es un abierto relativamente
n . .P.

compacto tal que UcUc UíC·, Denotemos Y ν(ψρ.

.teorema s
i qé N tal que, si TG(O,1)~’P.P esta definida por

/(t)= (tnl, . . . ,tnP) , conn^éN, np>q, n^/n^^q, i=l,...,p-l,

entonces,

Demostración8

3βηψ= . ,φ , 1) s W-OP^1. Tomemos q = qtf) 

como, en el lema 2.7, con tina' familia finita asociada a ψ 

sobre U. Para tal q, una aplicación o en las condiciones del e

nunciado, resulta una trayectoria admitida por sobre U, indu 

cida por T.

Ss claró que, c¿(0,l), T^t)(<p)= 2n

consecuencia, por la proposición anterior,
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Es decir,

2.20 - El camino elegido para probar el teorema anterior, consi 

derarlo como caso especial de un límite iterado, tiene la venta
1

ja de permitirnos establecer el siguiente resultado (que no uti 

lizaremos en lo que resta):

Proposición:

Si ψ e Y son como en 2.18, entonces,

Demostración:

Análoga a las dé 2.12,...,2.18.
*· Á
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Capítulo III - E1 ciclo esencial:

Supondremos fijados W y ψ como en 2.19, es decir,

W un abierto conexo de Φ , ψ = (ψι,... , 'pn) ? W — >$P, una aplica- 

cion analítica tal que ninguna de las funciones . se anule i- 

dénti c ament e.

Como expresamos en 1.9.2, nos proponemos asociar a 

un ciclo analítico C ίφ), el ciclo esencial asociado a , cuyo 

soporte sea precisamente ΥΑ(φ) (of. 1.5) y que esté relaciona

do con las trayectorias admitidas por Φ en el sentido allí 

explicitado.

Siguiendo la definición inductiva de νθ(<ρ), construi

remos Co(<p)del siguiente modo?

3.1 - Definición?

Si Ce(?i> · · · »%-ί)= .^· y ηι para 1 < s < p, donde 

¿ t es familia de las componentes de ^(^1 > · · · >Ψ3-ΐ)

y η· £ N, definimos

3.2 - De esta definición y de 1.5,se deducen inmediatamente las 

siguientes propiedades de C^(<p):
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3.3 - Calcularemos Cρ(ψ)©n un casó particulár que nos será de 

utilidad en lo que sigue.

Dada una matriz o¿ Κρ>η(Η)/ definimos .el conjunto' 

(o¿)= A é 7\ (p, n) : es normal I y dado B c |1',. . ., η | , de

finimos P_= l zéW: z .=0 si iéB¡.B t J J i

Le ce ¡

Demostración:

Sea z"' ^ y =(^ι,. . . >ψ_).

Probaremos en primer término, por inducción sobre s, 

que si 1 έ s ¿ p, entonces Οθ^,... ,ψ3)= ,. ,^θ).

Si s=ls
Ψ^ίΟ] =(hj z^^^CO] = hjkol+^z^1)"1]^] .

Como h“j (0); = , Ce(^j)- (z^^ = Οθζψρ. (1)

Supongamos 0Θ(ψι > · · · >^3_ι)= ce^l»· ·. · »Vs-P · Dado 

que hs(z)/ 0 zé W, O (z)« 0 si y sólo si Ψ (z)= 0. Así,
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pues, do la hipótesis inductiva resulta

lo que, junto con (1) aplicado a , implicas

Veremos, aho r a, que

(2)

Para lís$p, escribamos Xs= (s+1,p), y, conse
cuentemente., (b<s)= Ia» Á & A (s,n),X® normal I· . (Es claro 

que X y G¿P)~ A A')L

Probaremos (2) mostrando·, por inducción sobre s, que

(3)

Supongamos (3) para s-1, Para todo Aé (of"
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Así, pues,

3.4 - En lo que resta del capítulo,supondremos fijados:

La aplicación = 1 sobre W -

Un abierto relativamente compacto U,tal que. UcUcW.

Una familia finita asociada a ('íj ’ · * ·» ) sobre U<

Una trayectoria



40

Six ¿ Aft) (of. 2,2), convendremos en denotar -
''· con a la matriz -<(p+l), (Recordemos que'>¿^=0, pues

1 = 1). Así mismo, convendremos en denotar con φ a la res

tricción del morfísmo al abierto U.

3.5 - Nos proponemos probar (cf. 1.9.2) que, para 0-¿t<tQ, 

con ίθ como en el lema 2.11,

Notación:

v té. (0,1), designaremos con β a la 1-cadena semia- I t —
nalítica que ,resulta de orientar al conjunto ^((0,t)) de modo

de tener

Nota: Es inmediato corroborar la existencia de una aplicación 

en tales condiciones. Por ejemplo, si , , . . ,é. \ 0,21 ,
~ P

podemos tomar ^.(t)= tnj e1 J, j=l,.,.,p.

Observemos además que, si t£(0,l), entonces
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Desarrollaremos la demostración de esta igualdad de ciclos en 

dos etapas: en la primera, probaremos la igualdad de los sopor

tes, esto es, 

en tanto que en la segunda, haremos lo propio con las respecti 

vas multiplicidades.

Definición:

La ^-variedad de Ψ es el conjunto

Y Zr(Veremos en 3.9, que V (cp) es independiente de la particular V 

tomada).

Not a: La definición es local, es decir, v abierto A aU se cum
ple: V (ψ)ηΑ = En efecto, si zév\(p)/iA y D es un a

bierto tal que zéDcA, en particular z^DcU y por tanto, 3 t1 

en (0,1) tal que, si 0 <t < t’, D ψ · (#(t)) / φ , de donde

D η(<^)~1(^(ρ)) ¿ $· ya que D°A. Así, pues, 
z& ν*(φ) n A => z e

Análogamente para la otra inclusión.
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3.5 - Mediante los siguientes lemas, probaremos que

Lemas

donde» como en el capítulo anterior, '/ = 4'·ι: k /T1k (notación 
ui

que continuaremos utilizando en lo que sigue).

Demostracións

1 / ΚχΖ \ \ ΖAhora bien, si y solo si, para l^i^p,

hi (z)z^i = ^(t)? de modo que
JL ·*■

n’> 0 ==> lím tn = 0, así que, como \ h_· (z)’¡> m(k, 1) > 0 sobre U^, 
t-0 r i

'J
■0(t)) = si t es. suficientemente chico y por tanto
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con J CO como en 3» 3.

Demostracións

Sea z & P , con Aé A (o¿). Podemos suponer A = A
^l,,..,pj- » triangular superior y, en consecuencia, 

positivo» Tenemos s

3.7 - Lemas
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o, lo que es equivalente,

(4)

x-
De (4) s® deduce que, para Do ψ “1(T(t),)=^,

Dado que D es un entorno de z, llegamos a que z^ V (^0,
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3.8 - Corolario: 

utilizaremos de aquí en más), entonces

(notación

que

Demostración;
Basta comprobarlo para cada U^, ya que éstos cu

bren . Si u£é , los lemas 3.6 y 3.7 nos dan para

la misma expresión obtenida para V (ψ ) en 2-17-3 de ázD .

3.9 - Proposición:

En las condiciones que hemos fijado,

Demostración:

Dado que estamos suponiendo que el dominio de es 

el abierto U, como este es la unión de los abiertos Vj,...,Vr, 

será suficiente que probemos ·.

En 3-2-1 de , se prueba que νθ(ψ) η )>

En forma análoga, llegamos a que V (^9 o V,K= ΤΤλ(ν’(»^)).

Así, el resultado es consecuencia inmediata del coro

lario 3.8.
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3.10 - Corolario»

Demo strao ion»
X ■ z

De la definición de V (</>) y de .la proposición ante
rior, se deduce qué b\ ). η ^(0)= να(ψ), V té (0,1). 

Tomando tg como en el·,lema 2.11 'obtenemos lo buscado.

De aquí en más, consideraremos 0<.t<tg, con tg como

en el corolario anterior.

3,11 - Lema s

Para k=1,...,r,

Zs trivial si rang < p. Supongamos, pues, ranged =p. 

a) p=n.

Podemos suponer normalpues.es trivial en caso contra 

rio. Supongamos, además, cX triangular superior.

rang/ =p —> = z-ü...z lnj i=l,...,p (cf, 1.1).

Si w & |β i, existe un entorno de w sobre el cuál las 

distintas determinaciones dé las raíces <λ. ^-esimas dan lugar a

1. .. <Xnn~ △ isomorf ismos ψ y inversos a derecha de (D .

De mo s t r ac i óri s

normalpues.es
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Estos y/H proveen Δ(ο^) isomorfismos en un entorno de \ ’ in

versos a derecha de Φ , que denotaremos ψ .. Es claro que

Cons ecuent ement e,
*

De 3.3 resultas

b) p< n.
Dado que dim^ φ Μα» ¿ n-p, es claro que será su- 

ficiente que probemos que las componentes de Vo(cp ) están afec- 
-x *"-1tadas en cp yt^ Con multiplicidad que en Οθ(γ ).

Por 3,3, Οθ(φ*)= (ο<) ¡ Δ ^A^ C Pj · Llamemos nA

a la multiplicidad de en yQueremos probar que 
nA=l^(^A)|, V Aé7(0¿),

Dado A 6 (>¿) y 0 < ¿ < 1, sea PA = 1 z é tales que

Zj= é si ·

Podemos razonar como en a) para ι/Γρ^] Y obtener 

así s
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Por tanto, de (1) resulta

Ahora bien, la, única componente' de Ve(A ) 

seca a P^ es evidentemente ? en consecuencias

que inter-

c
Pero, P. y P. son Luns versales, lo quo implica'¿.Ή: ti “

3.12 - Vamos a completar la demostración de la igualdad de ci-
1 - !

clos enunciada en 3.4. Puesto que la misma ya ha sido 
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probada para cp en el lema anterior, estudiaremos la relación 
entre C (ó) y C (φ) en el siguiente lema, <y completaremos la 

prueba en 3.13.

Si sé restringe ú? a V·^ ,se obtiene»

Demostración:

Haremos inducción sobre s.

Para s=l: 
V

Es /trivial si ψ-, es una constante. Si ψγ no es constan 

te, sea ζθ£ (D y designemos con p al conjunto F=íz=tZQi 0 < t < 1 j- 

orientado de modo de que D = £0J - Vzq2·· 

Es claro que

• ú

Por otra parte, 
7^’ ^(F) - Y-^1^) -

P p
Si Y= ^V^j) , U ν(^) L

Y es un isomorfismo y como Υη'<Λ (F)
1 z \ / zes un cerrado en<^'7x(F) cuya* dimension es estrictamente menor

que la de j (F) (pues dim(Yn dim Ϋ = 2n-2 <2n-l =

= dim (F)), se deduce queÜ];

Puesto que 77. es propia, de esta última igualdad re-

Sulta:

Lema:

(1)
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Supongamos quo hemos probado

3.13 - 3n las condiciones de 3,4 vale el siguiente

.Leo rema ;

Demost ración»

Verificaremos la igualdad sobre cada V, . Por 3.11, *“ K

y, por (1),

para 1 <s-l<p. Es inmediato ver que, .considerando componente 

a componente, llagamos a
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Dado que T77 es propia, tenemos

De (1) entonces,

Finalmente, por el lema anterior,



52

Capítulo IV. - Aplicaciones.

4.1 - Continuidad de la fibra integral esencial.

Tanto en este parágrafo como en 4.2, nos situaremos 

en las condiciones enunciadas en 3.4. Mantendremos , asi mismo 

la. nomenclatura, del capítulo anterior.

4.1.1 - Lema;
Si J^Cn-jO+l θθ 2(n-p)dd-dimensional medida de 

Hausdorff,

Demo st rae i ón 8

Sea t¿ (Ο,ίθ). Como (^/jj ) ' es un conjunto

semianalítico de dimensión 2(n-p)+l, su 2(n-p)*+l medida de Haus

dorff es localmente .finita ¡CHo í'33 . Dado que U es compacto,

Así, pues,

Por otra parte, si 0<ti<t?<tQ,
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4.1.2 - Lerna:

Sea kr = sup M, donde Μ = (η ι η es la multipli- 

cidad de alguna componente de GAy)" 'ftp

Si 0 < t <t , se verifica

k ¿ kf < qot' t0

Demostracións

Veamos, en primer término, la finitud de k+-_. Dado LQ
que el número de componentes de un conjunto semianalítico es lo

calmente finito , razonando como en el lema anterior se de- 
_ 1 '

duce que ('Ay) ( ) tiene una cantidad finita dé componentes

y, por tanto, es un conjunto finito de números naturales.

En consecuencia, k. <cn . 
r0

Para probar k^¿ k , demostraremos que Sea

V una componente de · Puesto que“ es Ia
restricción, al abierto z é φΡ: (zJ< tnj j ) de la cade

na Vt es la restricción de alguna componente ν^θ

de esta última. Consecuentemente; su multiplicidad es la misma 

que la de VtQ. Así, .

4.1.3 - Teorema;

Sn las hipótesis supuestas,

donde
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Demostración»

Sea tn). Por el teorema de Stokes para donjun

tos semianalíticos fdj t

y como sop - U, por 3.2 podemos escribir

(I )

Da la acotación

donde ''-'(dcO es la comasa de dc</-5^Á^-\ y de los lemas 4.1.1 y

4.1.2 se deduces

Así, por (1)

4.2 - E1 residuo logarítmico.

4.2.1 - Lemas

Sea£ . Tomemos U tal que sop c U.
*

Para;.cada té (Ο,ρθ), definamos la función
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se verificcl ?

Demostracióni

Sean X, , T como en 1,7. Dado que v ί<6(0,ίθ), 

^0(t)éX, para cada {_ 0,Ζτ^Ρ, y como h (©)= ( Y (t)),

a) se obtiene de 1.7.

Además, la identificación de 1^ con<T, ^,’>(00 

(cf. 1.7), permite deducir b) como inmediata consecuencia del 

lema 4-2 de

Si restringimos ψde modo que tengamos
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De la parte c) de 4.2.1 se sigue

el teorema 4.1,3., Por lo tanto, í<

, según

4.2,2 - Teorema:

Demostracións

Séa U como en el lema anterior y tomemos * admit i-» 

da por (*fj¿ , 1) sobre U.

Por 2.19,

.‘i t

Como a) y b) de 4.2.1 nos aseguran que estamos en las 

hipótesis del teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue, 

podemos escribir
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4, 3 - Evaluadoree' ampliados.·

4.3.1 - Nos proponemos construir un evaluador generalizado cu- f
yo dominio sea el conjunto SMT - SMT , , con SMTJ c el"Ij c j>Q JU j ¿s.
conjunto de las funciones semimeromorfas en Ut , siendo

Ujj * £ = 1 *’ * * ’ ^1? " l i ” * j=l,...,Ll (cf. 1.8).

Consideraremos a SM^ con su topología natural (Esto 

es, diremos que una sucesión (fn)ne j^> con fne SM^.^ ,converge 

a cero si, v k6-N, 3 analítica sobre (i-i/k)¿ ^e modo que 
í 

h^fn ~* 0 uniformemente sobre (i-i/k)¿ ’ cuando n->o°).
A tal fin, interpretaremos el ejemplo 1.8.2 siguiendo 

un proceso inverso al del capítulo II. Allí, reemplazamos, para 

el caso de un abierto relativamente compacto, las trayectorias 

admisibles por trayectorias "de orden finito". Si reescribimos 

las aplicaciones de 1.8.2 como:

donde R=(R|, . . . , R^) : (0,1) —? RL verifica; 0 < Rj(t)< ... < 
¡ . i -1 .

<RL(t)¿t, Ri(t)> 25 Rj(t), podemos considerarlas como limites 

sobre trayectorias de orden finito. Si queremos extender su do

minio al espacio SM^, deberemos tomar trayectorias admisibles.

Definición:

Un evaluador ampliado es una familia de aplicaciones.

Q = A SM^ —’0; L entero positivo } tal que, V L, se satisfa 

cen las condiciones Wl) - W6) de 1,8.1.
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■‘i

4 .3.2 - Proposición t

Si é tí SM^ —? C está definida por

con ¿ una trayectoria admisible, entonces ó entero pos i

tivo ¿ es un evaluador ampliado. I Ή

Demostración s

■ Sólo probaremos que έτ está bien definida, es decir

que * feSMT, existe el límite cuando tiende a cero, pues es ■■ ' 'f
inmediato ver que, en tal caso,1 se verifican Wl) W6). Para sim 

f K ' ‘ *
I

plificar la notación escribiremos z^= X^-l, z=(zp ... , z^) , 

dz= dzja,,, a dz Así?' debemos probar, lá,existencia de

L
Sea f C SMl y tomemos un entorno V del origen en C

de modo que s
í

a) Sobre V, f=g/h, gé,C'y (V), h anaíitica en V.

b) □ : W ~ resolución del producto ζρ.,ΖτΗ.ίό]

Ξη estas, condiciones,

Ahora bien, xé V, 3· W entorno de x y un’ sistema \ ■ x
de coordenadas w=(wp.,,,y£) sobre él tales que, en ¥χ,
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“con , g unidades en Wx, jpC^ip · · · ’ '' ’ ’(^L^ ’

^U'Pj6N·
Mediante una partición de la unidad en W, subordinada 

al cubrimiento | WXJ ■ podemos restringirnos a probar la exis 
* c

teñeia de (1) sobre cada W .X
Consideremos, pues,,x£W y el entorno V] que le hemos 

asociado. Supongamos = identidad (los otros casos son simila

res).

Si la matriz (% =(oC .)._i T no es normal, el lími- 1J » · · · l' _ _ J“l*f·· · i L
te es cero LZJ , ’

Si es normal, para cada j é11,...,L ( exsite i tal 
que (/. ./ 0. Esto implica que V(h) C .^¿V(zj) y por tanto, el lí- 

J- J 1· ■*>
z · "F*mite en cuestión no es otra cosa que el L-residuo de χ dz 

según las funciones' Z|,... , λ .

Nota t

Si restringimos al conjunto de las funciones meromorfas 

en algún entorno· de en C , no es necesario utilizar
A

el teorema de resolución local de singularidades, Sn efecto, 

puede demostrarse sin la intervención de este teorema que dado 

un conjunto analítico complejo A en un entorno del' origen en C ,

3 ¿o€L(0,l) tal que, si 0 £ - $ο, ( Ττ^ΐ)^ η A= φ. Esto, junto

con el teorema de Stokes, garantiza que, si 0 < b z ¿ < !¿Of 

para toda f meromorfa,
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