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Introduccién

El presente trabajo tiene por objeto el estudio del es-
pectro funcional F(X,Y) asociado a un par de espectros X e Y.
De manera mds precisa, se trata de determinar ciertos "isomor
fismos estructurales” en términos de objetos mds manejables -
en la categoria homotépica estable, la categoria estable cons
truida por Boardman ( (3] ).

En el tratamiento investigativo del espectro F(X,Y) ha-
bremos de considerar el "caso inicial” del espectro "dal *
F(X,So), y en particular cuando X = K(G), el espectro de EBi-
lenberg-Maclane asociado al grupo abeliano G.

Entre los resultados aquil obtenidos estan los que esta-
blecen que F(X,Y) es un espectro "racional” cuando X es gene-
rado "aditivamente por K(Z), e Y estd generado "maltiplicati-
vamente™ por MU, el espectro de Thom correspondiente al gru-
Po unitario. Esto permite mostrar entre otras cosas, que el
dual F(X( G),So) es isomorfo a una suspensiém del espectro de
Eilenberg-Maclane asociado al grupo racional Ext(GeQ,Z2). Asi
mismo se pueden determinar el cobordismo complejo de K(G) ,
para cada grupo abeliano G, y el cobordismo-ortogonal- espe -
cial para los grupos en los cuales la mmltiplicacién por el
entero primo 2 es un isomoxrfismo. Demostraremos tambien algu-
nos teoremas de "factorizacién" de F(X,Y) y del smash-produc—

to XAY, como productos directos de suspensiones de Y, para



ciertos espectros X e Y; lo que permitird calocular 1la Y-co
homologia y la Y-homologia de X, en téminos de su cohomolo-
gi{a ordinaria, y de la homotopia de Y. Como este resultado in
cluye el caso particular Y = MU, se podrdn calcular asi el -
bordismo y el cobordismo complejo de ciertos espectros. Por
Ultimo, y como consecuencia de los resultados anteriores, da-
Yemos una nueva respuesta a una conjetura de Jean P. Serre,
[15) , pg. 219 . (Ver tambien J. Adams: "Lect. on generalised
cohomology".Lect.Notes in Math. Springer-Verlag. Vol.99,pg.116),

El presente trabajo ha surgido como resultado de activi
dades de investigacién que el autor ha realizado bajo la ¢i-
reccién del Profesor Rodolfo Ricabarra, primero en la Univer-
sidad Central, Caracas-Venezuela, y luego en la Universidad N.
de La Plata. Algunos de los resultados obtenidos hasta el pre
sente forman el cuerpo principal de esta exposicién.Deseo pues
expresar mi mds sincero agradecimiento a mi maestro y profe-
sor, Dr. R. Ricabarra, quién siempre hubo de orientame a tra
vés de innmumerables conversaciones y sugerencias sobre los te
mas aqui tratados, y cuya colaboracién fue en todo momento im
prescindible.

Quiero finalmente agradecer a mi compafiera Evelin %odo
el estimlo y el apoyo brindados, los cuales me sirvieron de
gran aliento en el trenscurso de las tareas que culminaron -

con la presente tesis,

El autor



1. Disgramas y Limites.

Sea § 1la categorfa de CW-espectros, la categorfa de
Boardman (ver 31 y [17)); y sea §, 1la categor{a homoté-
pica correspondiente. Los objetos de §h se llaman CW-es-
pectros o0 simplemente espectros. S1 X e Y son espec-
tros, un morfismo de X en Y de grado n o cogrado -n
es un morfiemo S X ——Y en §h. donde SUX denota 1la
n-suspensién de X. Tales morfismos foxman un grupo abe
liano lI,Y}n = {x,Y-}_"n . Asl aparece asociada a 8,
categoria graduada, la categorfia homotépica graduada S

unsa
h*’
que tiene los mismos objetos de §h' y como morfismos de
X en Y se toma el grupo graduado {X,Y} = {X,Y}* .
Si £ e{x,Yln usayremos ia notacién |f| = n para indicar
que f es un morfismo de grado n.

si s° es el espectro o-esfera y X es un espectro
cualquiera, el grupo {So,x‘n
homotopia de X, y se denota por ;tn(x). Si X es tal que

'ﬂi(x) = O para i € n, diremos que X es n-conexo, y que X

se llama el n-simo grupo de

es conexo, si es n-conexo para algin n. Asi mismo se di-
ce que X es n-coconexo si ‘xi(x) = O para 1i>n , y
que X es coconexo, 81 es n-coconexo para algin n.

Si G es un grupo abeliano existe un espectro X tal
que xi‘(x) = 0 81 1 #0 ¥y 7(0(1):.-: G. Mds ain dos
espectros cualesquiera que verifiquen estas propiedades son
canénicamente isomorfos en S . Por lo tanto podemos deno -

h
tar con X(G) wuno cualquiera de tales espectros.



S1 X es un espectro y G es un grupo abeliano, el
grupo {X,K(G)}® se 1lama el n-simo grupo de cohomologfia
de X oon coeficientes en G y se denota por Hn(I;G).Aa:L
mismo el grupo §S°, xAx(G)}'n = Hn(x;G) es el n-simo
grupo de homologia de X con coeficientes en G. Para el ca-
80 particular de G = 2 el grupo de los enteros, convendre-
mos en poner simplemente (X) = H“(x;z) y Hn(x)zan-(x;z).

Sumas y productos directos . De acuerdo con C.20 ¥y
C.22 de [3] 1la categoria 8

h
tos directos arbitrarios, Unicos salvo isomorfismos; es de-

contiene sumas y produc -

cir, ai {Ia : a¢J] es una familia cualquiera de espec -
tros, entonces existen espectros :

Vx, vy Ilx

aed acd

llamados respectivamente el co-producto y produocto de los
espectros X,. Para cada ac¢J existen morfismos de grado
cero @

1g : Xg—>VXp ¥ Pa: T1Xp—Xa .

R co-producto y el producto junto con las familias de
morfiemos {ig: aéd! y {pra: a¢eJ} gozan de la siguien-
te propiedad universal t¢

Si Y es un espectro oualquiera Yy pare cada a<d
se tiene un morfismo gg : Xg——Y c¢on |gyz} = n para 4O
do a , entonces existe un Unico morfiesmo g : VX,—Y
tal que )g| =n y g.ip = &g o

Andlogamente si pars cada 8¢J tenemos 8,° Y———’xa



con |ga| = n para todo a¢Jd, existe un Unico morfismo
g:Y——-»T\Xa tal que |g] =n ¥ P,e& = &

s Pare cada
aed.

De acuerdo con esta propiedad universal resulta que

los morfismos {ia\ ¥y {p,} inducen isomorfismos canénicos:

i, SVIa,YI‘——-ﬂT{Ia,Yj, y p, ¢ {Y, X} — TUY,X} .

l.1 Definicién . Un Z-diagrama en 8, » oun diagrs
ma en '-S-h indiciado por el conjunto de enteros Z, es una

sucesién de espectros y morfismos de grado cero de una de
las sigulentes formas ¢

(1013) seo ——Ux

£4 £441
i ” x:l;t-l R

2

- oY &iv 84 .
(1olb) cee Xi+1'_i—l—’ xi xi-l

Asociado a un diagrama de la forma (l.la) estd la

construccién telescépica de Milnor, que se objiene definien
do un moxfismo de grado cero :

T 3 in-—-—-* in

mediante las relaciones f.ky = ki - k¢ ,y.fy , donde el
moxrfismo ki @ xi—-——»vxj es la inclusién candénica; y for-
mando el tridngulo exacto correspondiente a f, (J.11 de [3)):

VX4 1, vy —&- —h-—-»vxi



donde |f| =|g| =0 y |h|=-1. El espectro X se lla
ma el telescopio de los X, y se denote por X = 1lim X,,

| 1 -— 1
De manera andloga se hace la construccién para diagramas de

la forma (1.1db) .
Denotando con gy : X§j——X 1la restriccién 8|11'8°k:|.

resulta entonces ¢

(1:1c) Para cada icZ el siguiente diagrama es conmta-

X, > SN
fi\ /B‘iirl
X

(1.1d) Los morfismoe g4 inducen un isomorfismo de

grapos abelianos :

tivo:

1im 7 (X,) % (X)

para cada entero k. las propiedades (l.lc) y (1.14) de-
temminan X unfvocamente salvo isomorfismo. Mds precisamen

te tenemos la siguiente proposicién .

1.2 Proposicién . Supongamos que tenemos un Z-dias

5 NN xhl—fiil—. X, , —»e-

y un espectro Y tal que para cada entero 1 , existe un

morfismo de grado oero di H xi—-v Y, Que cumplen las pro-

pledndes siguientes :



(a) Para cada 1¢Z el siguiente diagrama es conmtativos
4
Ii — Y
4 \ /:1 isl
xia-l.

(b) B homomorfismo de grupos lim Xk(xi)——*‘ltk(Y) indu-
cido por los morfismos dy de acuerdo con la propiedad an-

texrior, es un isomorfismo para cada entero k.

En estaes condiciones exiete un isomorfismo de grado

cero t: X—Y, tal que t.gi = d:l. para cada 1 .
Demostracién ¥ Los morfismos 4, : X,—Y definen
un morfismo d: VXj —>Y, donde la restriccién de 4 a X,,
dlxi = d'ki = di . En el siguiente diagrama
f & h
VX, * VX, } — VX,
a\, %
Y
tenemos (d.f)|Xy = d.f.k;= a(k;- k, )L, )= 4,- 4, ,.f,5 O,

donde la ltima igualdad se sigue de (a). En consecuencia
d.f = 0, y por lo tanto existe un morfismo t : X—Y tal
que t.g =4 . La condicién (b) implica ahora que el ho-
momorfiemo inducido ®y(t): *(X)— %5(Y) es un isomorfis
mo para cada i ¢Z, y por consiguiente t es un isomorfiesmo
en §h.( 1.6 de [3)).

Dado un diagramea ¥y un espectro Y como en la proposi-



cién anterior, se dird que el diagrama es une filtrmeidn
convergente del espectro Y.

Ejemplos de filtraciones convergentes.

1.3 Para cada espectro Y existe una filtracién -
convergente de Y, dada por sus esqueletos.

l.4 Para cada entero n pongamos Gn = nn(!’) y para
cada -HGn sy S€a gf s Sf———'Y representar « , y donde
Sf = s® para todo « , Si gn : I’n(Y) —Y es el morfismo
definido a partir de lis gf , donde Ln(Y) esta dado por

L (Y) = _‘Yans.? , entonces el homomorfismo inducido @
n
Xn(g ) ﬂn(LnY)—-—an(Y)

es un epimorfismo. Si definimos 1Y como el co-producto

de todos los I'hY’ entonces los morfismos gn definen un
moxfismo LY —Y , el cual induce epimorfismos en homoto
pia. En conclusién tenemos que para cada espectro Y, existe
un morfiemo de grado cero g(Y) : LY—Y, donde LY es un

coproducto de esferas, y tal que para cada enteron :

7 (g(X))s 1 (LY) — 1 (¥)

es un epimorfisamo.
Definamos por induccién una sucesién de espectros Yn

y morfismos fn $ Yn——> Yn v & ° Yn—_"Y , tales que

+1
Gn_,_]_-fn = & 7 ker. n‘(gn) < ker. xn(fn) para cada par



de entexros m y n.

Pongamos Yn=0,rn-0ygn=0 para n<0, Yy
sea Yo = 1LY , g, = g(Y) : Yo———-vY . Supongamos definidos Y
gj. 3 YJ——vY, ra s YJ__'YJA rara J<n-1 verificando -
las condiciones arriba mencionadas. Consideremos ahora el
triddgulo exacto dado por g,

J

h &n

v_—PYn — Y —,V

y sea g(V) : LV—>V ., la composicién 4 = h.g(V) define
un tridngulo exacto:

d .,y _fn
Lv —_‘—"-Yn ) YnT-—’Lv

que da implicitamente Yn+1_ y fn : Yn-——-—* le .
Observando que en el primer tridngulo gn..h = 0, en-
tonces gn.d = 0, ¥y por lo tanto del dltimo <+tridngulo se
obtiene un morfismo gm_l s Yn+f—*Y tal que gml.fnngn.
Méds ain la definicién de Yn-rl implica 1la siguiente re
lacién : Xker. ﬂm(gn) < ker. ﬂn(fn) para cada entero m, con
lo cual termina el paso inductivo. Ahora bien, como conse -~
caencia de esta Ultima relacién y de que cada &, indu-
ce epimorfismos en homotopfia, se deduce que efectivamente
los espectros Yn Y los mosfismos 'i’n Yy & definen una
filtracién convergente del espeactro Y. Debemos destacar
por Ultimo que para cada entero n, en el tridngulo exacto

dado por el morfismo fn :



v _In
n

> Ynfl_—. Qn-—vYn

el espectro Q es isomorfo a un coproducto de esferas.

1.5 La filtracién de Postnikov. Para cada espectro X
Y cada entero n, existe un morfismo de grado cero

& = &%) : L ——X

donde x; es (n-l)-conexo ¥ Wi(gn) $ 11(1:1)-——~ 7(1(1)
es un isomorfismo para 12 n. Tal morfismo goza de la si -
guiente propiedad universal:

Pare cada espectro (n-l)-conexo T y cada morfiemo
de grado cero f : T —X, existe un Unico morfismo de
grado cero h ! '.n——’x; que hace el siguiente diagrama

» /

—
n

4

v

De acuerdo con esta propiedad resulta que para oada es
pectro Y y cada morfismo f : Y—X, existe un Unico -
morfismo "fn : Y"——-»x; donde |f| = £ 1= O, vy tal que el

n
siguiente cuadrado es conmntativo :
Y“ L gn(Y) -
n
Tn h 4




Como consecuencia de estos resultados se obtiene un

dnico morfismo de grado cero £, ¢ K, X tal que
gn"fntl = &.,9° Por consiguiente la sucoeién de non’ims

de grado cero ¥

_ " fn#l " fl gt
...-—»In+1 — In ﬁx

1——....

y los morfismos g, x ——X definen una filtracién con—
vergente del espectro x, puesto que xi(g ):7! (x")-——nt (X)
es un isomorfismo para iz n.

Mis adfn en el tridngulo exmncto dadeo por g, 3

x'fo ,x Dn + X ta » X
donde j&t = IB|] =0 ¥y |jt] =-1, resulta que
"1“‘;) =0 para i) n-l, es decir, x;l es un espectro n-l
coconexo. Los espectros xg y I;:. se llaman respecti-
vamente la n-fibra y la n-cofidbra de Postnikov del es
pectro X,

Pinalmente la conmtatividad del dlagrama

] fn "
In — In_l
&n \ / &n-1
X

implica que ﬂi(fn) : wi(xn)——-.__xi(xn_l) es un isomorfis

mo pera i2n. Tomando ahora en consideracién que II'; es
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(n-1)-conexo, resulta entonces que en el tridngulo exacto
dado por el morfismo :l’n 3

’ fn ot dn Cn h
X‘n » xn_l = Yn-l‘ - In
donde Ifnl = dn I =0 y Icnl = -1 , el espectro Y n-1

es tal que xi(rn_l) =0 8l 1 #£ (n-1) y para 1 = n-l
se tiene un isomorfiemo ;rn_l(Yn_l)‘:. Jl’n_l(x). Por consi -
guiente Yn-l es 1l1sokorfo en -$'h
del espectro de Eienberg-Maclane correspondiente al grupo

nn_l(x); es decir Yn_l‘::: sn"lx()fn_l(x)).

a la (n-l)-suspensién

La existencla y unicidad - salvo isomorfismo- de la -
filtracién de Postnikov de un espectro cuslquiera serd una

consecuencia del siguiente lema .

1.6 Lema. 51 g : Y— X es un morfismo de grado ce-
ro, donde Y es (n-l)-conexo; entonces existe un morfiemo

de grado cexro h : J—— X , y una factorizacién de g @
Y
E/ \8
J -—l‘—»x

donde J es (n-l)-conexo y J‘(i(h)z -xi(.r)-—»xi(x) es

un isomorxrfiemo para 1i2n,

1.7 Corolario. Sean L y T espectros (n-l)-conexos

ysean £ : L —X y ¢t : T—X morfismos de grado cero

tales que T;(f) y 74(t) son isomorfismos para cada idn,
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Entonces existe un morfiemo de grado cero k : L —7 tal
que ¢t.kx = f , y por 1o tanto k es un isomorfiemo.

En efecto, tomando Y = LvTlT ¥y & ¢t YT—X con
glL=f y g|T =% 3; yusando el lema anterior, se obtieme
un diagrama conmtativo :

Y
é/ \e

Las hip6tesis sobre f y + implican gque las restricciones
ElL ¥y &It eon isomorfismos. Por lo tanto bastard definir

k:L—T por k = (P L.(&l1).
Demostracifén del lema : Sea m un entero fijo , ¥y sea
o« ¢ A—X un morfismo de grado cero. Supongamos que exis-

ten entexros p y q con p<q y Q=20 +tales que ¥;(x)
es un monomorfismo para i<nm+p ¥y un epimorfismo ouando
m<i<meq. Sea g’(x) : L X—*X como en el ejemplo 1.4 , ¥
definir h : AvIg,qX——X por h|A =a 3 h|Iy,q= '
Pongamos G = ker. Ap.,q(h) y K= \/S];+q donde el copro-
ducto se toma sobre todos los xe¢G ¥ S:+q = g™t para
cada x¢G. Entonces existe un morfismo d4e grado ocero
t: K—Ahvily,, tal que G = imag. Xn+q(t) y h.t=0.
Por consiguiente, si

K ___"‘___,AVI,mq_."_., M —K

es el tridngulo exacto ocorrespondiente a t , donde |tiz(s]=0,
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existe un morfiemo h; : M——X que haoe el siguiente dia-
grama conmutativo ¢

K—-1-—+Avh.,q —2 5 N—k

o
na
A < 42X

donde ¢ : A—AvLg,q €8 la inclusién canénica.

La hipétesis sobre « y 1la definicién de ¢t implican
que  Xj(hy) : 75 (M) -——'nfi(x) es un monomorfismo para cada
i<nm,ptl ¥ un epimorfismo para m<i<m:q. PFinalmente

si ponemos A; = MvL (x) , v c(l : L_l——'x es el

| m+q+l neasl
morfismo definido por hy y &g 9 (X) , obtenemos un dia-
gramge conmitativo
A
7 X
A==

1
en el que p es la composicién AL*Aan,,q —2 ,u- A,
donde i es la inclusién de M en Ay. En conclusién, este

dltimo dlagrema es una factorizacién de « , en donde como o

consecuencia de la construccién hecha, se dedunde que Jl'i(dl)
es un monomorfismo para i<« m:+p+yl , ¥y un epimorfismo para
me<icmiqil. Nds adn el espectro Al e8 Ir-conexo, siem-

Pre que A sea I-CONexX0 con Ir4< meq.

Sea ahora g : Y—X como en le hipétesis del 1lema,

y sea KO = YanI y to H Ko—ix con tOIY = g y

toanI = g“(x). Aplicando la conclusién anterior tomando
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to = ,m=n, pPp==1 y qQ =0, obtenenos un diagrama

conmntatdvo ¢

donde :l(i(tl) es un isomorfismo para m&«i<«m Yy un epi-
morfiemo para i = m+l. Razonando andlogamente ocon ¢, e

inductivamente obtenemos moxrfiemos tr 3 xr—-——»x 4
(. Kr-——rxnl‘ tales que tr-l-l"gr- tr para c¢ada 1> 0,

y donde 7(1( t j) es un isomorfismo para msi<cmij -1 ¥y
un epimorfismo paras i=m+j , comn J=21.
Tenemos asi una sucesién de espectros y morfismos:

fr 4 -
_ | ™M1

donde IJ =0 Yy p3=0 para J<0 . Sea J-_J.:.;Kie:n

el tridngulo exacto:

P
VE, — VE, 4,5 -, VE,

y sea +t @ vxi——»x el morfismo dado por los tr . End

tonces, puesto que pare cada r, trq-l"’ r ™ tr’ tenemos t.p=0,
y por consiguiente existe un morfismo h : J—X sl que
(h.d)lKi = t, para cada 1 . Esta dltima relacién junto con
las propiedades de loa homomorfismos ‘Xi( tr) implican que
ni(h) es un isomorfiemo para ocada i2n. Finalmente =i
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definimos g ¢: Y—J como la composicién Y -—-vKo-—-vJ
donde el primer morfismo es la inclusiém y el segundo es la
restricceién dlxo, resulta entonces que h.g = g , con lo
cual finaliza la demostracién del lema.

Volviendo a la fidtracibén de Postnikov, tomando Y = O

en el lema, se obtiene un morfismo de grado cexro

gn(x) 2 I;——'I

donde .x; es (n-l)-conexo, ¥y gn(x) ipdnce isomorfismo
en homotopfa eh dimensiones mayores o iguales a n. El co
rolario del lema implica que I; estd univocamente determi
nado salvo isomorfismo. Mé4s ain, si T es un espectro (n-1)-
conexo , y £ : T— X es un norfismo de grado cero, usan
do el lema nuevemente con Y =T y la unicidad de X' se de
temina un morfismo h : T—» x]‘; tal que gn(x).h = f ,Por
dltimo nos falta por mostrar que h estd univocamente deter-
migado por f . A tal efecto, supongamos que J €8 un es-
pectro m-coconexo con m<n-l1 y T es un espeotro (n-1)-
conexo. Entonces {(T,J} = O puesto que J-l'l' =~ 0. Mis ge-
neralmente tenemos que si J y T son tales que T es n-l
conexo y J es m-coconexo, entonces [T,J]k = 0 para
k) m-n. De aquf se deduce inmediatamente que el morfiesmo
gn(l) induce un isomorfiemo {r,xp:_- {T,X} para cada es-
pectro (n-1)-conexo T, lo que muestra la universalidad de
gn(x), y en particular la unicidad del morfismo h determi-

nado por T .
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OConsideremos de muevo los tridngulos exactos corres-

pondientes a los morfismos & - gn(x) y tnd 3

& ‘n hn : ¢ ’n o
Lh— I X oLy 3
e f +4 " 'n tﬂ.
X, —od, B, six(y (X)) —B X,

donde |g | = |hn| =0 , ]fn] =-1 3 |L 4= lln|-O b
|tn| = =] . P
El morfismo composicién x; D, In _ O, h(x’ (x))
es un morfismo de grado -1, ¥y representa una clase de
cohomologfs X™*1(X) ¢ E*7(X ix (X)), que e llama @
k-invariante (n+l)-dimensional o invariante de Postnikov
del espectro X. Una propiedad que queremos ressltar sobre
tales invariantes, y que nos serd ¥til mds adelante estd re

sumida en la proposicién gue sigue a contimaeién .

1.8 Proposicién. Si X es un espectro conexo, en -
tonces para cada enteron , X" 4rl(x) » 61 (n+l)-invariante
de Postnikov de X e#a un elemento de torsién en el graw

+1 !
po H' (X 3x (X))

Demostracién : Supongamos que X es (n-l)-conexo .
Entonces de scuerdo con 1.3 de (3] , podemos asumir
que 61 (n-1)-esqueleto de X, X >r= 0. 81 §_ 1 K——X T
es la inclusién, entonces en el tridngulo exmcto !

c_n o1 %y %

n+l
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ol espectro Y . es isomorfo & un coprodncto de esferas
de dimensidn m+l. Por comsiguiente, por induceibn en m -
con man-]l , y tomando en cuenta que xr(s°) o8 un gIru-
po finito para cada r >0, se demuestra que el micleo y el
comicleo del homomorfismo de Hurewios :

% (£7) —— B, (X"52)

son grupos de torsién acotada para cada entero 1. Ahom
bien, puesto que la inclusién X'—X induce isomorfis -
nos 7(1(1') o~ xi_(x) rara 1i<m, remulta finalmente que
para cada espectro conexe X , el micleo y el comicleo del
homomorfismo de Hurewics, son grupos de torsidn acotada en
cada dimensién. Como x; y la n-cofibre de Postnikov d¢ X
es (_n_-l)-coconexo- y X es conexo, entonces la conclusiém
anterior mestra que los grupos Hn(x;) y Hn*l'(xl“) son gra
pos de torsién acotada pars ocada entero n.

Usando ahora el teorema de coeficientes universales:
0 —Ext(H_(Y),6) —E*"1(¥;6) — Hom(H__, (Y),6)—0

en ek ocaso Y = x; , 86 deduce que el grupo Hm'l(I;;G)
es un grupo de torsién para cualquier grupo G; eom lo que
finaliza la demostracién de la proposiciémn.

Se pueden construir otras filtraciones convergentes,
de las ocuales la filtracién de Moore es una de las mds im—



portantes, y cuya construccién exige algunos preliminares
que seran oconsiderados en las secciones siguientes,

1.9 Limites inversos . Consideremos una sacesién de
espectros y morfismos de grado cero, de la forma (1.1b)

' f1+1 > o |
...———011*1 — > xi—-bei-l—-.ooo

Ses p, 1 TIX,—X, la proyeccién canénioca, y de--
finamos un morfismo de grado cero f 3 'nxi—-v NX, me -
diante las rolaoiopol pij'.' -. p:l.," fi+1°p:l+1 para oada
1i¢Z., Pormando el tridngulo exmcto correspondiente a f

x-—-—s——-) T‘xi ——g——)-T‘Ii —-l-l—-v X
donde |g| = | f| =0 y |h| =-1, convendremos en
poner X = mxi , haciendo notar que X noe es en gene -
ra) un 1{mite inverso en la categoria S, .
Como f.g =0 , entonces para cada entero i , tenemos:

Pi(f-g) = (pi - fi+1°p1+1)8 = Pi-e - fi"‘l(pi"'l.s):o'

y por lo tanto poniendo 53 = pj.g, resulta ecommutativo el
diagrama siguiente 3

Loe morfismos €y indiocen para cada espectro Y Yy
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oada entero k, un homomorfismo de grupos abelianos:
(1.98) (5, 0¥ — 119 {T,x) ¥
 Said # ’ 1
de manera que, de acuerdo con la siguiente relacién :
imag.( {Y,x}*— 82, {y, nx 1% ) = wor.(f¥, nx} T (r,nxy B

resul ta que la imagen del homomorfismo (1.90.)- u precisa-
mente linm { Y,‘I:L}k s ¥ en consecuencia es un epimorfismo ;
aunque en genersl no ¢s un monomorfismo, siendo esta Yltima
condicién equivalente con que el homomorfismo indneido por f:
k-1

(1.9b) fx, nx,} =2

ST (x, nixy

sea un epimorfismo.

En 1o que sigue vamos e establecer condiciones sufi -
cientes para que ( 1.9b) sea un e'piﬁorffino, en términos
de consideraciones relacionadas con la teoria de grupos abe
lianos.

fied £y
Sea entonces ...,G, - — G, — G, _—reee

una sucesién de grupos abelianos y homomorfiesmes.

Definamos homomorfismos f:_ H Gn——--'—' Gn pars n=mn,
tomando como t: 6l homomorfismo idemtidad de Gn s Y paza
nymn, r: es la ocomposicién 3

o | 4
Gn » Gn-l-——bo L ——-.Gn*l_l:tl_, G. e




Sea pn 3 ]';[ Gi-'--—» Gn la proyeocidén canénica sobre Gn
y consideremos el homomorfiemo ¢ ¢ li'l Gi-——»]'il G1 dado
por las rolacionon. p’n.t - P, :I.’ nel Pnel ° Entonoces ker.f
es precisemente _lim @, . Mds avin existe una sucesiémn exacta:

(.96) 0 — lim G,— l;l Gi—-vl'il ¢,— Jix'G,—0

donde <:|.,1;:" denota el primer funtor derivado a la derecha

del funtor _lim .({12]).

1.10 Definicién. Diremos que un subconjunto de enteros
J&€Z2 es cofinal en Z, si para ocada meéZ, existe algdn
né&<d tal que n=2mn.

Para cada 1¢Z, sea. m, el primer elemento del con-

i

jungo (t¢J : t>4} ; y definamos un homomorfiamo 2, 3

3 0551 1o

por las relaciones pifJ = p,- f;j-.pli pare ocada 1eJ.

Consideremos finalmente los homomorfismos f y A 1
Pad s 1Te-"zG1__.:l,:(:G:l

donde p es la proyeccién canfnica y A estd 4ado pare ca
da jed por la f6rmléd:

b of
(1.10a) Pjol = P3+ Zfi"r .

Jerimg
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Con estas definiociones tenemos el siguiente lema.

1.11 Lema. Si JSZ es cofinal, entonoces existe un
morfiemo de sucesiones exactas

4 1
0 — 1%- oi——air“tzoi———» p Gy — 1}; é,—0

|

:]

R rJ 1
0 — 1im ——s 14836, —\ O
i & e — o L0 v

donde § y ), inducidas :eapootimahte por py A s is0
moxfismos.

Demostracidén : En pﬂner lugar, usando las definieiones
anteriores, una fdecil con:wtacién mestra que f;r p=AL ’
Yy por lo tanto p y A inducen homomorfismos f y J\ de ma-
nera que el disgrama anterior es conmtativo.

En segundo lugar, si definimos u y v: TTG —————b TT

hz
mediante las relaciones pj.u =0 si j#J » y pj.n = pj

1 j€J 3 pv=p el Jed;y pj-v-f' si J§J; en
tonces una sencilla verificaocién muestra qne A.u =1 3

fov =1 , y ademds f.v = u._fa « Do aquf resulta entonces -
que § ¥ ) son epimorfismos. Para ver que { €8 uUn RONOmOY
fismo serd suficiente mostrar que (ker.p)r\(kor.f) = 0.,
Sea pues x = (:1)- donde x,¢ G, para cada 143, tal
que f(x) =0 ¥ )i(x) = 0 ; entonces f:l.*l( 1+1) =X, Yy
en consecuencia fj(x:l.)- = X, para cada 1>J . Como J es

cofinal en Z, para cada n ¢, existe me¢dJ, con m)>n , Yy
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por lo tanto :f:(x‘) =X . Ls h:l_pdtuio P(x) = 0 implica
que x = O para ocada m¢J} y asi en conclusién tenemos
que xh =0 para cada ne¢Z, es decir x = 0O,

Pinalmente nos resta por mostrar que A es un ROROMOY
fiemo. Ahora bien, tomando en cuenta que p s un épinorf:l._l_
mo, serd suficiente entonces mostrar que ker.)\ cimag.f .

Sea entonces _yeke'r.). y Y= (yi) con Yy, «G pars
cada i ¢ Z. Entonces de acuerdo con la definicién (1.10e) ,
para cada JéJ, tenemos la relacién

(1.11a) g+ Zr (y) =0 .

Jeve "‘J

Parxa cada Jc¢Z, definir elementos xj_ eG, Ppor las

férmalas siguientes :
xd'o ei JeJd , ¥ oxg= g4 o+ E t(y) sl J&J.

Jere "‘.i

J

Con esta definicién resulta finalmente:

(o) Si jJeéJ y (j*l)ed , entonces ‘j = §+1 3 yf-o
de aocuerdo con (l.11a), y asi xj = x;|+1 = 0 . En conolu -
s8ién resulta x, = ‘3+1(‘3+1) =0=7, .

(b) 81 JeJ y (j+l)sJd , entonces my = ‘;hl’ x, = 03
mientras que la definicién de x;|+1 da la siguiente relacidm:

-t;li-l(x;h-l F;I-rl(’jﬂ) N Zf:h-l(y )] - -Zf (y )qi

dcum Jire "‘.1

donde la ltima igualdad se sigue de la relaciém (1l.11s) .
En oonclusidn tenemos que X, = fi&l(xj?l) =¥y


l.Ua

En los ocasos restantes, una comprobacién andloga per-
mite mostrar que x, - f;hl(xjerl) =¥y 3 por consiguienta
si ponemos x = (xi) , Tesulta f£(x) =y ;, con 1o que ter~
nina la demostracién del lema.

Consideremos ahora wn 2Z-diagrama en §h 3

4. fi
oo_o-——-txi‘..l —Lvai ’xi-r.ooo

de espectros y mosfiemos de grado cexro; y sea J un subcon -
junto cofinal en %. Imitando la construccién anterior pode-
mos definir un morfismo de gredo cero f£_: (1 Xi—T[ X4
J i1eJ ileJ

y obtener un morfismo de tridngulos examctos:

o & v I . |
X 11mxi-——.nxi——+r|i--——-, limli

I

' f
x, &, x. =94, 1x + X7
J !}li' 1ed 1 ‘J

donde X, se denota por _lim X,. Mfs ain, tomando en cuen
| “icd

ta que para cada re¢ Z, tenemos un diagrama conmutativo de
grupos y homomorfismos, deducido del diagrama anterior !

1
00— }‘1: xr+1(xi)_"7(r(x)__’ ::.‘i: xr(xi)——.o
l %, () ;
1
0 — lim "r+1(x1) ——»xr(xJ)—-r }jrm . xi)--,o

te¢d

y aplicando el lema, obtenemos gque el primer y Yltimo ho -
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momoxfismos verticales son isomorfismos, y en consecuencia
xr( G'J) e8 un isomorfismo para ocsda r<3. En resumen tene-
nos ¢l siguiente corolario del lema.

1.12 Corelarfo. Si ... —X, —— X, _il._.x:l g e

es una sucesilén de moxfismos de grado cero en §h vy Y J<&
es un subconjunto cofinal; entonces existe un isomorfismo 3

U’J s lim Iif-—- lim I:I.
1%z "TeJ

tal que para cada 14J, el siguiente diagrama es conmutati

Vo ¢

| 6"
lim Ii ’ lin I
“1e2 Yig

N8

y donde g3 ¥ gz‘] son las _proyeocionoa oanénicas.

Del mismo lema 1.11 se obtiehe otro corolario que

da una condicién suficiente para que linl G, = 0 . Pero -~
- - 1

antes debemos dar una definioiém.

1.13 Definicién.Diremos que una sucesiln de grupos y

homomorfismosn:
ST 1 £1 -
(1.133) ...——-rGi*l J——Q G’i pa'i_l-——O LN

es una sucesién MNittag-Leffer (M-1), si pare ceda entero n,

r .
existe algdn entero A con man , tal que rn(gr) = :I.':(G ‘)
para cada r=>m. ( Ver pg. 18 para la def. de 1’.).
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Ejemplos de sucesiones M-1L se obtienen en ¢l caso de
que cada grupo Gn es un grupo finito, 0 bien cuando ecada
rn es un epimoxfismo a partir de algdn n sm adelante.

1.14 Corolario. 3i una sucesidn de grupos y homomorfis

mos de la forma (1.13a) es una sucesién N-L , emtonces el

fantor deriwado, 11:16 = 0,

v i
Demostracién : Para cade entero 1 denotemos con n(i)
uno de 1los enteros correspondientes a 1 que satisfacen
la condicién M-L ; y definamos una sucesién my por im -
ducoién, poniendo n, =0 ¥y m, = n(my_j) ¥ donde mj< my
#ei 1 ¢jJ. Tal sucesibén determina entonces un subconjunto co-
final J<32.

> | | - = 1 d
Para cada 121 , pongamos T:I.-l f:i_l(Gni)eGni_l

Entonces, de acuerdo ocon la definioién de los Ry, tenemos:

1.1 a fli T = fmi ofni+1 G’ = ?1 G ) = T S
(1.240) 1 (73) = g LM (G, ) =g () =T
Como J es cofinal en 32, entonces de acuerdo aeon
el lema l.11, para la deno;tmcién'del corolario, serd sufi
ciente mostraxr que g;:lml(}1 =0, 0 equivalentemente, que
163
para cada x = (x4) con X, & Ggy s existen elementos y,;&Gyy

tales que yi_l-f:i_l(yi) = X, , Ppars cada 1i=1].
Sea entonces 8, = f:i_l(xi)c!l.'i_l pare i21, ¥

definamos por induccién elementos u j‘ mj, de modo gque ve-
rifiquen la relacién aiguiente:
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(1.14d) u o - Ty (ay) = s,
para cada entero i21 . Elegir L !o arbitrariamente, y
supongamos que tenemos definidos elementos uda !j para Jei
Y que satisfacen la relacién anterior (1.14b). Entonces ,
puesto que uy - 53 6Ty = t‘i“-(u,]_) - segin (1.14a) -
existe un elemento LI 6T4,7 tal que uj - %4 = .f.‘i*‘ (‘11+1)v
con 10 cual termina el paso inductive.

Por dltimo poniendo Vi = X+ uy4 € Grm para 1=0 ,
ocbtenemos @

- f:i_l(n) =X,

1= " B4t R4y

yi_l fli (ui)) - x

1 4

donde la dltima igualdad se sigue d¢ (1.14b). Con ésto fi-
nalisa la demostracién del corolario.

1.15 Aplicaciones . Consideremos las siguientes suce-
siones de moxrfismos de grado cero en Sh 3

...—-u:i*l‘ f:l.-i-l_,’ Ii fL 411_1——-»...
ceem T, T3 » Ty q - 3.1 , TS ;
y sean. x—L»nxi—-f—. nli—-—li—-ol’.
£’ .

T—-—»\ITi-—§\l! —_ T

donde |f| =|g| =0, 2 =ik’ =0 , los tridngulos exac-



tos que definen X = lim Ii Yy T= lim !1. Entonces:
para oada espectro Y, y cada entero J, los mosfismos t:l ) 4

r:'l inducen las siguientes sucesiones de grupos y homomor-

fismos

(1.158) oe0 — {Y,X 1}3

— {Y, 1‘3 "'"""""" {!' 1‘1"—""°

£ ST YT DR

(1.15b) ... _’{T:h-l’nj_"{!i’nj

Usando ahors l1los homomorfismos dados por (1.9a) 3y
(1.9b), ¥y la sucesién exacta dada por (1.9¢), ebtenemos
las siguientes sucesiones exactas de Milnor , ([11]) :

1 k-1 k « k
0 — lim {¥,X .} ——s (¥, X} —FE 1im{Y,Xx,}"— 0

xk f K
o--aun {Ti,Y] —s{7,Y] k , limf? ,Y]"— 0 .

En consecuencia si para J = k-1, (1.15a) o Dbien
(1.15b) es una sucesién M-L, entonces . o bien €y
es un isomorfismo.

Asi por ejemplo, si

' > ¢ "
' B eeoe
® 00 = xn*l—-—)xn — xn_l_""

’ ' gn ! oe
soe K Ly — L, — La—

son las sucesiones comapondientos a las fibras ¥y cofibras
de Postnikov de un espectro X , entonces para cada entero J,



las sucesiones §e grupos y homomorfismos :

..,__.;(J(I" )———.xj(x;) ’i(tn) N 7'.'1(1:_1)——-»...

n+l

..._..wj(x;d)__-, xj(xé) 75(511)4 ’-(j(x:;-l)‘—"“

son sucesiones M-L; la primers de ellas porque ﬂj(fn) es
un isomoxfiemo para j<n y mnés precisamente porgque xji(ln)
es mlo para cada n»>Jj; ¥y la segunda de ellas porquo)g(gn)
es un isomorfimmo para n) J. Por 1o tanto los morfismos
canénicos X-—X' inducen un isomorfismo X = lim X’; mien
n T 1 -
H‘_‘ .
tras que paxa las fibras tenemos l1im In =~ 0 ;3 y asi pam
cada espectro Y, se obtiene trivialmente:

(1.15¢) im(r,x'{*=0 y unl{t,x;]" =0.

L.154. Lema. S1 X e Y son espectros tales que X
es conexo, entonces para cada entero k, el homomorfiesmo oca-
nénico o, : {Y,x)k—-—a»‘_li_n [t,x;]k
ocada uno de los siguientes ocasos:

(1) H (Y;2) es finito y A (X) es finitamente ge

nerado para cada ne¢2 .,

(11) B, (Y;Z) es finitamente generado ¥y nn(x) es8

un grupo finito para cada entero n .
En efecto, el teorema de coeficientes universales im-

plica que nn(nx,(x)) es un grupo finito para o¢ada par

e8 un isomorfismo en

de enteros m y n, en cualquiera de los casos (1) y (1i).
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Suponiendo ahora que X es (m-l)-conexo, entonces
!
sus cofibras de Postnikov X . ®on tales que xéa-o para

n&m , y xr'hls- S_.K(X‘(I)_).- Usando los tridngulos exactos:

x;1+1 'I; | Sn'K(i n(x)) Il;+1

Y las sucesiones exactas indncidad:

X )V — (X — B (G () — [T, )"

¥ haciendo inducecién en n=m, el resultado anterior permite
mostrar que [Y,x;}j es un grupo finito para cada par de
enteros n Yy J. Por consiguiente la sucesiém de grupos
y homomoxrfismos !

) | & J
e .——»{Y,I;Nl} | eb—— {Y,I;] s [Y,I;_l — 0O
es una sucesién M-L, y en consecuencia del lema-corolario
1 ] :
l1.14, se sigue que lim [Y,In}j = 0 pam cada entero j}.
Usando por dltimo la sucesién exmcta de Milnor, se obtiene
la oonclusién del lema.

1.15e¢ Corolario. S1 X e Y son especiros tales que
X es conexo, y Hi, (Y;2) y » (X) son finitamente genera-
dos en cada dimensién; entonces en la sucesidn exmcta :

el grupo lim® {Y,x'} k-1 goincide ocon el subgrupo de {¥r,X}*
de sus elementos divisibles.
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En efecto , considerando el omso de una sucesién de

grapos (G:l) como (l.13a) , en la cual cada G, es fini-

tamente generado, y usando los homomorfismos ocanénicos
Gi_"Gio zp. donde zp es el grupo de enteros médulo un pris
RO entexro p, se obtiene un diagrama conmtativo

b 4 h 1l

0— lim G, —— 16, —— 716, — 1w &,— O

«f g s

l |

o o -
donde la micesién exacte horizontal es (1.9¢), y donde ¢
es el homomorfismo inducido por f. Como los grupos G_ia Zp
son grupos finitos, puesto que los G, son finitamente ge-
nerados, entonces f es un epimorfismo; y por eonsiguien-
te para cada x ¢ 13161 existe un g2 ¢kexr.o«¢ y tal que
h(z) = x . Tomando en cuenta ahora que existe un isomorfis-
canénico p ¢ zpo “Gf“’ nng G:l. , que hace conmativo el
diagrema :

| 1 p" . |
TG, —— 116, — 3,8 T\6;— 0

N4

N1 zpa Gy

y donda la sucesién horizontal es exacta, se obtiene un ele-
mento u eTl’Gi tal que p.u = z . Asi que en conclusién te
nemos X = p.h(u) es divisible por p., ¥y en consecuencia

1:I.n1 G, es un grapo divisible.
T i
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Volviendo & los espectros X e Y, un razonamiento -
andlogo al hecho en el corolaric anterior, muestra que los
gTUpos {Y,I,:l'}k"'1 son grupos finitamente generados pars csda
par de enteros n y k ; Yy por consiguiente, de acuexrdo con
el resmltado anterior, ‘_].L.nl[Y,Il;lk-]' es un grupo diviei-
ble para cada k. Observemos asi mismo que 8i tomamos el
espectro T = xh/uzp y donde /uzp es el espectro de Moore
comapondiepte al grupo zp-('ver 2.1 de [(14]), entonces de
acunerdo con la sucesién exacta 2.10 de [1l4]1 , los grupos
) 1§ 1(T) son grupos finitos; y por lo tanto podemos aplicar
el lemsa antexrior al par Y, T para arriber a la misme con
clusién : ‘g._i_nl [Y,I;l}k-l es un grupo divisible,

Por dltimo 81 3z ¢ Y,xlk es un elemento divisible por
cads endero, entonces su imagen por el homomorfismo 3

k k
[y, x}*— {1,

es cero para cada n, puesto que { Y,x;}k es un grupo fi-
nitamente generado. Asi termina la demostracién del corola-~
rio.

Otros ejemplos y aplicaciones de las sucesiones exao-
tas de Milnor y del ocorolario 1l.14 estan relacionados con
filtraciones dadas en téminos de los grupos de homologia ,
y en particular con la filtiracién de Moore, que considerare
mos & contimuacién.



1.16 la filtracién de Moore . Para cada espectro X Yy
cada entero n, existe un morfismo d4e grado cerxots

hnah(x) xm—»x

que goza de las siguientes propiedades:

(1) Hj(xn;Z) =0 para J>n .

(1ii) B2 homomorfismo inducido H (h ) ¢ H (x ;z)—»n (X)
es un isomorfismo para cada. Jjsn. l&a a:in 13(1'1 )
e8 un isomorfismo paxra J«<n.

(11i) Para cada par de enteros m y n c¢on =m>n, exis
te un norfiemo de grado cerxo .k: x — x que
haoce conmtativo el siguiente d:l.agma:

]‘:l \‘x
I‘A .
Si t, m y n son enteros tales que t>m>n ,en-
tonces kt. o kt .
n n

De acuerdo con estas propiedades, resulta entonces que
los morfismos h, : X—X , y el diagrama de morfismost

&n €ne .
...--»xn »xml-—L»xmz——»... $

donde &g, " k:*'l , definen una filtracién convergente de X.
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Construccién de los xn. Sea G wun grupo abeliamo ,
Yy sea JAG el espectro de Moore correspondiente. Entonces ,
de acnerdo con 2.3 de [14) , pare cada espectro J y cada
entero n, existe una sucesién exacta:

(1.16a) 0-—Ext(6,%,(J)) —(p6,3] — Hom(6,x (J)) —oO.

Tomando en particnlar G = 71 n(.‘l ) = G, ®e obtiene que
para cada entero n, existe un moxfiemo de grado cerxos

(1.16b) 6, =0 (J) + SME)—T

tal que 7(n(a'n) 3 Gn':'- )(o(/t(cn))—-vxn(.l) = Gn es ¢l homo-
moxrfismo identidad d4el grupo Gn .

Sea ahora XI wun espeoctro cualquiere, ln M n-eB8quUe-
leto Y jn : X'—X 1la inclusién canénica. Entonces exis
te un tridngulo exacto:

£ _dn,x M ,gm_dn

donde |\J | = |k | =0 vy Ianl.- -1 . Tenemos tambien una

moxfismo de sucesiones exactas de grupos abelianes 1

(x/xn)———-"ﬂn(xn)——# ﬂn(x)——-oo

. .

ooy (X/2°) B(1%) —98 | BL(X)—0

**e T "an

donde &, = Hp,1(9;) ¥y 35 = Bn(Jn) son los homomorfis~



- 33 -

mos inducidos por -a_n y :h respectivamente

Sea G = imag. 4y = ker.J, ; entonces G es un grupo
libre puesto que H,(X®) 10 es, y por lo tanto 4G  es
isomorfo a un coproducto de esferas de dimensién cero. -~

Méds ain, existe un monomorfismo de grupos :

pre—E (/)= A (x/50)

n-rl

tal que 4 .pP s la inclusién de G en H (X").
La suces:lén exacta (1.16a) implica shore que a par-
tir de £ se puede obtener un morfismo de grado cero

A +1 ni'

R s2 pG— S n-rl(x/xn) de tal manera que si de-
notamos con & @ Sn/AG — X1 la compoeioién :

n+l

sn*ly.e-—”—vs (x/f°) ol y/m dn 4@

n+1

donde IBnl ==l §J 0 41= 6, *i(x/x“) es como(1.16b) 3 en=-
tonces el homomorfismo inducido Hn(o) : G—EH (In) es la
inclueién de G en H (X'). Mds adn, la definicién de O im

Plica que § . ¢ = 0 , y por consiguiente si

)3

P .o v —L »sP M

es el tridngulo definido por ¢ , con )fi= A 1= 0 ; enton~
ces existe un morfismo de grado cero hn : V—X que

hace conmitativo el diagrama siguiente :



Pue 422 v £ g

AI /o

Como Xi'(Sn/uG) =0 para i¢n y ;ri(jn) e8 un
isomorfismo para i<¢n, resulta que ni-(hn): xi(v)—a;t:l('x)
es un isomorfismo cuando i< n. Pinalmente, puesto que por
definicién G = :lnag.Hn(ov) = kor.Hn(jn), el homomorfismo in
ducido H (n ) ¢ B (V)——H (X) es un isomorfismo.

En resuman tenemos que si tomamsss V = Ih y hn ’
entonces H,(h ) verifica (ii). Recordando shora que el
homomoxfismo Hn(o‘) es una inclusién y que H’,(In ) =0
si j>n, se deduce que H;-(Ig) =0 para Jj>n, lo que de
mestra que el espectro X verifioa la propiedad (1) .

Noe resta por dltimo construir los morfiemos X ¥
verificar las propiedades mencionadas emn (iii). Para ello
haremos uso del siguiente lema, cuya demostracién haremos
posteriomente.

1.17 lema. Sean A y B espectros tales que los gru
pos Hi(A;z)la O paxa 1i>N ¥y 7(1(3) =0 para 1 < q.
Entonces [A'-;,B}k =0 ei k) N-q , ¥ en dimensién N-q te-
nemos un isomorfismo:
. N =-q i
{&,B) 2 (A;rq*l(B)) .

Si HH(A;Z) es finitamente generado, o si 7(1(3) es
finitamente generado para cada entero 1, entonceas tenemos
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_ k
que {A,B] =0 si k)N-q-l , ¥y en dimnensién N-g-l hay
un isomorfismo

(5,377 (s, (3))

En ounalquier caso los isomorfismos anteriores son in-
duocidos por el mowfismo canénico B — Sq*lx(;( +1(B))'

Volviendo & la filtracién de Moore, consideremos ahors
el tridngulo exacto dado por el morfimmo hr 3 xr——-.x 3

h,. - t \
Ir—be —X By —T :xr ’

donde |h_| = 1t.| =0 ¥ |v,.] = -1 . Entonces en el
siguiente Adiagrama :

/h,' s, .

tenemos H (x-)—o ei r>i, y R, es i-conexo.

El toorm de coeficientes universales implioca que pa
ra la cohomologia +tenemos H (I ) =0 para r2>i+l 3 ¥y
asi podemos gpliear el lema anterior con A = xi s B = RJ ’
q=3 , N = 1i+l, tomando en consideracidén que nn(xi) =0 .
Resulta entonces que {Ij_,n;‘}8 =0 8if 8>N-q-l =1 =~ J,
y como consecuencia de este resultado obtenemos que los gm

pos {X ,ni}-o ei Jori vy {X ,a]"l-o sl J» 1+l.



Esta dltima ocomclusién implica entonces que el moxrfismo
hJ 3 xa—-—ox indade un epimorfismo {xi,xd}q[xi,x} si
J>»31i, Yyun isomorfismo si J> i+¢l. Por consiguiente parms
cada par de enteros m > n, existe un morfiemo de grado -
m n

s In——-—’x- tal que hn‘kn = hn $ Ysin, n

cerxro kn
. | m
Y P son tales que p>m>n , entonces ks'kn - { .

Para terminar, observemos que si

xh sg*xm-l dn*!nd bn’xh

des el tridngulo exacto definido por &, = k:*l s xn—-» xml,

y donde |gn|_-.|dn| = 0, entonces el espectro !‘n es iso

+l
morfo al espectro Sml/u Hml(_x), la (n+l)-suspensién

del espeotro de Moore ocorrespondiente al grupo nml(x‘;z).

Vayamos ahora a la demostracién del lema: ILa hipéte -
sis sobre A Y el teorema de coeficientes universales im-
plica que Ert(HN(L),Z) =0 , y para cada grupo G, Hi(A;G)zo
e 1>Fsl, y H'1(4;6) = Ext(H (A),6). Por consiguiente
el H = HN(“ es un grupo finitamente generado, entonoces
e un grupo libre puesto que 'Ext(Hn,z) = 0, de donde se ob-
tiene que Ext(HN,G) = 0 para cualquier grupo G. En el ca-
8o de que G sea finitamente generado tamilen se obtiene -
que m(HN,G) =0 , puesto que Erl:(Hl,z) = 0. Asi que
en cualquiera de los dos casos tenemos E(x3;6) = 0 para
cadea 1> N. En conclusién, eoexiete un entero k, k =K+1,



o k=N, tal que para ocada m, H (A (B)) = 0 si D>k

Pijemos este entero k, y consideremos para un = cual
quiers, el tridngulo exacto correspondiente al morfismo
€., * By,y—"B; dela filtracién de Postnikov de B :

n - 8ma n* 210 .
By, — 3, B S K(x (X)) —sB) | ‘

De este tridngulo obtenemos la siguiente sucesién exagc
ta de grupos y homomorfismos |

te m—l

oo m BU TN (B))— 18,82 3 S B (x, B L E¥ R 1 (B))-

Como Ht*‘(A;xn(B)) =0 8l 'I;_t-)k-m_, entonces para entero

n2q+l, 61 homomorfismo g;*l es un epimorfismo en dimen-
siones ¢ > k-q~1. Tomando en cuenta ahora que B es g-cone
X0, B;*l:c B, resulta entonces que {&,B}t = 0 para cada
t.» k-q~-1, puesto que de acuerdo con (1l.15¢) , el limite
inverso, é'%j[g,g;}t ,.‘-o ‘ o

De este resultado obtenemos tambien que {m,Bq*zi =0

gl ¢ )>»k-q-2, puesto que B;*z es (q+l)-conexo. Usando de
nuevo la sucesién exacta anterior con m = q+1 ¥y ¢t =k-q-1,

resulta finalmente el isomorfismo:
\ k-q-1
(4,8 g BN AR, (B) .

Aplicando estos resultados a los cesos k = N+l, k =N,

segin corresponda, se obtienen las conclusiones del lema.



1.18 Corolario . Si M es un espectro cualquiera, enton
ces H*(M;Z) = 0 8i y s6lo ei [M,B]" = O para cada espeo-
tro conexo B .

1.19 Aplicaciones relacionadas con la filtracién de
‘Moore.
Consideremos la filtracién de Moore de un espectro
conexo X @ |

&g
0.0——-—911

i
2T\

X .

__'I:IAZ—_' oee

De tal filtracifén se obtiene, para cada espectro Y y
cada entero k, la siguiente sucesién exncta de Milnor :

hk

0 — 1ig’ {x,, Y}t — [x,1}" > 1im (x,,Y1o0 .
Supongamos ahora que Hi(x;z) y 7&(1’) son grupos
finitemente gemerados para cada entero i. En estas condicio
nes tenemos :
(1.19a) E1 micleo de hk coincide con el subgrupo de
{I,Y}k formado por sus elementos divisibles,
(1.19v) S X o Y es un espectro de torsiém, enton

ces ker.hk = 0 para cada entero k. - Un es-

pectro de torsién es un espectro cuyos grupos
de homotopfa son grupos de torsidm.

Demostraremoe solamente (1.19b), puesto que (1.19a)
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és una consecuencia que se demuestra de manera andloga .
(1.15e) &

Supongemos pues que X es (m-l)-conexo. Entonces -
450 para itm-l , y X = STMH (X). Poniendo H, = (X)
y usando la sucesién exacta 2.3 de [14] :

0 — Ext(H, , X . (Y))— {ul,, Y}, — Hom(H,,7 (Y))— 0 ,

resulta entonces que {uH,,Y}, e8 un grupo finitamente ge
nerado para cada par de enteros (i,k) , puesto que H,(X) ¥
7((Y) son finitamente generados en cada dimensién. Asi mis-
mo si, |

€n-) | n |
-1 In b /" Hh 'xn-l

es el tridngulo exacto dado por el morfismo 8 1+ 7
'l:-n
...a-v[x 1,!} {PH ’Y} [I ,Y} ——'—'lxn 1,Y} ———F oo

es la sucesién exactea correspondiente; entonces por induc -
cién en n>m , se demestra que {In,Y}t es un grupo f£i
niteamente generado para cada par n y $. Por dltimo, si
X o bien Y es un espectro de torsién, entonces los gra
pos { In,Y.}'t son grupos de torsién finitamente generados,
y por lo tanto finites, En conseouencia, usando el corola-
rio l.l4 - condicién ML - , resulta ‘li_gl{xn,!'}t = 0
para cada 14 ; con lo cual damos por terminada la demos -
tracién .



Para finalizar con esta primera parte del presente tra
bajo expondremos a contimmacién un lema, cuya demostracién
nos fue facilitada por el Dr. R. Ricaberra. Algunas apliocs-
ciones de este lema nos seran de gran utilidad para la de-
mostracién de ciertas propiedades importantes relacionadas
con los resultados finales de esta exposicidn.

1.20 Lema. Sea Y un espectro conexo y £ : X——Y
un morfismo de grado cero.Supongamos que para cada entero Ir:

(1) 0 =B (2;x(Y)) : E(L:7(Y)) — B (X 1(T)) .

(11) HY(X; xr(Y)) es un grupo sin toreidn.
En estas condiciones el morfismo f = O,

Demostracién : Supongamos que Y ea (n-l)-conexo .
Entonoes YzI;, la n-fibra de Postnikov de Y .

Para la demostracién del lema serd suficiente mostrar
que existen morfismos de grado cero ﬂ‘i 3 x—-—-»zi para ca
da i>n, ocon rn = f, y que hacen conmusivos los dlagramas:

X

1-17/ &

o & | "
Yi+1___1*_1_, Y:I. .

En efecto, tomando en cuenta gue 1im [I,Y;}_ = 0, de
acuerdo con (l.15¢c), resultardi entonoces :t:l = 0 para cada
i>n, asi que en particular fn - £ = 0.,



Pongamos pues fn = f, y construyamos los 1’1 por
induccién. A tal efecto, consideremos en primer lugar el si-
guiente diagrama 3

z
f|
n " .. Bn ' »
v/, —fad L yr=y " L SURGO (V) —YDL,
donde el tridngulo hodvizontal es el tridngulo exacto dado
) F H’. -
por el morfismo €141 : Y '_"’Ynn'! . Entonces la hipéte

n+l

sis (i) implica que on.f = 0 , ¥ por consiguiente exis
| . M

te un moxfismo de grado cerxo fntl - x——’Ynd tal que

& fpy =, =% ?uponganoa indnctivamente que existen

morfismos :I!J 3 x--»:r para n<j4£r oon gj'.:l'.’j 'f;l-l 3
y consideremos 1los tridngulos exactos :

" €xrsl " Sy | X, "
Yri»l > Yr —X 5 87K( ﬁr(Y)) -———)Y:m‘1
v By Kr o dn oo
Yr e 4 ,Yr aYr .

Entonces, de acuerdo con la proposicién 1.8 , el k-
invariante (r+l)-dimensional de Y , kﬂl(Y) = 8.4 es
es un elenonfo de torsién en el grupo HNI(Y;;'K r(Y)) s Pues
t0 que Y es conexo. ASi que existe un entero m tal que
n(sr.dr) = (m.s_)d =0,y por lo tanto existe un morfis
mo de grado cero g Y — STEK( X.(Y)) tal que g-h = m.sp

Pinalmente en el siguiente diagrama :



Y; >
Y; 1—-—-—’ X” - — Y
¢ €xel r_ By
o/t
STR( % (Y))

tenemos l:t';..-fr = £f por induccién, y por consiguiente ,

n(a-r.fr) = (n.sr)f_r = (p .hf;_.)ﬁ_ar ¢ .f =0, donde la ¥lti-
ma igualdad se sigue de la hipétesis (i) . Asi resulta que
la clase de cohomologia er_..i're i (I;ﬂ; (Y)) es una c¢lase

de torsibén, y en oonsecuencia , de¢ acuerdo con la hipé -~
tesie (1i) , 'r'f:: = 0 . Esta relaecién permite levantar
f_a un morxrfismo f_ el ° x_—’!r’l tal que g, L= .

r | +1 +d1 7 T
Con ésto termina el paso inductivo y finaliza la demostra

016:1 del lema.

La profima seccién serd dedicada al estudio de:: cier
tas clases de objetos de 1; categoxria §'l:n' Tal estudio nos
lleva a enfocar 1la categoria 5, desde un. punto de vista
"geométrico-Hilbertiano®, introduciendo conseptos apropiados

de ortogonalidad " de espectros. Asi surgen de manera natu-
una serie de problemas relacionados con la deteminacién de

las * coordenadas orxtogonales® de un objeto cualquiera de
Sh' El tratamiento de tales problemas se reduce generalmen-

te al estudio de ciertos funtores, y principalmente a in -
vestigar la posibilidad de que tales funtores sean "repre-


er.fr

sentables ". Este estudio es lo que se llama la "teoris de
localizacién™ , y un avance muy importante en esta direccién
lo constituye el tradajo del Dr. R. Riecabarra (14), en el
cual se hace una exposicién bastante detallada de la "looall
zacién en la categorid de grupos abelianos". En particular ,
el § 4 de tal txrebajo esta’dedicado a la localizacién en la
categoria §h .

Lo _@.I-ﬂes _ Eatablg_go

2.1 Definicién . S1 U7 es una clase no vacia de es-

pectroa, diremos que J7 es una clase estadble, si verifioca

las siguientes propledades:
(e.l) U7 es isombérficamente cerrada, es dedir, JZ con
tiene cada espectro isomorfo a algdn espectro de ST .
(e.2) S1 A— B —C —A es un tridngulo exacto en
tal que dos de sus vértices pertemecen a /7 , enton-

S
“h 4
ces el tercer vértice tambien pertenece a JC .

(e.3) Si X e Y s8on espectros tales que el copro-

ducto XvY pertenece a J% , entonces X e Y pertenecen a JC.

Asi por ejemplo, la clase 7 ae los espectros isomor
fos a espectros finitos es una clase estable. Tambien la ola
se de todos los espectros es una clase estable, que a dife-~
rencia de la anterior, contiene con cada famibia de espeo-
tros, el coproducto y el producto de la familia.

Diremos que una clase J% es aditiva (resp. multiplie
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cativa), si con cada familia de espectros [X, 1 acd) e JC,
contiene tambien el coprodacto VI‘ (resp. el produnoto nx.).

Finalmente una clase que sea & la ves estable y aditi-
va, serd llamada una clase estabe aditiva : c.e.a. . Asi mis
mo una clase estable mmltiplicativa e2 una olase que es si-
mul tdneamente estable y multiplicativa.(c.e.m.).

Como consecuencia de estas definiciones se obtiene que
dado un diagrame de mosfiesmos de grado cero em S, 3

soe ——ﬁxi'_) xi’l—"‘""’xi*z__" oo »
Yy una clase J/{ estable aditiva (resp. multiplicativa), que
contiene a cada xi, entonces el lim xi (resp. lim I:I.)’
pertenece a MM .

2.2 Ej emploe . Para cada espectro X, la clase 'LI ’
formada por los espectros A, tales que [A,X). = O es una
clase estable aditiva. En o:fecto, (e.l) es evidente j;(e.2)
y la aditividad se deduden del isomoxrfismo canénico:

(VY oX), = TH{Y¥ X},

vélido para cuslquier espeoctro X y cualquier familia de
espectros [Ya tae¢d) .

Pinnlmente , si A £ B _& ,¢c_B ,x esun
tridngulo exaoto, con |f}= |g| = O y (Al =1 ,

entonces de la sucesién exacta ¢
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4

oo — (A, x}?71 _ﬁ..{o,xi“ — & x5, (1,:}"—-—5{0.1}"‘

se deduce, que si dos de los vértices del tridngulo estan en
-.X, entonoes el tercer vértice tamdien estd em -LX.

Andlogamente se demmestra que la clase X1 formada
por los espectros A , tales que [X,A)4 = O es una clase
estable multiplicativa. Las clases -1X y X1 @ee llaman
respectivamente las ciaua ortogonales a la izquierda Yy
derecha de X. Asi ul espectro Y& X ( rep. YeX1) se
dice que es "ortogomal a la izquierda” ( resp. a la derecha)
de X,

Para cada espectro X, la clase Nul(X) fomada por .
los espectros A, tales que el smash-producto XAA =< O es
una c.6.8. . En efecto, las propiedades de la definicién -~
2.1 se demmestran usando la naturelidad y exactitud del
funtor smash-producto: Si A—B —C —k es un tridn
gulo exacto, entonces tomando el emash-producto con X , se
obtiene un tridngulo exacto XA Ak——XAB —XAC—1Xak.
( Ver J.17 y J.18 de (3] ) . La aditividad se dednce
a partir del isomorfismo D.5 de [3] :

\L(x AYa) =~ IA(\;Ya) .

Las clases NUL y Q@ fomadas respectivamente por
los espectros isaomorfos al espectro mulo, Yy por los espectro
racionales - espectros cuyos grupos de honotopia son grupos
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racionales , son clases estables aditivas y mmltiplicativas.
Basta observar que la suma directa ¥y el prodmoto directo
de grupos racionales son tambien grupos racionales. La cla
se de los espectros de torsién - (1.19b) - forman una oclase
estable aditiva, que no ..e¢es multiplicativa: el produncto de
grupos de torsién no es en general un grupo de torsién.

2.3 Para cada espectro X existe una c.e.a. (X) ¥
una clase o.e.m. [X], cada una de las odales contiene a
X, y que goszan de la siguiente propiedad universal: Si J¢
es una o©.e.s. (resp. una c.e.m.) que contieme a X, en
tonces (X) € M (resp. (X) e ) .

| | Ty |
2033 Si ooo-——‘in ——eed) Yi"’l—’ 1’2 — ® @ es 1.

filtracién de un espectro Y cualquiera como definida en
1.4 , entonces para cada i, en el tridngulo examcto drdo por

el morfiemo ¢ i‘:

1 , ,
Ly — o a4 /% '

el espectro Q es isomoxrfo a un coprodncto de esferas ,

i
y por lo tanjo IAQie (X) para ocada espectro X. Recor -

dando ahora que Yi = 0 para 1¢0O, y haciendo indmc -
cién en n=0, se demuestra que Iz\Yné (X) para cada

entero n . Asi que en conclusién tenemos

IAY = X A( 1111n Yn) - linﬁ (IAYn) é (X) ’
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relacién vdlida para cada par de espectios X e Y.
Tomando en partionlar X = 8° Yy usando el isomor -
fismo YAS°'.=== SOAY ~Y , se obtiene que (So) .-.-.-..§h GO=~
RO clases estables aditivas,
2.3b Para cada grupo abeliano @G, K(G) ¢ (X(Z)) .
En efecto, tomando una presentacién libre del grupo G :

O—L—M—G—0

¥ recordando que el funtor K <+transfoma sumas directas en
coproducto, resulta entonces que los espectrso K(IL) y K(X)
estan en (K(Z)), lo que junto con el tridngulo exacto dedu
cido de la presentacidén de G ,

K(L) — K(M) — K(G) —K(L)

implican finalmente que K(G) ¢ (K(Z)) .

Como una cogsecuencia de este resultado, obtenemos -
que 8i X e8 un espectro con un nimero finito m de gru -
pos de homotopfia posiblemente no triviales, entonces X es
td en (K(Z)). Para ver que ésto es asi se usa la filtra-
cién Qe Postnikov, haciendo induccién en m. Pinalmente, si
X o8 un espeotro coconexo, entonces de acuerdo con esta dUl-
tima conclusién, cada fibra de Postnikov X” de X estd
on (X(Z2)), y por 1o tanto X z__]_.;i_’m I!'l’ & XK(2)) .

2.3¢ Si X es un espectro conexo, entonces X ¢ [(K(2)],
la clase estable multiplicativa generada por K(Z).



En efecto, suponiendo que K(G) ¢ [K(2)] para cada gmu
po abeliano G, entonces un razonamiento andlogo al ante-
rior permite mostrar que cada cofibra de Postnikov de X,
xx‘x e [K(2)] , y en consecuencia X zvl;_ﬁ_:lg_ll; € [K(z)] .

Palta ver que K(G) £ [K(Z)) para cada grupo G, pare
lo cual serd suficiente considerar el ,caso donde G es un
grupo 1libre, y tomar luego una presentacién libre de G pe-
ra el caso general, como hicimos en 2.3b . La demostracién
de que K(G) ¢ [K(Z)) i G ems libre serd una consecuen -
cia de los dos lemas que siguen a continmacién.

2.4 Lema. S1 £ : A—B es8 un homomorfismo de gra-

pos abelianos, entonces existe un tridngulo exacto emn ‘§h s

K(1) ¢S 1K(B) —B— x(a) XL, x(3) —& K(i)y 5IK(B),

donde thl = IK(£)l = O, |g| =-13 A = ker.t y
B = cok.f .

2.5 Lema . S1 L es un grapo libre, entonces el homo-
morfismo de Kronecker h : L — Hom(Hom(L,3),2) da una
jnclusién de 1 como un sumando directo d&e Hom(Hom(L,3),3

Suporigamos que los lemas han sido demostrados, y aea
0—1-3M—P—0 una presentacién libre de un gmpo cual
quiera P. Aplicando el 1lema 2.4 al homomoxfiamo
£ = Hom(d) : Hom(M,2) — Hom(L,Z) se obtiene un tridngulos:

exacto



K(R)vS™ K(V)-—K(Hom(X, %) )—K(Hom(L,3)) —K(R)vS"2K(V) ,

en donde R = ker.f = Hom(P,2) y V = cok.f = Bxt(P,Z).
Como Hom(T,Z) es un grupo isomorfo a un producto de CoOw—-
pias de Z, si T es libre, y el funtor K transfoma produc
to directo de grupos en producto de espectros, entonces re
sxlta que K(Hom(P,Z)) ¢ (K(2)] . Este resultado y el tridn
gulo exacto anterior implican que K(Hom(P,Z)) y K(Ext(P,2))
estan tambien en ¢ (K(Z)] pars cmalquier grupo P; y por ocom
siguiente ®i N es un gTupo que es un sumando directo de
Hom(P,2), entonces K(K) ¢ [K(Z)] , de acnerdo con e.3 de
definicién 2.1l. Aplicando esta Ultima conclusién al grupo
P = Hom(L,Z) donde I es un grupo libre, y ueando el lema
2.5 se obtiene finalmente que K(IL) ¢ [K(Z)) para ceda gm
Po lidbre L.

Demostracién del lems 2.4 ¢+ Sea f : A—B el homo-

moxrfismo dado, y consideremos la sucesién exacta deducida:

0——"1—'&—'!—"3 +B—0 ?

en donde _i = ker.f Yy B = cok.t .
Asociado a £ existe un morfismo de grado cero em §h.
E(2) : K(A) —K(B) , y un tridngulo exacto dado por K(f):

? B ga) B, gp) —E

donde |(h| = [K(£)] =0 ¥y g1l == o



Akplicando los funtores de homotopia y homologia en el
tridngulo anterior, y tomando en cuenta que nl(x(n);z) = 0
para oada grupo N, se obtiene el siguiente disgrema commm-
tativo de suocesiones exmctas :

0 —rizx 1(0('1') —tk L»n -—~;r_1(r)z B—o
J I 0
4] ———»uo(r)——u -:—r-—bB-—vH_l(‘!) — 0 .

De este dlagrama se deduce que el homomorfismo o s un
isomoxfismo, y por 1o tanto, de acuerdo con el teorema de
coeficientes universales, existe un moxfismo de grado ocexo
b !-—9K(rt'°(T)) tal que HO(A) -“-1. Por consiguiente,
i ¢ 3 K(xo(T))zTg—-a'rzlzr es el morfismo dado por la -
filtracién de Postnikov de T, entonces A\-¥ es la identidad
del espeotro x(xo(r)), y en consecuencia existe un isomor-
fiemo T =~ K(i)vS-1K(B) , con 10 cual finalisa la demostra

cién del lema,

Demostracién del lema 2.5 ¢ Sea L un grupo libre,
y sea h t L — Hom(Hom(L,2),Z) el homomorfismo de Krone—
oker. Supongamos que {g t &« J}€1L es un conjunto de ge-

neradores de L, y denotemos con 3(a) el grupo libre con -
generador g, ° Entonoces Hom(L,2) = EJZ(A) y ol homomoXr-
fismo h 3 332(&) —Hom( T1Z2(a) , 2) queda definido de lg
siguiente manera : si x = (xa) é 62(a) , entonoces ¢l hq
momorfismo h(x) : Tr2(a) — 2 estd dado por la férmla



h(x)(y) = QZGJ x‘oya

donde y = (ya) ¢Tlz(a); observando que la suma oontiene
& 1o sumo un ndmero finito de términos no nmulos, puesto que
x, = O parx¥a ocasi todo aéd.

Sea 4 = Hom(i) : Hom( 1 Z(a) , 2)—> NZ(a) el home-
morfiemo inducido por la inclusién 1 : @&2(a) —TT2(a)
Entonces existe un diagrama conmntativo :

®Z(a) —2— Hom( N3(a) , 2)

Pz

TIZ(A)

De acuerdo con este diagrama, para mostrar que h ds
ung inclusién de @Z(a) como un sumando directo del grupo
Hom( T1Z2(&) , Z), serd suficiente demostrar que imag.dsimag.i,
puesto que en este caso el homomorfismo d se factoriza a
travis de la suma directa; es decir, existe un homomorfismo
dl ¢ Hom (nz(a) , 2)— ®2(a) tal que 1.61 = 4, y por lo
tanto dl.h es la identidad del grupo &Z(a) . Asi que
en conclusién debemos demostrar que para oada homomorfismo
b: Tz(a) —Z , el conjunto C(b) = {aecd : b(g,) # 07
es un conjunto finito; donde g,  es el generador de Z(a).

Supongamos entonces por reduccién al absurdo, que pa-
ra algin homomorfismo b ¢Hom( 172(a) , 2) el conjunto C(D)
contiene un subconjunto numerable infinito N = {a LY . |

= 20,
Yy pongamos e, sai para cada 120
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Sea {qj t 320} wuna sucesién de enteros primos ta-
les que para cada J> O, qj & {qo, cee 1y qj—I} 3 ¥ qj no
divide a bd(e J) ei J=20. Construyamos a contimuacién una
sucesién de elementos {c » 8y cee gy Oy eee} tales que
¢ 3 g-z(aJ), y que vorifioa.n las dom condiciones siguientes:

(1) ey = k(qo...qj_l)o:’ para algdn mimero en-

tero k = k(j), y dende 3> O,

(2) b(a+ol+ coo ...o ) es divisible por qj, si j> 0.

Pongamos C,=© 1+ ¥ supongamos, por induceién, que

tenemos definidos elementos ¢, pera i2j-1, verificando
las condiciones (1) y (2). Entonces la definicién de los
pPrimod ‘1.!. implica que existen enteros m y n tales que
l = n.qjq- n(q ...q )b(e ) Multiplicando esta 1relaciémn
por T = b(c + oee *cj ) , ¥ definiendo ts;i por la férmi~-
la, c;| = - z.n(q ...q:l ) ez(a.j), resulta finalmente que
b(oo+ Caveee *°;|-1* °;|) = z.n. j s ¥ POr consiguiente °;| ve
rifica las condiciones (1) y (2).

Sea ahora x ¢T1Z(a) el elemento deter.lm:l.nado por los
°:|. ;3 es deoclir, X, = O i 2N , y para ‘1"' gy = °:L'
1,
se obtiene que q, divide a b(x—oo); pero como por hipé-
tesis, q, ®Bo divide =a Ib(co), se deduce finalmente que el
entero b(x) = b(c°)+ b(x—co) no es divisible por Q9 lo
que implica en particular que bb(x) # O . Pero por otra -
parte, si para cada J> O, ponemos v:i

ces usando de mevo las propiedades (1) y (2), se dedu~

Entonces como consecuencia de la propiedad (1) de los ¢

== c0+... +Oj ) mto&
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ce que b(':l) 4 b(x-vj)' son divisidbles por qj yara -
cada J> 0. Asi que en definitiva tememos que 61 entero b(x)
es divisible por un conjunto infinito de primos, a saber ,
el oconjunto {q3 t 3>0} ; y ésto sélo puede ocurrir si
b(x) = O, lo que contradice la conclusién anterior, b(x)40.
Con ésto damos por terminada la demostracién del lema.

Seguimos a contiunmuacién emunciando algunos otros re-
sultados referidos a las ofl.a_ua estables, los cuales van a
sexr aplicados en las secciones subsiguientes, y en partiocu-
lar en aquellas relacionadas oon los “espectroe funcionales®

2.6 Para cada espectro X y cada grupo abeliano G,
el smash-producto X AK(G) ¢ [K(Z)) . La demostracién de es
ta tesis requiere de algunos lirel:l.n:l.narea que sefialamos de
:I.hed.iato.

2.7 Definicién. Diremos que un espectro ¥ es un espec
tro genoral:lzado de Eilenberg-Maclene { abreviado GEM), =i
para cada netero n, existe un morfismo de grado cexro
@ t SK(x(Y) —Y, tal que x (<) 2x,(Y)— % (Y)
es un isomorfismo. En este caso los morfismos of n definen

un moxfismo de grado cerxro:

2t \V/SUK(x (Y))—Y
n n

el cual induce un isomorfismo en homotopfa , y por
consiguiente es un isomorfismo en §h. Tomando en cuenta



- 54 -

que el morfismo candénico ¢ 13 V'snx(xn(!))—-.]] s‘x(:rn(r))
es un isomorfismo, resulta entonces que la composicién
A =g 2 r—-—.nsnx('nn(r)) es un isomorfismo.

Sean ahora Y; ; Y;‘ la j-fibra ¥y la j-cofibra de

Postnikov de Y , y consideremos los tridngulos exactos:

v'_ B vy B .y fs .Y,
J d J
&8s, 8 t
7] J‘l’l R 2 J j j
Yj*l 'YJ_ * 4 S K(K (Y)) —— YJ 1 °

Entonces kj*l(_Y) = 'j;"fje Hj*l(Y'J;na(Y)) es el in -
variante (j+l)-dimensional del espectro Y . Si Y es un GHNX,
en el diagrema :

’ Pj u hﬂj
Yj -
d,
SdK('r( (Y))
tenemos ’;]' P:l kj*l(Y) = 0 , puesto que (d ) es un iso

moxrfismo y ademds HJ(I %,(Y)) = Hom(r, (I), J(0) .

Reciprocamente, 8i Y es un espectro tal que para cada
entero 3, 61 (j+l)~invariante de Postnikov de Y es mulo,en
tonces existe un morfiamo de gredo cexro 4 3 : Y—*SJK(X (Y))
tal que x (d ) es un isomorfismo, ¥y Por lo tanto Y ea un
GEM.

Volviendo a 2.6, nosotroe demostraremos que el smash-

producto Y=XAK(Z) es un GEM, mostrando que para cada en
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tero 3, X3} (Y) =0 .
Sea entonces:

X Bn  y _i’_"__.lrc.___.rh

n

el tridngulo exacto correspondiente a la n-fibra de Moore -

de X, y sea h:ul : Y::+1-_" Y=X aK(2) el morfismo corres-

pondiente ala (n+l)-fibra de Postnikov de Y. Entonoces, po-

niendo in =A Al t XAK(2)—RAK(Z), se obtiene que -

K(2z)
en el diagrama:

Yn’_t-l_

h::l«tl |
Y = XAK(2) = i," » B ~K(2)

los homomorfismos inducidos "":I.(h:i*l) y 7&(:\11) son iso
morfismos pars cada 1i>n, y por consiguisnte el moxfis -

A "

mo 'An.h n,] ©° un isomorfismo, puesto que los espectros

Y;d y RnAK(Z) son n-conexos. En consecuencia el morfis
1} . ’ . -

mo h!ml es un monomorfismo em -§h « Poxr lo tanto, re

tomando a las fibras de Postnikov de Y= XaAK(2) :

¥

by
Y; — , Y = XaK(2)

#Ys ' %Y; ’

jn '

e
" | ”» 4 - J .
Yj*l____.' YJ S K(J\'J(Y)) —Y

tenemos que fj =0,y esi kj*-l(Y) = ljofj = 0 para oa
da entexro j, y en conclusifm Y = XaK(Z) es un GEM .
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Finalmente #i G es un grupo abeliano cualquiera,
entonces del isomorfismo (uG)AK(Z)=K(G) se deduce que
XAK(G) = Xa(uG+K(Z)) = (X+pMG)AK(3), 10 que jumto al resultado
anterior implica que XAK(G) es un GEM para ocada espec-
tro X y cada grupo abeliano G . Paro si un espectro 7T
es un GEM, entonces el isomorfismo T = l}Sn‘K(xn(T)) y &
resultado 2.3c dan como consecuencia que T ¢ [K(Z)}, con
lo cual damos por terminada la demostracién de 2.6 .

2.8 S1 X e Y s8son espectros tales que {X,Y}* = O,
entonces {A,B]" = Q para cada A €(X) y cada B ¢(Y).

En efecto, la relacién {X,Y}" = O es equivalente a
X¢tY ya Yex?, y en consecuencia (X)<c+Y e (Y1g Xt
Por 1o tanto 8i A ¢(X) € Y'Y , ol mismo resultado implica
que [Y]é&"‘, y asi B¢ A" para cada 3B ¢{Yl, o0 1o que es
lo mismo {A,B}* =0 .

Asi por ejemplo, si N es un espectro tal que su oco-
homologfa H* (N;2) = O , entoncesa {N,B} = 0 para cada
espectro conexo B, puesto que de acuerdo con 2.3c, Bé(K(2))

2.9 81 X e Y son espectros tales que X.Y = 0 , en-
tonces A Bz O , para cada A ¢<(X) y cada Be (Y). la de-
mostracién se hace de manera andloga al caso anterior toman
do en consideracién que la hipétesis es equivalente con las
relaciones Y (WNul(X) y X¢Ful(Y).

Asi por ejemplo, si M es un espectro con homologfa mu
la, entonces J.M =« O para cada J¢(K(Z)), y en particular

s J es8 coconexo (2.3b). Si tomamos como M el espectro
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representante de la K-teorfa compleja-médulo un primo p, en
tonces de acuerdo con M.18 de [3] , éste es un ejemplo -
no trivial de espectro con homologfa mula. Esto implica em
particular que la esfera g° & (K(2)), por que de 10 contr@-
rio se tendrfa M= Soal-::l[asoz 0.

2,10 Un espectro M es un espectro de torsién (1.19v),
sl y 9610 éi el emash-producto /AQA‘ =~ 0, donde Q de-~
nota el cuerpo de los racionales.

En efecto, del isomorfismo n'i(x)@ Q = Ki(/AQAI) que
se obtiene de la sucesibén 2,10 de {[14) , se deduce to-
mando primero X = S° y luego X =M , que K(Q)=xQ,
y que 7(1(/.LQAM) = Wi(n)o Q = 0, puesto que los grupos
(_L(l[) son grupos de torsién.

Si h : So—bK(Q): MAQ representa el morfiemo corres
pondiente a la :I.nclusién de 2 en Q, dado por el teorema -
de coeficientes universales, entonces usando de nuevo el i-
somorfiemo anterior, se demestra que un espectro X es ra-
cional 8i y 86lo si el morfismo induneido 1, b X —XAK(Q)
e un isomorfismo. Asi que m particular cada espectro ra -
cional es un GEM.

Sea T———-g—-»so —h—-le ——T el tridngulo dado por h ,

donde \gi= | h| = 0. Entonces Tzs—]/'u(q/z).'rmndo el smash-
produacto de un espectro X con este tridngulo se obtieme un
tridngulo exacto:

AT —— X —X AQ —+XAT .
XAT y XAuQ son las ‘coordenadas” de torsién y racional de X.



3. Espectros PFuncionales.

La presente seccién estd dedicada a destacar oiertas
propiedades relacionadas con el espectro funcional P(X,Y),
asociado a un par de espectros X e Y. En partioular tra-
taremos el caso del espectro dual !‘(I,So) de un espectro
cualquiera X.

Algunos de los resultados a obtener pemitirdn mos-
trar, por ejemplo, que 8i X o bien Y es un espectro -
generalizado de Ellenberg-Maclane, emtonces lo miamo ocurre
ocon el espectro funcional F(X,Y). Asi mismo obtendremos al
gunas "formulaciones explficitas® de F(X,Y) como produnc-
to o0 coproducto de suspensiones de Y, 10 que permitird cal-
cular la homotopfa 7 (P(X,Y))= {X,Y} = {X,Y}" en térmi-
nos de la cohomologia y de la homotopia de X e Y. Asi que
en particular, para ciertos espectros N, podremos determi-
nar el £lgebra de Steenrod {M,M}" = x(FP(M,N)).

Para comenzar introducimos a contimmacién el concepto
de "funtor exacto" en la categorid 5 -

3.1 Definicién. Diremos que funtor E : 8, ~—» 8§, es
un funtor exacto si E transforms tridngulos exactos en
tridngulos o'nctoe. Esto quiere decir que si A—B—C—A
es un tridngulo exacto en §h’ entonces EA— EB—EC—ERA
es un tridngulo exacto, i E es covariante; y ei E es un

funtor contravariante, entonces  EA—EC—EB—Et es un

tridngulo exaocto.
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Asi por ejemplo, si X es un espectro cmalgquiera, y
definimos E; 3 §h~"v §h por Ex(A) =X«k ,y para un
morfismo f : A—B , Ex(f) = lxnf : XAA—XAB, enton-
ces usando J.17 de (3], se demmestra que EI es un -
funtor cOvp.riante exacto.

Seg E : §h-» §h |
remos una familia de espectros {Ya ¢t a¢J). Entonces exis-
ten moxrfismos E(:I.&)_ : E(Yg)-;—»E(\ftb) y E(T;\‘Y.b)—-'E(Ya)
inducidos respectivamente por las inclusiones y las pro-

un funtor covariante, y conside-

yecciones canéniocas : ia : Y;———»\{Yb ’ P, ¢ ‘l:\Yb-—vYa.
Los morfismos E(i ) y E(p ) definen morfismoe de gra

do cexyo @

E(1) : VE(Y,)—E(VY) ,

Xp)

Diremos que un funtor covariante E : S,~ 5, esun

funtor aditivo (resp. mltiplicativo) si el morfismo E(1)
(resp: E(p)) es un isomorfismo para cada familia de eapeo

tros {‘.f.’.i t ac d) .

Asi por ejemplo, el funtor covariante Ex 3 §m-~» gh
dado por Ex(A) = X.A es un funtor covariante aditivo para
cada espectro X ;3 y es multiplicativo si X es isomorfo a
un espectro finito.

Andlogamente como en el ocaso covariante, si E: § 8
e8 un funtor contravariante, existe un morfismo canénico:

E(1) ¢+ E(VY)) — TNE(Y_ ). Si este morfiamo es un isomorfis



RO, diremos que E es un funtor contravariante aditivo.

3.2 Proposicién. Sea E : §h-~> §h. un funtor exmcta,
y sea JT €S, una clase estable. Pongamos E_l(J’Z) la clase
formada por los espectros X +tales que E(X)s/G . Fn estas
condiciones tenemos :

(a) S1 E es covariante-aditivo y JC es aditiva, en
tonces E-I(M)[es una clase estable aditiva; y si Mes mul-
tiplicative y E es covariante-multipliocativo, E-l(N) es
estable y mltiplicativa, |

(b) Si E es contravariante-aditivo y N es multipli-
cativa, entonces E-l(ﬂj es uns clase estable aditiva.

La demostracién es muy sencilla, pues s6lo requiere -
usar las definiciones a.nferions pare verificar las propie-
dades de la definicién 2.1 . |

Asi por ejemplo si /L = NUL 1l1la clase estable aditi-
va formade por los espectros isomorfos al espectro mulo, en
tonces para cada espectro X, la clase lt:er.Ex = Ex-l(HUZt.) -
donde Ex(&) = XAA - coincide con la clase estable aditiva
Nul(X) definida en 2.2 .

3.3 Teorema. Para cada par de espectros (X,Y) existe
un espectro funcional F(X,Y) en -§h’ tal , que para oada
espectro T , {T,F(X,Y)} = {X~T,Y} .

El morfismo de evaluacién e : XAF(X,Y) — Y es

este isomorfismo.
la imagen de lr(x,x) por ‘

Para cada X fijo definir Px s §hm§h por la re-



lacién FX(Y-) = P(X,Y). S1 £ : Y——B, entonces a la com~
posicién X AF(X,Y) ——~Y-i-B, le corresponde por el isomor
fismo anterior, un morfismo rx(f) : *(X,Y)—P(X,B) que
hace connmitativo el diagramsa:

X AF(X,Y) —2— X A P(X,B)

T

y en el cual h = 1xarx(f)' . Con estas definiciones rx re-—
sulte ser un funtor covariante exacto y mmltipliecativo.
Andl ogamente, fijando Y se define un funtor contrava-
riante 3 !'Y : 'S-h”*) §h ', PY(I) = F(I_,Y). Este funtor es
exacto y aditivo. Para la demostracién de este teorema y al
gunos detalles relacionados con el mismo, yemitimos al lec-

tor a Vogt {17] .

Como consecuencia de estos resultados, se deduce que
8i

ces — X *X' » X P oo

i-1 i i1l

es un diagrama de morfismos de grado cero em §h, entonces
para cada espectro Y, existen isomorfismos canénicos:

F(Y, lim xi)z lim -P(Y,Ii) y ¥ li.m x:i,r):.- li.n X, Y)

A contimuacién enunciamos un resultado que relaciona-
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na el espectro funcional y las clases estables,

3.4 Proposicién. Si X e Y son espectros, entonces
el espectro funcional PF(A,B) ¢(®(X,Y)] para cada A €(X)
y cada Be(Yl.

Demostracién t Pijado X, sea P, el funtor covarian
te exacto mltiplicativo definido en 3.3. Aplicando 1la
proposicién 3.2 con J% = [F(X,Y)],la dlase estable mul-
tiplicativa generada por P(X,Y), obtenemos que la clase de
los espectros J, tales que F(X,J) ¢{P(X,Y)] es una clase
estable mmltiplicativa. Como dicha clase contiene al espeo-
tro Y, entonces P(X,B) ¢(P(X,Y)] para cada espectro Be(Yl.

Andlogamente i fijamos L, y consideramos el funtor

contravariante exacto aditivo - , entonces se obtieme que
P(J,L) ¢ ([F(X,L)] para cada & ¢(X). Este resultado y el an
terior impliocan finalmente que F(A,B) ¢ [F(X,Y)lpara cada
Ae¢(X) vy cada BelYl.

3.5 Definicién. E1 funcional dual DX de un espec-
tro X estd dado por la férmla DX = F(X,S°).
El morfismo de evaluacién correspondiente e:X.DX— s?

da lugar a un morfiemo canénico 4 : X—DDX, usando el
isomorfismo de 3.3 @

(X, DDX| = {X,(DX,5°)} = {DXaX,8%]= {X.DX,8°} .

Si X es un espectro finito, entonces d : X——DDX es
un isomorfismo.
La evaluacién e : XaDX—S° induce para cada espegc
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tro Y, un morfismo Xa(DXAY) —Y, el cual corresponde por
el isomorfismo 3.3 a un morfismo e(X,Y): DX.Y —— F(X,Y).
S1i X o Y son espectros finitos, entonces e(X,Y) es un
isomorfismo.( [17), ter. 13.2 y sg. ).

Usando la proposicién 2.11 de [14] , obtendremos otros

casos en los cuales e(X,Y) es un isomorfismo,

3.6 Teorema. Si X e Y son espectros tales que X
es conexo con un nimero finito de grupos de homologia no tri
viales, ¥y 7(1(Y) es finitamente generado para cada 1 <2,
entonces :

(a) e(X,Y) : DXaY —F(X,Y) es un isomorfismo.

(b) El smash-producto XaYe¢ (Y] .

Demostracién: Supongamos que X es (n-l)-conexo, y tie-

ne a lo sumo m+l grupos de homologia no triviales. Conside
remos el tridngulo emmcto correspondiente a la (n+m-l)-fibra

de Moore de X :
snﬁm

X — /Jﬁi'hm(X) —? L enet

xmm -]

Entonces existe un morfismo de tridngulos exactos:

Ji+n | .
DX ot Y— D5 wH - (X)AY—DXAY —DK o AT,
lelx.ﬂ 1
m+n _
?(xm-m-l , Y) — F(S /UHx'um( X),Y)—Pr(X,Y) —’F(xmvn-l'r) 3

y un tridngulo exacto:

n .. |
xm »n-—lAY — XY —§" M Hm?r?*y —’xmm- A *



Por consiguiente, si procedemos por inducaién sobre
el nimero de grupos de homologfa de X, serd suficiente en-
tonces demostrar que e(X,Y) es un isomorfismo para X 2 MG,
Yy que MUGAY €(Y] para cada grupo abeliano G. En este caso
la proposicién 2.11 de (14) establece que oSpG,Y) es un
isomorfismo si G es finitamente gemerado, o si 7(1(!') o8 £iw
nitamente generado para cada entero i .

Para mostrar que uGAY ¢{Y] , consideremos una presen
tacién libre de G : 0 — L — M — G — 0, Entonoces  de
acuerdo con 2.6 de (14] , existe un tridngulo exacto:

/xL——-—»/uM — MG — UL .,

Tomendo el gmash-producto de este tridngulo con Y, se
deduce serd suficiente considerar el caso en que G es un gru
po libre. En esta situacién G es un sumando directo del gru-
po Hom(Bom(G,Z2) , Z2) - lema 2.5 - , ¥ por lo tanto existe

un monomorfismo en Sh_:

J )'uG —7ﬁon(tl.',z)

donde T = Hom(G,Z).(lema 2.8 de [14])).
El resultado de la parte (a) del teorema da un isomor
fismo:
P(uT,Y) = DYTAY = (S™ w Ext(T, 2 )vpHom(T,2))AY,

¥ en donde el segundo isomorfismo es 2.14 de [14].
Por Yltimo el monomorfismo J induce un monomorfismo

Jaly ¢ MGAY —> /uHom(T,Z)AY,- 1o que junto al isomorfismo an-
terior implicam que existe un monomorfismo em 3,
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h : pGAY — F(uT,Y).

Como FQLT,Y) ¢ (Y]-prop. 3.4- , entonces el monomor -
fismo h , y e.3 de 2.1 dan finalmente que MGaY ¢ (Y], con
1o que finaliza la demostracién del teorema.

3.7 Ieorema. Para cada espectro Y y cada grupo abe -
liano G, los espectroe funcionales F(K(G),Y) y ®(Y,K(G))

son espectros generalizados de Eilenberg-MacLane.

Démostmcid_n_ : Sea S 1la 3}-fibra de Postnikov de 1la
esfera o-dimensional S°, y consideremos el tridngulo exac-
to correspondiente:

§ L 5B, x(z)—5§

donde 1fl =\ hl\ = O, xi(f) es un isomoxfismo para i» O
Yy h representa el generador canbnico de xo(so);:: 3. E1 -
morfismo h se llama el morfismo de Hurewicz; y si X es ua
Ah # h(X) : X—XAK(Z) es

X
el morfiemo de Hurewicz correspondiente a X.

espectro cualquiera, entonces 1

Como S es -o-éon'exo, entonces para cada grupo G,los
morfismos f“l-KQG) =0 vy 1K(G)Af = 0 ., Por 1o tanto dado
un morfismo 4 : A —X, tal que h(X).d = O , entonces tam
bien ddK(_G) =0 ¥y 1K(G)Ad = 0 . Mds aiin el homomorfiemo
inducido H*(4;G) : H*(X;G) — H*(A;G) es idénticamente mu
lo. Asi que en particular ésto mismo vale para el morfismo
£(X) = 1y
y asociatividad” del funtor smash-producto, se deduce tam—-
bien que para cada grupo abeliano G, el mprfismo indu-

Af, ¥ en consecuencia, usando la "conmutatividaad"
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cido IK(G)Af(X) = 0 ¢ K(G)A(XA§) —K(G)AX. Por lo tanto,
para cada espeetro Y, el homomorfismo 4 ¢

(3.7a) d : {K(G)aX,Y} —{K(G).XAS,Y)} ’

inducido por IK(G)af(x), es 1dénticamente mulo.

Considerando ahora el espectro funcional F(K(G),Y), ¥y
usando sus propiedades funtoriales, obtenemos wun diagrama

connmtativo:
(X,F(X(G),Y)} » {XaS,F(X(G),Y)}

N
[ K(G)aX,Y} —— {K(G)AX.S,Y}

£* (X)

en el que las flechas verticales corresponden a losa isomor-
fismos dados por 3.3; y donde f*(X) es el homomorfismo -
inducido por £(X). De este diagrama y del hecho de que el
homomoxrfismo 4 dado en (3.7a) es nulo, se deduce que el
homomorfismo f£#(X) = 0. Por lo tanto dado wun morfismo
cualquiers b : X— F(K(G),Y), existe un morfismo b,,
bl : XAK(2) — PF(K(G),Y , con |\b\ = |bll, y que hace con
mtativo el diagrema:

X8 —~X — IAK(2)
b\ / bl
P(K(6),Y)

Asi que en particular tomando X = F(K(G),Y) ¥y eligien
do b = identidad de F(K(G),Y), se deduce que el morfismo
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de Hurewicz h(P(K(G),Y)) : F(K(G),Y) —— F(K(G),Y) AK(2Z)
correspondiente al espectro F(K(G),Y), es un monomorfismo
en S, ; y por consiguiente P(K(G),Y) es un espectro gene-
ralizado de Eilenberg-Maclane, puesto que de acuerdo con
2.7, 1o mismo vale para P(K(G),Y)AK(Z) .

Andlogamente, considerando el espectro P(Y,K(G)),te——
nemos un diagramsa conmitativo:

£*(X)

(X,7(Y,K(6))) » {Xa8,P(Y,K(6)))

y | ]

[YAX,K(G)) —— {YA(X.3),k(G))

donde 4 es el homomorfismo inducido por 1,4£(X).

Tomando en cuenta la asociatividad del funtor smash--
producto se obtiene que Z(XaY).b = c.(erf(I)) Para un par
de isomorfiemos b y c¢. Como Zf£(XAY) induce homomorfismos
triviales en cohomologfa, entonces de la igualdad anterior,
y de la conmtatividad del diagrama se deduce que 4 = O,
Razonando ahora exactamente como en el ocaso precedente, re-
sulte finalmente que h(P(Y,K(G)) :P(Y,K(G))—P(Y,K(G))AK(2)
es un monomorfismo en §h ; ¥ por consiguiente F(Y,K(G)) es
un espectro generalizado de Eilenberg-Maclane, con lo cual

damos por terminada la demostracién del teorema.

A continuacién demostraremos un teorema de "factori -
zacifn del smash-producto MaX, el cual nos permitird, entre
otras cosas, calcular la M-homologia de X, en términos de la
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homotopfa de M y la homologfa de X, para ciertos M y X.

3.8 Teorema.Si X 'y M son espectros conexos tales

que G, = H,(X) es libre y HF(M;n (M)®G,) no tiene tor
8ién, entonces existe un isomorfismo:

- - i t
MAX ,._,\4 MAST UL H, (X) .

Demostracién: Supongamos que X es (-1)-conexo, lo -
que no resta generalidad a la demostracién; y consideremos
la sucesién Xo, soe 4 In, veo de las fidbras de Moore de X,

Demostremos en primer luger, que para cada entero n,

existe un isomorfismo:

i o
(3.8a) 4 M = \/i l"’S/'I'I'I‘i(xn) .

En efecto, para n = 0, Xof:&_/uHO(X), y por lo tanto
hay un isomorfismo do : uaxoz M A /AH’.O(IO). Supongamos en-
tonces por induccién, que para cada i<£n existe un isomor-

fismo d, como en (3.8a) ; y consideremos el tridngulo

exacto: £ gn b
n +1, .. | n .
(3.8b) X, —~X » 52 E_ . (X) 24

correspondiente al morfismo fn dado por lea filtracién
de Moore.

En 2.7, en la demostracién de que Y K(Z) es un GEM,

vimos que para ocada entero n, el morfismo de Moore

h, Y—Y
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eTa tal que honlgizy YnAK(Z)—eoYAK(Z) era un monomor -
fismo en §, . Por lo tanto en el tridngulo (3.8b) tenemos

que bn K'( z) = 0, ¥ en consecuencia el morfiamo de gra-

do cero:
| n e
cn = l_M“bn ¢ MaAS /uHml(x) '_"Mn

es tal que el homomorfismo inducido HF( cn;G) = 0 para ca-
da entero r y cada grupo abeliano G, ( ver demostracién -
de teor. 3.7). Observando ahora que las hipétesis del teo-
rema y la hipétesis de induccién implican que los espectros
J--n = M""Hnol(x) y uaxn son conexos Yy que mxh es iso-
morfo a un coproducto de suspensiones de M, se deduce que
H* (J'-n; ;g(maxn)) no tiene torsién. Estamos entonces en con
diciones de aplicar el lema 1.20 al morfismo c, » Ppara
obtener ¢ = 0. Por consiguiente, tomando el smash-produo-
to de M con el tridngulo (3.8b), tenemos un tridngulo :
el °n=0

MaX —— ML~ MaS" " UH L (X) + MaX,

en el cual c, = Oy y asi existe wun  isomorfismo :

el

MAxni-l ~ MAInV MAS /4 Hiu‘l(x) .

Este isomorfismo y el isomorfismo dn dado por induccién ,

implican gque existe un isomoxrfismo:

~ i
dn'i'l : H_Axn*l ~~ Y MaS /‘Hi(xn‘l) o
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Con ésto termina el paso induotivo, y asi tenemos iso

morfismos dn como en (3.8a).
Consideremos en segundo lugar el diagrama de morfies -

mos de grado cero:
£
_ ~*n |
(3.8¢) coe -——*M«Xn » HAXn*-l——bMAIn*z-—-b oo .

Entonces este diagrama es una filtracién convergente de MaX,

en el cual, de acuerdo con lo visto anteriormente, cada mor

fismo fn = IMAfn es un monomorfismo en ‘§h .

Mds generalmente, suponsgamos que tenemos una filtra

cién convergente de un espectro Y:

b By

"""Yi

i
» Yi 1
gi\ i+l
"

tal que cada b, esun monomorfismo en S, . Formando 1los

tridngulos exactos correspondientes:

b t 8
p § i i
Y:I. ’ Yi+l | * Ti *+l I Y:I.

donde |bi|=|1:i] =0 , resulta B, = O , y por 1o tanto hay
moxfiemos de gredo c¢ero ki : Tia-l—-’Yivl tales que =

Para cada entero r, definir h: Y \/Ti-——oY por

1y

para cada i.



les relaciones : h_Yr ol S Yr—_’Y Yy h T:I. = 31']‘1-1
para cada 1> r. Entonces una sencilla comprobacién mestra
que h induce un isomorfiesmo en homotopia, y por lo tanto
h es un isomorfismo en S, .

Aplicando este resultado a la filtrecién (3.8¢c) de
MaX, obtenemos un isomorfismo:

o A o~ , Ai' . -~ Ai :
d.Mx...\{MS/LHi(X),. TI"S/“'Hi(x)

donde el segundo isomorfismo se deduce de la conexién de los
espectros M y X. Con ésto termina la demostraciém del teo
rema.,

3.9 Aplicaciones: Si X y M son como en el teorema

anterior, entonces el isomorfismo d permite calcular 1la
M-homologfa de X, donde el n-simo grupo de M-homologia de
X es por definicién mn(x) = T(n(MAX). En efecto tenemos:

H,(X) = ® LSRN = @ H(Xix ().

Asi por ejemplo si tomamos como M el espectro de Thom
correspondiente al grupo unitario, entonces la férmila ante
rior permite calcular los grupos de bordismo de X en térmi
nos de sus grupos de homologia.( ver al respecto([7], [BIylld).

3.10 Corolario . Si1 X y M verifican las hipétessis del
teorema 3.8, y s& H,(X) o 7 (M) son finitamente genera-
do en cada dimeneién; entonces MaX e(N) .



En efecto, el teorema 3.6 implica que para cada grupo abe -
liano G, MyG ¢[M] 81 G o nr(m) son finltamente generados
para cada 1r. Este resultado y el isomorfismo :idel teorema
anterior dan que MaX¢ [M] .

3.11 Teorema . Sean X y M espectros conexos tales
que H,(X), H, (M) y =n(M) son libres en cada dimensién .

Supongamos que M es (-l)-conexo y que xo(u):z vy Hl(l[)ao.
En estas condiciones tenemos:

(a) Existe un diagrama de morfismos de grado cero:

—X fivl)x___’ — ——{?—* —X = 0
e R e Ty T

y moxrfismos de grado cero g ¢ X ——»xi ’ tales
que fi+1'g:l+l = g; para cada | i . Ms axin, el .
morfieamo g x——»vl_:g xi inducido por los 8y »
es un isomorfismo.

(b) S1 7 (M) es finj.tamen.te generado en cada dimen-
sién, entonces X, ¢ [M] para vada i, y por lo tan

to el isomorfismo anterior implica que X &(M]) .

Demostracién: Sea b: S°— M el gemerador de n’o(l) ’
y formemos el tridngulo exacto correspondiente:

a

(3.11a) v -2 ,5°_ P ,x B

M —— V

donde |\d} = \b\=0 y (h) = <1 . Definemos por induccién

espectraos Vi mediante las relaciones Vl sV, V1+1 = Vi-« Y.
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Tomando el smash-producto de Vi con el tridngulo anterior
8e obtienen morfismos 4, : V, — 8° Yy t:hl : V, ,—V

i i i.1 i?
que hacen conmatativos los diagramas:
d
i
:I. ) S
I »S ’

Yy en donde lt.’ull =|di|=0 para cada i, ¥y dlza.

Formando ahore los tridngulos correspondientes a los

moxrfismos di se obtiene el siguiente diagrama de morfis -

mos de tridngulos exactos:

d b h
, i -0 i b §
(3.11v) v, » 8 > M, i
tia ] . | , fin I . Itnl
in 4 in {4
Vin S ' Vi

Por dltimo, en el tridngulo exacto correspondiente al

moxfismo 31‘1: . ]
1 1¢]

(3.11c) Li > M:I.*l - l{i——-—sLi

donde |c1| = |ai‘1| = 0 , el espectro Li-.-:.vim .
Sea ahora X como en la hipbtesis del teorema, y de-

finamos espectros xi y morfismos f:l. 1! I:I. 1———oxi y

gy * x——»xi, poniendo xiao si 120 3y Ii - I«li el
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1>0 . Asi mismo g; = lebi ? I-—-*I.\Hi = 11 ' ¥

T s 1l

141 VX5

%541 4

Con estas definiciones resulta fi+1'gia1 = 849 de acuerdo
con la connutatividad del diagrama (3.11Db).

Por otra parte , en el diagrama (3.1lla), el espectro
V e o-conexo, puesto que M es (-l1)-conexo, Hb(b) es un
isomorfismo y HI(M)- = 0. Asi que usando L.4 de [3], ¥
por induccién en i, se demieatra que V, es (i=1)-conexo
para cada 1> O. Por lo tanto existe una sBucesién de ente-
ros n, < n2< cee Tl eee tales que x«vi es (ni-l)-co -
nexo, puesto que X es conexo. En consecuencia, tomando el
emash-producto de X con el diagrama (3.11b) se deduce f£inal
mente que los morfismos g, 'x——+xi
‘_]i_m xi s con lo cual queda demostrada la parte
(a) del teorema.

inducen un isomorfis-
mo g ¢t X =

Nos resta por demostrar (b). A tal efecto, considers
mos de nuevo el tridngulo (3.lla) ¥ apliquemos el funtor
de homologfa para deducir que H’i'(h) : 'Hi(m) —-bﬁi_.._l(V) es
un isomorfismo para cada 1i21; 1o que implica que los gra-
pos de homologfa de V son grupos libres. Usando ahora 1a
f6rmla de Kunneth, y por induccién en i, se demuestra que
H ,(xavi) es8 libre en cada dimensién. Por lo tanto, si para
cada n, xn(h!) es finitemente generado, entonces el coro-
lario 3.lo0 implica que X'NiAH = mie[ul « Pracediendo
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ahora por induccién, y tomando el smash-producto de X con el
tridngulo (3.11lc), se demestra que xi o x.nie (M] para
cada 1 =>1, donde Ml = M, Por consiguiente del isomorfis -
mo anterior g : X R lim Ii y 8¢ deduce finalmente que el
espectro X e¢(M] con lo cual termina la demostracién del
teorema,

Ejemplos : Tomar X = s? , Yy M s MU el espectro de
Thom correspondiente al grupo unitario. Entonces MU veri-

fica las hipétesis del teorema, puesto que en efecto, MU
es (-1)-conexo; 7(1(HU) =0, Hi(m): O 8i i1 es inm-
per, ¥ 7(2n(MU) y Han(HU) son grupos libres con gene
radores en correspondencia biunfvoca con las particiones
del entero n. ( Ver [101 y [13]).

3.12 Aplicaciones . Si X y M seon espectros que ve

rifican les hipétesis del teorema anterior, y si H,(X) ¥y
7,(M) son finitamente generados en cada dimensién, enton-
ces para cada entero i, el espectro Ji = I,\Vial es un es-
pectro "débilmente inyectivo" respecto de M; es decir, si
b A—’Ji es un morfismo tal que el homomoxrfismo induci-~
do, O = M*(b) : [Ji,ml’-ﬁ{a,n}'- , entonces b = O.

En efeocto, el isomorfismo del +teorema 3.8 da que

~ m . Tt ot
J; = \é s/u.Hm’iAm ~ ‘1;[l s./uﬂm'iAu
donde Hm 4 = Hm(x,\vi). Usando ahora las hipétesis y pro -
) |
cediendo por induccién, se demuestra que Hm, 4 e8 un gYUpOo
libre finitamente generado, para cada par de enteros (i,m).
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Poxr consiguiente el espectro /un es isomoxrfo a wun pro-
ducto de o-eaferas con mimero fin:l.to de factores. Asi que -

en conclusién el isomorfismo anterior implica que J, es iso

i
morfo a un producto ‘ITS T M de suspensiones de M, en donde

n.=n pare un mimero finito de r's. En consecuencia, el es

pectro J § = Xav_iall es débilmente inyectivo.

Poniendo Y, = XAV, ¥ cy = lx"ti $ Yi-—-o.Yi_l para
cada 1>1, se obtiene un diagrama:

C i 02 cl

ooo-—"Y — Y —>deee —Y > Y """""""'"I,

i i-1 2 1

en el cual ¢, = 1 _ad ¢ Y. = XaV— X, y donmde 4 y ¢

1 7 °x 1 i oo
los morfismos dados en (3.11la) y (3.11b) respectivamente.

Este diagrama verifica las sigulientes propiedades:

(a) Para cada entero i>0, el homomorfismo inducido
Por o, 1 "-(o ): (Y, MY — {Yi+1,u}' es tri
vial : “(c ) = 0. (Y = X). Esto se demestra
usando lema 1 20, tomando en cuenta que ol mor-
fismo induecido tiA]'K(Z) = 0.

(b) En el tridngulo exacto dado por o

i+l

.
i+1 |
Y52 = Yy dy Y,

el espectro J i €8 ‘aébilmente inyeotivo" respecto
de M,

Un diegrama como el anterior es 1o que se llama un *
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‘complejo sobre X, dévilmente inyectivo respecto de M* , en
la terminologia de Baas ([1‘! y (2]). Bn este caso, para
cada espectro T, se tiene una filtracién de los grupos {T,X}
poniendo -Fn({T,X!) = imag.({T)Y } —(T,X}). S1 T es un es-
Pectro finito, entonces Fn = O para n suficientemente gran
de, y por lo tento la interseccién Ql‘n = 0, siendo ésto -
Yltimo una condicién suficiente paxra la "convergencia® de
la sucesién espectral de Adams asociada al “compiejo" ante-
rior.

Pare terminar con esta seccién demostraremos a conti
miacién un teorema de descomposicién del espectro funcional
F(X,M). Tal descomposicién permitird, entre otras cosas, cal

cular los grupos de cobordismo complejo de ciertos espectros.

3.13 Teorema. Sean X y M espectros conexos tales que

H,(X) es libre y finitamente generado en cade dimensién , ¥y
Hr(n;nj(m)) es un grupo sin torsién para cada par de ente-

ro8 r y Jj. Entonces existe un isomorfismo:
o, - -
d : P(X,M) = T;‘ ST uH (X)AM .

Demostracién: Supongamos que X es (-l)-conexo , ¥y

sean Xo, coe o Xn, see 5 las fibras de Moore de X. Demos -
tremos en primer luger que para cada entero n, existe un
isomorfismo:
-1
dn $ F(Xn,m) = \{ S /Hi(xn)nll .



Para n = O, tenemos X 2 /u'Ho(x), y como por hipé-
tesis H (X) ee libre y finitamente generado, entonces
el espectro Io es8 isomorfo a un producto de o-esferas
con un nimero finito de factores; y por lo tanto hay un iso
morfismo a : KX ,M) & pH (X)aM .

Supongamos por ipduccién que existe un isomorfiemo -
di para cada 1i4n ; y consideremos el tridngulo exacto da
do por el morfismo fn de la filtracién de Moore de X :

f b
n . , n+l n
(3.13a) x * a8 /‘qul(x)

2

Fntonces existe un morfismo de grado cero, inducido
» n |
por b , F(bn) : P(Xn,n) —P(S /;Hm_l(x),m). Usando el isp
moxrfismo natural dado por teorema 3.3

ho: {SSHE L (X)AR(X ,M),M} = {R(X ,M),R(S" B, (X),M)}

y la exactitud y funtorialidad del espectro funcional, se
deduce que al morfiemo c, = o.‘(bn/\t) :

c_ sn/xﬂml(x)hr(xn,m)—»xnar(xn,n)—-»u ,

donde e es el morfismo de evaluacién de 3.3, ¥y ¢t es el
morfismo identidad de F(xn,m) , le corresponde el morfis-
mo P(bn) por el isomorfismo h; es decir, h(cn) = P(bn).

Como bnl\lx(z) = 0 , entonces el morfismo ¢ n in-
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duce homomorfismos triviales en cohomologia con cualquier
grupo de coeficientes. Tomando en cuenta ahora la hipétesis
inductiva y las propiedades de la homologfa de X, se deduce
que el espectro J = /u._Hml(x)AP(xn,ll) es isomorfo a un -
coproducto de un mimero finito de suspensiones de M, y en
consecuencia Hr(J’n;)\':l (M)) es un grupo sin torsién para ca
da r ¥y J, porque lo mismo vale para el espectro M. Esta-
mos asi en condiciones de aplicar el lema 1.20 para con-—

cluir que o, = O ; y por consiguiente !‘(bn) = h(cn)s 0.

Aplicando la conclusién anterior al tridngulo (3.1l3a)
se deduce que exieste un isomorfismo:
n+l

a ¢ F(X . ,M)=P(S

~ -1
n+l’ }LHm'l’H)\’F(xn'm) z\.'/s /JHi,nﬁlh X,

donde Hm-l = Hmrl(x) y "H:I.,,n%l‘ 3. Hi(xm_l) s Yy en el oual
el segundo isomorfismo se obtiene tomando en cuenta que hay
un isomorfismo 4  por induccién, ¥ que H . eslibre y
finitamente generado.

De la misma manera se deduce que para ocada entero n,
el morfismo inducido por f F(fn) = £ : r(xml,u)—.r(xn,n)
es un epimorfiemo en S

h_ *
Tenemos entonces un diagrama de epimorfismos:

o

4
(3.23b) ...—F(X M) —=— PF(X M) —P(X _,,M)—... .

Procediendo como en 3.8, consideremos un diagrama -
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cualquiera de epimorfismos de grado cero en §h :

t

11*Y"""‘—’I amaame JIPYPIPIN o

i1l i i-1

oqo"‘"‘"Y

Formando los tridngulos exactos dados por los morfis

mos 1:1‘1 : s t
1, ——y, 31 . y_ g
i il | 1
donde |8, = |t 31 =0, se obtienen morfismos de gra-
do cero ll.'1 Y:I. 1—»1-1 tales que k 8, = ].Li

Sea Y = 1lim Y, g * Y—-—tYi el morfiamo ocanéni-
co 3 y definir hj $ .Y———rIaj poniendo h:l = kj";hl . En-
tonces los morfismos h 3 con Jor>»r ¥y g, definen un mor
fismo de grado cerxo:

ir

Usando ahore que los ¢, son epimorfismos, se demues

i
tra que h induce isomorfismos en hamotopia, y por lo tan
t0 h es un isomorfismo en §h « Aplicando este resultado

al diagrama (3.13b), y recordando que X=<_lim X, , obtene-

i
mos finalmente:

PX,M) = P(_lin X,,M)= 1im #(X, ,M) = 1'11 S ME(X)AM .,
y oon ésto finmliza la demostracién del teorema.

3.14 Apliocaciones . Si X es un espeetro conexo  tal



que sus grupos de homologfa y de hamotopia son gru-
pos libres y finitamente generados, entonces el isomorfismo
del teorema anterior permite caloular el d£lgebra {X,X}*
Tal £lgebra recibe el nombre de PAlgebra de Steemrod co-
rrespondiente al espectro X *. Asi por ejemplo se puede den
¢iderer el caso particular cuando X = MU , el U-espectro -
de Thom. |

Si X y M verifican las hipétesis del teorema ante
rior, entonces el isomorfismo dado permite calcular los gmu
pos de M-cohomologfa d4e X en +términos d4e la homolo -
gla d¢ X y de la homotopfa de M. El n-simo grupo de
M~cohomologfa de X es por definiciém el grupo {I;lﬂn .
E) efecto, recordando que el mencionado isomorfismo esdd
dado por la relacién siguiente:

| -1
MI,M) = 1718 H.(X)M ,
(x1,0) = 1187 pEy (D)

se deduce entonces que para el n-simo grupo de M-colomolo -~
gia de X, tenemos el isomorfismos

w(X) = (T,M)" = TLf“WJ"” :
8+ N

Tomando en particular M = MU, se pueden calcoular asi
los grupos de cobordismo complejo de X.

Algunos cdloulos andlogos a los hechos aqui, pero usan
do “sucesiones espectrales”, se pueden hallar en (7] y (8.



4. El Algebra de Steenrod y el espectro BP.

En esta seccién consideraremos ciertas propiedades re-
lacionadas con la estructuras del 4lgebra AP s €1 dlgebra
de Steenrod ocorrespondiente al grupo zp. Tales consideracio-
nes serdm hechas sobre la base de los resultados obtenidos
por J. Milnor.([9) y {101).

En une segunda parte trataremos la construccién del es
pectro BP(p), el espectro de Brown-Peterson correspondiente
a un entero primo p. Paralelo a ello iremos sefialando algu-
nas conclusiones extraidas de los trabajos de E. H. Brown

y P. P. Peterson. ((4}).

Sea entonoes ,4 = {K(Zp),K(zp)]' el 4lgebra de
Steenrod correspondiente al grupo zp, el grupo de los en-
teros-médlo un primé p. Sea .72 el conjunto de las suce-
siones (rl,ra,...,ri_,.. ) de enteros no negativos, tales
r, = O a partir de algyn n en adelante. Para cada
sucesién R = (r,)e¢ R , definimos la longitud y la dimen-
sién de R, respectiva.mento por las f6rmlas b(R) = %

y d4(R) = S.'. 2r1(p 1) .

Bn (9] y (101 Milnor define elementos Q, ¥ PR
de /4: s PYA cada 120 y ocada R¢ R . Tales elementos,
segin demestra Milnor, verifican las siguientes propledades:

que

4.1 Dimeneién de Q, = 21, 3y am(P® = a(n).
Q:l.‘QJ. =0 si y #6lo 81 1 = § . Mientras que



Los elementos Q:'. 0;1. cae .P R en donde
e, = 0,1 Yy ocaeli todos los e, son nmlos,forman

una base de /‘ como un espacio veoctorial sobre
el ocuerpo zp .

Usando estos resultados se puede:_l demostrar de manera
inmediata los siguientes lemas.

4.2 Lema. S1 f¢ A4, entonces £ =0 si y 86lo si

Qi'f =0 para cada i20. Mds precisamente, por cuestio -
nes de dimensién, para cada f en A4, f #0 , existe un

entero r = r(dim.f) tal que Q-i.f;lo para cada 1i=21r,

4.3 Lema. Si f¢ A 3y Q;-f = 0 para algin i, existe
un elemento ge A , tal que f = Q€ . Y i convenimos en
poner °1(h) = ¢l minimo de los exponentes °, de Qi' que
aparecen en la expresién de he¢ 4 , en téminos de 1los ele-
mentos bdsicos daldoa pPor 4.1 ; entonces =i Q‘i.t = 0, exis
te una Unica g con ei(g)=0 y tal que f =Q;.g .

4.4 Lema. Para cada 120 y cada f en £ , exis-
ten elementos u y v m/‘ , tales que f =-Q1.n+v .
Médes aiin, u y v estan univooamente determinados por f, si
exigimos ademds oi(u) = oi(v) =0,

S1 R = (r,) es una sucesién en R , definimos el &g
porte de R, denotado por ¢(R), como el conjunto dado por



o(R) = {1¢3:r,>0}.
Si T = (ti) es otra sucesién, definimos R-? oomo
la sucesién (ri-t_-i), siempre y cuando r,2t, para cada i.
Sea &y la sucesién con 1 en el lugar 41, y cervs
en los otros lugares; entonces d(Ai) - 2(p1-1‘) Yy b(ai) =1,
Si R es una suceeién, entonces R-4; estd definida si ie¢¢(R).

Para terminar con lo referente al 4dlgebra de Steenrod,
seflalamos a contimuacién otros resultados de Milmor ((9] y
10} ), los cuales serdn usados explicitamente en el présente
trabajo.

4.5 Si ¢ : /4,—-’ A es el automorfismo ocanénico ,
entonces:

Qo.o(f’n) = o(ﬂn).qo-l- Z o(PE4) q

iso(R) 1’

Tomando R = A, en esta relacién, se obtieme:

i

A
= q.oPh) o g, .

4.6 Q o

i

4.7 El espectro BP(p).

Siguiendo Brown-Petersom (4] , definimos a continua-
cién una sucesién de espectros V' paxra cada 820 ., Para
8 =0 pondremos Vo = K(2), y para 821, V. estd dado por

la fé6rmla:
vg = VsHBgz) = 153 R)gy)



donde el coproducto se toma sobre todas las sucesiones R
con longitud de R, b(R) =8 , y donde A4(R) denota la Aai-
mensifén de R. Andlogamente definimos w = x(z ), ¥ pare
s2] , ws = \/sd(n)x(z ) donde b(R) =8 , |

Para cada sucesién R con bB(R) = 8 , denotemos con

:l&"R $ Vs—'-—ts K(2) y ?R s w — Sd(B)K(zp) la R-emi-

mas proyecciones canénicas., Yy dofinamoa ‘morfismod de gra-
do cero, P * l'—_——-» wr para r) s. Primero para s = O,
A LW o s R
pm : wo x(z.p)—-,wr_ estd dado por fn. (,oro c(P )
para cada sucesién R con b(R) = r ; y para s=2=1, pondre -

._I:Zc( R-U

mos @

parg oada R ocon D(R) = r , 7 donde 1la sums se extiende o
todas las sucesiones U , tales que R~ estd definida y 1a
longitud bH(R-U) =8 .

Con estas definiciones y nodbaciones pasamos a conti-
nuacién a emunciar una versién de algunos de los resultados
de Brown-Peterson ((41), los cuales van a ser usados mds ade

lante, y que son los sigulentest

4.8 Existen espeotros conexos S e20 , y morfis-
mos 3
| | g
hog ¢ I;—",_ y ot XK 1_‘) '

donde x»>s » ‘\h ) = -1 Yy ‘t" =0 .,
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Los eapéotma I. estan relacionados mediante
tridngulos exactos ¢

v Xy Ty &g
e X,/ X,, * Ve

donde |k} = jw = o, lle.l = -] y s.-h,.a_l :
Adends xo = K(2) , 'Bo 3 xo——m(zp) ‘es la ola-
se canfnica de cohomologfa, ¥y t, = ‘B.'_l. By o

Sea 0 —2Z P, Z —--+zp-—-+' 0O 1la sucesién exaota
correspondiente a la multiplicacién por p, y consideremos
el tridngulo exacto asociado:

“=% . X(z) ——K(z) :

K(2) —2 ' K(2Z)

donde el moxfismo o , de grado <1 , el ol noxrfismo de
Bockstein correspondiente. Entonces para cada entero =,
hay un tridngulo exacto @

" oA Om.
P m m
Vm — Vm v Tn 4Vn

donde "p" = p.1vn » § oty Y am son los moxfismos ca-

nénicos inducidos respectivamente por oy 2 .

Con estas notaciones asi definidas, procedemos a
sefialay otro de los resultados extraidos de Brown-Petersom,
y que estd relacionado con el resultado anterior.(4.8).



k 8
-] - -
Va vxa vxg_l » V'
‘ﬁnu""sl lhmo lhn,s-l l s‘:'ma.“"a .
am _ _ L E L ) al o
'm - 'vm 2= vm M wn

en el cual g, ©°® un morfismo de torsién, y més
precisamente, para cada s=21]1, pa.g-' = 0,

El espectro que se obtiene como "limite inverso * de
los espectros IB, recibe el nombre de “"espectro. de Brown-
Peterson® correspondiente al primo p, y serd denotado por
BP(p) = \l:_m xﬂ , 0 simplemente por BP, cuando no haya -
lugar a confusién respecto al primo p.

Para termminar con esta seccién construiremos a conti-
miacién dos sucesiones de espectros y morfismos, las cuales

juegan un papel fundamental en la obtencién de los resul ta-
dos finales del presente trabajo.

A tal efecto definimos morfismos ¢a : W —¥__ pa-
A A |
ra cada 820, por la férmula Py = y’a,aa-l sy ¥y en donde

lﬁa,ml es como en 4.7 .Asi miemo pondremos 9s=v.——ovul.

el morfismo dado por la siguiente composicién:
g Pa ds+l |

ve ’ wa ’ 'ul va+1 ¢
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De acuerdo con estas definiciones <tenemos |$.| =0
'\‘fgl = -] para cada =20,

Por ltimo, sea Yot ¥, = K(zp)—-oll el moxrfismo
dado por 1’61.‘1'0 = Q:I. para cada sucesién 4; 1} Y cuando

830, Y, v.-—-—»w“i estd definido mediante la siguien
te relaciém: "

(4.9a) Lo W, = %) Q.fy a ’

para cada sucesién R con b(R) = s:l. Con ésto asi tene-
mos |'Y | = -1 para cada 820 .

Como consecuencia de las definiciones anteriores, ob-

tenemos 1las siguientes sucesiones de morfismos de grado -1:

Yo Y Y
Vo > Vl —) ...'—'—"’Va 'vs*l-—_"ooo
(4.10)
w Yo » W, — ‘rl + W Ts s W —_—

Para finalizar consideremos el siguiente diagrama:

Ve e 7 Ve

(4.11) we te ' '8 vl
L

Ve ~ to . Verl
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donde hemos denotado con o« y O simplemente los morfis -

mos o ¥ o definidos en pg. 86 .

Para cada sucesién R con D(R) = s+1, tenemos las .
igualdades:
' 2 (o) = a(2..p) = «(33=  o(Py.a.z. )
R s R'se 1¢e(R) R=4;

, o4
= EQ.o(P Nty .

A
Ahora usando la relacién 4.6 se deduce ch(P i)'u = Q-iq
y por consiguiente de las igualdades anteriores obtenemos:

'fR(d.PB) = EQid f‘R-A-

t

= (£, Da=(FY) =2 (¥ .a)

Como esta igualdad es vdlida para cada sucesién R, enton -

ces e P = Ys.al , e8 decir, el primer cuadrado del
diagrama anterior (4.11) es conmtativo.

Para el segundo cuadrado tenemos:
_ A ?
£R(3.1) = 3 (£p.¥) = 23%Q.fp .

Por otra parte, usando de nmuevo le relacién 4:6 :

P4y, .1 z
fn( lpa.a ) = a'i_c( ).Qo.fR-Ai = e a°£Qi°fR-Ai,

Comparando estos dos Ultimos resultados, resulta enton
ces que J. ‘re - ‘P’. d , es decir, el segundo cuadrado
del diagrama es “anticonmtativo® .
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5. Resultados Finales y Aplicaciomes.

En la presente seccién expondremos los resultados
mds importantes del presente trabajo, entre cuyas aplice-
ciones podemos sefialar las que se refieren al cdlculo

de los grupos de cohomotopfa y de cobordiemo de los es-
pectros de Eilenberg-Maclane.

5.1 Teorema . Para ocada espectro X en (K(Z)) , la
clase estable aditiva generada por K(Z), y cada espectro
Y en [MU], la clase estable multiplicativa generada por
el U-espectro de Thom MU; el espectro funcional F(X,Y)
es un espectro racional.

Por lo tanto, de acuerdo con 2.10, F(X,Y) es8 un es-
pectro generalizado de Eilenberg-Maclane; es decir, existe un
isomorfismo : F(X,Y) =< \/i Si K(Gi) , donde G

i e8 ek grupo

Usando la sucesién exacta 2.3 de [14] :
(5.1a) O0—Ext(G,X . (T))— {#G,T} —— Hom(G,X (T))—0

y tomando T = F(X,Y) ¥y G=Q el cuerpo de los raciona-
les, resulta fuQ,T}, = X (T) = G. Como HMQ S K(Q), se-
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gin 2.10, obtenemos finalmente el isomorfiemo 1
(5.10)  F(LY) = FINK(Q),Y) = TIS™" H(K(XeQ),T) .

Aplicando ahora los teoremas 3.6 y 3.11 mse dedu-
ce que AHE [ 3°1 ¢ (M) para cada grupo abeliano H;y por
consiguiente podemos usar el isomorfismo anterior, +tomando
en cuenta que K(G) AK(Q) = K(GeQ)=<u(G®Q), para obtener
F(K(G), muH) P(u(GeQ), MH). Este isomorfismo junto ocon
el teorema 2,14 de (14)] , nos permiten concluir con la si
guiente férmila:

(5.1¢) P(K(G)Q/U-H) ot s-'l K(Ext(G OQ,H)))VK(HOE(G.Q,H)) ’

vdlida para cada par de grupos abelianos G y H. Este iso
morfismo corrige la f£6xmula dada en 2.16 de (141 .

Tomando H = 2 -en (5.1c), tenemos le siguiente "for
milacién explfcita" del espectro dual de cualquier X(G) :

(5.14) P(k(¢),s°) = s~ R(Ext(GaQ,2)) .

Easta relacién permite asi calcular los grupos de co -
homotopia de K(G), a saber :

A E(e)) = (K(6),8%Y =0 et 14 1

y A (K(G)) ~ Ext(G©Q,3) .
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Como consecuencia de estos resultados se deduce que

un grupo G es un grupo de torsién si y sblo i !(K(G),So)s O.

Pare calcular los grupos de cobordismo complejo de un
K(G) cualquiera, es decir los grupos HUi(K(G)) = (K(G),IIIJI:l
recordemos que n2n+1(m) =0 Yy wzn(m) es un grupo 1i
bre finitamente generado ([10] y [13] ). Entonces la suce-

sién exacta (5.la) ¥y la férmila (5.1b) dan que :
(5.10)  R(K(6),M0) = \ 5™ E(Ext( eq,x, (M0))) .
n

Por consiguiente los grupos de cobordismo complejo de KX(G)
esatan dados por:

MUi(K(G)) = 0 81 1 es par o si 1i=2n+l y n»0

vy Y (x(e) = Ext(G@Q,7_, (MU)) si n&o0 .
Pinalmente 81 X 6(K(Z)) e Ye [MU], entonces (5.la)
(5.1b) y la proposicién 3.6a de Cartdn-Eilenberg( [6}pg 116)

implican que P(X,Y) = \]/: S&(Gk) s donde el grupo G]r. estd
dado por la férmla:

6, = Hom(Q,,) ® £xt(Q,J, ) @ Hom(Q,R 1)

donde J_ = TI Bom(%, (X), X () v R= TI Ext(xitn,;rmir))
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5.2 Teorema. Para ocada entero primo p, el espectro
funcional P(K(zp),BP(p)) 2 0 , donde BP(p) denota el es-~
pectro De Brown-Peterson correspondiente al primo p.

53 Teorema. S1 T es un espectro conexo tal que su
cohomologfa H"(T;Z) no posee p-torsién y H*(T;3 p) es
un médulo libre sobre £ , con un mimero finito de gene-
radores en cada dimensién, entonces existe un morfimﬁo
de grado cero f : 7T —_-»113”1 BP(p) , tal que H'(fgzp) es
un isomorfismo. Los enteros n, forman una sucesién ore-
ciente acotada inferiormente, tal que n 3 = n para un mimero
finito de j'’s ; y donde /‘E = /‘/(Qb) s 8iendo (Qo) el
ideal bildtero generado por Qo

Este teorema es un resultado parcial del teorema 1.3
de Brown y Peterson ((41) .

5.4 Corolario. Si T es un espectro que verifica las
hipbtesis del teorema anterior, entonces P(K(Z ),*) = 0, ©
equivalentemente {K(Zp) ,}* =0.

Demostracién del Corolario :Si T ———TIS"! BP—sR—s?
es el tridngulo emacdo correspondiente al morfismo f dado
por el teorema 5.3, entonces H*(R;2 ) =0 , ¥y por 1o tanto
si PR
H*(pp)
cuenta ahora que R es cqgnexo, el teorema de Whitehead im-

R—+R es p-veces la 1dentidad de R ,resulta que
H*(R;2) —H"(R;Z) es un isomorfismo. Tomando en
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plica que Pp o8 un isomorfismo. Como por otra parte
p.lK(zp) = 0 , entonces {x(zp),n}“ = 0 . Usando ahora el
teorema 5.2 y el tridngulo exacto anterior, resulta final-
mente que {x(zp),'r]“ = 0, 10 que demestra el corolario

Demostracifén del Teorema 5.1 : De acuerdo con los re-~
sultados de J. Milnor [10]1(ver tambien [16]), los espectros

de Thom MU y MSO correspondientes al grupo unitario y al
grupo ortogonal especial respectivamente, verifican las hi-
pétesis del corolario anterior. El primero de ellos para ca
da primo p, y el segundo pare cada primo impar. Por con-
siguiente el corolario da que {x(zp),m}‘ = 0 para cusl-
quier primo p, y adonmds [K(zq),uso_}' =0 8iqg es impar .
En consecuencia los grupos de homotop{fa del espectro fun-
cional P(K(Z),MU) son grupos divisibles y sin torsién, es
decir, son grupos racionales. Usando ahore la p:l:__'opoa:l.oién
3.4 se deduce finalmente que PF(X,Y) es un espectro ra-
cional para cada X ¢«(X(Z2)) y oceda Y &[MU) ;3 y oon 1lo
cual damos por terminada la demostracién del teorema.

Nos resta sélo por demostrar el teorema 5.2, y la de-
mostracién del mismo serd hecha en cuatro partes, a saber:

(1) Paxa cada primo p , el homomorfiemo canénicos

(K(z), B(p)}"— Ao (K(z)), LY



- 95 o

es un isomorfismo. Recordemoes que por definiocién

el espectro EP(p) = 1lim I' , donde. los X son
como en 4.9 .

(2) 81 "Pa : V'-—’ vs+:I. y Ya : wa__'wul
con {Y,\ =\¥g|l = =1, s0n los morfismos dados
en 4.10; entonces la siguiente sucesién de grupos
¥y homomorfismos es una sucesién exacta en G'i para
cada 820 y ocada entero i :
Ag-l le

Gy, * Ggy *Ga1,4

i+

en donde G, = (x(zp), LA »y G 4 =0 pare
cada i, Yy )‘s és8 8l homomorfismo inducido por 'fa.
De acuerdo con (4.9a) el efecto del homomorfismo
Ly ©8 como sigue : Cada elemento x en G, estd
dado por una coleccién (xn) de elementos de 4 ,
uno por cada sucesién R con bB(R) = 8 . Entonces,
sl A (x) = ¥ =(y,), resulta y, = E:;r Qxy_,
para cada sucesién T con b(T) = s+dl.

i+s
(3) Andlogamente si Hii. = [x(zp), val y P'
es el homomorfiemo inducido por ¥ , entonces la

suoesién de grupos y homomorfismos

Pa-l Pa
Hoa,1 * By — 8,41




es exacta en H'i para cada 820 y oada ente
o 1 , donde Hl':l..o para cada 4.
=9

(4) 1ia (X(z)), I} =0 pars cada entero K.

Nosotros demostraremos en primer lugar que (2) impli

ca (3) y que (3) implice (4) , yeei (1) y (4) dam
rdn que {K(Zp),BP]‘-O.-

Demostracién de (2) = (3) : Sea Va-:-g-'; V‘J-‘—»"-L?.

el tridngulo exacto dado pdr "p" = p.lv (ver 4.8 y 4.9)
8
Entonces para cada 830 y cada J , hay una sucesién exmocta:

deducida del tridngulo anterior . A partir de estas sucesio
nes se obtiene el siguiente d:l.agram.conmtativo:

) )‘m-l
Gg, 11 *Cga1,11 *Cgi2,1-1
zl > la
Pg Pﬂ%-l
(D) Ho,:l. ? s+l,1i ~ H'l#2,1
| s "
—ls 8l
Go,i Gla-l,:l. ~ Ga+2,1 ’

donde "conmtativo" significa que los cuadredos superiores
son anticonnmtativos, y los inferiores son conmtativos -

- ver 4011 - o



Pare mostrar exactitud en Hul 4 ¢ usemos la conm -
pa

tatividad de 4.9 y la definioién de las 59‘ en 4.10 para
deducir que ‘Pul‘ $y, =0,y de aquf Pu-l' Py = O,
es decir imag.f & ker. Pm-l .

Sea ahora 2 ¢ker.p el Entonces como o es un epi -
morfismo existe un v sG’ 1,11 tal que o(v) = s, y asi
d(zg) = Qo.v . Aplicando ahora 4.3, podemos suponer que
v = (vR)- es tal que e (v ) = 0 para cada sucesién R. la
"oconmeatividad® del -d:l.agrama anterior (D) 4mplioa ahora
me X, q(QeV) == Q. A,

acuexrdo con el efecto del homomorfismo )\

(v) = 0; ¥ por consiguiente,de
syy G8do en (3),
tenemos que para cada sucesién T oon longitutl b(T)= s+2,
Q ( zQi Peds ) = 0 . Ahora bien la definicién de ¢, e 4.3
y la hipétesis °o(v“'R) = 0 para cada R, implican entonces
)‘u-l(v) = 0.
Asumiendo (2), entonces existe un elemento u GG 11
tal que ) _(u) = v, y asi P 2u) = 3. A (u)--s » 1o

que domeatra que 3 ¢imag. P ; ¥ en consecuenoia. (2)=(3).

que ):Qi"*r-lu = 0 para cada T; es decir

Demostracién de (3) = (4): De acuerdo con 4.9 pars
cada n 21, hay un morfismo de tridngulos exactos:

k <« g
n 'n n
vPn xn M xn--l =V

?n"! €he1 ‘?n' «

p) ilth ol |
'ml 'vml | vmll. 'ml



Asi que 'gna-l'k - 9 ? et = ‘Pn segdn la definicién del
moxrfismo \Pn; y en conaocuencia en ol siguiente diagremas

los tridngulos (a) y (b) son conmmtativos y k g*&g = 0o
oy = (K(3)), X \1*' , el dia-
grama anterior da un diagrama de grupos y homomorfiemos:

Por consiguiente, poniendo A

k!
8-1
Hao1,i YAy,
k‘ ﬂ's
*hgy 1,101
Pl ;4-1
L .
H- *1’1

donde los tridngulos son conmtativos, y donde Py ©° ol
homomoxfismo inducido por lp.

Asumiendo ahora (3), es decir, que la sucesién dada
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por los homomorfismos P’_l y P. es exacta, se deduce
que (ker. 9 )n(ker.g;q_) = 0 3 relacién vdlida para cads
s 20, si convenimos en poner ‘-1, 1" O para todo i. De
aqui se sigue que si u = (u.)ct_lﬂi_m {K(zp)',x']' en donde
u‘qx(zp),xa}* y xg(u)) = LS entonces u, =D para
cada 1. Con ésto queda probado que (3)=>(4).

Para terminar oon la demostracién del teorema 4.2 nos
queda por demostrar las partes (1) y (2) .

Demostracién de 111!_ ¢ Debemos probar gque el homomor-
fismo canénico :

¢« ¢ »
ho: {K(Z)), BR(p)}"— _lim (K(2)),X]

es un isomorfismo.

A tal efecto consideremos de muevo los tridnguloe -
exactos dados por 4.8, y los morfismos canénicos corres -
pondientes al limite inverso Oy BP = 1%11 In——-) I‘ ’
para tener un diagrama:

k 4
v 8 58 .v

-2 45 - s » X —
] '8 -1 8
oﬂ\ /5-1
BP

a(R)

donde por definicién V' = \/S K(Z) , ¥y el coproducto -

se toma sobre todas las sucesiones R con bB(R) = s. Para
cualquiera de una de tales sucesiones, la definiociémn de la
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dimensién 4(R) de R, implioca que 28(p-l) &«d(R), y en con-~
secuencia (V. ) = 0 si 1<2s(p-1). Aplicando el funtor
de homotopia al diagrama anterior, se deduce que el homomor
fismo :I.n’dlxoido 7(1(9'._) : 1&(3?)—-»71’1('1')- es un isomorfis
mo para i<2e(p-1). Como X = K(Z), entonces procediens
do por inducoién, se demuestra que para oada s, ‘K,.(I-) o8 -
‘finitamente generado en cada dimensién, y por consiguiente,
de acuerdo con el isomorfismo anterior, lo mismo +vale pa-
ra 7, (BP). "

Sean ahora Y,,Y., ...; Y. ... las fibras de Moore de
x(zp). Entonces como 'Hi-(Yn) =0 si i>n, los isomorfismos
anteriores 7(1(-93) y el lema 1.17 implican que el mor -
fismo ¢ : BP —X  induce -isomorfiemos de grupos abelia
nos, os(Yn) : {Yn,BP}.l:---—--{Yn,xa]'k si t)>n-28(p-1)¢2 3 ¥
por consiguiente el homomorfismo canénico:

# ' §
h [Yn,BP} —_— 1:m ;_Yn,x']

es un isomorfismo para cada nz=20,
Usando ahora el morfismo w oY — E(Zp) correspon-
diente a la n-fibra de Moore de 'x(zp), se obtiene un diagra

ma conmtativos

[x(z_) BP)* SN

Jdm (K(z), X }"
“ [»,,

h
gYn,m’}' LN ‘_L':ngtn,x.\'
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n
morfismo. Por lo tanto ker.h sker.an para cada n. Pero por

otra parte, si o3 [K(zp),BP}' —-t‘_;%_.m {Y,,BP)* es el homo-
norfismo canénico dado a partir de los & s entonces como
N,(BP) es finitamente genersdo y Hi'(K(Zp)) es un grupo
finito pars cada i (Cartdn {5]), (1.19b) implica que & es
un isomoxrfismo. En oonseménoia ker. d = /;\kor.a n ™ 0, lo
que da en particular que ker.h = O, Como ademéds h es un
epimorfismo (ver 1.15), resulta entonces que h es un iso-
moz'fimo; con 1o cual queda demostrado (1) .

donde a_ ¥y ian son inducidas por w ; y h es un isp

Demostrecién de (2) : Debemos probar que la sucesién

{K(Zp)v',_ll‘ —de-1, {K(2),W]* A»{x(zp),wﬂl‘

es una suocesién exacta para cada s20, donde para el caso

s = 0, tomamos W_l_-e-O.

Para cada n >0, sea 1 = {1, ... , n} , ¥y para oca-
da s >0, sea W: el subespectro de W‘ detemminado por las
sucesiones R con soporte o(R)& n. Explicitamente, ': entd
dado por la siguiente identidad:

a(R)
w’.‘ - ?éﬁ S x(zp)

donde DbB(R) = s para cada R, Con esta definicién resulta
que la inolusién oanénioca J: s i:—»w. es un monomorfis—~
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mo en § Més afn pare cada n>) , existe una inclusién -

n-1

t. : wn-l_’wn s que 68 tambien uy monomorfismo en Bh’

y tal que vor:l.f:lua. la relacién j: :-1 J:'l « En conse~

couencia existen epimorfismos ocanémiocos @

| | n+l sl
f: y 'a—_’w: y & ! ': "—":
£al nel nel o £ .
es que g~ .f, ' rara oada. nal, yoada s20,

sl ademds ponemos W‘; fn - g l'o para cada n.
Los epimorfismos rn indnoen asi miemo un isomorfismo
| - 1im W para cada 820,

s <=5 8

Por ltimo los morfismos \P 3 -ws—-,wa a induoen oa-

nénicamente morfismos V‘ W:—-D I‘:*;‘ s de manere que el -

siguiente diagrama es oommta.t:l?o':

w————y' i L
S

f: ‘l’n l s+l

8
':rl
n n
8' ' 8301
n-1 ’Yn-l P}
s Vol -

Fijemos ahora un enterc k, y sea G = {x(z ),l lk'. ’

Gn {x(z ) 'n}ku $ ¥ denotemos tamb:l.en oon :
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5:’“:—"52-1 y f:SG-—-th

los morfismos inducidos por gn f:  Entonces existe un
isonoxrfiemo G = 1:l.m.(¥n para cada s820; y un diagrams

connmtativo de suoea&onea de grupos y homomorfismos, deduci
do del diagrema anterior,

3
(1) : 0—g —2 g —...—c —2 g

1 ' s s+l °°°
I \n I; f: ln ‘lt:-l-l
. - R L, - —_—.

(L ): 0—G, & ... G‘ —f—q .
n n n

“ n 51 8’; \ n-1 'l‘lc-l
a0 -1, =l - 21
(Ln-l)go G G; e d: G:+1

Para probar que la sucesién (L) es una sucesién -
exacta, recordemos en primer lugar que si x = _(xn)‘ G, ,
y &(x) = z = (’IT) eG' 1 entonces sz, = ZQi.xr_Ai .
Usando las relaciones Qi'Q:I. =0 ¥y Qiqu = - Q;l'qi 8l
i j, dadas por 4.1, se deduce que )Bﬁ-l. dg = 0Oy

ln- }"n =0 .
s:l’ s

Palta ver que para cada s 20, ker, )'5 inag. As-l en
donde ) ;" O. A tal efecto usemos el lema 4.2 para dedn-
cir que existe un entero n_ , que depende s8élo del entero

£ijo k, tal que ).no es un monomorfismo €i n2n ,y @
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consecuencia )s tanbien es un monomorfismo. Por oomsiguien
te, si probanoa que ker. ).n cimag. )._1 para cada 821 y
cada n2n , entonces la lnou:ldn (L) serd una sucesién

onotu, paesto gque para el CaS0 que nos compete, el funtor
1:I.m preserva onotimd.

Nosotros demostraremos mds ain, que la relacién dada
ker. ).:_gimag,_).:_l vale para cada s21 y ocada n21,
¥y la demostracién se hard por inducoién en =n .

Para n =1, el homomoxfiemo l es simplemente mil-
tiplicaciGn por Ql, Yy por lo tanto l:l. X 501 ¥y werifica
l (x) = Q;.x = 0, entonces del lema 4.3 se o‘bt:l.cno un ele-
1 - 1
mento aeG'_l tal que Ql" x, y asi }. 1(11:) = X, o8
decir Kker. ) cimag. \1 ] Pore todo m®21 .

Supongamos ahore que Kker. ) S 15 inag. ln g-] PoI® o8~
da s21; y sea X ¢ker. ): « Como los homomorfismos g; -
son epimorfismos, podemos suponer ademds que x verifica
la condioién g:(x) = 0, En tal caso el selemento x_'c(!: o8~
t4 dado por una coleccién (x,) de elementos de 4 ,tales
que :

(a) Para cada sucesién R, b(R) =8 y o¢(R)s 3.

(b) x, = 0 pars cada sucesifn R = (ri) oon » = 0.

Esta es la condicidn 8, (x) = 0.

(c) Para osda sucesién T ocon b(T) = s+l y «(T)s E,

1ec¢®
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es decir, l:(x) -0 ,

Si de acuerdo con el lema 4.4, pazi cada sucesién R,
elegimos un par de elementos up ¥ s de /4- tales que
X, = Qn'un’ S, ¥ oon ("‘R) -0 (zR) = 0; entonces para
cada sucesién T = (t ) con B(T) = sel, ¢(T)s® y %, ¥ 0,
la condioién (c) da lu siguientes relaciones:

b - -. . |
( d) isn Qi T-A Z 0 y nTx-An F‘n Qi .uT-A;

Asi que en partioular si tn =1, entonces (b) implica que

= 0 , ¥y por consiguiente:
-4, -

(e) :Qi'a'l‘-dz = 0 y zQi'uT-A‘ =0,

Por Yltimo poniendo Jg = VYg, a, para cada sucesién S ocon
b(S) = 8=l y ¢(S)eT, queda definido un elemento

y = (ys) ‘G:-l . Las relaciones (d) y (e) permmien mostrar
ahora que ,12_1(3) = x , Con ésto temina la inducoién, y
en conseocuencia la sucesién (1) es una sucesién exacta. Asi

el teorema 5.2 ha sido finalmente demostrado.

Para teminar ocon la presente exposioién, demostraremos
a continmuacidén un teorema, una de cuyas aplicaciones permite
dar une nueva demostracién de une conjeturs de J. Serre( ver
{15) , pg. 219). (efr. J. Adams: "Lectures on generalised 00—

homology". Lect. Not. in Math. Springer-Verlag. Vol. 99, pg.ll6).
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5¢5 Teom. Si J es un espectro tal que H'(J;z ) £ O
y Tor(z o H (J;z)) =0 para 1i,>algdn N :r:l.;lo;cntonou exis
ten :I.n:finitoa enteros j, tales que la mltiplicacién por
p XJ(J) ?-——»TIJ(J) no es un isomorfismo. |

Demostracién : Supongamos que la conclusién del teo-
rema es falsa. En tal caso la sucesién exacta dada por pro-
vosicién 2.10 de [14]) :

0 —x,(3) @2, — % (Japd ) —Tox(x, ,(3),2 ) —0

implica que el espectro JA/uZ'p és goconexo, y por consi-
guiente de acuerdo comn 2.3Db, Ja}l-zpé (_K(Z)),' la clase esta-
ble aditiva generada por K(Z)., Asi que podemos aplicar el
teorema 5.1 wusando la férmula (5.1b) pera deducir que
P(J:A',A.ZP,MU) P~ _F(JA)J-ZPA K(Q),MU) = 0, puesto que segin
2.10, /J.ZPAK(Q):: 0.

Usando ahora el teorema 5.3 con T = MU se deduce que
tambien P(JA)lZp,EP(p)) = 0. Tomando en cuenta ahora que
BP = ‘Ln;_xs s ¥ que en tridnguld exmoto 3

k &
v —8., x —8, X LN

2 ] -1 s

.g = 0 (ver 4.9), se deduce que el homomorfisme indnocide
1‘ (J) : [Jx} —+{J xal‘
da 1i>N y todo 821, puesto que por hipétesis los gru-

por Tor (Zp,Hi(xJ,Z)) =08l i>N ¥ L \/Sa(n) K(2),

es un epimoxrfismo para ca
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en donde d(R)) 2e(p-1)) O para ceda R. Por consiguiente
sl 6, ¢ BP —-rx = K(2) u la proyoco:lén sobre I enton-
ces ta.nbien s (J) s {J, BPl —r gt (J3Z) es un op:l.no::timo
si 1)O>N. Como por otra parte [JA FZP,BPl' = 0, eﬁtmoes
en el diagrama conmxtativo

yi 8o(J) > H?'(J 12)—0

“le"l . ”p“
]i Zo(3) > Hi(J;Z)——uO

{&,BP

"pJ,“ es un isomoxrfismo, y por lo tanto "p" es epimorfismo
para 1> N, Como en tales dimensiones !I!or(z JH (J‘;z))u 0, re-
mlta que HY (J32 ) =081 1i>KN., lo que implica que
H (J/\)J-Z s2)= 0 para cada i> N+l.

Por Yltimo el resultado P(JA ).LZ o,MU) = 0 implioca que
el dual P(JA)u.z ,8°) = 0 por que S ([HU'] Apliocando
ahora el lema 1. 1'7 con A = JA)-sz y B = 3° se deduoce
que H*(JA).LZP;Z) = 0, o equivalentemente que H"(J;Zp) = O,
lo que contradice la hipétesis del teorema.Con ésto damos -
por terminada la demostracién.

Aplicaciones:Sea X un espectro que verifica las hipé-
tesis del teorema anterior,' y supongamos ademds que H*(X;Z)
es8 finitamente generado en cada dimensién, y que Hi(x $3 )-0
81 1>alg¥n entero fijo N.Entonces existen infinitos va.lo-
res de Jj, tales que XJ(I) contiene un subgrupo isomorfe
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al grupo Zp .

En efecto, tomando en ouenta que el micleo y el co-
nicleo del homomorfismo de Hurewioz : 7 (X)—> H,(X;2) -
son grupos de torsién, que p : Hi(x;Z)—oni(x;z) es un iso
morfismo si i) Nel, y que H*(X;Z) es finitamente generado
en cada dimensién; se deduce que existe un entero ma3N tal
que xi(x) es un grupo de torsién para cada 1> m.Esta (l-
tima conclusién y el teorema anterior implican que existem
infinitose j’s, tales que Tor(zp, xh(x)) £ 0.

Como consecuenclia de este resultado, se deduce que pa-
ra cada espectro finito no trivial X, existe algin entero pri
mo p, tal que -;(j(x) contiene un subgrupo isomorfo a zp, pa-
ra infinitos valores de Jj . En particular ésto vale para los
grupos estables de homotopia de las esferas, y cada entero -
primo p..

Las conclusiones anteriores dan asi una mieva respuesta
a una conjetura formlada por J. Serre ([15]), pg. 219), ¥y ou-~
ya demostracién ha sido dada anteriormente por J. M. Cohen ¥y
J. F. Adams, usando técnicas algebraicas.( ver J. F. Adams ,-
obxra citada) .
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