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Introducción

El presente trabajo tiene por objeto el estadio del es
pectro funcional F(X,Y) asociado a un par de espectros X e Y. 
De manera más precisa, se trata de determinar ciertos "isomor 
fiemos estructurales" en términos de objetos más manejables - 
en la categoría homotópica estable, la categoría estable cons 
truida por Boardman ( (3] ).

En el tratamiento investiga tiro del espectro F(X,Y) ha
bremos de considerar el "caso inicial" del espectro "dual " 
F(X,3°), y en particular cuando X * K(G), el espectro de Ei- 
lenberg-MacLane asociado al grupo abeliano G.

Entre los resultados aquí obtenidos están los que esta
blecen que F(X,Y) es un espectro "racional" cuando X es gene
rado "aditivamente por K(Z), e Y está generado "multiplicati
vamente" por MU, el espectro de Thom correspondiente al gru
po unitario. Esto permite mostrar entre otras cosas, que el 
dual F(K(G),S°) es isomorfo a una suspensión del espectro de 
Eilenberg-MacLane asociado al grupo racional Ext(GOQ,Z). Asi 
mismo se pueden determinar el oobordismo complejo de K(G) , 
para oada grupo abeliano G, y él cobordiemo-ortogonal- espe - 
oial para los grupos en los cuales la multiplicación por el 
entero primo 2 es un isomorfismo. Demostraremos también algu
nos teoremas de "factorización" de F(X,Y) y del smash—produc
to Xa Y, como productos directos de suspensiones de Y, para



ciertos espectros X e Y) lo que peraitirá calcular la Y-oo 
homología y la Y-horno logia de X, en términos de su cohomolo
gía ordinaria, y de la homotopía de Y. Como este resultado in 
cluye el caso particular Y = MU, se podrán calcular asi el - 
bordismo y el cobordismo complejo de ciertos espectros. Por 
último, y como consecuencia de los resultados anteriores, da
remos una nueva respuesta a una conjetura de Jean P. Serre, 
(15) , pg. 219 . (Ver también J. Adams: "Leet. on generalised 
cohomology".Leet.Notes in Math. Springer-Verlag. Vol.99,Pg. 116). 

El presente trabajo ha surgido como resultado de actiyi 
dadee de investigación que el autor ha realisado bajo la di
rección del Profesor Rodolfo Rica barra, primero en la Univer
sidad Central, Caracas-Venezuela, y luego en la Universidad N. 
de La Plata. Algunos de los resultados obtenidos hasta el pre 
sente foraan el cuerpo principal de esta exposición.Leseo pues 
expresar mi más sincero agradecimiento a mi maestro y profe
sor, Dr. R. Ricabarra, quién siempre hubo de orientarme a tra 
vés de innumerables conversaciones y sugerencias sobre los te 
mas aquí tratados, y cuya colaboración fue en todo momento im 
prescindible.

Quiero finalmente agradecer a mi compafiera Evelin todo 
el estímulo y el apoyo brindados, los cuales me sirvieron de 
gran aliento en el transcurso de las tareas que culminaron - 
con la presente tesis.

El autor



1- Diagramas y Límites.

Sea S la categoría de CW-espeotros, la categoría de 
Boardman (ver [31 y [17)); y sea 5 la categoría homo tó
pica correspondiente. Los objetos de £. se llaman cw-es- 
pectros o simplemente espectros. Si X e Y son espec
tros, un morfismo de X en Y de grado n o cognado -n 
es un morfismo S11!-----»Y en §. donde S11! denota la
n-suspensión de X. Tales morfismos forman un grupo abe 
llano [x,Y) = [X,Y}' . Asi aparece asociada a S. una
categoría graduada, la categoría homotópica graduada S,, , 
que tiene los mismos objetos de §. , y como morfismos de 
X en Y se toma el grupo graduado {l,Y)# * {X,Y}* 
Si f é{X,Y] usaremos la notación |f| = n para indicar 
que f es un morfismo de grado n.

Si S° es el espectro o-esfera y X es un espectro 
cualquiera, el grupo |S°,x| se llama el n-simo grupo de 
homotopía de X, y se denota por X (I). Si X es tal que 
1(1) = 0 para i A n, diremos que X es n-conexo, y que X 
es conexo, si es n-conexo para algún n. Asi mismo se di
ce que X es n-coconexo si X.(X) = 0 para i> n , y 
que X es ooconexo, si es n-coconexo para algún n.

Si G es un grupo abeliano existe un espectro X tal 
que X.(X) • O si i ¿ O y XQ(X> sí G. Más aún dos 
espectros cualesquiera que verifiquen estas propiedades son 
canónicamente isomorf os en S. • Por lo tanto podemos deno — —a 
tar con K(G) uno cualquiera de tales espectros.
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Si X es un espectro y G es un grupo abel laño, el 
grupo |l,K(G)r se llana el n-simo grupo de cohomología 
de X con coeficientes en G y se denota por n (X;G).Asi 
mismo el grupo ÍS, XaK(G)1 = H (X;G) es el n-simo n n
grupo de homología de X oon coeficientes en G. Para el ca
so particular de G = Z el grupo de los enteros, convendre
mos en poner simplemente r(l) = h(X;Z) y H_(X)=H_(X;Z)

Sumas y productos directos . De acuerdo con C.20 y
0.22 de [31 la categoría S. contiene sumas y pro due - 
tos directos arbitrarios, únicos salvo isomorfismos; es de
cir, si { X s a < Jj es una familia cualquiera de espec - 
tros, entonces existen espectros :

llamados respectivamente el co-producto y producto de los 
espectros Xa. Para cada at J existen morfismos de grado 
cero :

El co-producto y el producto junto con las familias de 
morfismos (ias a<Jj y {Pa* a¿ J} gozan de la siguien
te propiedad universal t

Si Y es un espectro cualquiera y para cada a«J 
se tiene un morflamo ga : Xa-----*Y con |ga| = n para to 
do a , entonces existe un único morf ismo g : V^------- * Y
tal que |g| =n y g.ia = ga •

Análogamente si para cada a<J tenemos g : y---->j



1.1 Definición . Un Z-diagrema en S. , o un diagre 
ma en S, indiciado por el conjunto de enteros Z, es una 
sucesión de espectros y morí i amos de grado cero, de una de 
las siguientes formas :
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eon | g | « n pare todo a ( J, existe un único morfi amo
g : Y---- ►TIX tal que |g| ■ n y p .g • g pare cada 
a*J.

De acuerdo oon esta propiedad universal resulta que 
los moxfismos }i\ y {p } inducen isomoxfismos canónicos:

Asociado a un diagrama de la forma (1.1a) está la 
constreoción telescópica de Milnor, que se obtiene definí en 
do un morfismo de grado cero :

mediante las relaciones f.kj = k¿ - ^tl’^i ’ ^^ e^
moxfismo kj : Xi-----^Xj es la inclusión canónica; y for
mando el triángulo exacto correspondiente a f, (J.ll de [3]):
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donde I f I « | g | « 0 y | h | « -1 • El espectro X se Ila 
na el telescopio de loe X. y se denote por X ■ lim X^. 
De manera análoga se hace la construcción para diagramas de 
la forma (1.1b) .

Denotando con g¿ : Xj---- »X la restricción glli»g«ki 
resalta entonces :

(1:1c) Para cada ieZ el siguiente diagrama es conmuta
tivo:

(l.ld) Los morfismos g¿ inducen ún isomoxfismo de
grupos abelianos :

para cada entero k. Las propiedades (1.1c) y (l.ld) de
terminan X unívocamente salvo isomorfismo. Más precisamen 
te tenemos la siguiente proposición .

1.2 Proposición . Supongamos que tenemos un Z-diag
grama

y un espectro Y tal que para cada entero i * existe un 
morfismo de grado oero d. : X.----* Y» Que cumplen las pro
piedades siguientes :
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(a) Para cada ieZ el siguiente diagrama ea conmuta tiro:

(b) El homomorfismo de grupos lim X. (X.)—’’IJT) inda- y i
cido por loe morf i amos d^ de acuerdo con la propiedad an
terior, es un ieomorfiamo para cada entero k.

En estas condiciones existe un isomorfismo de grado
cero t: X—►¥, tal que t.g. = d. para cada i .

Demostración > los morfismos d^ : X.---- >Y definen 
un morfismo d: V^—+1, donde la restricción de d a X., 
d|x. = d.k. = d. . En el siguiente diagrama

tenemos (d.f)|Xi = d.f.k,= d(k.- k. Jf)= d- d_.f.» O, 1 * i i i+1 i i i+1 1
donde la última igualdad se sigue de (a). En consecuencia
d.f = O, y por lo tanto existe un morfismo t : X---- *Y tal 
que t.g = d • la condición (b) implica ahora que el ho— 
momorfi amo inducido ^(t)» ^(X)--* ^(T) es un isomorfis 
mo para cada i & Z, y por consiguiente t es un isomorfismo
en Sh.( 1.6 de (33).

Dado un diagrama y un espectro Y como en la propo si—
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Otón anterior, se dirá que el diagrama es una filtración
convergente del espectro Y»

Ejemplos de filtraciones convergentes.

1.3 Para cada espectro Y existe una filtración - 
convergente de Y, dada por sue esqueletos.

1.4 Para cada entero n pongamos G =71 (Y) y para 
n _n n n

cada * * G , sea g^ : 37 —»Y representar « , y donde 
SK = o para todo * . Si g i I (Y)----»Y es el norfi sao 
definido a partir de Ids g^ , donde 1 (Y) esta dado por 
L (Y) = V s^ , entonces el homomorfismo inducido :

es un epimorfismo. Si definimos LY como el oo-produoto 
de todos los 1 Y, entonces los morfismos g definen un 
morfismo LY----- ►Y , el cual induce epimorfismos en homo to 
pía. fi> conclusión tenemos que para cada espectro Y, existe 
un morfismo de grado cero g(Y) : LY—»Y, donde LY es un 
coproducto de esferas, y tal que para cada entero n :

es un epimorfismo.
Definamos por inducción una sucesión de espectros Y 

y morfismos f : Y„---- > Y _ , g: Y---- * Y , talos que* n n ntl » n
g^.^ * g_ y ker. n (« ) é ker. X^^) para cada par
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de enteros b y n.
Pónganos Y^ “0» fn « 0 J ^“O para n<Of y 

8ea ^o = ^ ’ ^o ’ ®W * Yo----*Y • Suponga®08 definidos Y.
gj 5 íj----’T» fj * Yj ►Y-i para j i n-1 verificando - 
las condloiones arriba mencionadas. Consideremos ahora el 
triángulo exacto dado por * :

y sea g(V) : IV-—»V . La composición d « h.g(V) defino 
un triángulo exacto:

que da implícitamente Y _ y f s Y ------* Y _ .
Observando que en el primer triángulo g_.h “ 0, ma

tonees « ,d = 0, y por lo tanto del último triángulo se 
obtiene un morfismo r. : Y £---* Y tal qu» g^t-.f «g «
Más aún la definición de Y ^ implica la siguiente re 
lación : ker. X_(g_) é ker. 7f (f ) para cada entero m, con 
lo cual texmina el paso inductivo. Ahora bien, como conse - 
cuencla de esta última relación y de que cada « indu
ce eplmoxfismos en homotopía, se deduce que efectivamente 
lo. estros Tn y lo» «osflsao» fn y MU» o», 
filtración convergente del espectro Y. Debemos destacar 
por último que para cada entero n, en el triángulo exacto 
dado por el morfismo f :



- 8 -

el espectro Q es isomorfo a un coproduoto de esferas.

1.5 La filtración de Postnikov. Pare cada espectro X 
y cada entero n, existe un morfismo de grado cero :

donde X^ es (n-l)-conexo y %1(^) s 1^(1^)------- » X,(X)
es un iaornorfismo para i¿ n. Tal morfiamo goza de la si - 
guíente propiedad universal:

Para cada espectro (n-1)-conexo T y cada morfismo 
de grado cero f : T----- • X, existe un único morfismo de 
grado cero h t T----»X" que hace el siguiente diagrama 
conmutativo :

De acuerdo con esta propiedad resulta que pare cada ee
pectro Y y cada morfismo f : Y---- »X, existe un único -
morf i amo f : Y"----- ‘X" donde | f | = |f( = 0, y tal que el n n n n
siguiente cuadrado es conmutativo x
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Como consecuencia de estos resultados se obtiene un 
tínico moríiamo de grado cero fwl : ^ r-----»x" tal que 
^•^il = *n+l‘ Por oonBi<ul«n** 1* sucesión de morfismos 
de grado oero #

y los morfismos g^ : ^-----»X definen una filtración con
vergente del espectro X, puesto que ^(^h^^)—»X.(X) 
es un isomorfismo para i a n.

Más aún en el triángulo exacto dadao por £ *

donde | « | = | h | - O y 11 | = -1 , resulta que 
)l(Xj = 0 para 1) n-1, es decir, X' es un espectro n-1 
co conexo. Los espectros I" y X' se Hanan respecti
vamente la n-fibra y la n-cofibra de Postnikov del es 
pectro X.

Finalmente la conmuta ti vi dad del diagrama

implica que t.(f ) : xjf)----- » X. (X" .) es un isomorfi 
mo pan i¿ n. Tomando ahora en consideración que X" es
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(n-l)-conexo, resulta entonces que en el triángulo exaoto 
dado por el morfismo f :

donde I f I = I d I = O y I c I = -1 , el espectro Y i ni i ni i n—.
es tal que X¿(T j) * O «i i / (n-1) y para i ■ n-1 
se tiene un isomorfismo jf _ (Y ,)xX _(X). for consi - n—x n—x n—x
guíente Y_ _ es ieokorfo en S. a la (n-1)-suspensión n—x
del espectro de Eienberg-MacLane correspondiente al grupo 
n (X); es decir Y = ^Küf (X)). 

n—x n—x n—x
La existencia y unicidad - salvo isomorfismo- de la - 

filtración de Postnikov de un espectro cualquiera será una 
consecuencia del siguiente lema .

1.6 Lema. Si g : Y—«X es un morfismo de grado ce
ro, donde Y es (n-1)-conexo; entonces existe un morfismo 
de grado cero h : J---- »X , y una faotorisaoión de g :

donde J es (n-l)-conexo y Jf.(h) : X^CJ)-----►X’^X) es 
un isomorfismo para i £ n.

1.7 Corolario. Sean L y T espectros (n-l)-conexos 
y sean f : L *X y t : T *X morfismos de grado cero 
tales que Xjf) y ^xí*) son isomorfismos para cada i*n
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Entonces existe un morfismo de ¿indo cero k : L—-♦T tal 
que t.k = f , y por lo tanto k os un isomorfismo.

En efecto* tomando Y = LvT y g : Y—»X con
g|l = f y g|T = t ; y usando el lema anterior* se obtiene 
un diagrama conmutativo :

Las hipótesis sobre f y t implican que las restricciones 
Sp y Si® son isomorfismos. Por lo tanto bastará definir 
k:L—»T por k = (g|T)“1.(g|l).

Demostración del lema : Sea m un entero fijo * y sea 
<* : A —>X un morfismo de grado cero. Supongamos que exis
ten enteros p y q, con p<q y qiO tales que ^(‘X) 
es un monomorfismo para i £ m+p y un epimoxf ismo cuando 
m^iim+q. Sea gr(X) : LjX—»X coso en el ejemplo 1.4 * y 
definir h : Av^ql^X por h|A ** y bll^+q» g**4. 
Pangamos G = ker. Xa+Q(h) y K ■ V S**^ donde el copro- 

_m+a _ mvciducto se toma sobre todos los x eG y 8 s S para 
cada x 4 G. Entonces existe un morfismo de grado cero 
til—►Avlm+q tal que G« iaag. X^ít) y h.t-O.
Por consiguiente* si

es el triángulo exacto correspondiente a t * donde |t|:|a|>0
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existe un morfioao hj : M—>X que hace el siguiente dia
grama conmutativo s

donde r : A—^v^- es la inclusión canónica* 
la hipótesis sobre * y la definición de t implican 

que ^(hj) : ^(M)-----*tí.(X) es un mononorfiamo para cada
iéa+ptl y un epimorfismo para aéün+q. Finalmente 
si ponemos Ai * MV1 ,(X) , y X, : A----- >X es el* m+qtl ' 1 1
morfiamo definido por hj y gB^fi(X) , obtenemos un dia
grama conmutativo :

en el que g es la composición A—^AvI^n-------»M----- Aj,
donde i es la inclusión de M en A^. Bi conclusión, este 
último diagrama es una factorización de < , en donde como o 
consecuencia de la constxucción hecha, se dedude que ^C(^) 
es un monomorfismo para üa+pü , y un epimorfismo para 
aílíaq+l. Más aún el espectro A_ es r-oonexo, siem
pre que A sea r-oonexo con rx m+q.

Sea ahora g : Y—*X como en la hipótesis del lema 
y sea X ■ Yvl^X y tQ : Kq---- >X con tQ|T « g y 
t 11 X = gn(X)« Aplicando la conclusión anterior tomando
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t ■M,i«n,p«-1 y <1*0, obtenemos un diagrama 
oonmitatiYo :

donde ^í^) es un isomorfismo para moiom y un epi- 
morfismo para i = m*l. Razonando análogamente con t_ e 
inductivamente obtenemos morfiemoe t : K -------»X y 
a x K ---- »K _ tales que t _ ,g ■ t para cada r? 0, 
y donde ^(tJ es un isomorfismo para aáiéaij -1 y 
un epimorfismo para i» m+j , con Jil.

Tenemos asi una sucesión de espectros y moríiamos:

donde K. *0 y /8 . = 0 para, j ¿ 0 . Sea J * 1*^ K. en S U *
el triángulo exacto:

y eea t : Vt---- >1 el morfismo dado por los tf . Bit 
toncee, puesto que para cada r, ^•l’j, “ *r» tocemos t.f*Oy 
y por consiguiente existe un morfismo h s J “>X tal que 
(h.d)|K. * t^ para cada i . Esta última relación junto coa 
las propiedades de los homomorflomos K(*J implican que 
*(h) es un isomorfismo para cada i an. finalmente si
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definimos g : Y—*J como la composición Y —*K —»3
donde el primer morfismo es la inclusión y el segundo es la 
restricción d|K , resulta entonces que h»g * g , con lo 
cual finaliza la demostración del lema»

Volviendo a la filtración de Postnikov, tomando Y = 0 
en el lema, se obtiene un morfismo de grado cero :

donde X" es (n-l)-conexo, y g(X) induce isomorfismo
en homotopía et dimensiones mayores o iguales a n» KI co
rolarlo del lema implica que X" está unívocamente determi 
nado salvo isomorfismo» Más aún, si T es un espectro (n-1)- 
conexo , y f : T—*X es un morfismo de grado cero, usan 
do el lema nuevamente con Y = T y la unicidad de X" se de 
termina un morfismo h : T—»X" tal que ^(X)»h * f «Por 
último nos falta por mostrar que h está unívocamente deter
minado por f . A tal efecto, supongamos que j es un es
pectro m—ooconexo con m£n-l y T es un espectro (n—1)— 
conexo. Batonces {T,Jj » O puesto que J^ «O. Más ge
neralmente tenemos que si J y T son tales que T es n-1 
conexo y J es m-cooonexo, entonces {T,JJ. * O para 
k>m-n. De aquí se deduce inmediatamente que el morfismo 
g_(X) induce un isomorfismo [ T,X^]~ (T,Xj para cada es
pectro (n-1)-conexo T, lo que muestra la universalidad de
g_(x), y en particular la unicidad del morfismo h determi-

nado por f •
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OaMidemoB de nuevo loe triángulos exactos corres
pondientes a los morfismos g^ • g^(x) ^ ^n+1 1

do^e 1^1 " 1^1 ’ 0 • 141 “ -1 * lfnJ" l,a>’° y 
I *nl “ 4 ‘

El morfiemo composición 1^—-° » i"—X«K()f (X)) 
es un morflsmo de grado -1, y representa una clase do 
cohcmología kn+^(l)í ^^(11^(1)), que se llana el 

k-invariante (n+1)-dimensional o invariante de Postnikov
del espectro X. Una propiedad que queremos resaltar sobre
tales invariantes, y que nos será útil más adelante está re 
sumida en la proposición que sigue a continuación •

1.8 Proposición» Si X es un espectro conexo, en - 
toncos para cada enteran » k^iX) , si (n ti)-invariante 

de Postnikov de X es un elemento de torsión en el giu>* 
po ^(X^^I)).

Demostración : Supongamos que X es (n-1)-conexo • 
Batonces de acuerdo con 1.3 de [3] , podemos asumir 
que el (n-l)-esqueleto de X, 1°"^ 0. Si i : f1—»í” 

es la inclusión, entonces en el triángulo exacto :
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•1 espectro Y^. es isomorfo a un ooprodncto de esferas 
de dimensión n*l. Por consiguiente, por inducción en m - 
con a*n-1 , y toaando en cuenta que X (3o) es un gru
po finito para oada r > o, so demuestra que el núcleo y el
conúcleo del homomorfismo do Hurewios :

son grupos de torsión acotada para cada entero i. Ahora 
bien, puesto que la inclusión i —*X induce isoaorfis - 
aos x^) ® X.(X) para i¿m, resulta finalaente que 
para cada espectro conexo X , el núcleo y el oonúcleo del
homomorfismo de Hurewios, son grupos de torsión acotada en 
cada dimensión. Cono X' , la n-oofibra de Postnikov de X 
es (n-l)-coconexo y X es conexo, entonóse la conclusión 
anterior mestra que loe grupos Hn(X^) y Kj^í^) 800 PB 
pos de torsión acotada para oada entero n.

Usando ahora el teorema de coeficientes universales:

en el caso Y « X' , se deduce que el grupo ^^(l^iG) 

ee un gxupo de torsión para cualquier grupo Gj con lo que 
finalista la demostración de la proposición.

Se pueden construir otras filtraciones convergentes, 
de las cuales la filtración de Moore os una de las náe in—
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portantes, y cuya construcción exige algunos preliminares
que sexan considerados en laa secolones siguientes.

1.9 Límites inversos . Consideremos una sucesión de
espectros y morfismos de grado oero, de la fosas (1.1b) :

Sea p. i nx.---- *X. la proyección canónica, y de— 
finamos un morfismo de grado oero f i n^---- *111. *• -
diente las relaciones p^f ■ p^ - ^ti*Piti pare cad 
i ¿ Z. formando el triángulo orecto correspondiente a f :

donde | g | = | f | » 0 y | h l ■ -1 , convendremos en 
poner I ■ ^UjlX. , haciendo notar que X no os en gene - 
reí un límite inverso en la categoría S. •

Como f.g s O , entonces pare cada entero i , tenemos:

Pjlí-s) - (Pj - í1(1-pw)« - Pf« - ^ilW»)"0- 

y por lo tanto poniendo g. ■ p .«g» remita conmutativo el 
diagrama siguiente t

Lob Borfiaaoa g^ inducen para cada espectro Y y
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oada entero k, un hcaoaorflaeo de pupoa abolíanos t

(1.9a)

de nanox* que, de acuerdo oon la siguiente relación :

resulta que la inagen del homonorflsao (1.9a) es preoisá
nente 112 (1*^1 » I w consecuencia es un epinorfisno ;
aunque en general no os un nononorfisno, siendo esta di tina 
candi alón equivalente con que el honoaorfisno inducido por f»

(1.9b)

sea un epinorfisno.
En lo que sigue vanos a establecer condiciones nfi -

r-j tites para que (1.9b) sea un epinorfisno, en términos
de oonslderaciones relacionadas con la teoría de gxupos abe
llanos. 

Sea entonces
una sucesión de grupos abolíanos y bananorfi anos.

Defínanos honoiaorficmoe f“ : G^——» G^ paza nan, 
tonando oono r el homomorfisno identidad de G^ , y para 
n>n, i es la oonposioidn :
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8** ^n 1 1J G^—♦ G^ la proy«oci4n canónica sobra G 
y consideremos «1 hoaomorfisao ft t| fl.------* 13 ®4 dado 
por las relaciones p .f - p - f ,.P. •» • ■eteaoos ksr.f n n n+x n+i
ee precisamente ^lia G. • Más aún existe una sucesión o xa ota i

(1.9o)

donde la denota el primer funtor derivado a la derecha 
del funtor l±a «((12] )•

1.10 Definición. Diremos que un subconjunto de enteros 
JéZ es cofinal en Z, si para oada m<Z, existo algún 
n 4 J tal que n a m.

Paxa oada i 4 Z, sea m. el primer elemento del con
junto (t 4 J t t >i) ; y definamos un hoaomorf iemc f-, 1

por las relaciones p^fj « p^- ^l‘^i< para cada líí. 
Consideremos finalmente los homomorfismos / y A :

donde 0 es la proyección canónica y A está dado para c* 
da j£J por la fómlft:

(1.10a)
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Con estas definiciones tensaos el siguiente leas*
1*11 lema. Si J 62 es cofinal» entonces existe un

noxfisno de sucesiones exactas i

donde p y Á , inducidas respectivamente por p y A son iso 
aorfisaos.

PtMOBtaclfa : En priaer lugar» usando las definiciones 
anteriores» una fácil computación nuestra que f_.p ■ A.f » 
y por lo tanto p y A inducen honamoxfismos p y >, de ma
nera que el diagrama anterior es cosmtativo.

En segundo lugar» si def inimos u y ví UG. ——► TIG. uj * uz * 
mediante las relaciones p,.u = 0 si j^J » X Pí«® “ P* 
•i 3<J I Pj.T - Pj Si j «J; y J^T « fjíp si J|J| en 
toncos una sencilla verificación muestra que A.u * 1 ;
f.r * 1 » y además f.▼ ° u.f, . De aquí resulta entonces * 
que p y A son epimorflomos. Para ver que p es un monomer 
fiemo será suficiente mostrar que (ker.p) A(ker.f) * 0 • 
Sea pues x * (xj donde x^o G^ para cada 141 » tal 
que f(x) «0 y ^(x) - O । entonces fitl(xltl) ■ ^» 7 
en consecuencia Ó^) “ íj para cada 1>J . Como j es 

cofinal en Z» para cada n«Z» existe meJ, con m>n , y



- 21 -

por lo tanto Ax ) * x . la hipótesis f (x) ■ 0 implica 
que ^ > 0 para cada i(J| y asi en conclusión tenenoe 
que x ■ 0 para cada n «Z, es decir x * 0.

finalmente nos rosta por mostrar que A es un monomor
fiemo. Ahora bi . » a ., tomando en cuenta que o os un epimorfis
no, será suficiente entonces mostrar que ker.Aéimag.f •

Sea entonces ytktr.k i y « (y.) con y<<®a para 
cada i £ Z. Entonces de acuerdo con la definición (1.10a) , 
para cada j « J, tenemos la relación :

(l.Ua)

Para cada j « Z, definir elementos x. e G. por las 
fórmulas siguientes :

Con esta definición resalta finalmente:
(a) Si pJ y (jü)íJ , entonces m. ■ 3+1 j y^ 

de acuerdo con (1.11a), y mí x, « xj+l “ ^ . En oonclu - 
alón resulta x. - ±^+1(x^+1) • ° * Jj •

(b) Si á «J y (j+1) W , entonces ». “ B<+1» xj ’ °* 
mientras que la definición de x. _ da la siguiente relación:

donde la última igualdad se sigue de la relación (l.U*) .

En conclusión tenemos que ^ - fi»i( vP - 'r

l.Ua
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En los oasos restantes, una comprobación análoga per
mite mostrar que x. - f .(x..^) * y. ; y por oonsiguienta 
si ponemos x » (x.) , resulta f(x) = y •, con lo que ter
nilla la demostración del lema.

Consideremos ahora mn Z-diagrama en S. t

de espectros y mosfismos de grado cero; y sea J un subcon — 
junto cofinal en Z. Imitando la construcción anterior pode
mos definir un morfismo de grado cero f. : h ^i * TI ^i

« i‘J Í(J
y obtener un morfismo de triángulos exactos:

donde X_ se denota por lim X.. Más aún, tomando en cu en 
ta que para cada r « Z, tenemos un diagrama conmutativo de 
grupos y homomorfismos, deducido del diagrama anterior :

y aplicando el lema, obtenemos que el primer y último ho —
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acaorfismos verticales eon isonoxfisnos, y an cana ecu eno la 
í (C) ee un laaaorfiaao paxa cada r«S. In resumen tens
aos el siguiente corolario del lena.

1.12 Corolario. Si ... —»X. ^-------X. —ÍU I4 ,-» ...

es un* sucesión de «orflMOB de grado oero en S. , y J £ 2 
es un suboon junto cofinal; entonces existe un isanoxfisno *

tal que paxa cada i 6 J, el siguiente diagrama es conautatl 
vo :

y donde gj y gl son las proyeociones canónicas.

Del alano lena 1.11 ae obtiene otro corolario que 
da una condición suficiente para que lüf G. * 0 • Pero - 
antes débanos dar una definición.

1,13 Definición.Diremos que una sucesión de gxupos y 
banano rfianos: 

(1.13a)

es una sucesión Mittag-Leffer (M-L), si para cada entero n, 
existo algún entero n con non * tal que f (G^) * fj( G^) 

para oada ron. ( Ver pg. 18 para la dóf. do f^).
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Ejemplos de sucesiones M-L se obtienen en el «uo de 
que cada grupo G es un grupo finito, o Men cuando cada 
f es un epimorfismo a partir de algún n en adelante.

1.14 Corolario. Si una sucesión de grupos y homomorfis 
nos de la foxaa (1.13a) es una sucesión M-L , entonces el 
funtor derivado, ^11*». ■ 0.

Demostración í Para cada entero i denotemos con n(i) 
uno de los enteros correspondientes a i que satisfacen 
la condición M-L ; y definamos una sucesión m¿ por in - 
duooión, poniendo m# * 0 y m, « ním^j) y donde 1^4 mj 
si i< j. Tal sucesión determina entonces un subconjunto co
final JeZ.

Para cada Ü1 , pongamos T. _ = r^ (QLjÍSL •

Matonees, de acuerdo con la definición de los m^, tenemos:

(1.14a)

Como J os cofinal en Z, entonces de acuerdo con 
el lema 1.11, para la demostración del corolario, será sufi 
cíente mostrar que lim G. = O, o equivalentemente, que 
para cada x = (j^) con x^í (^ , existen elementos y¿«^ 
talos quo y^ - ^.(jp ’ xi-l ^^ “^ i^l.

Sea entonces t^ = ílj^p4*^! para i*l, y 
definamos por inducción elementos u.<T., de modo que ve- 
rifiquen la relación siguiente:
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(1.14b)

para cada entero i ni . Elegir u * T arbitrariamente. y 
supongamos que tenemos definidos elementos u. < T. para jai 
y que satisfacen la relación anterior (1.14b). Entonces , 
puesto que uj - «1**1 - f^*4 (®i»l) - según (1.14a) - , 
existe un elemento u^^T^i tal que u¿ - s^ ■ nt** (ui+l)> 
con lo cual temina el paso inductivo.

Por último poniendo y¿ ■ r + «i t &Wl para ü 0 , 
obtenemos :

donde la última igualdad se sigue de (1.14b)» Con ésto fi- 
nalisa la demostración del corolario.

1.15 Aplicaciones • Consideremos las siguientes suce
siones de morfismos de grado cero en S. :

y sean;

donde |f| »|g| «0 > |f'(=|h'| = 0 , los triángulos ene-
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toa quo definen X « lia X^ y T • lia T.. Batanees 
para oada espectro Y, y cada entero j, loe momfisaos f y 
fí inducen las siguientes sucesiones de grupos y homomor- 
fiemos :
(1.15a)

(1.15b)

Usando ahora los homomorfisaos dados por (1.9a) y 
(1.9b), y la sucesión exacta dada por (1.9o), obtenemos' 
las siguientes sucesiones exactas de Milnor , ([11]) t

Ba consecuencia si para í * k-1» (1.15a) o bien 
(1.15b) es una sucesión M-L, entonces ¿ o bien ^ 
es un isoaorfisao.

Asi por ejemplo» si

son las sucesiones correspondientes a las fibras y cofibras 
de Postnikov de un espectro X , entonces para cada entero j,
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la* «Roestones ge grupos y homonorfismos :

sen su os alone s M-Lj la primera de ellas porque X4(f ) es 
un isomorfismo para 1 < n y aáe precisamente porque x.(X ) 
es nulo para cada n> j; y la segunda de ellas porquex(g^) 
es un isomorfismo para n> j. Por lo tanto los morflomos
canónicos X —►X7 inducen un isomorfismo X » lim Xz : mien n x— n ~
tras que para las fibras tenemos ^lin X" ts 0 ; y asi para
oada espectro Y, se obtiene trivialmente:

(1.15c)

L.15d. Lema. Si X e Y son espectros tales que X 
os conexo, entonces para cada entero k, el homomorfismo ca- 
nónico «l. : í*»1) ---- *—115 [Y,Xzj •• ** isomorfismo en
oada uno de los siguientes casos:

(i) H^YjZ) es finito y ín(I) es finitamente ge 
nerado para cada n e Z .

(ii) H^(Y;Z) es finitamente generado y X (X) es 
un grupo finito para oada entero n ■

En efecto, el teorema de coeficientes universales im
plica que ^(Y^fX)) es un grupo finito para oada par 
de enteros m y n, en cualquiera de los oasos (i) y (ii).
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Suponiendo abone que X os (i-l)—conexo, entonces 
sus cofibras de Postnikov X^ son tales que X^O para 
n^i f y ^i^^Wgfí))* Usando los triángulos exactos#

y las sucesiones exactas inducidas:

y haciendo inducción en n ¿m, el resultado anterior peralte 
mostrar que {^>1*1 es un grupo finito para cada par de 
enteros n y j. Por consiguiente la sucesión de grupos 
y hamomorfismos :

es una sucesión M-L, y en consecuencia del lema-corolario 
1.14, se sigue que lüj [T,X'}^ = O para cada entero J. 

Usando por último la sucesión exaota de Milnor, se obtiene 
la conclusión del lema.

1.15e (Corolario. Si X e Y son espectros tales que 
X es conexo, y H^ (Y;Z) y K#(X) son finitamente genera
dos en cada dimensión} entonces en la sucesión exacta :

el grupo li> {I,I^r coincide oon el sntgxupo defy,!} 
de bus elenentos divisibles.
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En efecto » considerando el oaeo de una sucesión de 
grupos (Gp como (1.13a) , en la cual cada O. es fini
tamente generado» y usando los homomorfianos canónicos t 
G. —»G.® Z » donde Z es el grupo de enteros módulo un pri-* 
mo entero p, se obtiene un diagrama conmutativo :

donde la sucesión exacta horizontal es (1.9o)» y donde f
es el homomorfismo inducido por f. Como los grupos G^® Z 
son grupos finitos» puesto que los G. son finitamente ge
nerados» entonces f es un epimorfismo; y por eonsiguien- 
te para cada x 4,13®. existe un zeker.et y tal quo 
h(s) » x . Tomando en cuenta ahora que existe un iscaorfis- 
canónico p : Z ® nG.—► n Z ® G. » que hace conauativo el 
diagrama :

y donde la sucesión horizontal es exacta, se obtiene un ele
mento u íTTG. tal que p.u « z . Asi que en conclusión te 
nemos x » p.h(u) es divisible por p.» y en consecuencia 
liin G. es un grupo divisible.
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Volviendo * loe espectros X e Y, un razonamiento -
análogo al hecho en el corolario anterior, nuestra que los 
grupos |lXj son grupos finitamente generados par* cada 
par de enteros n y k ; y por consiguiente, de acuerdo con 
el resultado anterior, 1^^ |Y, X^j ^""^ es un grupo divisi

ble para cada k. Observemos asi mismo que si tomamos el 
espectro T = XaAZ . donde #J es el espectro de Moore z P P
correspondiente al grupo Z? (ver 2.1 de (141), entonces de 
acuerdo con la sucesión exacta 2.10 de [141 , los grupos
XJT) son grupos finitos; y por lo tanto podemos aplicar 
el lema anterior al par Y, T para arribar a la misma con 
alusión : lia [Y,X') es un grupo divisible. 

' “ Ir
Por último si z¿{Y,X} es un elemento divisible por

oada entero, entonces su imagen por el homomorfiamo x

es cero para cada ny puesto que (Yt^| es un grupo fi
nitamente generado# Asi temlna la demostración del corola— 
rio.

Otros ejemplos y aplicaciones de las sucesiones exac
tas de Milnor y del corolario 1*14 están relacionados con 
filtraciones dadas en términos de los grupos de homología y 
y en particular con la filtración de Moorey que considerare 
mos a continuación»
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1*16 lia filtración de Moore . Pasa cada espectro X y 
cada entero n* existe un morfisao de grado ceros

que gosa de las siguientes propiedades:

(i) HjdnjZ) « 0 pare j>a .
(11) El honomorfisno inducido H.(h ) : H.(I jZ)-»H.(X) Ja ja j

es un iBonorfiamo pare cada jan. tóa aún Xj(^ )

•s un iaonorfisno pare j ¿ n.
(ill) Pare cada par de enteros m y n con n>n, exis 

te un aorfieno de grado cero r : X—► X quen n * 
hace consutativo el siguiente diagreaas

SI t, n y n son enteros tales que t>n>n , en- 
toncos ^'^ = k •

De acuerdo con estas propiedades» resulta entonces que
los norfisnos h- : X----->X , y el diagram de norflañest

donde j> - Í+1 * definen una filtración convergente de X.
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Construcción de los X . Sea G un grupo abeliaao y 
7 sea yUG el espectro de Moore correspondiente. Matonees , 
de acuerdo con 2.3 de (14) * para oada espectro J 7 oada 
entero n, existe una sucesión exacta:

(1.16a)

Tomando en particular G ■ tT(J) ■ G so obtiene que 
para oada entero n, existe un lorfieao de grado oero:

(1.16b)

tal que Xn(r) « V^J^5.,^—^n^) “ G« •■ 11 he“°" 
morfismo identidad del grupo G •

Sea ahora X un espectro cualquierat 1 su afosque» 
loto 7 i : Xa---- ►! la inclusión canónica. Batanees oxis 
te un triángulo exacto:

donde || I - ) k | » 0 7 13BI - -1 • Tenemos también una
moxfismo de sucesiones exactas de grupos abelianos :

donde d* - Wt^) J 3n - ^ín) •« lo* hemomorfis-



tal que d • P es la inclusión de G en H: (a ). n * n
la sucesión exacta (1.16a) implica ahora que a par

tir de P se puede obtener un morfismo de grado cero t 
/ : S^/AG—► S^yUTÍ (X/X?) de tal manera que si de

notamos con 0 t Sn/*G * J1 la composición :
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mos Inducidos por J y j_ respectivamente
Sea G * imag. dg = ker»^ ; entonces G es un gxupo 

libre puesto que Hn(fl)) lo es, y por lo tanto /G es 
isomorfo a un coprodueto de esferas de dimensión cero. - 
Más adn, existe un monomorfismo de gxupos :

donde |3 1 = -1 y 61.-ti dl^i (í/^^ es coM(L.16t) I en- 
tunees el homomorfismo inducido H (0) : G—»H (a ) es la n n
inclusión de G en H (27). Más adn, la definición de 0 ii n —
plica que i. 0 = 0 , y por consiguiente si

es el triángulo definido por 0 , con |0|» )A I = 0 { enton
ces existe un morfismo de grado cero h : 7----- »X que 
hace conmutativo el diagrama siguiente :
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Cobo K.fS^G) « 0 pan i^n y XJj ) es un 

isonorfisno pare i < n, resulta que ^(^n)’ XjÍT^X.fl) 
es un isonorfisno cuando i¿n. Finalmente» puesto quo por 
definición G « isag.Hjí) • ker.H&(j ), el homomorfismo in 
ducido ^(h^) * HjV)---- kH (X) es un isonorfisno.

En resanan tenenos que si tonannss V * XL y & »
entonces H.(h ) verifica (ii). Booordando ahora que el 
hononorfisno H^fá) es una inclusión y que X (í) » O 
si J > n» se deduce que H.(X ) * O pare j> n» lo que de 
nuestra que el espectro X verifica la propiedad (1) .

Nos resta por último construir los morfismos ir y 
verificar las propiedades mencionadas en (iii). Pare ello 
haremos uso del siguiente lema» cuya denostración haremos
posteriormente•

1.17 lema. Sean A y B espectros tales que los gxu 
pos B^AjZjaO para i>N y xJ®) “° para itq. 
Batanees [A,Br = 0 sí k>N-q , y en dimensión W-q te
nemos un isomorfismo:

Si L(A;Z) es finitamente generado» o si x^(B) es 
finitamente generado para cada entero i» entonces tenemos
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I11* {A|Br • 0 si k>K-q-l , y en diaensión N-q-1 hay 
un isomoxfismo :

Ba «lalquier caso los isamorfismos anteriores son in- 
daoidos por 81 mosfismo canónico B ---- ► S**1!^ (B)),

Volviendo a la filtración de Moore* considérenos ahora 
el triángulo exacto dado por el aoxfiaw h : I —»x :

donde |h I » p | = 0 y |v | *-l . Si ton oes en el 
siguiente diagrama :

tenemos Hr(X.)=O si r> i * y R^ es i-conexo.
El teorema de coeficientes universales implica que pa 

ra la oohomología tenemos r(l.) * 0 para r >i+l j y 
asi podemos aplicar el lema anterior con A ■ X^ * B « R. t 
q ® j » N “ 1+1» tomando en consideración que L(X.) « 0 . 
Resulta entonces que {X. ,R.)S * 0 si s > N-q-1 » i - j, 
y como consecuencia de este resultado obtenemos que los giu 
pos {X^RJ - 0 si j > i y ÍXi,RJ]“1 - 0 si 3>1*1.
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Bata última conclusión implica entonces que el morfismo
hj i Xj—«X in da Se un epinorfisno (^»XJ—»(XpX) si
j > i t x 011 isomorfismo si j> !♦!. Por consiguiente para 
cada par de enteros i ^ n, existe un morfismo do grado - 
o ero k* : X —»X tal que h ,k* « h ; y si m, n ana b & n
7 p son tales que p>m>n , entonoes r,k* » k£ .

Para terminar, observemos que si

des el triángulo exacto definido por ^ = kja * *¿—*Xn*l’ 
y donde 1^1= i dj * 0, entonces el espectro 1^ . es iso 
morfo al espectro ^ytH^.fl), la (n*l)-suspensión 
del espeotro de Moore correspondiente al gxupo H _(X;Z).

Vayamos ahora a la demostración del lema: La hipóte - 
sis sobre i y el teorema de coefioientes universales im
plica que Ext(^(A) ,Z) = 0 , y para cada grupo G» H (A;G)=O 
si i>Ktl » y I?*** (A;G) a Ext(H_(A),G). Por consiguiente 

si H_ « Hj(A) es un gxupo finitamente generado» entonces 
es un gxupo libre puesto que Ext(H_»Z) = 0» de donde se ob
tiene que Ext(H_»G) = 0 para cualquier gxupo G. En el oa
so de que G sea finitamente generado también se obtiene - 
que Ext(H_»G) » 0 , puesto que Ext(^»Z) » 0. Asi que 
en cualquiera de loe dos casos tenemos H*(k;G) ■ 0 para 
cada 1>M. En conclusión» existe un entero k» k « N ♦ 1»



o ksl, tal que para oada m, r(Ajr(B)) ■ 0 si l>k.

Fijemos este entero k, y consideremos para un m cual 
quiera, el triángulo exacto correspondiente al morfismo 
^tj t ®m*l---- *í ^9 ^ filtración de Postnikov de B :

De este triángulo obtenemos la siguiente sucesión exao 
te de grupos y homomorfismos t

Como H***(A:X (B)) » 0 si t >k-m, entonces para entero 
.^♦1, .1 h^rfl^ ^ .. un .ptarflK .» ai».n- 
alones t > k-q-1. Tomando en cuenta ahora que B ea q-cone 
xo, B _asB* resulta entonces que [A,B| * 0 para cada
•fc> k-q-1* puesto que de acuerdo con (1«15«) * si limite 
inverso* JjüíAfB"]1' « 0 .

De este resultado obtenemos también que {i»B?jí * 0 
si t >k-q-2, puesto que B*' es (q+l)-conexo« Usando de 
nuevo la sucesión exacta anterior con m * q+1 y t «k-q-1, 
resulta finalmente el isomorfiamo:

Aplicando estoa resultados a loa casos k * W+l, k ^, 
según corresponda* ae obtienen laa conduaionea del lema»
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1*18 Corolario • Si M es un espectro cualquiera, cutan 
oas H*(M;Z) *0 ai y sólo ai (M,B)* = 0 para cada espeo— 
tro oonexo B •

1.19 Aplicaciones relacionadas con la filtración de 
Moore, 

Considérenos la filtración de Moore de un espectro 
conexo X :

De tal filtración se obtiene, para oada espectro Y y
cada entero k, la siguiente sucesión exacta de Milnor :

Supongamos ahora que H.(X;Z) y ^(Y) son grupos 
finitamente generados para cada entero i. En estas eondioio 
nes tenemos : 

(1.19a) EL núcleo de h coincide con el subgrupo de 
(X,Y) formado por sus elementos divisibles. 

(1.19b) Si X o Y es un espectro de torsión, enton 
Ir oes ker.h = O para oada entero k. - Un es

pectro de torsión es un espectro cuyos grupos 
de homotopía son grupos de torsión.

Demostraremos solamente (1.19b), puesto que (1.19a)
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es una con se cu en ola que se demuestra da manera análoga a 
(1.15o) .

Supónganos sues que X os (a-l)-ccnexo. Entonces - 
X^O para itn-1 , y ^» ^ykH^l), Poniendo H^Jl) 
y usando la sucesión exacta 2*3 de [14] i

Un .tonoes que Í/Híj}k ea un grupo fin!tenante geresulta
neredo pare cada par de enterca (i,k) , puesto que H,(X) y
TÍ^Íí) son finitamente generados en cada dimensión. Asi mis
mo al,

es el triángulo exacto dado por el morfismo ^ i » 7

es la sucesión exacta correspondiente; entonces por indue - 
oión en n»a , se demuestre que (X ,Y}' es un grupo fi 
ni tañante generado pare cada par n y t« Por di tino, si
X o bien Y es un espectro de torsión, entonces los gru 
pos {X ,Y}* son grupos de torsión finitamente generados, 
y por lo tanto finitos. En consecuencia, usando el corola
rio 1.14 - condición ML - , resulta lim^fX^Yj ■ 0

pare cada t ; con lo cual daños por terminada la demos —
treoión •
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Paxa finalizar con esta primara parta del presente tx* 
bajo expondremos a continuación un lema, cuya demostración 
nos fue facilitada por el Dr. H. Ricabarra. Algunas aplioa- 
oiones de este lema nos sexan de gran utilidad para la de
mostración de ciertas propiedades importantes relacionadas 
oon los resultados finales de esta exposición.

1.20 lema. Sea Y un espectro conexo y f í X—»Y
un moxfismo de grado oero. Supongamos que para cada entero r:

(i) 0 - eFííj^Y)) : H*(YjXr(Y)) ---- »H^(I^(T)) .

(ii) Hr(XjX(Y)) es un gzupo sin torsión.
En estas condiciones el morfismo f = 0 .

Demostración : Supongamos que Y es (n-l)-conexo • 
Entonces Y»Y", la n-fibra de Postnikov de Y .

Para la demostración del lema será suficiente mostrar 
que existen morfismos de grado cero f. : X—>Y^ paxa ca 
da iin, oon f » f, y que hacen commit i vos los diagramas:

Eh efecto, tomando en cuenta que lim l^í) “ 0, de 
acuerdo con (1.15c), resultará entonces f. * 0 paxa cada 
i Sn, asi que en particular f ■ f * 0 •



Pongamos pues f a f, y construyamos los f. por 
induooión. A tal efecto, consideremos en primer lugar el si
guiente diagrama :

donde el triángulo horizontal es el triángulo exacto dado 
por el morí ismo ^^ : Y" r—> Y"í;I • Entonces la hipóte
sis (i) implica que • .f a o , y por consiguiente exis 
te un morfismo de grado cero f . : X—»Y“ ^ ^
g^^.f^. a fa « f • Supongamos inductivamente que existen 
morfismos f. : X---- >Tj para n£j¿r con g^.f^ a f^ ; 
y consideremos los triángulos exactos i

Entonoee, de acuerdo con la proposición 1.8 , el k- 
invariante ( r*l )-dlmensional de Y , k (Y) a s .d es 
es un elemento de torsión en el grupo H^ÍY* |i( (Y)) • pus* 

to que Y es conexo. Asi que existe un entero m tal que 
m(s .d^) ■ (m.s^Jd^ ■ 0 , y por lo tanto existe un morfis 
mo de grado cero f ; Y—»Srl(^,(Y)) tal que ^ «h'^ ■ m.sr.

Finalmente en el siguiente diagrama :
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tenemos ^f ” f por Inducción, y por consiguiente , 
a(er.fr) - (n.sr)fr • Q‘^a f «í » 0 , donde la últi
ma igualdad se sigue de la hipótesis (i) . Asi resulta que 
la clase de cohomología s *f éHT(X:7Í(Y)) es una alase r r
de torsión, y en consecuencia , do acuerdo con la hipó — 
tesis (ii) , ’r^r « 0 » Esta relación permite levantar 
fr a un morfismo f^ : X—»T^ tal que g^^.f^ «f^. 
Con ésto termina el paso inductivo y finalisa la demostré 
ción del lema.

La proíima sección será dedicada al estudio dec oier 
tas clases de objetos de la categoría S.. Tal estudio nos 
lleva a enfocar la categoría S. desde un i punto do vista 
"geométrioo-Hilbertiano", introduciendo conseptos apropiados 

de ortogonalidad " de espectros. Asi surgen de manera natu- 
una serie de problemas relacionados con la detexminación do 
lae " coordenadas ortogonales" do un objeto cualquiera do 
3 , KL tratamiento de tales problemas se reduce generalmen- 
~h 
te al estudio de ciertos fautores, y principalmente a in - 
vestigar la posibilidad de que tales funtores sean "repre-

- 42 -

er.fr


sentables *. Este estudio es lo que se llama la "teoría de 
localización" , y un avance muy importante en esta dirección 
lo constituye el trabajo del Dr. B. Rica barra [1+1, en el 
cual se hace una exposición bastante detallada de la "local! 
zación en la categor« de grupos abelianos". En particular , 
el 6 4 de tal trabajo esta'dedicado a la localización en la 
categoría §. .

2. Clases Estables.

2.1 Definición «Si J*í es una dase no vacía de es
pectros, diremos que «/*€. es una clase estable, si verifica 
las siguientes propiedades:

(e.l) «Pí es isomórficamente cerrada, es dedir, J*C con 
tiene cada espectro isomoxfo a algún espectro de ?í .

(e. 2) Si i—* B —»C —►! es un triángulo exacto en 
S. , tal que dos de sus vértices pertenecen a /¡ , enton- 
ces el tercer vértice también pertenece a «PC ,

(e. 3) Si X e Y son espectros tales que el oopro- 
duoto X v Y pertenece ^ JK , entonces X e Y pertenecen a JC.

Asi por ejemplo, la clase 7 de los espectros isomor 
fos a espectros finitos es una clase estable. También la cía 
se de todos los espectros es una clase estable, que a dife
rencia de la anterior, contiene con cada fsalida de espec
tros, el ooproducto y el producto de la familia.

Diremos que una clase <M es aditiva (reap, aultiplie
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cativa), al eon oada fanilia de espectros [X : a< J)i<^, 
contiene también el ooproduoto VX (reap, el producto TIX ).

Finalmente una oíase que sea a la res estable y aditi
va, será llanada una olase estate aditiva : c.e.a. . Asi ais 
no una olase estable multiplicativa es una oíase quo es si
mal táneanente estable y multiplicativa.(c.e.n.).

Gomo consecuencia de estas definiciones se obtiene que 
dado un diagrama de mosflomos de grado oero en S. :

y una clase /( estable aditiva (resp. multiplicativa), que 
contiene a oada X., entonces el lia X. (resp, lim X.) , i —7 1 i
pertenece a •

2,2 Ejemplos . Para cada espectro X, la clase ^1 ,

formada por los espectros A, tales que 
clase estable aditiva. En efecto, (e.l)

[A,X] « 0 es una 
es evidente ¡(o.2)

y la aditividad se deduden del isonorfisno canónico:

válido para cualquier espectro X y cualquier familia do 
espectros [ Y : a 4 J ) .

Finalmente , si A —í—» B —S—»0 —^—» A es un
triángulo exacto, con I f I “ | g I = 0 y |h I » «4 ,
entonces de la sucesión exacta *

-u-
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se deduce, que el dos de los vértices del triángulo están en 
-^X, entonces el tercer vértice también esté en -*-1.

Análogamente se demuestra que la clase X-*- Tomada 
por los espectros A , tales que [XtAU * 0 es una clase 
estable multiplicativa. Las clases -*-1 y X-1- se llaman
respectivamente las clases ortogonales a la izquierda y 
derecha de X. Asi uh espectro Y 4 J-I ( rep. Y« X-1-) se 
dioe que es "ortogonal a la izquierda" ( resp. a la derecha) 
de X.

Para cada espectro X, la clase Bul(I) formada por ■ 
los espectros A, tales que el amash-producto XaA & 0 es 
una c.e.a. . En efecto, las propiedades de la definición - 
2.1 se demuestran usando la naturalidad y exactitud del 
funtor smash-pro duct o: Si A—>B —»C —»A es un trián 
guio exacto, entonoes tomando el emaSh-produoto con X , se 
obtiene un triángulo exacto XaA---»I*B—»IaC—>XaA.

( Ver J.17 y J.18 de [3) ) . La aditividad se deduce 
a partir dol isomorfisno D.5 de [3) :

Las clases NUL y Q formadas respectivamente por 
los espectros isonorfos al espectro nulo, y por los espectro 
racionales - espectros cuyos grupos de honotopía son grupos
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racionales * son clases estables aditivas y multiplicativas. 
Baste observar que la suma directa y el producto directo 
de grupos racionales son también grupos racionales* La da 
se de los espectros de torsión - (1.19b) - Tornan una dase
estable aditiva, que no . es multiplicativa: el producto de
grupos de torsión no es en general un grupo de torsión.

2.3 Para cada espectro X existe tuna o.e.a. (X) y 
una clase o.e.a. [X] , cada una de las diales contiene a 
X, y que gozan de la siguiente propiedad universal: Si Jt 
osuna o.e.a. (reep. una c.e.m.) que contiene a X* en 
tonoes (X) € Jt (reap. (Il é/Í ) .

2.3a Si ------- Jt-Ik, Tld_Tit2—H.. es la

filtración de un espectro Y cualquiera como definida en 
1.4 , entonces para cada i, en el triángulo oxaoto dado por 
el morfismo f.:

el espectro Q. es isomorfo a un ooproduoto de esferas , 
y por lo tanto IaQ^ (X) para oada espectro X. Reoor - 
dando ahora que Y, » 0 para i < 0* y haciendo indue — 
oión en niO, se demuestra que XaY £ (X) para cada 
entero n • Asi que en conclusión tenemos :



- 47 -

relación válida para cada par de espectros X e Y.

Tomando en particular I ■ 8o y usando el isomor - 

finio Ia8°» S°aT t: Y , se obtiene que (3°) =3, co

no clases estables aditivas»

2» 3b Para oada grupo abeliano G, K(g) é (K(Z)) . 

Ka efecto, tañando una presentación libre del grupo G :

y recordando que el funtor K transforma aúnas directas en 

coprodncto, resulta entonces que los espectrso K(L) y K(M) 

están en (X(Z)), lo que junto oon el triángulo exacto dedu 

cido de la presentación de G ,

implican finalmente que K(G)¿(X(Z)) .

Cono una consecuencia de este resultado, obtenenos - 

que si X es un espectro con un número finito n do gru - 

pos de homotopía posiblemente no triviales, entonces X es 

tá en (K(Z)). Para ver que ésto es asi se usa la filtra

ción de Postnikov, haciendo inducción en m. Finalmente, si 

X os un espectro cooonexo, entonces de acuerdo con esta úl

tima conclusión, cada fibra de Postnikov X* do X está 

en (X(Z)), y por lo tanto X íj lim X" 4 K(Z)) •

2»3o Si X es un espectro conexo, entonces Xí (K(Z)l, 

la clase estable multiplicativa generada por K(Z)»
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En efecto, suponiendo que K(G) £ [K(Z)) para cada gru 
po abeliano G, entonces un razonamiento análogo al ante
rior pe nal te mostrar que cada oofibra de Postnikov de X, 
I* ¿ [K(Z)] , y en consecuencia X ís lia.!' £ [K(Z)] .

Palta ver que K(G) é [K(Z)J para cada grupo G, para 
lo cual será suficiente considerar el ,caso donde G os un 
grupo libre, y tonar luego una presentación libre de G pa
ra el caso general, como hicimos en 2»3b • La demostración 
de que K(G) ¿ (K(Z)] si G es libre será una consecuen - 
cia de los dos lemas que siguen a continuación.

2.4 Lena. Si f : A—*B es un homomorfismo de gru
pos abolíanos» entonces existe un triángulo exacto en S. :

donde I h I = I K(f) I = 0 , | g | = -1 j i » ker.f y 
B = cok.f .

2.5 Lema . Si L es un grupo libre, entonces el homo- 
morfismo de Kronecker h : L—»Hom(Hom(L,Z),Z) da una 
inclusión de L como un sumando directo de Hom(Hom(L,Z),Z

Supongamos que Iob lemas han sido demostrados, y sea 
O—>1-^M—>P—»0 una presentación libre de un grupo cual
quiera P. Aplicando el lema 2.4 al homomorfismo 
f » Hom(d) : Hom(M,Z)—»Hom(L,Z) se obtiene un triángulo:
exacto :
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on donde B * kor^f ■ Hom(P,Z) y V ■ cok.f * Bxt(P,Z). 
Cono Hon(T,Z) es un grupo isomorfo a un producto do co— 
plaa de Z, si 1 oe libre, y el funtor K transforma pro due 
to directo de grupos en producto de espectros, entonces re 
s*lta que K(Hon(T,Z)) ¿ [K(Z)] • Este resultado y el trián
guio exacto anterior implican que K(Hom(P,Z)) y K(Ext(P,Z)) 
están también en £ (K(Z)J para cualquier grupo P; y por oon 
siguiente si N es un grupo $ie es un sonando directo do 
Hon(P,Z), entonces K(N) £ (K(z)] , de acuerdo con e.3 de 
definición 2.1. Aplicando esta última conclusión al grupo 
P ■ Hon(l,Z) donde L es un grupo libre, y usando el lena 
2.5 so obtiene finalmente que 1(1) 4 [K(Z)] para oada gru 
po libre L.

Demostración del lema 2.4 * Sea f : A---- >B el homo- 
norfisno dado, y oonsideremos la sucesión exacta deducida:

en donde Á * ker.f y B ■ ook.f .
Asociado a f existe un morfi bolo de grado oero en i , 

1(f) : K(A)—>K(B) , y un triángulo exacto dado por K(f):

donde |h| * |K(f)| * O y I g I “ -1
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Aplicando los fautores de homotopía y homología en el 
triángulo anterior, y tosando en canta que H.(l(l)|!) ■ 0 
para oada grupo M, se obtiene el siguiente diagrama ccnma—
tativo de sucesiones exnotas t

De este diagrama se deduce que el homomorfismo «¿ os un
isomorfismo, y por lo tanto, de acuerdo oon el teorema de
coeficientes universales, existe un morfismo do grado ooro 
At T—»K(K (T)) tal que H (A) ■<’\ Por consiguiente,

si r t I(x (T))»T"—>T" ~T es el morfismo dado por la - O O
filtración de Postnikov de T, entonces X-f os la identidad
del ospeotro t(X (T)), y en oonsocuenoia existo un laceor- 
fiemo T ~ K(l)v3"ll(B) , oon lo cual final isa la demostré 
oión del lema.

Demostración del lema 2.5 t Sea L un grupo libre, 
y sea h t L —»H<m(Boa(L,Z),Z) el bomonorfisno do trono—* 
oker. Supongamos que ( g : a < JU 1 os un conjunto do ge
neradores de X, y denotamos oon 1(a) el grupo libro oon — 
generador g • Batonoos Hom(L,Z) ?i TTZ(a) y ol hccusaor* 
fiemo h : eZ(a) —»Hom( TIZ(a) , Z) queda definido de 1# 
siguiente manera r si x ■ (x ) £ gZ(a) , entonces el hj 
momorfismo h(x) a TTZ(a) —* Z está dado por la fórmala t



donde y * (y ) ¿TtZ(a); observando que la sana contiene 
a lo nao un minero finito de té minos no nulos 9 puesto que
x_ * o pare oasi todo a é J.

Sea d * Hom(i) : Hom(lTZ(a) , Z)---- » TTZ(a) el hone- 
norfieno inducido por la inclusión i : ^Z(a) —>TTz(a) • 
Bitonces existe un diagrama conmutativo :

De acuerdo con este diagrama, para mostrar que h da 
una inclusión de 9Z(a) como un sumando directo del grupo 
Hom( T(Z(s) , Z), será suficiente demostrar que imag.d&imag.i, 
puesto que en este caso el homomorfiemo d se factoriza a 
travos de la suma directa; es decir, existe un homomorfiemo 

cL : Hom ( T!Z(a) , Z)---- » ®Z(a) tal que í.d^ = d, y por lo 
tanto d-.h es la identidad del grupo ®Z(a) • Asi que 
en conclusión debemos demostrar que para oada homomorfiemo 
b : T1Z(a)—>Z , el conjunto C(b) » [tí J s b(g ) / o) 
es un conjunto finito; donde g es el generador de Z(a)« 

Supongamos entonces por reducción al absurdo, que pa
ra algún homomorfiemo bíH<m(nZ(a) , Z) el conjunto C(b) 
contiene un subconjunto numerable infinito II = {a ,a_, ...} 
y pongamos e. » g para cada 1-0.
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Sea [ q. : 3*0} una eucesión de enteros primos ta
les que pe» onda J> 0, q^ ^ {qQ, ... , q^J ; y q no 
divide a l>(e.) si jíO. Construyamos a continuación una. 
sucesión de elementos £%* °x* ••• * o_» tales que 
Oj4Z(aJ, y que verifican las don condiciones siguientes:

(1) Cj > k(qo...q. ^)e^ para algún número en
tero k = k(j), y donde j>0.

(2) b(a + a_ + ... +c.) es divisible por q., si j > 0.

Pongamos o « e , y supongamos, por inducción, que 
tenemos definidos elementos e. para i4j-l, verificando 
las condiciones (1) y (2). Entonces la definición do los 
primod q. implica que existen enteros m y n tales que 
1 * m.q,+ n(q ...q. ,)b(e.) . Multiplicando esta relación 
por «»b(c+...+c. ,) ,y definiendo c. por la fóran- 
la. c. » - s.n(q . ..q. , )e. éZ(a.), resulta finalmente que j o j-1 I J
^°o+ V”’ + cj-1+ cj) " ^^^’^j * 7 por consiguiente o^ ve 
rifica las condiciones (1) y (2).

Sea ahora x íTÍZ(a) el elemento determinado por los 
c. ( es decir, x& = 0 si a$N , y para a^I, x^ ■ c^. 
Matonees como consecuencia de la propiedad (1) de los o., 
se obtiene que q divide a b(x-c ); pero como por hipó— o o
teeie. q no divide a b(c ), se deduce finalmente que el o o
entero b(x) * b(c ) + b(x-c ) no es divisible por q , lo 0 0 v
que implica en particular que b(x) / O . Pero por otra - 
parte, si para cada j > 0, ponemos v. » c + ... + c. , entra 
ces usando de nuevo las propiedades (1) y (2), se dedu-
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oe que b(v.) y b(x-v.) son divisibles por q. para - 
oada j > 0. Asi que en definitiva tensaos que el entero b(x) 
es divisible por un conjunto infinito do primos» a saber » 
el conjunto (q. : j > 01 ; y ésto sólo puede ocurrir si 
b(x) * 0, lo que contradice la conclusión anterior» b(x)40. 
Con ésto damos por terminada la demostración del lema.

Seguimos a contiuxxuaoión enunciando algunos otros re
sultados referidos a las clases estables» los cuales van a 
ser aplicados en las secciones subsiguientes» y en particu
lar en aquellas relacionadas oon los "espectros funcionales"

2.6 Paia cada espectro X y cada grupo abeliano G, 
el smash-producto XaK(g) é [K(Z)] • Da demostración de es 
ta tesis requiere de algunos preliminares que señalamos de 
i^ae diato.

2.7 Definición. Diremos que un espectro Y es un aspee 
tro generalizado de Eilenbexg-MacLane ( abreviado GEM), si 
para cada netero n, existe un morfismo de grado oero : 
< : s“l(x (Y)) —»Y, tal que * : X (Y)—* * (Y)
es un isomorfismo. £q este caso los moxfismos X definen 
un morfismo de grado cero:

el cual induce un isomorflBio en henotopía , y por 
consiguiente es un isomorfismo en S^. Tañando en menta
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que el morfisao canónico r i V^* (Y))—►Tlsnl(jt (Y)) 
ntt na

es un isonorfino, resulta entonces que la composición 
d^r.iL* : Y—»TlSnI(7(n(Y)) es un isomorfismo.

Sean ahora Y'' , Y' la j-fibra y la j-oofibra de 
Postnikov de Y , y consideremos los triángulos exactos:

Batonces kíd(Y) - s^f. 4 H^ÍYÍj >C(Y)) es el in - 

variante (j+1)-dimensional del espectro Y . Si Y es un GEM, 
en el diagrama :

tenemos s.. ^ = k^^íY) = 0 , puesto que ^(dj) es un leo 
aorfisao y además H^Y*! <JY)) ~Hom(K.(Y), xJY)) .

Jr 3 J
Be oí pro oamen te, si Y es un espectro tal que para cada 

entero 4* *1 (jtl)-invariante de Postnikov de Y es nal o, en 
tonoes existe un morfisao de grado oero d. : Y—»S^(^(Y)) 

tal que x.(d.) es un isomorfismo» y por lo tanto Y es un
V V

GEM.
Volviendo a 2.6, nosotros demostraremos que el smash- 

producto Y=XaK(Z) es un GEM, mostrando que para cada en
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tero J, k^íY) - O .

Sea entonces:

el triángulo exacto correspondiente a la n-fibra de Moore -
de X, y sea h“^ : Y^.—» Y sX aK(Z) el morfismo corres
pondiente ala (n+l)-fibra de Postnikov de Y. Entonces, po
niendo Jn “A^lj^j : XaK(Z)—>BaK(X), se obtiene que - 
en el diagrama:

loa hoaoiorfimoa inducidos x. (h" ,) y 7C(A_) son leo x n+x i n "
norfisnos para cada i > n, y por consiguiente el norfis - 
no A Ji i es un isomorfismo, puesto que loa aspeetroa 
Y" _ y K aK(Z) son n-conexos. En consecuencia el aoifis 
no tf . es un nononozfisno en 8^ • For lo tanto» re - 
tomando a las fibras de Postnikov de I*XaI(Z) :

tenemos que P. - O , y asi k* (Y) - 8j’/j ■ 0 P®1* % 
da entero j, y en conclusión Y * XaK(Z) es un OBI .
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Finalmente ai G es un grupo abeliano cualquiera.
entonces del isonorfisno (uG) AX( Z) x K( G) se deduce que 
XaK(G)r Ia(^GaK(Z)) % (XamG)aK(3) , lo que ju*to al resultado
anterior inplica que XaK(G) es un GB( para cada espec
tro X y cada grupo abeliano G • Paro si un espectro T 
es un GEM, entonces el isonorfisno T « HS^SC* (T)) y el 
resultado 2.3o dan como consecuencia que T ¿ £K(Z)}, oon
lo cual daños por te mina da la demostración do 2.6 •

2.8 Si X e Y son espectros tales que {X,Yj’ » O, 
entonces (A,B1* = O para oada A 4(1) y oada B £ [Y].

Bu efecto, la relación (X,YP = O es equivalente a 
X í^Y ya Y 4X1, y en consecuencia (X) £ XY e [TI £ lí 

Por lo tanto si A £(X) « iY , el mismo resultado implica 
que £Y]£AX, y asi B 4 Ax para cada B 6(T], o lo que es 
lo nisno {A,B|* = O .

Asi por ejemplo, si N es un espectro tal que su co- 
homología H* (N;Z) > 0 , entonces {K,Bf = O para cada 
espectro conexo B, puesto que de acuerdo con 2.3c, Bé (X( Z)]

2.9 Si X e Y son espectros tales que XaY s O , en
tonces AaB s O , para oada A ¿(X) y cada Be (Y). la de
mostración se hace de manera análoga al caso anterior toman 
do en consideración que la hipótesis oe equivalente con las 
relaciones YeNul(X) y XcNul(Y).

Asi por ejemplo, si M es un espectro con homología no 
la, entonces JaM «O para cada J<(K(Z)), y en particular 
si J ee ooconexo (2.3b). Si tomamos como M el espectro
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representante de la X—teoría compleja-módulo un primo p, en 
tonces de acuerdo con M.18 de [3] , éste es un ejemplo - 
no trivial de espectro con homología nula. Beto implica en 
particular que la esfera S°*(K(Z)), por que de lo contra* 
rio se tendría MsSOaM^MaSOs 0 .

2.10 Un espectro M es un espectro de torsión (1.19b), 
si y sólo si el smash-producto /xQaM » 0 , donde Q de
nota el cuerpo de los racionales.

En efecto, del isomoxfismo ^(XjdQ £ ^(^QaX) que 
se obtiene de la sucesión 2.10 de 1141 , se deduce to
mando primero X = 3° y luego X = M , que IÍOs/íQ, 

y que X.QiQaM) £ X.(M)®Q * 0, puesto que los gxupos 
XL (M) son gxupos de torsión.

Si h : 3°—»K(Q)s^Q representa el morfismo corres 
pondiente a la inclusión de Z en Q, dado por el teorema - 
de coeficientes universales, entonces usando de nuevo el i- 
somorfismo anterior, se demuestra que un espectro X es ra
cional si y sólo si el moxfismo inducido 1 *h: X—>X«K(Q) 
es un isomoxfismo. Asi que en particular cada espectro ra - 
oional es un GíM.

Sea T —£-» 5° —t/Q -—>T el triángulo dado por h , 
donde |g|= |h| = O. Entonces T~ 3 yU(Q/Z).Tomando el smash* 
producto de un espectro X con este triángulo se obtiene un 
triángulo exacto:

XaT y XajiQ son las coordenadas'1 de torsión y racional de X.
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3. Espectros Funcionales.

La presante sección está dedicada a destacar ciertas 
propiedades relacionadas con el espectro funcional P(X»Y)» 
asociado a un par de espectros X e Y. En particular tra
táronos el caso del espectro dual P(X»S°) de un espectro 
cualquiera X.

Algunos de los resultados a obtener permitirán nos» 
trar, por ejemplo» que si X o bien Y es un espectro - 
generalizado de Eilenbeig-MacLane» entonces lo mismo ocurro 
con el espectro funcional P(X»Y). Asi mismo obtendremos al 
ganas "formulaciones explícitas" de P(X,Y) como produc
to o ooproducto de suspensiones de Y, lo que permitirá cal
cular la homotopía ^(KM))?: {Ijl,» (ijf en térmi
nos de la cohomología y do la homotopía de X e Y. Asi que 
en particular» para ciertos espectros M» podremos determi
nar el álgebra de Steenrod (M,I|*s X,(P(M,M)).

Para comenzar introducimos a continuación el concepto 
de "funtor exacto" en la oategoriá S. •

3.1 Definición. Diremos que funtor E : 3.-~-> S. os 
un funtor exacto si E transforma triángulos exactos en 
triángulos exactos. Esto quiere decir que si A—>B—> C—»A 
es un triángulo exacto en 3. , entonces EA—»EB—»EC—*EA 
es un triángulo exacto» si E es covariante; y si E es un 
funtor contravariante, entonces EA—>EC—»EB—*EA es un 
triángulo exacto.
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Asi por ejemplo, si X es un espectro cualquiera, y 
definimos Ej : S^^ 3^ por Í_(A) = X*A , y para un 
morfiamo f : A---- »B , ^(f) = 1 aí : x*A---- »XAB, enton
ces usando J.17 de [31, se demuestra que E_ es un — 
funtor covariante exacto.

Sea E : S, <*♦ 5. un funtor covariante, y canside- A A
remos una familia de espectros (Y : a* Jl. Entonces exis— a
ten morfismos E(i ) : E(Y )-—-»E(\/Y.) y E(nY.)—E(Y ) a a t o fe d a
inducidos respectivamente por las inclusiones y las pro
yecciones canónicas : i : Y ——♦x/Y. , p : nY.---- »Y .a a fe o AfeD a
Los morfismos E(i ) y E(p ) definen morfismos de gn 
do cero :

Diremos que un funtor covariante E : S. /—» S. es un 
funtor aditivo (resp. multiplicativo) si el morfiamo E(i) 
(reep: E(p)) es un isomorfismo para cada familia de espeje 
tros (Y : ac J> .

Asi por ejemplo, el funtor covariante E_ : 8^^ ^ 
dado por E_(A) » LA es un funtor covariante aditivo para 
cada espectro X ; y es moltiplioativo si X os isomorfo a 
un espectro finito.

Análogamente como en el oaso covariante, si E: S.^^ 
es un funtor oontravariante, existe un morfismo canónico: 
E(i) : £(\/Y )---- >nE(Y ). Si este morfismo es un isomorfis
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mo, direnos que E es un funtor contravariante aditivo»

3» 2 Proposición» Sea E : 3. «^ S, un funtor exacto» 
y soa^éS una clase estable. Poníanos E"1^) la clase 
fornada por los espectros X tales que E(X)4^ . En estas 
condiciones tenemos :

(a) Si E es covariante-aditivo y «/C es aditiva» en 
tonces E-1^) es una olase estable aditiva; y sietes mul
tiplicativa y E es covariante-multiplioativo» E”\-AC) es 
estable y multiplicativa*

(b) Si E es contravariante-aditivo y T'í es nultipli- 
cativa» entonces E (7%) es una clase estable aditiva.

La demostración es muy sencilla» pues sólo requiere - 
usar las definiciones anteriores para verificar las propie
dades de la definición 2.1 .

Asi por ejemplo si J% = NUL la clase estable aditi
va formada por los espectros isomoxfos al espectro nulo» en 
tonces para cada espectro X» la clase ker. E_ ■ E_”\nUL) - 

donde E_(A) - XaA - coincide con la clase estable aditiva 
Nul(X) definida en 2.2 .

3.3 Teorema. Para cada par de espectros (X»Y) existe 
un espectro funcional F(X,Y) en J, , tal, que para oada 
espectro T » {T»P(X»Y)| z {XaT»Y ) •

El morfismo de evaluación e : XaF(X»Y)-----»Y es 
la imagen de 1^^ ^) por este isomorfiamo.

Para cada X fijo definir J_ t ?h^* Ai $or ^* ^
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iación I_.(Y) = P(X,Y). Si f : Y---- >B, entonces a la con.- 
posición XaJ(I,Y)—^Y-^B, le corresponde por el isomor 
fiemo anterior» un morfismo T_(f) : F(X,Y)-----F(X,B) que 
hace conmuta tiro el diagrama:

y en el cual h = l_AÍT(f) . Con estas definiciones F„ re- A A A
sulta ser un funtor covariante exacto y multiplicativo»

Análogamente» fijando Y se define un funtor contra va
riante : Jr : S, ^->S. , F(I) » F(X,Y). Este funtor es
exacto y aditivo. Para la demostración de este teorema y al 
gunos detalles relacionados con el mismo» remitimos al lec
tor a Vogt (171 .

Como consecuencia de estos resultados, se deduce que 
si :

es un diagrama de morfismos de grado cero en §. , entonces 
para cada espectro Y» existen isomorfismos canónicos:

A continuación enunciamos un resultado que relaciona—
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na el espectro funcional y las clases estables.

3.4 Proposición. Si X e Y son espectros, entonces 
el espectro funcional P(A,B) é [P(X,Y)] para cada Aé(x) 
y cada B 6 [I].

Demostración : fijado X, sea P_ el fUntor covarian 
te exacto multiplicativo definido en 3.3. Aplicando la 
proposición 3*2 con M» [>(l,Y)l,la alase estable mol» 
tiplicativa generada por P(X,Y), obtenemos que la clase de 
los espectros í, tales que P(X,J) é[F(X,Y)] es una clase 
estable multiplicativa. Como dicha clase contiene al espec
tro Y, entonces F(X,B) é(P(X,Y)l para cada espectro Bc(YL 

Análogamente si fijamos L, y consideramos el funtor 
contravariante exacto aditivo F^, entonces se obtiene que 

P(J,L) é [J(X,1)1 para cada J c(X). Este resultado y el an 
terior implican finalmente que F(A,B) £ [F(X,Y)]para cada 
Aé(X) y cada Bé[Y3 •

3.5 Definición. El funcional dual DX de un espec
tro X está dado por la fórmula DX = F(X,S°). 

O El morfismo de evaluación correspondiente e:Xz¿DX—»S 
da lugar a un morfismo canónico d : X—»DDX, usando el 
isomoxfismo de 3*3 ।

Si X es un espectro finito, entonces d : X—*DDX es 
un isornorfiemo.

La evaluación • : X*DX---- »S° induce para cada espec
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tro Y, un moxflamo Xa(DXaY)---- »Y, el cual corresponde por 
el iBoaorfisao 3»3 a un morfismo e(X,Y): DXaY -------» F(X,Y).
Si I o Y son espectros finitos, entonces e(X,Y) es un 
isomorfismo.( (17], ter. 13.2 y sg. ).

Usando la proposición 2.11 de (14] , obtendremos otros 
casos en los cuales e(X,Y) es un isomorfismo.

3.6 Teorema. Si X e Y son espectros tales que X 
es conexo con un número finito de grupos de homología no tri 
viales, y X.(Y) es finitamente generado para oada i«Z, 
entonces :

(a) e(X,Y) : DX*Y —»F(X,Y) es un isomorfismo.
(b) EL smash-producto XÁYé(Y) .

Demostración: Supongamos que X es (n-1)-conexo, y tie
ne a lo sumo ad grupos de homología no triviales. Conside 
remos el triángulo emacto correspondiente a la (n*m-l)-fibra 
de Moore de X :

Entonces existe un morfismo de triángulos exactos:

y un triángulo exacto:
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Por consiguiente, si procedemos por inducción sobre 
el número de grupos de homología de X, será suficiente en
tonces demostrar que e(X,Y) es un isomorfismo para Xau/G, 

y que 41 GaY é (Y] para cada grupo abeliano G. En este caso 
la proposición 2.11 de [14] establece que eÜiG,Y) es un 
isomorfismo si G es finitamente generado, o si x.(Y) es fi-< 
nitamente generado para cada entero i •

Para mostrar que ^uGaY 6 [Y] , consideremos una presen 
tación libre de G : O—*L —»M —»G —»0. Entonoes de 
acuerdo con 2.6 de (14) , existe un triángulo exacto:

Tomando el pmash-producto de este triángulo con Y, se 
deduce será suficiente considerar el caso en que G es un giu 
po libre. En esta situación G es un sumando directo del gru
po Hom(Hom(GtZ) , Z) - lema 2.5 - , y por lo tanto existe 
un monomorfiamo en S. :

donde I = Hom(G,Z).(lema 2.8 de (14)).
El resultado de la parte (a) del teorema da un isomor 

fiemo:

y en donde el segundo isomorfiamo es 2.14 de [141.
Por último el monomorfismo j induce un monomorfismo 

j/dy :/iG*Y—»yUHom(TyZ)AYy lo que junto al isomorfiamo an
terior implioam que existe un monomorfismo en 1 :
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Como F^z.T,Y) 6 [Y]—prop. 3.4— , enton.eeb el monomor — 
fiemo h , y e.3 de 2.1 dan finalmente que UG¿[ < (Y^ oon 
lo que finaliza la demostración del teorema.

3.7 Teorema. Para cada espectro Y y cada gxupo abe - 
llano G, los espectros funcionales P(K(G)»Y) y P(Y,K(G)) 
son espectros generalizados de Eilenberg—MacLane.

Demostración : Sea S la J-fibra de Postnikov de la 
esfera o-dimensional S°, y consideremos el triángulo exac
to correspondiente:

donde i f I » | h i • O, ^(f) es un isomorfismo para i > O 
y h representa el generador canónico de X (S°)*  Z. El - 
morfismo h se llama el "morfismo de Hurewicz"; y si X es un
espectro cualquiera, entonces 1/h * h(X) : X—»XaK(Z) es 
el morflsmo de Hurewlcz correspondiente a X.

Como S es -o—conexo, entonces para cada gxupo G,los 
morfismos f^gj = 0 y l^gjAf = 0 . Por lo tanto dado 
un morflsmo d : A---- »X, tal que h(X).d = 0 , entonces tam 
bien d*l^gj = 0 y l^g^i = 0 . Más adn el homomorfiemo 
inducido H*(diG) : H*(X;G)—-»H'(A;G) es Idénticamente nu 
lo. Asi que en particular ésto mismo vale para el morflsmo 
f(X) = 1-Af, y en consecuencia, usando la * conmutatividad* 
y asociatividad" del funtor smash-producto, se deduce tam
bién que para cada grupo abeliano G, el mpxflsmo indu-



- 66 -

cido Ijfg)^1) “ 0 * K(G)a(Xa§)---- »K(G)aX. Por lo tanto, 
para cada espectro Y, el homomorfismo d :

(3.7a)

inducido por l^gjAf(X), es idénticamente nulo.

Considerando ahora el espectro funcional F(K(G),Y), y 
usando sus propiedades funtoríales, obtenemos un diagrama 
conmutativo:

en el que las flechad verticales corresponden a los isomor- 
fismos dados por 3» 3? y donde f*(X) es el homomorfismo - 
inducido por f(X)» Be este diagreuna y del hecho de que el 
homomorfismo d dado en (3.7a) es nulo, se deduce que el 
homomorfismo f*(X) = 0. Por lo tanto dado un moxfismo 
cualquiera b : X—>P(K(G),Y), existe un mozfismo b-, 
b, a Xaí(Z)—>F(K(G),Y , con |b\ = |b^|, y que hace con 
mutativo el diagrama:

Asi que en particular tomando X = F(K(G),Y) y eligien 
do b = identidad de P(K(G),Y), se deduce que el moxfismo
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de Hurewicz h(J(I(G),Y)) : P(K(G),Y)------->P(K(G),Y)aH(Z)

correspondiente al espectro F(X(G),Y), esun monomorfismo 
en ~h ’ y por con8i«uiente F(K(G),Y) es un espectro gene
ralizado de Eilehberg—MacLane» puesto que de acuerdo con 
2.7» lo mismo vale para P(K(G)»Y)aK(Z) .

Análogamente» considerando el espectro P(Y,K(G)),te
nemos un diagrama conmutativo:

donde d es el homomorfismo inducido por ly*f(X).
Tomando en cuenta la asociatividad del funtor smash— 

producto se obtiene que f(XAY).b = c.(l*f(X)) para un par 
de isomorfismoB b y c. Como f(XXY) induce homomorfismos 
triviales en cohomología» entonces de la igualdad anterior» 
y de la conmuta ti vi dad del diagrama se deduce que d = 0. 
Razonando ahora exactamente como en el caso precedente» re
sulta finalmente que h(P(Y,K(G)) :P(Y,K(G) )-»P(Y,K(G) )aK(Z) 
es un monomorfismo en §. ; y por consiguiente J(T,K(G)) es 
un espectro generalizado de Eilenberg-MacLane, con lo cual 
damos por terminada la demostración del teorema.

A continuación demostraremos un teorema de "factor! - 
zaoión del smash-producto MaX» el cual nos permitirá» entre 
otras cosas» calcular la M-homología de X» en términos de la
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homotopía de M y la homología de X, para ciertos M y I.

3.8 Teorema.Si X y M son espectros conexos tales 
que G, * H, (X) es libre y H1“(M; ^('M)® G,) no tiene tor 
alón, entonces existe un isomorfismot

Demostración: Supongamos que X es (-1)-conexo, lo - 
que no resta generalidad a la demostración; y consideremos 
la sucesión X , ... , X , ... de las fibras de Moore de X. o n

Demostremos en primer lugar, que para cada entero n,
existe un isomorfismo:

(3.8a)

Bn efecto» para n = 0, I íí ^H (X), y por lo tanto 
hay un isomorfismo d_ : MaX £ M a ^E (X ), Supongamos en
tonces por inducción» que para cada i£n existe un isomor- 
fismo d. como en (3.8a) ; y consideremos el triángulo 
exacto: 
(3.8b)

correspondiente al morfismo f dado por la filtración 
de Moore.

En 2.7, en la demostración de que Y K(Z) es un GEM, 
vimos que para cada entero n, el morfismo de Moore
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*ra tal que ^*1^2) : \f^^)—-»YaK(Z) era un moa orno r - 
fiemo en S. . Por lo tanto en el triángulo (3.8b) tenemos 
que ^n*1^2) = 0» y en consecuencia el morfismo de gra
do cero:

es tal que el homomorfismo inducido M (c :G) = 0 para oa
da entero r y oada grupo abeliano G, ( ver demostración - 
de teor. 3.7). Observando ahora que las hipótesis del teo
rema y la hipótesis de inducción implican que los espectros 
J = Ma/H - (X) y MaX son conexos y que MaX es iso- 
morfo a un eoproducto de suspensiones de M, se deduce que 
H"(J I jTÍMaX )) no tiene torsión. Estamos entonces en con 
diciones de aplicar el lema 1.20 al morfismo o , para 
obtener c = 0. Por consiguiente, tomando el smash—produc
to de M con el triángulo (3.8b), tenemos un triángulo :

en el cual c = 0; y asi existe un isomoxfismo :

Este isomoxfismo y el isomoifismo d dado por inducción * n
implican que existe un isomorfismo:
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Con ésto termina el paso inductivo, y asi tenemos iso 
morfismos d como en (3.8a). n

Consideremos en segundo lugar el diagrama de morids - 
moa de Arado oero:

(3.8c)

Entonces este diagrama es una filtración convergente de MaX 

en el cual, de acuerdo con lo visto anteriormente, cada mor 
fiemo f » l„*f es un monomorfismo en S. . n M n ^h

Más generalmente, suponagamos que tenemos una filtra 
ción convergente de un espectro Y:

tal que cada b. es un monomorfismo en S, . Formando los 
triángulos exactos correspondientes:

donde |bj«|t| ■ 0 , resulta a^ = 0 , y por lo tanto hay 
morfismos de grado cero k. : T*^---- *^i»l tales que -
t. .k. = lm para cada i.
i i Ti*l

Para cada entero r, definir h: Tu V®<----- *^ por



- 71 -

las relaciones : h|lr « gy : Y^---- »Y y hj^ » gltk 
para cada i > r. Matonees una sencilla comprobación nuestra 
que h induce un isomorfismo en homotopía, y por lo tunta 
h es un isomorfismo en 3. .

Aplicando este resultado a la filtración (3.8c) de 
MaX, obtenemos un isomorfismo:

donde el segundo isomorfismo se deduce de la conexión de los 
espectros M y X. Con ésto termina la demostración del teo 
rema.

3.9 Aplicaciones: Si X y M son como en el teorema 
anterior, entonces el isomorfismo d permite calcular la 
M-homología de X, donde el n-simo grupo de M-homología de 
X es por definición M (X) = 7( (MaX). En efecto tenemos:

Asi por ejemplo si tomamos como M el espectro de Thom 
correspondiente al grupo unitario, entonces la fórmula ante 
rior permite calcular los grupos de bordismo de X en térmi 
nos de sus grupos de homología. ( ver al respecto [7], 18)y [idj.

3*10 Corolario . Si X y M verifican las hipótessis del 
teorema 3*8, y si H_(X) o X1M) son finitamente genera- 
do en oada dimensión; entonces MaX «(Mi •
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fin efecto» el teorema 3.6 implica que para cada grupo abe - 
llano G, M«^G ¿(M) si G o 7T (M) son finitamente generados 
para cada r. Este resultado y el isomorfismo ¿del teorema 
anterior dan que MaXí [M] •

3.11 Teorema . Sean X y M espectros conexos tales 
que Hx(X), H„(M) y ^(M) son libres en oada dimensión . 
Supongamos que M es (-l)-conexo y que 7f0(M)?Z y H.(M)*O 
En estas condiciones tenemos:

(a) Existe un diagrama de morfismos de grado cero:

y morfismos de grado cero g^ : X —»X. » tales 

^ ^.r'i.i " «i “te 1 ■ '
morfismo g : X -—> lim X. inducido por los g. » 
es un isomorfismo.

(b) Si ^(M) es finitamente generado en cada dimen
sión» entonces X.¿ (M) para bada i» y por lo tan 
to el isomorfismo anterior implica que X ¿ (M) .

Demostración: Sea b: S°—♦ M el generador de ^ (M), 
y formemos el triángulo exaoto correspondiente:

(3.11a)

donde |d | = i b l * 0 y | h | = -1 . Definamos por inducción 
espectros V. mediante las relaciones V^ • V, V^^ a V^a V.
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Tomando el smash-producto de V. oon el triángulo anterior 
ae obtienen morí i amos d. : V.—>8° y t. - : V. .——»V,.11 1*1 1»1 i
que hacen conmutativos los diagramas:

y en donde |t. .| = I d. | = O para oada i, y d_ « d . d» • X
Formando ahora los triángulos correspondientes a los

morfismos d. se obtiene el siguiente diagrama de morfis - 
mos de triángulos exactos:

Por último, en el triángulo exacto correspondiente al 
morfismo s. ^s

donde |c.| « Is.-l * 0 , el espectro L^V^aM .

Sea ahora X como en la hipótesis del teorema, y de
finamos espectros X. y morfismos f^^8 1^^^-----»X^ * y
g : X—»X^, poniendo X^ ■ 0 si id O y X^ ■ XaM^ si

(3.11c)
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i > O . Asi alamo g± ■ 1^ t X —»XAMi « X^ , y

Con estas definiciones resulta f. . «g. . «g. f de acuerdo 
con la conmutatividad del diagrama (3.11b).

Por otra parte , en el diagrama (3.11a), el espectro
V es o-oonexo, puesto que M es (-l)-conexo, H (b) es un o
isomorfismo y H_ (M) = 0. Asi que usando 1.4 de [3], y 
por inducción en i, se demuestra que V. es (1-1)-conexo 
para cada i> 0. Por lo tanto existe una sucesión de ente
ros n_<n_< ... n.< ... , tales que XaV^ es (n.-l)-co - 
nexo, puesto que X es conexo. En consecuencia, tomando el
smash-producto de X con el diagrama (3.11b) se deduce final
mente que los morfismos g.: X---->X. inducen un isomorfis
mo g : X a lia X. , oon lo cual queda demostrada la parte 
(a) del teorema.

Nos resta por demostrar (b). A tal efecto, considere 
mos de nuevo el triángulo (3.11a) y apliquemos el funtor 
de homología para deducir que H^Ch) : H^(M)—*®iii^) eB 
un isomorfismo para cada 1*1; lo que implica que los gru
pos de homología de V son grupos libres. Usando ahora la 
fórmula de Kunneth, y por inducción en i, se demuestra que 
H .(XaV. ) es libre en cada dimensión. Por lo tanto, si para 
cada n, x_(M) es finitamente generado, entonces el coro
lario 3«lo implica que XaV^aM x M.í[M] . Procediendo
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ahora por inducción, y tomando el smash-producto de X con el 
triángulo (3.11c), ee demuestra que X^ ■ X*M. ¿ (Mi para 
cada 1^1, donde M_ * M. Por consiguiente del iscmorfis — 
mo anterior g : X a _H1^| ♦ 8* deduce finalmente que el 
espectro XéíM^ con lo cual termina la demostración del 
teorema.

Ejemplos s Tomar X = S° , y M e MU el espectro de 
Thom correspondiente al grupo unitario. Entonces MU veri
fica las hipótesis del teorema, puesto que en efecto, MU 
es (-1)-conexo; ^(Mü) = 0 , H.(MU) = 0 si i es im
par, y >C^(MU) y H_(MU) son grupos libres con gene 
radores en correspondencia biunívoca con las particiones 
del entero n. ( Ver [101 y [131).

3.12 Aplicaciones . Si X y M son espectros que ve 
rifican las hipótesis del teorema anterior, y si H*(X) y 
^(M) son finitamente generados en cada dimensión, enton

ces para cada entero i, el espectro J. = XXV.aM es un es
pectro "débilmente inyectivo" respecto de M; ee decir, si 
b : A —> J es un morfismo tal que el homomorfismo induci
do, 0 = M*(b) : [J^Mp—»{A,Mf , entonces b » 0.

Eh efecto, el isomorfismo del teorema 3*8 da que

donde H . = H ( XaV . ). Usando ahora las XA X
cediendo por inducción, se demuestra que

hipótesis y
H . es un m,l

libre finitamente generado, para cada par do enteros

pro - 
grupo 
(l»m).
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Por consiguiente el espectro Z¿H .es isomorfo a un pro- 
ducto de o-esferae oon número finito de factores. Asi que -
en conclusión el isomorfismo anterior implica que J. es leo 
morfo a un producto TTSnr M de suspensiones de M, en donde 
n = n para un número finito de r's. En consecuencia, el es 
pectro J. ■ XaV.aM es débilmente inyectivo.

Poniendo Y. ■ XaV. y c. = 1-aI : Y.---- ►!. _ para
i i 1 XI i i—1

cada i> 1, se obtiene un diagrama:

en el cual c_ * l^d : Y. » XaV —»X, y donde d y t^ son 
los morfismos dados en (3.11a) y (3.11b) respectivamente

Este diagrama verifica las siguientes propiedades:

(a) Para cada entero ÜO, el homomorfismo inducido 
por c1+1 , M*(oid): ^.M?—, ÍY^.M}* es til 
vial : M*(c. _) • 0. (Y = X). Esto se demuestra i+1 o
usando lema 1.20, tomando en cuenta que el mor- 

fismo inducido ^¿A^K(Z) ~ ^'
(b) En el triángulo exacto dado por o^. :

el espectro J. es débilmente inyeotivo respecto 
de M.

Un diagrama oomo el anterior es lo que se llama un "
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complejo sobre X, débilmente inyectivo respecto de M" , en 
la terminología de Baas (111 y [2]). En este caso, para 
oada espectro T, se tiene una filtración de los gxupos (T,Xj 
poniendo >^({5,11) * inag.((T,Yj-»(!l!,Xj). Si T es un es
pectro finito, entonces F = 0 para n suficientemente gran 
de, y por lo tanto la intersección Al = 0, siendo ésto - 
último una condición suficiente para la "convergencia" de 
la sucesión espectral de Adama asociada al "complejo" ante- 
rior.

Para terminar con esta sección demostraremos a con ti 
nuación un teorema de descomposición del espectro funcional 
F(X,H). Tal descomposición pezmitiré, entre otras cosas, cal 
cular los gxupos de oobordismo complejo de ciertos espectros.

3.13 Teorema. Sean X y M espectros conexos tales que
H,(X) es libre y finitamente generado en cada dimensión , y
Hr(M;rt (M)) es un gxupo sin torsión para cada par de ente
ros r y j. Entonces existe un isomoxfismo:

Demostración: Supongamos que X es (-l)-conexo , y
sean X. ... , X , ... , las fibras de Moore de X. Demos - o n
iremos en primer lugar que para oada entero nt existe un 
isomoxfismo:
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Para n = O, tenemos X £ ^íH (X), y como por hipó
tesis H (X) es libre y finitamente generado» entonces 
el espectro X es isomorfo a un producto de o-esferas 
con un número finito de factores; y por lo tanto hay un iso 
morfismo d :?(!,!)« uH (X)aM . O o /o

Supongamos por inducción que existe un isomorfismo - 
d. para cada ián ; y consideremos el triángulo exacto da 
do por el morfismo f^ de la filtración de Moore de X :

(3.13a)

Entonces existe un morfismo de grado cero» inducido 
por b , P(b ) : P(X ,M) —»F(Sn,uH -(X),M). Usando el iso 
morfismo natural dado por teorema 3» 3 *

y la exactitud y funtorialidad del espectro funcional» se 
deduce que al morfismo c = e.(b At) :

donde e es el morfismo de evaluación de 3«3, y t es el
morfismo identidad de P(X 9M) 9 le corresponde el morfis— n
mo F(b ) por el isomorfismo h; es decir» h(cn) • P(bQ). 

Como b^ a Igj 2) a ® । entonces el morfismo c^ in—
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¿hice homomorf Ismos triviales en o ohomología con cualquier 
giupo de coeficientes. Tomando en cuenta ahora la hipótesis 
inductiva y las propiedades de la homología de X, se deduce 
que el espectro J^ ■ u ^(I)ÁF(^tI) es isomorfo a un - 
coproducto de un número finito de suspensiones de M, y en 
consecuencia n( J^; X\(M)) es un grupo sin torsión para ca 
da r y j, porque lo mismo vale para el espectro M. Esta
mos asi en condiciones de aplicar el lema 1.20 para con
cluir que c*0 ; y por consiguiente 1(1»^) * h(cn)* O .

Aplicando la conclusión anterior al triángulo (3.13a) 
se deduce que existe un isomórflsmo:

donde H , = H _(X) y H . » H. (X _) , y en el cual n^x x$n+x x
el segundo iaomorfiamo se obtiene tomando en cuenta que hay 
un isomozfiamo d por inducción» y que Bnfj es libre y 
finitamente generado.

De la miama manera se deduce que para oada entero n» 
el morfismo inducido por f , J(fn) » fn» F(Xn^,M)—»F(Z^,M) 
es un epimorfiamo en S. .

Tenemos entonces un diagrama de epimorfismos:

Procediendo como en 3e8> consideremos un diagrama —

(3.13b)
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cualquiera de epiaorf Isaos de grado oero en 3. :

Formando los triángulos exactos dados por los morfls 

*1.1!

donde |bj * j t. .| * 0 , se obtienen morfismos de gra
do cero k. : Y. _---- »L. tales que k. .s. ■ 1_ •

i 1*1 1 i i *<i
Sea Y « lim Y.^ # g^ : Y —»Y. el norfisno canóni

co ; y definir h. : Y—»L. poniendo h. » k..g, , . En- 
tonoes los aozfismos h. con j > r y g definen un mor 
fiemo de grado cero:

Usando ahora que los t. son epimorfistmos, se deames 
tra que h induce isomorflaaos en homotopía, y por lo tan 
to h es un isomorfismo en S. . Aplicando este resultado 
al diagrama (3.13b), y recordando que Xft l^I^, obtene- 
aos finalmente:

y oon ésto finaliza la demostración del teorema.

3.14 Aplicaciones . Si X es un espectro conexo tal



se deduce entonces que para el n-simo grupo do M—octanol o - 
gía de X, tenemos el isamorfismo:
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que sus grupos de homología y de homotopía son gru
pos libres y finitamente generados, entonces el isomorfismo 
del teorema anterior peralte calcular el álgebra (1,1)* 
Tal álgebra recibe el nombre de .•Algebra de Steenrod co
rrespondiente al espectro X *. Asi por ejemplo se puede dbg 
•Aderar el caso particular cuando X > MU , el U-espeotro - 
de Thorn.

Si X y M verifican las hipótesis del teorema ante 
rior, entonces el ie ornorfi amo dado peralte calcular los giu 
por de M-oohomología de X en términos de la homolo - 
gía de X y de la homotopía de M. El n-simo grupo do 
M-cohomología de X es por definición el grupo (I;Mr • 
B» efecto, recordando que el mencionado isomorfismo está 
dado por la relación siguiente:

Tomando en particular M * MU, so pueden calcular asi 
los grupos de cobordismo complejo de X.

Algunos cálculos análogos a los hechos aquí, pero usan 
do "sucesiones espectrales", se pueden hallar en (73 y (83.
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4. EL Algebra de Steenrod y el espectro BP.

Eh esta sección consideraremos ciertas propiedades re
lacionadas con la estructura del álgebra y¿ » •! álgebra 
de Steenrod correspondiente al grupo Z . Tales consideracio
nes serán hechas sobre la base de los resaltados obtenidos 
por J. Milnor. ([9] y [10]).

En una segunda parte trataremos la construcción del es 
pectro BP(p), el espectro de Brown-Peterson correspondiente 
a un entero primo p. Paralelo a ello iremos señalando algu
nas conclusiones extraídas de los trabajos de E. H. Brown 
y P. P. Peterson. ((♦]).

Sea entonoes ^ = (K(Z ),K(Z)J* el álgebra de 
Steenrod correspondiente al grupo Z , el grupo do los en
teros-módulo un primó p. Sea i% el conjunto de las suce
siones (r. ,r.,...,r,,.. ) de enteros no negativos, tale# 
que r. = 0 a partir de algún n en adelante. Para cada 
sucesión R = (r.)í^ , definimos la longitud y la dimen
sión de R, respectivamente por las fórmulas b(R) * £ r¿ , 
y d(R) = £ 2r1(pi-l) .

En [91 y (101 Milnor define elementos Q. y r 
de /4 । para cada ihO y cada Rd & • Tales elementos, 
según demuestra Milnor, verifican las siguientes propiedades:

4.1 Dimensión de Q. = 2p^-l , y ddm(PR) - d(R).

Q..Q « 0 si y sólo si i ■ i . Mientras que
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pea 1 / J , Q^Q^ - - Q .Q± .

Los elementos Qq • V* ••• *^* en donde 

®l ° 0,1 y casi todos los e. son nulos,fprman 
una base de yX como un espacio vectorial sobre 
el cuerpo Z .

Usando estos resultados se pueden demostrar de manera 
inmediata los siguientes lemas.

4.2 lema. Si f < /4 » entonces f ■ 0 si y sólo si 
Q..f * 0 para cada ÜO. Más precisamente, por cuestio - 
nes de dimensión, para cada f en y4 , f X 0 » existe un 
entero r = r(dlm.f) tal que Q..f X 0 para cada lar.

4.3 Lema. Si f ¿/4 y Qpf = 0 para algún i, existe 
un elemento g 6 ¿ , tal que f « Q..g . Y si convenimos en 
poner e. (h) - el mínimo de los exponentes e. de Q., que 
aparecen en la expresión de h 4% , en términos de los ele
mentos básicos dados por 4.1 $ entonces si (L.f * 0, exis 
te una única g con e. (g) = 0 y tal que f ■ Q^.g .

4.4 Lema. Para cada laO y cada f en /< , exis
ten elementos u y v en /f , tales que f » Q..u + v . 
Más aún, u y ▼ están unívocamente deterninados por f, si 
exigimos además e.(u) - e^(v) ■ 0 .

Si B « (r.) es una sucesión en ^ , definimos el ®o 
porte de B, denotado por e'(B), como el conjunto dado por
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r(R) ■ [i 4 Z : r. > 0} .
Si T ■ (t.) ee otra sucesión, definíaos R-T como 

la sucesión (r^-tp, siempre y cuando ^it paxa cada !• 
Sea A. la sucesión con 1 en el lugar i, y ceros 

en los otros lugares; entonces d(A.) » 2(p -1) y b(A) ■ 1. 
Si R es una sucesión, entonces R-A* está definida si i«r(R).

Para texminar con lo referente al álgebra de Steenrod, 
señalamos a continuación otros resultados de Milnor ([9] y 
Í10]), los cuales serán usados explícitamente en el presente
trabajo.

4.9 Si o : X—»4 es ®1 automoxfismo canónico ,
entonces:

Tomando B » △, en esta relación, se obtiene

♦.6

4.7 El espectro HP(p).

Siguiendo Brown—Peterson (4] , definimos a continua» 
oión una sucesión de espectros V para cada s a 0 « Para 
8 = 0 pondremos V « K( Z), y para sal, V* está dado por 
la fónmxla:
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donde el coproducto se toma sobre todas las sucesiones B 
oon longitud de B , b(R) - s , y donde d(B) denota la di
mensión de R. Análogamente definimos T « I(Z ) , y pan 
sal. I - X/Sd(®\(zj donde b(B) « s .

Para cada sucesión R con b(H) * s 9 denótenlos con 
f»:V ---- »Sd(R)Z(Z) y Ljf---- ► Sd(E)K(Z ) la B-esi-
A 0 A B P

mas proyecciones canónicas., y definamos morfismoS de gn- 
do cero, ^ : W r—► < pan r> s. Primero pan s « 0,
4o * % " K(zp)—»*r ®stá dado por 2*. ^ - c(fR) , 

pan cada sucesión B con b(B) ■ r ; y pan sil, pendre - 
moa :

par# oada B con b(B) • r , y donds la suma se extiende a 
todas las sucesiones ü , tales que R-U está definida y la 
longitud b(R-U) = s .

Con estas definiciones y notaciones pasamos a conti
nuación a enunciar una versión de algunos de los resultados 
de Brown-Peterson ((41), los cuales van a ser usados más ade 
lante, y que son los siguientest

4.8 Existen espectros oonexos X , sao , y morfis-
mos >

donde
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Los espectros X están relacionados mediante 
triángulos exactos t

donde |kBl « )-nsi ■ 0 , |gj ■ -1 y g^ ^ 
Además X - K(Z) , 1 : X^ >K(Z. ) es la ola- O 0 0.---------- p
se canónica de cahomología. y t «t .«u •8 8

Sea O —>Z —®—p 2 ----->z---- * O la sucesión exacta 
P

correspondiente a la multiplicación por p, y consideremos 
el triángulo exacto asociado:

donde el morflaño 3 , de grado -1 , el el morfismo do 
Bookstein correspondiente. Entonces para cada entero m, 
hay un triángulo exacto :

donde "p” * p.l_ , y oc y 3 sou los morfismos oa- 
nónioos inducidos respectivamente por oí y 3 .

Con estas notaciones asi definidas, procedemos a 
señalar otro de los resultados extraídos de Brown-Peterson, 
y que está relacionado con el resultado anterior.(4.8).
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4.9 Existen morfismos de triángulos exactos:

en el cual g* es un morfismo de torsión, y más 
precisamente, para oada sal, p.g «O.

El espectro que se obtiene como "límite inverso " de 
los espectros X , recibe el nombre de "espectro, de Brown- 
Peterson" correspondiente al primo p, y será denotado por 
BP(p) = lim X , o simplemente por BP, cuando no haya - 
lugar a confusión respecto al primo p.

Paia terminar con esta sección construiremos a oonti- 
nuación dos sucesiones de espectros y morfismos, las cuales 
juegan un papel fundamental en la obtención de los resulta
dos finales del presente trabajo.

A. tal efecto definimos morfismos <í : W_---- »f . pa- 
ra cada esO, por la fórmula % “ ^ B+i » y 611 donde

• s s+l M como en 4*7 ,Abí 111810 Podremos t8:Ts“*tb+i
el morfismo dado por la siguiente composición:
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De acuerdo eon estas definí otoñes tenemos |? |« 0 
iyi ■ - 1 para oada si O.

Por Ultimo, sea Yo ‘ ’o ■ K(Z)—► <1 el morfismo 
dado por fA .'fQ * Q^ para cada sucesión A^ ; y cuando 
s >0 , Y- * V—1—^-.-i está definido mediante la alguien 
te relaoióm:

(♦.9a)

para cada sucesión R con b(R) = s«l. Con ésto asi tene
mos | y | * - 1 para cada s i 0 .

Como consecuencia de las definiciones anteriores, ob
tenemos las siguientes sucesiones de moxfismos de grado -1:

(4.10)

Para finalizar consideremos el siguiente diagrama:

(4.11)
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donde hemos denotado oon •< y 3 simplemente los morfis —
mos oí y 3 definidos en pg. 86 • r r

Para cada sucesión R con b(R) * s+1, tenemos las 
igualdades:

Ahora usando la relación 
y por consiguiente de las

4.6 se deduce Q e(* )<x » Q.«
igualdades anteriores obtenemos:

Como esta igualdad es válida para cada sucesión R, enton - 
oes ©<. y> = f8. x , es decir, el primer cuadrado del 
diagrama anterior (4.11) es conmutativo.

Para el segundo cuadrado tenemos:

Comparando estos dos últimos resultados, resulta enton
ces que ). Y ■ - y . 3 ,es decir, el segundo cuadrado 8 8
del diagrama es "anticonmutativo" .
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5. Resultados Finales y Aplicaciones.

En la presente sección expondremos los resultados 
más Importantes del presente trabajo, entre cuyas aplica
ciones podemos señalar las que se refieren al cálculo 
de los grupos de cohomotopía y de cobordismo de los es
pectros de Eilenberg-MacLane.

5.1 Teorema . Para oada espectro X en (K(Z)) , la 
dase estable aditiva generada por K(Z), y oada espectro 
Y en [mu], la clase estable multiplicativa generada por 
el U-espectro de Thorn MU; el espectro funcional F(X,Y) 
es un espectro racional.

Por lo tanto, de acuerdo oon 2.10, F(X,Y) ee un es
pectro generalizado de Eilenberg-MacLane; es decir, existe un 
isomorfismo : F(X,Y) 54 V S1 K(G.) , donde G. es ek grupo 

6. =X.(P(X,Y))sM. .

Usando la sucesión exacta 2.3 de (14) :

(5.1a)

y tomando £ = P(X,Y) y G = Q el cuerpo de los raciona
les, resulta í/Q,T)kí8 ^(T) ■ G*. Como yUQ3K(Q), se-
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gdn 2.10, obtenemos finalmente el isomorfismo t

(5.1b)

Aplicando ahora los teoremas 3.6 y 3.11 se dedu
ce que /xh £ [3°]&(MJ] para cada gxupo abeliano H;y por 
consiguiente podemos usar el isomorfismo anterior, tomando 
en cuenta que K(G) aK(Q) ft K(G»Q)«yu(G«Q), para obtener 
P(K(G),^*H) J(yM(G eQ), /UH). Este isomorfismo junto con 
el teorema 2.14 de (14) , nos pexmiten concluir con la si 
guíente fórmula:

(5.1o)

válida para cada par de grupos abelianos G y H. Este iso 
morfismo corrige la fórmula dada en 2.16 de (141 •

Tomando H = Z en (5.1c), tenemos la siguiente "for 
ululación explícita" del espectro dual de cualquier K(G) :

(5.1d)

Esta relación permite asi calcular los grupos de oo - 
homotopía de K(G), a saber :

y
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Como consecuencia de estos resaltados se deduce que 
un gxupo G es un gxupo de torsión si y sólo si F(K(G),S°)» 0.

Para calcular los gxupos de cobordismo complejo de un 
K(G) cualquiera, es decir los gxupos MU*(K(G)) * (K(G),Mül^ 

recordemos que x^. .(MJ) * 0 y X. (MU) es un gxupo li 
bre finitamente generado ((101 y (131 )• Entonce» la suce
sión exacta (5.1a) y la fóxmula (5.1b) dan que :

(5.1e)

Por consiguiente los gxupos de cobordismo complejo de K(G)
están dados por:

y

Finalmente si Xí(K(Z)) e Y £ [MU], entonces (5.1a)
(5.1b) y la proposición 3.6a de Cartdn-Ellenbeig( (^pg 116), 
implican que P(X,Y) X V 3^(6^) , donde el gxupo Gk está 
dado por la fóxmula:

donde
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5.2 Teoma. Paxa oada entero primo p, el espectro 
funcional P(K(Z_),BP(p)) s 0 , donde BP(p) denota el es
pectro De Brown-Peterson correspondiente al primo p.

5*3 Teorema* Si T es un espectro conexo tal que su 
oohomología H*(T;Z) no posee p-torsión y H"(TjZ ) es 
un módulo libre sobre £ , con un número finito de gene
radores en cada dimensión» entonces existe un morfismo 
de grado cero f : T —♦ TJTs1*^- BP(p) » tal que H*(f ;Z ) es 
un isomorfiamo. los enteros n. fo imán una sucesión cre
ciente acotada inferioxmente» tal que n. » n para un número 
finito de j's ; y donde /4 = //(QJ » siendo (Qq) el 
ideal bilátero generado por Q .

Este teorema es un resultado parcial del teorema 1.3
de Brown y Peterson (141) .

5.4 Corolario. Si I es un espectro que verifica las 
hipótesis del teorema anterior» entonces F(K(Z ),T) sO, o 
equivalentemente (K(Z ),T|* = 0 .

Demostración del Corolario :Si T ——^ns11^ BP—»R—*T 
es el triángulo emcio correspondiente al morfismo f dado 
por el teorema 5»3» entonces H*(R;Z$) = 0 , y por lo tanto 
si p : R---- ►R es p-yeces la identidad de R , resulta que 
H*(p ) : H*(RjZ)—»H*(R;Z) es un isomorfiamo. Tomando en A
cuenta ahora que R es conexo» el teorema de Whitehead im—
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plica que p_ es un isoaorflBno. Como por otra parte 
$*^K(Z ) * 0 ' stances ¡K(Z ),!}*■ 0 . Usando ahora el 
teorema 5»2 y el triángulo exaoto anterior, resulta final
mente que (K(Z ),T|* * 0, lo que demuestra el corolario

Demostración del Teorema 5,1 : De acuerdo con los re
sultados de J. Minor [10] (ver también [16]), los espectros 
de Thom MU y MSO correspondientes al gxupo unitario y al 
gxupo ortogonal especial respectivamente, verifican las hi
pótesis del corolario anterior* EL primero de ellos para cm 
da primo p, y el segundo para cada primo impar. Por con
siguiente el corolario da que (K(Z ),U}* * 0 para cual
quier primo p, y además (K(Z ),M30}* >0 si q es impar . 
En consecuencia los gxupos de homotopía del espectro fun
cional P(K(Z),MU) son gxupos divisibles y sin torsión, es 
decir, son gxupos racionales. Usando ahora la proposición 
3.4 se deduce finalmente que P(X,Y) es un espectro ra
cional para cada X c(K(Z)) y cada Y a [MU] ; y con lo 
cual damos por texminada la demostración del teorema.

Nos resta sólo por demostrar el teorema 5.2, y la de
mostración del mismo será hedía en cuatro partes,, a saber:

(1) Para cada primo p , el homomorfismo canónico:



- 95 -

es un isomorfismo. Recordemos que por definición 
el espectro BP(p) ■ lim X , donde.» los X son 
como en 4.9 •

(2) Si V : V —■» V . y ^ : I---- H. , 
con I YBI "If.l ■ " I» eon loe morfismos dados
en 4«10; entonces la siguiente sucesión de grupos
y homomorfismos ee una sucesión exacta en G . para
cada s i 0 y oada entero i :

en donde 5 . » ÍK(Z ), Lr** , G _ . ■ 0 para 
oada 1, y \~ es el homomorfiamo inducido por y . 
Dé acuerdo con (4.9a) el efecto del h omomo rfi emo
1 es como sigue : Cada elementó x en G^ está 

dado poruña colección (x_) de elementos de ^ » 
uno por oada sucesión B oon b(R) « s • Entonces, 
si ^(x) « y - (yT), resulta yf - EL Qi^^ 
para cada sucesión T oon b(I) ■ s+l.

(3) Análogamente si H^ » (K(Z ), VJ14’ y F# 

es el homomorfismo inducido por y t entonoes la 
sucesión de grupos y homomorfismos
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es exacta an H . para cada saO y cada ente 
ro i , donde H _ . a O para cada i.

(4) Lia (K(Z )» X i a o para cada entero k.

Nosotros demostraremos en primer lugar que (2) impli 
ca (3) y que (3) implica (4) * y asi (1) y (4) da
rán que (K(Z ),BP)*« 0.

Demostración de (2) ¿> (3) : Sea V —m V -¡Ul-ijF 0 8 8 8
el triángulo exacto dado por NpN ■ p.L. .(ver 4.8 y 4.9) 

vs
Entonces para cada b^O y cada j , hay una sucesión exacta:

deducida del triángulo anterior . A partir de estas suoesio
nes se obtiene el siguiente diagrama"conmutativo"

(D)

donde " conmutativo* significa que los cuadrados superiores
son an ti conmutativos, y los inferiores son conmutativos 
- ver 4.11 - •



Para mostrar exactitud en H _ . , usemos la camón - 8*1 * •
tatividad de 4.9 y la definición de las V en 4.10 para 
deducir que ^8+j« % » O , y de aquí ^i* Fs ■ ° » 
es decir inag. P_ £ ker. P _ .' 8 *8*1

Sea ahora z íker./g . • Entonces como 3 es un epi - 
morfiamo existe un víG , . , tal que 3(v) ■ s. y asi 
d(s) = Q .v • Aplicando ahora 4.3» podemos suponer que 
vr » (▼_) es tal que •_(▼„) ■ O para oada sucesión B. La

A O A

" commativldad" del diagrama anterior (D) implica ahora 
que ^84^o,t^ “ - %• \+i^T^ ■ O; y por consiguiente,de 
acuerdo oon el efecto del homomorfiamo X^. dado en (3)» 
tenemos que para oada sucesión T oon longitud b(T)= a+2, 
Q ( T Q. • vm . ) * O . Ahora bien la definición de e. en 4.3O 1 X—o 
y la hipótesis e (v_) = O para cada Bt implican entonces 
que ^^i*^^—.Ax “ ° P®*® cada Tj es decir >e+^(v) " ®*

Asumiendo (2). entonces existe un elemento u*G_ . .
■tal que 1 (u) « v, y asi P.d(u) » -d» k(u) ■ - a , lo 
que demuestra que a «imag. pg ; y en consecuencia (2)^(3).

Demostración de (3) ^ (4): De acuerdo con 4.9 para 
oada nil, hay un morfismo de triángulos exactos:
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Asi que ^4»^ ■ a ^n** “ ^n •H^ l* definición del 
morfismo ^ : y en consecuencia en el siguiente diagrama:

los triángulos (a) y (b) son conmutativos y k .g * O. 
Por consiguiente, poniendo A . ■ ÍK(Z ), X 1 * , el dia- 
grama anterior da un diagrama de grupos y homomorfismos:

donde loe triángulos son conmutativos, y donde P es el 
homomorfismo inducido por ^ .

Asumiendo ahora (3)* •• deoir, que la sucesión dada
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por los homomorfismoe P^ -, V f es exacta, so deduce 
que (ker. *' )n(ker.g* .) - Ó ) relación válida para cada
sao, si conveníaos en poner A, . • O para todo 1. De 
aquí se sigue que si u ■ (u )« lia [K(Z ),X f en donde 
u aíK(Z ),XJ< y *í(u.) “ u_ _ » entonces u. «D para 
cada i. Con ésto queda probado que (3)^(4)»

Para terminar oon la demostración del teorema 4.2 nos 
queda por deaostrar las partes (1) y (2) .

Demoetración de (1) : Debemos probar que el homomor- 
fismo canónico :

es un isoaorfisao.
A tal efecto consideremos de nuevo los triángulos - 

exactos dados por 4.8, y los morfismos canónicos corres - 
pendientes al límite inverso : g^ : BP ■ lia ^ ——♦ Xg 
para tener un diagrama:

donde por definición V « V3^® K(Z) , y el coproducto - 

se toma sobre todas las sucesiones B con b(R) * s. Para 
cualquiera de una de tales sucesiones, la definición de la
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disensión d(B) de S, implica que 2s(p-l) *d(R), y en con
secuencia x(Y ) >0 si l¿2s(p-l). Aplicando el funtor 
de homotopía al diagrama anterior, se deduoe que el homomor 
fian o inducido ^í^) : ^C®)—*^i^V M ua i®1®0^! 
no para i<2s(p-l). Como X - K(Z), entonces procedían» 
a» por Inducción, apotra que por. -da -
finitamente generado en cada dimensión, y por consiguiente, 
de acuerdo con el isomozfismo anterior, lo mismo vale pa
ra TC^BP).

Sean ahora Y .Y, , ..., Y ... las fibras de Moore de 
K(Z ). Bitonoes como H.(Y ) » 0 si i>n, los isamorfismos P A XX
anteriores X. (9 ) y ol lema 1.17 implican que el mor - 
fiemo o : HP—>1 induce isomorfismos de grupos abolía 
nos, »(YJ : Y . BP }* —> {Y . X J * si t > n-2s(p-l)*2 | y 

por consiguiente el homomorfiemo canónico:

ee un isomorfismo para cada n —O.
Usando ahora el morfismo w^ s 1^—*K(Z ) oorrespan- 

diente a la n-fibra de Moore de K(Z ), se obtiene un dlagra 
ma conmutativo:
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donde aQ y bn son inducidas por w j y h os nn iso 
morfismo. Por lo tanto kenhsker.a pars oada n. Pero por 
otra parte, si <t [K(Z ),BP}* —» lim [Y ,BP)* os el homo- 
morfismo canónico dado a partir do los a , entonoes oomo 
^(BP) es finitamente generado y H^(K(Z )) es un gxupo 
finito para cada i (Caimán (51), (1.19b) implica quo ci es 
un isomorfismo. Eh consecuencia ker.*■ Aker.a ■ 0. lo 
que da en particular que ker.h ■ 0. Como además h es un 
epimorfismo (ver 1.15), resulta entonoes que h os un iso- 
morfiemoj oon lo cual queda demostrado (1) •

Demostración de (2) : Debemos probar que la sucesión

es una sucesión exacta para oada siO, donde para el caso 
s > O, tomamos W , «O.

Para oada n >0, sea ñ • {1, ... , n) , y para oa
da s >0, sea el subespeotro de V determinado por las 
suoesiones R con soporte «(B)íi. Explícitamente, W~ está 
dado por la siguiente identidad)

donde b(B) - s para cada B. Con esta definición resulta 
que la inclusión oanónioa J* : r —► fg os un nonomorfis~
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mo en 1 . Mds aún para oada n >1 , existe una inclusiva - 
t ~ : r —»W~ , que es también un monamorfismo en 1, 

* * ■ n «-i «.i 11
y tal que verifica la relación í8«^ ■ íg • ®i conse
cuencia existen epimorfismos canónicos :

tales que g°* .f^* ■ ^ para oada n *1, y oada siO , 
si además ponemos 1^ ■ f , f. • g? ■ 1» para oada n O 0 0 O Wq
Los epimorfismos í* inducen asi mismo un isomorfismo 
f K lim w para oada st 0.
• ' n ®

Por último los morfismos HL * *.—»*_ a inducen ea
rn _n 8 8 8**

nónioamente morfismos V » W_~* *?.;> de manera que el - 8 8 841
siguiente diagrama es conmutativos

fijemos ahora un entero k, y sea G ■ [K(Z ),< )*** • 

(^ • |K(2 ),1^¡ 48 | y denotemos también con :
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108 morfismos inducidos por ¿ X ^ • Batanóse existe un 
is amorfismo GR lia Cr para cada si O; y un diagrama 
conmutativo de sucesiones de gxupos y homomorfismos, deduci 
do del diagrama anterior,

Para probar que la sucesión (1) es una sucesión - 
exacta, recordemos en primer lugar que si x ■ (x_) « G# , 
y )^(x) - s - (sT) éGB ^ entonces sT » X ^«^^ •
Usando las relaciones Q^.Q^ ■ O y Q^wQj “ - ^*^ ■*
i / j , dadas por 4.1, se deduce que )B .. \ ■ ° X 
Su- ^ -0 •

Palta ver que para cada siO, ker. 1 ¿laag. ^b-1 ^ 

donde X i “ A tal efecto usemos el lema 4*2 para dedu
cir que existe un entero n , que depende sólo del entero 
fijo k, tal que X“ es un monomorfiamo si nAnQ, y en
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consecuencia k también es un nonomorfisno. Por oonsiguien 

te, si probamos que ker. )“ ciaag. \“ para cate sil y 

cate nin . entonces la sucesión (L) será una sucesión 

o xa ota, puesto que para el oaso que nos compete, el funtor 

lim preserva exactitud*

Nosotros demostraremos mis aún, que la relación tete 

ker. )j£laM*Xg0i vale para oate sü y cate nil , 

y la demostración se hará por induooión en n •

Para n * 1, el honomoxfismo F es simplemente mul

tiplicación por Q_ , y por lo tanto si x < 0^ y verifica 

1 (x) » L»x ■■ 0, entonces del loma 4.3 se obtiene un olo- 

8 i 1

mentó ’4^, tal que Q^.s - x, y asi Aa.^(*) * x, •■ 

decir ker. A. cimag. P . para todo s il •

Supongamos ahora que ker. J^áieog. ^; para ca

da s^l; y sea x «ker. A& • Cono los homoaorfiemos g* - 

son opino rfi amos, podemos suponer además, que x Tarifica 

la condición g*(x) * 0. En tal oaso el elemento xeG^ es

tá dado por una ooleooión (x.) de elementos de ^4 «tales 

qu e t

(a) Para cate sucesión B, b(E) ■ • y f(B)e ñ •

(b) x- ■ 0 para cate sucesión B ■ (r^) con »n ■ O. 

Esta os la condición g^(x) ■ 0.

(e) Para cate sucesión 1 con b(T) ■ s+1 y 4l)íS,
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es deoir,

Si de acuerdo oon el lema 4*4, para oada sucesión R , 
elegimos un par de elementos u_ y s_ de y^ , tales que 

^ “ %*UR* ^ ^ oon ^(tj) ■ •nííj) • Oj entoncee para
cada sucesión T » (t.) oon b(T) ■ s*l, r(T)&Z y t /O. 
la oondioión (o) da las siguientes relaciones:

▲si que en particular si t_ ■ 1» entonces (b) implica que 
Z- . “ 0 , y por consiguiente:

Por último poniendo ya ■ u_ . para oada sucesión S oon 
b(S) = s-1 y r(S)sñ, queda definido un elemento
y * (ya)4®Z i • I*® relaciones (d) y (e) permien mostrar 
ahora que 1 1(7) “ x . Oon ésto termina la inducción, y 
en consecuencia la sucesión (I) es una sucesión exacta* Asi 
el teorema 5*2 ha sido finalmente demostrado*

Para terminar con la presente exposición, demostraremos 
a continuación un teorema, una de cuyas aplicaciones permite 
dar una nueva demostración de una conjetura de J. Serre/ ver 
di , M. 219). (cfr. J. Adams: "lectures on generalised co
homology". Leet. Not. in Math. Springer-Verlag. Vol. 99» pg.116).

(d)

(e)
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5.5 Teorema. Si J es un espectro tal que B*(J;Z ) jí 0 
y Tor(Z , H (J;Z)) ■ 0 para i>algún N fij o; entonces exie 
ten infinitos enteros j, talos que la multiplicación por 
P ’ ^u(J) ---- ^JJ) no es un isomorfismo.

Demostración : Supongamos que la conclusión del too» 
rema es falsa. En tal oaso la sucesión exacta dada por pro
posición 2.10 de [141 :

implica que el espectro Ja/UZ_ es ooconexo, y por consi
guiente de acuerdo con 2.3b, JaUZ é (K(Z)), la dase esta- 
ble aditiva generada por K(Z). Asi que podemos aplicar el 
teorema 5.1 usando la fóxmula (5.1b) papa deducir que 
F(Ja^iZ .MU) s: F(Ja^xZ aK(Q),MU) « 0, puesto que según
2.10, ^.Z aK(Q)« 0.

Usando ahora el teorema 5.3 con T « MU se deduce que 
también F(JajiZ ,BP(p)) ^ 0. Tomando en cuenta ahora que 
BP “ * y ^ue en triángula exaoto :

pa.g ■ 0 (ver 4.9), se deduce qua el homomorfismo inducida 
r*(J) * {JJ > —HM ¿ •> un epimorfiamo para en

da i >N y todo sil, puesto qua por hipótesis los gru
po r Tor (Z .H^XJjZ)) » 0 si i >N y V = VS4'^ K(Z) 

P B
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en donde d(R)> 2s(p-l)> 0 para oada 1, Por consiguiente
B^ 0« * ^ —’^ ■ K(Z) ee la proyección sobre X , enton- 
cee también ^.(J) * (J,BP) ~*H- (JjZ) es un epimoxfismo 
si i >W. Como pOr otra parte (Ja uZ ,BP|* ■ 0, entonoes 
en el diagrama conmutativo :

hPt" os un isonorfirao, y por lo tanto "p" as epimoxfiamo 
para i>N.Como an talas dimenaionea Ior(Z ,H (J;Z))= 0, re
sulta que li (JjZ ) » 0 si i>N., lo que implica que 
^(JajIZ ;Z)» 0 paxa cada i>M+l.

Por último el resultado P(Ja^lZ .MJ) « 0 implica quo 
el dual P(JajxZ ,S°) js 0 por que S°< (MU3 • Aplicando 
ahora el lema 1.17 con A = JajaZ y B » S ae deduce
que H*(JauZ_;Z) = 0, o equivalentemente que H*(JjZ ) ■ 0, 
lo que contradice la hipótesis del teorema.Con ésto damos - 
por terminada la demostración.

Aplicaciones:Sea X un espectro que verifica las hipó
tesis del teorema anterior, y supongamos además que H*(X;Z) 
es finitamente generado en cada dimensión, y que r(I;Z )M) 
si i >algún entero fijo N.Entonces existen infinitos valo
res de j, tales que X.(X) oontiene un subgrupo iaomorfo 3
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al gxupo Z .
En efecto» tomando en cuenta que el núcleo y el co

mí ele o del homomorfismo de Hurewioz : ?((X)‘^H¿(Ij8) - 
son gxupos de torsión, que p : H.(X;Z)---- »H,(X;Z) es un iso
morfismo si i>N*l» y que H*(X;Z) es finitamente genexado 
en oada dimensión; se deduce que existe un entere n^N tal
que X. (X) es un gxupo de torsión para oada i> m.ESta til- 
tima conclusión y el teorema anterior implican que existen
infinitos j's, tales que Tor(Z , X.(X)) X 0.

Como consecuencia de este resultado, se deduce que pa
ra cada espectro finito no trivial X, existe algún entere prl
mo p, tal que 76 (X) contiene un subgxupo isomorfo a Z , 
ra infinitos valores de j . En particular ésto vale para

pa
los

gxupos estables de homotopía de las esferas, y oada entero -
primo p..

Las conclusiones anteriores dan asi una nueva respuesta 
a una conjetura fonmilada por J. Serre ([15], pg. 219)» y cu
ya demostración ha sido dada anteriormente por J. M. Cohen y 
J. F. Adame» usando técnicas algebraicas.( ver J. >. Adame »- 
obxa citada) .
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