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SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1 - El problema restringido local ·
Sea f: U ---- > Rn, de clase Ck , una aplicación dada , de un a
bierto de Rn en Rn. Se busca una aplicación v: I----->U, de cla
se Ck , de un abierto I de Rl, en U, que mande un punto fijado 
en I en un punto fijado en U, y que satisfaga la ecuación dife
rencial Dv = fv . Como se sabe , si k = 1 ,tal solución v e
xiste y es "única" · Expondremos aquí estos hechos , introdu
ciendo las definiciones que nos resulten convenientes.

Llamemos í)^ 9 k » ο,1>29.β..Φ·?α),ο)ι y b un numero - 
real positivo > al conjunto de las aplicaciones f: ----->Rn ,
de clase 9 con dominio en el policubo cerrado de amplitud b 
en torno al origen 0 del espacio R . En símbolos ,

Ib s ! x £ fin : II x|| = b j; siendo || xllla norma 
policóbica II x II = máx (1x^1, 1x^1» .......Ixn|),

x = ( x\x2»............. (»xn )·

Puesto que por definición cada f 6D,. admite una extensión u 
a un abierto de λ ,tiene sentido hablar de Df(x) para los x 
de norma b si k = 1 ; más generalmente ,las derivadas parciales 
de las componentes de f hasta el orden k están definidas en la 
frontera de l“ ( son independientes de la extensión ) ·

Ejercido · Sea A un subconjunto de R y z un punto ue 
, A · A se dice un conjunto de unicidad para las derivadas par- 
cíales , en el punto z ,sl toda aplicación g: A ---- >-R de cl¿
se v en un entorno de z tiene derivadas parciales determinadas
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independientes de la e xtensión · Es claro que puede sustituirá^ 
Hn por ΒΓ y admitir que g es a valores reales · Dar propieda — 
des necesarias y suficientes para que A sea de unicidad en z · 
(Si k £ 2 no se obtiene novedad· Por qué ? )

los elementos de Dh1r se llamarán datos del proble
ma restringido local que consideraremos enseguida · D^ se pue 
de normar con cada una de las normas || || (O = p = k) de»
finidas, para cada dato f como el supremo en 1“ de todas las 
uerivadas parciales de las componentes de f hasta el orden p in 
elusiva · Bs claro que D^ ¿bi 0.................W que
las normas || || tienen fuerza creciente oon p t que |
convierte a D^. en espacio de Danach , que la completación mé
trica de D^. respecto de || |j_ es canónicamente isométrioa oon
D- * q-ue Dboo es espacio métrico completo separable no nr 
Hable respecto de la topología de la convergencia simultanea no 
uniforme de las normas |¡ || (topología supremo) : topología llg
mada 0 · Sobre operan todas estas topologías ·

Si a es un número positivo y k como antes definimos el 
conjunto S - de las aplicaciones v: Γ" -----> I? , con

v (O1) ■ 0a , de clase · iquí es el conjunto de loa
t £fi^· tales que - aá t - a · 8 . es el espacio de las "opte-

clone8 " del problema restringido local · Para estos espacios, 
pueden introducirse las normas análogas a las precedentemente 
finidas, que indicaremos con los mismos símbolos : |] fl | y
valen análogas consideraciones sobre las relaciones entre los 
distintos tipos de convergencia · En particular 8. es un esp& 
oio métrioo completo y separable respecto de || ||. ·

Definición · llamamos problema restringido local
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<oon dato f , donde f es un elemento de un conjunto D.. ) al 
problema de encontrar una aplioación w : I----»B t donde I es
un intervalo abierto que contiene el origen de E* y que verifica

1) u es de igual clase que f ;
2) u(0X) - 0n ;

3) se tiene u(l)Cl“ , y para todo t€I es :
Du(t) * fu(t) · f(u(v)} ·

bna tal aplicación m se denomina una solución del 
problema restringido local de dato f ·

El problema se considera"restringido" porque no inv 
oluye las importantes cuestiones de condiciones iniciales y p¿ 
rámetros · Se considera local parque se pide que la solución 
té definida solamente en algún intervalo I que contiene el ori
gen 0X , y por tanto no se busoa "prolongar" la solución hasta 

donde puede ser definida ·

Si n es una solución para un f dado, y si J es un 
subintervalo abierto de I que contiene 0X, la restricción de u 

a J es otra solución del mismo prqblema (evidente) ·

Teorema de existenoia y unicidad para el problema restringido ¿ 
cal :

(k¿l)El problema con dato f admite al menos una so
lución ; dos soluciones del mismo problema poseen restricciones 
idénticas ·

El método de demostración que usaremos se debe a EL 
cari ,se llama el método de aproximaOiónee sucesivas , y es ca
so particular del teorema ya visto en Βχρ· 1 que afirma que to
da aplicación continua contractiva de un espado métrico oonple 
to posee un y sólo un punto fijo · El método de demostración peo 
poroiona elementos accesorios al enunoiado del teorema , y entre 
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ellos muestra que la solución depende , en un sentido a preci * 
sar , en forma continua del dato 9 y también da el tamaño míni
mo del intervalo I de dominio de la solución en base al dato f· 
Ambos hechos conviene incorporarlos en un "enunciado precisado" 
del teorema de existencia y unicidad ·

xeorema (de E.U.C·) Existencia-Unicidad-Oontinuldad»- 
Sea f un dauo , en D,. con k έ 1 ♦ Sea I s I. el in- 

dk i
to?valo abierto simétrico en torno al origen de amplitud (radie/

Existe una solución del problema con dato f , con dominio 
que verifica
a) u^ es de clase Cp5^ (conservación o mejora de la clase );

b) ai u es una solución con dato f , salvo por suponerse so 
lamente de clase 0°, derivadle en todo punto de su dominio, 
entonces u y admiten restricciones idénticas (unicidad 
local fuerte) ,al mayor intervalo abierto J simétrico en 
torno al origen,contenido en ambos dominios·

c) la aplicación f—determinada por lo que precede , ea 
continua , para las dos normas II IL,cuando se la restrin-o
ge a un conjunto de acotado en norma II IL. lías pre
cisáronte y correctamente ; sean f y & en u,, , y
a x min(a.«a ) : entonces existen las restricciones de u-

i tí ( , f
y u al segmento I s i: I ti = al ,y son dos funcio 

Λ oX 'nos u^ y u ,elementos de 3^ 5 y se tiene

(X) con
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Observación » La condición(b) esegura que es única ,luego, 
la aplicación f -----=> está bien definida · La desigual dad (1)
implica que si f y f varían en D, , manteniéndose acotadas n bx
en norma II II, , y si f converge uniformemente hacia f, entonces 1 n
en primer lugar la soluciones u^ tienen un dominio común de defl 
nición (porque los a^ están acotados por encima de cero ) y se
gundo que dichas soluciones convergen uniformemente sobre cada 
intervalo común de dominio, y precisamente hacia la solución u^
La aplicación f  > u es continua , restringida a conjuntos a

1 f , pcota dos en norma 0 ttambién para las demas normas C ; en parti
cular si k = oo (Generalización para el lector) · La cota en (1)

rpuede mejorarse con la cota ae t lo que significa reemplazar la 
serie geométrica l/(l-r) por la serie exponencial e e La conti
nuidad de f----en el fondo es un refinamiento de la unicidad

f *
de la solución : si f y g difieren ai cero · Situación análoga 
a lo que ocurre en el teorema de la función inversa (Exp.l): si 
un operador contractivo h » depende ” continuamente * de un 
dato f ,entonces el punto fijo también depende continuamente de 
f ;consecuencia del hecho que el punto fijo depende continuamen
te de h , y de la transitividad de las aplicaciones continuas · 
En el caso presente ,los operadores h operan en espacios que de. 

i 1
penden de f ; pero si f varía en un conjunto Cx-acotado ,enton - 
ces los h^ pueden ser restringidos a un mismo espacio ,y el raz£ 
namientu anterior es aplicable ·

Demostración · Se toma f en D., · luego se toma un a 
cualquiera maior que a^ ; luego se define en S^ un operador h 
que manda S en S (los valores estarán en S , ) .mediante : * ap aP ap+1

(2)
______ _ Usando las desigualdades elementales :
*

entonces up y u2 difieren en cero.
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(la segunda consecuencia del teorema del valor medio ; obsérve - 
se que estamos perdiendo mucha plata en estas desigualdades t γ 

que por tanto podrá ampliarse si se quiere el a y el r del enq¡} 
f

ciado)}resulta que h opera en S y es contractivo · Luego posee 
ao

un punto fijo y solo uno . Llamémoslo v ( h «h depende de a y 
a a

de f ) «La ecuación hv - v equivale,como es fácil ver , a : 
v(0^ =0n , v(I ) C In , Dv(t) * fv(t) = f(v(t)) , para todot

1 a b
de Ia . De esta pítima ecuación,por ser fv(t) continua ,resul- 
ta que Dv(t) es continua · Luego y es Cj luego fv(t)es C^(k^l) 

1 2luego Dv(t) es C ,luego v es C , etc............ Se tiene asi que
v_ € S ,yaS si k =oo,^>, Para deducir ,cuando k=vo

a ak+lz acó
que v no sólo pertenece a S sino a S , se necesita un razo- 

a a® a«o
namiento enteramente diferente · Dejémoslo de lado por elmomento.

Llamemos u a la restricción de v al intervalo abierto 
a a

(-a,a) . Es claro que ua es una solución del problema restringi
do local con dato f , Si a y c son dos números positivos meno
res que , por ejemplo a <c ,es claro que va y la restricción 
de v a I"- son puntos fijos para h = h . Luego coinciden «Lqg

Ο a q

go las soluciones ufi con a < adeterminan en forma evidente una 
aplicación u^ del intervalo en 1^ que es una solución del prg 

blema restringido local cbn dato f · Para demostrar la condi - 

ción (b) del enunciado se observa que la u dada por ser deriva - 
ble es continua 9luego su restricción a cualquier segmento I

B

(3)
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contenido en J está en S y es punto fijo para hxh ) luego 
ao i a

coincide con la restricción de u. a I* .

Para demostrar (c) adoptemos la notación del enun
ciado · f y g están dados «lo mismo a < a ,a . Nos coloca- f g 
mos en . Tomemos en los elementos vQ - w * aplicación 

idénticamente igual a 0° · Llamamos v_ ,ν® los m-ésimos itera
dos de (resp») vo,wo por (resp.) , h -h . Y tomemos la

acotación grosera evidente :

Aplicando valor medio a la primera diferencia sigue (ver (3)):

»

fórmula recurrente que nos da (l)inmediatamente , Pruebe el 
lector de mejorar la cota , tomando como función coorttn de par
tida v »w al punto fijo de entre h y h que tenga "menores" o y g
acotaciones para los valores y derivadas de la correspondiente 
f y g · En un caso práctico puede interesar ·

El problema restringido global tiene como dató una 
n kaplicación f: U .—de clase C y como solución la descomp£ 

sieión de U en curvas diferenciables parametrizadas (puntos , 

circunferencias y rectas diferenciablemente sumergidas),el pa
rámetro estando determinado ,para cada curva salvo una constan 
te aditiva .
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En lugar de tratarlo especialmente expondremos el 
problema general global ,que incluye dependencia de las condi
ciones iniciales y de los parámetros,ambos importantes para 3as 

aplicaciones *

2 . El problema general .
Sean U11 y W111 conjuntos abiertos conexos de los espacios (resp.) 
Rn , Rm , y sea f: T^xW01 >Rn una aplicación de clase ,

k 0,1,. ,οο,υϋ ♦ Llamaremos a f el dato del problema ge
neral, o el segundo miembro de la ecuación diferencial ordina
ria de primer orden,explícita ,con m parámetros,caso general, 
(independiente de t). ·

Definición de solución local del problema general 9 
Dado f llamaremos una solución local del problema general con 
dato f a una* aplicación u: UxWxI—, donde :
1) U y W son abiertos no vacíos contenidos (resp.) en Un y W01 

I es un intervalo abierto de R^ que contiene el origen

el dominio de u es el producto cartesiano UxWxI jla Imagen 
de u está contenida en I? t

2) para cada par (y,z) £ UxW,(y = (y1,y2,...,yn),z -(z1,z2. .ζ“)) 

la aplicación t —>u(y, z,t) , de I en R11 es deriva ble en

do punto de su dominio ,y para todo tal punto t verifica : 
Dtu(y,z,t) - f(u(y,z,t),z) .

3) para todo (y,z)6üxW es u(y,z,0)»y
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Comentario · 3) es la condición inicial clásica ;

estamos considerando datos f que no dependen de t ;como se sfl 

be esto no importa restricción para los teoremas de existen - 
cia y unicidad: si g:Un"*’"xV^xWm---- > Rn~^ es un data que depqg.

1 ti 1 1 yflde del ."tiempo" t ( g(x ,...,xn“ ,t, z ,..., z“) ) se pasa ¿L da 

to que no depende de t ,
f(x1,...,xn"1,xI1,z1,...,zm) = (g^’Cx1,...,!11 ,z1,...,zm),g2(..), 

),?“(..) = 1 )
En particular aceptamos el teorema de E.U.C.para estos datos 

más generales,formulación restringida · Físicamente : una co

rriente no estacionaria puede concebirse en un dominio dado , 
como la proyección sobre el dominio ,de una corriente estacip 
naria en el cilindro producto cartesiano del dominio por el j 
je del tiempo;la sección material del cilindro se desplaza ααη 

velocidad constante igual a 1 , o sea cada partícula tiene ygc 
tor velocidad con proyección constante igual a 1 en la direc

ción del eje del tiempo ·

Reunimos en el siguiente teorema el resultado básico sobre las 

soluciones locales del problema general ·

TEOREMA S.P.G. (Solución del problema general) ,

1) Dados dos conjuntos compactos A , B contenidos (resp·) en 
n jnU , W“ existe una solución local,continua en sus n+m-*-l

variables,sea u,con dominio UxWxI,con U3A ,W3B ( EXIS 

TENCIA ) .
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(li) Dos soluciones locales (mismo dato f) coinciden en la ij) 
tersección de sus dominios '( UNICIDAD) .

(iii) toda solución local es k veces continuamente diferencia- 
ble en sus n + m 11 variables; es k +1 veces en su va
riable t . CONSERVACION DE LA CLASE (Conservación de la” 
categoría") .

Vamos a definir ,antes de pasar a la demostración ,1a SjQ 

lución completa del problema general .

Definición . Problema restringido de dato f.v.z . es eL 
problema de hallar una v:I—>u,derivable en I , tal que

▼(0) - y,Dv = f(v,z) .
Una tal v se llama una solución local de dicho problema .

PROPOSICION 1 · Existe al menos una solución local,datos f,y,
z ,dos tales coinciden, en un entorno de 0 , y toda solución
cal es de clase C*+\ si k es la clase de f ,

DEMOSTRACION : La última afirmación :v,supuesta solución 
local,es derivable luego continua,luego f(v,s) es continua , 
luego Dv es continua ,luego v es C^*,luego f(v,z) es u

Demostremos las dos primeras afirmaciones · f,y,z dados · b 
igual a la mitad de la distancia de y al complementario de U“

Λ Λ η n
si U - R , ponemos b«l . Definimos f i U^- y —>R (dife -

*
renda vectorial) mediante fyZ(x)— f(x+ y,z) ; llamamos f _χ 
su restricción a I? , y llamamos v la solución canónica def.1

*
nida en el teorema EUC de sección l,con dato fLz (la u^ de a-
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llí);entonces u — y^Vy8 ( y» aplicación constantemente iguala 
y ,con dominio igual al de v ) es una solución local del prfl yz
blema restringiso de datos f,y,z . Verificación para el lector.

Se ve que si VjjVo son soluciones ,dato f,y,z, entonces v, -y,
v -y son .soluciones,después de restringidas a un intervalo 

conveniente del origen 0 ,del problema restringido de dato f® 
yz 

(sección 1) ,luego por EDC coinciden localmente,luego v^ y v. 
también , en torno de (Γ . Q. E. D .

PROPOSICION 2 · Dos soluciones locales ,datos f,y,z,colnci -

den en la intersección de sus dominios ,

DEMOSTRACION . Sean I, J dichos dominios .Ambos sm 
intervalos abiertos que contienen0^ , y su intersección es o - 

tro tal , sea H . Bastará demostrar que el subconjunto C de H 

donde las soluciones coinciden es un conjunto no vacío abierto 

y cerrado . C contiene C> y es cerrado,porque las soluciones , 

son continuas . Si s€C , y vpvg son las soluciones dadas , 

u^(t) * v (s + tJjUgCDe^ísM), son soluciones locales,datos t 

f,vx(s) « v (s),z ,
t restringido a un intervalo abierto bastante pequeño en torno 
a O1 .

Luego u, « u en un entorno de o\por prop.l , luego
1 2

v = ν^ en un entorno de s . Luego C es abierto . Luego C ·

Corolario . Existe tina solución local del problema - 

restringido con datos f,y,z que tiene dominio máximo,uní

vocamente determinada por f,y,s ·
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¿Será denominada la solución global del problema restringido da, 
datos f»y,z> y será indicada t —>ü_(y, z, t)» su dominiocon Iy.^

Definición de solución completa dél problema general 
de dato f , Es la aplicación Uf»con dominio
Df= U jy)x(zjxIyzCRnxR“xR1 = Rn+m+l· , (y,B va

riando en (resp,)Un ,Wm), definida por el corolario precedente· 
La solución completa está caracterizada por la siguiente propia 
dad · (SC) sea v:I —►· Un una aplicación de un intervalo abier
to cualquiera de fi\que verifica idénticamente la ecuación di£g 

reneial Dv=f(v,z) para algún a . Ba tone es se tiene idénticamej} 
te en s , t : v(s+t) = uf(v(s)Yz,t) , s variando en I , y t v§ 

riando de modo que s+t varía en I · Fijando un a en I ,se tie
ne así que la aplicación t es una restricción de una traslación 

de la solución global de un problema restringido (preciso : da

tos f,v(s)»z) ·
Es en el sentido (SC) que la solución completa con - 

tiene TODO lo que puede deducirse de la ecuación diferencial ¿(a 

da .A partir de ahora»se podría decir (demostrar propiedades de
V ·

la ecuación equivale lógicamente con demostrar propiedades de u·

PROPOSICION 3 , Si para el par (y,z) se tiene f(y, z) = 0 ,en
tonces I_za Στ- * u(y, z,t») - y idénticamente en t: la solu - 
clón global del problema restringido con datos f»y»z es cons -

DB-íOSTRACION , La aplieaoión v:R —>.y es una solu -
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ción local del problema restringido de datos f,y, z · Como su dj¡ 
minio máximo absoluto en π ,entonces coincide con la solución 
global del mismo problema restringido ·

Definición . f”\on) se llama el conjunto singular de 

la ecuación con dato f · Es un subconjunto cerrado relativamen
te y contenido en UxW® . Por lo visto en Exp.l ,si f es regu - 

•1 xi•lar de rango constantemente igual a r en todo punto de f~ (0u), 
el conjunto singular es una subvariedad diferenciable de dimen

sión atm-r · Normalmente interesa más la regularidad de la ις> 
tricción de f a υ°χ ¡ si ( y el conjunto singular correspondí^ 

te ·

. n nPfijgQSICION U· . Sean u^ : I—»-U , u_:J —*-U t las solucio - 

nes globales de los problemas restringidos de datos ,resp., f , 

y^ tz ; f»72jZ · Supongamos que para un s€I se tenga y2=u^(s¡) 
Entonces :

1) J=I-S
2) u2(t) =■ u,(t + s) ,para todo t€I - s .

DIMOSTRACION . Definimos v- con dominio I-s mediante t 
Vg(t) - u^ít+s) · Se tiene v2(0)=u (s)=y2=u2(0) ; además , 

v2 es solución de la ecuación diferencial con dato f ,luego por 

ser Ug la solución maximal ,u_ es una extensión de v2 ,en partí 

eular J DI - s , y por tanto J contiene -s . Definimos ahora : 

Vj(t) = u (t-s) sobre J + s » Como antes ^resulta v^(0) = u^í-s) «= 

« v_(-s) =■ u^(0) ,etc. , y IoJ+s . Luego J = I-s ,

vl= "1 "
Conviene formular esta propos«U mediante la :
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(Μ-) u_(Uf(y,z,s),z,t) e uf(y,z,t>s) ,

interpretado : si (y,z,s),(y,z,t+s) están en ( dominio de 
uf) ,entonces también (uf(y,z,s),z,t)6 , y se cumple (M;más
las ottas dos variantes,si dos de esas ternas están en lo ej 
tá la tercera y vale (M .

Supongamos z fijo « (M puede interpretarse como una 
propiedad de homomorfismo «Para cada número positivo a defina - 
mos como el subconjunto de u11 formado por los y tales que 
1^ 3 Ifl = |t:-a-t«a j , 0 también D= |y: (y,z,t) € | para

todo t con I t I = a ,bastando que (y, z, t a) · Si 111 έ a ÚS 
finamos D .mediantet a 1

(5) h. (y)e uf(y, z,t) ( depende de z )

Entonces la (U) se escribe

(»*') h»h m ht S t4-S

o sea la correspondencia t —> h es un homomorfismo local de
V

R1 en un"grupo"de aplicaciones · hg es la identidad sobre D_ 

Luego de h-t^-t = identidad se deduce que cada h*( | ti = a) es 
inyectiva .

Otra forma de interpretar la proposición U se obtiene 

introduciendo el concepto de órbita .
Supongamos z fijo , Sea Un la solución global correspjjn 

diente al problema restringido de dato f, y. ,z , u.:I ---->U“ .

Como se sabe u.. es una "curva parametrizada",con pará
metro t, Kfl voces dife renda ble · La imagen de I por u. se llfi 
ma el soporte de la curva · EL soporte es un subconjunto de U“
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íjue contiene al punto y·. .

Veamos que el soporte de u. es una subvariedad (k + 1 ) 
- diferenciable de Ir . Si f(y«,z) =0 ,el soporte es el 
punto y t (por prop,3) ,luego la variedad tiene dimensión O.Si 
f (y,, z) 0“ se presentan dos casos :

1) solución periódica . existe un,punto s tal

que u^O) = ú^(s), s 4 0 . De propA>con yg= u1(s) =^(0) =-y
sigue u_(t)= u.(t+s) , y el dominio de u_ es invariable respqg

1 , 11 
to de la traslación en -s Ψ 0 Luego coincide con R :I=R , y 

u es periódica con período que divide a 8* no siendo dicho pe
ríodo 0 ,porque u- sería constante contra lo supuesto f(ypz) =/0n 

(la derivada sería nula ) · Pasando a cuociente u, es una aplicj 

clón (kil)-veces diferenciable de la circunferencia ,en su es - 
tructura ordinaria de variedad , en u , inyectiva por construc

ción · Luego es una sumersión , y su imagen -soporte - es una 

subvariedad (kíl) veces'diferenciablemente sumergida ,isomorfa 

a la circunferencia ·

2) solución aperiódica · si para s¿¿ t es

u (s) = u^(t) se está en el caso anterior . Luego supongamos que 
Ui es inyectiva · Es evidente que el soporte es una "recta " 

(ktl ) veces diferenciablemente sumergida ,
De prop. resulta que la relación " y pertenece al 

soporte do y- " es una equivalencia (entendemos por soporte de 

y a la imagen de la función t —»u^(y^,z,t) ) .
Luego U* (para este s fijo) queda descompuesto en so - 

portes spuntos,circunferencias y rectas diferenciablemente ha -
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.blando . Llamamos órbita a cada uno de estos soportes ,su- 
puestos con su estructura de variedad dlferenclable ,pero sin j¡ 
rlentación y menos aún sin parametrización , El soporte es el 
conjunto ,1a órbita es la variedad dlferenclable .

Para cada z fijo,entonces,la ecuación diferencial 
neral de dato f ,origina una descomposición de U en órbitas : 
puntos,órbitas compactas,o "cerradas" ,o "periódicas" ,y órbi - 
tas no compactas «o "abiertas" ,o aperiódicas . La ecuación di

ferencial da más todavía :da una ley que para cada órbita ,y pj 
ra cada punto que se elija en dicha órbita ,fija un parámetro - 

coordenada (k+1) - dlferenclable sobre órbita .
La proposición h- todavía tiene algo que decir sobre 

estas parametrizaclones múltiples y simultáneas :fijada una ór
bita ,los dos parámetros correspondientes a dos elecciones de 
puntos sobre la órbita ,difieren en una constante:Ug(t) = *1 
( t+· constante) · Dinámicamente :1a ecuación diferencial generl 

ncon dato para cada z fijo .,"da" en U una distribución de 

"puntos moviéndose" ,cada uno en una órbita ,en estado de "etej 
nidad" ,algo asi como un moviemiento puro,que puede presentar- 
se'mejor con el movimiento de un fluido ·

Salta a la vista que quedan ¿os problemas sobre va
riación de estas construcciones . ¿Como varía la parametriza - 

ción al pasar .de una órbita a otra próxima ? y ¿Como varía la 
descomposición global en órbitas,al pasar de un z a otro próxi
mo ? .EL primero cae dentro de la categoría de las variedades J 

liadas ,o más generalmente de la teoría de espacios fibrados :
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Se forma el espacio cuociente de U11 respecto de la relación de 

equivalencia en la que las clases son las órbitas ; sea B di - 
cho cuociente (en general no separado);problema : caracterizar 
abstractamente el fibrado Un----->B , y estudiar sus propieda

des (ver Reeb,Varietés feuilletés, Hermann, París) . EL segundo, 

cae dentro de la categoría de deformaciones foliadas (estábil 
dad de órbitas cerradas,por ejemplo) .Ninguna de estas teorías 

está desarrollada satisfactoriamente ,sobre todo la tíltima(coj¡} 
párese sDeformations of complex structures ,de K.Kodaira ,D.C. 
Spencer ,etc. artículos en el Annals of math.,1957-1960) .

n m
U y w son variedades dlferenciables .Lo dicho hasta 

aquí se aplica al caso de variedades cualesquiera . Esto tiene 
n importancia en las aplicaciones · Tomemos m = 0 . S1U es 

una variedad compacta desaparecen ciertas áhomalías ,por eje> 
pío h. , dado por (5?) existe para todo t , y la corresponden - 

t 1
cia t —>h es un homomorflsmo global de R sobre un grupo de 

* n
homeomorfismos biyectlvos de U ,cuyo conjunto de puntos fijos 
- posiciones de equilibrio dinámico - es el conjunto singular 

del dato = campo f · Se deduce : un teorema que demuestre exls 
n tencia de puntos fijos para homeomorfismos de la variedad U 

da un teorema de existencia de posiciones de equilibrio (tra - 

bajos de Birkhoff ,P.A.Smith ,etc.) .

Seguimos con el estudio de la solución completa .Tamos 

a extraer una nueva consecuencia ,y muy importante de la prop. 

M· .Consideremos z fijo en todo lo que sigue ·
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Indiquemos con T al tubo (cilindro) producto cartesiano de 
por R1 : Tn+1»UnxR1 con la descomposición en órbitas de

ducida por el pasaje del dato f al dato en una dimensión más 

que indicamos con t y concebimos como tiempo,indicada al prijj 
cipio de esta sección . Nuestra corriente estacionaria se coq 
vierte en una nueva corriente estacionaria,cuyas órbitas son 
lineas helicoidales del cilindro ,todas diferenciablemente e- 

1 n / > quivalentes a R ,con proyecciones sobre U (en la dirección 
del eje nuevo ) que coinciden con las viejas órbitas :las que 
se proyectan en puntos son rectas ,las que se proyectan en ój; 
bitas cerradas son "verdaderas helicoides" de - a + oo , las 

que se proyectan sobre órbitas abiertas,lo hacen en modo biu- 
k>lnívoco y bidiferenciable ( todo C ) ,porque la corriente de 

partida era estacionaria . Es geométricamente evidente que 
esta nueva corriente conserva todas las propiedades de la vig 
ja , y reciprocamente · Pero no es evidente la relación entre 
las parametrizaciones · Llamemos g al dato que define la nue- 
va corriente en T (z fijo) ; g (x ,x ,····,x ,t=»x ,z) =
= f\ (x, z),#...,gn(x1,xB,t) =7 fn(x, z) , 

gn+1(x1,....,xI1,t) = l , gíüxRW1----^“xR1

Es evidente que la solución completa u se expresa medianteε
la solución completa u^ mediante :

(6) u (y,t,z,s) - (u_(y,z,s),s + t) ,
g 1

n^ldonde (y,t) £ T , y s es el parámetro de las solucionesínqg 
nt 1

vo parámetro "t”)* Si consideramos un punto (y,t)€T y la 
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órbita que lo contiene ,1a ecuación s—>u (y,t,z,s) ,resulta O
de (6) que el parámetro s sobre la órbita difiere de la coor

denada "nll"=s+t , en una constante (t) . Como el parámetro 
canónico sobre la órbita está determinado salvo una constante 

también t+s es un tal parámetro,luego :

En Ί: «dato g , para cada órbita la (n+1) - coordena
t £S_ el parámetro canónico (reemplazamos "s" por"t 

en este enunciado ) .

De (6) resulta que las órbitas de T11* se reparten en 

rectas paralelas al eje del tiempo ,hélices que van de menos 
a más infinito del tiempo (correspondientes a las soluciones 

periódicas de f) ,con paso igual al período de la solución 

periódica correspondiente , y las otras que son de tres tipos 
:las que se extienden de menos a más infinito en t (I =R ):y z 7 
las que se extienden desde t hacia más o el menos infinito ( 

I = semirrecta a l&uierda o a derecha én R ) ,y las órbitas 
acotadas intervalo acotado de R1) . Si identificamos U
con la sección del tubo al tiempo 0: U^I^x ¡ o)c \ las 

órbitas de los tres últimos tipos podemos decir que forman c]g 

ses invariantes por traslación paralela al eje del tiempo.Por 

ejemplo :se toma una órbita acotada,y todas sus traslaciones 

como se ha dicho ¡resultan órbitas disjuntas dos a dos,salvo 

que coincidan totalmente lo que ocurre cuandd la trasladónos 
la misma ¡y todas estas órbitas tienen la misma proyección(p¿ 
ralela al tiempo ) sobre Ti ,que es una órbita con intervalode
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definición del parámetro canónico (dato f) de longitud finita 
igual a L jy de la clase invariante de órbitas en que ej

ntamos considerando,las que Intersectan U son aquellas y solo 
aquellas comprendidas en un cilindro cortado en por pla
nos paralelos a u“ a distancia menor que L (por ambos lados).

Análogamente para las otras órbitas.Esta patología 
del tubo es menor de lo que podría creerse porque,como demos
traremos más adelante cuando una órbita del tubo no pasa más 
allá de un tQ (valores creciendo) ,entonces converge hacia la 
frontera del tubo cuando t—> tQ (t < t0) ya sea hacia un ptm 
to o enroscándose (o sea converge hacia el punto oo de la cqjj 
pactación de Alexandroff del tubo) .Dicho geométricamente,las 
órbitas que no van de menos a más infinito ,parten (o llegan, 
según el caso) de la frontera delü tubo .

Llamemos D_ al subconjunto del tubo formado por la 
reunión de las órbitas que cortan . Lo dicho en el párrafo 

z nprecedente implica que D_ contiene a U en su interior , 
g

Veremos más aún : D es él mismo un conjunto abierto 
Es claro que es el dominio de la solución completa u^ · Dg

Z Z Ώfinamos -D^ como el simétrico de respecto de Uu:(x,z,-t ), 
está en -i y sólo si ( x, z,t) € - D^. . Y definamos

z z n+1
(7) F(x,t) = uf(x,z,-t) t (x,t)€-DfHDf <= V

De la prop.M· ,fórmula (U-) resulta ssi v:I—»>R :t->v(t) 
(v(t),t lev”*1 es una solución de la ecuación diferencial
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Dv» f(v(t),z), t G I , entonces 

F(v(t),t) =. uf(uf(v(to),z,t -tQ),z,-t)- uf(v(to),z,-to) = 

= F(v(t ),t ) ,O O

para todo t£ I .siendo t un punto fijado en I . Luego la a 
n+1 0 i n

plicación F:V ----- ► FÍV11**) = V es constante sobre las ór-
n+1bitas .Según lo adelantado V es abierto;adelantamos ademas 

que F es de clase C ,y que su derivada respecto de x,igual a 
la derivada de UfjD^u^ , es de rango n en todo punto de V11^. 

Luego F es regualr de rango n en todo punto de sudominio* Lu$ 

go ,por lo visto en Sxp.l ,las imágenes Inversas de los ¿untos 

de V son subvariedades unidimensionales de Por la uni
cidad, estas subvariedades coinciden localmente con las órbl - 
tas,luego globalmente .

Definición * F se llama la integral completa cañó
I

nica del problema general con dato f . Sus componentes
1 nv i i,F- (F ............... ,F ) , F = F (x,t) ,

se llaman las integrales primeras canónicas . (Conocida una"¡gi. 

mera"de ellas el problema queda reducido en una dimensión ;lo 

mismo si se conoce una segunda ) .

Definiciones de integrales primeras.etc. Dado f, z 

fijado,se llama una integral completa local a una G definida 
n+-l

y regular de rango n sobre un subabierto de V ,a valores en
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R , constante sobre las intersecciones de las órbitas ;se dice 
nf 1global si su dominio coincide con V .Se llama una integral 

iprimera local a una G a valores reales,definida y regular de 
rango 1 en un subabierto de v ¡global si etc.

Por Exp.l si G es integral completa global ,de cía- 
k nse C ,entonces existe un homeomorfismo K- diferenciable de v 

n-hl
en G(V ) que "transporta” G en la integral canónica F . Re - 
sulta :una integral completa está determinada salvo un K-homqg

η nmorfismo local de V en R . Esto es importante ya,porque ros d¿ 
ce que hay muchas más integrales completas que las que necesJL 
tamos,lo que produce sensación de mayor libertad ,y"facilidad" 
para resolver la ecuación . Hay que agregar que el parámetro ca 
nÓnlco sobre la órbita lo da la (ntl)-coordenada,por lo que la 
integral completa canónica ,u otra cualquiera,resuelve el pro
blema general en forma completa :da las órbitas,con su paráme
tro.

Pero ¿ como se hace para buscar una integral completa, cQ 
rectamente,sin pasar por la ecuación ordinaria dada? « La ob - 
servación importante,que enriquece en forma efectiva la teoría 
es : las integrales primeras están caracterizadas por ser soljj 
clones de una ecuación diferencial en derivadas parciales , de 
primer orden <lineal homogénea . Luego podemos intentar por 
este camino la solución :buscamos una integral primera (local, 
como se empieza siempre ),reducimos el número de variables en 

una unidad«luego buscamos una segunda integral primera que sea
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independiente de la primera integral primera,etc. Al llegar a 
n integrales primeras,independientes en un entorno de nuestro 

punto,el problema queda resuelto , La indeterminación (horneo - 
morfismo local de v en Rn) no va a molestar porque no incide 

en las órbitas ni en su parámetro^, «orno queda claro de lo dicho pre

cedentemente . Las n funciones arbitrarias de la solución com
pleta de la ecuación a derivadas parciales como se ve ,signi

fican en este caso las componentes del dicho homoemorfismo. Es 
importante en las aplicaciones el hecho que las integrales pr¿ 
meras suelen tener significado físico (suma de energías cinét¿ 

ca y potencial,derivadas respecto al tiempo de areas barridas 
por radios vectores (2a, de Kepler) ,etc.) , La ecuación par - 

nt-1 clal se obtiene ,como se sabe,tomando un (x$t) en V ,toman

do una órbita que pase por (x,t),con el parámetro canónico i- 
gual a la (n+1 ) - coordenada del punto de la órbita , Sea v 

órbita-parametrizada. Calculamos la derivada DsF(v(s),s) en el 

ponto tfdebe ser cero . Luego

idénticamente en (x,t) · (v, es un”catalizador") . 0 sea
DF.g = 0 : una ecuación por cada (integral primera )■

^(componente de F) ,
Kn síntesis ,cono m = 0 , se tiene que los problemas 

Duefu , DG.g — 0 ( incógnitas : u , G )

son completamente equivalentes , A izquierda la curva se pide 

explícita ¡a la derecha se la pide implícita «Los llamados pq¡¿ 
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tos singulares de la primera ecuación ,no son verdaderamente 
puntos singulares ,como lo muestra la ecuación de la derecha 
Estos puntos debieran ser llamados estacionarios ,para no o® 
fundir con las singularidades en funciones analíticas,alge - 
braicas,etc*,de las cuales es ejemplo la no-regularidad de jj 
na aplicación en un puntó (Exp.l) *Es claro que el campo de 
vectores f,en un punto donde f se anula,es 11 singular",pero al 
pasar al tubo se des-singulariza*Conviene llamarlos puntos 
críticos ¿ estacionarios (ver Codd. Levinson) f

Antes de seguir adelante demostraremos las afirma - 
clones que preceden *

Lema 1 · (teorema fino de existencia) * Sea fef(y,< 
de clase C^ en y, y de clase C° en z · Sea jCyo,zo,tQ) un 

mentó arbitrario de * Designemos cbn U_ , W, y J
b b a

los policubos de amplitudes b, b , a , abiertos , en torno de 
y: ,z Ύ t respectivamente (a,b > 0) * Existe entonces una_a
°o o

plicaclón v y nQ s a,b :

v : UbxWbxJaxJa------ > U2b ,

de modo que :
1) ve v(y,z,s,t) , y D^v son continuas ;
2) v(y,z,s,s) a y idénticamente $
3) D.v — f(v,z) , idénticamente eny,z,s,t .V

(se observa que v(y, z,s , t+s ) es una solución local del pro
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blema general , en el sentido definido al principio de es
te número ) .

Demostración . Tomemos b finito de modo que Ug. 
y W estén contenidos,con adherencia ,en resp. u , W™ . 2d
Definimos g(x) » f(x + y, z) · g depende de los parámetros y, 

. x nz (g «=> g ) y está definida en el policubo cerrado T en yz b
torno a 0n , de amplitud b ·

Cuando el par (y,z) recorre U^xW.. , g«g ,re'strji 
glda a Ir, recorre una clase equicontlnúa de datos de D.. , 
k a clase de f . La equlcontinuidad proviene de la continui
dad de f(xf y, z) como función de tres variables . Además, 
Λ g || , está uniformemente acotada,por ser continua,lue- 
go acotada,la aplicación f y todas sus derivadas respecto de 
x restringidas al compacto | (y,z)j =» Uj.xW = C ; una cota 

es el máximo de todas las derivadas parciales ,y componen - 
tes de f ,en el compacto C · Sea M la cota , Si a es tal que 

2a < (min(b,l/n) )/M ,por el teorema E.U.C, del no 1 ,hay en 
cada S una u-u (t) , con u (0)- 0 que satisfaceDu*gi

2a,k Yz
Pongamos v(y, z,s,t) = y4*u (t-s), restringida a 
La condición inicial 2)es evidente;lo mismo la 3)· Si se dg 

muestra que v es continua,también resultará D^v continua a 

consecuencia de la 3) «Para demostrar que v es continua en 
sus n + m+2· variables,basta demostrar que u(y, z,t)=u (t ) 

yz 
es continua en U, xW. xJ ·‘Esto sigue inmediatamente de la b b 2a
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continuidad local, fórmula (1) del teorema EUC, 1 i si 
(y, z)----- z_ ) en u xW111 , de la continuidad de f b ligue

que g converge punto a punto en el conjunto compacto ITt
yz D

de la equi de la familia,sigue que dicha convergencia es u- 
niforme (Ascoli) ;de la fórmula (1),siendo M fijo para toda 
la familia,sigue que u —► u uniformemente en el segmag

72 71«1to cerrado Ipa ;esto combinado con la desigualdad delt^L 
ángulo para números,nos dice que si (y,z,t)—►(y^,z^,t.) , 
entonces u(y,z,t) converge hacia u(y^,z ,t ) ,QE D .

El siguiente lema demuestra entre otras que D es 
abierto,punto esencial que ha quedado pendiente , Sea u u- 
na solución local continua del problema general,dato f, Su 
dominio,por definición es de la forma UxWxI , I intervalo 
que contiene (Λ ,los tres conjuntos abiertos no vacíos, Mqj} 

teniendo U y W fijos,podremos maximalizar I, por inducción 
conjuntista evidente ; al I maximal,que es evidentemente 
ximo absoluto para U,W dados,lo indicaremos con

(a_,,b ) = I ,UW’ uw UW

Sobre UxWxI ,1a solución completa u. está pues definida y W 1
es continua (la maximalidad es para soluciones locales con

tinuas,no olvidarlo) , Sea ahora £y.»z^) 101 punto en UxW ,

Lema 2 , En las condiciones precedentes,cuando U
converge a y^ y W a z se tiene :



31

a) o bien b -------> oo (y por tanto I =(.,oo) ):
UW yjz.

b) o bien b_------» b , ,y. entonces se tiene:UW 1 ·

I =( .,b,) , yu.(y.z.t) converge hacia ]a 
Vi 11

frontera de u“ puando t —> b. ¡

c) dualmente para a_, .UW

Demostración . Negando (a),por supuesto se tiene 
que existe y es finito el límite de b_, «sea b, .cuando U.VUW 1
convergen según los filtros de entornos de y^ y z (resp.). 
Lo que hay que ver es que el punto b es el tope de la sola 
ción global del problema restringido con datos f,y^,z (Es
to equivale a decir que D es abierto,y que u^, es continua 
sobre D_ ¡ la segunda afirmación de (b) dice algo más que 
enseguida demostraremos ) .

Supongamos por el absurdo,que b_ sea menor que el 
extremo derecho de I «La demostración se reduce a pro
longar ,usando el lema i,una solución local continua con Uy 

W bastante pequeños. Los detalles son como sigue .Sea u u- 
na solución local continua definida en UxWxI ¡ su restrlj} 
ción a y^j x | z | xR^ es continua en la variable t que qjg 

da libre ¡como esto pasa para todo U, W por pequeño que se

an, y estas restricciones coinciden en su dominio común,qi^g 
da definida una aplicación que indicaremos con u(y^,z ,t)c[g 
finida por lo menos en el intervalo (0,b-) (un poco a la ij 
qulerda de 0 también ,pero no a la derecha de b ) .
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En vistas a aplicar el lema 1,pongamos t = b, , z =· z_ , o l o 1 
yQ= u_(y„ ,z_ ,tQ) , y sean a,b los números determinados por 
el lema l,con las propiedades allí especificadas. En parti
cular J = (b-a,b +a) , Sea s€j , s < b, .La función a 1 1 a l
uíy^jz ,t) completada por u(y^,z^,b^) =. y° es continua por 
coincidir con la correspondiente restricción de u^ a

| y^j x ^z]_j * luego existe un s como indicj

do tal que u(y ,z^,s) € (definido en lema 1) , Sean U, W 
tan pequeños (en torno de y^,z resp.) como para que Ig^coj) 
tenga s , y sea u la solución local continúa de dominio

Por ser u continúa existen entornos de y.,z_ que llamaremosX X 
también U,W tales que u(U,W,s) CU · A partir de ahora no ηρ b
dificaremos U,W y correspondiente u ; sigue verificándose , 
por supuesto, que s€l,. (monotonía inversa de I con res-UW UW
pecto a U,W) , Sea v la función dada por el lema 1 , Se tlj 
ne que si (y, z)€üxW , t€j_ , entonces la funciónβ

v(u(y, z, s), z, s, t) está definida y es continúa como ag 
posición de aplicaciones continúas . Así en UxWx(I__ U^)se 
tienen definidas dos aplicaciones continúas-: u con dominio 
UxWxI^ , v con dominio UxWXJ ;sl demostramos que coincida 

en la intersección de sus dominios,queda definida por "reu
nión" una aplicación continua que es una solución local cojj 
tlnúa del problema general,lo que contradice la hipótesis , 

que b. sea menor que el extremo derecho de I ,y demúes -
71Z1
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tra el punto , Cuando t está en la intersección inj , e 

(y,z) varía libremente en UxW (intersección aludida) las d» 
funciones en cuestión coinciden,consideradas como funciones 

de t para (yz) fijo,con sendas soluciones de la ecuación m 
ferencial con dato f ,y condiciones iniciales v(s).= u(s) , 
por tanto ambas coinciden con u^(v(s),z,t-s) ,luego coinci

den entre sí . Ί esto vale para cada (y,z) en UxW · QED .

NOTA · En materia de unicidad basta siempre recurrir a la 

u , por la propiedad (SC) .

Demostraremos la afirmación restante « u^(y ,z^,t), 
supuesto b_ menor que ®,converge hacia la frontera de TJ“ 

(en la compaetificación de Alexandroff).
Primero supongamos que existe un c<b. tal que 

la Imagen de (c,b^) por la aplicación t —>Uf(y^,z_,t) está 

contenida en un conjunto que 1& es compacto , y
, n20 está contenido en U ,

Como dicha aplicación satisface la ecuación diferencial
D u - f(u_(y.,z ,t),z ) y f es acotada sobre t f f 1 i 1

todo compacto contenido en su dominio,deducimos que D^.u_ es 

acotada sobre (c,b_) ; o sea ,con respecto a t , u satisf¿ 
ce una condición de Lipschitz uniforme en (c,b«) · Luego e- 
xiste el límite de u cuando t—>b, , y es un punto y delX O

compacto en cuestión^por tanto ,1o que interesa,es un punto
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de .
Podemos poner t ■■ b 2 « z , y repetir el razonamiento de 

o 1 o 1
la primera parte de la demostración,con la simplificación de 
que ahora nos interesa la curva solamente ("U = y^,f,"Wez^!l) 
y que en lugar del lema 1 podemos usar lo que sabíámos an - 
tes * Encontraremos dos soluciones u(t) ,v(t) la primera ¿(g 
finida en un intervalo que contiene el 0 y llega hasta un 
poco más acá de b_ ,1a segunda definida en un intervalo que 
intersecta al anterior y que contiene b_, y tales que para 
un punto s común a sus dominios verifican u(s)=v(s) . Se 
obtiene,en este caso,contradicción con la maximalidad de la 
solución completa,pues es a u_(y^,z^,t) a la que hemos prjj 

longado,más alia de su extremo b^, extremo derecho de ^y^z_·

Notas 1.- Anotemos que de paso se ha demostrado que,en el 
caso (b),la condición de que el dato f se mantenga acotado 
en el extremo de la órbita equivale a que dicho dato convqj 
ja (z fijo); y que en caso de que esta situación esté pre
sente, la órbita converge no solo hacia la frontera sino ha
cia un punto determinado de la forntera.Esto se aplica si f 
es acotado en ; en particular si u’L Rn , siendo f acota

do,no se presenta el caso (b) «siempre es I a R (para ese
n 7

z , y para todo y€R ) , En cualquier caso,si una órbita 
se va al infinito de R ,su parámetro podrá permanecer acotj
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do solamente si f no sólo no está acotado, sino que se va al jjj 
finito de R11 en el espacio imagen. Esto se aplica para regjj 

lar! zar” el parámetro sobre las órbitasxnultiplicamos el 43 

to por una función numérica que dependa de z, y que lo haga 

acotado ,obteniendo un dato g con las mismas órbitas , pero 

con parámetros que van de menos a más infinito en todos los 
casos *

2 Dos datos que coinciden, (para un z) en un abiejj 
to de u“ determinan en dicho abierto la misma descomposi 

ción en órbitas,con el mismo parámetro canónico . Por tanto 
si f (z fijo) admite una extensión a la adherencia de U11 

las órbitas de f con parámetro incompleto sino convergen al 
infinito de R ,necesariamente tienen límite puntual en la 

frontera de ü . Esto generaliza lo dicho en nota 1 .

3 «-Si el parámetro de una órbita está completo
(I = R ) , la órbita puede converger hacia un 

n y®
punto de u ; pero entonces este punto está en el conjunto

I
singular del dato (z fijo) · Véase Bieberbach ,Diferential- 

gleichungen , 3ra. edición,serie amarilla,pag.80-81 ;las p¿ 

ginas subsiguientes l.c. dan idea sobre la variedad de posj 

bilidades para n=2 ; también Codd-Levinson,citado al final 

de esta exposición , y Lefshetz, Diff. EquationssGeometry - 

Theory .
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Terminemos la demostración del' punto b) del lema 2· Ponga

mos u^íyjjZjjt) =■ u(t)· Supongamos que exista
con Cj<c2< ···, lim c^ x b^ , lim u(c^) -s y0 · Indique 
mos con un policubo abierto de amplitud b , centro yQ
y adherencia contenida, en U11 , y supongamos u(c^)€U^· In 

diquemos con 1^, ··· los intervalos abiertos (que por
absurdo suponemos infinitos) imágenes inversas por u de 
las componentes conexas de la intersección con del so
porte de u ; sin pérdida de generalidad podemos suponer 

que CíCIjl · Si (a^,d¿) es claro que u(a¿)· y u(dj
están en la frontera de , luego ||u(a^) - yQJ| = b .Sea 

t ->v(t) una solución de D^v s f(v,z^) con v(b^) = yQ , 
definida en I » (b^-é con v(I)CUfc ; podemos
suponer IL c I para i « 1,2, ... · Pongamos u(t) - v(t) 

jw(t) , definida sobre (a^,b^) · Se tiene por aplicación 
repetida del teoredk del valor medio:

Tomando limites es lim||w(a^)|| ss0 , luego de v(a^) —► v(b^)s 

syo resulta ||u(a¿) - y0||0 , contradicción.

Corolario 1 · Dj coincide con la reunión de los
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dominios de las soluciones locales continuas del problema gp 

neral · Por tanto es un conjunto abierto conexo (Un ,W m 
son conexos por hipótesis ),y las aplicaciones u^xD^—>Un> 
DtUf sDf—> son de clase C°. En particular cada conjunto 

Dz es abierto conexo .f

Corolario 2 . z fijo , El cuociente de u por las 
órbitas sea B , y πη Tel fibrado correspondiente . La 

aplicación Ψ que es continua por definición,es también abig* 

ta · En general B no es separado. Condición necesaria y sjj 

ficiente para que B sea separado es que sea "T." , o sea tjj 
do punto cerrado, o también que toda órbita sea un subcon - 

junto cerrado de Ir .

Problemas . ¿La ausencia de conjunto singular e- 

quivale a la separaciónde B ? . ¿ Es en cualquier caso B

una variedad,eventualmente no separada ,de dimensión n-1 ?

¿SI indicamos con o a un punto variable en B (o órbita), y 

L(o) la función igual a la longitud canónica de su interva
lo de definición , 0 <L(o)¿ co , es L senil continua inferíoj 

m'ente en B ? . ¿En que casos es el fibrado ψ localmente

trivial ? · Etc. Esto son sugerencias para consultar la

bibliografía (p.ej. Tesis de REEB) .

Para terminar la demostración del teorema de depen-
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dencía de condiciones iniciales y parámetros ,veamos que u. 
le *

y D u son de clase C , y que D u. (x,s,t) es no singular.
V * X X

Ante todo, observemos que se puede suponer m-0, o 
sea ausencia de parámetros. Basta reemplazar el dato f por 
el dato g definido así i

n+m o n+m n+m n m 11
gsV xR —♦ R , V aU xW , g = f si lá 1 έη (identlj.
camos ((y,z),O)=. (y,z,0) — (y,z) ) , g » 0 si n<iám+n .

Pues una solución utl —vR31·*·® del problema
D.u . gu « g(u) ,concondieión u(0)=(y,z) ,

* £
necesariamente tiene u => constante si n<iím+n , y ató prg 
c i sámente un^^= s un+n = zm . Luego la solución com

pleta u ((y,z),t) coincide con u_(y,z,t) para cada
8 f

(y,z,t) 6 Df .

Es fácil ver que los dominios de las soluciones completas ¡P 
inciden~, esto explica el oficio casi nulo desempeñado por 
los parámteros hasta ahora .

En la demostración que sigue supondremos, para no 
alterar la notación,que los parámetros están ahí, pero solj 

mente usaremos derivadas parciales con respecto a los y ·
Si logramos demostrar que D u existe y es continua en sus 

y f
n + m +1 variables,ello implicará que D u existe , etc · z f

Necesitamos apoyarnos en una ecuación con dato U- 
neal. Recordemos lo que eso quiere decir en el caso general 
Llamemos F al dato . Se tiene dada una F-.F (x,parámetros,t) 
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se fija un valor de los parámetros 7 se busca una v:I—*R& 

tal que Dv « F(v,par.,t) para t en I , Decir que F es lineal 

significa decir que es lineal en la variable x : x->F (x,».,t) 
es aplicación lineal de R11 en Bn.

El dato se dice afín si dicha aplicación es afín, 
todo esto para cada valor de los parámetros v t . La a- 

plicación se dice a coeficientes constantes si F no depen
de de t · Usualmente se usa "lineal homogénea" por lineal, 

7 "lineal" por afín · En lo que sigue nos va a interesar el 
caso lineal a coeficientes no constantes,7 los parámetros 

varían en Uxw . Explicitemos las notaciones .
F = (F1,...,^), F^= F(x,7,z,t)= x1G^(7,s,t)H«.+xnG*(y,s,t)

“ XA
donde (7,2) indica el parámetro,que supondremos varía en 
un conjunto U^Stw , mientras que (7,z,t) varía en un con - 

junto unión de intervalos jjrj x |zj xl , (7,2) variando 
libremente en uW I suponemos que cada I es uh interva 
lo abierto que contiene el origen 0^, 7 qué llamamos alcen 

junto unión de estos (7,z,t) ,conjunto D_ por conservar la
i *

notación de antes . Así ,cada G es una función con domi -
* o knio D_ 7 valores reales.cue suponemos C v de clase C en 

t ,mientras que cada r es una función cdn dominio RnxD. 

7 Valores reales , 7 finalmente F es una ¡aplicación 11 -
neal en x : F : πχΐγ —-^R11 ·

Usaremos algunos resultados elementales,de las soluciones
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con dato F ,cuyos detalles pueden verse en el libro de L» 
Graves sobre "Funciones reales",2da. edición,pags.161-162· 
En parte ellos son consecuencia de lo dicho aquí : para qg 
da (xQ,y,z) £ AuV existe una v= v(t) = v(xQ,y,z,t) , 

v«I----»R fdefinida en algún intervalo I que contiene el
origen R^ , y que supondremos máximo , tal que F(v,y,z,t ) 

tiene sentido (o sea ICI ) ,D v existe para todo t €1, yz J t *
se tiene D v = F(v,y,z,t) ,y v(0)= x ; unívocamente dj?t o
terminada por las condiciones precedentes, y v=v(x ,y,z,t) 
es continua en sus 2n + m ti variables (lema 1) . Agrega

mos, se tiene en realidad I «I para todo (y,z) ,por lo qie yz
el dominio de v-v(xQ,y,z,t) coincide con el dominio de s' 

a 2ntmtl
F : R xD. , y por tanto es abierto en R .El agregado
se demuestra teniendo en cuenta que (y,z) queda fijo , y 
que el dominio de variación de x es todo R ,por el procet^ 
miento de la demostración del lema 2 (evidente)» También ¡g 
sulta de nuestras consideraciones' que si F, es un dato aná , ailogo a F ,eon igual dominio (funciones Gg,(y,z,t) ),defin¿ 
do para cada d con | d|< € , y si para cada (y,z) fijo, se 
tiene F —¿F (d—>0) ,uniformemente para cada compacto de d

Y)x's en R y de t's en un intervalo compacto J ,y si ademas 
las normas II IL de las derivadas parciales de las F^ res
pecto de las x semantienen acotadas sobre cada compacto,ejq 
tonces la solución con dato F.,sea v.(xo,y,z,t) converge 

npunto a punto hacia v(x_,y,z,t) en R xDf, la convergencia O ·
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siendo "equlcontinúa" y uniforme sobre cada compacto de t*s 

;la convergencia siendo compacta también sobre los x*s,como 

es fácil ver aunque no usaremos (Ejercicio;). Hasta ahota S» 

llneálidad de F no intervino. Teniéndola en cuenca resulta 

(t) v(x ,y,z,t) también lineal en xo,como resulta derivando 

respecto ata una suma v(x^,y,z,t) f v(Xg,y,z,t) y reempl¿ 
zando en la ecuación * Luego " las soluciones forman un es

pacio vectorial ( (y, z) fijo) de dimensión menor o igual qie 

n f de aplicaciones de I en K n . Una base se obtiene tg 

mando las soluciones correspondientes a ,por ejemplo ,

x ss. (1,θθ·······,θ), xo o
que indicaremos con β^θ^····.··^ o sea )
de Kronecker .
La soluciones v(ea,y,z,t) son linealmente independientes pj 

ra cada (y,z) porque siendo aplicaciones basta verificarla 

independencia en un punto del dominio I jluego tómese t»0 
De aquí se deduce más : la Independencia se verifica para jp 

do t en I : si una combinación lineal de las v(e4,y,z,t) yz 1nse anula para un t , por tanto manda ese t en 0 ,debe coin

cidir por el teorema de unicidad con la aplicación idénticj 
mente nula que también manda ese t en 0n ,

Dicho de otro modo : la matriz cuyas columnas son los vecto 

££§ v(e^,y,z,t) es Invertible para todo (yfz,t)£Df .

Lo que precede es aplicable cuando se tiene un dji
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to f con las notaciones de antes, de clase C ,siendo u_ su f 
solución completa,tomando una F (subordinada a f) definida 
mediante (Λ (y,z,t) * (uf(y,z,t),z) . Por el qp

rolarlo 1, u^ es C° Cn D_ ,luego siendo k i 1 , se tiene
1 k i»· *ique G es C° , 0 sea F es C en su variable x , CK“1 en
V

su variable t, y C° en sus variables y,z » En particular F 
k-1 oes C en su variable (x,t)« Luego v(x,y,s,t) es C° en 

das sus'variables ·

Lema 3 , Existen las derivadas parciales de
u.(y,z,t) en todo punto de D^, con respecto a las variables 
y , y la correspondiente matriz Du coincida con la matiiz * X

Botas . 1- La primera columna de D_u está formada
* X

por las derivadas respecto de jr· de las diferentes compone© 
tes de u_, la cual debe coincidir con la matriz-columna

v( e_,y,z,t) . Etc .
2- Como Uf(y,z,0) » y , si existe D u^ es 

D u (y,z,O) « I · Luego siempre supuesta dicha existencia, 
y f n

para demostrar el lema basta demostrar que cada columna de
D_u es solución de la ecuación con dato F.subordinado a f. y f
definido atrás · Por simetría basta demostrar que la prime-

> .

ra columna de D u es una solución ·
y
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Demostración « La demostración consiste en nos — 

trar que los cuocientes increméntales formados para calcu - 
lar las derivadas coq respecto a y^ ,de las distintas ccmpjy 

nentes de u_ ,satisfacen una ecuación con dato F. que con - 
verga hacia F cuando d tiende a cero (d incremento de y ) 

siendo esta F la. subordinada a f,definida atrás « Se obser
vará que F está definida en un conjunto de la forma π xD^ 

donde D¿ es un abierto creciente oon la disminución de d, y 
convergente hacia D . Por lo demás se cumplen las especial 
caeiones adelantadas sobre F. · La convergencia de F. ha- d a
cia F será ,uniforme sobre cada compacto,desde un d bastan

te pequeño para que el dominio de F. incluya al compacto(de 

x's) .
Cálculo :

cd d-1(u|(y tde ,z,t) - u* (y,s,t) ) ,

luego derivando respecto de t y teniendo en cuenta que u-es 

solución de la ecuación oon dato f:
Dtc^(y,z,t) = d^íf1^ (y + de1}z,t),z) - f(uf (y,z,t),z) )c 

= (abreviando la notación )
-1 i i= d (f (y2,z) -f (y^z) ), por valor medio

j oyJ

donde Θ 1 - Oi(d,y, z,t) está entre 0 y 1 .
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Luego volviendo a las variables y,z,t ,y designan^ 
do con Gj. al coeficiente de d”l(y -y.= c? se tiene: 

dj 2 1 d

Luego c^ es solución de lá ecuación con dato lineal F,(de
finida atrás ) . Además lim F,(d—► 0) = F , odicho direc- d
tamente

Como lo que interesa es lo que ocurre cuando se fija un(y,^L 
y entonces F¿ está definida en R°x £yj x £zj x I desde un 

y
d bastante pequeño,es aplicable el razonamiento sobre la 
convergencia de las soluciones «existe la primera columna de 
D u y para cada (yjzJeu’^xw , la aplicación t —> D tu (t) 
y f vi

está definida en I y es una solución de la ecuación con& yz
to F subordinado a f , QED ,

Del lema 3 se deduce :
cada columna de la matriz D_u^, es una restricción de la so
lución completa u. de un problema general con dato (lineal
l) FaF(x,y,z,t) ,donde F es de clase :

(8) Clase F 2 miníelase f-1,clase u )f

(usamos aquí por"clase f " el número "mayor k tal que f es 
de clase C " ,para poder calcular numéricamente ) .

*

Análogamente se tiene con los parámetros,como ya se
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ha explicado t y resulta que la matriz D u- está compues- Z X
ta por columnas que son restricciones de la solución com - 
pleta de un problema general con dato (afínj)Z =, Z(x,y,z,t) 

donde Z , como se verifica enseguida , es por su definición, 

de clase :

(9) clase Z > min(clase f - 1, clase uf)

Además es claro que de la ecuación diferencial re

sulta que la columna D^Uf tiene clase

(10) clase D u^, i min(clase f,clase u^)

Decir que es restricción ·.·.·,implica en los dos 

casos anteriores que tenemos

(11) clase Du = clase u <clase D u á clase u y f f’ zf z

De estas cinco desigualdades resulta por inducción 

respecto de la clase ("estricta'*) k de f que U- tiene por 
lo menos la clase de f . Para k=l ,clase f ál implica jja 
pe u_ = 1 · Supuesto que clase f = k-1 implica claseu^Sk-l 

para cualquier dato f,entonces admitamos clase f = k.
De (10) resulta clase D^u. = k-1,además es clase 

uf - k-1 ,luego de(8)y (9) sigue qué clase F> k-1 , cla
se Z = k-1 , luego de (10) (esta es la 3ra.vez que usa -

mos la hipótesis de inducción) es de clase D^u = k-1 ,
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clase D u £ k-1 « Luego reuniendo resultados (o por mejor z X
decir reuniendo columnas ) es clase Du- = k-1 · Luego 

clase u _ k QED .

Sabiendo que u^ s u„(y,z,t) es de clase = k,re - 
sulta D u también de clase £ k,reemplazando en la ecuación v X
diferencial * Además las distintas derivadas respecto de 
z,t se obtienen derivando en D.u » f(u ·ζ) , Por ejemplo:V f f

VtUf- DtDyUf · V(uf»2)‘Dyuf »DtDzUf =Dxf(uf,z)«DzVDzf 

donde puntos indican producto matricial . Se obtienen así , 
las distintas ecuaciones diferenciales afines,eventualmente 
lineales,a que satisfacen las derivadas de u_. Para que la 

notación no se enrede hay que identificar las derivadas 
cesivas con tensores sobre R «No vale la pena establecer, 
por inducción las fórmulas generales,porque no las vamos a 
usar · De todas modos no hay dificultades conceptuales .

Lo dicho vale para kssoo «El caso analítico lo 
veremos en otra parte .

Observación importante . Las resoluciones han podido ser 
llevadas al caso en que el dato no depende ni del tiempo ni 
de parámetros» Este es pues el caso que conviene profundiza? 
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aceptando cuando sea necesario ,todos los resultados análo

gos del caso en que hay dependencia del tiempo y parámetros. 
Un ejemplo es la inducción recién hecha : para saber que u™ ad

mite derivadas respecto de y>que es parámetro para Ft hubo 

que razonar con f y u. en la cual y es variable independie® 

te · Además en la teoría que precededla proposición es o® 
tral como se ha visto por sus consecuencias · El centro de 

esta teoría está pues en el grupo monoparamétrico local h^. 

Por tanto conviene aclarar lo mejor posible los conceptos 

vinculados . A eso vamos ·

3 . Ecuaciones sobre variedades . Ante todo demos 

una interpretación geométrica del "dato" de las secciones 

precedentes «Supondremos que no hay parámetros ( m =0 ) .
XXSi U es un abierto de R llamemos espacio de vecto

res tangentes a U en al ounto x (x € U) , al producto car^g 
siano ¡x ) xR11 ·

(un vector tangente es un par (xyy))« Es un espacio vecto - 

rlal que consideramos canónicamente asociado al punto x de 
U · Si f: U —►R® es una aplicación (ahora supondremos 

empre C®), le asociamos el campo de vectores tangentes

x —>(x,f(x)), x € U . v« I —> U

es una solución del problema con dato f si D^v - fv · Esto 

se puede interpretar así · El diferencial dv manda el campo
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de vectores tangentes sobre I , t —>(t,l) , en la restrie - 
ción del campo x —>(x,f(x)) al soporte de la curva v · Con 

estas formulaciones los resultados de las secciones prece - 
dentes se transportan automáticamente a variedades (supon - 
dremos C00), y se condensan en varias definiciones y un tí 

orema ·
En lo que sigue M =!r es una variedad (C°°,como 

todo a partir de ahora) t especio separado cubierto por ma
pas diferenciablemente compatibles, no necesariamente para
compacta.

Definición . €> *° (M) . Es el haz de gérqg

nes de campos dlferenclables de vectores tangentes sobre M 
(tensores de tipo (1,0)) · Lo indicaremos sencillamente con 
ζ «En este haz cada fibra admite dos estructuras princi

pales s álgebra de Lie sobre los reales , y (si la fibra qj 
tá sobre x € M) módulo sobre el anillo conmutativo de los 
gérmenes de funciones dlferenciables a valores reales , en 
el punto x . El producto de Lie es el paréntesis de Poisson 

que es deducido del producto "aplicación sucesiva” de gérqg 
nes de campos vectoriales en un punto x | respecto de este 

producto la fibra sobre x es un álgebra asociativa sobre bs 
reales a la cual está subordinada la estructura de álgebra 

de Lie antes mencionada ,

1
Definición de (L (M) es el haz de gérmenes de
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grupos lósales diferenciables ,monoparamétricos ,de homeomor- 

fisaos locales diferenciables de M . (p por parámetro ) .Lo 
indicaremos con G ,

Por definición un tal grupo es una aplicación di^g 

renclable ht TJxI ->M : (x,t)—>h(x,t) donde U es un abier

to en M ,1 un abierto en ,que supondremos conexos, I entoj 

no de 0 ,tal que para cada t fijo ,1a aplicación x—^h(x,t ) 

es un homeomorfismo local (que resulta tener dominio U ,y ser 
diferenciable) de M, sea h* :ü —,de modo que la aplica - 

ción t —>h. es un homomorfismo local del grupo abstracto Ir* 

en el seudo-grupo abstracto de los homeomorfismos locales de 

M . Por lo demás este homomorfismo - a consecuencia de los 

axiomas- respeta las estructuras topológicas y diferenciabas 

de ambos seudo-grupos ¡en particular h es la identidad so - 
bre U,y cuando t —>0 h converge uniformemente sobre cada t
compacto a la identidad sobre ü .

G, admite estructuras algebraicas análogas a 

lias pueden definirse directamente, o mediante las estructuras 

de & , transportadas por la correspondencia φ que pasamos a 

definir ·

Definición ♦ ¿fi Φ · Sea Ϊ = ^(h) el ger-

men del grupo h en el punto x € U · Para toda función a valo-
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res reales *dlferenclable y definida en un entorno de x en U 
sea g* definimos Xg como aquella función en un entorno de x 
dada por

Xg(y) = lim(t—> 0) (l/t)(g(h(y*t))-g(y)) .

El gármen de Xg en x depende solamente del germen de g en x 

y se verifica que Y_(g)-----(Xg) es derivación del J
X

nlllo de gérmenes de funciones dlferenciables en x , luego*

g £dicha correspondencia es un vector tangente a M en x *que 
dicamos con X . La asociación x ----- * X_ *x € U define

campo de vectores tangentes sobre U que es dlferenclable * y 
cuyo germen en un punto x_ no depende de h sino (h) . Ta 
sea* en concepción de pre-haz o de haz se tiene así una ap^ 
cación § jG

Los resultados de las secciones 1 y 2 se resumen 

en el :
TEOREMA . φ es un isomorfismo deClsobre v

Demostración · Consecuente de las definiciones 

(reformulación de los teoremas del número 2 ) . Este isanor- 
fismo admite una propagación canónica a los respectivos gru
pos de cohomología de la variedad respecto de cada uno de 

chos haces · El haz b es más manejable*en el sentido que su 
estructura algebraica admite definiciones más sencillas · Es
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claro que H°(M, CL ) H°(M, £>) ,secciones globales respqg

tlvas (supondremos ahora M paracompaeta -caso clásico- y la 

cohomología puede tomarse la de Ceeh) . Para estas secciones 
el isomorfismo de vuelta φ nos da para un campo x dife - 

renciable global de vectores tangentes sobre M , el campo de 
órbitas locales parametrizadas que resuelve la ecuación di£g 
renclal con dato X · Esto termina la formulación del teore

ma de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones di£$ 

réndales ordinarias ·

Si M es compacta,cualquiera sea el campo de vecto - 

res tangentes, sea X ,existe un grupo local h de la forma 
hs Mxl---- , tal que x—>Yx(h) coincide con φ LX) .

(pues M puede cubrirse con un número finito de dominios Ui 
correspondientes a U^xl^-----> M determinantes de

luego,tómese I & intersección de los I.) ·
Como II es simplemente conexo ,1a aplicación t->hfc,

1
t ·€ I , admite prolongamiento único a t —> h. ,t € R · luego t

COROLARIO · M compacta .
A todo campo diferenciable de vectores tangentes definido qg 
bre M,corresponde un grupo de automorfismos diferenciables da 
M,parametrizado por R ,con parametrización diferenciable,sea 
t->h , t € R* ,tal que l£s órbitas parametrizadas corres -

*

pendientes resuelvan el campo dado · La correspondencia es gi
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nónica natural y bidnivoca .

La dependencia dlferenclable del parámetro se expresat como 
sabemos por la condición que h:MxR^—>M:(x,t)---- >hx(x)sea

aplicación C00 para las estructuras de variedad C°°del don¡| 

nio y de la imagen . Este corolario tiene aplicación para & 
minios otros que los-u del n<J 2, porque nunca un abierto no 
vacío de R es compacto.Por ejemplo para esferas y toros ( 
Etc) híx^t) es la integral completa canónicaj esencialmen
te la integral completa canónica es la aplicación h (si a- 
vanzo t minutos a partir de un punto fijo x ,y luego consi
dero el punto donde estaba hace t minutos,me resulta x ; 

cualquiera sea t ).
En el caso compacto buscar una integral comple

ta global es buscar una aplicación de ΜχΙΓ sobre M regular 
de rango = (dimensión de M) en todo punto,constante sóbrelas 
órbitas ,sea G . Ello equivale a que el diferencial dG man
da el campo (x,t)—·>(Χ^,1) en el campo idénticamente nulo 

sobre M .

Problema . Sea (N,T) una variedad N ,más un 
campo dlferenclable T sobre N , de vectores t^jj 

gentes nunca nulos . Determinar que condiciones debe realizar 
el par (N,Y) para que exista una variedad M y una aplicaciú 
G de S sobre M ,tales que dG(T) = 0. En caso de existir un 
tal G:N—> M,existe ? uno con la propiedad de maxlmalidad
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(estructuras universales) tpara todo G_ existe un F oon 
FG » G , G s maximal . Análogamente se pide dado (Ν,ϊ) una 
aplicación G:N —>N,maximal en el sentido de antes tal que 

dG(T) zx 0 ¡aquí G no tiene que ser suryectiva . Por ejemplo 

si lás órbitas son cerradas (Corolario 2 del n® 2 ) , puede 
ponerse M = N/Y , G-proyección canónica ·

Del TEOREMA resultan como corolarios otros teore
mas de integración de "campos de elementos de contacto" . 
Resultará claro que el caso en que el dato es un X -campo 
de vectores tangentes- es el caso más general, o mejor di
cho más precisado .Dejando a X cierta libertad tadavfa hay 

problemas de integración con sentido .

PRECAUCION : para nosotros X es una sección del 
haz & ¡luego X_ es un germen del campo vectorial en el pqp 
to x ,y no un vector tangente . No hay peligro en la idej¡ 

tificación cuando se sabe de qué se está hablando ·

l

^zes ,como sabemos,un espacio vectorial de dimqj} 

slón infinita sobre los reales,7 un módulo libre de rango n 
(» din M) sobre el anillo conmutativo de los gérmenes deftjj 

dones diferenclables a valores reales,en el punto x ·

Dado el campo de elementos de contacto X, definí—
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dos los tres campos : » H*) » M(X) mediante:

I*V(X) , a cada x t M asociamos la subvariedad XI 

neal de T ,espacio tangente a M en x ,formada por los múl
tiplos reales del vector tangente ,sea L· (X) , Geomé
tricamente el campo x —> L^CX) asocia a cada punto x de M 
o bien el punto x o bien una recta tangente a M en el punto 
x jen definitiva una variedad lineal tangente de dimensión 

í 1 .

M(X) : es el campo x—>Μ(Χχ) ,que asocia el pu> 

to x € M,el submódulo de ?■> engendrado por el gérmen X_ , 
sea M(X ) , f Es claro que MÍX^) es un módulo libre de rango 

l,en el cual es generador cualquier germen de campo vecto - 
rial que en el entorno del punto x pueda representarse como 
el producto de X por una función a valores reales diferente 
de 0 en el punto x . En particular,si al campo X sobre Mse 
lo multiplica por una función a valores reales (diferencia 
ble) f con f(x) / 0 para todo xcM, sea fX = Y, el campo Y dj 
termina en cada x £ M un germen que engendra también Μ(Χχ): 
esto da una interpretación sencilla a M(X) .

M(X) está determinado no por X sino por la clase de 

los Y que son de la forma fX , f 0 en todo punto de M · 
Más precisamente M(X)»M(Y) equivale a "existe f /= 0 talqie 
X = fY" . Geométricamente el campo M(X) asocia a oada x , ó
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bien el germen de M en el punto x (cuando X es ident¡i 
cañante nulo en un entorno de x) ,o bien una "recta" tangeg 

te al germen de M en el punto x,de gérmenes de campos vectjfi 
ríales en el punto x . "Recta" entendida para el anillo de 
coeficientes formado por los gérmenes de funciones en x · - 

Más sencillo : el campo M(X) es el concepto constituido por 
un campo de vectores sobre M más las posibles deformaciones 

de dicho campo que solamente alteran.diferenciablemente , el 

módulo o sentido del vector,pero sin anular a un vector que 
no es nulo, ni sin desanular a uno que es nulo.

Si M es conexa es claro que la deformación o bien 

altera todos los sentidos, o bien no altera ninguno «Al ha
blar de módulo estamos introduciendo subrepticiamente tna ¡¡¡a 
trica ,1a cual no tiene nada que hacer aquí, Al hablar de 

deformación no se deoe entender "contlnua"en el sentido ho

mo tópico. Huelgan comentarlos ·

L(X~) : x —LjjÍX) ,donde L^X) es el subes-

pac lo sobre los reales,engendrado en € χ por el germen X- 

Tiene dimensión 0 si X se anula en un entorno de x idéntlqg 

mente · De lo contrario Χχ o ,luego,la dimensión de Lj¿X) 

es 1 sobre los reales . Estas son rectas decentes .
L(X) B L(X) si y solo si X e T difieren en un entorno de qg 

da x,multiplicativamente en una constante. Luego si M es qg 

nexa ,si y solo si existe un número real a / 0 con aX = X ,
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Análoga interpretación geométrica . En los tres casos el 4S 

to de la ecuación diferencial sobre M es un campo de varie
dades lineales de dimensión menor o igual que 1 tsituadas t 
en módulos tangentes en los distintos puntos de M ;estos csgs 
pos son dlferenclables en el sentido que están construidos 

sobre la base de un campo dlferenclable, en el sentido corjg 
cldo,de vectores tangentes (o de gérmenes de o.v,t·) · La 
diferenciabilldad puede definirse directamente definiendo , 
haces o fibrados convenientes» y el campe como sección(resp) 

continua o dlferenclable « ejercicio para el lector ·

Veamos la solución para cada ecuación diferencial · 
Tomemos el caso M compacto conexo | el caso general se tra
ta en forma análoga ·

a
Dato L(X) , La solución es el grupo lu desparame - 

trizado· Existe pues correspondencia biunívoca entre los dj| 
tos L(X) y los grupos de Lie de dimensión menor o igual que 

1 »conexos (un elemento»reales módulo 1»reales) de automor- 

fismos de M, Todo ,
0 también :1a solución es una descomposición en ór

bitas cuyo parámetro está determinado salvo dos constantes 
la aditiva de antes y la multiplicativa de ahora.

Lo dicho resulta de que dos parametrizaciones dis - 
tintas con Ir* ,de un grupo dado,difieren en un automorflsaio
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de R , o sea una multiplicación por una constante no unía 

(positiva o negativa) ,y los correspondientes campos vecto
riales difieren en una constante multiplicativa,1o que era 

la condición necesaria y suficiente para que el dato L(.) 
coincidiera para los campos en cuestión .

Dato M(X) - L^(X) , De I^ÍX) = \(Y) resulta que

para todo x el vector tangente engendra el mismo espacio 
que · Poniendo f(x) = O si este espacio es el origen , y 
Υχ=Ρ(χ)Χχ en caso contrario tenemos , Por hipótesis,
X e Ϊ son diferenciadles · f es diferenciable en 
do punto en cuyo entorno X se anule, porque entonces es f»0 
idéntica ente · SI X ¿ O en todo punto de un entorno de x 
existe g definida en un entorno de x,diferenciable,tal que 

X es diferente de cero en todo punto de un entorno de x ©-S
Pero se tiene Xg(y) = f(y)®XgCy) en un entorno de x e De 
quí se deduce que f es díferexiciable en la subvariedad de M 

formaua por los puntos donde X £ O o X es localmente nula^L 
resto es ralo en M * Esto permite 'comparar los casos I· (X) 

y M(X) » (Podemos suponer que el campo no es idénticamente 
«nift en ningún abierto)«En un abierto donde el campo nunca es 

nulo los campos subordinados y M(X) coinciden ese& ·
cialmente. Integrar el dato Ιγ(Χ) significa encontrar un 

germen de subvariedad en un punto x,de dimensión l,cuyo gqg 
men de pampo de tangentes rectas coincida con la restrice&fe



- 58 -

de Li_(X) a la subvariedad , Luego la solución del campo 
L_(X) es la descomposición en órbitas,desparametrlzadas · 
Luego lo mismo para M(X) . Si verdad, si el campo X se aqjj 
la en algún punto de M se debe rechazar la definición de 
L (X) que no es adecuada más que para comparar geométrica» 
mente con M(X) ,cuando el campo no se anula en un abierto*

Botas . 1- Falta,para completar la descripción 
una definición directa de "descomposición en órbitas11· Pa
ra el caso de dimensión cualauiera esto es uno de los ob
jetivos principales de la teoría de las variedades folla - 
das (ver tesis de Heeb,y bibliografía allí citada) ,

2- De M(X) = M(Y) se deduce la f afir
mada para un entorno del soporte de X,el cual entonces co
incide con el soporte de Y,de modo que X = fY ,f ψ 0 en to
do punto de su dominio · Si el campo se anula Idénticamen
te en un abierto , f no resulta definida allí. Hay que tqr 
minar la definición a pulso. Esto se hace usando un lema de 
extensión conocido usando una particicn difereaciable de la JJ 
ni dad. Por lo demás, para el problema que teníamos entre manos 
esa extensión es inesencial · Lo que queríamos era Inter - 
pretar geométricamente el significado del concepto de so
lución para el dato M(X) : queríamos llegar a que "tambiéif 
la descomposición en órbitas sin mención alguna de paráme
tros u orientación,podía concebirse como nlan solución de
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un problema diferencial .

3- SI queremos que la solución sea la des· 
composición en órbitas orientadas,basta definir X equiva - 

□.ente a X cuando existe una f estrictamente mayor que Otal 

que X=fY · Este para el dato M(X) «Análogamente para los 

demás · En particular,tomando X 0,tenemos que sabemos ijj 
tegrar un"campo dlferenclable de semirrectas tangentes" y 
que la solución es una descomposición en órbitas orienta - 

das o si so prefiere,la solución es una clase de grupos de 

Lie, etc.
U· Véase Coddington-Levlnson ,Theory of Οχ 

dinary Diff. Equa.,Mc Graw-Hill Book Company. Caso de 

Mstoro · 2 ,y otros casos con n = 2 ; últimos capítulos <ü 

libro ·
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