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SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1l - El problemg restringldo local .

Sea f: U — RO y de clase Ck s una aplicacidén dada , de un a-
bierto de B® en Rn. Se busca una aplicacién v: I —5U, de cla
se Ck sy de un ablerto I de Rl s en U ,que mande un punto fijado
en I en un punto fijado en U , y que satisfaga la ecuacidn dife
rencial Dv = fv ., Como se sabe , 8i k¥ =2 1 ,tal solucidén v ex
xiste y es ™inica" . Expondremos gquf estos hechos , introdu -

ciendo las definiciones que nos resulten convenientes .

Llgmemos Dbk ’

real positivo , &l conjunto de las aplicaciones f: I —>R" ’

XK 3 0)1,2500000e,M,W, ¥ b un minero -

de clase Ck sy CON dominio en el policubo cerrado de amplltud b

en torno al origen o del espacio R' , En s{mbolos ’

Ig = 5 x € r® . =zl £ o }; siendo ”x"la norma
pOliCﬁbica “x “ = max (lxl‘, ‘XZ(, oooooo,‘xn\);
1 2 n
X = ( X X ,00000001’35 )o

Puesto que por definicién cada £ €D,, admite una extensién Cls

bk
a un abierto de R , tiene sentido hablar de Df(x) para los =x
de norma b si k¥ 2 1 ; mas generalmente ,las derivadas parciales
de las componentes de f hasta el orden k estin definidas en 1la

frontera de Ig ( son inderendientes de la extensién ) .

Ejercicio « Sea A un subconjunto de R® Y 2 un punivo aa
A+ A se dice un conjunto de unicidad para las derivadas par—
clales , en el punto z ,si toda aplicacién g: A —-ﬂ>Rn de cla

gse Cl en un entorno de z tiene derivadas parciales determinadas



independientes de la e xtensidén . Es claro que puede sustituirae
R por xt y admitir que g es a valores reales . Dar propieda =

des necesarias y suficientes para que A sea de unlcidad en z .
(S8 kX2 2 no se obtiene novedad. Por qué ? )

Los elementos de D se llama~4n dgtos del proble-
ma restringido local gue consideraremos enseguida . D‘bk se pus
de normar con cada una de las normas | ”p (02 p<k) de-

finidas,para cada dato f como el supremo en I: de todas las
uerivadas parciales de las componentes de f hasta el orden p in
clusive . Bs claro que D D D D evesseces )Dw ) wa’ que

bo bl
las normas || "p tienen fuerza creciente con p , que ﬂ lk
convierte a D, en espacio de Banach , que la completacidn mé=
trica de D, respecto de | "p es canénicamente isométrica con

Dbp s ¥ que Dbm es un espacib métriee completo separable no nr
mable respeoto de la topologia de la convergencia similtaneg no
uniforme de las normas || n I)('topologien. supremo) : topologia lim

mada C® « Sobre wa operan todzs estas topnlogfas .
Si a es un mimero positivo y k¥ como antes definimos ai
conjunto 8 X de las aplicaciones v: Ii ___,.Ig o con

v (01) = 02 s de clase @k o Yqui Ii es el conjunto de loa
t €RT tales que-alt<a . S @S el espaclo de las "sglom
ciones " del problema reetringido local . Para estos espacios,
pueden introducirse las normas andlogas a las precedentemense d@
finidas, que indicaremos con los mismos simbolos : [] p ' S, 4
valen analogas oconsideraciones sobre las relaciones entre los
distintos tipos de convergencia  En particular S, e3 un espg

ak
oio métrico ocompleto y separable raspecto de || "k .

Definieién . Ilamamos problema restringido local
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{con dato £ , donde £ es un elemento de un conjunto Dy ) al
problema de encontrfar una aplicacién w : I —>R® s donde I es
un intervalo ablerto que contiene el origen de 31 ¥y que verifiem

1) u ea de igual clase que £ ;

2) w(ol) = O ;

3) se tiene u(I)CI  , y para todo €I s :

Du(s) = fu(t) = 2£{u(s)) .

Una tal aplicacién w se denomina una solucidn del
problema restringido local de date f .

El problema se conaldera"restringido®™ porque no ine
cluye las importantes cuestiones de condiciones 1iniclales y pg
rémetros . Se considera local pa que se pide que la solucién es
té definida solamente en glgin intervalo I que contiene el ori-

i

gen 0 , y por tanto ro se busca "prolongar" la solucién hasva

donde puede ser definida

Si u e2 una solucién para un £ dago, y si J es un
subintervalo abierto de I que contiene Ol, la restriccién de m
a J 63 otra solucién del miamo prqblema (evidente) .

Teorema de existenclia y uniclidad para el problemg restringido b
cal

2
(k21) admite al menos una so

El problema coun dato f
lucién ; dos soluciones del mismo problema poseen restricciones
idénticas .

El método de demostracién que usaremos se debe a Pi
card ,9¢ llama el método de aproximaOidnes sucesiwvas , y es ca-
so particular del teoremg ya visto en Exp. 1 que afirma que to-
da aplicacidén contimma contractiva de un espacie métrico comple
t0 posee un y sélo un punto fijo o El método de demostracidén rre

porciona elementos accesorios al emunoclado del teorems , y ent®
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ellos miestra que la solucién depende , en un sentido a preci -
sar , en forma continua del dato , y también da el tamafio mini-
mo del intervalo I de dominio de la solucién en base al dato f.
Ambos hechos conviene incorporarlos en un "enunciado precisado"

del teorema de existencia y unicidaa .

1eorema (de E.U.C.) Existencia=Uniciaad=Continuidad.-
Sea f un davo , en D conk=1, Sea I = I, el in-

tar vale gbierto simétrico en torno gl origen de amplitud (radio)

a = min (b,1/n
£ TE,

del problema con dato £ ,con dominio X

Exiate una solucidn u

4 T

que verifica

a) u, es de clase g+t (conservacién o mejora de la clase );

b) 51 w es una solucién eon dato £ ,salvo por suponerse S¢
lamente de clage uo,darivable en todo punto de su domirio,

entonces u y u, admiten restricciones id4nticas (unicidad

local fuerte) ,al mayor intervalo abierto J simétricc en

torno al origen,contenido en ambos dominios,

¢) 1la aplicacién £f—>u, determinada por lo que precede , es

convinua ,pars las dos normas I “o' cuando se la restrin-
ge a un conjunto de “bk acotado an noma ” “1. M4s pre-
cisaucnte y correctamente ; sean £ y & eon Yo 0 y

a < min(ai,,a_) s entonces exlisten las restriceciones de u

f
y ug al segmento Ia = g o lsl £ a } 2y Son dos funelg
a

nes u_, y u selemontos de S s Yy 9@ tiene
£ S ak

(L) “ ‘Il; -u: "O '-<_—_ .._]%;_ "1‘.’-5 IO ’ con

r = an uI“l °
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Observacién . La condicién(b) ssegura que u_ es dnice ,luego,

¢
la aplicacién £ -——> uf estd bien definida . La desigualdad(l)

implica que si f ¥ ;n varian en Dbk

en norma || "1 , ¥ 81 £ converge uniformemente hacia f,entonces
n

en primer lugar la soluciones u, tienen un dominio comin de defi

, manteniendose acotadas

nicién (porque los a_ estén acotados por encima de cero ) y se-

T
gundo que dichas soluBiones convergen uniformemente sobre cada

intervalo comin de dominio, y precisamenite hacia la soluciénuf

es continua ,restringida a conjuntos =a

La aplicacién ¢ —>u,

cotados en norma Cl,también.para las demds normas CT ; en parti-
cular si k = oo (Generalizacién para el lector) . La cota en (1)
puede mejorarse con la cota aer, lo que significa reemplazar la
serie geométrice 1/(1-r) por la serie exponencial et « La conti-
nuidad de f.__q.uf en el fondo es un refinamiento de la unicidad
de la solucibén : si £ y g édifieren e cero¥, Situacidn andloga
a 1o que ocurre en el teorema de la funcién inversa {(Exp.l): si

un operador contractivo h = h_ depende “continuamente " Jde un

o
dato £ ,entonces el punto fijo también depende continuamente de

T j;consecusncia del hecho que el punto fijo depende continuamen-
te de h , y de la transitivided de las aplicaciones continuas ,

En el caso presente ,los operadores h_, operan en espacios que de

f -
penden de £ ; pero si £ varfa en un conjunto C'-acotado ,enton -

ces los hf pueden ser restringidos a un mismo espacio ,y el razo

namientv anterior es aplicable .

Demostracién . Se toma f en D luego se toma un a

bk’
cvalquiera meaior que 9,f s+ luego se delfine en Sao un operador h
que manda S _ en S (10s valores estardn en S _) ,mediente :
ap ap ap+l

B(vi(v) = f f(v(s))ds , ws_,-estie

(2)

Usando las desigualdades elementales :

*

entonces ur y u difieren en cero.

&
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el < fe] < e,
(3) I]f(x)-f(Y) I <n "flll ﬂx - y“

(la segunda consecuencia del teorema del valor medio § obsérve =
se que estamos perdiendo mucha plata en estas desigualdades , ¥y

que por tanto podrd ampliarse si se quiere el &8 y el r del enup

¢
ciado)yresulta que h opera en S y es contractivo , Luego posee
ao
un punto fijo y solo uno , Llamémoslo v ( hx=h depende de a y
a a

de £ ) .La ecuacién hv = v equivaleycomo es facll ver , a
v(Oljmon ’ v(I:) C I: y Dv(t) = fv(t) = f£(v(t)) 4, para todot
de Ii . De esta Yltima ecuacién,por ser fv(t) continua yresul-
ta que Dv(t) es continua , Luego v es C1 $ luego fv(t)es Cl(kél)
luego Dv(t) es Cl,luego v es 02, 0tCeveeees OSe tiene asf que

v, €S sy yas 81 k =00, w, Para deducir ycuando k-w
ak +1 amw

que v no sdlo pertenece a S sino a S , se necesita un razo-
a am aw

namiento enteramente diferente , Dejémoslo de lado por elmomento.

Llamemos u & la restriccién de v al intervalo abierto
a a

(-ay2) , Es claro que u, es una solucién del problema restringi-
do local con dato £ , S1 a y ¢ son dos nimeros positivos meno-
res que as 4 por ejemplo a <e¢ yes claro que v, y la restriccim

c

go las soluciones u, con a<:af determinan en forma evidente una

aplicacién Up del intervalo If en I: que es una solucién del prg

de v. a I; son puntos fijos para h:aha. Iuego coinciden ,Lyg

blema restringido local cbn dato £ ., Para demostrar la condi =
cién (b) del enunciado se observa que la u dada por ser deriva -

ble es continua ,luego su restriccién a cualquier segmento I,
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contenido en J estd en S y es punto fijo para h=h § 1luego
ao a
coincide con la restriccién de u, a I: .

Para demostrar (c) adoptemos la notacién del enun=
ciado ., f y g estédn dados ,10 mismo a < af,ag . Nos coloca=-
mos en S, . Tomemos en Sgyx los elementos v, =w_=aplicacibn
identicamente igual a 0% , Llamamos Vyp s¥m 1lOS m-ésimos itera-
dos de (resp.) v,yw, por (resp.) h=he , h:-hg o Y tomemos la

acotacién grosera evidente :

”f(vm-l)-ﬂwh J

”vm(t)-wh(t)" < a.max ”f(vm_l)-g(wh_l)"=§=am$x _1

Io I3
bl 1 )-gleg_p)l } .

Aplicando valor medio a la primera diferencia sigue (ver (3)):

|+als-e | ,

“vm"n " o s a.n, o

fnluvm-l-wh-l
férmula recurrente que nos da (l)inmediatamente ., Pruebe el
lector de mejorar la cota , tomando como funcién comdn de par-
tida Vo™V al punto fijo de entre h.f y h8 que tenga "menores"
acotaciones para los valores y derivadas de la correspondiente

f y g8 o+ En un caso préctico puede interesar ,

El problema restringldo global tiene como dato una
aplicacién f: U.__,RF de clase Ck y como solucién la descompg
sicién de U en curvas diferenciables parametrizadas (puntos |,
circunferencias y rectas diferenciablemente sumergidas),el pa-
rdmetro estando determinado ,para cada curva salvo una constgn

te aditiva ,
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BEn lugar de tratarlo especialmente expondremos el
problemg general global ,que incluye dependencia de las conui=-
ciones iniciales y de los parédmetrosyambos importantes para las

aplicaciones ,

2 o El problema general .

Szan g y W conjuntos ablertos conexos de los espaclos (resp.)
R® y R , y sea £:0 W —»R® una aplicacidn de clase Ck ’
K Oylyeceeosyor W , Llamaremos a £ el dato del problema ge-
neral, o el segundo miembro de la ecuacién diferencial ordina=-
ria de primer orden,explfcita y,con m pardmetros,caso general,

(independiente de t) .

Defipnicidn de soluecién loc ma_general .,

Dado f llamaremos ypa solucién local del problema general con

dato f a una'aplicacién u: UxWxI-——pr gy donde

1) Uy W son abiertos no vacfos contenidos (resp.) en U2 y we
I es un intervalo abierto de Rl que contiene el origen 01;
el dominio de u es el producto cartesiano UxWxI jla imagen
de u est{ contenida en U™ ,

2) para cada par (y,z) E_wa,(y==(yl,y2,...,yn),z-=(z1,z2..£5)
laaplicacibn t —u(y,zst) 4 de I en R® es derivable en to
do punto de su dominio ,y para todo tal punto t verifica :

Diu(yyzyt) = f(uly,zyt)yz) .

3) para todo (y,z)€UxW es u(y,z,0)=y
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Comentario . 3) es la condicién inicial clésica 3
estamos conslderando datos f que no dependen de t jcomo se sg
be esto no importa restriccién para los teoremas de existen =
cia y unicidad: si g:Un-lxlewm___a.Rn-l es un dato que depep

de del "tiempo" ¢ ('g(xl,...,xn'l 1

’tQZ ’.”’Zm) ) Se pasa a].d_g

to que no depende de t ,
f(x]',...,xn'l,xn,zl,...,zm) - (gl(xl,...,xn,zl,...,zm),g2(..),
reenrg® TR =1)
En particular aceptamos el teorema de E,U,C.para estos datos
més generales,formulacién restringida , Fi{sicamente : una co-
rriente no estacionaria puede concebirse en un dominio dado ,
como la proyeccidén sobre el dominio ,de una corriente estacig
naria en el c¢ilindro producto cartesiano del dominio por el ¢
Je del tiempojla seccién material del cilindro se desplaza am
velocidad constante igual a 1 , o sea cada partfcula tiene vgc
tor velocidad con proyeccién constante igual a 1 en la direc-
cién del eje del tiempo ,
Reunimos en el siguiente teorema el resultado bdsico sobre ks

soluciones locales del problema general ,

TROREMA S,P.G. (Solucién del problema general) .,

i) Dados dos conjuntos compactos A , B contenidos (resp,) en
n

L WD existe una solucidén 1ocai,continua en sus n+m+1
variables,ysea uycon dominio UxWxI,con UDA ,WDB ( EXIS

TENCIA ) .
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(11) Dos soluciones locales (mismo dato f) coinciden en la ip
tersececién de sus dominios ( UNICIDAD) .

(111) toda solucién local es k veces continuamente diferencia-
ble en sus nt+m +l variables; es kt1l veces en su vae
riable t , CONSERVACION DE LA CLASE (Conservacién de la"

categorfa") .,

Vamos a definir ,antes de pasar a la demostracién ,la sg

lucién completa del problema general .

Definicidn . QRroblema restringido de dato f,¥sz 9 es d

problema de hallar una v:I-—»Un,derivable en I 4tal que
v(0) = y,Dv = £(vy2) .,

Una tal v se llama una solucién local de dicho problema .,

PROPOSICION 1 . Existe al menos una solucién local,datos f,y,
z 4dos tales coinciden en un entorno de 01 s ¥ toda solucién )
cal es de clase Ck+1, Sl k es la clase de f ,

DEMOSTRACION : La dltima afirmacién :v,supuesta solucién

localyes derivable luego continmua,luego f(v,g) es contimua ,

1

luego Dv es continua ,luego v es Cy,luego f(v,z) es Cl,......

Demostremos 1las dos primeras afirmaciones ., fyy,2z dados , b
jgual a la mitad de la distancia de y al complementario de o

n n
81 U =R, ponemos b=1 , Definimos 1 00- y——»Rn (dife =

f&z

rencia vectorial) mediante fyz(x)= f(xty,z) j llamamos fbyz

su restriceién a Iﬁ 9y ¥ llamamos Vos la solucién canénica def]

nida en el teorema EUC de seccién l,con dato ;:z (la up de a-
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111f)s3entonces uyz’ :rhryz ( y=aplicaciédn constantemente iguala
Yy scon dominio igual al de vyz) es una solucién local del prg
blema restringiso de datos fyy,2z . Verificacién para el lector.
Se ve que si V19V, SOn soluciones ,dato f,yy2Z, entonces V1 =Yy
v, -y son .soluclones,después de restringidas a un 1intervalo
conveniente del origen Ol,del problema restringido de dato f:;

(seccibn 1) ,luego por ECC coinciden localmente,luego v, ¥V,

también , en torno de 01 . Q. E. D .,

PROPOSICION 2 , Dos solucinnes locales ydatos fyyy24coinci =

den en la interseccidén de sus dominios ,

DEMOSTRACION , Sean I, J dichos dominios .Ambos sm
intervalos ablertos que contienen ot y ¥ su interseccién es o -
tro tal ,sea H , Bastard demostrar que el subconjunto Cde EH
donde las soluciones coinciden es un conjunto no vacfo abierto
y cerrado , C contiene O1 y es cerradoyporque las soluclones ,
son continuas , Si1 s€C , y VisVp son las soluciones dadas
uq(t) = vl(s +t),u2(ﬁa\5($}ﬂ, son soluciones locales,datos :

f,vl(s) = v2(s),z 9
T restringido a un intervalc ablerto bastante pequefio en torno
1

a 0™ ,

Luego u ..u2 en un entorno de Ol,por prop,l , luego

1l
v, =V, en un-entorno de 8 , Luego C es abierto . Luego C 4H.

37 2
orolario . Existe una solucién local del problema -
restringido con datos £,y,2 que tiene dominio mdximo,uni-

vocamente determinada por f,y,8 ,



de dato £ . Es la aplicacién ugycon dominio
Df= U iy}x{z}xlyzcwml — Rl (v g va-

riando en (resp,)U® ,W®), definida por el corolario precedente,

La solucién completa estd caracterizada por la siguiente propie
dad , (SC) sea v:I —» U2 una aplicacién de un intervalo abier-
to cualquiera de B;,que verifica identicamente la ecuacién dife
rencial Dv=f(vyz) para algdn 3 , Entonces se tiene 1dénticamep
te en 8 4 t s v(s+t) = up(v(s)yzyt) 4 s variando en I 4, y t v3
riando de modo que 8+t varfa en I , Fijando un 8 en I ,se tie~-
ne asf que la aplicacién v es unag restriccién de una traslacién
de la solucién global de un problema restringido (preciso : da-
tos £,v(8),2) .

Bs en el sentido (SC) que la solucién completa con =
tiene TODO lo que puede deducirse de la ecuacién diferencial dag
da .A partir de ahora,se podrfa decir ,demostrar propledades de

la ecuacién equivale légicamente con demostrar propiedades de u,.

PROPOSICION 3 , Si para el par (y,2z) se tiene f(y,z) = On,en-
tonces Iyg= Rl y U(yy2yty) = y 4dénticamente en t: la solu =
cién global del problema restringido con datos f,y,z es gons -

Xante .

DRMOSTRACION , La aplicacién vsﬂa;a.y es una solu =
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cidén local del problema restringido de datos f,y,z . Como su dg
minio mdximo absoluto en R; sentonces coincide con la solucién
global del mismo problema restringido ,

Definicién . £71(0P) se llame el gonjunto gingular de
la ecuacién con dato £ , Es un subeconjunto cerrado relativamen=-
te y contenido en ol xw® o Por lo visto en Exp,l 481 £ es regu -
.lar de rango constantemente igual a r en todo punto de f-l(on),
el conjunto singular es una subvariedad diferenciable de dimen-
8ién nim-r , Normalmente interesa mds la regularidad de la reg
triceién de £ a U'x i.z} 9 ¥ el conjunto singular correspondiep

te o

n n

PRGPOSICION 4t , Sean 'nl $s I-0 , u2:J —»U 4, las solucio =
nes globales de los problemas restringidos de dafos ,resp., f ,
Y1 12 3 £37,32 o Supongamos que para un s€I se tenga y2-_-.u1(8)

Entonces
1) J= I-.

2) u,(t) = uy(t+s) ypara todo tE€I -8 ,

DRMOSTRACION ., Definimos v, con dominio I-s mediante ,
Vo(t) = u,(t +8) . Se tiene v2(0)=u1(s)=y2= u2(0) s ademés ,
v, es solucién de 1la ecuacién diferencial con dato f yluego por
ser u, la solucién maximal »U, ©s una extensién de vV, jen part}
cular J92I - 8 4 y por tanto J contiene =8 , Definimos ahora :
vl(t)=-n2(t-s) sobre J+s , Como antes ,resulta v1(0)=u2(-s) -
= v,(~8) = u(0) yete, , ¥y I>J+s , Luego J=I-8 , Vy=up,

Vl= ﬂl .

Conviene formular esta propos. mediante la u, 3
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(l'l') uf(uf(y, Zy 8)’2, t) = uf(y’z,t+8) 9

interpretado : si (y,248),(y,2,t+s) estén en D, ( dominio de
uf) sentonces también (up(yy298)y2yt) € Dp y ¥ se cumple (4)smés
las otrtas dos varlantes,si dos de esas ternas estdn en Df lo eg
td la tercera y vale (&) ,

Supongamos z fijo . (&) puede interpretarse como una
propiedad de homomorfismo ,Para cada ndmero positivo a defina -
mos D_ como el subconjunto de " formado por los y tales que

a

o= < =<l = 4
Ixyb Ia= t:=a=t=a } o 0 también Da iy.(yaz,t)EDf} para
todo t con |t | £ a ,bastando que (y,z, la)€D, , S1 1tl Sa dg

finamos htz Da-4>Un smediante
(5) ht(Y)auf(y’ z,t) ( ht depende de 2z )

Entonces la (4) se escribe

(%) h{'.hs = ht+s

o sea la correspondencia ¢ -——;ht es un homomorfismo local de
Rt en un''grupo"de aplicaciones o ho @S la i1dentidad sobre Da
Luego de hgh_ ¢ = 1dentidad se deduce que cada ht(l tl < a) es
inyectiva ,

Otra forma de interpretar la proposicién 4 se obtiene
introduciendo el concepto de &6rbitg .

Supongamos z fijJo , Sea u; la solucién global correspgn
diente al problema restringlido de dato f, Y1 12 u1:I N o

Como se sabe u, es una "curva parametrizada",con paréd-

1
metro t, ktl veces diferenciable , La imagen de I por uy se 1lla

mg el goporte de la curva , El soporte es un subconjunto de )
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‘que contiene al punto Yy
Veamos que el soporte de u, es una subvariedad (k + 1 )
- diferenciable de UT , Si £(yqyy2) = 0" sl soporte es el
punto yl , (por prop,3) ,luego la variedad tiene dimensién 0,51
f(yl-, z) sk o se presentan dos casos
1) golucién periddica . existe un punto s tal
que ul(O) = u'l(s), s £ 0 , De prop.%,con Y,= u,(s) =u1(0)=yl
sigue ul(t)==n1(t-}s) sy ¥ el dominio de u, es invariable respeg
to de la traslacién en -s % 0 , Luego coincide con RI:I=-.R1 ' Y
u1 es per{odica con perfodo que divide a 8, no siendo dicho pe=
rfodo 0 yporque v, serfa constante contra lo supuesto f(y,,z) Ao
(1a~der1vada serfa nmula ) , Pasando a cuociente u, es una aplica
cibén (k+l)=veces diferenciable de la circunferencia ,en su es =
tructura ordinaria de variedad 4en Un, inyectiva por construc-
cién , Luego es una sumersién , y su imagen -soporte - es una

subvariedad (k +1) veces diferenciablemente sumergida ,isomorfa

& la cireunferencia ,

2) golucibén aperfodica ., sl para s # t es

nl(s)== nl(t) se estd en el caso anterior ., Luego supongamos que
Wy es 1lnyectiva , Es evidente que el soporte es una "recta "
(kt1l ) veces diferenciablemente sumergida ,

De prop., 4 resulta que la relacién " y, pertenece al
gsoporte dé £ " es una equivalencia (entendemos por soporte de
v, @ la imagen de la funcién ¢ -—auf(yl,z,t) ) W

Luego v (para este 2 f1jo) queda descompuesto en so =

portes :puntosycircunferencias y rectas diferenciablemente ha -



blando , Llamamos 4rbita a cada uno de estos soportes ,sue
puestos con su estructura de variedad diferenciable ,pero sin g

rientacién y menos adn sin parametrizaciédn ., E1l soporte es el
conjunto ,1a 8rbita es la variedad diferenciable ,

Para cada z fijo,entoncesyla ecuacién diferencilal gg
neral de dato f ,origina una descomposicién de Un en érbitas
puntos,érbitas compactas,o "cerradas" ,0 "perfodicas" ,y érbi =
tas no compactas .0 "abiertas" ,o0 aperiédicas , La ecuacién d4i-
ferencial da m4s todavia :da una ley que para cada érbita ,y pa
ra cada puntoc que se elija en dicha érbita ,fija un parémetro =
coordenada (kt+l) - diferenciable sobre érbita ,

La proposicién 4 todavia tiemne algo que decir sobre
estas parametrizaciones mdltiples y simulténeas :f1jada una 6r=-
bita ,los dos pardmetros correspondientes a dos elecciones de
puntos sobre 1la érbita ,difieren en una constante:ug(t)== o,
( t +constante) , Dinédmicamente :la ecuacién diferencial generd
con dato £, para cada z fijo ,"da"™ wun Un una distribucién de
"puntos moviéndose" ,cada uno en una érbita ,en estado de "eter
nidad" ,algo asi como un moviemiento puro,que puede presentar-

se*mejor con el movimiento de un flufdo .

Salta a la vista que quedan gos problemas sobre va=-
riacién de estas construcciones , s{Como varfa la parametriza =
cién al pasar :de una érbita a otra préxima ? y ;Como varfa la
descomposicién global en érbitas,al pasar de un z a otro préxi-
mo ? ,El primero cae dentro de la categorfa de las variedadesdg

liadas 40 m4s generalmente de la teorfa de espacios fibrados
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Se forma el espacio cuociente de UD respecto de la relacidén de
equivalencia en la que las clases son las 6rbitas 3 sea B di -
cho cuoclente (en general no separado)jproblema : caracterizar
abstractamente el fibrado U™ _— 5 B 9 ¥ estudiar sus propleda=-
des (ver ReebyVarietés feullletés, Hermann,Par{s) , El segundo,
cae dentro de la categorfa de deformaciones foliadas (estabilj
dad de érbitas cerradas,por ejemplo) ,Ninguna de estas teorfas
estd desarrollada satisfactoriamente ,sobre todo la ¥ltima(cop
pérese :Deformations of complex structures ,de K.Kodaira ,D,C,
Spencer ,etc, artficulos en el Annals of math.,1957-1960) ,

0" 3 W" son variedades diferenciables ,Lo dicho hasta
aquf se aplica al caso de variedades cualesquiera , Esto tiene
importancia en las aplicaciones , Tomemos m=0 , S1i Un es
una variedad compacta desaparecen cilertas éhomalias spor ejem
plo h, , dado por (5) existe para todo t , y la corresponden =
cia t-—»ht es un homomorfismg global de R sobre un grupo de
homeomorfismos biyectivos de U ,cuyo conjunto de puntos fijos
- posiciones de equilibrfo dindmico - es el conjunto singular
del dato = campo £ , Se deduce : un teorema que demuestre exig
tenclia de puntos fijos para homeomorfismos de la variedad Un

da un teorema de existencia de posiciones de equilibrio (tra -

bajos de Birkhoff 4P,A.Smith ,etc,) .

Seguimos con el estudio de la solucién completa .¥amos

a extraer una nueva consecuencia ,y muy importante de la prop,

4 ,Consideremos g fijo en todo lo que sigue .
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Indiquemos con Tn+1 al tubo (eilindro) producto cartesiano de
ot por R1 : Tnﬂ..-..Uan1 con la descomposicién en 6rbitas de=-
ducida por el pasaje del dato £ al dato en una dimensién mds
que indicamos con t y concebimos como tiempoyindicada al prip
cipio de esta seccibédn , Nuestra corriente estacionaria se cop
vierte en una nueva corriente estacionaria,cuyas érbitas son
lineas helicoidales del cilindro ,todas diferenclablemente e=-
quivalentes a R1 scon proyecciones sobre Un (en la direceién
del eje nuevo ) que coinciden con las viejas érbitas :las que
se proyectan en puntos son rectas ,las que -se proyectan en 6
bitas cerradas son "verdaderas helicoides"™ de - a + o , las
que se proyectan sobre érbitas abilertas,lo hacen en modo biu-
nivoco y bidiferenciable ( todo Ck+1) sporque la corriente de
partida era .estacionaria , Es geométricamente evidente que
esta nueva corriente conserva todas las propiedades de la vig

ja 5, ¥ reciprocamente , Pero no es evidente la relacién entre

las parametrizacliones , Llamemos g al dato que define la nue-

2 n +1
va corriente en Tp+1(z f£ijo) 3 gl(xl,x geooeyX ,t::xn 92) =
1 n n
= f ( (x,z)’oooo’g (xl’coooo’x ’t)= f (x’Z) 9
n n 1 _n+l
gn+1(x1,....,_x ’t).‘_‘.l 9 g:U leme—-——>- Uanl ’Uan = T °

Es evidente que la solucién completa ug se expresa medlante

la solucién completa u, mediante

(6) ug(y,t,z,s) = (uf(y,z,s),s+t) ’

+1

donde (y,t) € T s ¥ 8 es el pardmetro de las soluciones(nug

nt+l
vo pardmetro "t"), Si1 consideramos un punto (y,t) €T y 1la
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érbita que lo contiene ,la ecuacién s;—>ug(y,t,z,s) sresulta
de (6) que el pardmetro s sobre la érbita difiere de la coor=
denada "ntl" = s+t , en una ceconstante (t) , Como el pardmetro

canénico sobre la érbita estd determinado salvo una constante

también t+s es un tal pardmetro,luego

,Ea_IEiimgggg g 9 para cada 6rbita la (n+l) - cocrdepa
dg t es el pardmetro cgnénico (reemplazamos "s" por"t

en este enunciado ) ,

De (6) resulta que las érbitas de Tn+lse reparteh en
rectas paralelas al eje del tiempo yhélices que van de menos
a més infinito del tiempo (correspondientes a las soluciones
perfodicas de f) ,con paso igual al perfodo de la solucién
perfodica correspondiente , y las otras que son de tres tipos
:las que se extienden de menos a més infinito en ¢ (Iyzzle);
las que se extienden desde t, hacia mds o el menos infinito (
Iyz= semirrecta a izjulerda o a derecha en Rl) sy las 6rbitas
acotadas (I = intervalo acotado de RY) . Si identificamos U
con la seccién del tubo al tiempo O: Un£=Unx EO}CZTn+1, las
érbitas de los tres dltimos tipos podemos decir que forman cla
ses invariantes por traslacién paralela al eje del tiempo,Por
eJemplo :se toma una 6rbita acotada,y todas sus traslaciones
como se ha dicho jresultan érbitas disjuntas dos a dos,ysalvo
que coincidan totalmente lo que ocurre cuandd la traslacién es
la misma 3y todas estas érbitas tiecnen la misma proyeccién(pg

ralela al tiempo ) sobre Un,que es una érbita con intervalode
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definicién del pardmetro canonico (dato f) de longitud finita
igual a L 3y de la clase invariante de 6rbitas en Tn+1 que eg
tamos considerando,las que intersectan Un son aquellas y solo
aquellas comprendidas en un c¢ilindro cortado en Tm'1 por pla=-
nos paralelos a o a distancia penor que L (por ambos lados),
Andlogamente para las otras érbitas,Esta patologia
del tubo es menor de lo que podrfa creerse porqueycomo demos-
traremos m4s adelante cuando una érbita del tubo no pasa méds
alld de un t, (valores creciendo) ,entonces converge hacla la
frontera del tubo cuando t — to (t <t,) ya sea hacla un pyy
to o enroscédndose (0 sea converge hacla el punto  de la cop
pactaciédn de Alexandroff del tubo) ,Dicho geométricamente,las
8rbitas que no van de menos a mds infinito ,parten (o llegan,

segdn el caso) de la frontera del tubo ,

Llamemos D; al subconjunte del tubo formado por la

reunién de las 6rbitas que cortan Un . Lo dicho en el pdrrafo
z
precedente implica que Df contiene & Un en.su interior ,

Veremocs m4s adn : D: e3 &1 mismo un conjunto ablerto

Es claro que Dg es el dominio de la soluciédn completa u

; como el simétrico de D;

estd{ en D; -4 y s8lo si ( xy2z,t)€E = D; o Y definamos

g o 1S
finamos =D respecto de Unz(x,z;-t )

z z n+l
(7) F(x, t) = uf(x’ Z,“‘t) ) (x’ t) € -Df an s V

De la prop.t ,férmula (4) resulta :si v:I-—>Rp:t->v&)
(v(tLﬁ)GVn+1 es una solucidédn de la ecuacién diferencial
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Dv= f(v(t),2), teI , entonces

F(v(t)yt) = u

f(uf(V(to),Z,t-to),z,-t)a'uf(v(to),z,-to) =

= F(v(to)’to) )

para todo t€& I ,siendo to un punto fijado en I , Luego 1la 8

ntl
plicacién F:V — F(Vnﬂ) = Vn es constante sobre las 4r=-

n+l
bitas ,Segin lo adelantado V es ablertojadelantamos ademés
que F es de clase Ck s Y que su cderivada respecto de x,igual a

la derivada de Uszxu 9y €s de rango n en todo punto de Vn+1.

Luego F es regualr defrango n en todo punto de sudominio, Lue
go ypor lo visto en Exp.l ,las imagenes inversas de los funtos
de Vn son subvariedades unidimensionales de Vn+1. Por la uni-
cidadyestas subvariedades coinciden localmente con las 6rbil -

tasy,luego globalmente ,

Definicidén . F se llama le integral completa cand

nica del problema general con dato £ , Sus componentes

1 n i i
F-(F ’ooooooo’F) b J F - F (x’t) ]
se llaman las jintegrales primerss canénicas . (Conocida una"gi

mera"de ellias el problema queda reducido en una dimensién jlo

mismo sl se conoce una segunda. ) ,

Definiciones de lntegrales primerassete, Dado fy =z
fijadoyse 1llama una integral completa local &8 una G definida
n+l

y regular de rango n sobre un subabierto de V y& valores en
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n
R , constante sobre las intersecciones de las érbitas g§se dice

global si su dominio coincide con Vn+1 e Se llama una integral

primera local a una G1 a valores reales,definida y regular de

.}.
rango 1 en un subabierto de v 1 sglobal si ete,

Por Exp.l s1 G es integral completa global ,de cla-
se Ck,entonces existe un homeomorfismo K- diferenciable de v
en G(Vn+1) que "transporta"™ G en la integral canénica F , Re =
sulta :una integral completa estd{ determinada salvo un K-=homegQ
morfismo local de V'n en Rp. Esto es importante ya,porque ms dj
ce que hay muchas mds integrales completas que las que necesj
tamosylo que produce sensacién de mayor libertad ,y"facilidad®
para resolver la ecuacién , Hay que agregar que el parédmetro ca
nénico sobre la érbita lo da la (ntl)=coordenada,por lo que la
integral completa canénica ,u otra cualquiera,resuelve el pro-
blema general en forma coppleta :da las 6rbitasycon su parédme=
tro.

Pero ; como se hace para buscar una integral completa,dj]
rectamente,sin pasar por la ecuacién ordinaria dada? , La ob =
servacién importaute,que enriquece en forma efectiva la teoria
es : las integrales primeras estdn caracterizadas por ser soly
ciones de ung ecuacién diferencial en derivadas parciales , de
primer orden 4ilneal homogénea , Luego podemos intentar por
este camino la solucidén :buscamos una integral primera (local,
como se empieza siempre ),reducimos el ndmero de variables en

una unidad,luego buscamos una segunda integral primera que sea
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&ndependiente de la primera integral primera,etc, Al llegar a
n integrales primeras,inderendientes en un entorno de nuestro
vunto,el problema queda resuelto ., La indeterminacién (homeo -
morfismo local de Vﬁ en Rn) no va a molestar porque no incidse
en las érbitas ni en su parédmetro,eomo queda clarode lo dicho pre-
cedentemente , Las n funciones arbitrarias de la solucién com-
pleta de la ecuacién a derivadas parciales como se ve ,signi-
fican en este caso las componentes del dicho homoemorfismo, Es
importante en las aplicaciones el hecho gue las integrales prj}
meras suelen tener significado f£Isico {(suma de energias cinét}
ca y potencial,derivadas respecto al tiempo de areas barridas
por radios vectores (2a, de XKepler, ,etec,) ., La ecuacidn par =
cial se obtiene ,como se sabe,tomandc un (x,t) en Vn+1 , toman-
de una érpita que pase por {(X;t);com el pardmetro candnico i-
gual a la (n+l ) - ccordenada del punto de 1la érpita , Sea v
6rﬁita-parametrizada, Calecuiamos la derivada D F(v(sjys) en el

puntoc tydebe ssP serc , Luego
DtF-FI)xmf(x, z) = OO (producto de matrices)

idénticamente on (xyt) . (v. os un"catalizador") ., O sea
DF.g = 0 : una ecvacién por cada (integral primera )=
=(componente de F) ,
En sintesis ,eono m-0 4se tiene que los problemas
Du = fu sy DG.g =0 ( incégnitas : u, G )
son completamente equivalentes , & 1zquierda la curva se pide

explfcita ga la derecha se la pide implfcita ,Los llamados pup



tos singulares de la primera ecuacién ,no son verdaderamente
puntos singulares ,como lo muestra la ecuacién de la derecha
Estos puntos debleran ser llamados egstacionarios spara no ogp
fundir con las singularidades en funciones analfticas,alge =
braicas,etc,,de las cuales es ejemplo la no-regularidad de 3
na aplicacién en un punto (Exp.l) .Es claro que el campo de
vectores fyen un punto donde f se anula,es "singular"ypero al

pasar al tubo se des-singulariza,Conviene llamarlos puntos

criticos o estacionarios (ver Codd, Levinson) |,

Antes de segulr adelante demostraremos las afirma =

ciones que preceden ,

Lema 1 . (teorema fino de existencia) , Sea f=fy,2
de clase ¢ en vy, v de clase C° en z , Sea fyo,zo,to) un ele-
mento arblitrario de Uwamel o« Deslignemos con Ub’ Wb y Ja
los policubos de amplitudes by b 4 a 4 abiertos , en torno de

_XUMQZ-—T“ta' respectivamente (a,b > 0) , Existe entonces una_a

plicacién v y n?2 s a,b :

v 3 bewbeaxJa-———4> Uy 9

de modo que :
l) v = v(yy2y8,t) , ¥ D,v son continuas
2) V(y, Zoe S,S) = J 1dénticamente H
3) D,v— f(vyz) , idénticamente en y,z,s,t .

t
(se observa que v(y,z,so,t+so) es una solucién local del pro=-
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blema general , en el sentido definido al principio de es=-
te mimero ) ,

Demcstracién . Tomemos b finito de modo gque U2b

y wzb estén contenidos,con adherencia yen resp, v , WO,

Definimos g(x) = f(x+yyz) ., g depende de los pardmetrosy;

n

z (g = gyz) y estd definida en el policubo ecerrado I‘b en

torno a 0% , de amplitud b .
Cuando el par (y,2z) recorre UpxWy, 9 8 .gyz yrestrp

gida a I;, recorre una clase equicontimia de datos de Dbk ’

X asclase de £ , La equicontimidad proviene de la continui-

dad de f(x+y,2) como funcién de tres variables , Adeudés,

e |

vz 1
go acotadayla aplicacién f y todas sus derivadas respecto Ge

estd uniformemente acotada,por gser continua,lue-

2b
es el médximo de todas las derivadas parciales ,y componen =

x restringidas al compacto { (v, z)}= u. x§2b= C 3 una cota

tes de f yen el compacto C , Sea M la cota , S1 a es tal que
2a £ (min(by1/n))/M ,por el teorema E,U,C, del n2 1 ,hay en
cada 82& . una u-uyz(t) g conu (O)= o que satisfaceDu:-m
Pongamoé’ V(¥y2zy8yt) = y+uyz(t-s), restringida a QxWg] xJ,
La condicién inicial 2)es evidentejlo mismo la 3), Si se de
muestra que v es continua,también resultaré D,v continua a
consecuencia de la 3) ,Para demostrar que v es contfnua en
sus n+mt+2 variables,basta demostrar que u(y, z,t).-.-.uyz(t' )

es continua en bewbe oa * *Esto sigue inmedlatamente de la
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continuidad local,férmula (1) del teorema EUC, n2 1 s si
(y,z)-———?(yl,zl) en T xW™ 9 de la continuidad de £ Bigue
que g converge punto & punto en el conjunto compacto I%;
de la zgui de la familiay,sigue que dicha convergencia es uw=
niforme (Ascoll) j;de la férmula (1l),siendo M fijo para toda
la familia,sigue que uyé——+~qy1ziuniformemente en el segmepn
to cerrado I,, j3esto combinado con la desigualdad deltri
dngulo para ndmeros,nos dice que si (y,z,t)——>(y1,zl,tl) ’
entonces u(y,z,t) converge hacia u(yl,zl,tl) .QED ,

El siguiente lema demuestra entre otras que Df es
ablertoypunto esencial que ha quedado pendiente , Sea 1u N=
na solucién local goptinua del problema generalydato f, Su
dominioypor definicién es de la forma UxWxI 4, I 1ntervalo

que contiene 01

9s1os tres conjuntos abiertos no vacfos, Map
teniendo U y W fijos,podremos maximalizar I, por inducecién
conjuntista evidente § al I maximalyque es evidentemente mg

ximo absoluto para U,W dadosylo indicaremos con

(aUW’bUW) = IUW °

Sobre Ux‘WxIUw sla solucién completa Ue est{ pues dafinida y
es continua (la maximalidad es para soluclones locales cone

tinuas,no olvidarlo) , Sea ahora (y ,zl) un punto en UxW ,

1

Lemag 2 ., En las condiciones precedentes,cuando U

converge a yl y W a z1 se tiene :
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a) oblend — 5 o (y por tanto I =(.,00) )3
oW P ylz 9 ’

< 0@ 1
b) o bien Buw————, b1 s ¥ entonces se tiene:

I =(a9by) y vy ur(yl,zl,t) converge hacia h

lel

frontera de Un cuando t —> bl s

¢) dualmente para 8y o

Demostracidén . FKNegando (a),por supuesto se tiene

que existe y es finito el 1fmite de b_. ,sea b, ,cuando U,¥

18)7) 1l
convergen segdn los filtros de entornos de RN (resp.).

Lo que hay que ver es que el punto b_ es el tope de la soly

1l
¢ién global del problema restringido con datos f,yl,zl (Es=

f
sobre Dy, § la segunda afirmacién de (b) diee algo mds que

to equivale a decir que Df es ablerto,y que u_ es continua

ensegulda demostraremos ) ,

Supongamos por el absurdoyque b, Ssea menor que el

extremo derecho de Iy g ° La demostraciin se reduce &8 pro-
longar ,usando el lem% i,una solucién local continua con Uy
W bastante pequefios, Los detalles son como sigue .Sea u u-
na solucién local continua definida en UxWxI § su restrig
cién a {yl} X izll le es continua en la vaEYable t que q
da libre jcomo esto pasa para todo Uy, W por pequeifio que se=
an, y estas restricciones coinciden en su dominio comdn,que

l,t)ds

finida por lo menos en el intervalo (O,bl) (un poco a la ig

da definida una aplicacién que indicaremos con u(yl,z

quierda de O también ,pero mo a la derecha de bl) .
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En vistas a aplicar el lema 1,pongamos to_—.-. by 9 Z = 2y

yo=uf(yl,z1,to) 9 ¥ sean a,b 1l6s mimeros determinados por
el lema l,con las prcpledades allf especificadas., En parti=-
+a) , Sea éé.‘.l'a sy S<b, , La funcién

1 1l
u(yl, zl,t) campletada por u(yl, zl,'bl) = yo es continua por

cular Ja= (bl-a oD

coincidir con la correspondiente restriccién de uf a

ﬁ yl} X izl} le 9 luego existe un 8 como indicg
do tal que u(yl,zl,s) € Ub (definido en lema 1) , Sean U, W

tan pequefios (en torno de Yq22 resp,) como para que Ig.cop

1
tenga 8 4 ¥y sea u la solucién local contimia de dominio

UXWXIT]W o

Por ser u continda existen entornos de Y92, que llamaremos

también U,W tales que u(u,W,s) CUb. A parti:" de ahora no nmg
dificaremos U,W y correspondiente u § sigue verificédndose ,
por supuesto, que ’eIUW (monotonfa inversa de Iuwcon res =
pecto a UyW) , Sea v la funcién dada por el lema 1 ., Se tig
ne que si (y,z)€ UxW , t€J, ,

v(u(yy29S)9y2ySyt) estf definida y es cont{mia eowmo o

entonces la funcién

posicién de aplicaciones contindas . Asf en UxWx(IleJJa)se
tienen definidas dos aplicaciones contindas.: u con dominio
UxW’xIUw 9y Vv con dominio waxJa $sl demostramos que coinciden
en la interseccién de sus dominiosyqueda definida por "reu-
nién" una aplicacién continua que es una solucién local cop
timia del problema generalylo que contradice la hipétesis ,

que b, sea menor que el extremo derecho de I sy demues =
1 7124



- 33 -

tra el punto , Cuamdo t estd{ en la intersecciédn IUwr\Ja y ©
(yy2) varia libremente en UxW (interseccién aludida) las ds
funciones en cuestién coinciden,consideradas como funciones
de t para (yz) fijo,con sendas soluciones de la ecuacién dj
ferencial con dato £ ,y condiciones iniciales v(s)=u(s) ,
por tanto ambas coineiden con nf(v(s),z,t-s) gluego coinci=-

den entre sf , Y esto vale para cada (y,z) en UxW , QED ,

NOTA . En materia de unicidad basta siempre recurrir a 1la
u, y por la propiedad (SC) ,

Demostraremos la afirmacién restante , uf(yi,zl,t),

supuesto b, menor que @yconverge hacia la frontera de o

1
(en la compactificacién de Alexandroff),

Primero supongamos Qque exlste un ¢ <b, tal gque

la imagen de (c,bl) por la aplicacién t —_’uf(yl’il’t) estd
contenida en un con;unto due 19 es compacto 4 ¥

22 estd contenido en Un .
Como dicha aplicacién satisface la ecuacién diferencial

Dt'uf - f(uf(yl,zl,t),zl) y £ es acotada sobre

todo compacto contenido en su dominio,deducimos que.Dtur es
acotada sobre (c,bl) s o sea ycon respectoa t , u, satisfa
ce una condicién de Lipschitz uniforme en (c,bl) o Luego e=
xiste el 1limite de uf cuando t-—b; , ¥ es un punto Y, del

compacto en cuestién,por tanto ,lo que interesayes un punto
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de Un o

Podemos poner t = b Z== 2 9 y repetir el razonamiento de
la primera part: della gemottracidn,con la simplificacién de
que ahora nos interesa 1la curva solamente ("U=yl","w=.zl")
¥ que en lugar del lema 1 podemos usar lo que sab{4mos an =
tes , Encontraremos dos soluciones u(t) ,v(t) la primera dg
finida en un intervalo que contiene el O ¥y llega hasta un
poco més acf{ de b1 sla segunda definida en un intervalo que

Intersecta al anterior y que contiene b y tales que para

19
un punto s comin a sus dominios verifican u(s)—=v(s) ., Se
obtieneyen este casoycontradicciédn con la maximalidad de la
solucién completa,pues es a uf(yl,zl,t) a la que hemos prg

Yl%f

longado,mds alla de su extremo b,y extremo derecho de I

Notags 1.~ Anotemos que de paso se ha demostrado queyen el
caso (b),la condicibén de que el dato £ se mantenga acotado

en el extremo 8e la érbita equivale a que dicho dato convep
ja (z f1jo)3 ¥ que en caso de que esta situacién esté pre=-
senteyla érbita converge no solo hacia la frontera sino ha=-
cia un punto determinado de la forntera,Esto se aplica si f
es acotado en.Un; en particular si ﬁE, R" 9y Siendo f acota-
doyno se presenta el :aso (b) :siempre es Iyz" Rl(para ese
2 4 vy para todo y€R ) , En cualquier casoysi una érbita

se va al infinito de RF,su pardmetro podrd permanecer acotg



- 35 -

do solamente si £ no sélo no esté acotado, sino que se va al ip
finito de R® en el espacio imagen, Esto se aplica para regy
larizar" el pardmetro sobre las érbitas:nultiplicamos el da
to por una funcién numérica que dependa de z, y que lo haga
acotado ,obteniendo un dato g con las mismas érbitas , peroc
con pardmetros que van de menos a m€s infinito en todos los
casos ,

2 .- Dos datos que coinciden,(para un z) en un abier
to de Un determinan en dicho abierto la misma descomposi =
cién en érbitas,con el mismo pardmetro canénico , Por tanto
si £ (z fijo) admite una extensién Ck a la adherencia de U"
las 6rbitas de f con pardmetro incompleto sino convergen al
infinito de Rn,necesarjamente tienen 1fmite puntual en 1la
frontera de U o Esto generaliza lo dicho en nota 1 ,

3 .~ Si el pardmetro de una brbita estd completo

(I .= R ) 4 la 6rbita puede converger hacia un
punto de Un ;ypero entonces este punto estd en el conjunto
singular del dato (z f1jo) . Véase Bieberbach ,Diferential-
gleichungen , 3ra, edicibn,serie amarilla,pag,80-81 j3las pg
ginas subsigulentes 1l,c, dan idea sobre la variedad de pos}i
bilidades para n=2 j también Codd=Levinson,citado al final
de esta exposieién , y Lefshetz, Diff. Equations:Geometry =

Theory .
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Terminemos la demostracibébn del punto b) del lema 2. Ponga-

mos Ue(yyyz2y9t) = u(t). Supongamos que exista ey < by
con ¢y;<Cp<eeey limecy = by , 1lim u(ey) = y, « Indique
mos con Ub un policubo abierto de amplitud b , centro Yo
y adherencia contenida en ot s ¥ supongamos u(ci)EUb. In
diquemos con Il, 12, eee los intervalos abiertos (que por
absurdo suponemos infinitos) imfigenes inversas por u de
las componentes conexas de la interseccibdn con Uy, del so-
porte de u 3 sin pérdida de generalidad podemos suponer
que cj€I; o S1 Ij=(ay,d5) es claro que u(aj)- y u(d)
estén en la frontera de U, » luego llu(ai) - ) =D .Sea
t -+v(t) una solucibn de D,v = f(v,zl) con v(bl) =Y, »
definida en I = (by-&,bg¢t)y, con v(I)CU, 3 podemos
suponer I, « I para 1 =1,2, ... o Pongamos u(t) = v(t)
sw(t) , definida sobre (al,bl) « Se tiene por aplicacibn
repetida del teoremd del valor medios

"w(ai) - w(ci)uz ” f(u(ei)’zl) - f(V( 61),21)“.'(31 - ail
é Mn"u(ei) - V(ei)"o lci - ai' 9 (aj.(ei‘ci)
& 2Mnblcy; = a4 jcon M =(f}; en T, .

Tomando limites es lim|w(a;)l=0 , luego de v(a;)-—+v(b;)=
p B 2

=y, resulta ju(ay) -yo_"—j-_-yo sy contradiccibn,

Corolario 1l . Dy coincide con 1la reunibén de los
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dominios de las soluciones locales continuas del problema gp
neral , Por tanto D, es un conjunto abierto conexo (U7 ,W
son conexos por hipbtesis ),y las aplicacienes uf:Df-—anUn,
Dtuf;Df——a>Rp son de clase Co. En particular cada conjunto

D? es abierto conexo ,

Corolario 2 . 2 fijo ., EFl cuociente de Un por las
érbitas sea B, y UB_Y B el fibrado correspondiente , La
aplicacién ¢ que es continua por definicién,es también abig
ta , En general B no es separado, Condicién necesaria y sy
ficiente para que B sea separado es que sea “Tl" 9 O sea tg
do punto cerrado, o también que toda é6rbita sea un subcon -

junto cerrado de o2 o

Problemag ., ¢ La ausencia de conjunto singular e-
quivale a la separaciénde B ? , ., Es en cuglquier caso B
una variedad,eventualmente no separada yde dimensién n-l *?
.S4 indicamos con o a un punto varjable en B (o -6rbita), y
L(o) la funcién igual a la longitud canénica de su interva=-
lo de definicién 4 0 {L(0)S @ , es L semicontinua inferior
mente en B ? ., JEn que casos es el fibrado ¥ localmente
trivial ? , Ete, Esto son sugerencias para consultar la

bibliograffa (p.ej. Tesis de REEB) ,

Para terminar la demostracién del teorema de depen=-



dencia de condiciones iniciales y pardmetros ,veamos que u,

Yy Dtut son de clase ck s ¥ Que Dxnf (xy8yt) es no singular,

Ante todoyobservemos que se puede suponer m=0, O
sea ausencia de pardmetros, Basta reemplazar el dato £ por
el dato g definido asf
g:Vn+me°—-> Rnlm, me:,Unan ’ gi.-_- fi si 151<n (identig
camos ((yy2)y0) = (79290) = (y,2) ) gi.. 0 si n<ifmin,

Pues una solucién usI —RBtR del problema

D.u = gu = g(u) yconcondieién u(0) = (y,z) ,

t
necesariamente tiene ui.-.-a constante 81 n<iSmen ’ y s pre

cisamente un+1= ’1’ eoee ’un+m

~ 38 , Iuego la solueién com=

pleta ug((y,z),t) coincide con ur(y,z,t) para cada
(y,29t) € D, &

Es facil ver que los dominios de las soluciones completas ¢p

1nciden";'esto explica el oficio casi nulo desempeiiado por

los pardmteros hasta ahora ,

En la demostracién que sigue supondremos, para no
alterar la notacién,que los pardmetros estdn ahf, pero solg
mente usaremos derivadas parciales con respecto a los yi o
S1 logramos demostrar que Dyuf existe y es continua en sus
n+m+l variablesyello implicard que Dz'uf existe 4 ote

Necesitamos apoyarmos en una ecuacién con dato ld=-

neal, Recordemos 1o que eso quiere decir en el caso general

Llamemos F al dato , Se tiene dada una F.=F (x,pardmetros,t)
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se fija un valor de los pardmetros y se busea una v:I-’BP
tal que Dv = F(vypar,,t) para t en I , Decir que F es linsal
significa decir que es lineal en la variable x : x=F (Xye0eyt)
es aplicacién lineal de R® en BRB.

El dato se dice affn si dicha aplicacién es afin,
todo esto para cada valor de los pardmetros vy t . La a-
plicacién se dice a coeficientes constantes si F no depen-
de de t , Usualmente se usa "lineal homogénea™ por lineal,
y "lineal™ por affn ., En lo que sigue nos'va a interesarel
caso lineal a coeficientes no constantes,y los pardmetros
varfan en U xW" o Explicitemos las notaciones .,
F= (-Fjl,...,Fn), Fo F(xyyyzyt) = lei(y,z,t)i-. ...+x°G§(y,z,t)
donde (yy2) indica el pardmetro,que supondremos varia en
un conjunto i y mientras que (y,24%t) varfa en un con =
junto unién de intervalos 1y] x {z} nyz y (yy8) variando
libremente en.Un!Wm $ sSuponemos que cada Iy' es uh intervy
1o ablerto que contiene ‘el origen 01, y que'llamamos al cqp

junto unién de estos (yy2,t) ,conjunto D, por conservar la

£
notacién de antes , Asi ,cada G; es una funcién con domi -~
o k
1D oONemo F Jeé €Classe

nio Df y valores reales,que | | ,
n

t ,mientras que cada Fi es una funeién eoén dominio R fo

y valores reales 4 y finalmente F es una:aplicacién 11 =

n
neal en x ¢ F ¢ R xby ——wﬂrgn o

Usaremos algunos resultados elementales.de las soluciones
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con dato F ,cuyos detalles pueden verse en el l1libro de L,

Graves sobre "Funciones reales",2da, edicién,pags.l61-162,
En parte ellos son consecuencia de lo dicho aquf : para ca
da (x,,¥y2) € R xUxW existe una v= v(t) = v(x, y¥y2yt)
viI —> R° sydefinida en algdn intervalo I que contiene el
origen rl 9 ¥ que supondremos méximo ,tal que F(vyyy2yt )

tiene sentido (o sea ICIyz) oD, v existe para todo t eI,

t
se tiene D, v = F(vyyy24t) 4y v(0)= X3 unfvocamente de

terminada er las condiciones precedentes, y vﬂv(xo,y,z,t)
es continua en sus 2n+m +1 variables (lema 1) , Agrega-
mos,se tiene en realidad I aIyz para todo (y,2) 4por lo qie
el dominio de v=.v(x0,y,z,t) coincide con el dominio de ¢
F s Rnfo 9 ¥ por tanto es abierto en R2n+m+1‘ El agregado
se demuestra teniendo en cuenta que (y,2) queda fijo , ¥y
que el dominio de varlacién de x es todo Rp,por el proced]
miento de la demostracidén del lema 2 (evidente), También e
sulta de nuestras consideraciones que si Fﬁ es un dato ang
logo a F yeon igual dominio (funciones Géﬂ(y,z,t) ),definji
do para cada d con | d|< & , y si1 para cada (y,2) fijo, se
tiene Fd——4£F (d -0) yuniformemente para cada compacto de
x’s en R° y de t’s en un intervalo compacto J ,y si ademds
de las derivadas parciales de las F

las normas n | reSe

1 d
pecto de las x semantienen acotadas sobre cada compacto,en
tonces la solucién con dato Fsysea vd(xo,y,z,t) converge

n
punto a punto hacia v(xo,y,zgt) en R xD¢y la convergencia
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siendo "equicontinda" y uniforme sobre cada compacto de t’s
sla convergencia siendo compacta también sobre los x’s,como
es facil ver aunque no nsaremos (Ejercicio}), Hasta ahops =
linealidad de F no intervino, Teniéndola en cuenfa resulua

(1) v(xo,y,z,t) también lineal en X9 COmo resulta derivando
respecto a t & una suma v(xl,y,z,t) + v(x2,y,z,t) v reemplg
zando en la ecuacién , Luego " las soluciones formean un es-
pacio vectorial ( (y,2z) fijo) de dimensién menor o igual qs

n , de aplicaciones de I._ en R' " , Una base se obtiene to

\f
mando las soluciones correspondientes & ypor ejempic
xo = (1,00000000030)9 zo.-.—.. (09190,...;0),@%3

que indicaremos con €198 90ececeesy O sea ey (3:13 )

de Kronecker ,

La soluciones v(ei,y,z,t) son linealmente independlientes pa

ra cada (y,2z) porque siendo aplicaclapes basta verificar la
independencia en un punto del dominio Iyz sluego tdémese t=0.
De aguf se deduce mds : la independencia se verifica para ip
do t en Iyz ¢ si una ecombinacién lineal de las v(ei,y,z,t)

se anula para un t 4 por tanto manda ese t en On,debe coin-
cidir por el teorema de unicidad con la aplicacién idénticg

mente nula que también manda ese t en o° .

Dicho de otro modo :

LER V(ej_sY’Zyt)

Lo que precede es aplicable cuando se tiene un 4a
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to £ con las notaciones de antes, de clase Ck,siendo u, su

solucién completa,tomando una F (subordinada a f) definida
v |
mediante Gi (yy2yt) B.fj _ (uf(y,z,t),z) o POr el ¢g
, d ¥J
rolario 1, up es C° am D, yluego siendo k2 1, se tiene
1
J

su variable t, y’C° en sus variables 92 . En particular F

k-
es C 1 en su variable (x,t). Luego v(x,y,2,t) es €% en tg

que G, s C° , O sea F es Ck en su variable x , ck=1 en

das sus variables .,

Lema 3 . Existen las derivadas parciales de
uf(y,z,t) en todo punto de D,y con respecto a las variables

Y o ¥ la correspondiente matriz Dy,uf coincidg con la matnz

(v(e1y¥929t)yecegvienyyyzyt) ) o

Hotag . 1- La primera columna de D'yuf estd formada
por las derivadas respecto de yl de las diferentes componep
tes de Ups la cual debe coincidir con la matrig-columna

v( el,y,z,t) . Etc ,
2- Como u,(yy%,0) = y 4 sl existe Dy‘uf es
Du (y9240) =« I , Luego siempre supuesta dicha existencia,
piz demostrar 21 lema basta demostrar que cada columna de

Dy'uf es solucién de la ecuacién con dato Fysubordinado a f,

definido atrds , Por simetrfia basta demostrar que la prime-

ra columna de D&n es una solucién ,
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Demostracién . La-demostracién consiste en mos =
trar que los cuocientes incerementales formados para calcu -
lar las derivadas con respecto a yl gsde las distintas compg
nentes de u, g8atisfacen una ecuacién con dato F, Que con -
verge hacia F cuando 4@ tiende a cero (d = incremento de yl)
siendo esta F la subordinada a f,definida atrds , Se obser=-

d
donde Dy es un ablerto creciente con la disminucién de d, y

varéd que Fd est{ definida en un conjunto de la forma R® xD

convergente hacia Df . Por lo demfs se cumplen las especifi

caclones adelantadas sobre Fd e La convergencia de Fd ha -
cia F serf ,uniforme sobre cada compactosdesde un d bastan-
te pequefio para que el dominio de F4q incluya al compacto(de
x’s) ,

Cdlculo

cg (7y8yt) = @7 H(uF(y tda y2yt) - up (7y2,t) )

luego derivando respecto de t y teniendo en cuenta que ntes
solucién de la ecuacién con dato f:
:Dtc;(y,z,t) = d'l(fi(uf(y“¥del,z,t),z) - fi(uf(y,z,t),:) ) =
= (abreviando la notacién )

= d-l(fi(yé,z) -fi(yl,z) )y por valor medio

- i
£ J
- a-t E ..?_.J. <y1+e‘<y2-y1>..><y2-yl>
3 9y

donde O 1. 01(‘d,y, zyt) estd entre 0y 1.,
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Luego volviendo a las variables y,zy,t ,y designan=

do con Géj al coeficiente de d"l(y'z-yl)J =:cg se tiene:

i
Dtcé(y,z,t) et ? cg (y,z,t)GdJ(Y,z,t)

Luego ¢y €s solucién de la ecuacién con dato lineal Fd(de-
finida atrds ) , Ademds 1lim Fd(d —» 0) = F 4 odicho direc=

tamente 1
of

i
1im G (Y’ Z,t) -

a-»o0 4 d xJ

(uf(y,z,t),z)

Como lo-que interesa es lo que ocurre cuando se fija un(y32),
y entonces }"d estd{ definida en RPx {y} X {z} p .4 Iyz desde un
d bastante pequefioges aplicable el razonamiento sobre 1la
convergencia de las soluciones sexiste la primera columna de

D u_y para cada (yy2)€ U'nxwm, la aplicacién t —> D_u, (t)

g f gt
estd definida en IYZ y es una solucién de la ecuacién con@
to F subordinado a f , QED ,

Del lema 3 s8e deduce :
cada columna de la matriz Dyuf es una restriccién de la so=

lucién completa u_, de un problema general con dato (lineal

f
1) FoF(xyyy2,t) ydonde F es de clase :

(8) Clase F Z min(clase f-l,clase uf)

(usamos aquf porfclase £ " el ndmero "mayor k tal que f es
de clase C " ,para poder calcular numéricamente ) .

Andlogamente se tiene con los pardmetrosycomo ya se
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ha explicado 4 y resulta que la matriz D P estd compues-
ta por columnas que son restricciones de la solucién com =
pleta de un problema general con dato (affn})Z - Z(xyy,2,t)
donde Z ycomo se verifica enseguida ,es por su definicién,

de clase ¢
(9) clase Z 2 min(clase f - 1, clase u,)

Ademds es claro que de la ecuacién diferencial re-

sulta que la columna Diue tiene clase
(10) clase Dtuf 2 min(clase f,clase uf)

Decir que es restriccién ,....yimplica en los dos

casos anteriores que fenemos

Y

(11) clase D_u

= cla
ye = clase uf,clase Dzuf = clase u,

De estas eilnco desigualdades resulta por induceién
respecto de la clase ("estricta") k de f que u, tiene por
1o menos la clase de £ , Para k=1 ,clase £ = 1 implica ga
se u, Z 1 , Supuesto que clase £ 2 k-l implica claseuprzk-l
para cualquier dato fyentonces admitamos clase f = k.,

De (10) resulta clase Dtu.f > k-l,ademds es clase
u, 2 k-1 ,luego de(8)y (9) sigue qué clase F = k-1 , cla-
se Z= k-1 , luego de (10) (esta es la 3ra,vez que usa =

mos la hipbtesis de induccibdn) es de clase Dyuf?. k=1 R
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clase Dzuf 2 k-l , Iuego reuniendo resultados (o por mejor
decir reuniendo columnas ) es clase Du, = k-1 , Luego

clase ue 2k Q¥D ,

Sabiendo que up = uf(y,z,t) es de clase = kyre =
sulta D u, también de clase = kyreemplazando en la ecuacién
diferencial , Ademds las distintas derivadas respecto de y,

zZyt se obtienen derivando en Dtu

s = f(uf,z) o Por ejemplo:

DyDtuf= DtDyufa Dxf(uf,z) .Dyuf ’DtDzuf = Dxf(uf, z) .Dzuftsz
donde puntos indican producto matricial , Se obtienen asf ,
las distintas ecuaciones diferenciales afines,eventualmente

linealesya que satisfacen las derivadas de u,. Para que 1la

f.
notacién no se enrede hay que identificar las derivadas sy
cesivas con tensores sobre Rn o No vale la pena establecer,
por induccién las férmulas generalesyporque no las vamos a

usar , De todas modos no hay dificultades conceptuales ,

Lo dicho vale para k= , El caso analftico 1lo

veremos en otra parte ,

Observacidn importante ., Las resoluciones han podido ser
llevadas al caso en que el dato no depende ni del tiempo ni

de pardmetros, Este es pues el caso que conviene profundizm
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aceptando cuando sea necesario 4todos los resultados andlo-
gos del caso en que hay dependencia del tiempo y pardmetros.
Un ejemplo es la induccién recién hecha 3 para saber que up ad
mite derivadas respecto de y,que es pardmetro para F; hubo
Que razonar con f y uf en la cual y es variable independiep
te . Ademds en la teorfa que precedeyla proposicién 4 es og
tral como se ha visto por sus consecuencias , El centro de
esta teorfa estd pues en el grupo monoparamétrico local hy.
Por tanto conviene aclarar lo mejor posible los conceptos

vinculados , A eso vamos

o Ante todo demos
una interpretacién geométrica del "dato" de las secciones
precedentes ,Supondremos que no hay pardmetros (m -0 )

S1 U s un abierto de R" llamemos egpacio de vecto-
ros tangentes a U ap el punto x (x € U) 4 a1l producto carte
siano ix } xR®
(un vector tangente es un par (x,y)). Bs un espacio vecto =
rial que consideramos candpnicamente asociado al punto x de
0. S1 £ U —>R" es una aplicacién (ahora supondremos sji
empre C® ), le asoclamos el campo de vectores tangentes

x — (xy£(x)), x€0 , v¢iI—1T

es una solucién del problema con dato f si Dyv .. fv , Esto

se puede interpretar asf{f , El diferencial dv manda el campo
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de vectores tangentes sobre I 4 t —(ty1) ,en la restric =
cién del campo x — (xyf(x)) al soporte de la curva v , Con
estas formulaciones los resultados de las seccliones prece =
dentes se transportan automféticamente a variedades (supon =
dremos C®), y se condensan en varias definiciones y un tg
orema ,

En lo que sigue M — M® es una variedad (C®,como
todo a partir de ahora) s espacio separado cubierto por ma-
pas diferenciablemente compatibles, no necesariamente para-
compacta.

. © 1,0 (M) ., Es el haz de gérne

nes de campos diferenciables de vectores tangentes sobre M

(tensores de tipo (1,0)) , Lo indicaremos sencillamente con
¢ o En este haz cada fibra admite dos estructuras princi-
pales : dlgebra de Lie sobre los reales , y (si la fidbra eg
t4 sobre x €M) médulo sobre el anillo conmutativo de los
gérmenes de funciones diferenciables a valores reales 4, en
el punto x , El producto de Lie es el paréntesis de Poisson
que es deducido del producto "apliecacién sucesiva" de gérme
nes de campos vectoriales en un punto x § respecto de este
producto la fibra sobre x es un 4lgebra asociativa sobre bs
reales a la cual estd{ subordinada la estructura de 4lgebre

de Lie antes mencionada ,

1
Definiciép de Q%P (M) es el haz de gérmenes de
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grupos locales diferenciables ymonoparamétricos ,de homeomor=
fismos locales diferenciables de M , (p por pardmetro ) , Lo
indicaremos econ % o

Por definieién wmr tal grupo es una aplicacién dife
renciable hs UxI-> M : (xyt) —h(x,t) donde U es un abier=-
to en M 4I un abierto en Rt gsque supondremos conexosy I entor
no de 0;,ta1 que para cada t fijo ,la aplicaciénm x — h(x,t )
es un homeomorfismo local (que resulta tener dominio U ,y ser

diferenciable) de My sea h_ U —M ,de modo que la aplica =

t
¢ién t —h, es un homomorfismo local del grupo abstracto rl

en el seudofgrnpo abstracto de los homeomorfismos locales de
M , Por lo demds este homomorfismo « & consecuencia de los

axiomas= Trespeta las estructuras topoldgicas y diferencialties
de ambos seudo=-grupos gen particular ho e8 la identidad so =

bre U,y cuando t —50 h converge uniformemente sobrs cada

t
compacto a la identidad scbre U ,

% admite estructuras algebraicas andlogas a '8 o Bm
llas pueden definirse directamentey, o mediante las estructuras
de & 9 transportadas por la correspondencia i que pasamos &

definir .,

Definicién , de 9 . Sea X:Yx(h) el gere

men del grupo h en el punto x € U , Para toda funcién a valo=-
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res reales j,diferenciable y definida en un entorno de x en U
sea g, definimos Xg ecomo aquella funcién en un entorno de x
dada por
Xg(y) = Lm(t—0)(1/t)(g(h(y,t))=g(y)) .

El gérmen de Xg en x depende solamente del germen de g en x
y se verifica que Yx(g)—aXx(Xz) es una derivacién del g
nillo de gérmenes de funciones diferenciables en x , luego,
dicha correspondéencia es un vector tangente a M en x ,que iyp
dicamos con X , La asociacién x — X ,x € U define un
campo de vectores tangentes sobre U que os difersnciable 4 ¥

cuyo germen en un punto x. no depende de h sino Y £ (B) . Ta
o

o
sea, en concepciém de pre-haz o de haz se tisne as{ una apli

cacién ¢ t?-—)@.

Los resultados de las secciones 1 y 2 se resumen

en el
TEOREMA @ es un isomorfismo de%sobroz

Demostracién. o Consecuenia de las definiciones
(reformulacién de los teoremas del ndmero 2 ) , Bste isamor-
fismo admite una propagacién canénica a los respectivos gru-
pos de cohomologia de la variedad respecto de cada uno de 4}
chos haces ., El haz © es mds manejableyen el sentido que su

estructura algebraica adumite definiciones mds sencillas , Es
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claro que HO(NM, C}) ~ H°(M,% ) ,secciones globales respeg
tivas (supondremos sahora M paracompacta -caso clésico=- y 1la
cohomologfa puede tomarse la de Cech) , Para estas secciones
el isomorfismo de vuelta @ -1 nos da para un campo x dife -
renciable global de vectores tangentes sobre M ,el campode
érbitas locales parametrizadas que resuelve la ecuacién difg
rencial con dato X , Esto termina la formulacién del teore=
ma de existencia y unicidad de scluciones de ecuaciones difg

renciales ordinarias ,

81 M es compactaycualquiera sea el campo de vecto =
res tangentes, sea X jexiste un grupo local h de la forma
h: MxI — ,M , tal que x —Y x(h) coineide con (bnl(X) .
(pues M puede cubrirse con un nidmero finito de dominios U4
correspondientes a hy! Uixli ——> M determinantes de &"10()
luegoytémese I = interseccién de los I,) .

Como R:l es simpiemente conexec ,la aplicacién t—»ht,

1
t €1, admite prolongamiento dnico &2 ¢t — ht st € R ,Luegos

COROLARIO M compacta .
A todo campo diferenciable de vectores tangentes definido s9
bre Mycorresponde un grupo de automorfismos diferenciables de
M,parametrizado por Rl,con parametrizacién diferenciadble,sea
t—h , t€ Rl stal que 1&s 6rbitas parametrizadas corres =

t
pondientes resuelvan el campo dado , La correspondencia es @



nénica — natural y bidnivoca .
La dependencia diferenciable del pardmetro se expresa, como
sabemos por la condiecién que h:MxR;——~>M:(x,t)-——e»ht(x)sen
aplicacién C® para las estructuras de variedad c®del domi
nio y de la imagen , Este corolario tiene aplicacién para &
minios otros que 1os-Un del n? 2,porque nunca un abierto neo
vacfo de R es compacto,Por ejemplo para esferas y toros (
Etec) h(xyt) es la integral completa canénicaj esencialmen-
te la integral completa canénica es la aplicacién h (si a=-
vanzo t minutos a partir de un punto fijo > 9P 4 lunego consi=-
dero el punto donde estaba hace t minutos,me resulta X, }
cualquiera sea t ),

En el caso compacto buscar una integral comple=

ta global es buscar una aplicacién de MxR*

sobre M regular
de rango .- (dimensién de M) en todo puntoyconstante sobre lax
érbitas ,sea G , Fllo equivale a que el diferencial 4G man=-
da el campo (xyt) —= (X y1) en el campo idénticamente nmulo

sobre M ,

Problems . Sea (N,Y) una variedad N ,més un

campo diferenciable Y gsobre N , de vectores tayp
gentes nuncamlos , Determinar gue condiciones debe realizar
el par (N,Y) para que exista una variedad M y una aplicacih
G de N sobre M ,tales que 4G(Y) = O, Er caso de existir un
tal G:N — M;existe ? uno con la propledad de maximalidad
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(estructuras universales) :para todo Gl existe un F econ
FG =.Gl s G - meximal , Andlogamente e pide dado (N,Y) una
aplicacién G:N . N,maximal en el sentido de antes tal que
aG(Y) —~ O gjaquf G no tiene que ser suryeetiva , Por ejemplo
81 14= 6rbitas son cerradas (Corolario 2 del n2 2 ) ,puede

ponerse M-N/Y , @ = proyeccién candnica ,

Del TEOREMA resultan como corolarios otros teore=
mas de integracién de "campos de elementos de econtacte®
Resultard eclaro que el caso en que el dato es un X =campo
de vectores tangentes~ e85 el caso méds general, o mejor di=-
cho més precisado ,Dejando a X cierta libertad tadavia hay

problemas de integracién con sentido ,

PRECAGCION ¢ para nosotros X es una seccién del
ha z €>;1uego xx es un germen del campo veetorial en el puyp

o No hay peligro en la idep

tificacidén cuando se sabe de qué se esté hablando ,

%xes gCOmMO SAbemos,un espacio vectorial de dinmey
sién infinita sobre los reales,y un médulo libre de range n
(= dim M) sobre el anillo conmutativo de los gérmenes de fip

ciones diferenciables a valores reales,en el punto x ,

Dado el campo de elementos de contacto X, defini-
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mos los tres campos L'(x) s L(X) o N(X) mediante:

L(X) : a cada x € M asociamos la subvariedad 13

neal de T, j,espacio tangente 2 M en x ,formada por los mfl=
tiplos reales del vector tangente "X." ,sea I__ (X) ., Geomé-
tricamente el campo x —> Lu(x) asocia & cada punto x de M
0 bien el punto x o blen una recta tangente a M en el punte

jen definitiva una variedad lineal tangente de dimensiém

x
1,

M(X) : es el campo x — M(X,,) ,que asocia el pugy
to x € My,el submédulo de %x engendrado por ¢l gérmen X, ,
sea M(Xx) o '#s claro que M(X,) es un médulo libre de range
l,en el cual es generador cuslquier germen de campo vecto =
rial que en el entorno del punto x pueda representarse eomo
el producto de X por una funcién a valores reales diferente
de O en el punto x , En particularysi al campo X sobre Mse
lo multiplica por una funcifén a valores reales (diferencig
ble) £ con £(x) # O para todo xe€M, sea £X -Y, el campo Y dg
termina en cada x € M un germen que engendra también M(X,):
esto da una interpretacién sencilla a M(X) ,

M(X) estf d&terminado no por X sino por la clase de
los Y que son de la forma fX 4 £ # O en todo punto de M
M4s precisamente M(X) = M(Y) equivale & "existe £ # 0 talaqe

X=fY" ., Geométricamente el campo M(X) asocia a cada x 4 6
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bien el germen de M en el punto x (cuando X es ident]
camente nulo en un entorno de x) ,0 bien una “"recta™ tangep
te al germen de M en el punte x,de gérmenes de campos vectg
riales en el punto x , "Recta" entendida para el anillo de
coeficientes formado por los gérmenes de funciones en x , =
Més sencillo : el campo M(X) es el econcepto constitufdo por
un campo de vectores sobre M més las posibles deformaciones

de dicho campo que solamente alteran,difere

médulo o sentido del vector,pero sin anular a un vector que
no es nulo, ni sin desanular a uno que es nulo,

Si M es conexa es claro que la deformacién o bien
altera todos los sentidosy, o bien no altera ninguno ,Al ha-
blar de médulo estamos introduciendo subrepticiamente mau@'
trica ,1la cual no tiene nada que hacer aquf, Al hablar de
deformacién no se deoe entender "continuaven el sentido ho=-

motépico, Huelgan comentarios ,

LX) : X —> Lx('x) sdonde I-I(X) es el subes-
pacio sobre los reales,engendrado en ¥ , por el germen X o
Tiene dimensién 0 si X se anula en un entorno de x 1déntigg
mente , De lo contrarie Xy # 0 ,luego,la dimensién de LX)
es 1 sobre los reales , Estas son rectas decentes ,
L(X) = L(Y) 81 y s0lo 81 X e Y difieren en un entorno de g§
da xymultiplicativamente en una constante, Luego si M es qg

nexa 481 y solo si existe un nfimero real a ¥ 0 con aX-=-1Y ,
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Andloga interpretacidn geométrica , Pn los tres casos el d4g
to de la scuacién diferencial sobre M es un campo de varise
dades linealss de dimensidn memor o igual gue 1 ,situadas ,
en médulos tangentes en los distintos puntos de M jestos am
pos son diferenciables en el sentido que estdn construfdos

sobre la base de un campo diferenciabie, en el sentido corg
e¢idoyde vectores tangentes (o de gérmenes de g,¥v.,t,) » I
diferenciabilidad pueds definirse directamente definiendo
haces o fibrados convenientes, y el campo ¢omo seccidn(resp’

continua o diferencizbie , Elerclcio para el lactor .

Veamcs la soiucién para cada ecuacidn diferencial ,
Tomenoéiel caso M compacto conexo j el caso general so Lra=
ta en forma andloga ,

Datg L(X) :.La sclueién es el grupe h, desparame =
trizado, Existe pues torresponisncia diunivoca entre los 43
tos L(X) y los grupos de Lie de dimsnsidén menor o igual que
1 ,conexos (un slementogreales médulo i,reales) de automore
fismos de M, Todo C™* ,

O también :la solucidén es una descomposicidn en ére
bitas cuyo parémetro estd determinado salvc dos constantes
la aditiva de antes y la multiplicativa de ahora,

Lo dicho resulta de que dos parametrizaciones dis -

tintas con Rt gde un grupo dadogdifieren en un gutomorfismo
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1
de R , o sea mna miltiplicacién por una constante no mula

(positiva o negativa) ,¥ los correspondientes campos vecto-
riales difieren en una constante multiplicativa,lo que era
la condicidn necesaria y suficiente para que el dato L(,)

coincidiera para los campos en cuestién ,

Date M(X)- Lv(X) o De I_(X) = L(Y) resulta que

nara todo x el vector tangente Kx srgerdra el mismo espacio
gque !i o Poniendo £(x)=0 sl este espacio es el origen , ¥y
Yz = F(x)X, en caso contraric tenemos Y= fX , Por hipbtesis,
X e Y son diferenciables , £ es diferenciable em tg
do punto en euyo entorno X se anule, pcrque entonces es =0
1déntica ente , S1i X # 0 en todo puntc de un entorno de x
existe g definida en un sntorno de z,diferenciable,tal que

Xg es diferente de cers sn todo punto de un entorno de X .-
Paro se tiene Yg(y) = f(y}.Xg{y, emn un entorno de £ , De §
qui se deduce que £ es diferenciable en la subvariedad de M
formaaa por 1os puntos donée X £ 0 o X es localmenis nulad
ro8te e3 ralo en ¥ , Esto permite ecmpsrar los €2sos L?(X)
y M{(X) . (Podemos suponer qua el campo no o8 ldsniicamente

nulo en pingén abierto).En un sblerto donde el campo nunca es
nulo los campos subordinsaos Lg(M) ¥ M{X) soincider esen =
clalmente, Integrsr sl dato LV(X) gignifica encontrar um
germen de subvariedad en un punteo xgde dimsnsifn ljycuyo ge

men de campo de tangentes rectas coinsida eon la restriceih



de I.v(x) & la subvariedad , Luego la solucién del campeo
Lv(x) es la descomposicién en érbitas,desparametrizadas .,
Luego 1o mismo para M(X) , Bn verdad, si el campe X se anp
la en algdn punto ds M se debe rechazar la definicién de
Lv(X) que no es adecuada més que para comparar gecmétrica-

mente eon M(X) ,cuando el campo no se anula en un abierto,

Hotag . 1= Falta,para completar la descripcién
una definicién directa de "descomposicidén en 4rbitas”, Pa=-
ra el caso de dimensién cualouiera esto es uno de los ob=-
Jetivos principales de la teoria de las variedades folia -
das (ver tesis de Reebyy bibliografia allf citada) ,

2« De M(X) = M(Y) se deduce la f afire
mada para un entorno del soporte de X,el cual entonces eo~
incide eon el soporte de Y,de modo que X=fY ,f # 0 en to=-
do punto de su dominio , Si el campo se anula idénticamen-
t~ en un ablerto , £ no resulta definida all{, Hay que ter
minar la definicién a pulso, Esto se hace usando un lema de
extensién conocido usando una particién diferenciable de la g
nidad, Por lo demés,para el problems que tenfamos entre manos
esa extensién es inesencial , Lo que querfamos era inter =
pretar geométricamente el significado del concepto de So=
lucién para el dato M(X) : querfamos llegar a que "tambiédf
la descomposicién en érbitas sin mencién alguna de pardmee

tros u orientacién,podfa concebirse como "la"™ solucién de
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un problema diferencial ,

3= Si queremos que la sSolucidén sea la dese
composicién en érdbitas orientadas,basta definir X equiva =
lente a Y cuando existe una f estrictamente mayor que Otal
que X=fY , Esto para el dato M(X) ,Andlogamente para los
demds , En particular,tomando X # O,tenemos que sabemos ip
tegrar un“campo diferenciable de semirrectas tangentes" y
qQue la solucién es una descomposicién en érbitas orienta =
das o 81 8se prefiere,la solucién es una clase de grupos de
Liey etc.

4~ Véase Coddington-Levinson ,Theory of O
dinary Diff, Equa,,M¢ Graw=Hill Book Company, Caso de
M=toro = 2 ,y otros casos con n=2 § 4ltimos capftulos &l
1ibro ,
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