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RESUMEN

En cste trubaju s¢ presende el desurvollo de un-eodigo computacional pure la resolucivn de las
ccuaciones de Novier Stokes sncampreyible. Bl oidigo -catd lasude ¢n un slgoritino de pasos frac-
cionados (de tres pasos) o que da como regultado un caquema seri<implicito, La discretizacidn se
realiza medisnte clernentoy tetraedros lincales de custro nodos, micntruy que lu cotabilizacion de
dvs términiog cunvectivos'y de lo incornpresibilidad se utélize una téenics de Orthogonial Subscale
‘Stabilization. Lo discerctizacion en ¢l ticinpu se puede realizar medianide un csquema de Runge
Kutta de cuarto orden o un esquema de Euler hacia atrds. El codigo resultante estd parulclizado
utilizando OPENMP. El progrenu permasic simular Hujo: turbulento, fendmenos de conveecion
netural, transferencia de calor, transporte de contaminanies, midltiples mareos rotativos. Final-
sente se presentancune yerie de aplicacioncy y comparaciones pera verificar ¢l funcionamiento
del mismo.,
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INTRODUCCION-

Si bien la mecanies tomputacional Bo es una discipling nueva, gracias = las grandes mejoras
experimentadas en €l desarrollo de las computadoras, han hecho de la simulacién munérica una
herramients de suma utilidad en ks ingenierfs. Uno de los campos donde la mecénics computa-
cional hy revolacionade por-completo la forms de trabajar es en la mecanica de fluidos.

Si nos remontanios a mediados de i década del 90.lavinicy formi. de realizar simulaciones, con
resultados confinbles, era mediante el uso de 1as Hamadas super compusadoras;, que estaban al al-
cance de muy poca gente. Las mevas tecnolegfas y la continus mejora de los algoritmos de cdleulo
ban hecho posible que estos mismos programas de simulacién puedan correr em Computadoras
Personales: de bajo costa..

En la actnalidad existeun gran nitmero de programas para realizar simulacivnes de problemas de
mecénics de fluidos; entre ellos podemos nombrar 4 FLUENT; STAR-CD, CFX, OpenFOAM,

FEATFLOW, -entre otros. i bien la mayorfa de estos codigos dan resultados aceptables para
Is muchas aplicaciones, exisven ums gran cantidad de problemas que requieren de formmlaciones
especificas para lo ¢nal debe modificarse el Software, lo ¢ual no es posible con los programas de
tipo-comercial.

Por otro lado el heche de desnrrollar software espectfico para problemas determinados permite
una mejor optimizacitn de los recursos disponibles,

En el presente trabajo se presenta un c6digo en el enal se resuelven las ecuaciones de Navier Stokes
incompresibles utilizando elementos finitos para ln discretizacion en ¢l espacio y Runge Kutta
en el tiempo. Ademds de resolver lus acuaciones de la dindmici de fluidos también puede tratar
problemas de transporme de contaminantes, problemas de conveccién natyral, marcosde referencia
rotanves, tratumiento de la turbulencia, superficie libre, transferencia de calor con radiacion



y problemas con mallas méviles mediante una formulacién tipo ALE (Arditrary Lagrangien-
Eulerian).

METODOLOGIA

En este apartado se hard una descripcion del tratamiento. de las ecuaciones de la mecdnica de
los fluidos y de su forma. discreta, obrenidas mediante la aplicacitn del método de los Elementos.
Fipitos.
Ecuaciones de Navier Stokes
La modelizacién del medio continno se realizs mediante 1a utilizacion de las ecusciones de Navier
Stokes para flujo incompresible. Asumiendo cuie lz densidad es constante, la ecuacion dela energfa
queda desacoplada y no se tiene en cuenta para el planteo del problems. Por lo tanto, dado un
dominio £2 enyo contorne s I las evusciones s¢ expresan de la signiente formas

Ecuacién de continuidad:

V-u=0 enflx (0,8 (1)
Ecuaci6tn de momento:
?;—Ha Va— quu-l-;Vp—f Q% (0,8) (2)

En las ecuaciones anteriores u es #l vector velocidad, pes la presién, p s la densidad, v s
viscocidad cinemética y £ e el vector: de fuerzas volumétricas.
Para resolver estas ecuaciones se imponen las siguientes condiciones de comtorno,
w = U enlpx(0,T)
on = ienI‘Nx(o t) (3)
gon = enlyx(0,9)
donde ' ex ¢l contorne eon condiciones de Dirichlet, Iy contorne con cendiciones:de Newmann
y 'y & el contorno con condiciones mixtas. En las condiciones se cumple qua T =PpUTy Wl
y se aplican a todo el intervalo del tiempo (0, ).
En las condiciones de eontorno Wes Ia velocidud prescrita, ¥ es'la traccién prescrita, nes el vector

normal a la superficie; g ¥ g2 son los vectores tangentes: al-contorno; 4 =t S yYlbh=% g
donde t; es el vector de traccion y @ es ¢l tensor de tensiones, cuya expresién es:

du
- 24
7= —pl+v (Bm Ozt)

ente se de'deben. definir Ias candiciones iniciales del problema gue en este caso sers:
w.= ug en i v (4)

Py en by YR

Algoritmo de Pasos Fraccionados

Pary la resolucién de las ecuaciones propuestas se han desarrollado numerosos métodos. Entre
#llos encontramos. los métodos de pasos. fraccionados que fueron propuestos:inicialinente en los
trahajos de Chorin [5] y Temam [8]. Estos métodos se carscterizan por la descomposicion de los
diferentes. operadores (conveccion, difusion e incompresibilidad) en ¢ada paso de tiempo. Este
tipo de esquema permite satisfacer lu condicién inf-sup o de Ludyzenskaya - Babushka - Brezzi
(LBB) utilizando la misms interpolacion para la presién y la velocidad.




En este trabajo se presenta un esquema de pasos fraccionsdos de tres etapas.
La scuacion de momento se divide de la siguiente forma.

gt =g 45t [ Pt gurtd 4 V%vp"‘~ V3" 4 f’“"’] (5)
T N T \
wt = g > (V RAvs? ) (6)

donds la derivada respecto del tiempo dependede @ (# = 1 Euler hacis adelants, § = 0 Euler
hacia atrds y @ = 1/2 Cranck Nicholson); el pardmetro 7 puede valer 1 v 0 dependiendo i se
quiere dejar la presion sn la ecuacion (5). Bl témnine U™ que apurscs-en las acuaciones (6) y
(6) se ln denomina momento fracrionario.y representa una aproximacién a la velocidad que no
satisface Ja condi¢ién de incompresibilidad.

Tomando la divergencis en ln ecuacién (6) tendremos:

V3 (p™ ) = £y gttt L ¢yttt .
Vi (oot~ gt} = £ (V- 4 V) (M
y camo por continuidad V 6 = 0. V¢ € (0,T) = V- u™t=0, por Ip tanto la ecuacién anterior
queda,
Vz( WL ot ) -—V antt (8)

Discretizacién de las ecuaciones

[ mévodo que s utiliza para discretizar la exciiaciones presentadas es ol Método de los Elementos
Finitos. El esquema resultante s de primer orden (y= 0} y la discretizacion temporal se realiza
con un Buler hucia atras (8 =0). Fl algoritma e se obtiene és de tres pasos y es semi-implicito;
¢l primer paso y el tercern son explicitos, mientras que el caloule de la presion se lo hace en forma
Tomando como funciones test (va,m) € Vi x Qp 1a forms débil de las ecnaciones propuestas
quedan de la siguiense formal:

Momento fraccionario

&( i .w;) =-;— (uR, va)— (U Vul,vg)— v (Vag, Vvy) — (£, vi) (9)
Csleulo de la presion
(vs2,va) = & (a2t - uh, Van) ~ (V- v an)] (10)

A la ecuacién (8) se le sum6 y rest6 el término V- ul y lusgo se integré por partes con lo cual
la condici6n de contorno natural es,

/ g Vph !l ndl = il [— / gt nd + / | Qhuii.ndf‘] (11)
JTn P Ty ‘T

Un inconveniente que se observa en esta forma de imponer s condicién ds coiitorno en ln presién
es gue se hace de forma débil, esto bace que en algunos casos aparezca una pequefin capa lmite
numeérica ver [2].

Caorreccion de la velocidad

La velocidad intermedia se corrige con la presion 6”btmﬂda. 40 la séuacion (10) mediante,

(u}iﬂ) Vh) (ul, vp) — .; (V nﬂ:%) (12)

Condiciones de contorno.
Las condiciones de contorno de la valocidad se aplican a las velocidades corregidas uﬁ“ , mientras
que las condiciones de contorno que invelucran:a In prasion p""’1 #e¢ imponen en la ecuacion (10).

'tin las ecuaciones anteriores s¢ utilizé lu noracién fa, 8) = j;.a.-.bdn



Términos de estabilizacién

Términos convectivos

La forma discreta de los términos convectivos producen una inestabilidad numérica al trabajar
con mimeros de Reynolds (R.) altos, por lo tanto, se debe utilizar un método de estabilizacion
apropiade para evitar estas dificultades.

En este trabajo se utiliza el método denominado Orthogonal Sub-scale Stabilization (0SS), ver
[1, 3]. La expresion resultante para el término de estabilizacién, que se afade a la ecuacion (9)
se escribe de la siguiente forma:

STB, = — (1 (uf- Vup —7p) ,uf Vvp) (13)

donde 7} es la proyeccion de los términos convectivos en el subespacio de las funciones de test
(Vr) € V, y se obtienen mediante:

("h,Vh) = (uf Vup,¥s) (14)

[l parametro 71 es un tiempo intrinsico que depente del problema ver [3]. La ecuacion (14) se
calcula en forma explicita condensando la matriz de masa.

Términos de incompresibilidad

Para lograr un correcto comportamiento del algoritmo se debe afladir un términoe de estabilizacion
en la ecuacion de incompresibilidad. En este trabajo se utiliza, al ignal que para los términos
convectivos, la estabilizacion OSS para la presion [3]. El término resultante se debe afiadir a la
ecuaciéon (10), y su forma es:

STB, = — (72 (Vrg™ - &), Van) (15)

donde €] es la proyeccion del gradiente de la presion en el subespacio de las funciones de test
(V1) € V con lo cnal se obtiene

(% V&) = (VDR, ¥r) (16)

resultando en un nuevo sistema de ecuaciones para €5, El pardmetro 73 depende del problema y
su calenlo se puede encontrar en [3].

Esquema estabilizado

Una vez afiadido los términos de estabilizacion correspondientes a las ecuaciones de momento v
de incompresibilidad el esquema resultante se puede escribir de la siguiente forma:
Paso 1

1 /_ 1
(08" va) = = (uf,v) — (uR: Vub,vi) — ¥ (Vul, Pva) — (€7, va) -
— (7 (uf - Vup —m3) ,up - Vvy) (17)
Paso 2
(VPR V) = g [(8R* - uR Van) - (V- ufa)] +
72 n v
+ &t + 7 (V‘fh! VQh) (18)
Paso 3 5t
(u;:-H.’ Vh) = (ug; Vh) - '; (VPZ+1: Qh) (19)
Paso 4

(k> ¥n) = (uf - Vg, ¥3) (20)




Paso 5
(£7, ¥4) = (V2R %) (21)

En &l esquems resultante los sistemus de ecuaciones (17), (19). (20) y (21) se resuelven en
forma explivita condensando las matrices de masus. El sistema de ecuaciones de (18) se resuelve
mediante Gradientes Conjugados con precondicionador disgonal.

Ecuacion de energia

Si bien en el caso incompresible la ecuacitn de energla estd desacoplada de las ecnaciones de
Navier Stokes, esto deja de ser vAlido si se tiene en cuenta el fenomeno de conveccién natural.
Para simular este efecto se utiliza la aproximacion de DBoussinesg extendida, em lo cual las
propiedades del fluido son funcién del estado termodinamico del mismo, y la densidad p varfa
con la temperatura. Ista variacion es s6lo temida en cuenta en las fuerzas mésicas con lo cual se
afade un término al vector de fuerzas en la ecuacién de momento,

=B (T - To) (22)

donde g es la fuerza de gravedad, § es el coeficiente de dilatacién térmica del fluido, T es la
temperatura v Ty es la temperatura inicial,
La ecuacitm de energia escrita en forma débil tiene la siguiente expresidn:

pcﬂ(%w-w)_v kVT)-Q-8=0 (23)

En esta scuacién Cy es el calor espectfico a volumen constante, @ es cantidad de calor por unidad
de volumen, P es la disipacion viscosa y k es la eondnetividad del fluido.
Las condiciones de contorno que cierran esta scuacon son:

T=T enlpx(0,¢t)

—_ [:](VT)II =g en Ty x I{ﬂ,t) [24}

donde T es la temperatutra prescrita, n es el vector normal a la superficie, k es la conductividad
térmica y g es el flujo de calor, que se puede dividir en flujo convectivo (g:) ¥ finjo por radiacion
(gr) ¥ sus expresiones son:

@=h(T-T.) (25)

g,=ea('1ﬁ+3rf)(ﬁ“ﬁ) (26)

donde h, es el coeficdente de conveccién, e es la emisividad v o es la constante de Stefan-
DBoltzmann,

Puara el cdlenlo de 1a radiaciom en dominios cerrados se usa la teorfa de wiall-to-wall rudiation
theory que consiste en calenlar los fujos a partir de:

N _ L

donde Fy; son los factores de vista (dependen de la geometria), ¢ y Ty son «l finjo por radiacion
y la temperatura de de la superficie j. Ll sistema de ecnaciones resultante se resuelve mediante
Gauss Seidel.

Modelos de turbulencia

En &l programa se encuentran implemenzados tres modelos de turbulencia; dos algebraicos
Smagorinsky y Baldwin Lomax, ambos métodos se pueden encontrar en [9], ¥ mm modelo de



una ecuaci6n denominado Spalart Allmaras ver [7]. Con los tres modelos se caleula la viscosidad
turbulenta vy que se agrega a la viscosidad v molecular en los términos viscosos en la ecuacién
(17), quedando de la siguiente forma:

(v + ) (Vug, Vvg) (28)

Nentro de las condiciones de contorno se encnentra implementado un modelo de ley de pared
acorde al modelo de turbulencia [9, 7).

RESULTADOS Y DISCUSION

En este apartado se presentan algunos resultados obtenidos.

Aerodinémica externa

Se han realizado una gran cantidad de simulaciones de aerodinidmica externa, aplicada a vehiculos
terrestres. En la figura 1 se muestran dos casos; el primero corresponde a un Toyota Corolla de
TC2000 y ¢l segundo es un Chevrolet de TC

Figura 1: Aerodindmica externa de autos de competicion.

La simmlacion de la aerodinémica externa de autos de compesicién presenta una dificultad adi-
cional, que consiste en la variacion de la altura con la carga aerodindmica. Debido a la importancia
que tiene el efecto suelo en estos vehfculos este cambio de altura se debe tener en cuenta para
lograr buenos resultados .

Por este motivo el programa tiene la opcién de modificar la posicién del vehiculo hasta alcanzar
¢l equilibrio, para lo cual se debe conocer el comportamiento de las suspenciones del mismo.

El movimiento de la malla se realiza mediante la resolucién de un problema de Laplace y para
asegurar una buena calidad de la malla deformada se realiza un snavisado mediante un problema
de optimizacién de la métrica de los elementos [6].

Las mallas utilizadas en ambos casos tienen aproximadamente 2 millones de elementos tetraedros,
y en el caso del Toyota se hicieron pruebas con las ruedas girando. Para la simulacién se realizaron
50.000 pasos de tiempo, lo que equivale a 0.8 segundos.

En la figura 2 se muestran dos trabajos realizados, el primero es un UAV y el segundo corresponde
a un planeador acrobéatico.

En ambos casos se utilizé el programa para el cilculo de las derivativas, para lo cual se debieron
realizar corridas a diferentes dAngulos de ataque, gifiada y rolido. Para simplificar esta tarea se
utiliz6 la posibilidad de mover 1a malla, para lo cual se fija una ley de variacién de la misma
para barrer los dngulos requeridos, con lo cual todos los resultados se obtienen mediante una sola
corrida. En el caso del UAV se utilizé una grilla de 1.7 millones de elementos mientras que en el
planeador se utilizaron 1.1 millones de elementos.

Flujo Internoc

La implementacién de diversos modelos de turbulencia ha permitido realizar una correcta simu-
laci6n de flujos internos turbulentos. Este tipo de simulacién resulta de vital importancia para




Figura 2: aerodindmica externa.

¢l calculo de las pérdidas de carga en elementos complejos. En la figura (3) se observa parte del
circuito de alimentacién de combustible del cohete Tronador 1.

Figura 3: Céleulo de pérdidas en tuberfas.

Problema térmico acoplado
El programa cuanta con un médulo de cdleulo térmico gue esta acoplado con el solver de Navier
Stokes. En la figura 4 se muestra un ejemplo de un cilindro caliente sometido a una corriente de

Figura 4: cilindro caliente sometido a una corriente de fluido.

fluido, en la misma se puede observar la temperatura para un instante determinado.

Marcos de referencia rotante

Para la simulacion de problemas con rotacién el programa cuenta con la opeion de utilizar marcos
de referencia rotantes. En la figura (6) se muestra un ejemplo gue pudo ser contrastedo con un
experimento obteniéndose una muy buena concordandia con Jos resultados experimentales.

Problema de Transporte
Los problemas de transporte no siempre estén ligados a fendémenos térmicos. En el programa
s¢ ha implementado un modelo de transporte mediante la teorfa de Boussinesq, que permite




Figura 5: rotor de cola de helicoptero.

simular la evolucién de la concentracién de una sustancia (ej: humo, productos quimicos, ete) en
el tiempo, sometido a una determinads condicion de flujo.

Figura 6: Transporte de contaminantes.

En la figura (6) se muestra un ejemplo que ha sido ensayado experimentalmente, el mismo
consiste en un cubo de dimensiones conocidas sometido a un viento de frente con perfil parabdlico.
En la parte superior del mismo se ubica una fuente de himo con un determinado caudal. Las
comparaciones de los perfiles de concentracién mostraron una muy buena concordancia entre los
resultados del ensayo y los numéricos.

CONCLUSIONES

Se ha presentado un programa de elemento que permite resolver las ecuaciones de Navier Stokes
incompresibles mediante elementos finitos. La formulacién utilizada ha demostrado ser robusta
y fiable gracias a la estabilizacién basada en OSS tanto para la conveccién como para la incom-
presibilidad. El programa ha sido utilizado para simular una gran cantidad de fen6menos y se
encnentra en continuo desarrollo para aumentar su capacidad. La integracién del programa de
célculo con un programa de Pre y Post proceso comercial denominado GID, permite un facil uso
del mismo, tanto en lo que respecta a la generacion de grillas como a la aplicacion de condiciones
de contorno.
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