
notas 
de 
matemática

DEMOSTRACION DEL ISOMORFISMO HP HP x HP

Raquel Santinelli

N° 4 1968

UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATAFACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.-

Introducción

Es sabido que no todo espacio de Danach es isomorfo a su 

cuadrado (v. (2) y (3) ) y que, por el contrario, esa propiedad 

es válida para muchos espacios de Banach clásicos. En esta 

nota se consideran los espacios de Hardy, notados HP, y se 

obtiene para ellos una repuesta afirmativa.

1.- Preliminar as 3 Sea T = j z t C ¡¡ {z¡ = Ij la circunf oronda 

unidad. Si F os una función sobro T y si f está definida sobro 
por f(t) = F(o^^), entonces f os una función periódica do 

periodo 2iT. Rocípro.jamante, si f os una función periódica do 

periodo 2 Tí sobre existo una función F sobro T c.ue verifi­

ca f(t) = F(o^"). .sn consecuencia identificáronos las funciones 

sobro T con las funciones sobro R de período 2 Tí, y por como- 

didad escribiroiJps f(t) en lugar do f(o ).

Oon esta convención,definimos L^(T) = L^(- H,1T) para 14pdoo cono la clase do todas las funciones complejas, modiblos Lobos- 
guo, do período 2 IT sobro Z para, las cuales la norma

' -Tí '
os finita.

Supongamos ahora cuo f os una función analítica on el disco 

abierto ! z i 1:

f(z)
V'Z__j
n 0

n 
a z 
n
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Soa f (t) = f(re ). Para un r fijo, f os una función dofi- 
r r

nidasobro f, os decir, si restringimos f a la circunforonuia 

do radio r, obtenanos una función continua sobro esta circun- 

foroncia, a la. cao podríaos interpretar también como una fun­

ción sobro f.

Si O áp <HX) , denotamos por H" a la clase de funciones analí­

ticas f en el disco s^-^1 para las cuales las f son aoota- 
r_p.

das en la norria do L (T) cuando r***^ l. Si 1 ^p 4.00 , entonces

H os un espacio -oj Banacn bajo la, norma

P . - P o2.-_Tooi*oiaas 11 os ísoiaorfo aH xH , 1^ p < o? ,

Demostración: roda función f puedo descomponerse en suma do 

una función par y una función impar, do la siguíonto maneras 

f = f]. + f^ ? donde

p 13
La. dosoomuosiuión es única y si . obviamonto f ,

- i
i = ly 2 . c ons oou ene i a, llamando A al súbospaoio do i!* 

que consisto do todas las funciones pares y B al subospacio 

de oue consisto do todas las funciones impares, se tiono 

II- = A (+) B.
n

Hos ir aromos cuo A y 1?. son isouorfos a, H" .
n

1^) Soa p(z) = a una función portonocionto a A. }s
n 0 n

decir,



2n+l
Luo^o.^r"* a^ z* = 0 y esto implica a^ _, = 0 para todo 

'n.atO 2n+l 2n+l

2n
n^ 0 .por lo.itanto P'a) = ^t-^a. z . Queda entonces definí- 

n^O 2n_
da la función analítica g(s) = a s en !s¡ d 1 tal cue

p(z) = g(z^) .

i9 it
Por otra parte, si s = Re y z= re ,

Entonces, PÍ) * So ve claramente cuo la aplicación

2
lineal P^-^ g definida por p(z) = g(z ) es una isonotría so- 

p
*bro, y por lo tímto un isonorfismo entro A y R .

S7*
2°) Si líe) a z pertenece a B, se tiono

' ' n%0 n

2n
Lúe; o. A—í a z = 0 y esto implica a =0 para todo n^O. 

'n ^ O 2n 2n
consecuencia,

-r—¡ !
, . /' 2n+l y* 2n

l(z) =a>-—' a^ ^z - za—a^ _,z 
2n+l n^O 2n+l

donde a ^z = dL-- ^s = h(s) define una función
n^.0 2ntl n^O 2n-rl

2
analítica en ( si < 1. jjlntone^s i(z) = zh(z ) . Además,

3.-
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Obviamonij, lih.^-= íLlij . .jntonces la aplicación lineal I—h 

do B sobro definida por l(z) = zh(z ) defino un isomorfismo 
pJjstos resultados demuestran finalmente cuo H es isomorfo a

P P VR x E y 1 p co .

Definimos L^(l) como la c^aso de todas las funciones comple­

jas^ modLÍblos Lebosguo, do período 2 Tí sobre para las cua­

les la norma supremo esencial os acotada? y entonces extende­

mos la -cofinición do E^ al caso p = oo , con la modificación 

correspondiente on el tratamiento de la norma? ol teorema an­

terior también es válido par^ l^p^oo
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