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1 - INTRODUCCIÓN

Para la implementación de sistemas de vuelo autónomo se requiere contar con información de 
posición y actitud (orientación en el espacio) de la aeronave, en tiempo real. En general esto 
se obtiene de un sistema de navegación basado en el uso de sensores inerciales. Dado que la 
navegación inercial pura no ofrecen una estimación estable (los errores crecen con el tiempo), 
salvo para ciertas aplicaciones y contando con sensores inerciales de grado adecuado, esto 
se transforma en un problema insalvable.

La fusión de la navegación inercial con sensores auxiliares permite mitigar este problema. Lo 
más común en el vuelo autónomo es el uso de receptores GNSS (Global Navigation Satellite 
System), que permiten estabilizar la estimación de posición. También se obtienen mejoras en 
la estimación de actitud, pero en vuelo estacionario se siguen manifestando algunas derivas. 
Esto se resuelve incorporando otros sensores: magnetómetros, barómetros, telémetros, etc. 
Todos estos recursos poseen ciertas limitaciones, por lo cual, dependiendo de la aplicación, 
pueden ser útiles o no. Por ejemplo, el uso de un receptor GNSS pierde efectividad 
en ambientes urbanos y no puede utilizarse en espacios cerrados; mientras que los 
magnetómetros son susceptibles a muchas fuentes de error asociados a la distorsión del 
campo magnético terrestre por diversas causas.

Los sensores ópticos pueden usarse para mitigar algunas de estas deficiencias. Mediante 
el procesamiento de imágenes es posible identificar “puntos clave” en el campo visual, y 
seguir su movimiento relativo en imágenes sucesivas; lo cual puede correlacionarse con los 
cambios de actitud y posición de la cámara. Esto proveen información útil para la navegación, 
particularmente para vuelo estacionario o a baja velocidad.
A continuación se presenta el esquema utilizado para el sensor visual, y los desarrollos 
matemáticos necesarios para su fusión con la navegación inercial utilizando un filtro de Kalman 
Extendido (EKF). Los resultados se obtienen mediante simulación.

Nomenclatura Se usarán cursivas negritas para vectores (como p), mientras que para 
matrices se usan negritas mayúsculas (como C). El punto (como p) representa es derivada 
respecto del tiempo. Los superíndices en los vectores indican la terna de referencia sobre la 
cuales están proyectados en una determinada expresión (pa es el vector p proyectado en la 
terna-a).

2 - NAVEGACIÓN INERCIAL

2.1. Posición y Sistemas de Referencias

“Navegación” implica determinar al menos la ubicación de un móvil en el espacio. Para 
desplazamientos en el entorno de nuestro planeta es habitual usar como referencia un sistema 
de coordenadas cartesianas con origen en el centro de la tierra (Earth Centered), con un eje 
z alineado con su eje de giro y ejes x e y en el plano ecuatorial.
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Alineando el eje x con estrellas lejanas se obtiene un siste
ma de referencia ECI (Earth Centered Intertial) que puede 
asumirse cuasi-inercial para aplicaciones de ingeniería. 
Alineando el eje x con el meridiano de Greenwich y eligien
do el eje y para conformar una “terna derecha” (ver figura 
1) se define el denominado sistema de coordenadas eCef 
(Earth Centered Earth Fixed).
Nos referiremos a estas ternas de referencia como terna-i y 
terna-e respectivamente.

Existen otros sistemas de referencia, y algoritmos adecua
dos para realizar las conversiones entre ellos. Por ejem
plo, un receptor GNSS computa la posicion en coordenadas 
ECEF, aunque en general muestran al usuario esta informa- 
cion a coordenadas de navegacion {latitud, longitud, altura}.

Fig. 1: Sistema de coordenadas ECEF

2.2. Actitud

En el campo aeroespacial se requiere frecuentemente conocer no solo la posicion, sino 
tambien la orientacion del movil en el espacio, a lo cual se denomina “actitud”.
Para definir la orientacion se requiere elegir una terna de referencia fija en el vehículo, que aquí 
denominaremos “terna movil” o terna-b. Así, la actitud es la rotacion requerida para alinear 
la terna-e con la terna-b o viceversa, y matematicamente puede representarse de diversas 
formas. La mas conocida es a traves de los “angulos de Euler”, que se corresponden con 
una secuencia ordenada de tres giros respecto de ciertos ejes de las ternas de referencia; 
pero computacionalmente es preferible usar el “angulo vector” o “cuaterniones unitarios” (un 
cuaternion q = {n, e} es un numero hiper-complejo, con parte real n e R y parte imaginaria 
e = {x, y, z} e R3).
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2.3. Ecuaciones para la Navegación

Conociendo la condicion inicial, es posible obtener estimaciones de posicion y actitud 
integrando la velocidad angular y la fuerza específica (fuerza por unidad de masa, lo cual 
no incluye los efectos gravitatorios) medida por sensores inerciales solidarios al vehículo 
(navegación strapdown).

Con cualquier representacion de la actitud es posible obtener la proyeccion hb de un vector 
h e R3 (fuerza, velocidad, etc.) en una terna-a, a partir de su proyeccion hb en una terna-b 
de diferentes maneras, como por ejemplo, computando para la actitud entre ambas ternas la 
matriz de rotacion (o “cosenos directores”) Cb e R3x3: b a, tal que:

ha = Cb hb

Con esto pueden proyectarse mediciones inerciales en la terna-b sobre la terna-e. Utilizando 
coordenadas ECEF las ecuaciones de navegacion son [1]: 

(1)

donde p es el vector posicion, v es la velocidad lineal y y <^eb es la velocidad angular entre las 
ternas e y b. La actitud esta representada mediante el cuaternion unitario q.
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Además, Qie es la velocidad de rotación de 
la tierra respecto de la terna ECI, 7 la acele
ración gravitatoria (e R3), y Cf e R3x3 es la 
matriz de rotacion para proyectar vectores de 
la terna movil a la terrestre (determinada de 
forma biunívoca por la actitud).

La estimacion obtenida de integrar las ecua
ciones de navegacion no es asintoticamente 
estable, y por lo tanto, diverge debido a los 
ruidos de medicion de los sensores inercia
les. Con sensores de bajo costo, como los 
utilizados en telefonos celulares y drones, la 
estimacion de posicion es prácticamente inu- 
tilizable a los pocos segundos, como puede 
apreciarse en la figura 2.

3 - NAVEGACIÓN INTEGRADA

3.1. Sensores Exoceptivos
Fig. 2: Errores en una navegacion inercial simulada con 
sensores MEMS comerciales

Para estabilizar la estimacion de la navegacion inercial es necesario obtener informacion 
adicional recurriendo a sensores denominados “exoceptivos”, dado que estos requieren 
interactuar con el entorno, a diferencia de los inerciales que son “introceptivos”.
Habitualmente se utilizan receptores GNSS que dan informacion completa de posicion, 
barómetros que permiten determinar variaciones de altura y magnetometros que ofrecen 
informacion parcial de orientacion en el espacio terrestre. En satélites y naves espaciales 
se utilizan start trackers, que dan informacion de orientacion mediante la observacion de las 
estrellas. Tambien es posible obtener informacion útil mediante procesamiento de imagenes, 
ultrasonido y sensores de distancia.

3.2. Fusion

Para la fusion de datos de los sensores exoceptivos con la navegacion inercial usamos un filtro 
de Kalman Extendido (EKF). En este se asume un modelo de la forma:

x = f (x, u,t} (2)
y = h (x, u,t) (3)

IN
G

. A
ER

O
ES

PA
C

IA
L

donde la primera ecuacion es el modelo dinamico utilizado para la estimacion (ecuacion de 
estados, donde x es el vector de estados y u las perturbaciones), y la segunda es un modelo 
para la relacion entre el estado x (que es lo que se estima) y las mediciones de los sensores 
exoceptivos y.
Para la navegacion inercial, el modelo (2) se corresponde con (1), siendo x = {pe,ve,qf}; 
mientras que u = {fb, wbeb} son medidas de forma directa por los sensores inerciales. El vector 
de salida y son las mediciones de los sensores exoceptivos.
El EKF consiste en computar una aproximacion lineal en cada instante de muestreo para (2) 
y (3), y aplicar el algoritmo de Kalman [2] para el caso lineal. El modelo linealizado en tiempo 
discreto tiene la forma:

xfc+x = Ffcxk + Gk [uk + Wk] 

yfc = Hk xk + vk

434



7° JORNADAS ITEE - 2023 FACULTAD DE INGENIERÍA - UNLP

en donde u es la parte conocida (o medida) de la perturbación, y w la incertidumbre; mientras 
que v es el ruido de medicion. Linealizar y discretizar en el tiempo implica realizar los siguientes 
computos:

(4)

(5)

En el presente caso se obtiene una prediccion “a priori” x_ (luego sera corregida) a partir de la 
integracion del modelo no-lineal en un instante de muestreo, para lo cual usamos el algoritmo 
adaptado de Savage [3, 4] por su eficiencia computacional.
Dado que la perturbacion en este modelo es la fuerza específica y la velocidad angular, el 
ruido de proceso es el de la medicion de estas perturbaciones. Para estimar la incertidumbre 
de esta prediccion, en cada instante de integracion debemos propagar la incertidumbre de 
la estimacion precedente en el intervalo de integracion, que depende de la dinamica, que 
representada por F en el modelo lineal, y el impacto Q del ruido de proceso sobre el resto de 
los estados:

(6)

donde W es la covarianza de los ruidos de mediciones inerciales (acelerometros y giróscopos).

La ecuacion de salida queda definida por los sensores a fusionar, y puede cambiar de un 
instante de computo al siguiente en funcion de la disponibilidad de estos sensores. Por lo 
tanto sera necesario computar la ganancia de Kalman en cada instante de muestreo con la 
ecuacion:

Kk = P_Hf (HkP_Hf + Rk)_i (7)

computando H para los sensores exoceptivos disponibles en ese instante. Con esta ganancia 
corregimos la estimacion a priori x_ obtenida de la integracion de las ecuaciones de 
navegacion:

xk = x_ + Kk (y - y)_i (8)

donde y es una prediccion de lo que se debería medir segun el modelo (3) a partir de la 
estimacion a priori x_. Finalmente actualizamos la covarianza de la estimacion corregida con 
la ecuacion:

Pk = (I - KkHk) P_ (9)
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3.3. Medición y Movimiento de la Cámara

En [5] se presento un sensor optico basado en vision monocular. Este se basa en reconocer 
puntos clave en una imagen mediante el algoritmo ORB [6], y su identificacion y seguimiento en 
imagenes sucesivas mediante el algoritmo de Lucas-Kanade [7] para computar el flujo optico. 
En este trabajo, en lugar de computar el flujo optico, utilizamos estas técnicas para determinar 
el movimiento de puntos fijos de la escena respecto de una imagen inicial, a fin de contar 
con mediciones de movimiento relativo de la camara desde dicho instante. La medicion es 
entonces la posicion en la imagen de un punto, en principio, fijo en la superficie terrestre.

Asumamos conocidas las posiciones de un cierto conjunto de puntos identificados como 
puntos clave en la imagen. Asumamos que estos puntos estan fijos en la terna-e.
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(a) Errores en una navegación inercial simulada con sensores 
MEMS fusionada con sensor visual. Comparar las escalas de 
posición con la figura (2)

(b) Errores en una navegación inercial simulada con sensores 
MEMS fusionada con sensor visual y barómetro

Al moverse la camara, para cada punto j, podemos re-calcular la proyeccion en el plano de la 
(nueva) escena para la estimacion de la medicion (modelo para la ecuacion (3)): 

siendo Cbc la matriz de rotacion que proyecta vectores en la terna-b (terna fija al vehículo) en la 
terna-c correspondiente a la orientacion relativa de la camara respecto de dicha terna, Cb es la 
correspondiente a proyecciones de la terna terrestre sobre la terna del movil, ce es la posicion 
de la camara en la terna-e, y:

La posicion de la camara en la terna-e es ce = pe + Cbrbcam donde rbam es su posicion en 
terna-b. Con esto:

Derivando esta expresion respecto de los estados tendremos la matriz jacobiana para la fusion:

(10)

IN
G

. A
ER

O
ES

PA
C

IA
L donde

Hi = [Hiq HiP 03x3]

Teniendo en cuenta la relacion entre matriz de rotacion y cuaternion, y la norma unitaria del 
cuaternion de actitud, podemos plantear:
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de lo cual:

4 - RESULTADOS

Implementamos estos cómputos en scripts de Octave/Matlab, y simulamos las mediciones de 
los sensores introceptivos y exoceptivos para un vehículo estacionario, introduciendo ruidos de 
medicion simulados comparables con sensores MEMS comerciales y camara monocular VGA. 
En primer termino fusionamos la navegacion inercial con el sensor visual, obteniendo los 
resultados mostrados en la figura 3a. Vemos que se estabiliza la estimacion de actitud y mejora 
sustancialmente la de posicion, aunque en esta ultima estimacion la inestabilidad persiste. Esto 
queda resuelto tan solo agregando un sensor de altura (barometro o telemetro), sin requerir 
datos del receptor GNSS. Esto se muestra en la figura 3b.
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5 - CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

La navegacion integrada con un sensor visual permite estabilizar la estimacion de actitud, y 
reduce la divergencia en la estimacion de posicion. Incluyendo adicionalmente un sensor de 
altura se estabiliza la estimacion completa. Pero este esquema requiere conocer la ubicacion 
de los puntos clave detectados en la escena, e identificar cuales de ellos no son realmente 
fijos.
Esta problematica puede atacarse de diversas formas, segun el contexto. Mediante vision 
binocular o sensores de rango es posible determinar la ubicacion relativa de un punto clave, 
lo cual sumado a la posicion propia permite estimar su ubicacion. La incertidumbre inicial se 
puede reducir mediante una estrategia de tipo SLAM (Simultaneous localization and mapping). 
En otras aplicaciones sería posible identificar hitos de posicion conocida en la imagen de 
referencia, como por ejemplo, las marcaciones reglamentarias en un helipuerto.
Los siguientes pasos apuntan a abordar esta cuestion.
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