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1. Introduccién

A comienzos del siglo XX se disoutié si la evolucién de las especies es el resul-
tado de la seleccién natural o de las mutaciones, A medida que se conocié mejor la
herencia, se hizo evidente que la seleccién natural sélo puede intervenir si existe
algo que puede seleccionarse, i.e., cuando las mutaciones presentan diferentes
alternativas para hacer frente al ambiente. La evolucién de nuevas especies, entonces
comprende tanto a las mutaciones como a la seleccién natural,

La organizacién de los cromosomas y de distintos cariotipos ( grupo de caracter{sti-
cas que sirven para identificar un juego particular de cromosomas,vgr. néimero de cromo-
somas, tamafio relativo, forma de los cromosomas )observados en individuos, en la especie
el género y los grupos sistemiticos mayores indican que en el proceso de evolucién de
las especies interviene un mecanismo cromosémico.

Los cromosomas pueden sufrir alteraciones esponténeas; en su mayor parte por fracturas
seguidas por recombinaciones que pueden cambiar el orden de los genes y que hasta pueden
crear sistemas genéticos distintos.

Son de importancia en la evolucién de las especies dos cambios opuestos en el nidmero
yxla configuracién de los cromosomas 3 a) la fusién céntrica, proceso que conduce a la
disminucién del nimero de cromosomas; b) la disociacién, proceso que conduce al aumento
del nidmero de¢ cromosomas. La fusién y la disociacién son los principales mecanismos me-
diante los cuales un nimero de cromosomas puede disminuir o aumentar durante la evolucidn
de la mayorfa de los animales y en algunos grupos de vegetales,

Las aberraciones pueden producir variaciones fenotIpicas ( fenotipo: caracterf{sticas
visibles que presenta un individuo ) y heredarse en forma mendeliana; muchos rasgos que
antes se crefan heredados por genes se deben en realidad a las aberraciones.

Otra forma de origen de las.especies m4s simple y menos espectacular que las mutaciones
Y la seleccién natural es la hibridacién o cruzamiento de dos variedades o especies di-
ferentes.

Los cambios en los cromosomas pueden provocarse esponténeamente o por accidentes expe-
rimentales que producen desarreglos en la estructura. Se obtuvieron mayores conocimientos
acerca de estos cambios por métodos experimentales, con los que se aumentéla frecuencia
de la produccién de estas alteraciones y se consiguieron recursos para el anflisis de la
organizacién genética y estructural de los cromosomas y para el anflisis dcl mecanismo
de mutacién y evolucién de los organismos.

Actualmente es posible inducir mutaciones por medio de agentes ffsicos, como las radia-

[ (N
ciones y la accién de la temperatura y de sustancias qufmicas., La produccién experimental
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de- 1as mutaciones puede incrementar su frlecuencia, pero no existen diferencias entre las
aberraciones inducidas artificialmente y las que aparecen en forma esponténea.

Muller, Altemburg y Stadler ( Ref. 15,16,17,18 ) descubrieron el efecto mutagénico
de las radiaciones. Experimentando con rayos X sobre la Drosophila Melanogaster, la cebe:
da y el mafz encontraron un aumento considerable en la frecuencia de mutaciones. Las
radiaciones 3 rayos X, radiaciones gamma y beta, neutrones répidos y lentos, como cual-
quier otro tipo de agente mutagénico, son capaces de inducir mutaciones puntiformes y
tambien rupturas y reordenamiento de cromosomas, i.e., aberraciones cromosémicas.

Los métodos experimentales aumentan la velocidad de produccién de las mutaciones y de
las aberraciones; en consecuencia aumentan el ndmero de nuevas especies, de las que es
posible entonces elegir las més convenientes, vgr. nuevos antibiéticos y vegetales con

alto valor econémico o alimenticio.



I1.1. Alteracién de los cromosomas

Los cambios en la estructura del oromosoma pueden sers
a) a nivel molecular, vgr. mutacién de punto o génica .
b) aberraciones, visibles con microscopio éptico . Las aberraciones comprendens la
deficiencia, la duplicacién, translocacién y la inversién.

Mutacién., Es un cambio del gene, cambio poco frecuente. La mutacién es la fuente de

todas las variaciones hereditarias,

Se supone que el ntficleo de las células es el portador de las bases f{sicas de la
herencia y que los genes o unidades hereditarias se disponen ordenadamente & lo largo
de los cromosomas, o sca estfn localizados en los cromosomas.,

Aberraciones.

1. Deficiencia o delecién : es una aberracién cromosémica en que un segmento,
intersticial o terminal se halla ausente; es la pérdida de un segmento del cromosoma.
La deficiencia terminal se origina por una fractura en el cromosoma; la deficiencia
intersticial se produce por dos fracturas seguidas de una reunién de extremos fractu-
rados. Se encontraron deficiencias terminales en el mafz,

Si el centrdmero est{ entre las dos fracturas, por fusién de los segmentos separados
de un cromosoma puede originarse un cromosoma deficiente anular ( anillo ) con centré-
mero y un fragmento acéntrico ( sin centrémero ) que se pierde. Las deficiencias son
itiles para determinar la localizacién de un gene o también para revelar la presencia
y posicién de los genes que no tiene pareja .

2. Duplicacién: un cromosoma posee una porcién extra representada dos o més veces ;
es la adicién de un segmento cormosémico, proveniente de otro cromosoma fracturado.

3. Translocacidén: es un reordenamiento intercromosémico mediante el cual se inter-
cambian porciones entre cromosomas no homélogos: translocaciédn rec{proca; o bien, una
porcién de un cromosoma se transfiere a una parte distinta del mismo o a otro cromo-

soma 3 translocacién simple,

La fusién céntrica es un caso de translocacién mediante la cual se logra un nuevo

tipo de cromosoma y se reduce el nimero som{tico de cromosomas en una especie, Inver-
samente a la fusién céntrica puede ocurrir un cambio llamado disociacién,que por trans-
locacién origina dos nuevos cromosomas en una especie, a partir de un cromosoma y de
un pequeiio fragmento,

4, Inversién: Es un reordenamiento intracromosémico en que un segmento se invierte

un énguyg de 1802 respecto del ordenamiento normal, invirtiendo el orden de los genes



en el oromosoma. Las inversiones pericémtricas son aquellas en que el segmento que se
invierte incluye al centrémero; en las paracéntricas el centrémero no pertenece al
segmento invertido. En una inversién paracéntrica puede formarse una crométida dicén-
trica y una acéntrica; en una inversién pericéntrica se pueden formar cromitidas con
deficiencias y duplicaciones, En otra situacién tambien puede formarse un anillo en las

cromitidas.
I1I.2., Aberraciones cromosémicas por irradiacién

Las aberraciones cromosémicas inducidas por radiacién son estudiadas extensamente
desde el afio 1940, Estos estudios permitieron conocer en forma cuantitativa los efectos
biolégicos de la radiacién. En la bioffsica y en genética de rndiacién, estos estudios
mostraron mejor el mecanismo implicado en los dafios producidos por radiacién.

Las radiaciones pueden inducir fragmentacién cromosémica y por lo tanto, una aberra-
cién o alteracién cromosémica. Se produce mayor cantidda de aberraciones cromosdémicas
por un tratamiento contfnuo que por uno intermitente.

Una exposicién aguda de 20 roentgen r en células humanas es suficiente para inducir
rﬁpturas cromosémicas en cada célula. A dosis bajas no hay intensidad suficiente como
para producir dos fracturas en el cromosoma; con el aumento de la dosis el ndmero de
rupturas aumenta y las fusiones aberrantes se hacen m4s frecuentes . Con una sola dosis
de baja intensidad existe mayor probabilidad que la rupturs pueda recomponerse como en
la estructuta original antes de que se produzca una segunda ruptura capaz de producir
una aberracién,

Si se induce solo una ruptura en un cromosoma se observari una pequefia deficiencia.
Las aberraciones que resultan de dos rupturas translocaciones, inversiones, grandes
supresiones, muestran una dependencia exponencial con la dosis ( Ref. 10 y 11 ).

A dosis altas las aberraciones que requieren m&s de una ruptura son m4s numerosas que
las aberraciones que dependen de una sola ruptura . Zn Tradescantia la curva de fre-
cuencias de translocaciones permanece cercana a cero con dosis bajas y aumenta rédpida-
mente a dosis m4s altas ( Ref,12 y 13 ).

Cuando se fractura un cromosoma, los dos fragmentos se pueden volver a unir o pueden
permanecer separados en forma permanente., Generalmente los extremos rotos se encuentran
y se produce una "restitucién" ; en este caso no existe un efecto perdurable en la
estructura y en la funcién genética d.1 cromosoma.

El argumento principal de la explicacién de la ruptura seguida por la fusién de los

fragmentos fue expuesto por Sax ( Ref, 14 ) en un estudio del aspecto cuantitativo de

4



la produccién de aberraciones, Las deficiencias terminales dependen de una ruptura
solamente; se encontré que crecen linealmente éon la dosis, indicando que existe una
probabilidad p proporchonal a la dosis que se produzca una ruptura del cromosoma,

Las aberraciones que dependen de dos rupfuras aumentan proporcionalmente al cuadrado
de la dosis con rayos X. Esto es de esperar si las dos rupturas que contribuyen al inter
cambio de segmentos de cromosomas se producen en forma independiente una de otra, pues
cada ruptura se produce con probabilidad p y la probabilidad de que se produzcan ambas
rupturas a la vez es p2 , i.e. es proporcional al cuadrado de la dosis,

Si después de la primera ruptura transcurre un tiempo suficiente para permitir una
restitucidén , no puede formarse una aberracién.

Entonces si la radiacién es de baja intensidad o si una dosis se separa en dos se pro-
ducirdn mucho menos aberraciones que resultan de dos rupturas que si la misma dosis se
irradiara de una sola vez.

Si no hay restitucién de inmediato, los extremos fracturados se duplican para formar
dos cromidtidas ( en la primera etapa de la divisién celular, la profase, cada cromosoma
estd compuesto por dos filamentos en espiral denominados cromitidas, que se encuentran
fntimamente asociados a lo largo de toda su longitud ); los fragmentos con centrémeros
ée distribuyen en polos distintos y los fragmentos acéntricos son eliminados al citoplas-
ma. A veces los fragmentos hijos se duplican y se unen. formando un cromosoma dicéntrico
( con dos centrémeros ) y otro cromosoma acéntrico ( sin centrémero ). Durante el proces
de divisién celular llamada mitosis, los centrémeros de los cromosomas dicéntricos se
mueven hacia polos opuestos y formen un puente entre los dos nidcleos hijos, que final-
mente se rompeﬂ} de este modo dos células hijas reciben cromosomas desequilibrados con
deficiencias y duplicaciones,

Al estudiar las distribuciones de aberraciones, se dedujo que las rupturas en las cé-
lulas se producen en forma independiente una de otra; en este caso la mayor parte de los
tipos de aberraciones obedecen a la distribucién de Poisson. Si se produce una simple
ruptura cromosémica, que no estd afectaeda por la presencia o ausencia de otras rupturas
en el nficleo puede esperarse que las frecuencias relativas en que se encuentran las cé-
lulas que contien?n‘aberraciones debidas a estas rupturas se distribuyen segin la férmu-
la de Poisson; Como veremos las aberraciones se encuentran en las condiciones de un
proceso de Poisson.

Sin embargo se han registrado algunos casos de aberraciones que no cumplen con la ley

de Poisson s son los casos de aberraciones de cromosomas en interfise que reaccionan a 12

radiacién como si fueran un $nico cordén, que adn no se duplica,para formar dos cromé-



tidas.Sax ( Ref. 12 ) observé en Tradescantia, que tiene seis cromosomas con brazos casi
iguales, que el nidmero de anillos estf en la relacién 134 con el ndmero de cromosomas
dicéntricos., Si las fusiones se realizaran de un modo completamente independiente, una
ruptura en un brazo dado serf{a capaz de constituir un cromosoma diééntrico por fusién
con alguno de los diez brazos de los cromosomas restantes de acuerdo a una frecuencia
diez veces mayor que la frecuencia para formar un anillo; el anillo se formarfa por fu-
8ién con el otro brazo del mismo cromnosoma. Entonces la ralacién esperada en el caso de
las fusiones independientes del nimero de anillos con respecto al nimero de cromosomas
di;éntricos es 1:10 en lugar de la relacién hallada en forma experimental.,

Aunque se encontré que la mayorf{a de las aberraciones obe decen auna distribucién de
Poisson ( Ref. 20 ) Atwood y Wolff han observado ( Ref.l9) que para una clase importante
de aberraciones, aquellas que resultan de dos rupturas de los cromosomas, no de cromdti-
des, no obedecen la distribucién de Poissori, Los datos de K. C. Atwood y de S. Wolff se
ven el cuadro l; en este cuadro los nimeros de células que contienen varias aberraciones
se comparan con los valores esperados para el caso de aberraciones que obedecen la distri
bucién de Poisson. Los valores obtenidos de'X? indican que la distribucién de las aberra-
ciones medidas difiere significativamente de la de Poisson. Estos estudios en Tradescan-
tia, en semmillas de Vicia faba y de cebada muestran que el ndmero d= células con abe=-
rraciones debidas a rupturas miltiples es siempre menor que el ndmero esperado corres-
pondiente a una distribucidén de Poisson., Parece entonces que estas aberraciones no se
inducen en forma independiente.

En este trabajo se estudiar4 la distritucién estadfstica para las aberraciones que se

indican en el cuadro 1, publicado por Atwood y Wolff,



Ndmcro de células con el ndmero

indicado de aberraciones por

célula,

o) 1 2 3 ddcimaJX?

Tradescantia RX, 300 r Obs 153 131 16 Y2 = 24,1

Cale 174,3 94,5 31,2 B <0001

Tradescantia RX, 300 r Obs 155 127 18 'X? = 19,8

Calo 174,3 94,5 31,2 P % 6,000

Tradescantia RX, 300 r Obs 162 120 17 1 'X? = 9,17

Cale 178,5 93 24,3 4,8 :(3),02

Vicia Seed RX, 700 r Obs 314 89 1 % = 12,17

Cale 342 73,5 8,5 > 23’01

Vicia Seed neutrones, 70 rep Obs 411 134 5 'X? = 1%,51
Cale 425  110,4 11,6 P aprox 0,001

Barley Seed RX, 30 kr Obs 399 98 3 Y2 = 6,21

Calc 407 84,6 8,9 a <=<?5.05

Cuadro 1

( Publicado por Atwood y ngff)

r : réntgen, cantidad de radiacién X o'k', tal que la emisién corpuscular de
0,001293 gr de aire produce en el aire iones portadores de una unidad electrosté-
tica de carga de cada signo ( 1 u.e.s. )

kr : kilorBtgen

rep : r¥ntgen equivalent physical, dosis de radiacién correspondiente a la absorcién

de 94 ergios
gramos de tejido




I1I., Reconociniento de distribuciones

Para buscar una distribucién que sea adecuada a los valores medidos , se aplica
un método que consiste en formar el cociente de la varianza ¢t y el valor medio m
obtenidos con los valores del cuadro 1, y comparar con los cocientes que se obtienen
para cada distribucidn que se ensaya; se elige este cociente que podemos llamer va-

rianza relativa, porque en la mayoria de las distribuciones es una funcién lineal de

~m :
2
2

(I1,1) = funcién (m)

Como se s~be, una distribucién queda determinada unfvocamente por la funcién gene-
ratriz de momentos; si coincidieran la varianza relativa obtenida para el cuadro 1
con la correpondiente a una distribucién, todaviz no queda asegurado que dicha distri-
bucibén sea la que corresponde a los valores registrados, porque G* y n son sélo con-
secuencias de la distribucién. La distribucién buscada estarf entre aquellas cuyas
varianzas relativas coincidan con la varianza relativa de los valores d<l cuadro 1.

A estos valores medidos les corresponden las siguientes varianzas relativas s

* 1z 2
m = 0,545 G /ml = 0,650 m, = 0,224 G4 /m, = 0,800
2 e
m, = 0,545 G/ m, = 0,685 m; = 0,262 Gs/ms = 0,810
2 2
my = 0,523 GS/m3 = 0,730 mg = 0,208 ¢c/m6 = 0,850
Cuadro 2

Estos valores del cuadro 2 se comparan con las varianzas relativas de cada ino de
los procesos y distribuciones siguientes (1) Poisson; (2) Yule Furry; (3) Polya;
(4) muerte pura lineal; (5) nacimiento y muerte lineales; (6) binomial; (7) Pascal
(binomial negativa); (8) serie logarftmica; (9) hipergeométrica, Esta comparacién

se facilita con una representacién gréfica de las varianzas relativas,

2 ? rd

G /m G/n G /m
(1) 1 (5) b‘t(m/x - (8) 1/(1-0) ;3 (@20)
(2) m-1 () 1-p (9) (X =M)x, -n)

xo( x, =-1)
(3) 1+oxm (7)) 1/p

(4) 1 -




donde

X, t son los individuos de la poblacién; M; es el nfmero de individuos con cierto
atributo;j n : individuos pertenecientes a una muestra; p ¢ probabilidad en una
sola prueba; X, A ,/‘* , ©©- 1 nimeros reales.

Conclusién. La comparacién de los grificos suziere que la distribucién que rige las

aberraciones inducidas puede ser la correspondiente al proceso de nacimiente y muerte
lineales., ( Ver figuras 1 y 2. ) .’
A fin de obtener una idea del proceso correspondiente a las aberraciones inducidas,

-

.8e presenta a continuacién un resumen de los procesos de liarkov.
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IV, Modclo estocéstico para las aberraciones inducidas,

En este oapftulo se propone un modelo que permitiré determinar la distribuclén
estadfstica de las aberraciones por rupturas mfltiples , modelo que est4 sugerido
por las carac#terfsticas fundamentales del fenémeno que se estudia; a continuacién
se presenta un resumen de esas caracterfsticas .

A dosis bajas de radiacién no hay energfa suficiente para producir dos fracturas.
"8on una sola dosis de baja intensidad existe mayor probabilidad de restitucién antes
que se produzca una segunda ruptura capaz de originar una aberracién; después de la
primera ruptura transcurre un tiempo suficiente para permitir la restitucidn.

Con el aumento de la dosis aumenta el nidmero de rupturas ; tambien son mis frecuen-
tes las "fusiones aberrantes" ., A dosis altas las aberraciones gue requieren dos rup-
turas son m4s numerosas que las aberraciones por una ruptura.

Las aberraciones de doble ruptura satisfacen la. distribucién de Poisson si las
aberraciones se inducen independientemente una de otra ( Ref, 20 ); pero existen
aberraciones de doble ruptura del cromosoma que no cumplen la ley de Poisson,vgr. las
aberraciones por rupturas miltiples del cromosoma ( no de cromitidas ) medidas por
Atwood y Wolff, Wolff explica esta discrepancia teniendo en cuenta la distancia que
separa a las rupturas y la ubicacién de las rupturas dentro del nicleo; Tiene en cuen-
ta el intervalo de tiempo entre dos rupturas implf{citamente.

En el presente trabajo se supone que en gen?ral las aberraciones dependen explfci-

- e ——

tamente del tiempo y del nimero de rupturas; se sabe que el nimero de rupturas a su

N CY IV, T3 X . .
vez d}%éinuyercon—el tiempo. Zn consecuencia es mis adecuado que representarlas por

distribuciones, representarlas mcdiante procesos que se desarrollan en el tiempo,

En este estudio se considera que las aberraciones medidas por Wolff son inducidas

con dosis altas de radiacién por ser radiaciones de mfltiples rupturas y no haber

Ef@jzfydiones. Trataremos de expresar estas aberraciones mediante funciones d=1 tiem-

po y del nidmero de rupturas presentes o tambien del niémero de aberraciones que ya
existen. Estas funciones deben ser probabilidades para tener en cuenta las fluctua-
ciones debidas a distintos valores de la distancia entre rupturas, que pueden variar
con el tiempo,a las distintas ubicaciones del cromosoma en el ndcleo y a otros fac-
tores ain no conocidos,

Veremos que es aceptable propo: er un modelo matemftico para las aberraciones por
rupturas miltiples, no sélo p-ra las aberraciones medidas por ‘olff, que consiste

en un proceso de Miarkov de nacimiento puro, del cual el proceso y la distribucién de

Poisson son casos particulares,

Al provponer un modclo matem&tico puede elegirse uno de los dos enquués:

10



el determinista o el estocdstico. Las ecuaciones tmplicadas en los dos enfoques pueden
ser iguales en la forma pero la gran diferencia entre ambos consiste en la naturaleza
de las preguntas que plantean y en la interpretacién de los resultados.

Si el fenémeno que se desea describir es el crecimiento de una poblacién de bacte-
rias)el modelo determinista tratarf de representar el tamafio de la poblacién en cada

~f-instante mediante una funcién del tiempo,real y contfnua. En cambio el modelo estocas-

tico representa el niémero de bacterias en el instante t mediante un variable aleatoria
funcién de t , X ( t ) € Z, pero ahora se calcula la probabilidad que en el instante
t el tamaiic de la poblacién sea igual a x, i.e. se calcula Px(t) = P'{X(t) = x:§ .

Puede considerarse el modelo determinista como un caso particular del modelo esto-
c4stico, cuando este Wltimo prevee resultados con probabilidad igual a 1. En algunos
casos el valor medio m(t) de la poblacidn obtenida con el modelo estocédstico es
igual a la funcién real que se calcula en el determinista; esta correspondencia permi-
te decir que el modelo estocdstico tiene en cuenta las fluctuaciomes aleatorias,

Doob define un proceso estocésﬁico como una abstraccidén matemitica de un proceso

et et S

emprico natural cuyo desarrollo estd gobernado por leyes probabilfsticas, Un proceso

estocdstico se indica con una sucesién de variables aleatorias independientes

~

Xl ’ X2 y ese 9 Xn . A la poblacién de bacterias se le llama sistema y a los valores

posibles de la poblacién se lesllaman estrdos del sistema,

IV.2, Ecuaciones fundamentales de los procesos de Markov.

Sea U el espacio de los estados del proceso le(t), t 2 O} i.e. U es el espacio de
todos los valores posibles x que puede tomar la variable aleatoria X(t) , t real .
Indicamos un suceso con un subconjunto de U E < U ., La probabilidad del suceso E

es una funcién de conjuntos P'{Ei y llamada funcidén probabilidad, que cumpla las

condiciones:
(1Iv,1) o< P{E}{ £ 1,
(1Iv,2) Piul = 1,
y 8i Ei (i=1, 2, ....);Eertenecen ggyna particién de U:
(v,3)  P{2_E{ = 2_ p{ul .
1=1 i=1

Si en un instante t » O la variable aleatoria X(t) toma un valor e ¢ E, se dice que
ha ocurrido el sucecso E. Si el proceso estocdstico { X(t) , t 3.0} es un proceso de

Markov, est4 unfvocamente determinada la funcién probabilidad condicional i

(1v4)  PlE,tse,t ) =P {xX(t)eE/X(t)=e} , t>t ,

i1



siendo P( X(to) =e ) » O, Decimos que {X(t) s T O; es un proceso de Markov sis

P(E,t;e,t°)=}’(.‘((t)eE/X(tl),!O<tl$ t | =

P( X(t) e E/X(to)=e).

i.e., 8i la distribucibdn de probabilidades de X(t) estd completamente déterminada para
todo t 5> to por el conocimiento del valor de X(‘bo) y es independiente de la histo-
ria del proceso para t & to .

Puesto que P( E , ¢t ; e , t, )- indica la probabilidad condicional de X(t) € E
con la hipdtesis dque en to< t es X(to) = e , puede llamarse a las funciones

P(E, t; e, t ) , probabilidades de transicién del proceso de Markov

{ X(t) , t 32 Ol . Analfticamente un proceso de Markov estd completamente determina-
do por sus probabilidades de transicién. Si ademds X(t) tiene un valor inicial dado,
puede definirse la nrobabilidad absoluta del suceso X(t) € E y por lo tanto una

funcién probabilidad absoluta :

P(E, t)=P(X(t)e E) .,
Para t 3 to y las probabilidades de transicién satisfacen las condiciones

(Iv,5) O$P(E9tie!to)$1

(1v,6) é dEP(E,t;e,to)=l

Si se€ [to ’ t] y consideramos las probabilidades de transicién de e a E a través
de todos los puntos se¢ [to ’ t] y obtenemos la identidad, ecuacién funcionel de
Chapman - Komogorov :

(IV.97) P(E.otie’to)= SUP(E’tSWts)de(wosie'to)

('1:>,t°).

Wi son subconjuntos de U, pertenecen a una particién de Uj
w es un elamento de Y,

Para t = t, 0 12 funcién de conjuntos P(E, t 3 e , t, ) se reduce a la

distribucién wnitaria o funcién caracterfstica del conjunto E :

. 1 (e e E)
(Iv,8) AL(E) =
0 (e e U=~-E).

Ahora definimos la Funcién intensidad q( e , t ) y la funciédn probabilidad de

transicién relativa Q( E; e, t ) , que aparecen en las ecuaciones de Feller.

q( e, t ) At + o(at) se interpreta como la proba‘.bulidad que X(t) sufra un cambio
aleatorio en el intervalo temporal ( t, t +A t ) cuando es X(t) = e ;

l-q(e, t)At+o(A t) es la probabilidad que ningdn cambio tenga lugar en
(t, t+At). nflosamente Q (B ; e, t ) es la probabilidad condicional °
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que X(t) tome un valor del conjunto E en el instante ¢ + Ot ,le. X(t+At)é¢ E,
cuando X(t) = e y ha sufrido un cambio en ( t , t + 4 t ). Estas dos funciones satis-

facen las condiciones:

(1v,9) q( e, t)>2 O Ve , ¥t.
(1v,10) 0 £$QE;e,t) <1 *J'E,e;t?/to
(Iv,11) AE;e, t)=0 ¥Yee€E tzt
S;Ide(W;e,t)=l Ve;t?,to,
y la condicién de regularidad para pequefios valores de At : >(

(Iv,12) P(E, t+At; e, t) = [1 - q( e,t )At] Y(E) +

+Q(E;e,t)aqle,t)dt+o(At) ;

esta condicién dice que la probabilidad de transicién de X(t) = e a X( t+At) € E
est{ dada por la probabilidad de no tener cambios en A t cuando ya eeE , més la
probabilidad de sufrir una sola transicién en [\t desde e a E, Esta probabilidad de
transicién se distingue de (IV,4) por considerar un intervalo ( t , 1 +At ) infini-
tesimal, P( E, t +At ; e, t ) es la probabilidad de transicién de un proceso de
Markov porque la distribucién de probabilidades de X(t +At) est4 completamente deter-
minada por el conocimiento de X(t).

Mediante estas definiciones se pueden escribir las ecuaciones fundamentales de un

proceso de Markov; son las ecuaciones integrodiferenciales de Feller que se obtienen

o
a partir de las ecuaciones de Capman -~ Kolmogorov 7(

(IV,13) %P(E,t,e’to)z- -:‘Eq(w’t)de(w’t;e’tO)*'

+%Q(E:%W:t)q(w,t)de(W.tae.to)

(Iv,14) 2P(E, t;e,t )=qle,t)P(E, t;e, t )-
/Dt’ O 0 O

-q(e,to) SUP(E,t;w.to)de(W;e.to)

Cuando X(t) sélo puede tomar un conjunto numerable de valores x = 0y 1, 2, +..

el proceso i X(t) , t+ 20 l se llama una cadena de Markov con el parimetro tiempo

cont{nuo. Fara estos procesos, la probabilidad de transicién funcién de conjuntos
P(E, t; e, to ) que define el proceso de¢ Narkov de reduce a una funcién de puntos
P(j, t; i, to ) que se escribird en adel:nte Ej( t, to ) ;3 los subfndices i , J

indican los est dos inicial y final respectivanente . Q( E ; e , to ) se escribe

ahora Qid( t ).

Estas reduccién de 1:s funciones de conjuntos a funciones de puntos reduce la

integral de Stieltjes - Lebesgue a scries o a sumas finitas . Las ecuaciones de Feller

-
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se reducen al sistema de ecuaciones diferenciéles s

(1v,15) 9 Pi (¢, 4 t)

-q.( t )P (t y ¢ ) + ZE— q (t) (t) P,.( ¢t . )
= ay i3' % = % Q3 ix' Yo

q; (%) 11’13( ty 0 ¥) - Z Qe tg) Pyey( g 0 )i
°% " k=0

i, 3=0, 1, ... Estos dos sistemas infinitos de ecuacioens son las ecuaciones dife=

rencinales de Kolmogorov.

r

Las probabilidades de transicién cumplen las condicioens ya mencionadas que ahora

se egscriben

(Iv,17) ospij( to.t)sl vi.«fj,#to,#t.
eo

(1v,18) Z_ Pij( tos ) £ 1 Mi, -t ¥ t,
j=o

Las ecuacién de Chapman - Kolmogorov se escribe ahora

oD
ZPik(to,s)ij(s,t) “t2 ¢t
k=0

(1v,19) Pij( tyo t ) o

Yy para se-t1%>, t] . Las condiciones iniciales para ambos sistemas de ecuaciones

son:

8y (i=3)
_(1v,20) Pi(tyt)= ij-{o (i)

La condicién de regularidad se escribe ahora :

(1v,21) i (8, t+8%) = [1- q(0)d t ] s+ a;() 9 (1At +o(A 1) =

[1 - qi(t)AtJ Pij(t bt ) + q; (1) Qij(t) P (tht)At +

+o(At) .
Las ecuaciones de Kolmogorov no son homogéneas respecto d 1 tiempo por depender ex-

plicitamente de to y de t. En el caso estacionario u homozéneo temporal las probabili-

dades de transicién dependen séflo de la duracidn del intervnalo t - to y no del instan

te inicial to

(1Iv,22) Pij( tos )= Pij( t -t )

En este caso se puede escribir to = 0 y linitarnos a considerar las probabilidades

de transicién Pij(t) . En el caso estacionario la condicién de regularidad se escribe
Iv,2 P, . + = - q. . +
(1,23) P (£ +A%) = (1= qAt) P (t) + g0 At Py (8) + o(B ),

En este caso de¢ cadend de Markov con tiempo contfnuo, qi( t J)At +o(At) es la pro-
babilidad que X(t) sufra un cambio aleatorio en ( t , t +At ) cuando X(t) = i;

Qij(t)‘es la probabilidad condicional que X(t +At) = j , cuando X(t) = i y tiene lu-

lugar un cambio aleatorio aleatorio en ( t , t +At ). Para todo t y para todo estado
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inicial vale i

oo

(Iv,24) Qij(t) =1
J=o

(1v,25) Qii(t) =0 ,

IV.3, Procesos de Markov.

A continuacién se verén los procesos de Markov: de Poisson, de nacimiento puro, de
muerte pura y de nacimiento y muerte, que serén comparados con el fenémeno de aberra-
ciones por rupturas miltiples, que se inducen con dosis altas de radiacién,

Las hipétesis que especifican el desarrollo del proceso de Poisson, son 1)La pro-
babilidad de un cambioen ( t , t +At ) es kAt + o(A t), siendo k una constante po- X
sitiva, 2) La probabilidad de mad de un cambio en ( t , t +At ) es o(At) . 3) La
probabilidad que no haya cambio en ( t , t +At ) es 1 = kAt + o(A t).

Todas estas probabilidades son independientes del estado del sistema, Si

P_(t) = PIX(t) = x| (x=0,1, 2 a0 )
la condicién de regularidad para el proceso estzgionario de Poisson queda

(1v,26) PLt+At)=(1-kAt)P(t)+xkP ,(t)At +o(At),

donde el est=do inicial es x-1, el estado final es x,
q.=k (i=0,l,.oo)

1 (j=4i+1)

0 (3#i+1)

La condiciédn inicial es Px( 0 ) = é‘Ox .

En el fenémeno de abverraciones, el estado del sistema es el ndmero de aberraciones en
un nicleo; si la probabilidad de induccién de una aberraciédn no es afectada por la
presencia o eusencia de otras aberraciones, i.e. si es independiente del estado .del
sistema, a estas aberracicnes se les puede proponer como modelo descriptivo el proce-
so de Poisson. En el cuadro 1 la funciédn intensidad no es constante sino que cambia
en forma visible,

Las hipétesis para el proceso estacionario de nacimiento puro son 1) Si e%'x(t)=x
(x=0,1, ... ))1a probabilidad de la transicién x—>x +1 en (t , t +At ) es
‘)x At + o(At), 2) la probabilidad de transicidn de x a un estado distinto de x + 1
es o(A t). 3) La probabilidad que no haya cambio es 1 - Q‘x At + o(A t).

En este proceso la probabilidad de un cambio en ( t , t +At) es una funcidn del

est.do del sistcma en el instante t . La condicidn de regularidad se escribe
O
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(1v,21) P (t+At) = (1-A At ) P (t)+ AP (t) At + oA,

|
Mediante la condicién de regularidad se puede escribir la ecuaciédn diferencial del

proceso. Poniendo

P(t+ht) - (1) == pmde+d P (6) Mo +o(dy),

Dividiendo ambos miembros por A ¢, tomando 1fmite para At —0, queda

(Iv,28) PI(t) == A P () + A P () con P_(4) =0 ,x=0,1, ...

En el fenémeno de aberraci nes por rupturas miltiples, la probabilidad de un cambio
en (t, t+ At ) depende fuertemente del estado del sistema o némero de aberraciones
presentes en el nidcleo en el instante t. Le podemos proponer como modelo matemftico
este proceso estacionario de nacimiento puro si admitimos que a dosis altas sélo se
producen rupturas que provocan un aumento del ndmero de aberraciones, que interpreta-
mos como una transicién x —> x + 1, perc no se producen restituciones,

WOceso dfzbfuertgiura las hipétesis son l) En t =0 el sistema se en-
cuentra en el estado x ; Xy 0 i.e. X(0) = I 1. 2) Si en el instente t el sistema
estf4 en el estzdox (x=1, 2, e+ ), la probabilidad de tramsicién x—» x - 1 en
(t,t+A4t) es /Axét + o( & t). 3) La probabilidad de una transicién x —»x - i
coni>1, es o(At). 4) La probaliilidad que no haya cambio es 1 -/*xﬁt + o(Dt).

La condicién inicial es P ( O ) = S .
ple XX

En este proceso estacionario, el estado inicial es xo # O, aue no es el caso de
las aberraciones inducidas; adem4s las UYnicas transiciones posibles son x—>x -1,
que no se encuentran en el caso de induccién de aberraciones.

,Para el proceso de nacimiento y muer: he 1as\131.p_6_tesm son 1) Si en el instante t
el sistema estf en el estado x ( x =1, 2, ... ) la probabilidad de transicién
x—»>x+1enel intervalo ( t , t+ At ) es ,’\x At +c;( At).2) Sien el instan-
te t el sistema estd en el estadox (x=1, 2, ... ) la probabilidad de transicién
x—px-len(t,t+At) es/bx At + o(A t). 3) La probabilidad de una tansici’n
& un estado distinto de un estado vecino es o(At). 4) La probabilidad que no hayan
cambios es 1 - ( ')x '+/‘A—x )At + o(At), 5) El1 estado x = O es un estado absorbente,

Record. mos la definiciér} de estado absorbé'nte. Un conjunto de estados S € U se lla=-
cerrado si ningu;la. transicién consistente en un solo paso es posible desde cualquier
estado de 8 a cualquier estado del conjunto complemetario U - S, Entonces pij =0

para 1€ Sy je U- S, Si el conjunto S contiene solo un estado, este estado se lla-

ma absorbente; condicién necesaria y suficiente para que el estado i sea absorbente

es que sea p.. =,
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La oondicién iniocial es : Px( 0 )\= J’n y (0L x°< e0 ),
o

Por ser x = O un est~do absorbente}en este proceso y por empez,r en un estado
x=1, 2, «+s » ©8te proceso no se puede proponer como modelo para las aberraciones
inducidas, que empiezan desde x = O,

Conclusién., El fendmeno de induccién de aberraciones por rupturas miltiples puede

considerarse un proceso estocdstico de Markov; i.e. la probabllidad que en una célula
hayesn x aberraciones en el instante ( t + At ) depende solamente del nimero de abe-
rraciones presentes en el instante t, nimero que se considera un estado del sistema
en que quedan resumidas todas las posibilidades.que tiene el ndcleo para permitir
una nueva aberracién en el intervalo ( t , t + At ) y es independiente de la histo-
ria del proceso antes del instante t.

En estas condiciones puede proponerse un modelo mediante la siguiente hipétesis :
Hip. 1 . La induccién de aberraciones vor rupturas miltiples de cromosomas puede con-
siderarse la transicién de un estado a otro, i.e. el fenbmeno de inducciédn puede in-
terpretarse como un proceso estocdstico con un ndmero finito de estados, Si se supone
que en (t, t+ At ) la probabilidad que tiene un nfcleo con x aberraciones, o sea
en el estado x, de pasar al estado x + 1 es '>‘x At + of A+t), estaremos en el caso
de un proceso de nacimiento puro., Para obtener la distribucién de probabilidades co-
rrespondiente a las aberraciones, suponemos tambien que el proceso es estacionario
( homogéneo respecto del tiempo ) i.e. la funciédn intensidad kx es independiente del

tiempo.

V. Deduccidn de la funcidén intensidad,

A partir de los valores medidos en el cuadro 1 se calcula la intensidad de la tran-
sicién x—>x + 1. E 1 cdlculo de la funcidn intensidad correspondiente al modelo

propuesto se .asa en la coincidencia formal de las ecuaciones diferenciales para el

proceso estocéstico con las ecuaciomes deterrinistas para el némero Nx(t) de ndcleos
con x aberraciones en el insteante t+ ( x = 0, 1, ... ); C\x ev la intensidad de tran=-
sicién x—>x + 1, anfloga a la constante de desintegracién radiactiva.

El sistema de ecuaciones diferenciales para Nx(t) se obtiene suponiendo que el né-
mero de células - ANx(t) que pasa d:l estado x al x+1len (t , t+ At ) es

proporcional a Nx(t) y & Ot; este sistema coincide con el sistema de ecuaciones di-

ferenciales de¢ un rrocesb de nacimiento puro :

N(t) = - ')o N_(t)
(v,1)

N (E) == AN () NN (1) (x=1, 2)

Ret
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8iendo 22 = 0, Si las condiciones inie¢inles son

(v,2) Nx( 0)= J‘xo.xo , ( x=0,1, 2,),

se conocen las soluciones ( Ref. 4 )

N (8) = x, e ot
o ( - Aot - A_‘t )
N.(t) =x A +
(Vy3) 1 00T g~ N A= Ay
- - -
N (t) = x_ |— 2% dads_ o e EAD e 2t 2.0
: SLaMIER  (A-MERD o,

Nx(t) son valores conocidos del cuadro 1; a partir de estas ecuacionesse calculan
At %lt ( Anéndice 1 ) que resultan

(v,4) 7\Ot = 0,67334 3 '/\lt = 0,2135 3 ( 9‘2 =0 ). ,
El instante t no estd indicado en el cuadpo 1l; se considera en este trabajo que el Ei
valor de t es una constante, que podemos considerar una unidad arbitraria del tiem- %1

po. Por interpolacién se obtiene una funcién intensidad A\ (x) que no depende del \

tiempo que ajuste a los valores ?\ot, ?\lt

(V,5) A(x) = 0,15 x° - 0,65 x + 0,7.
El término cuadritico en x determina la divergencia de la distribucién, como lo

demostré P.W. John ( Ref. 7 ). Debe buscarse entonces otra expresién aceptable para

A(x).

V.2, Proceso lineal

Por ser el término cuadritico de ﬂ.(x) el responsable de la divergencia, se inten-
te a continuaciéf aproximar la funcién intensidad con una expresién lineal. El objeto
de esta expresién aproximada es obtener una sugerencia de la naturaleza d<l proceso
correspondiente allag aberraciones inducidas y de sus propiedades.

Se propone la forma lineal
(v,6) A(x) = a+b x , 8> 0,
dando valores & las constantes a y b tal que las probabilidades correspondientes apeo-

Ximen bien a los valores del cuadro 1.

Para calcular la distribuchén de probabilidades Px(t); se obtienen las ecuaciones

diferenciales de,un prooceso de nacimiento puro
! - e
Pe(t) = - aP_(t)

(v,7) P;t(t) = < (a+bx) B (t) + [_a + b(x-:l;);\ P (t)

| 2%
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x=l' 2’ see
siendo las condiciones iniciales

(V,B) Px( 0)= '9

X0
Resolviendo la ecuacién diferencial no homogénea
PrCt)+(a+box)P(t)= [a+n(x1)] P_ (%)

se obtienen ( apéndice 2 ) las soluciones de (V,7):

(v,9) _ &
Px(t) = e-&t b ( e—bt -1 ) X =
x
_ cat a(a+bv)(a+ 2 ). Lo+ )] (1=t )" _
= ® x! b
_ [a + (x-1)b) 1 - 0%
B Px——l(t) X ( b ‘

Se calculan el valor medio ml(t) y la varianza & 2(t) ( Apéndice 3 ):

2 (SRt

) S o 1)

G2(t) = ml(t) [—b— m (t) + 1J

a

para b » O y para b £ 0, se obtiene ml(t) > 0, De la expresién para Gz(t), vemos
° 2

que para que los valores de sean pré ximos a los del cuadro 2, debe ser

™
b < 0., Siendo b<€ 0, ( V,9 ) indica que para x > 3 habrin valores Px(t)< oF
estos valores negativos pueden evitarse si se toma
a

a+20=0 O Ssea b=--—2—-.

Con este valor de b, el ajuste de Px(t) (x=0,1, 2 ) a los valores del cuadro 1
no es bueno; para el primer experimento de aberraciones se obtiene
ato = 0,6 Obs 153 131 16 0

bt = - 0,3 Cale 165 112 19 0 \

Conclusién;Zl modelo lineal con 9‘x = a+bx (b <0 ) no representa satisfacto~ |
riamente los resultados experimentales del cuadro 1.

VI. Funcién intensidad ﬁ(x) = ( cx20 + 4 }-"‘1

Después de v-rios ensayos para obtener la funcién que interpole a los valores

hallados (V,4), a partir de una funcién bilineal, se obtuvo la siguiente axpresidén

para la funcién intensidad

I,1) A =(ex®+a)t L (x=20,1,2 )P0, d»0

-bx

Otra represcntacién puede ser A (x) = ge » (| be<l; x=0,1, 4u. )

19



Con la funcién intensidad (VI,1) se puede escribir el sistema de ecuaciones dife-

renciales para un proceso de nacimiento puro

PI(t) = - A B(%)
(v1,?2)
Pr(t) == A_P(t)+ A _ P .(8), (x=1,2 ...)

Siendo las condiciones iniciales

(VI’B) Px( 0 ) - J)XO ( X = 0, 1’ eee )’
resulten las soluciones ( apéndice 2 )
P (t) = e Aot

(v1,4)

t
Px(t) - e— qxt S e ‘)s’S A

A Px—]_.(S) dS 9 ( X = 1’ 2, oo )o

x=-1
Estas soluciones pueden calcularse tambien mediante la transformada de Laplace;

para la segunda ecuacién de (VI,2) es:
(v1,5) L Px(t)% + A L{l’x(t)§ =A L iPx_l(t)}

cuya solucidn es

(VI,6) L{Px(t)i= p'};_x,;l L{Px_l(t)i :
X

Las primeras soluciones son

10 10
(VI97) L{Pr (t) = LiyP (t) = ’
' {l } p+:\.l io } (p+21)(p+7‘-2)
de donde resulta
(vi,s) Pl(t) = A 17t {( p + il I p + 32 )'1} =
a -‘)ot -?‘lt
= ( )
° 11- lo A, Ay
A . A
L }Py(0)} = —1{r )} = — =
p+g_2 (p+'/\o)(1s+$\l)(p+?\2)
cqa (et | eyt (pr A ) »L
o) ' ' ! ’
(- 4,) Q- 2,) (- A,)
de donde
-aot e‘-‘z".t - az'b
(VI,9) P,(t) = '&},{ = + + = } Ve
sl =g ) Q( =24, ) Q= 23)
En general la solucién es
-2t -4t -t
(v1,10) Px(t) =’X,ll---)‘”i = ®+ = +,.. t = ~ i ’
TLAl-A) Q=R Qr( = 2,)
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eiendo 1
Q. (p) = [p- ( -}\.o)] [P" ( -Al)] [p- ( -,\x)].

(vI,11)
oo CA__=20(A_ =2 oo (A, =20)

Q(-2)= (A, -2)(2, -2)
VI.2. Propiedades de las funciones Px(t).

1. :L;Px(t) = 1.

Si se indica con Sn
“

(VI,12) s_= ] P (t) =P (t) +P () + ... +P (t),

la suma de los ntl primeros términos Px(t)

x=0

Sﬁ(t) sumando los P;(t) dados por (VI,2) :

se calcula el valor

(VI,13)  S!(+) = -X_P (%),
(v1,3),

integrando en [O ’ t] y ¥ teniendo en cuenta las condiciones iniciales

resulta
;

"
1 -5 () = ﬁn So P (s) ds , t <00

de donde resulta

t
—ﬁx S Pn(s) ds .

(vi,14) Sn(t) = .

Por ser acotada la integral, es cero el limite siguiente

t
1im ;\x g P,{(s) ds , (t <eco )
Xe=> 00 (O

por lo que el valor de S queda

= l:[m.Sn = 1fm (1 - } S P (s) ds ) =

N-yeo n-yoo
0 sea o0
(VI,15) S=Z_ Px(t) = 1 sy (t €00 ),
x=0

Resultado importante que indica que no diverge el proceso.lste mismo resultado

puede obtenerse mediante el teorema de Feller - Lundberg ( Ref., 4 )

Teorema de Feller - Lundberg : " En un proceso de nacimiento puro cuya funcién

intensidad es ﬁ(x') es
P(t) = 1
— X

si y s6lo si EL_ ?L (x) = OO "

2. osp(t)é 1,

Puede deducirse P (t) O de las dos expresiones pora ¥ (t) en (VI,4) 3

todos los factores d::! segundo miembro son positivos.
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Por tener todos sus términos positivog la serie convergente

i P (t) =1 !

x=0

debe ser oada término Px(t) <1

3, C4lculé de momentos,
De la $fmula (VI,2) se obtiene 1

(VI,16) =xP!(t) = - x A P (t) +xd P (1),

El vslor medio ml(t) puede obtenerse mediante su derivadas

a0 <0
me)=Z2_ xPit) = J_ A2 (4).
x=0 x=0

Integrando con la condicidn inicial my (0) =0

(VI,17) m (%) = g:\ P (s) ds . e e
' =0 g Dirich Let ‘)‘tw\ds ol e ‘M"“ oo t&rﬂ

aul T L l"‘u
El criterio- de convergencia de-.D-‘-;&emJoert permiteasegurar la convergencia de esta
serie ‘aplicande—wn—resuttato queSe VErd mMAas adelzmte; que consiste em

"'n:FlEE:nEE E’i

Tambien se obtiene mz(t) con un razonamiento andlogo

ny(t) = L(zxn) A pre)
x=0

de donde resulta 1n1:egr*a.ndo con la condicidn inicial m (O) =0 :

(VI,18)  m (%) = Z_(zx+1)ﬁ S P_(s) ds .
x=0

Le convergencia de esta serie se comprueba tambien con el criterio de D'Alembert.

4, Funcién generatriz. o

Se obtendr{ una funcién @#( s , t ) = Z Px(t) s . Para ello multiplicamos
x=0
ambos miembros de (VI,2) por s~

X o - _ X X _
¥ P1(t) = ')tx s"P_(t) + 'Xx_l P (1), (x=0,1,...)
Sumando miembro a miembro lza.cs;o ecuaciones de este sistena, queda :
(VI19) (s ,.t)= 2 Pr(t) 8% = (s=-1) AE IO
- X X X
x=0 x=0

Integrando con la condlcldn inicial (VvI,3), queda

¢ S———

(VI,20) #( s, t ) = L Px(t)sx= 8-1)2_1 8~ S P(u)du +1
x=0

Esta serie converge s8i se toma 8 ¢ 1.

De la expresién para ¢(s t) se obtienen m, (t)y @ (t) :

t
(t) ( pt r x-1 - -
¢ 8,t) s=1 xL 'X [(x'*'l) 8 x] So P (u) du \s=1

——— —_——— e e -
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)
t
(vi,21) m, (1) = #:(s,t) = ;_::(-)Ax SO P_(s) ds .

Para escribir la varianza se aplica el resultado

=2Z x kx{ Px(s)ds.
x=1

1
=1 0

ge + g - (21 )2\ s=1 ; queda :

¢n

La varianza & 2(t) est4 dada por

- t

(vi,22) Gz(t) = ZZ_ X l s P (s) ds + m (t) - m(t) .
=1 X !5 X 1 2
v1l, Propiedades generales de Px(t).

LXNLL'-WW\&»'; xV'WM«A&A—J‘ﬁ E)
valen paracualquier funcién intensidad monétona decreciente

N> M 2 S 2 ST
x-q X Xe)

tal que el 1fm A = O,
x~700 *

A continuacién veremos las propiedades de la distribucién {Px(t)} y que también/

I.Por las condiciones iniciales Px(O) = 0 ., Tambien para t+ =oo estas funciones se

anulan; de la solucidén (VI,4) resulta :

Lim P_(t) = O (x=0,1, «c. )
X
t <700
' - . _ x-1
I1I,Cuando Px(Tx) O,1la f8rmula (VI,2) nos dice que Px(Tx) 2, Px_l(Tx) A
Para los valores t = T_ en que Px(t) tiene un méximo, es Px(Tx)> Px—l(Tx) .

-III.Cuando PJ‘{(t) > 0, la (VI,2) puede escribirse

(i, 1) Px(t})) o Ay _ Px_l(t)
2>~c—l X v Xx-l Px(t)
a) Si P_ .(t) » P (t) , por (VII,1l) queda m A - A

b) Si P, (%) = P_(t) , se obtiene PI(t) /P (t)=. A _ - A

S5 : . S _

c) Si Px_l(t)< Px(t) , 8e obtiene Px(t) / Px(t) < ;\x-l Ax 5
Si P;c(t) > 0, puede ser Px_l(t) z Px(t)

IV.Cuando P/ (t) { O, resulta de (VII,1) que siempre P__,(t) < P (t).

V.Por la férmula (V1,2), siempre es I’J'((t) + Xx Px(t-) > 0Q; si PJ'[(t) { 0, este

resultado nos dice que ]P;(t) \ ¢ ax P\:(t).

VI.1%n ( A'x- - lx ) =0,
X

1

23



VII, JJ;-i-"mw( a'x-l —;\-x ) / )'x-l = 0, En efecto el ;I.::nw( 1 - ?\x /'x'i—l ) =
= 1-)132Ax/>\x_1)=1-1=o.
En conclusién ﬁo - ﬁl 77 kx—l - '\x ( x»a ).

VIII, Variacién de ’lx y del cociente A /2 3

X x+l
1Tm d a‘x =0.

dx
X-7 €O ‘2
X=y 00 x+1

IX, Méximos de Pth).

Veremos que P (t) tiene un sélo méximo en O € t< @ .
x

Px(t) tiene un méximo en t = Tx 8i

(V1L,2) Py =0, Prr)= 4 P (7) <o

x-1
Para que exista otro mdximo de Px(t), deberd pasar antes por un mfnimo de Px(t);

la condicién de mfnimo es:

(ViI,3) Pr(t) =0, Pyt) >0, pr () 2 0.

o

, . : : .
Por ser Px_l(tx)‘> 0, Px_l(t) debié tener tambien un mInimo en 1< by s

en t __, se cumplen estas mismas relaciones entre Px_l(t) y Px—z(t) » ¥ en otro punto

. - - a.t
t,_, las relaciones entre Px_z(t) y Px—3(t)’ hasta llegar a Po(t). Pero Po(t) = e

tal que siempre Pé(t) # O, Luego no existen valores t_ donde Px(t) tenga un minimo

y por lo tanto no existe otro méximo de Px(t)

9 t

=

T
<t +t ¢+
x~1 x

fie. 4. c

X.Sucesién monétona creciente de Tx'

Por la propiedad 1I del capftulo VIl se escr be

VI r A . m Y N
., Mends por la segunda igualdad de (VIJ,2):

(vI1,5)  PI(2)) <0, PHTL O, ...

Lu.
Para t' > T deberd ser P)‘((t') € 0; en el instante t tal que

X-l ’x

4



)  es \P;{(tx_l’x) » 0

- ?ux ) #x(t ) P 0

X=1,X

(VI1,6) Pi(to’l)>0, P'z(tl,z)7°'

Entonces las curvas que representan a Px(t) y a Px_l(t) se cortan sélo si

P;(t)‘) 0; no se cortan si P;(t) £ 0, por la provied~d IV. Para que se cumplan la

propiedad II y la segunda igualdad de (VII,2), debe ser P;_l(t ) £ O3

x-1,x

(vii,7) P(')(t ) £ 0, P'(t1’2) <0, ...

0,1 1
Je los resultados (VII,5), (VII,6), (VII,7) resulta que la sucesién de T  es
mondtona creciente: ( ver figura 2 )
m
(Vi1,8) 0T & T ¢ s & 1 LT LT < o
XI.Sucesiones monétonas de P_(t).

Para el instante ‘Z'l tal que P;(( fl)< O para x =1, ..., N 4 pero T‘J'((Zl)>0
Cacnd K= NG, M, - C(«VCA'M_’

es mondtona creciente la sucesién :

(VII,9) Po("‘t"l) < Pl( 'l"l)< cee € Pn( T'l) , (ver figura 2 )

por la propiedad IV, mientras que es monétona decreciente la sucesidn

(vi1,10) P (T ) > P (T 7 .

pero puede ser

(VII,11) p (T 5 P, (T).

Para P;(‘flﬂ‘7 o , (x=1, 2, .+ ) es ménbtona decreciente la sucesidn
~
(ViI,12) PI(T )R (T )y e 92T )Y ...

Bi 0 < ’[’04 toy

Interpretacién, La sucesién (VI1,12) indica que la distribucién \Pv(t)} de un peo-

0 44 )—l , representa los

ceso estacionario de nacimiento puro con A (x) = ( ex
valores del cuadro 1 en el instante T , tal que 0< T oSty e
En el instante T ) en aque vale (VII,9) es menos probable tener células con pocas

( Oy 1 ) aberraciones; la mayor probabilidad corresvonde a 2 o m&s aberraciones;
i.e. & ﬁayor tiempo de irradiacién le corresponde mayor probabilidad de tener 2 o més
aberraciones,
XI1l,Sucesién mondtona decreciente de los miximos de Px(t).

De (VI,2) y de la propiedad VI, puede verse que es

(VII,13) 11n 1“';(_1(Tx) = o.
X-»0

Si adcmés se tiene en cuenta la sesunda ecuacidn de (VII,2), resulta
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(VI1,14) 1{m P;(Tx) = 0 ,

X900

Para interpretar este ltimo resultado se considera que P;(t) es la pendiente de la
curva que representa a P;(t). Para valores de x tan grsndes como se quiera, los mé-

ximos de Px(t) estdn sobre curvas achatadas; la variacién A;P;(t) requiere Entervalos

l\zt muy largos ( ver figura 3 ). 2:8 valores méximos de Px_l(t), Px(t)' Px+l(t)

no difieren mucho. Adem£s por ser ZE:; Px(t) = 1, estos valores méximos deben tender
x:o ¥
& cero.
Este resultado quiere decir que es muy pequefia la probabilidad de tener un ndmero

myy grande de aberraciones; i.e. los valores méximos de las probabilidades de muchas

aberraciones son mucho menores que los médximos de las probabilidades de O, 1 o 2 abe-

rra.ciones.A | {18' 3,
P'(t) 10
X
Aﬁ{ __________ g-Aﬂ{ \\\\\*\\\ A =

Alt ¢ Azt

VIIiI.Expresién de Px(t) mediante series de Mc Laurin,

Puede escribirse Px(t) mediante una serie de ¥c Laurin si se conocen P;(O), P;(O),
Pin)(O), «+. Estas derivadas se obtienen mediiante las derivadas de (VI,2) para t=0

Y las condiciones iniciales (VI,3) 3

J = " ] — 2
PIO) = - A_ PrO) = ()
PI(0) = A _ Pr(Q) = - 3\0(10+11 )
PHO)=0 (x=2 3 ...) P2(0) = }\.13.2
(V1I,1) P2(0) = 0 (x = 3, 4y oo.)

1Tn - 3
P'"(0) == (A )
P3"(0) = }Lox'l.l ( /’10+ ?\l ) + Az
PL(0) = - ’,\oikl(lz +21 +20 )

Py(0) = A 44,

‘P;("(O) 0 (x= 4y 5y eee )
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Con est.s resultados se escriben los, desarrollos para P (t),;( X =1y, 2y 6o )

PC £ ) = P1(0) ¢ + Py(0) £2 +pm(0)_t_3_+...
2 30
(viii,?2) t2 t3
P2(t) = "(O) "'— + P'"(O) '_3':-' + .o
En general es o i
(VIIL,3) P (4) = Zn; ) -,

por ser nulas las primeras derivadas hasta la de orden x-~1
Para escribir los desarrollos (VIII,3), se calculan los coeficientes mediante
(VI,2) y las condiciones iniciales (VI,3); conviene escribir los desarrollos de

Po(t) y de Pl(t)

2 3
Po(t)=e-2'°t=1- lot+(—').o )2-'122'3-"'(-10)3 —;T'-*-ooo
(4) = A A (A +2>—-—’°2+'1.2(1+A)+12]——t3
Py t) = o ¥ Ay 1 0 2 “ol T 1 o 0 30
i 4
2 37 X
-Ao{)l.[ll(al+lo)+loj +;\'o§ 4! T oo

Para escribir Pz(t), se calculan antes los coeficientes de la serie mediante

(n) ny — (n-1) (n-1)
P, (0) = = A, P (0) + )\1 P, (0)
PE(O) = >']_ ;\'O ’ P'Q"(O) = "'Az'xl')‘o* ,)‘_1(- ko)('xu"'?\o) == '>‘4 'AO (,xz*'xi# 5\°‘
B(‘A)(O) = -')\3('()‘4)‘0)(')\2"' Aho)+ AN TA (A4 W43 ] =2 ‘)0[5\2(}24 A1+A°)+Ai(1‘+',\.)+q:]
2 L
P§5>(O) _ _azmlmo(a,‘(ap;a,,)wu A A AT - A 4 1A 1A (A4 A ) + 4 JEEN

= -, % {')\z [az(';2+ Nt Aol 4 A (2404 9\2]4 A [_ﬁ\i('xa A) +’X: ] + é\i %

Para 51mp11f1car la escritura se escribe

2 i - & -
P4(0) = M N » By (o)--ﬂk LA, . W= T L2 ),
k=0 n=0 k=0 © n=0 " =0
2 n joa
(5)(0)- TTXkZ__',\ L’,\ Z_ﬁ
n=0 m=0
Yy queda el desarrollo de P,(t)
. 2 n
4 2 i 3 i z A
= S A 1 § Nt
P2(t) k.\j;)-’)'k‘( 2 n=o 1 3!. +n O,XI'\ w=0o M 41
2 al m
LNLN 2N B
nso “mzo " Jjzo Y :

En forma anfloga se calcula PB(t) y se obtiene la siguiente expresién:

P (t) = T"A(—-Z ’Aﬂ—*—i—+2_">\ L A

3 Ao T meo M 5

L'A L’A Z_c\ 2 )

so ™sO 6'

2-?



Comparando los des:rrollos de Pl(t),'PZ(t), y P3(t), se ve la ley de formacién de

los coeficientes de P (t) :

X-1 x+
Py = T1 A (- 79« : L«,\L
k=0 0 n=0

X : =0 O (“15' D =0 (x+2)'
X i\____- i
n £+
(vin, &) Z_:_O ﬁn — 'm =0 J 3T L R

VIIi1,2, Convergéndia dela serie de Mc¢ Laurin,

El criterio de convergencia uniforme y sbsoluta de las series mayorantes (leq.ZI)
( Weierstrass ) para las series de potencias, permite afirmar que el desarrollo
(VIII,4) converge para O < t < ;0o , como consecuencia de la comparacién término a
término con el desarrollo de la serie para la funcién exponencial et; i.e. el radio
de convergencia de (VIII,4) es el mismo radio que el de la serie para e t<oo

Conclusién. Conociendo P;(O) y P;(O) , se dibujan las curvas correspondientes a
Px(t) cerca d:1 origen, teniendo en cuenta la pendiente y el sentido de la concavi-
dad de la curva.

Mediante esta serie, pueden calcularse faeilmente los valores de ml(t), m2(t),

#(s,t) y la varianza relativa (Tz/ ml(t) » por decrecer répidamente los valores Px(t)

con X,
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IX.1. Docimagia de la distribucién obtenida. %

Se obtuvo por interpolacién la funcidén intensidad A(x) = ( ex" +4 )-1 con tres
parémetros a determinar; se han obtenido los valores de ¢y d y m = 20 mediante los
registros del primer experimento de Tradescantia del cuadro 1., Si se quiere docimar
la distribucién correpondiente a este proceso, se deben determinar ¢, d para cada
registro de modo que, para aplicar la décima 'Z? , deberén contarse los grados de
libertad de aciierdo con el teorema modificado para las distribuciébnes con parémetros
a determinar ( Ref.2 ). Como los grupos en que vale la condicidn X, Py 210 son
k =3y son s =2 los pardmetros 8 determinar, queda el nimero de grados de libertad

igual a k-8 ~-1=0, i,e., no puede aplicarse la décima 'X? .

IX.2, Décima de la razén de verosimilitiud. Nf’

Aplicamos la décima de la razdn de verosimilitud generalizada para calcular la bon-
dad del ajuste ( ref. 8 ),
La muestra de xo='3OO individuos se clasifica en k = 3 clases 0O, 1, 2; indicamos

el ndmero de observaciones correpondientes a la clase x con n_ oy tal que
2

n =X
L one=x,

X=0

La funcién de verosimilitud es

2 n
IX = x : + + =
(1X,1) L ;]LPX i P, +P +P =1
La hipbtesis nula Ho a docimnr es
Ny
(1x,2) HO : Px = xo (x=0,1, 2)

Se sabe que los estimadores miximo verosfmiles son ( Ref, 8 )

n
(1X,3) Px méx = "X i
por lo tanto
A -X, 2 n_
(IX,4) ()= x ° T[ n* .

2 n nx -X 2 n
(1x,5) L('x?)=-ﬂ—(=x) = x, | n .

x=0

Resulta que el valor de la razén de verosimilitud f es 1

A
(31X, 6) P = ﬁ%)‘y = 1.
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Se ve que no es necesario calcular la regién crftica, Fl espacio paramétrico L

estf formado por todos los valores posibles de Po’ Pl’ P2 $ el subespacio w
n

consta de un solo punto, de coordenadas y / Xo 0 Ty s X

)
Conclusién. La razén de verosimilitud ID tendré{ el mismo valor que aparece en
(1X,6) para cualquier otra funcién intensidad A (x) que represente bien los valores
de las constantes de aberracién; ver. A(x) = a e %
Entonces la bondad del ajuste queda asegurada por el m#todo indicado en el capftulo
V , para toda distribuciédn cuya funcién intensidad A (x) sea una buena representacién
de las constantes de aberracién; se cumplirédn ademds, para esas distribuciones las

propiedades enunciadas en los capftulos VI y VII,
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X. Conclusiones del trahajo.

Atwood y Wolff mostraron que la distribuciédn de Poisson no ajusta a los valores del
cuadro 1 para aberraciones por miltiples rupturas de cromosomas.

En este trabajo se muestra que tampoco otras distribuciones conocidas ajustan a
esos valores, por lo que se decidié obtener la distribucién especffica correspon-
diente al fendmeno de aberraciones por miltiples rupturas inducidas por radiacién,

Para eso se encuentra que es conveniente considerar este fenémeno como un proceso
que se desarrolla con el tiempo; en base a las caracterfsticas conocidas del fenéme-
no se puede proponer para describirlo el modelo de proceso estocdstico de Markov de
nacimiento puro, del cual el proceso y la distribucién de Poisson son casos particu-
lares. Este modelo propuesto permite obtener la distribucidédn estadistica especffica
del fendmeno.

La distribucién obtenida con este modelo permite predecir que, aumentando el tiempo
de irradiacién, el nimero de células con una aberracidn serd mayor que el nimero de
células con ninguna aberracién. Si continda aumentando el tiempo de irradiacién, el

~ numero de células con dos aberraciones puede ser mayor que el nimero de células con
otra cantidad de aberraciones,

Pero la mayor probabilidad de tener dos aberraciones en un instante t. es mucho

2

menor que la probabilidad m4xima de tener una aberracién en un instante antericr tl;
0 sea, auncue se prolongue el tiempo de irradiacién, disminuye la probabilidad que
las células lleguen a tener dos o m4s aberraciones, hasta que se igualan tendiendo
a cero todas las probabilidades de obtener células con cualquier nimero de aberra-
ciones,

Esta conclusién es compatible con la proniedad de las constantes ;Lx sy de constituir

una sucesién monétona decreciente hasta anularse répidamente.

.
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Apéndice 1

Clculo de fko » \, @& partir del sistema (V,3).

1

De la primera ecuacién del sistema obtenemos:

X X

N (%) N ()
De la segunda ecuacién (V,3)
N (t) / x - At
N () = x A (— - — )
4‘_‘ '>‘o /’\o‘ Al
de donde
(Do =AM Ww)
Xo ﬁo Xo
agrupando
N, (1) +H (8) N(B)A, ¢ At
X xo',\o t ’
Nuestra incégnita es C\l t=x ..
N (t) + N, (t) _ N, k) L L X
X, xo}ot
" ecuacién de lz forma A-Bx=e "
284 131
donde A = _365_ = 0,94667 ; B = = 0,648527 3
30C
300 1n 153
_ 00 _
’>\ot =1ln o= = 0,67334 .

Reemplazando en la ecuacién A - Bx = 0,94667 - 0,6485x = e
que se resuelve por aproximaciones sucesivas; una de las soluciones debe descharse
POr ser mayor que 3\0 t es la rafz ( aproximada) x = 0,8.
‘Se acepta la solucién de valor més pequefio x = 0,2135,
Comprobacidn.
e~012135 = o,80821 .
A - Bx = 0,80822 ,
Resumen,
A, t = 0,6733 9
(A,=0 ).

La tercera ecuacién de (V,3) se utilizé para controlar estos valores.

t = 0,2135

1
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Apéndice 2

Como se sabe, la solucién de la ecuaciédn diferencial:

y' + Ay = £(x)
se escribe St 8
-A A de .t A du
y=e S f(s) e ds 3
0

la solucidn de

PI(t) = - Ax P.(t) +X__ P (%)

x=-1 " x-1
serf
t
Px(t) = e"‘>\"t S ea*s') Px_l(s) ds .
O x-1
Siendo la funcidén intensidad c\x = a+ bx ’
las primeras scluciones son
—(atb)t (¢ (atb)s  -as
Pl(t) = e S e ae ds =
0
-(atb)t b s -(atb)t a ( -1 )
= e a S e’ ds = e ‘¥ a '
0 b
—(at2b)t (¢ (a+2b)s a —(atb)s , e*® -1
(1) = e { e (a*b) —= e ( ) ds =
9
~(a*2b)t Y obs , bs |
= e (a+b) a/b S e (e~ =1)ds-=
0
~(g+
o-(at2p)t (a+D) 2a51 ( o132
por ser
b b
™™ -1)as=(e®-1) a(e®®-1) _ 1 a( eP® _ 12
b 20
P_(t) =
5 t
~(at +
e (a¥3b)1 S e(a 3b)s (a+2b) a (atb) -(at+2b)s bs 2 _
o 5~ © (e «1) ds =
2b
t
-(at+
e (a+3b) ¢ a(a+b) (a+2b) S bs bs 2 _
5 e (e =1)° ds =
2 b 0

= o (at3b)t

a(a+b)(;+?b) ( Pt _1)3,
3! b

por ser

e®® ( of° - 1) ds = =
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Y en general es @

-(at+txb)t -bt

a(ath),.. r&f(x-l)bl ( 1 ~e )x

x! b

Px(t) = e

- b

siendo

(N )= N(-1), .. [N-(X-lﬂ

X x!

entonces seré

x [N
(1’5 ) ( ): L (1= (1= (122,

X

Reemplazando N = - a/b , queda

(- _b_)x (-a/b)= = [1- . ][1‘—2(—:0—)"] [1- (=1) (=) ]

a X

y multiplicando ambos miembros por 8"

-a/b
( -» )* ( = (1/ x!) a (atb) (a+2b) ... [a'*' (x—l)b] .

X

Aplicando este resultado a la expresién general, queda

-a/b
a )(e—bt-l)x .

X

Px(t) = 2t (
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Apéndice 3,

Célculo de ml(t), mz(t) y az(t)

Para calcular ml(t) se tiene en cuenta el resultado
N N-1
x.( = N
"\ x x=1

x(N): . i-1) ..;'['N-(x-l)'_\

X

En efecto

Reemplazando N-1 = N' quedsa :

XY N-1
N N
x-1 x=-1
Entonces ml(t) serd:

oo -a/b
m, (1) Z x P_(%t) Z: ™2t & ( ) (e PP o1 )*=

x=1 x=1

-a/b- 1
e 2% (Ca/b)( e PP 21 ) Z (0% _ g )X

x=1 X=-1

-a/b - 1
o8t (-a/1)( Pt 1)( Y+ e-bt -X) =

=@ Loyt o1y BTV iy et o1y,

Para calcular m2(t) aplicaremos el siguiente resultado:

o n n-2 n-1
x ( )=n(n—l)( )+n( )
X X=2 x=-1

entonces oo y
=2 -a/b
m,(t) = }; x° P (%) = e—atz_ x° ( \ (e PPy )=
Xx= x=1 X
. n-2 -a/b -
= e_dtz:_ {(-a/b)(- —;—- - 1) ( \*' (-a/b) ( ﬂ( et o1 )* =
x=1 x=2 | x-1

-at
e _%_ (1+ _ia)._)( e-bt -1 )2( e-b.t )-B./b - 2+

[ 2

+ 8% —%— (et -1 )( &P -a/b - 1

-.-.%(ebt-l) [(14—-—2—)( ebt-l)‘*'lj = ml(t) \;(1"' %—)ml(t)‘*lJ

Por definicién de varianza

GAt) = m(t) - n2(t) = m (1) [(1 + b/a)n, (1) +.1J-. w2 (t) = m () [b/a m () + 1] :
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