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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE CARGAS SISMICAS
SOBRE EDIFICIOS

por el Ingeniero SIMON GERSHANIK *

ABSTRACT

According to usual formulae to estimate seismic charges on buildings, strains and stress-
es become infinite when resonance is reached. In many buildings proper periods are of the
came order as those of the ground during an earthquake. It is to be expected therefore that
they inevitably will break down, and there is no rule to dimension their resisting structures.
As these results do not seem satisfactory, the whole question is reviewed and it is shown that
assuming for the ground a transient sinus movement with finite acceleration, and that the
building is at rest at the beginning of the quake, strains become infinite when resonance is
reached, only if duration of earthmovement is infinite too. Strains may be infinite, buildings
being or not in resonance, when earthmovement acceleration is infinite. Since none of this
cases is real, strains and stresses to be expected are finite. New formulas are given to calculate
them. To do this, not only a reasonable period and an amplitude of the earthmovement must
be given, but a reasonable finite duration too.

Strains on damped buildings can be determined with formulae (54) and 66) ; on no damp-
ed ones when there is resonance with formulae (59) and (68) and with formulae (55) and
(67), when resonance is not reached.

* Jefe del Departamento de Geofisica en el Instituto Superior del Observatorio Astronémico y Profesor de Sismologia en
la Escusla Superior de Astronomia y Geofisica.






INTRODUCCION

En general puede afirmarse que si se conocen las cargas que actian scbre una construc-
cién, la ingenieria cuenta con recursos que le permiten calcular los elementos estructurales
capaces de soportarlas, siempre que ellas no sean infinitamente grandes. El primer problema
que hay que solucionar por lo tanto, cuando se trata de hacer construcciones resistentes a los
terremotos es el de determinar las cargas que tales fenémenos suscitan en las mismas.

Debido a la complejidad estructural de toda construccion —alin de las mas sencillas—
esta cuestion resulta sumamente dificil de resolver si se la encara con el propdsito de hallarle
una solucién rigurosa. Se acostumbra por ello asimilar las construcciones reales a esquemas
muy simplificados, y del analisis de lo que pueda ocurrir con tales esquemas se saca un crite-
rio para estimar las cargas que llegaran a actuar en la realidad.

Tratandose de edificios de esbeltez pronunciada, la simplificacion mas difundida consiste
en representarlos por barras de igual altura, y de densidad, seccién transversal, momento de
inercia y parametros elasticos constantes e iguales a los que en media tienen los edificios de
que se trata.

Las cargas que se originan en barras semejantes han sido estudiadas por varios auto-
res (1).(2), 3), 4), en la hipétesis de que el movimiento del suelo en el cual se hallan encla-
vadas, a consecuencia del fenomeno sismico sea un movimiento translatorio puramente sinu-
soidal. Tal hipétesis es seguramente plausible como primera aproximacién, y lo mismo puede
decirse, para algunos casos, de las formulas a que se ha llegado. En otros, empero, estas ulti-
mas conducen a conclusiones que parecen poco razonables. En efecto: segin tales férmulas
si el periodo del movimiento del suelo es igual a uno de los periodos propios de la barra, es
decir, si se esta en el caso denominado de la “resonancia’ las elongaciones de los distintos pun-
tos de la barra, y por ende las cargas que deben soportar se hacen infinitas, cualquiera sea
la amplitud del movimiento del suelo. Ahora bien; examinando los sismogramas de lugares ve-
cinos a los epicentros, cabe inferir que en el movimiento del suelo se presenta una gama de pe-
riodos muy variados desde pocos centésimos de segundo, hasta un segundo. Como los periodos
propios de muchos edificios suelen quedar dentro de esa gama, eso querria decir que tales
edificios estarian condenados a una destruccion inevitable, ya que podrian entrar en resonan-
cia, y en tal caso ningin sistema resistente de que se pudiera proveerlos seria capaz de so-
portar las cargas infinitas que se suscitarian. Aceptandose como correcta esa conclusién, ha-
bria por consiguiente, o bien que abandonar el propésito de construir tales edificios o bien
habria que estar dispuestos a que se inutilicen con el primer terremoto que deban soportar.
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Y desde luego optandose por esto dltimo, no se tendria ningin criterio para dimensionar las
estructuras resistentes de los mismos (*).

Felizmente los hechos no estan en favor de estos resultados tedricos, porque son muchos
los casos de edificios que muy probablemente pudieron haber quedado sometidos a la reso-
nancia y cuyas lesiones tras de ello son mas bien escasas. Este hecho hace pensar que las car-
gas en el caso de la resonancia, en la realidad, distan de llegar a ser infinitas, y por ende, que
las formulas obtenidas hasta ahora no son correctas.

El origen de la incorreccién radica posiblemente en que al obtener esas féormulas se ha
hecho caso omiso por una parte de las condiciones iniciales reales en que se halla la barra, y
por otra, de que el movimiento del suelo es transitorio; vale decir, que empieza en un deter-
minado instante que se puede considerar como inicial y termina al cabo de cierto intervalo
finito de tiempo.

Reparando en esta circunstancia hemos creido conveniente revisar el problema de las car-
gas que pueden llegar a actuar en una barra, poniéndonos en las siguientes condiciones:

a) El movimiento del suelo es nulo para todo instante { = o0; es sinusoidal para o<t<{;;
y vuelve a ser nulo para t, =t (Fig. 3).

b) En el instante ¢t =0 la barra esta en reposo; es decir, es nula su deformacion y la
velocidad de sus puntos.

Para mayor generalidad de la solucién que nos proponemos dar, suponemos ademas que
si la barra estid librada a si misma y en movimiento, su movimiento se amortigua con el
tiempo.

Como se vera con las referidas condiciones, el resultado a que se llega expresa que sien-
do finita la aceleracion de las causas actuantes si hay resonancia las cargas se hacen infinitas
sOlo si t; = w, y ello siempre que el amortiguamiento sea nulo. Si se supone esto dltimo, y se
desea proyectar un edificio, corresponderia entonces atribuir al movimiento sinusoidal no soélo
una amplitud y un periodo dados como se acostumbra, sino también una detzrminada dura-
cion. En tal caso la solucion que damos en el presente trabajo permitira calcular las cargas
finitas que soportara la construccion.

Se vera también en nuestros resultados, que en los edificios pueden suscitarse cargas con-
siderables haya o no resonancia, toda vez que la aceleracion del movimiento del suelo sea gran-
de. El importe de esas cargas también puede ser calculado con las férmulas a que llegamos;
el mismo resulta infinito o finito segin lo sea la aceleracion del suelo.

Como el problema de la accion del viento sobre edificios es similar al de la accion de los
terremotos, hacemos los desarrollos de modo que sirvan para resolver tanto el uno como el
otro de estos problemas.

§ 1. Ecuacion diferencial del movimiento de una barra. vertical. — En el planteo que ha-
bitualmente se hace en la ecuacion diferencial del movimiento de una barra empotrada en el
suelo sometida o no a la accién de causas externas puede advertirse cierta falta de rigor, a
consecuencia de lo cual algunos términos quedan omitidos sin una adecuada justificacidn.

(*) Interesante es la afirmacion siguiente que al respecto formula Hoskins en la pig. 2010 del tra-
bajo que se menciona en (1): “...Since any given structure has a multiplicity of natural periods, and
since the armonic analysis of seismographs records has shown a considerable range of values of T it seems

impracticable to formulate any simple rule for minimizing the probability of dangerous stresses due to re-
sonance...”,
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Parece por ello indicado volver a hacer dicho planteo antes de abordar la btsqueda de la
solucién de tal ecuacion diferencial.

Sea en tal sentido X YZ un sistema de coordenadas fijo, con origen en el suelo y con
el eje Z vertical (fig. 1). Ademas, sea A B una barra empotrada en B en el suelo; verti-
cal al estar en reposo ella y el suelo; | sea su largo, S su seccion transversal constante, p
su densidad, E su moédulo de elasticidad, y J el momento de inercia de su seccion respecto
de la linea neutra de la misma en una flexion.

De conformidad con lo que se desprende de los estudios sismométricos admitiremos, co-
mo lo hacen otros autores, que el movimiento del suelo sea puramente translatorio.

De las dos componentes, vertical y horizontal en que puede descomponerse el movimien-
to del suelo, s6lo ofrec¢ interés especial la segunda, porque la primera supone una acelera-
cion que se suma a la gravedad, y su accion puede quedar contrarrestada con los elementos
que sirven para soportar a esta Gltima, no mas que reforzando un tanto sus dimensiones. En
el estudio que sigue imaginaremos por ello, que el movimiento del suelo sea tinicamente hori-
zontal.

Supongamos para mayor generalidad que por unidad de longitud de la barra actien fuer-
zas cualesquiera cuyas componentes sean F,, F,, F,.

Si el suelo se mueve se movera con él el punto B de la barra, ya que también es un punto
del mismo. Por una parte debido al movimiento de B, y por otra, debido a la acciéon de las
fuerzas F, se moveran igualmente los demas puntos de la barra con un movimiento en gene
ral variable de punto a punto. La existencia de ese movimiento entraiia la aparicion en cada
elemento infinitamente pequefio de masa d m de la barra, de fuerzas de inercia que, siendo
a su aceleracion, estaran dadas por — a d m. Estas fuerzas junto con las F producen en las sec-
ciones transversales de la barra, momentos flectores a consecuencia de los cuales la barra se
vera obligada a flexionar tanto en el plano Z X, como en el plano ZY.

Para obtener esos momentos flectores designemos con¢9l . a la componente de los mismos
que produce flexiones en el plano X Z, con9l, a la componente que produce flexiones en el pla-
no YZ, con XYZ en general a las coordenadas de los puntos del eje neutro de la barra fle-
xionada; es decir a lo que se acostumbra a llamar la eldstica de la barra; con s el largo de
un trozo de ese eje, y con a,, a,, @, a las componentes de la aceleracion a.

Con estas designaciones se tendra para una secciéon 1-—1 cuya interseccién con el eje
neutro tenga las coordenadas X; Y;Z,;, siendo M; la masa del trozo de barra que va desde

su extremo libre hasta la seccion 1 —1 y s;el largo de la elastica desde el punto X, Y, Z,
hasta B:

1 )
M= F.(Z—Z)ds— [ F.(X—X)ds— [ a (Z—Z)dm+ | a, (X—X,) dm
81 81 M. M, (1)
Hy= [ F,@—2Z)ds— [F. (Y=Y ds— [ a, Z—Z)dm+ [ & (Y—Y)dm

Se ve que las dos componentes del momento flector tienen expresiones analogas y que
serian iguales si se pusiera X en donde dice Y e inversamente. Esta analogia permite limi-
tar el estudio a una de ellas y aplicar las conclusiones que se obtengan sin méas a la otra.
Nos referiremos por ello en adelante sé6lo a la primera de las escritas en (1), y como no ha-
bra posibilidad de confusion le suprimiremos el subindice z.
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Como fuerzas F, que pueden actuar sobre los edificios podemos considerar las debidas al
viento, y como fuerzas F, las debidas a la accion de la gravedad. Para destacar estos ori-
genes de las F, pongamos

Fx=E Fz=_gps (2)

Para simplificar el problema consideraremos a 3 s6lo funcién del tiempo £, salvo indi-
cacion en contrario que se hara oportunamente.
Las flexiones que habran de producirse en los edificios bajo la accion de los terremotos
o del viento seran mas bien pequehas. Por ello y de acuerdo con lo que ensefia la teoria de
la elesticidad, la elastica estara dada por la ecuacion siguiente:
0?2 X

M =EI—= - (3)

Para nuestro objeto resultara ventajoso tener referida la elastica no sdélo a un sistema
fijo, sino también a uno moévil (u yz), cuyo origen esté en el punto B de empotramiento
del eje neutro de la barra, cuyo eje z le sea tangente en ese punto, y cuyo eje ¥ sea para-
lelo al eje Y.

Debido a que la barra estd empotrada y a que el movimiento del suelo es translatorio y
horizontal, el sistema asi elegido tendra su eje z continuamente vertical, y por igual razén
sera:

y =Y 7z = 7 y u=X—X; (4)
X5y siendo la coordenada X del punto B.

En base de esto sera

02 X 0 z*
7 g X—Xy=u—uw y Z—2, =z2—12 (5)
u, siendo la coordenada u correspondiente al punto (X;Y:Z,).
Por ello en vez de (2) se podra poner

J=EJ gz‘j (6)
Para las componentes de la aceleracion se tiene:
Lo TX . Z
0t? i otz ’
por lo que de acuerdo con (4) se podra escribir

Admitiendo que las flexiones sean pequeiias se puede sin error apreciable considerar un
trozo de elastica igual a su proyeccion sobre su tangente. Siendo 2z, la proyeccién de s; so-
bre el eje z y dz la de d s, se podra por ello escribir

8 = 2, ds = dz (8)
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Teniendo en cuenta las relaciones (2), (5), (6), (7) y (8), y despreciando las aceleracio-
ies @, por ser muy pequefias, se podra poner en vez de (1) la ecuacién siguiente:

9z u T du 2 X :
EJ azli —‘—fm [B_"S<_8F -+ atzn )} (z—2zy) dz + ngS(U—ul)dZ (9)

z1

En el primer miembra figura el subindice 1 en % y en z para destacar que se trata del
momento en la secciéon 1 —1, y para diferenciar sus coordenadas de las 4 y 2z afectadas por
las integraciones.

Para eliminar las integraciones derivemos la (9) dos veces respecto de z;. En base de
las reglas de derivacién de una integral respecto de un parametro, en este caso z;, se obtiene
facilmente:

0* uy 0* uy 0% Xp 0 uy

. aul
0z, =B —rS Rk +rgs 0 Z,2 (21 1)+pgSaz

EJ

1

Suprimiendo el subindice 1 porque ya no serd mas necesario, dividiendo por E J ambos

miembros y pasando al primero todos los términos del segundo, salvo B— p S aad fSB

nos queda:

o* u S 9%u pgS du rgS 2u B S #Xp
7 T BT 9t EJ sz BT 72D = g3 "EJ ot (10

La experiencia muestra que si una barra empotrada en el suelo y libre de acciones exter-
nas se halla en estado vibratorio en un instante determinado, dicho estado se extingue al cabo
de cierto tiempo, y la barra pasa al estado de reposo. Como para alcanzar el reposo, la am-
plitud de las vibraciones se aminora progresivamente, se dice que la barra ejecuta un movi-
miento amortiguado.

Un hecho parecido se tiene en el movimiento de un péndulo, y el mismo, en ese caso, que-
da representado incorporando en la ecuacidén respectiva del movimiento, un término proporcio-
nal a la derivada de las elongaciones respecto del tiempo. Basandonos en la analogia, pode-
mos afadir también en nuestro caso un término semejante, si queremos tomar el hecho en

consideracién. Tal término seria 2 ¢ —a-::l—, ¢ siendo una constante. Con él tendremos en vez de:
(10) :
0 z* S 2w pSg ou rSg ?du ou B PS 92Xy
a‘u+ EJ 0t? EJ 0z EJ 0z (z—1) + 2 2t EBJ EJ ot (1)

ecuacion diferencial que nos da u en funciéon de z y de t. Es facil ver que ella saldria de la

. . I 2u , .
(9) si se le agregara un término —2:EJ f =1 (z—2,;) dz 0 lo que es equivalente

si se supusiera ademis de Ry de —pS —E—t)—fi las cargas horizontales — 2 ¢ ——%—:— EJ.

De acuerdo a su definicion, # nos da los desplazamientos del eje de la barra, o lo que es
igual de su elastica, relativos a un sistema de ciordenadas (# y z) con origen en B, de eje ver-
tical 2z, que se traslada con un desplazamiento igual al de B. La (11) viene a constituir por
lo tanto la ecuacion de la elastica debida a la accién del viento y del movimiento del suelo re-
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lativa al mencionado sistema. Una vez resuelta en términos finitos, la férmula (6) nos permi-

tird obtener el momento flector J¥ y la primera de (7) la expresiéon de a, = —aazté . En base
2
de esta dltima se podra calcular las cargas horizontales D—p S % —2c¢EJ -aa—liy por en-
de el esfuerzo de corte mediante la formula
1 02X ou
Q—fn (B S 81:2——213E.T—a—z~>dz (12)

Si ademas se deseara tener los desplazamientos X relativos al sistema (XY Z) no hay
mas que poner X = Xz} u.

§ 2. Movimientos de la barra. Condiciones iniciales y de Contorno. — Puede verse que
la ecuacion (11) es una ecuacion lineal en derivadas parciales provista de 22 miembro. Si tan-
0% Xp

ot?
estaria libre de acciones externas; podemos por ello decir gue en tal caso la barra ejecuta un
movimiento libre. No siendo nulo el 2° miembro diremos en cambio que la barra ejecuta un
movimiento forzado, ya que en ese caso estd oblizado a moverse respondiendo a las exigen-
cias externas, sea del movimiento del suelo, sea del viento. Correspondientemente podemos de-
signar a la ecuacion sin segundo miembro, ecuxcion del movimiento libre, y a la ecuaciéon con
2? miembro, ecuacion del movimiento forzado.

Tanto en el caso del movimiento libre como en el del movimiento forzado, la soluciéon de la
ecuacion diferenc’al no sélo debe ser una expresion que la satisfaga, sino que también debe res-
ponder a dos clases de condiciones, a saber: a) debe representar el movimiento no de una barra
cualquiera, sino de una empotrada en B y libre en A; y b) los desplazamientos que repre-
senta deben resultar coincidentes con los de la realidad en un instante dado que se elige come
inicial.

Las condiciones a) vienen a ser del tipo de las que se conoce en la tzoria de las ecua-
ciones diferenciales con el nombre de condiciones de contorno, y las condiciones b) vienen 2
ser las que se conocen con el nombre de condic ones iniciales.

Para un estudio en general podemos imponer como cond:ciones iniciales que para t = o

ou

sca u=0U yﬁ- = IJ; es decir que en el instante inicial los puntos de la barra tengan una

determinada elongacién y una determinada velocidad relativa a su tangente en el empotra-
miento. De la solucion para tales condiciones iniciales se puede pasar luego facilmente a las
que corresponde a las especiales que mencionamos en la intreduccion y que interesan en nues-

to 8 como fueran nulos, dicho 2° miembro ceria nulo tambkién. Si esto ocurre, la barra

tro problema. Es tan sélo de exigir que U y U sean funciones de z compatibles con las con-
diciones de contorno, porque si asi no fuera no corresponderian a la barra que deseamos to-

mar en consideracion.

Para establecer las condiciones de contorno notamos: a) que para z >1, en la barra no
hay cargas; los momentos flectores y los esfuerzos de corte deben por ello ser nulos para
z=1;y b) que estando la barra empotrada y eiecutando el suelo sdlo translaciones: i?) el
desplazamiento del punto de empotramiento debe ser igual al del suelo en dicho punto; y 29)
la tangente a la eldstica en dicho punto debe mantener invariado su 4ngulo nulo con la ver-

16



tical. Como en base de (4) si X = X debe ser u = o, la condicién 1? de b) se traduce en que
para el empotramiento, o sea para z = o, debe ser u = 0. Por su parte la condicion 22 de b)

. ou
se traduce en que para igual valor de z debe serTz— = 0.

Pasando ahora a las condiciones a) se tiene: 1°) la exigencia de que sea nulo el momen-

2

to flector para z =1 equivale, en virtud de (5) a exigir que sea =0 para z=1;y 2?) la

0 z?
exigencia de que sea nulo el esfuerzo de corte para z =1, equivale a exigir que para dicho
o’ u 1L
valor de z sea T =0 Para convencerse de esto tltimo hay que tener en cuenta que el es-

fuerzo de corte estd dado por (12), y que derivando la (9) respecto de 2; una vez corregida

1
por el término 2: E J f aali (z—12z,) 0z se saca:

* u : r2u . 0o X du
EJ TzT1=—f {B_ps(WJr—a—;cf)—zeEJat]dz_pgsu_—zl) (13)
Por lo tanto es: )
a3
EJ —> = —Q—pgS(l—2z) (14)

Como para z; =1 es nulo tanto Q como pgS (1—z;),serd nulo el primer miembro de
esta igualdad.

Interesante es reparar en que las condiciones a) se pueden obtener prescindiendo de los
valores que para z =1 deben tener 7}/ y Q. Basta en efecto notar que » debe no sélo satis-
facer a la ecuacion diferencial (11), sino también a las igualdades (9) corregida, y (13), de
las cuales sali6 la (11). Y como en tales igualdades el 2° miembro es nulo para z; =1 debera
serlo el primero.

Resumiendo, podemos decir que las condiciones de contorno vienen a ser:

Ju

Para z = o0 debe verificarse u = o; — = 0;
Z
(15)
o o*u u
Para z =1 debe verificarse = 0. —— = 0
0z VA

§ 3. Unicidad de la solucién. — Antes de ocuparnos de encontrar la solucién de (11), pa-
rece util saber cuantas soluciones de la misma puede haber, que satisfagan a las condiciones
iniciales y de contorno. Demostraremos que no hay mis que una sola, razéon por la cual se
puede hablar de la unicidad de la solucion.

Con el propésito mencionado supongamos que %; y #. sean dos soluciones de (11) e ima-
ginémoslas sustituidas en dicha ecuacion. Para mayor generalidad de las consideraciones su-
pongamos que el 2° miembro de (11) sea una funcién no sélo de ¢ sino también de z que sera
representada por F(z,t) ; y para abreviar la escritura pongamos:

S S
—EP—J = c; —p—j- g = ¢ (16)
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Si tras de haber sustituido #; en (11) la multiplicamos por ., e integramos respecto de
z entre o y I, tendremos:

1 9ty I 0% u, '8111 . 32111
fo s Wdz—oc f (z—1 = uzdz—clfo -5 tzdz+ fo ( =

1
+Zeaa‘il>u2dz=f u: F(z,t)d z. (17°)

Efectuando_la integracién en los dos primeros términos por partes, se saca:
L9t u, P*u | |o2u, 9w, 02 u1 22 u,
J; s U2dz = T uz]—[azz —}—f T dz

2 a I a a
— C; (l(z 1)aul udz = — ¢ [(Z 1) uluz] —I—&f (z—1) —2L. 224z +

0 z° 02z 0Z 02

1 aul
_I_clj; 52 U2dZ.

Y reparando en que para z =1, es 2— 1 =0, y ademéas en las condiciones de contorno, se
tiene por lo tanto:

Lot uy ot otuy 0?us , . ! 0% uy _ ' ouy
fo T uzdz—fo = azzdz, —cl.f (z—1) T u, dz = ¢ J; = u. ¢z +

0 U 0 Uy

1
+clf (z—1) 0Z 02z dz

Sustituyendo esto en (17) sale:

1 82U1 02 Ue ! - Bul auz 02 ul ou .
L 0 z2 azzdz+clfo (z—1) 0z 0 Z dz—l—J ( ;T 2¢ at uzdz =
{
fF(Z,t)UgdZ.

Multiplicando la ecuacién u» por #; y operando en forma analoga se obtendria una re-
sultado semejante al precedente con la sola diferencia de que figurarian en él u, en donde

figu_ra U1, € inversamente. Restando miembro a miembro estos dos resultados saldra eviden-
temente el siguiente:

! 0% u, 0% Us
fo [(c XD + 2¢ at)u —(c XE + 2¢ at)ul—F(Z,t)(uz—ul)]dz

Este resultado debe valer cualquiera sea I, luego debera ser:

82u1 aul 1 . 0? Uo au 1
(c ST —|—2e-—5-t-—F(z,t) )—u-l-_(c X —_—1 2 t —F(Z,t))

0

18



Pero las expresiones de ambos miembros de esta igualdad son en general funciones de ¢
y de z; se puede por ello escribir:

62u1 8u1 1
(c =12 + 28_6T— F(z,t) )u—l = & (z,t).

y UZ3 ecuacién analoga en u..
U, Y U2 son entonces soluciones de la misma ecuacion diferencial ordinaria; y puesto que
ambas satisfacen por hipétesis a las mismas condiciones iniciales, seran idénticas.

§ 4. El movimiento libre. — La ecuacion del movimiento forzado debe considerarse co-
mo mas general que la del movimiento libre, el cual viene a constituir un caso particular del
anterior. No obstante esta circunstancia, es conveniente averiguar primero la soluciéon de este

caso si se quiere conocer la del caso mas general.
Para hallar la solucién del movimiento libre hagamos u igual al producto de una funcién

v (z) puramente de 2, y de otra g ({) puramente de ¢, es decir, pongamos:
u=v(z) q(t)
Sustituyendo esto en la ecuaciéon (11) supuesta sin 2° miembro, y dividiendo por v. q, sa-

caremos.

1| d¢v dzv dv d?q dg|1
v [ dz & gz @D _cl’d_E] + [Cdtz“”e —d't']’c'f -

o lo que es equivalente:

1[d*v  d°v dv | d*q | dqg | 1
v [dz* C1 dZZ(Z 1) C1 dz] _——[ ¢ — - 23-—-] 1 (18)

Como el primer miembro de esta igualdad es una pura funcién de z y el 2° es lo de ¢,
ella podra valer solamente si ambos miembros son iguales a una constante »\. En vez de (18)
tenemos por lo tanto las siguientes dos ecuaciones diferenciales ordinarias:
dzq
—_ - Aq =
ST + 2¢ dt—l— q 0.

19
av_ o AV (z—1) dv Ny — (19)
g — O g =D —e - —Av=o

La primera de ellas no es sino la conocida ecuacién del movimiento amortiguado de un
péndulo, y su solucién puede representarse por:

q = e&atlasennt + dcosnt] (20)
. _ e, : = )
on 1 = ——; n? = T — & (21)

@ y d siendo constantes arbitrarias a determinar; cosa que como se verid mas adelante, pue-
de hacerse de modo que queden satisfechas las condiciones iniciales.

En cuanto a la 22 de las ecuaciones (19), es como la primera, una ecuacién lineal; pero
no todos sus coeficientes son constantes, y de ello deriva una dificultad en cierto modo, por-
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que debido a esa circunstancia no se aviene a ser resuelta con una expresién cerrada, siendo
necesario acudir para ello a los métodos de desarrollo en series. Como esto supone algu-
nas complicaciones no entrsremos por ahora en los detalles de la tarea que en tal sentido hay
que hacer, a fin de simplificar la exposicién; ello se hara oportunamente; pero lo que desde
ya podemos adelantar es que la solucién de esa ecuacién seri dada por una expresiéon del tipo:

V) = 3 bt (2) (22)

i=1
en la cual los b, son constantes y los f; son soluciones particulares de la ecuaeién de refe-
rencia.
Teniendo libertad de' disponer sobre el valor de las constantes b, y reparando en que por
hipé6tesis Unicamente en v (2) estd la parte de u que depende de 2z podemos elegirlas de mo-
do que queden satisfechas las condiciones de contorno (15).

Poniendo en ellas v.q en vez de « y dividiendo luego por g se encontrara que los v (2)
deben satisfacer a las cuatro ecuaciones siguientes:

Para Z =0 debe ser Vv =o0 - (31;7 =0
_ 1 _d*v dv o (23)
” Z = " »» de = 0 dZ3 -
Si en ellas ponemos en vez de v la expresion (22), se tiene:
i—=4 i—= 2 .
> bi f1 (O) = 0 bi fi (0)
i=1 i=1 (24)
i—=4 i=4
b;fi (1) = o 1b1 f, (1) = o0
i=1 i=

Es decir, cuatro ecuaciones lineales en las cuatro constantes b,. En ellas significamos
por brevedad de escritura con los puntos sobre las f, derivadas 12, 2% y 3%, segun el caso.
Como en esas ecuaciones es nulo el término independiente, serd preciso para que puedan co-
existir, que sea nulo el determinante de los coeficientes de b;; por lo tanto, que sea:

| f1(0) f2(0) fs(0) £ (o)
f,(0) f£.(0) f3(0) fi (o)
£, Q) B0 £Q)
£,.(0)  f.()  f.Q) £ Q)

= 0 (25)

Cuando estudiemos las expresiones f, se vera que en ellas entra el grandor » como para-
metro. El determinante (25) resulta ser por ello una expresion en dicho grandor que podra
ser igual a cero si se le da valores adecuados al mismo. Tales valores no son sino las raices
del primer miembro de (25) considerado como funcién de A\. Podemos por ello decir que uni-
camente serian soluciones de nuestro problema las que se basan en funciones ¥ obtenidas
con M igual a esas raices. Esas raices vienen a ser lo que en la teoria de las ecuaciones dife-
renciales se conoce con el nombre de valores propios, y las funciones que les corresponden, lo
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qile se conoce con el nombre de funciones propias. El primer miembro de (25) resulta set
una funcién trascendente de *; hay por ello infinitos valores propios » y por consiguiente in-
finitas funciones propias v.

Los valores propios, como puede verse en las expresiones (21), sirven también para de-
terminar las expresiones ¢, ya que en base de los A es que se pueden calcular los n.

Siendo A; uno de los valores de A y asignando el indice j a los diversos grandores que en-
tran en la ¢ y en la v que le corresponden, se podra escribir como solucién particular de (11)
correspondiente a dicho valor de A:

i=1
qQ;Vvy; = eat [a;senn;t +djcosn;t] X b £, (z) (26)

i=1

En base de tres de las relaciones (24) puede expresarse tres de los b; en funciéon del res-
tante; por ejemplo en funciéon de b;%’, por medio de la férmula siguiente:

by = by g (27)

en la cual »; es una constante que depende de *; y en general de los datos ¢; y ! del problema.
En vez de (26) podemos por lo tanto poner:

c =14
qQ;v; = eat [a;senn;t -+ d;cosn;t] b, (fl‘j’ (z) + 7, £, (z))
i=2
o si notamos que b;9 a; y d; b, son a su vez constantes que podemos designar A;, B;, y si
entendemos por 3!’ la unidad:
i—=14

q;v; = eat [A;senn;t 4 Bjcosn;t] 2 ;P (2)

i—=1
El segundo miembro de esta igualdad sigue siendo como se ve un producto de una fun-
cion analoga a q (t), que podemos llamar Q; (), por otra que no es sino una v (z) en la cual
la constante b, es igual a la unidad y que por tal razén podemos llamar V; (z) para diferen-
ciarla de una v (2) comun.
Soluciones particulares como la precedente se podra escribir tantas como valores haya de
A, v puesto que si un conjunto de funciones satisfacen a la ecuacion diferencial (11) sin 2°
miembro, ella queda satisfecha también por la suma de las mismas, podemos escribir como
solucion general de esa ecuacion:
j i=4

u = Ofe-elt (Asennt +~ Becosnt) X 4 f (2)]; (28)
1

i=1

Il

e
I

el subindice j sirviendo para expresar que todos los parametros del corchete corresponden
ai;,

Siendo nulo el movimiento del suelo es # =X ; ]a (28) nos da por ello en tal caso también
el movimiento libre de la barra, respecto del sistema fijo.

Puesto que los A;, B; son constantes arbitrarias, podemos imaginar que todos esos coefi-
cientes, menos una pareja de ellos sean nulos. El movimiento quedara en tal caso expresado
por uno de los corchetes de (28); de lo que se infiere que cada uno de esos corchetes repre-
senta un posible movimiento de la barra. A tales movimientos, por corresponder cada uno a
un *; podemos llamarlos movimientos propios de la barra, y segiin eso interpretar la (28) di-
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ciendo que el movimiento libre serd en general igual a 1a suma de todos sus posibles movi-
mientos propios.

Examinando la expresion de un movimiento propio puede verse que viene a ser un mo-
vimiento oscilatorio cuasi-periédico sincronico en toda la barra de amplitud variable con z,
cuyo periodo T; esta dado por

2 2

iy
n; V_}\ \
— et
c 1

Si ¢ = 0 el movimiento oscilatorio es periédico puro y el periodo viene a estar dado por

T,* = z_w__. Como habra un T;* por cada », podemos llamar periodo propio a este perio-

V AMe
do y decir que no habiendo amortiguamiento el movimiento de la barra es una suma de osci-
laciones con los periodos propios.

Tj=

§ 5. Ortogonalidad de las funciones propias. — Demostraremos que las funciones pro-
pias gozan de la siguiente propiedad, que se conoce con el nombre de propiedad de ortogona-
lidad.

Si v, es la funcion propia correspondiente a M, y v; la correspondiente a A; es:
1
kavjdz=o si k £
2

Imaginemos para ello escrita la 22 ecuacién (19) una vez para v = v, y otra para v = v;.
Si multiplicamos la ecuacién en v, por v; y la integramos entre o y [, tendremos:

1
d* v,

v, dzt

1 1 1

2 Vi d v,

vidz — ¢ r d* v (z—1) v,-dz—clf — '-*vjdz—kkavjdz =0 (29)
. d z* o dz o

Si integramos por partes la primera y segunda de las integrales del 2° miembro y repa-

ramos en los valores que las expresiones resultantes tienen para z =o0 y para z = [, en forma

aniloga a como lo hicimos en el § 3 se puede obtener ficilmente tras de sustituir el resulta-

do en (29)

! . 1 :
dZVk d" Vi de de B
J, Tdz® —dzz’dz—|—c1 T dz(z_l)_k“fo vivi;dz = o

Multiplicando la ecuacién en v; por v, ¥y procediendo en forma analoga sacariamos:

1 1 1
d? Vi d? V; d Vi d \'A 3
o d2z _d—z2dz+c1fo " dz dz (z—1) )‘jfo viv;dz = o0

y restando esta ecuacion de la precedente:

1
()‘k—)‘j)kadeZ = 0

-0

Si k4 es A7, La igualdad precedente quedara satisfecha por lo tanto sélo si

1
kadeZ = 0
o

como desedbamos demostrar.
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Esta propiedad nos permite en clertos casos desarroliar una funcion F (z) en una serie
de funciones propias. Si tal cosa fuera posible, se podria escribir:

Fz) = £ Dv, (@) (30)

v; (2) siendo una funcién propia cuyo b, tiene un valor que se puede fijar arbitrariamente
y los D, siendo coeficientes a determinar.

Para determinar un D; se puede multiplicar ambos miembros de (390) por v; (2) e in-
tegrar entre o y l. Con ello se sacard en virtud de la ortogonalidad de los v;.

1 1
fF (z) v; (z) dz = Dy fv,-z (z) dz

o

y por lo tanto:

1
fF(z) v, () dz

D, (31)

flvjz (z) dz

o

Para simplificar la expresién formal de los D; se puede elegir los b;%’, de modo que el de-
nominador de (31) sea igual a la unidad. Cuando ello ocurra las funciones propias vendran

a ser lo que puede llamarse funciones propias normalizadas, y para D; podra ponerse simple-
mente:

D, — le (z) v, (z) dz

En nuestras consideraciones no ofrece mayor ventaja operar con funciones normalizadas.

Prescindiremos por eso de su empleo y usaremos en cambio las funciones que definimos con la
designacion de V (z).

§ 6. Solucion de la ecuacion del movimiento libre ajustado a condiciones iniciales. — La
(28) representa una solucién general correspondiente a condiciones iniciales cualesquiera. Pa-

ra que ella responda a las condiciones iniciales que sefialamos en el § 2, de que para t=o0

ou : . . . .
sea u=Uy i U es necesario elegir adecuadamente las coeficientes A;, B;. Notamos en

tal sentido que para £ =0 la (28) nos da poniendo V (2) en vez de X ¢, f; (z):

(U) 1= = jE: 1Bj V; (z)

j=®

ou Rl 2)
—_— = X V;(z) TA;n; — ¢ B;]
Bt t=o i=1

Igualando los primeros miembros de esta expresion respectivamente a U y a U, dichas
funciones resultan estar en la situacion de la funcién F (z) del § precedente en la igualdad
(30) ; es decir, como ésta, desarrolladas en serie de valores propios; B; y n; A;— ¢ B; vinien-
do a hacer el mismo papel que los coeficientes D;, Para hallar tales coeficientes no hay mas,
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bor lo tanto que aplicar la férmula (31) .poniendo en elia U y fJ, segin el caso. Conociendo
B; y n; A; — &1 B; se puede sin dificultad despejar A;.

Sustituyendo A; y B; hallados asi, en (28), ella vendra a ser la solucién ajustada a las
condiciones iniciales, ya que para t = o0 se hara igual al 2° miembro de la 12 ecuacién de
(32), que es igual a U, y su derivada se hara igual al 2° miembro de la 22 ecuacién de (32)

que es igual a U.

Interesante es advertir que si U = o resultaran nulos los B;, y si ademas es U = o resul-
taran nulos también los A,; por consiguiente, también resultara serlo w para cualquier ins-
tante. Si en el instante ¢ = 0 es nulo el desplazamiento y la velocidad de los puntos de la
barra, vale decir, si la barra estd en reposo, seguira entonces estiandolo ulteriormente, no
actuando causas externas sobre ella; resultado que se conoce de la practica.

§ 7. Movimiento forzado de la barra. — Pasemos ahora a estudiar el caso del movi-
miento forzado. Para mayor generalidad reunamos otra vez en una sola expresiéon F(z,t)
a la accion de las causas que obran sobre la barra y operemos por consiguiente con la ecua-
cién:

0z* o’u ou 2’u ou
m—‘— Cc L Cl—fdz Ci1 (Z 1) 32 -+ 28'—5'{ = F(Z,t) (33)

Para resolver este caso podemos seguir el procedimiento que se recomienda en Courant-
Hilbert (°) al tratar el movimiento forzado de la cuerda y de la membrana vibrante, aunque
con una adecuada ampliacién. En la obra de esos autores, en efecto, se supone que la funcion
F (z,t) satisface a las condiciones de contorno (°) y esto a menudo no sucede. Para nuestro
objeto resulta conveniente considerar estas dos posibilidades: a) que F(z,t) satisfaga todas
las condiciones de contorno; y b) que satisfaga todas las condiciones de contorno menos que
se anula para z = o.

Comenzando con la primera, supongamos que tanto F como % para cada instante ¢ consi-
deradas como funciones de z son desarrollables en series convergentes de funciones propias.
En tal caso podemos poner:

j= o0 j= o
u= X p;V; (2); F(z,t) = X P;V;(z) (34)
i=1 i=1

p y P vienen a ser los coeficientes D; de los respectivos desarrollos.

Como tales coeficientes son en general distintos para cada t, ellos pueden considerarse
como funciones de t, lo cual serd destacado poniendo p=p () y P=P (?).

Sustituyendo (34) en (33) se puede ver que ésta quedara satisfecha si para cada j vale
la relacion:

d+«V d:V dV dgp dp
— —_— - V __._-+ o | = P.V
P [ d z* C1 (Z l) 22 Cy 1z ] "|" (C 5 281 )

Por lo tanto si es:

d*Vv dzVv dVviy1l d:p dp\ 1 P
( — oz —1) ) - (c—--+28dt)p+

“dzt C1 0z
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El primer miembro de acuerdo a las consideraciones del § 4 no es sino A;. Se podra pot
ello poner también el segundo igual a ese grandor, y por ende:

& p dp | A .
g t2agpgt—op="F (35)

Y esta ecuacidén no es sino la muy conocida del movimiento forzado de un péndulo amor-
tiguado.
Mediante el método de variacion de constantes se obtiene como solucién de (35):

1 1
—— m; -mi mot -mat 36
p=e t[g‘—l— ml_m2fe tht] 4 e [h—l— mz—mlfe Pdt] (36)
m; y m,, siendo dadas por:
m1=—81+Ve12—-L my; = — & — '812——'}:—
c c

y 9 v h, siendo dos constantes arbitrarias.

Operando sobre los términos no afectados por las integraciones, se puede transformar
facilmente la (36) en la expresion siguiente:

em]_t emzt

-mat -mst
2fe Pdt+'m2_m1fe Pdt  (37)

en la cual A y B son constantes arbitrarias en reemplazo de las constantes g y k.
Designando R; (t) a la suma de los dltimo dos términos, y notando que el primero no es
sino lo que llamamos Q; (t) en el § 4, podemos escribir en vez de (37) mas brevemente

P = Q (t) + R; (t)

Si sustituimos esto en (84), la solucién qus representa el movimiento forzado sera:

p =e—&t[A sen nt + B cos nt] + —

1 —

U=SQM®V, @+ IR MY, @ (38)

i=1 i=1
y reparando en el significado de la primera de esas sumaciones, podemos afirmar por lo tan-
to que el movimiento forzado queda dado por la suma de dos expresiones de las cuales una
(en (38) la primera del 2° miembro) representa. al movimientolibre de la barra.
En virtud de que los' V (z) satisfacen a las condiciones (23), la (38) satisfara las condi-

ciones de contorno. Para que también satisfaga a las condiciones iniciales hay la posibilidad
de disponer convenientemente sobre las constantes A;, B;.

Sea en tal sentido otra vez parat=o0,p=Uy du _ U.

ot
Si la (38) respondiera a dichas condiciones, podriamos poner:

U= 2B +R () V; @)
U =%

i=1

% . (39)
(A;n; — & By + R; (0)) V; (2)

entendiendo por R, (o) y RJ (0) respectivamente los valores de R y-(—ld—g para t = o.
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De estas expresiones éon ayuda de la propiedad de ortogonalidad de las V (z), es decir,
mediante la féormula (31), se podra despejar los coeficientes de V (z) que figuran en ellas,
y por consiguiente, luego, la expresion de A; y de B; y por ende sus valores.

Interesante es notar aqui que como R; (0) y R,(o) quedan determinados por la funcién
F(z,t), una vez que ésta ha sido dada, lo que determinara los valores de A; y B, seran las

funciones que se atribuya a U y U:; es decir, las condiciones iniciales.

Veamos ahora como se puede resolver el problema en la posibilidad que detallamos como
b). Supongamos que también en este caso u es desarrollable en funciones propias y que lo
mismo valga para F(z,t) mientras z £ o.

Si para obtener la solucién en este caso seguimos el procedimiento que se acaba de in
dicar para el caso a) sacariamos una expresiéon u#; de % que satisfaria todas las exigencias
del problema mientras sea zs%~ o; pero no asi si z=o0. En efecto, sustituida en el primer
miembro de (33) deberia dar para z = o una expresiéon igual a F(z,t) que por hipédtesis es
distinta de cero. Dara en cambio un resultado nulo, ya que la F(z,t) que le corresponde en el
caso a) se anula para z = o. Para salvar este inconveniente podemos poner como solucién:

u=u+ = ¥ F(zt) (40)
¥ (z) siendo una funcion de z nula para z %0 e igual a 1 para z = o.

Sustituyendo la expresion (40) en (33), se obtendra para z =% o el mismo resultado que
si sblo estuviera formado por el primer término. Dari por lo tanto un resultado igual, como
corresponde, a F(z,t).

Para z = o en cambio, darad el mismo resultado que si estuviera formada por el 2° térmi-
no, ya que el primero da un resultado nulo. El primer miembro de (33) resultard entonces
igual a una suma de términos en las potencias sucesivas de z desde 2* hasta 2°. Para z=o0
seran nulos todos, excepto el término ¥(z) F(z,t), que por ser ¥ (o) =1, sera igual a
F(z,t). La (40) satisface por lo tanto a la (33).

Que también satisface a las condiciones de contorno, se puede ver observando: 19, que

4

ello vale para u,; 29, que —Z——,\Ir(z) F(z,t) y sul1? derivada se anulan para z = o en virtud de
4

Z
contener potencias de z distintas de cero; y 3°, que al ser ¥(z) F(z,t) wa nulo para todos

los valores de z =~ 0, valdra lo mismo para sus sucesivas derivadas, y en particular seran nu-
las la 22 y la 3% para z = 1.

Mas adelante se vera que desarrollando la unidad en funciones propias se saca para zo.
i Q0
1 = E By V; (z) (41)

Teniendo esto en cuenta podemos formar la funcién

1 — :2_::%, V,(z) (42)

Examinando sus propiedades se puede comprobar que ella satisface todas las exigencias
impuestas a ¥ (z). En efecto, debido a (41) es nula para z 3£ 0 y para estos valores de 2, por
consiguiente son nulas sus sucesivas derivadas. Para z = o son nulos los V(z), de modo que
también lo seri el 2° miembro de (41) y la (42) se reduce a la unidad.
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§ 8. Causas transitorias actuantes sobre barras inicialmente en reposo. — Tanto los te-
rremotos como el viento actiian sobre los edificios so6lo en forma transitoria, y generalmente
inician su accién mientras los edificios estan en reposo. Reviste por ello particular interés la
solucion de (33) correspondiente a las condiciones iniciales

U=o0 U=o0

para el caso en que F(z,t) sea distinto de cero sélo en un intervalo dado de tiempo. Sobre to-
do, que no considerando esas condiciones iniciales, ni funciones asi, las conclusiones a que se
llega, segiin se expresé en la Introduccion, no parecen aceptables. Pasaremos por ello a ocu-
parnos en especial del problema, para esas exigencias.

Para destacar el caracter transitorio de F (z,t) basta establecer que sea:

para — o < t=o0 F(z,t) = o
’ o<t <<ty F(z,t) £ o
” th=t < w F(z,t) = o

Funciones F(z,t) asi, se representan en las figuras 2 y 3.

Su valor es nulo hasta el instante t = o; adquiere un valor distinto de cero en el inter-
valo entre t =0 y t =t;, y vuelve a ser nulo para t superior a t;.

En base de las caracteristicas de F(z,t), conviene estudiar la solucién para — « <t <o;
para o<t <t;; y para t; =t < .

En el primero de esos intervalos, por ser F = o, seran nulos los P(t) y por consiguiente

las funciones R;(t) y R,- (t). Si a esto aniadimos que son nulos U y U se saca enseguida en
base de (39) con ayuda de la formula (31) que

' Bj=Aj=0

Siendo nulos los A y B, lo mismo que los R;, serid evidentemente nulo #. Si la barra se
halla en reposo, y las causas que sobre ella pueden obrar, son nulas, ella seguiri por consi-
guiente en reposo.

En el intervalo en que es o <t < t; por ser F(z,t)%0 es de esperar que valga lo mis-
mo para las funciones P(t) que se determinaran con la férmula (81) y por consiguiente que

también R;(t) y Rj (t) sean distintos de cero.
Una vez hallados R;(t); y R, (t) se puede sacar, en base de (39), dandoles a esas fun-
ciones el valor para t = o, los valores de A;, B;. Como U=0y U= 0, resultara evidentemente

B; +R; (0) =0 B, = — R; (o) (43)

n Ay —e B+ Rj (o) =o Ay = — % (O)H.—_ o % (0) (44)
Obtenida la expresion de % en base de estas constantes poderilos pasar a determinar la que

tendra en el intervalo t; <t < .
En tal sentido es de notar: a) que por ser en este intervalo F(z,t) o seran nulos R, (t)
ou

y R;(t) en el mismo; y b) que los valores de u y =3 para el instante t = t,, deben resultar

iguales, sea que se los calcule con la expresién de u de este intervalo, sea que se los calcule
con la expresion de u del intervalo precedente.
En base de a) la expresiéon de u se reduce a la siguiente:
u=-eat ¥ [(Asennt+ Bcosnt) V(z2)], (45)
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és decly al del movimiento libre, como corresponde, ya que en este intervalo no actdan sobre
la barra causas externas.

Escribiéndola para t =t;, y llamando U; al valor de # para dicho instante, obtenido en

base de la expresion del intervalo o<t<t; y U, a la derivada respecto del tiempo de esa ex-
presion para el mismo instante, se tendra:

U, = eat Jz CIf(A sennt; + Becosnt)) V (z)];
i=1

. j=o
Uy =eat 2 {[—(Asennt; +Bcosnt;) s+ n (Acosnt; — Bsennt;)] V (2))};
ji=1
De esto se podra despejar con la féormula de la ortogonalidad los valores de los corche-
tes de la 22 ecuacion y de los paréntesis de la 12, y con ello luego facilmente A; y B;. Inte-
resante es notar que si para t > t; representaramos al tiempo por ¢/, el problema de hallar
los coeficientes de la expresion de w para t > t/, no seria otro que el resuelto en § 6; sélo que
ot

ahora seria para t' = ou = U, y T U..

Resumiendo, podemos decir que si la barra estd sometida a una causa transitoria, ella per-
manecera en reposo hasta el instante en que comienza la causa. Al producirse este hecho su
movimiento estarad dado por una expresiéon del tipo de (838) durante todo el tiempo que dura
la causa actuante; y una vez que ésta se haya-extinguido, la barra continuara ejecutando un
movimiento libre dado por (45).

Como hemos supuesto que « %~ 0, sera también & =%~ 0, ¥ por ello ese movimiento libre se
ira amortiguando con el tiempo.

§ 9. Causas transitorias sinusoidales. — Como el movimiento del suelo, y lo mismo la
fuerza del viento pueden representarse por una suma de expresiones sinusoidales, estudiemos
la expresion de u en la hipétesis de que F(z,t) del § anterior en el intervalo en que es dis-
tinta de cero esté dada por

F (Z, t) = @° G sen o t (46)
G siendo una constante.

Una idea de la funcién que suponemos, la da la figura 3. Hasta el instante t = o0 es nu-
la; para t superior a cero y menor que t;, es sinusoidal, y para t =t;, se hace igual a cero
para seguir siéndolo indefinidamente.

En primer término notemos que la expresién supuesta de F(z,t) tiene las propiedades
indicadas en el § 7 bajo el caso b). Para estudiar el problema con ella en el intervalo o <
< t < t;, supongamos que en el mismo y para z =<0, F(z,t) pueda desarrollarse en una se-
rie de funciones V (z) como se indica en (34). Es decir pongamos

wGsenot = s ?, (t) V; (2) (47)
i=1
Con la propiedad de ortogonalidad se sacara
1
IV, (Z) dz

Pj (t) = w2 Gsenot ol
fv,z (z) dz
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por ello poniendo

| olV, (z) dz
By =— (48)
fij (z) dz
sera P,=802Gsenot (49)
Sustituyendo esto en (47) saldra:
WGsenot =0>Gsenowt T B V;(z) vy (50)
1 =328 V;(2) (51)

desde luego siempre que sea z o.

A la expresion (51) se podra llegar evidentemente considerando a la unidad como una
funcion F(zt), desarrollandola en funciones propias y calculando sus P(t) con la férmula
(31).

Con la expresion (49) de P;(t) y la general que corresponde a R;(t) de acuerdo a (37)
se saca enseguida que

, R; (t) = B; GH;sen (ot + ¢)) (52)
siendo
H, = o (53)
V'()\ 2)2 | 4 g2 2
c -_—w £ W
y
¢y = arc tg — )\2“)
raa

De (52) sale

R; (0) = GB; H; sen R; (0) = o G B;H, cos ¢,
Para A;, B; se tendra por lo tanto de acuerdo a (43) y (44) del § precedente:

o €OS ¢; + e1sen ¢;) B; H;
B, = — B; GHj sen ¢; ‘,Aj = G( 4 ";i ;) B i

Introduciendo estas expresiones, asi comola (52) en (38), se saca enseguida que en el
intervalo o0 <t < t; las ordenadas u de la elastica en el sistema (uz) estaran dadas por lo
tanto por:

4 j — 00
W=¥(@) e Gsenwt+G I (BH [sen (ut+ ) —
B j=1
et @ COS ¢ F er S€N f(sen nt + sen ¢ cos nt)] V (z)}, (54)

n
el subindice 7 sirviendo para indicar que los grandores que figuran en la llave deben ser los
correspondientes al valor propio ?;.

§ 10. Movimiento propio no amortiguado. Resonancia. — La (54) se simplifica un tanto
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si el amortiguamiento de la barra es nulo. En ese caso es ¢y =0 y por lo tanto también
¢; =0. En vez de (54) se tiene por ello como expresion de « la siguiente:

u=v (z)—?TG sen ot + G JEzoo[,BH (sen ot — nlsen nt) V (z)]; (55)
. i =1
ahora siendo J

H, = — y n’ = -c- (56)
e

El grandor « puede tener cualquier valor; en particular puede suceder que sea

>

0’ = Tj = n,z (57)
o lo que es equivalente que el periodo que fuerza a la barra a moverse sea igual a uno de sus
periodos propios. En tal caso podemos decir que la barra esta en “Resonancia’” con la causa.

La (56) muestra que habiendo resonancia el H correspondiente al periodo con el cual se
tiene tal fenémeno, se hace infinito. De ello puede inferirse erroneamente que también u se
hace infinito, cosa que habitualmente se afirma como dijimos en la introduccién, aunque en
base de formulas distintas a las nuestras.

Para apreciar correctamente como sera w al producirse el caso de la resonancia es pre-
ciso observar aun lo que ocurrira con el paréntesis de (55) en el cual se cumple la igualdad
(57).

Puede advertirse en tal sentido que valiendo (57) es v« = n y por ende nulo el paréntesis
de referencia. El término correspondiente al periodo en resonancia resulta por lo tanto ser el
producto de una cantidad infinita, por una nula. Es entonces una expresion indeterminada;
pero la indeterminacién puede salvarse estudiando ese término para valores de » muy proxi-
mos al n de que se trate.

En el limite para o = n, resultara para el mismo, de acuerdo a las reglas para hallar el

. L - . L] x
limite de expresiones indeterminadas, y debido a que es - = n2:

wz

o
Lim | sen wt—_n" sennt

wo—NnN 2

—_——w

C

$ [ntcosnt — sen nt] (58)

En lo que se puede ver que el término en cuestién es finito en general; que su amplitud
es creciente con ¢, y que ella se hace infinita sélo en los dos casos siguientes: 1) t = w0 y 2) si
n = o o lo que es igual si v = .

Si A es el valor propio correspondiente al periodo en resonancia con o, la expresién de
u, teniendo en cuenta la (58), se puede detallar en el caso de la resonancia como sigue:

4

u==1v (z):—!- o G sen wt—I—G[,B (—%i cos nt+_sen2nt> V(z)] i

1

+ G jE:*OO[B H (sen ot —:; sen nt) V (z)]; (59)

i=1
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el subindice ¢ sirviendo para representar el término resonante y el asterisco en el signo X
sirviendo para destacar que la suma debe excluir al término en el cual j =1i.

Veremos al final que T8 HsenwtV(z) y 28 H—Se—l:lllt V(z) son series convergentes.

Teniendo este hecho en cuenta, asi como lo que recién se dijo a propédsito del paréntesis del
2° término de (59), resulta evidente en esa expresion que % es finito si lo son al mismo tiem-
po G, o ¥ t; que su amplitud crece con estos grandores y que se hace infinito si alguno de
ellos lo es.

En los diversos trabajos relativos a efectos de terremotos en los edificios se llega en sin-

tesis a la conclusion de que el desplazamiento X de los puntos de la barra equivalente esta
dado por una expresion del tipo

X =W (z) sen ot (60)

: . 2 .
W (z) siendo una funcién de z que depende del parametro ». Si en particular —wl es igual a

uno de los perfodos propios de la barra, es decir si hay resonancia, W(z), vale decir la am-
plitud de las elongaciones X, se hace infinita.

Nuestro resultado como se ve es bastante distinto porque si bien admite las elongaciones
infinitas lo hace tan sélo para t, o 6 G iguales a infinito. Suponer t = o equivale a admitir
que la causa actuante perdure hasta el infinito; o sea que t; = o ; y suponer que sean o = o

ZXB

d t2
que no deja de ser razonable la conclusiéon de que sea en ellos u = .

Interesante todavia es notar que aceptando como correcta la (60) ello equivale a decir que
para t =0 es

1.4

6 G = o, equivale a admitir que = ow.—. Se trata pues de tres casos extremos en los

d X

b4t = oW (z)

y habiendo resonancia, por lo tanto que

%%.:oo para t = o

Poniendo por base una condicién inicial asfi, no debe sorprender una soluciéon que se apo-
ye en ella y que exprese que cualquiera sea t es X = .

§ 11. Caso de condiciones iniciales no nulas. — En el caso de los terremotos, suponer la
igualdad (46) F(z,t)=0®>Gsenwot equivale a suponer que

4 Xs
at

e y k siendo constantes arbitrarias que podemos elegir de modo que

d Xp = XB =0
dt t=o t=o0

ya que consideramos que el suelo estd en reposo hasta el instante t = o.
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Eligiéndolas asf, debera ser: k =o0, e = —-—wa- G y por ello
Xy = g-sen t — — Gt (61)
LB — ¢ w c 1

Al principio el término lineal tendra poca importancia, pero con el crecer de ¢, puede ad-
quirir tal preponderancia que la férmula (61) pasard a representar desplazamientos unica-
mente de un solo signo, lo cual probablemente no ocurre en la realidad. Para acercarnos algo
méas a ella, podemos imaginar que la (61) vale sélo corto tiempo, hasta t =t, y que a partir
de este instante, y hasta 't = t;, Xz estda dado.por

Xg == %—sen (ot + 98) (62)

Como en un mismo instante el suelo no puede tener mis que una sola velocidad y un
solo desplazamiento, debera ser:

Gisen (ot +8) = Gsenowts —oGte; Gicos (ot +8) = Geosouts: —G
ecuaciones de las cuales se puede sacar G; y 8 una vez fijado t; cuando se da G y o.

€on (62), resulta dd;(—3-= — _G€1_w2 sen(ot—+8) y por ello en vez de (46) :
F(z,t) = 0* G, sen (ot + §) (63)

En vez de una sola solucién de (3833) debemos considerar dos: a saber: a) para t <t;
y b) para to <t <t;. La a) no sera en general sino la (54) que ya hemos obtenido, con
sus variantes (55) y (59). La b) en cambio, debera corresponder a F(z,t) dado por (63).
Como tampoco la barra puede tener en un instante mas que una sola velocidad y un solo des-

plazamiento, la solucién b) debera satisfacer la condicién de que para t=t., u y u calcula-

dos con ella sean iguales a w y % calculados con la solucién a) para el mismo instante.

Para comodidad de las consideraciones podemos tomar como origen del tiempo en la so-
luciéon b) el instante t =t,. Con ello, hallar  para t > t,, consistird en hallar una solucién
de (33) tal que F(z,t) esté dado por (63) siempre que en vez de § se tenga en ella §; = § +
+ot: y tal que para t = o sea

Uu=u y u=u, (64)

Us Y U, siendo los valores de w y de su derivada respecto de t dada por la solucién a) para
t=t,.

Para encontrar tal solucién notemos que si %, es una solucién de (33) para condiciones
iniciales nulas, y us; es una solucién de (83) supuesta sin 2° miembro, que satisface a las con-
diciones (64), la expresion:

u = Uz 4 usg (65)

satisface a la (33) y a las condiciones (64).

Teniendo en cuenta las caracteristicas de estas expresiones, resulta evidente que u, en ge-
neral estd dada por (54) pero con la variante de que en ella debe ponerse ot -+ 8, en vez de
ot, Gy en vez de G y 9+ 8, en vez de ¢; y que uz estd dado por (45) ; debiendo contarse
el tiempo en ellas desde el nuevo origen.
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Si llamamos M; al coeficiente de V,;(z) para t=1t,, en la expresiéon de u de la solucidon

a), vy N; al andlogo en la expresion de % de la misma solucién para el mismo instante, los
coeficientes A y B de la expresién (45) se podran obtener de acuerdo a lo dicho en el § 6
de las igualdades siguientes:
B, =M, ; nA; — «¢B; = N,
Introduciendo tales coeficientes en (45) y sustituyendo tras de ello dicha expresion en
(65), saldra:

u=—2-% (2) Gysen (ot + 8) + Gf@f{ﬁH [sen (ot + 8, + ¢)—

—ent (2222 (p 7 8) n+ e sen (44 81) sennt+ sen (p + 81) cos nt)]V (2)}, (66)

4+ eat S OO[(N t e Mien nt + M cos nt) V (2)];
i=1

De esta expresién sale para ¢ = o, siendo v~ n

j=

u = —-Z ¥ (z) Gy sen (ot 4 &) + G4 200 {BH [sen (ot + 8§,) —-2-cos &; sen nt—
. i=1 n (67)

— sen §; cos nt] V (2)}; + Jiwé[-—l%-sen nt + M cos nt|V (z)};
j=1

En el caso de la resonancia el factor de 8 H se hace nulo, de modo que igual que en el
caso de las soluciones para t < t; que tratamos en los anteriores paragrafos, el producto de
B H por dicho factor se hace indeterminado. Buscando su limite para o = n y sustituyendo
el resultado en (67) sale como expresion de u para este caso, la siguiente:

4 j= o ©
u=-:-'\1r (z) Gy sen (ot 4 §1) —i—Gl_E*; 3 BH [sen (ot 4+ 8,) ——n—cos 8; sen nt —
. J =

cos §; sennt

— sen §; cos nt]V (2)}; + Gi[B(— __nzic_ cos (nt + &) + 9 )V (z)]:

- (68)
+ '3 ;[-Nﬁ-sen nt 4 M cos nt] V (z) },

j=1
Y ella pone de manifiesto que tampoco ahora al haber resonancia, las % seran infinitas
mientras sea finito ¢.
Es de notar que en (66), (67) y (68) estan comprendidas las expresiones (54), (55) y
(59). A ellas se llega con s6lo suponer nulo §,, M y N y considerar un origen adecuado de {.

§ 12. Criterio para estimar el efecto de las causas actuantes. — Observando las expre-
siones (66) y (67) se puede ver que también con ellas la amplitud de u es creciente con o ¥y
con G y que puede resultar u = . Esto ultimo pasaria si e = w0 6 si G= . Teniendo

esto en cuenta, asi como lo dicho en el § 10, podemos entonces afirmar en resumen que la
amplitud de « es en general finita y que crece con « y con G. Habiendo resonancia tal am-
plitud es finita también; crece con ¢t y se hace infinita si t = o, lo que ocurrira si t; = w.
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Haya o to resonancia la amplitud de u es infinita si » 0 si G son infinitas, es decir si la ace-
leracior: de la causa actuante es infinita.

Tanto en un terremoto como en el viento la aceleracion y la duracion de su accion es fi-
nita; las amplitudes infinitas en % se deben considerar tan sélo como resultados extremos de
la teoria que pueden ser excluidos de un calculo practico tendiente a dimensionar las estruc-
turas. En tal sentido, y para estimar el efecto de las causas actuantes, lo aconsejable seria
empezar por atribuir a G, o, {2 y t;, valores razonables de acuerdo con los datos de que se dis-
pone sobre terremotos y vientos. A G y o es frecuente fijarles valores en la literatura rela-
tiva al problema que nos ocupa. Se trataria pues tan sélo de anadir a ellos los valores de
t, y t;, es decir de la duracion de la 12 fase del fenémeno causante y la de su duracion total.

Una vez fijados esos datos seria del caso pasar a determinar con ellos dentro del inter-

valo 0 <t < t; los mayores valores que pued2n alcanzar los diversos efectos que interesan:
2
desplazamientos u, aceleraciones — , momentos flectores M, y esfuerzos de corte Q. Desde

d t2
luego para representar a # se hara empleo de (66) si se supone «s~0; de (67) si se supone
e=0y de (68) si se admite que haya resonancia. Una vez formada la expresion de u se
podra estudiar los deméas efectos citados recién, respectivamente con las féormulas (7), (6) y
(12), como ya se dijo al final del § 1.

En las diversas formulas entre otros grandores, intervendré el grandor H. Util es notar
que el mismo no es otra cosa que lo que se conoce en sismometria con el nombre de amplifi-
cacién dindmica de los simégrafos mecanicos. Su calculo se puede facilitar por lo tanto echan-
do mano de las diversas tablas o graficos que se han dado del mismo. Si los amortiguamien-

tos son de cierta importancia se lo puede obtener de las tablas de Zoppritz @ y de los gra-
ficos de Geiger @,

§ 13. Expresion de las funciones propias. — Hemos venido prescindiendo en nuestras
consideraciones de la forma que tienen las funciones propias. Si bien pudimos hacerlo hasta
aqui, ello ya no nos serd mas posible si deseamos estudiar mas en detalle la expresién de u
o simplemente si queremos ver si los desarrollos en serie de que nos hemos valido son conver-
gentes.

Para tener la expresion de las funciones propias volvamos a la 2% ecuacién diferencial
que figura en (19). Como no se presta a ser resuelta por una expresién cerrada, tratare-
mos de resolverla por una serie de potencias de z. Pondremos por ello:

/3 =
vV = X o ZH (69)
p=o

los @« siendo coeficientes constantes.

Sustituyendo (69) en la citada ecuacién de (19) y agrupando los términos de igual poten-
cia se saca que debe ser:

F.‘:CD

2 zefaypa(p+4) (p+3)(n+2) (p+1) +appocil (n4+2) (u+1) —

u=o
— ¢ (pF+1D%ayp — Aay] =0
Y comg esto debe valer cualquiera sea z, serad preciso que sea nulo el coeficiente de z.
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Anulando ese coeficiente y despejando de la igualdad que resulta el coeficiente @, 4 4,8€ ob-

tiene la siguiente relacion de recurrencia entre los « [
Aoy &t (pt+D(aur) el (auq)

(b+4) (p+3) (p+2) (n+1) (b +4)(p+3) (n+2)  (n+4) (n+3)

Se ve en ella que si se conociera ag, a1, a2, Se podria determinar a4, y si se conociera ade-
méas a3 se podria determinar «;. Una vez hallados estos dos coeficientes no habra dificultad
en obtener sucesivamente todos los coeficientes « e

Si se hicieran los respectivos calculos se encontraria en seguida que los coeficientes a
diversos resultan ser funciones lineales de ¢, @1, @2 ¥ a3. Por eso si los sustituyéramos en

(69), con faciles operaciones podriamos transformar esa expresiéon en la suma de cuatro se-
ries como sigue:

4 4=

(70)

Yy Z* s 3, 7 . A LT ZM

+ a3 X (71)

ke ¥

en las cuales vy, §, ¢ y = son funciones de u, A, ¢; y L

Demostraremos que estas series son convergentes. Como en tal sentido puede seguirse
el mismo procedimiento para las cuatro, limitaremos el estudio s6lo a la primera.

Para nuestro propdsito llamemos y’ al mayor valor de y desde pn = o hasta u=v. Esto
sentado escribamos la expresion de yv.i, yw2, yw3 ¥ yws. Para facilitar tal cosa, notemos que
los y son independientes de ag, a1, @2 ¥ a3, ¥ que en particular si fuera

a; = as = ag = 0 (72)
seria :
b
% = ao (73)
w! 1P
Suponiendo que valga la (72), e. introduciendo (73) en (70) sacariamos
yo1 =2y g4ci B (v—2) yyo—Ci Bysa; yue =AlyF 1P (v —1) yor—ci Py, (74)

Yviz3 = A I* Yv-1 + ¢ 13 Yvv—20C I8 Yv+ly  Yvis = A v+l + ¢ 12 (V"l‘ 2) Yviz — C1 1B Yv+3 (75)

Si en vez de los y que figuran en los segundos miembros de (74) ponemos y’, y cam-
biamos el signo negativo que figura en ellos por uno positivo, se podra evidentemente es-

cribir: 3
Yv+1 < (>‘ 14 + Ci I3 (v —— 1) ) 'y'; 'yV+2<()x 14 + C1 & v) y’ (76)

Mas adelante se verd que M1* > 1. En virtud de ello serd también:
A4, v—1) > 1 (77)

Si a esto agregamos que por hipétesis esy,.; <y ¥ y» <y’ podremos escribir

[ }<y' Al +c P (v—1))
Yo
Teniendo presente esto y la primera de (76), la primera de (75) permite poner:

s < QL el (v+1)) A1+ ¢l (v—1)) o (8)
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Bn virtud de (77) y de (76) es facil darse cuenta que yw.i ¥ ywz S0on menores que el
29 miembro de (78); se podra por ello poner ademas, teniendo presente la 2% igualdad de
(75)

yes < Al celr b43) ALkt (v+1) A+l (v—1))
Con razonamiento parecido se puede encontrar que en general sera
yue < Al 4P (v+e—2)) O+ e lP (v+e—4)) AP+l (v—1)) 7
Si ¢ es impar, y
yue < A4l (v+e—2)) Al B (v+e—4))... AL+ clPv) Y
sl ¢ es par.

Llamando Q; y Q. respectivamente a los segundos miembros de esas desigualdades se
podra poner en base de ellos, evidentemente:

=00 Zh EEP®  z0te E=®R 0,z
z Y].l < 1 + 2 2
p=r+1p! 1P e=1 (v+e)!le e=2 (vie)l I'*e

e siendo solamente impar en donde figura Q;, y solamente par donde figura Q,.

) ® L4 . z »
Las dos series del 2° miembro son convergentes para valores finitos deT; valdra por

ello lo mismo para la serie que figura en el primero y por ende para la serie

p=0 Y, L
@ 3 Z
§ 14. Simplificaciones en la expresion de V(z). — La expresion de v(z) que dimos en

(69) aunque de apariencia sencilla resulta de manejo bastante incémodo; conviene por ello
sustituirla por otra mas sencilla que se le aproxime. Usaremos en tal sentido una que viene
a coincidir con ella en el caso particular de que sea ¢; = o0.—.

Para justificar el empleo de tal expresién examinemos el orden de grandor de c; I* fren-
te del orden de grandor de Al4,

En primer término recordemos que es:

pgS
EJ

Ci =

Su dimensién resulta ser por ello em=2 y por consiguiente ¢;1* viene a ser un nimero puro.

: . A 4z
Lo mismo vale para *I* como es de esperar; en efecto, siendo ¢ = o es — = —,I“—_Z- ; ¥ como

pS :
c ——1 E———
EJ sale en seguida que

4 r° pS
T ° EJ
en lo que se puede comprobar nuestra afirmacién.
Veremos en este § que en base de la expresién simplificada, resulta que el menor valor de
12% es del orden de 1.9. Tomando por base tal valor, A1* tendria por lo menos el orden de

A =
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g‘randor de 12 es decir, un valor bastante mayor que la unidad. Los valores que puede le
gar a tener c; 12 en los edificics habituales son en cambio bastante menores que ella. Supon-

gamos en efecto un edificio en el cual la relacion de esbeltez l‘/_} , sea igual a 5, y cuya

dinas
m2

altura sea igual a 100 m, Asignando a p el valor 2,5 y a E el valor 2,5 X 10© saldria

que c¢; I® es del orden de 2.5 X 108,
Formando los sucesivos términos de las series (71) se puede ver en seguida que debido

a su pequefiez la contribucién de c; 1* en los primeros términos es muy limitada, y que recién
ella cobraria importancia en los términos de grado superior. Como estos a su vez debido a la
convergencia de las series contribuyen poco en el total, se puede en primera aproximacién des-
preciar la influencia de c;1* y operar con las diversas expresiones como si fuera e; = o.

Para tener la expresion de v(z) que resulta siendo c; = o no habra mas que seguir el pro-
ceso general que hemos indicado, y anular en él c;. Pero mas sencillo y mas claro es acudir
a la ecuaciéon diferencial en v(z) que figura en (19); en ella suponer ¢; = o y buscar su so-
luciéon con tal hipétesis; es decir, tomar para v(z) la solucién de la ecuacién diferencial:

4
e —rv=o (79)

Es de notar que a esta ecuacion se hubiera llegado si en vez de (11) o lo que es equiva-
lente, en vez de (33), hubiéramos puesto por base de- nuestras consideraciones la siguiente
ecuacion diferencial :

0 z4 o%u ou
a4u+c o0 t? T2e ot

= F (% 1) (80)

¢ siendo igual o distinto de cero. De tal ecuacién, en el fondo, pero con ¢ = o, suele hacerse
empleo generalmente en los trabajos relativos a cargas sismicas aunque sin justificacién su-
ficiente; lo cual no parece aceptable sobre todo porque ella, como se puede demostrar, viene
a representar el movimiento de una barra oscilante horizontal, mientras que el edificio debe
ser asimilado a una barra oscilante vertical.

Como la (80) es un caso particular de la (11), es evidente que valen para ella todas
las consideraciones que hicimos sobre unicidad de su solucién asi como sobre ortogonalidad
de las funciones v(z) que satisfagan a la (79).

Como la (79) es una ecuacién lineal a coeficientes constantes se la puede resolver me-
diante funciones exponenciales. Modificando convenientemente las expresiones que en tal ca-
so se conseguiria se puede obtener sin dificultad como solucién:

v=b;(chmz—cosmz) +b:.(shmz—senmz) 4+ bg (chmz{

4+ cosmz) + by (sh mz -4 sen m z)
Con mt = A (82)

Si en esta expresién se desarrollan las expresiones trigonométricas e hiperboélicas se ob-
tendria series que no serian sino las que figuran en (71), pero en las que fuera ¢, = o.

A fin de obtener los valores propios corresponderia de acuerdo a lo dicho en § 4, formar
el determinante (25). Pero mas sencillas resultan las cosas si reparamos en que de acuerdo
a (81) para z = o, seria
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V=2b3 —(({1—‘;—1“ =2mf)4

Las condiciones de contorno para z = o se cumpliran por lo tanto si
bs = by = 0
En vez de (81) podemos escribir entonces:
v=">0b, (chmz—cosmz) + b, (shmz — sen mz)

y en base de esta expresion, las condiciones de contorno para z =1 se detallaran asi:

b; (chml -+ cos ml) + bs(sh ml -+ sen ml) = o

(83)
b; (shml —senml) + b, (ch ml 4+ cos ml) = o
ecuaciones que para coexistir exigen que sea
chml -+ cos ml shml <+ sen ml
= 0 (84)
sh ml—sen ml ch ml + cos ml

Este determinante equivale al determinante (25), y desde luego se lo podria sacar del
mismo, mediante adecuadas simplificaciones. El nos permitira por lo tanto sacar los valores
propios A. Notemos para ello que (84) viene a ser una ecuacién trascendente en ml. Ha-
llando sus raices bastara dividirlas por I para obtener m. Teniendo m, la (82) nos permite

sacar en seguida A.
Efectuando operaciones en el determinante (84) se saca como ecuacion en ml:

R
Ea hec]

(chml 4 cosml)2 — (sh2ml — sen>ml) = o

y de ella desarrollando el cuadrado y recordando que ch?x — sh®x = 1 = cos?x -} senx:

chmlcosml41=o0 (85)

ecuacion cuyas raices se pueden determinar por aproximaciones sucesivas. Las primeras de
ellas suelen ser dadas en los libros que tratan el problema de las barras vibrantes. En el
cuadro que sigue figuran en orden creciente seis de tales raices desde la mas pequefia de
ellas. En el mismo cuadro damos los correspondientes valores de A 4.

j m 1 A

1 1.8751 12.4
2 4.6941 485.5
3 7.8548 3806.6
4 |10.9955 | 14617.1
5 |14.1372 | 39944.2
6 |17.2788 | 89136.2
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Para ver cémo son las raices de orden superior podemos escribir la (85) como siguei

1
cosml = T (86)

Con el crecer de m1, crecerd ch m1 y tendera a cero el 2° miembro de (86). Por consi-
guiente el valor de m1 tendera a (j — 1) =, j, siendo el nimero de orden de la raiz. En base
de ello, y puesto que de acuerdo a (86) cos m1 es negativo siempre, podemos poner

' (ml); = (G — ) =+ (—1)=3,
8, siendo una cantidad pequeia.

Sustituyendo en (86) y desarrollando el coseno del primer miembro podemos por ello
poner:

1
ch (G — %) =+ (—1)*3))

y con mucha aproximacién simplemente:

sen 8_1 =

_ 1
ch(j—4) =

Esta féormula muestra que para valores algo grandes de j, 8; sera despreciable, y sin ma-
yor error se podra poner:

(87)

8,

(ml); = G—3%~=

§ 15. Expresiones de »; y de 8;. — Hemos resuelto nuestro problema aceptando la con-
vergencia del desarrollo en funciones propias tanto de G »? sen ot como de las soluciones que
figuran en (54), (55), (59), (66), (67) y (68), y corresponde demostrar que ello es correc-
to. Lo primero, en tal sentido, que debe hacerse, es ver qué expresiéon tienen los B; que

intervienen en esos desarrollos. Ed
Para conocer B se debe hacer de acuerdo con (48) estas dos integrales:
1 ~]
fV(z)dz y jV2(z)dz

Una forma céomoda de hallar la primera de esas integrales se tiene notando que vale la

(79). En base de ella sale:
! 1 [ aVv]
f V(z)dz = = 1=

3

d z3

flV(z)dz= 1 [‘;"ZY] (88)

Puesto que bs ¥ bs son nulos, tenemos como expresion de V(z) la siguiente:

Pero de acuerdo a las condiciones de contorno es nulc para z =1; luego sera:

V(z) =chmz—cosmz-+ n(shmz— sen mz) (89)
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[} . p b
y siendo la relacién —b—z_
1

1
En base de (89), resulta para f V(z) d z de acuerdo con (88):

1 qua 21)
V(z)dz = —=— (90)

1 )
Para hallar f V2(z) dz no hay mas que formar el cuadrado del 29 miembro de (89)

y proceder a integrar los términos que resultan.
. . 1
Efectuando esas operaciones, poniendo de acuerdo con (86), Fml P vez de cos m ],

y reuniendo convenientemente los términos que resultan, se obtiene:

1
fV(z) dz = -1—[ ml+ nsen?2ml -+ (sh24ml chml) 1492+2npthml)

m

sen 2m1

+ (1—19°) (thml+ )

Tanto para poder apreciar lo que contiene este resultado como lo que contiene el que fi-

gura en (90) es menester conocer la expresiéon de 7.
En base de la 12 de (83) se saca

b, chml 4 cos ml
b, ' senml+4+shml
y nuevamente teniendo en cuenta la (86) :
_ ch2m] —1 _ sh?z m 1
T chml(shml+senml) chml(shml- senml)
Por lo tanto
7 1+ sen ml
shml

Fijémosnos ahora en que sen>ml =1 — cos?’m 1. Por valer la (86) serd por lo tanto

1
chz m 1

senml =1 (92)

El 2?9 miembro no es sino thzml; luego sera
senml=thml (93)

Por ser (ml); =(j —34)r—(—1)!8,, senm1 serd positivo si j es impar y negativo si j
es par. En base de esto y de (93) podremos entonces poner

senml=(—1)"thml (94)
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y si sustituimos esta expresién de senm! en (91):

1 shml
et 1+ (— 1) - ch ml + (—1)+ (95)

ch ml

Multiplicando ambos miembros por shml y sumandoles chm]1 sale

sh? m] 1+ (—1)ichml

p— - = — i+
chml4s2shml=chml O  Faml - (=D T ehm] (— 1)
Otra expresion de n es por lo tanto
—1)i* —chml — 1)
( )shml - = (shrr)ll cothml (96)

Multiplicando miembro a miembro (925) por (96) se saca:

s _ (—1)i"t—chml
1 (—1)" Fchml

y en base de ello estas dos expresiones para 1— 4% y para » muy céomodas para juzgar su
orden de grandor y para el céalculo:

) 2 (—1)in

= =D Taml 7
3 2 (—1)in 3
1= |1 (—1)J'+1—|—chml] (98)

Para apreciar el orden de grandor de B, y aun para calcular dicho coeficiente, resulta
conveniente transformar un tanto la expresién de 1 4+ »*> + 25pthml. En tal sentido note-
mos que vale la siguiente relacion:

) 1
l=thml+—57r
En base de ello se tiene
14t 2nthmle -t (n+thml)?= - —+thml[1 1 :
Ui Y] ' chz ml N ch ml (— 1\)“1
L+ @mT

Pero

1 *  th?ml 1 2 n?
th2mif1 =\ =3 — 1) " ehfml
( 1+ (—1) ) ch ﬁ<1+ (—1) > ch®m

chml chml
Luego
_1+»
1+»224+29thml = T m
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Con esto se puede sacar enseguida qué

2' .
Shiml 1A+92+29pthml) =(—1—_-|-—2——) thml (99)
y ademas que
) __1+7
—chml 1+92+29thml) = Tl (100)

Por otra parte con la expresiéon (93) de sen’ml y con la (96) de n se saca

_1)i
nsen2m1=-nth2ml=—thml(1—|—-(c—h—r}lll-) (101)
Sumando miembro a miembro (99) y (101) se obtiene:
sh2ml , _ 1+ 9? (—1) ]
1 (1+n2+2nthml)+nsenml—-thml{ 5 — chml]_‘
thml , (—1)thml
=— 1—7) — + =1 =

chml

Introduciendo este resultado, lo mismo que (100) en el 29 miembro de la expresion de

1
f V2(z)d z, se podra poner:

thml sen2ml)_1+n2—|— (—1)ithml (102)

1
mez(z)dz=m1-|—(1-—772) (—2_‘4‘_4_ chm]l

En base de este resultado y de (90) sale enseguida, teniendo en cuenta la definicion de
B dada por (48):

— 2
g = 2 |
ml + (1_,72)<th2m1 + seniml)_ 1+ 4 —I—c(h—n:)l thml (103)

férmula aunque aparentemente aiin complicada, sin embargo comoda para el calculo.

Para apreciar el orden de grandor de B para grandes valores de ml puede notarse que
de acuerdo a (97) es 1—q%= =+ e,, siendo e; del orden de 4e™'; que de acuerdo a (98)
es p=—1=+ e, siendo e, del orden de grandor de 2e™'; que thml=1—e; siendo e;
del orden de grandor de 2e2™!'; y que sen 2mql= = e4, siendo e; del orden de grandor de
4 e™, Por ello globalmente se puede decir que

—2 2
B = 1 =

ml =+ e; m ]

€2
€;s (104)

e; pudiendo ser del orden de 8e™l,
En la tabla que sigue damos los valores de n y de B para los cuatro primeros valores de j.
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. i ; il

J 7 B

1 — 0.7341 0.7923
2 — 1.0185 0.4410
3 — 0.9992 0.2544
4 — 1.0000 0.1818

Para los siguientes valores, teniendo presente para » la férmula (98) y para B8 la global
(104) se puede evidentemente poner sin error apreciable
2
=1 = _“ .
U] y mi
Como para valores algo grandes de j es ml=(j—4)n, se podra también poner en.
tonces: '

4
B=—TGi—n '

vale decir que los valores de B siguientes a los de la tabla seran

4 4 4

) ’ etc.

Oxn 11 = 13 =

§ 16. Convergencia del desarrollo de 1a unidad en serie de funciones propias. — Pasemos
ahora a ver si los desarrollos en series de funciones propias de que nos hemos venido valien-
do son convergentes. Comencemos por el correspondiente a w*Gsenot, es decir por el de-
sarrollo (50).

La convergencia de este desarrollo evidentemente quedara demostrada, si ello se logra
para el desarrollo (51) de la unidad. Podemos por consiguiente referirnos a éste en vez de
hacerlo con respecto al desarrollo (50).

Teniendo presente la expresion (89) de V(z) podemos poner:

2(BV(z));= 2T(Bchmz 4+ Bypshmz); + X (Bcosmz); — 3 (Bnsenmz), (105)

de lo que se desprende que la serie del primer miembro sera convergente si lo son las tres
del segundo miembro.
En base de (95) podemos escribir

sh ml )_
chml 4 (—1)+)

chml—shml 4 (— 1)+
chml + (—1)"

,,=_1+(1 —1+4 (106)

y por ello:

shmz (chml — shml)

2(B(chmz 4+ yshmz)), = 2 (B(chmz — shmz)), + =8 chml + (—1)i"

+

(— 1" shmz
chml 4+ (—1)#

+ = 8 (107)
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y puesto que chmz — shmz = e™ también:

shmz

X(8Bchmz + Bnpshmz), = X (Be™), + X (B chml + (—1)™ e_ml)i +

" B shmz
+2 =D Ha + (—1)i=

(108)

Notemos ahora que X e™ y Xe™ son series convergentes debido a que el cociente de
dos términos sucesivos en ellas es menor que la unidad @ ; incluso siendo j = . Y ademas
que B8 <1 y que

Bshmz __ Bshmz 1

chml + (—1)* ~— chml (—1)in

1+ chml
y por lo tanto también

Bshmz
chml + (—p= <1 (109)
14 &=DF h hm]l
ya que B <1+ hml y shmz < chm

Los términos de la 12 y 22 serie de (108) vienen entonces a ser productos de los térmi-
nos de series convergentes de términos positivos por factores menores que la unidad; luego
esas series son convergentes también (Criterio M de Weierstrass) @9,

Para ver como es la tercera serie del 2?2 miembro de (108) notemos que:

lim Bshmz B
i=o chml + (—1)J'+1> -0

La serie mencionada esta formada entonces por términos alternativamente positivos y ne-
gativos cuyo valor absoluto es decreciente y se anula en el limite para j= «o. Es por lo
tanto también una serie convergente (*¥). Siendo convergentes las tres series del 2° miembro
de (108) lo sera por ende la del primer miembro, o lo que es igual la primera del 2° miem-
bro de (105).

Para analizar las otras dos series de (105) pongamos

Z

mz = ml %= (3—3%) = —f—+ (=18 5

Si hacemos

z
WT=C

sera

mz = j{ — (_2‘ +(—1)j31)
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y por ello

cosmz = cosj{cos(—g— -I—(—l)i81> —_— senjl;sen(-g— —+ (—1)’81)

senmz = senj{cos(—g— -+ (—1)181) -+ sen(é -+ (—l)jsl)cosjc

Introduciendo esta expresion en las series de (105) que interesan, ellas resultan equiva-
lentes a otras cuyos términos son el producto de los términos de las siguientes series de va-
lor limitado:

i = m sen(m—l—%){—s‘en—g
cosj & = - ¢ )

i=1 5.

2 sen >

(110)
i=m 1 —_— 1
5 Senjg____COS(ang)C zOS(mJ”)C
i=1
2 sen >

m siendo un nimero entero y positivo cualquiera, incluso infinito, por alguno de los siguien-
tes factores:

B cos <é 4+ (—1)! 31> B sen <-g—- + (— 1)} 81)
(111)
Bwos(é +(—1)i81> ﬁnsen(-g— +(—-1)fal>
Como —g— es menor que —;— y &, es pequeiio y tiende a cero, sen (—g— + (—1)! 81) sera

positivo siempre. Por igual razén sera positivo cos (-g— + (—1)! 81)a partir de cierto valor

de j, cualquiera sea ¢. Si a esto agregamos que 8 y 87 son grandores cuyo signo se man-
tiene invariado y cuyo valor absoluto es decreciente y tiende a cero para j= «, podemos
decir lo mismo de los factores (111). Luego, y de acuerdo con el criterio de Dirichlet-Hardy,
las series 2% y 3% de (105) seran también convergentes = ™,

§ 17. Convergencia de los desarrollos de % en funciones propias. — Consideremos ahora

las series que figuran en (54), (55), (59), (63), (67) y (68). Puede verse que sus térmi-
i=o

nos vienen a ser el producto de factores del tipo ® V(z) por los términos de la serie = Hj;.
i=1

(*) Es aqui de notar que el criterio usado para demostrar la convergencia de la tercera scrie del 2°
miembro de (108) es también en el fondo el de Dirichlet-Hardy.
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De acuerdo a la definicién de los H, vale para ¢ los la siguiente relacion:

(02 0)2 1

H, = e = o e

l/(ng.l — o°)

Por lo tanto a partir de cierto valor j=a tal que ny, > o sera:

[ -]
<
R

Pk
I
ﬂa
S——
g
=]

1 j_‘_—_or) i= m 1
H; <K1—I-1-5-ypor ende X H; <K, X ——
j ,

i=a i=a I

|34

siendo K; = + = constante.

Puesto que de acuerdo con (21) es

A 2 414 2
n®> = T( 1-——1—) = r(r:1141 (1 ——ex-), ¢ pudiendo ser igual

o distinto de cero, puede ponerse

p) — = Jt¢ %IO 1
iz a ns a g
m* [* ( 1 — -~ )
y en base de la expresion de m !l que dimos al final del § 14

0 4 0
o 1 _ e % 1

% w a . ! (— 1) §; ' g%
(J_%)(l G—n-) \'7x

Para el factor de (j — 1)* vale la desigualdad siguiente:

-
g (— 1) 8; 02 e} _ _
( 1— " >< 1— G—=1) = ><< 1— 5 ) (1—)\;—> = K., = constante.
\ —2— i
Sera por ello
1 Itc o 1 I*c o 1
—_— — S = = K - S
F oy <Kem STy =R 2 Gy
Ademaés se tiene que
> 1 __s _1

. - < arew
a=1 (J+3* " a-1
Como la serie del 2° miembro es convergente 9, lo serd también la del primero; y por

o0
ende la serie X H;.
1
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Pero los términos de esta tltima serie son positivos; luego, si los factores & V (z), son
finitos, seran convergentes también las series (54), (55), (59), (66), (67) y (68).

Los factores ® son finitos mientras lo son o y G; debemos ver por lo tanto si vale lo
mismo para V(z). Recordemos para ello, que esta funcion estd dada por (89).

Como cosmz -+ nsenmz es finito, ella lo serd si lo es chmz + 5shmz.

Para esta ultima expresion, de acuerdo con lo que se explicé precedentemente y de acuer-
do con el detalle que aparece en (108) se tiene:

ey e™ + (—1) } shmz( e™ 4 (—1)*
chmz+yshmz=e +Shmz<chm1+<—1)i+1)‘e + chml( (—1>_“1>

1+ ch ml

Igualdad cuyo tercer miembro es evidentemente finito. Luego valdra lo mismo para el
* primero y por ende para V(z).
Interesante es destacar todavia que en particular es

vV =2(—1)= (112)
En efecto; de acuerdo a (86), (94) y (96) es
cosml+4+npsenml =— — —1--——+_ A — 1) = (—1)in
7 ch ml ch m1l

Si ahora recordamos que

chml+»5pshml=(—1)"
y de esta igualdad restamos la precedente quelarid demostrada nuestra afirmacién. Ella tam-

bién puede demostrarse como sigue:
Derivando V (z) dos veces respecto de z se tiene:

‘(ilZY = m?(chmz -+ »nshmz -+ cos mz + 5 sen mz)
Y puesto que 'ddgz" =0 para z =1, debera ser:
chml+npshml=—cos ml 49 senml = (—1)i" y la (112).

Para terminar, recordemos que en el § 10 afirmamos que

SAHsenotV(z) ¥ EBH,SﬂlI-;iV ().

son series convergentes, sin demostrarlo. Para hacerlo basta notar que también ellas son el

o0
producto de factores finitos por los términos de la serie = H;.
1
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