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Introducción

La Lógica Algebraica Abstracta estudia las estructuras algebraicas asociadas a los sistemas 
lógicos y las relaciones entre estos y aquellas. En general .la lógica algebraica abstracta es un 
enfoque que generaliza el proceso de Lindembaum-Tarski del Calculo Proposicional Clásico, 
y utiliza herramientas del Álgebra Universal para el estudio de propiedades de las lógicas. 
La monografía [4] puede considerarse como la obra que inaugura la disciplina. En ella Blok 
y Pigozzi investigaron el proceso de algebrización de un sistema lógico, llegando al concepto 
abstracto de lógica algebrizable. La metodología usualmente utilizada en esta disciplina podría 
sintetizarse en tres pasos:

1. Asociar a la lógica que se esta estudiando una clase de álgebras. No hay una única manera 
de hacer esto ni una única clase de álgebras asociada a cada lógica. Sin embargo, hay varias 
clases de álgebras usualmente utilizadas en el estudio de una lógica, que son: la clase de 
álgebras de matrices reducidas, la clase de álgebras de matrices generalizadas reducidas 
y la variedad obtenida por el método de Lindembaum-Tarski.

2. Traducir el problema a analizar en la lógica a su contrapartida algebraica. Para esto 
existen los llamados “Teoremas Puente”, que permiten traducir algunas propiedades de 
la lógica en propiedades de las clases de álgebras asociadas a ella. La búsqueda, desarrollo 
y aplicación de este tipo de teoremas es uno de los principales objetivos de la lógica 
algebraica abstracta.

3. Resolver el problema, planteado ahora en términos algebraicos. Para esto se suelen utilizar 
herramientas del álgebra universal y teoría de modelos.

En esta última parte del proceso es donde la teoría de representaciones de álgebras nos 
brinda una importante herramienta para resolver estos problemas.Las representaciones de clases 
de álgebras asociadas a cálculos proposicionales permite enriquecer el estudio algebraico de las 
lógicas utilizando herramientas topológicas, de teoría de modelos y teoría de categorías. Estas 
representaciones suelen utilizarse como herramienta para caracterizar congruencias, determinar 
álgebras libres (que en su mayoría son justamente las álgebras obtenidas por el proceso de 
Lindembaum-Tarski), describir retículos de subvariedades, propiedades de amalgamación, de 
modelos finitos, de congruencia, definir semánticas alternativas a las semánticas algebraicas, 
etc. Brindando así ejemplos y contraejemplos que permiten probar propiedades de los cálculos 
proposicionales como finitud, interpolación, canonicidad, caracterización de sus extensiones, 
por nombras algunas.

Está tesis se centra en el estudio de estructuras algebraicas, llamadas retículos distributivos 
con fusión o y/o implicación —>, o DLF, DLI y DLFI-álgebras introducidas en [13]. Entre las
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INTRODUCCIÓN IV

subvariedades de estas estructuras algebraicas se encuentran las álgebras asociadas a diversas 
lógicas como las Algebras Relevantes, Retículos residuados, MV-álgebras, álgebras de Heyting, 
etc.

Estas estructuras algebraicas tienen en común el ser o admitir una estructura de retículo 
distributivo con operaciones adicionales y, en general, tienen como operaciones básicas una 
operación binaria de implicación o una operación binaria de fusión. Desde este punto de vista, 
en [13] S. Celani introduce las DLF, DLI y DLFI-álgebras. En ese mismo trabajo S. Celani 
desarrolla una dualidad categorial para estas estructuras basada en la dualidad de Priesltey 
para retículos distributivos.

El objetivo principal de esta tesis es profundizar el estudio de estas estructuras algebraicas 
y estudiar los diferentes sistemas deductivos asociados a estas álgebras. Dado que entre las 
subvariedades de las DLF, DLI y DLFI-álgebras se encuentran clases de álgebras asociadas 
a lógicas conocidas, estudiaremos la relación entre los sistemas deductivos asociados a estas 
álgebras y las lógicas asociadas a las subvariedades antes mencionadas.

Para esto estudiaremos la restricción de la dualidad dada en [13], para aplicarla a las varieda
des de Retículos residuados integrales conmutativos y acotados, MTL-álgebras IMTL-álgebras 
y MV-álgebras. Con este objetivo primero analizaremos la relación entre la satisfacción de 
ciertas ecuaciones en un álgebra dada y ciertas condiciones en su espacio dual.

A modo de introducción en la dualidad de las DLF, DLI y DLFI-álgebras dada en [13], 
dedicaremos un capítulo a dar una generalización de esta dualidad para los multi-retículos 
con operadores, que son un tipo particular de álgebras multitipada. Esta dualidad completa la 
representación dada por Sofronie-Stokkermans en [56]. Luego utilizaremos la aplicación de esta 
dualidad al caso de los retículos distributivos con operadores, para caracterizar congruencias, 
subálgebras, álgebras simples y subdirectamente irreducibles, de manera de tener un resultado 
general que engloba varios resultados particulares como el caso de las álgebras de Ockham [58], 
los retículos con un supremo homorfismo [47], los retículos con negación [12], entre otros.

Luego introduciremos los sistemas deductivos asociados a las variedades de DLF, DLI y 
DLFI-álgebras y profundizaremos en algunas de sus propiedades. Ubicaremos estos sistemas 
deductivos en la clasificación de las lógicas o jerarquía de Leibniz (protoalgebraicas, equiva- 
lenciales, débilmente algebrizables, algebrizables, etc.) según la teoría desarrollada por Blok- 
Pigozzi y Font-Jansana, y estudiaremos sus propiedades de congruencia. Daremos para estos 
sistemas deductivos semánticas relaciónales correctas y completas que nos permitirán probar 
algunas de las propiedades antes mencionadas. A su vez, investigaremos algunas de las ex
tensiones más conocidas de estas lógicas como las lógicas monoidales basadas en t-normas, la 
lógica básica y la lógica multi valuada de Lukasiewicz, refringiendo la semántica relaciona! a 
estas lógicas. Para esto realizaremos un profundo análisis de la relación entre las álgebras, los 
sedientes y los marcos relaciónales

Esta tesis esta organizada en dos partes. En la primera parte nos centralizaremos en dar 
teoremas de representación para diferentes estructuras algebraicas, y aplicarlas al caso de las 
subvariedades de DLF, DLI y DLFI-álgebras. Esta primer parte esta dividida en tres capítulos. 
El primero de ellos es un capítulo de nociones preliminares donde introduciremos las definiciones 
notaciones y herramientas necesarias para el desarrollo de los otros dos capítulos. En el segun
do capítulo desarrollaremos una dualidad categorial para los multi-retículos distributivos con 
operadores. Esta clase de álgebras multitipada generaliza el concepto de retículo distributivo 
con operadores. Luego utilizaremos esta dualidad categorial para dar caracterizaciones de con-
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gruencias, álgebras simples y álgebras subdirectamente irreducibles. En el último capítulo de 
esta primer parte, estudiaremos la correspondencia entre la validez de ecuaciones en un álge
bra y ciertas condiciciones de primer orden en su espacio dual. Utilizaremos estos resultados 
para restringir la dualidad desarrollada por Celani en [13] al caso de los Retículos residuados 
conmutativos distributivos e integrales, a las MTL-álgebras [24] y a las MV-algebras [17].

En la segunda parte el foco central de la tesis se traslada a las diferentes lógicas asociadas 
a las álgebras estudiadas en la primera parte. Esta parte también se encuentra dividida en tres 
capítulos con un primer capítulo de preliminares donde introduciremos las herramientas de la 
lógica algebraica abstracta que utilizaremos en el resto de la tesis. En el segundo capítulo de 
esta parte estudiaremos las lógicas o sistemas deductivos asociados a la DLF, DLI y DLFI- 
álgebras, definiendo para ellos una semántica mediante marcos ternarios correcta y completa. 
Luego veremos las diferentes relaciones entre las familias de sedientes, de álgebras y de marcos 
ternarios. Resaltamos aquí la definición del concepto de clase de álgebras canónica por marcos 
ternarios y el estudio de la relación de este concepto con el de clase canónica de álgebras 
ordenadas definido para el caso de álgebras de Boole con operadores en [38] y [39] y generalizado 
para retículos distributivos, retículos y conjuntos ordenados con diferentes tipos de operaciones 
internas en [29],[30], y [31].. En el último capitulo de esta tesis, estudiaremos las extensiones 
de los sistemas deductivos definidos en el capitulo anterior y daremos para ellos una restricción 
de la semántica desarrollada anteriormente. Finalmente compararemos estos resultados con 
algunas otras semánticas desarrolladas para estas extensiones por diferentes autores.
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Capítulo 1

Preliminares

“Armoniosamente va la danza cuando la cítara está afinada; 
afinamos la cítara, ni tan alto ni tan bajo, 

la cuerda demasiado tensa se rompe, y la música vuela; 
la cuerda demasiado floja enmudece y la música muere.”

Refrán Hindú

Conseguir el justo equilibrio, para no excluir lo necesario y no aburrir terriblemente al lector, 
es un objetivo difícil de alcanzar. Hemos intentado en estos preliminares, aproximarnos a esto. 
Con el fin de hacer a esta tesis lo más auto contenida posible, hemos elegido una aproximación 
por exceso y no por defecto. Intentamos así evitar al lector la necesidad de tener que recurrir 
constantemente a diferente bibliografía, con los usuales problemas que esto conlleva, como los 
cambios de notación y las molestas perdidas de tiempo. Por ello en este capítulo introducire
mos la notación y terminología básica de este trabajo, así como también los resultados y las 
definiciones que utilizaremos repetidamente con sus correspondientes referencias.

Este capítulo esta pensado sólo como un capítulo de referencia y por ello no es más que una 
lista de notaciones y definiciones. Por lo tanto recomendamos utilizarlo como consulta a través 
del índice de términos y símbolos o de las referencias en esta tesis y no su lectura completa cual 
capítulo usual.

Por otra parte, dado que esta tesis esta divida en dos partes, decidimos dividir también los 
preliminares en dos partes, evitando así el desarrollo de temas que no serán necesarios hasta 
bien avanzado este trabajo. Este capítulo esta dividido en tres secciones. En la primera de 
ellas estableceremos simplemente notaciones y definiciones básicas, así como citaremos algunos 
resultados que utilizaremos más adelante. En las otras dos secciones presentaremos un poco 
más detalladamente las herramientas básicas de álgebras multitipadas y álgebra universal, y la 
dualidad de Priestley para retículos distributivos acotados.

1.1. Nociones generales

1.1.1. Conjuntos y relaciones
Dado un conjunto X, con V (X) denotaremos al conjunto de partes de X.

2



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 3

Dada una función f : X —> Y, si Z Q X^ notaremos con / [ Z a la restricción de la función 
f al conjunto Z,formalmente f \ Z : Z ~^> Y y f \ Z (z) = f (z), para cada z e Z.

Los conjuntos de números naturales, enteros, racionales y reales serán denotados con los 
símbolos N, Z, Q y R respectivamente. A su vez, con Z+ y Z- denotaremos a los conjuntos de 
números enteros no negativos y no positivos respectivamente, es decir,

Un conjunto se dirá numerable si es biyectable con N, y se dirá unitario si tiene un único 
elemento.

La unión de la familia disjunta de conjuntos {X}-GJ, la unión disjunta será indicada con 
|+)A-
i&I

Sea X un conjunto y Θ una relación de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva) sobre 
X. La clase de equivalencia del elemento x E X será denotada por [χ]θ y el conjunto cociente 
se simboliza con Χ/Θ.

Dado un conjunto X y η E N, como es usual, con Xn notamos al conjunto de uplas de 
longitud n o n-uplas, es decir,

y llamaremos X<o° = UneN^” a^ conjulúo de todas la uplas de longitud finita sobre X.
Dada R una relación n-aria R sobre un conjunto X, es decir, R C Xn, si n>2yxEX 

notaremos

Si R es una relación binaria, denotaremos con 7? 1 a la relación inversa, definida por:

Dadas S,T dos relaciones ternarias sobre un conjunto X definiremos

y notaremos S {a, V) = S ({a} , V).
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1.1.2. Conjuntos ordenados
Definición 1.1 Un conjunto parcialmente ordenado fCPO para abreviar) es un par 
(X, <); donde X es un conjunto y “<” es una relación reflexiva, simétrica y transitiva so
bre X.

Dado un CPO (X, <) utilizaremos las siguiente notación: (X, </ denotará el mismo con
junto parcialmente ordenado y (X,<)-1 denotara el conjunto parcialmente ordenado sobre el 
mismo conjunto X con el orden inverso, es decir, (X, <) 1 = (X, >).

{X, <) se dirá acotado si existen elementos 1,0 6 X, tales que 0 < r < 1, para cada x 6 X.
Un subconjunto Y de X será creciente (decreciente), si siempre que x E X e y E Y 

cumplen que y < x (x < y), entonces x E Y.
Denotaremos con PC{X) y P¿{X) a fas familias de partes crecientes y decrecientes de un 

CPO (X, <), respectivamente.
Para cada Y C X notaremos [Y) = {y E X : Existe x E Y tal que a: < y} al menor 

conjunto creciente que contiene a Y. Y dualmente (Y] = {y E X : Existe x E Y tal que y < x}. 
Escribiremos [x) — [{#}), y llamaremos a este conjunto el conjunto creciente principal 
generado por x, y dualmente {x] = ({r}j.

Entre los diferentes CPO podemos distinguir dos casos extremos, la cadena y la anti-cadena. 
Un CPO (X, <) es una cadena, o un CPO totalmente ordenado, si satisface la propiedad 
tricotómica, es decir, para cada x,y E X

Un CPO (X, <) es una anti-cadena, si para cada x,y E X, x < y implica x = y, es decir, 
cada elemento sólo es comparable con si mismo.

Dado un CPO (X, <) e Y un subconjunto de X, diremos que r G X es una cota superior 
de Y si y < x para cada y E Y Dualmente, x es una cota inferior de Y si x < y para cada 
y E Y. Un elemento x se dirá maximal en Y si para cada y E Y si x < y entonces x = y. 
Dualmente definimos el concepto de elemento minimal.

Definición 1.2 Dado un CPO (X, <) e Y un subconjunto de X, diremos que x E X es el 
supremo (ínfimo) de Y, si x es una cota superior {inferior) de Y y para cada z cota superior 
(inferior) de Y tenemos que x < z {z < x).

Es decir, el supremo de un conjunto es la menor de las cotas superiores, y en forma dual el 
ínfimo es la mayor de las cotas superiores. Si Y = {x,y} notaremos al supremo de Y, con x\/ y 
y al ínfimo con x /\y siempre que estos existan.

Definición 1.3 Sean (Xi,<i) y {Χ·2,<2) dos conjuntos ordenados, una función

se dirá creciente si para cada x,y E X\ tal que x <i y, g (x) <2 9 {y)· Dualmente, diremos 
que g es decreciente si para cada x,y E Χγ tal que x <1 y, g {y) <2 g (x)·

g es llameada estrictamente creciente si para cada x,y E Xi, x <λ y si y sólo si g {x) <2 
9 (y)·

Claramente toda función estrictamente creciente es inyectiva.
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1.1.3. Retículos y retículos distributivos
Definición 1.4 Un CPO {X, <) se llamará retículo si para todo par de elementos x,y E X 
existen x /\y y x\/ y.

Si (X, <) es un retículo, entonces, V,A son operaciones asociativas, conmutativas, idempo- 
tentes que satisfacen las leyes de absorción, a saber:

para cada x,y,z E X. Las propiedades de estas operaciones caracterizan completamente a los 
retículos, es decir, dado (X, Λ, V) un conjunto no vacío dotado de dos operaciones binarias que 
son asociativas, conmutativas, idempotentes y que satisfacen las leyes de absorción, si definimos 
“<” mediante

£ < y si y sólo si x V y = y si y sólo si x Ay — x, 

entonces (X, <) es un retículo y el ínfimo y el supremo de cada par de elementos coincide con 
las operaciones A y V respectivamente.

Por ello un retículo puede ser considerado como un CPO (X, <} donde para cada par de 
elementos x,y E X existe el supremo y el ínfimo o como un conjunto dotado de dos operaciones 
binarias internas cumpliendo las propiedades asociativas, conmutativas, idempotencia y de ab
sorción. Durante la mayor parte de esta tesis un retículo será considerado desde este último 
punto de vista.

Definición 1.5 Un retículo L = (L,A,V) se dirá completo si existen el supremo y el ínfimo 
de Y para cada Y C L.

Naturalmente todo retículo completo es acotado.
Dado L = (L,A,V) un retículo, de igual manera que para conjuntos ordenados, L1 y L1 

denotarán el mismo retículo y el retículo con el orden inverso respectivamente.

Un conjunto no vacío F C L se llama filtro si es creciente y verifica que si x,y E F, 
entonces x A y E F De manera dual se define el concepto de ideal. Un filtro F se dirá primo 
si F ^ L y siempre que x V y E F o bien x E F o bien y E F. El concepto de ideal primo se 
define dualmente.

Denotaremos

Dado un conjunto X C L notaremos F (X) al menor filtro que contiene a X. Es conocido 
que:

Notemos que dado a: G ¿ los conjuntos [x) y (r] son un filtro y un ideal respectivamente. A 
este tipo de filtros e ideales los llamaremos principales.
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Definición 1.6 Un retículo L = (L,A,V) se dirá distributivo si verifica:

Uno de los resultados más importantes, y a la vez simple de enunciar, en la teoría de retículos 
distributivos es el llamado Teorema del Filtro Primo de G. Birkhoff.

Teorema 1.7 Sea L = (L,A,V) un retículo distributivo, y F e I un filtro y un ideal de L 
respectivamente. Si F P\ I = Φ, entonces existe un filtro primo P tal que FCPyPnl — 0.

En la mayor parte de la bibliografía, el teorema anterior es conocido como el teorema del 
Ideal primo, pero si observamos que dado un filtro primo F, L\F es un ideal primo, vemos que 
ambas presentaciones son equivalentes. Elegimos esta versión porque será la que utilizaremos 
durante el resto de esta tesis.

Corolario 1.8 Dados x ey dos elementos de un retículo distributivo tales que x ^ y, entonces 
existe un filtro prim,o P tal que y ^ P y x E P.

Varias veces durante esta tesis cuando observemos que una conclusión es consecuencia del 
teorema del filtro primo, en realidad estaremos haciendo uso de este corolario.

Dentro de los ret'iculos distributivos es importante destacar las cadenas y los retículos 
Booleanos (reductos de retículos de las álgebras de Boole). Un retículo distributivo acotado 
(L,A, V,0,1) , se dirá Booleano cuando cada x E L es complementado, es decir, existe y E L 
tal que

Para más referencias sobre conjuntos ordenados, retículos, y estructuras algebraicas orde
nadas se recomienda al lector ver [22],[20] o [5].

1.1.4. Topología

Las nociones de topología general utilizadas en esta tesis se restringen a las definiciones 
básicas. Las introducimos aquí sólo para fijar la notación. Las propiedades más utilizadas en 
este trabajo sobre espacios topológicos pertenecen a la teoría de espacios de Priestley y las 
enunciaremos en la próxima sección.

Definición 1.9 Una topología sobre un conjunto X es una familia de conjuntos τ C P (X), 
cerrado bajo intersecciones finitas y uniones arbitrarias, tal que ^, X E τ. Un espacio topológi- 
co es un par (X,r), donde X es un conjunto y τ una topología sobre X.

Los elementos U E τ son llamados abiertos del espacio topológico {X, r). Un conjunto F 
se dirá cerrado si X \ F = {x E X : x ^ F} es abierto.

Dado un conjunto Y C X, al menor de los conjuntos cerrados que lo contiene se lo llama 
la clausura de Y y lo notaremos Cl (Y). Al mayor conjunto abierto contenido en Y se lo 
denomina interior de Y y lo notaremos Int (Y).
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Existen siempre al menos dos topologías sobre un conjunto X la discreta y la indiscreta. 
La topología discreta es aquella que coincide exactamente con P (X), es decir aquella en la 
que todo subconjunto de X es abierto. La indiscreta es justamente aquella donde los únicos 
abiertos son {0,X}.

Dadas dos topologías 7j y t2 sobre un mismo conjunto X, diremos que Τγ es más fina que 
t2, o que t2 es menos fina que Ti, siempre que t2 C τλ. Esta relación define un orden en el 
conjunto de todas las topologías sobre un conjunto X. Este orden resulta un retículo completo. 
Por supuesto, las topologías discreta e indiscretas sobre un conjunto X son la más fina y menos 
fina de las topologías sobre X respectivamente.

Dado un conjunto Y G. P (X) diremos que Y es una base para la topología τ siempre Y G 
τ y U = U ^ Para cada U G t. Un conjunto Y G P (X) diremos que Y es una subbase para 

AeY 
ACU

la topología τ si y sólo si τ es la topología menos fina tal que Y Gt. Puede probarse que Y es

una subbase de τ siempre que el conjunto

es una base de τ.

y'=< ΡΊ A : Z un subconjunto finito de U >U{0,X} 
kAez

Definición 1.10 Dados dos espacios topológicos {Χι,τι) y (N^rf) una función f : Χγ —> X2 
se dirá continua si f-1 (U) E Ti para cada U E T2. f se dirá un homeomorfismo si es 
biyectiva continua y su inversa también es continua.

Un espacio topológico (X, τ) es compacto siempre que para cada A C τ familia de abiertos 
tal que |J[/ = X, existe una subfamilia finita A' C A tal que \^J U ~ X.

U&A U^A'
Un espacio topológico es llamado Hausdorff (o T^) siempre que dados x,y E X con x ^ y, 

existen U,VEt tales que x E U, y E V y U TV = ^.

1.1.5. Categorías

Los conceptos de categorías que utilizaremos durante esta tesis, se reducen a las definiciones 
básicas y las nociones mínimas necesarias para definir el concepto de categorías equivalentes.

Definición 1.11 Una categoría C consta de dos partes, una colección de objetos ObjE y 
una colección de flechas FleC y ciertas operaciones entre estas partes, a saber,

1. dos operaciones dom y cod que que asignan a cada flecha f un objeto de la categoría,

2. una operación de composición asociativa que asigna a cada par de flechas (f,g) que 
cumplen que dom f = cod g, una flecha denotada f o g tal que dom f o g — dom g 
y cod fog = cod f,

3. una asignación id que a cada objeto x le asigna una flecha idx tal que dom idx = cod idx = 
x y satisface la ley de identidad, es decir, si f y g son flechas tales que dom f = x = cod g, 
entonces f o idx = f y idx o g — g.
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Usualmente, al hecho que dom f = x y cod f — y \o denotaremos con f : x —^ y. Dada una 
categoría C y dos objetos x e y en £ denotaremos £(x,y) a la colección de flechas f : x —> y. 
Una categoría es llamada pequeña si para cada par de objetos la colección £(x,y) es un 
conjunto. Todas las categorías que utilizaremos en esta tesis son pequeñas, así que usualmente, 
abusaremos de la notación y escribiremos f 6 £(x,y) para decir que f es una flecha con dominio 
x y co dominio y.

Una flecha f : x -+ y se llamara una mono-flecha si es cancelable a izquierda, es decir, 
siempre que fog = foh, g = h. Dualmente, f se dirá que es una epi-flecha si es cancelable 
a derecha, es decir, si g o f = h o f, entonces g — h. Si existe g : y —> x tal que f o g = idy y 
g o f = idx entonces f se dirá una iso-flecha.

Dada una categoría C denotaremos con £op a su categoría dual, es decir, a la categoría 
que tiene los mismos objetos pero que invierte el sentido de las flechas, si f : x —> y es una 
flecha en C fop : y —> x es una flecha en £op.

Dadas dos categorías C y X) diremos que X) es una subcategoría de C si todo objeto de 
X) es un objeto de C y para cada par de objetos x e y en T) toda flecha de X) (x,y) es una 
flecha en C (x, y). Como todas las categorías en esta tesis son pequeñas, esta última propiedad 
podría escribirse X) (x,y) C £(x,y). Una subcategoría X) de una categoría C se dirá plena si 
X) (x,y) = £ (x,y) para cada par de objetos x e y en D.

Definición 1.12 Dadas dos categorías £ y X) un funtor F de £ en Q (notaremos F : C —> X)) 
es una asignación, que envia objetos de £ en objetos de D y flechas de £ en flechas de Ώ, y 
que satisface las siguientes propiedades:

1- F(/):F(x) —> F (y) siempre que f sea una flecha en £ y f : x —> y

2. F (idfl) = id^x^ para cada objeto x en £.

3. F (f o g) = F (f) o F (g).siempre que f y g sean flechas en £ y dom f = cod g.

Dada una categoría £ notaremos con l^· : C —> € al funtor identidad, es decir, al funtor tal 
que lc (τ) = x para cada objeto en £ y l^(f) = f para cada flecha en C.

Dados dos funtores F,G : C —> X), una transformación natural ξ de F en G (notación 
ξ : F —> G) es una asignación tal que a cada objeto z de C le asigna una flecha ξτ : F (r) -^ G (x) 
en X), cumpliendo ξυ o F (f) — G (f) o ξχ para cada f : x ^ y flecha en C. Si cada flecha 
ξχ : F (#) —» G (x) es una iso-flecha entonces diremos que ξ es un isomorfismo natural entre 
FyG.

Definición 1.13 Dos categorías £ y Ώ son equivalentes si existen dos funtores F : £ —> Ώ y 
G : T> —> £ y dos isomorfismos naturales ξ : 1® —> F o G ΐ/σ:!^—>GoF.

Dos categorías C y X) se dirán dualmente equivalentes si y sólo si C y X)op son equivalentes.

1.2. Algebras multitipadas, multi-retículos y álgebra uni
versal

A pesar de que el concepto de álgebra multi-tipada o multi-álgebra (many sorted álgebra) 
es bien conocido, la bibliografía sobre este tema no es tan extensa como lo es en álgebras
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o álgebra universal y sólo hemos podido encontrarla en ingles. Por ello, daremos aquí todas 
las definiciones necesarias para la lectura de esta tesis. Remitimos al lector al compendio [57] 
y las citas allí presentadas. A su vez, pedimos disculpas al lector, dado que por la falta de 
bibliografía en castellano la mayor parte de las denominaciones son traducciones directas del 
ingles o introducidas por nosotros.

Un multi-tipo algebraico es una terna (I, J,ar) donde I es un conjunto no vacío, J es un 
conjunto de símbolos de operaciones (posiblemente vacío) y ar es una función ar : J —+ I<o°.

Definición 1.14 Dado un multi-tipo algebraico (I,J,ar), un álgebra multi-tipada de tipo 
{I, J,ar) es una estructura A = ({A}¿e/ , Ja) donde:

1. {A¡}ieI es una familia de conjuntos no vacíos indexados por I.

2. Para cada símbolo f E J existe una función fA que cumple la siguiente condición

donde n es la longitud de la upla ar (f) y con ar (f^ indicamos la i-esima coordenada de 
la upla ar (f) .

Toda álgebra multi-tipada será llamada multi-álgebra cuando no haga falta una referencia 
específica tipo. Cada upla ar (f) es llamada la aridad del símbolo de función f.

Usualmente en la definición de un álgebra multitipada se hace una distinción entre la función 
aridad, que indica el dominio de cada operación, y la función objetivo o resultado, que indica 
el codominio de cada operación. Nuestra función aridad ar, resume la información de ambos el 
dominio y el codominio, y es fácil comprobar que ambas definiciones son análogas. La elección 
de esa forma de introducir multi-álgebras simplificará las notaciones y demostraciones en la 
dualidad que desarrollaremos en siguiente capítulo.

Definición 1.15 Dadas dos multi-álgebras A y B del m.ism.o tipo (I, J,ar). Un multi-homo- 
morfismo h : A —> B será una familia de funciones {hi : Ai —> Bi}ieI tales que para cada 
fEJ

Definición 1.16 Un álgebra multi-tipada de tipo (I,J,ar), A = {{Aí}íeI , Ja) se dirá un 
multi-retículo si se verifican las siguientes condiciones para cada i E I:
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Usualmente notaremos los multi-retículos simplemente ({U}¿€/) donde cada Li es un retícu
lo acotado, obviando hacer referencia a ni a J ni a ar, que están implícitos por el hecho de ser 
un multi-retículo.

Si cada retículo Li de un multi-retículo L — ({Lí}íeI) es distributivo, L se dirá un multi- 
retículo distributivo.

Un álgebra, en el sentido usual, es un álgebra 1-tipada, es decir, un algebra Z-tipada donde 
el conjunto I tiene sólo un elemento. Al tener un único tipo en un álgebra, la función aridad 
puede simplificarse, como es usual en los textos de álgebra universal, a una función

tal que para cada f e J, f : Aar^ —> A. Asumiremos esta notación cuando nos estemos 
refiriendo a álgebras. Dada un álgebra A = {A, Ja) el conjunto A es llamado el universo o 
conjunto subyacente de A. En el caso de álgebra a la función aridad ar se le llama tipo 
algebraico, y al par (J,ar) lenguaje algebraico. Si J = {/ι,···Α} es un conjunto finito, 
observemos que la función ar puede expresarse mediante la n-upla (ar (f^),...,ar (fn)), este 
será el caso de la mayor parte de esta tesis.

Un álgebra A se dirá trivial si su universo tiene un único elemento.

El concepto de homomorfismo entre dos álgebras es la restricción del concepto de multi- 
homorfismo al caso 1-tipado. Al conjunto de homomorfismos entre dos álgebras del mismo tipo 
lo notaremos Hom (A, B).

Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo. Un epimorfismo es un homomorfismo 
sobreyectivo. Diremos que h es un isomorfismo si es inyectivo y sobreyectivo. Si existe un 
epimorfismo entre las álgebras A y B diremos que B es una imagen homomórfica de A. Si 
existe un isomorfismo entre A y B diremos que ambas álgebras son isomorfas.

La colección de todas las álgebras de un mismo lenguaje £ = {J, ar) junto con sus homomor
fismos forman un categoría llamada categoría algebraica en el lenguaje £. Dada una clase 
de álgebras K del mismo lenguaje £, su categoría algebraica asociada es la subcategoría plena 
de la categoría algebraica en el lenguaje £, cuyos objetos son las álgebras en K.

Es importante destacar para cada lenguaje algebraico £ = (J,ar), la llamada álgebra de 
términos, álgebra de fórmulas, o álgebra absolutamente libre de tipo £ = (J,ar) sobre 
un conjunto X. El álgebra de términos o fórmulas Fm¿ (X) tiene como elementos listas de 
símbolos que se obtienen inductivamente como sigue:

1. X C Fmn(X),

2. Si f £ J y au..., aar^ e Fmc (X) entonces f (a!,..., aar^ € Fmc (X).

3. Fm^ (X) sólo contiene las secuencias de símbolos que se obtienen con finitas aplicaciones 
de los ítems 1 y 2.

Para cada f e J, la operación / : Fm^ (X)ar^ —> Fm^ (X) definida por:

es una operación de aridad ar (f). Abusando de la notación, denotaremos a las operaciones f 
simplemente con el símbolo f. Por ende, Fm¿ (X) = {Fm^ (X), {f '■ f E J}) es un álgebra en el
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lenguaje £. Cuando el conjunto X es un conjunto numerable X = {x1,x2,xs,...} denotaremos 
a Fm^ (X) simplemente con Fm^.

El conjunto X es usualmente llamado conjunto de variables y los elementos de Fm^ (X) 
son llamados fórmulas o términos en las variables X. Dada una función h : X —> A, donde 
A es un álgebra en el lenguaje £ = {J, ar) , existe una única manera de extender h a un 
homomorfismo h : Fm¿ (X) —> A, esta propiedad es la que le otorga a Fm^ (X) el nombre de 
álgebra absolutamente libre de tipo £ = (J,ar) sobre el conjunto X.

Dada φ 6 Fmc(X), denotaremos Var(<p) C X al conjunto finito de elementos de X 
que aparecen en la lista de símbolos de φ. Si Var (φ) C {x1,..., xn} usualmente notaremos 
φ (xi^... ,xn) para indicar esta dependencia. Notemos que no necesariamente Var^) debe 
coincidir con el conjunto {χγ,... ,xn}. Dado un homomorfismo h : Fm¿ —* A sabemos que 
h (φ) esta unívocamente determinado por lo valores de h en Var (φ). Por lo tanto cada fórmula 
φ^,... ,xn) induce una operación φΛ : An —> A, determinada por φΑ (ai,... ,an) = h (φ) 
siempre que h sea un homomorfismo que cumple que h (xí) = ai para cada 1 < i < η. φΑ es 
llamada la interpretación de φ en A.

Dadas A = (A, Ja} y B = {B, Ja) dos álgebras del mismo tipo. Diremos que B es una 
subálgebra de A si B C A y toda operación fB es la restricción de la correspondiente operación 
en A, es decir, fB — fA \ B.

Sea A = (A, Ja) un álgebra. Una congruencia sobre A es una relación de equivalencia 
Θ C A2 tal que para todo símbolo de función f E J y para todo par a^bi E A, (ai,bi) E Θ, 
siempre que 1 < i < ar (f), entonces se cumple la siguiente propiedad, llamada propiedad de 
compatibilidad:

Denotaremos con A/θ al álgebra cociente y el conjunto ordenado por inclusión de las 
congruencias de un álgebra será denotado por Con {A).

Un álgebra A se dirá simple si Con (A) = {A2,/^}, donde IJa = {(a,a) : a E A}.
Dada {Ai : i E 1} una familia de álgebra del mismo tipo. El producto directo de {Ai : i E 1} 

es un álgebra A con conjunto soporte A = JJA¿ tal que para todo símbolo de función f E J y 
iei

para todo a^ ...,aar^ E A,

n
Si I = {1, ...,n} entonces escribiremos A = Αχ x · - · x An = J^Aj. Si Ai = A, para todo 

j=i
i E C entonces escribiremos A1.

Dada una clase de álgebras K de un mismo tipo algebraico denotaremos H(K), I(K), S(K) 
y P(K) a las clases de imágenes homomórficas, imágenes isomórficas, subálgebras y productos 
de álgebras en K.

Se dirá que una clase K de álgebras es una variedad si es cerrada bajo imágenes homomórfi
cas, subálgebras y productos, es decir si HI (K) C K, S (K) C K, y P (K) C K.

Con V (K) denotaremos la menor variedad de álgebras que contiene a K. A: Tarski prueba 
que V(K) =W(K).

Una ecuación en el lenguaje £ es un par (s,t) E Fm¿, notaremos s ~ t. Un álgebra A 
satisface una ecuación s ^ t, si h (s) = h (t), para cada homomorfismo h E Hom (Fm¿ (X), A),
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es decir, si sA = tA, y lo denotaremos con A |= s wí. Dada familia de ecuaciones Σ notaremos 
A |= Σ siempre que A satisfaga cada ecuación en Σ.

Una clase de álgebras K del mismo tipo se dirá ecuacional si existe una familia de ecuaciones 
Σ tal que A 6 K si y sólo si A [= Σ. Un importante resultado de G. Birkhoff, y que utilizaremos 
repetidas veces durante esta tesis, establece que una clase de álgebra de un mismo tipo es una 
variedad si y sólo si es una clase ecuacional.

Un álgebra A es producto subdirecto de una familia de álgebras {Ai : i E 1} del mismo 
tipo si

1. existe un monomorfismo a : A —> Πλ> y 
iei

2. Las proyecciones π^ : JJA¿ —> Ai son tales que π? o o (A) = Ai para todo i E I. 
iGl

Un álgebra A es sub direct amente irreducible si A es producto subdirecto mediante el 
monomorfismo

entonces existe un i E I tal que la composición π^ o o : A —> A¿ es un isomorfismo.
El siguiente teorema es muy útil en la caracterización de las álgebras subdirectamente 

irreducibles.

Teorema 1.17 Sea A un álgebra. Entonces A es subdirectamente irreducible si y sólo si A es 
trivial o existe una congruencia minimal en Con (A) \ {Ida} ·

La importancia del estudio de las álgebras subdiretamente irreducibles recide en el resultado 
de G. Birkhoff que afirma que: toda álgebra es isomorfa a un producto subdirecto de álgebras 
subdirectamente irreducibles. El cual aplicado al caso del estudio de una variedad de álgebras 
en particular, afirma que: toda álgebra de una variedad es isomorfa al producto subdirecto de 
alguna familia de algebras subdirectamente irreducibles que se encuentran en la misma variedad.

Para más detalles y resultados sobre álgebra universal recomendamos al lector el libro [8].

1.3. Dualidad de Priestley
En esta sección describiremos brevemente la dualidad de Priestley para retículos distribu

tivos acotados, desarrollada [48] y [49]. La presentación elegida difiere de la original en que la 
original se realiza basándose en ideales primos y esta en filtros primos y también se diferencian 
en la estructura categorial con la que aquí se presenta.

Denotaremos BDL a la categoría algebraica de los retículos distributivos acotados.

Definición 1.18 La estructura (Χ,<,τ) es llamada un espacio topológico ordenado es 
si (X,^) es un conjunto parcialmente ordendo y (X,r) es un espacio topológico Un espacio 
topológico ordenado (X, <,t) es totalmente disconexo en el orden si para cada x,y E X 
tales que x ^ y existe un conjunto U E_ X cerrado-abierto y creciente tal que x E U e y ^ U.
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Definición 1.19 Un espacio de Priestley es un espacio topológico ordenado totalmente 
disconexo en el orden y compacto.

Denotaremos PE a la categoría cuyos objetos son los espacios de Priestley y cuyas flechas 
son las funciones continuas y crecientes entre espacios de Priestley.

Observemos que si P = (X, <,r) es un espacio de Priestley P1 = {{X, <) 1 , r) también 
lo es.

A su vez notemos que el producto de una familia finita de espacios de Priestley con la 
topología y el orden producto es un espacio de Priestley.

Por otro lado si P = {X, <,r) es un espacio de Priestley, V C X es un subconjunto cerrado 
y decreciente (creciente) e y E Y, entonces existe un x E Y tal que y < x (x < y) y x es 
maximal (minimal) en Y.

Definamos el funtor D: PE —* BDL.
Objetos:

Dado X = {X, <,r) un espacio de Priestley denotaremos D (X) al conjunto de los abiertos- 
cerrados y crecientes de X. D (X) = {D (X) , U,D,0,X) es un retículo distributivo acotado.

Flechas:
Sean (Xi,<i,Ti) y (X2,<2,72) dos espacios de Priestley. Sea

una función continua y creciente. Consideremos D(/) : 0^X2) -^ D(Xi) definida por

para cada U 6 D(X2). Entonces D(/) es un homomorfismo de retículos de D(X2) en D(Xi). 

Efectivamente D: PE —> BDL es un funtor.

Definamos ahora el funtor P: BDL —> PE.
Objetos:

Sea L un retículo distributivo acotado. Para cada a E L sea

Consideremos la topología tl en X (L) determinada por la subbase

Donde aL (a)c = X (L) \ aL (a). El espacio topológico ordenado P (L) = (X(L),Q,tl) es 
un espacio de Priestley.

Flechas:
Dados Li y L2 dos retículos distributivos acotados y h : Lí —> L2 un homomorfismo de 

retículos. Denotemos:

a la función definida por:

para cada P 6 X(L2)· .Entonces Ρ(Λ) es una función continua y creciente del espacio de Priest
ley P(L2) θη el espacio de Priestley Ρ(Ρχ).
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Es fácil probar que efectivamente P: BDL —> PE es un funtor.

Entre las propiedades de la topología tl, para un retículo distributivo L, podemos destacar 
que una base para ella es la formada por los conjuntos

De esto podemos deducir que un conjunto es Y es cerrado en P (L) si y sólo si para cada P ^ Y 
existen a E P y b ^ P tales que Y Qgl (a)c Π gl (b), es decir, gl (α) Π V C gl (b).

A su vez para cada retículo distributivo la función gl : L —> PC(X (L)} es un isomorfismo 
entre L y D(P (L)). Recíprocamente para cada espacio de Priestley X la función εχ : X —> 
P (D definida por:

es un homeomorfismo creciente entre X y P (D (X)).

Teorema 1.20 Las aplicaciones oye son transformaciones naturales y junto con los funtores 
P y D determinan una equivalencia dual entre las categorías de retículos distributivos acotados 
y espacios de Priesltey.



Capítulo 2

Dualidad de Priestley para 
multi-retículos con operadores

“ The mathematicians’ function should be to simplify the intricate. 
Instead they do just the opposite, and complicate what is simple, 

and call it generalizing.”

David Hilbert

En este capítulo desarrollaremos una dualidad para ciertas categorías de álgebras multi- 
tipadas donde cada uno de los tipos admite una estructura de retículo distributivo. Esta dua
lidad esta basada en la dualidad de Priestley para retículos distributivos desarrollada en [48] 
y [49] (ver sección 1.3 de los Preliminares) y en la representación de multi-retículos con ope
radores dada por Sofronie-Stokkermans en [56]. En este último trabajo no se desarrolla una 
dualidad en forma completa, pero si se describe la manera de asociar a cada multi-retículo con 
cierta operaciones un multi-espacio de Priestley con relaciones. En este capítulo completamos 
formalmente la dualidad entre estas estructuras, definiendo específicamente que categorías esta
mos considerando, describiendo los funtores correspondientes y probando la equivalencia dual. 
Las ideas subyacentes ya se encontraban en [56] pero no fueron completadas en ese trabajo, 
dado que el objetivo de Sofronie-Stokkermans era el estudio de teoremas de demostración au
tomática y no el desarrollo de esta dualidad. Por ello, en el citado trabajo no se encuentra la 
representación de los multi-homomorfismos ni la equivalencia categorial.

En la primer sección definiremos las categorías que estudiaremos. En la segunda sección 
probaremos la equivalencia dual entre estas. Luego en la tercer sección veremos como esta 
dualidad aplicada al caso uno tipado, es decir, a retículos distributivos con operdaores, nos 
permite describir congruencias, subálgebras y álgebras simples y subdirectamente irreducibles. 
En al cuarta sección compararemos los resultados de este capítulo con otros similares pre
viamente obtenidos por diferentes autores que han sido, en su mayoría, los que inspiraron la 
generalización presentada en esta capítulo. Finalmente, en la última sección presentaremos una 
aplicación más especifica, estudiando algunas propiedades de los retículos de congruencias en 
la álgeras de Ockham.

15
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2.1. Definiciones

Multi-retículos con operadores
Definición 2.1 Dado un multi-retículo L = ({Lj;G/)7 fi,... ,in <E I. Diremos que una función 
f : A^ x ... x An-i ■“* Ain es un supremo-hemimorfismo si se verifican para cada 1 < j < n 
las siguientes condiciones:

Definición 2.2 Dado un multi-retículo L = ({U}i€/) dadas la n-uplas (εχ,... ,εη) ^ {1, — O” 

y (U,... fin) 6 In, diremos que f es un operador de aridad (z15... fin) y tipo (εχ,...,εη) 
en L si se verifica que:

es un supremo-hemimorfismo.

Un tipo de multi-retículo es una estructura [I, J, ar, Σ) donde (1, J, ar) es un multi-tipo 
algebraico y Σ : J —> {1,-1}<O° tal que / € J la longitud de las uplas Σ (/) y ar (f) son 
iguales.

Definición 2.3 Dado un tipo de m.ulti-retículo (fiJ^ar^) un multi-retículo distributivo 
con operadores de tipo {I, J,ar,^) es una estructura A = ^{Li}^^ ,Ja} donde:

1. ({U}¿e/) es un multi-retículo distributivo.

2. Para cada símbolo f e J, el operador fA € Ja es un operador de aridad ar (J) y tipo 
Σ(/)·

Claramente cada multi-retículo con operadores es una multi-álgebra Z-tipada, pero a los 
propósitos de este trabajo continuaremos con esta notación que resalta la estructura de multi- 
retículo.

Definición 2.4 Un retículo distributivo con operadores de tipo {J, Σ) es un multi- 
retículo distributivo con operadores de tipo {I, J, ar, Σ) , donde I es un conjunto unitario y ar 
queda por lo tanto unívocamente determinada por Σ.

Notemos que: si la longitud de la upla ar (f) es 1, entonces f es en realidad una constante 
cf ^ Lar(fy En este caso f admite trivialmente ambos tipos 1 y —1

Por la definición 1.15 de multi-homomorfismo entre álgebras multi-tipadas, tenemos que en 
el caso de dos multi-retículos con operadores del mismo tipo, un multi-homomorfismo resulta 
ser una familia de homomorfismos de retículos acotados que respeta los operadores.

Para cada tipo (I, J, ar, Σ) definimos la categoría:

MDLO^j^e)

Objetos:= Multi-retículos con operadores de tipo {I, J,ar,Z)
Flechas:= multi-homorfismos entre multi-retículos con operadores de tipo (fi,J,arfi2)
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Multi-espacios de Priestley con O-relaciones
n

Definición 2.5 Dados Pi,... ,Pn espacios de Priestley. Una relación R C Y] Pi se dirá una

O-relación si verifica las siguientes propiedades:

1. Si (Ui,... ,un-i) G II D(Pi), entonces R^Ui,... ,Un-i) G D(Pn).
¿=i

2. Si (xi,... ,xn) ^ R, peerá cada 1 < i < η — 1 existen Ui E D (Pi) tales que cada Xi G Ui 
y ^n ^ R^Ui,...,Un—i).

Observación 2.6 De la definición anterior es fácil deducir que si (xi,..., xn) E R y para cada 
1 < i < n ~ yi <i Xi y Xn <n yn, entonces (yi,...,yn) G R.

η—1
También podemos deducir que R^1 (x) es un subconjunto decreciente de Π Pi y que el

conjunto R(xi,..., xn-i) es creciente en Pn.
A su vez utilizando el inciso 2 podemos comprobar que R~^ (x) es un subconjunto cerrado 
n—l

de Π pi
Por otra parte, de la definición se deduce que si Ci,..., Cn_i son cerrados de Pi,..., Pn-i 

respectivam.ente, entonces R (Ci,..., Cn_i) es un conjunto cerrado creciente.

Definición 2.7 Dados Pi,..., Pn espacios de Priestley y una n-upla (ει,... ,εη) G {1, — l}n.
n

Una relación R Q Y[ Pi se dirá una O-relación de tipo (eq,... ,εη) si R es una O-relación 
i=l

entre los espacios de Priestley Ργ,..., P^1

Definición 2.8 Dado un tipo de multi-retículo {Ι,Τ,αν,Σ), un multi-espacio de Priestley 
de tipo (Ι,Τ,αν,Σ) es una estructura P = {{Pi}iEl, Jp) donde:

1. Cada Pi es un espacio de Priestley.

2. Para cada R E J existe una O-relación Rp G Jp tal que Rp C Par^R^ x · · · x Par(R)n de 
tipo Σ (R).

En la definición anterior hemos hecho un obvio abuso de notación al utilizar un tipo de 
multi-retículo para definir los multi-espacios de Priestley, dado que en el cado se multi-espacios 
de Priestley J es un conjunto de símbolos de relaciones y en el caso de multi-retículos es 
un conjunto de símbolos de funciones. Nos hemos tomado esta licencia que consideramos no 
se presta a confusiones ni dificulta la comprensión y así evitaremos más definiciones y esto 
simplificará significativamente las notaciones y demostraciones que siguen.

Definición 2.9 Dados dos multi-espacio de Priestley P = {{Pi}iEl, Jp) y Q — {{Qí}í^i ’ Jq) 
del mismo tipo, un morfismo de multi-espacios de Priestley desde P = \{Pi}i&I, Jp) 
en Q = <{Qí}^,Jq>, es una familia de funciones {gi}i(¿1 tal que:

1. Cada gi : Pi ^ Qi es una función continua y creciente.
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2. Para cada R E J, si (xi, ■. ■, xn-i, ffar1(R1)n (y)) ^ Rq, existen yi E Par2(R2)i Para ca^a

1 < i < η — 1 tales que (yi,... ,yn-i,y) E Rp y en el orden producto de Π P ^¡J^p

9ar\(R)1 (yi) i · · · i 9ari(R')n_1 (yn-1) ) ^ (^1, · · · ) ^n—1)·

Para cada tipo (I, J, ar, Σ) consideremos la siguiente categoría:

MPSO^j^s)

Objetos:^ Espacios de Priestley multi-tipados con O-relaciones de tipo (I,J,ar,E)

Flechas:—morfismos de espacios de Priestley multi-tipados con O-relaciones de tipo {I, J, ar, Σ)

2.2. Dualidad
Utilizando la dualidad de Priestley probaremos que dado un tipo de multi-retículo (I, J, ar, Σ) 

las dos categorías MOLO^y^^ y MPSO^j^s) son dualmente equivalentes.

Definamos los funtores:

Rf esta definida por

si n es la longitud de la upla ar (f) y donde P^ — Pi y P{ 1 = Lar^. \ Pí, para cada 1 < i < n.

fR esta definida por:
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si n es la longitud de la upla ar (R) y donde U} — Ui y U, λ — P Λ Ui.

En realidad la definición de los funtores X y H depende de cada tipo (I,J,ar^), luego 
sería necesario indicarlo por ejemplo de la siguiente manera X(/,j,ar^) y H^j^^. Esto sólo 
complica la notación, así que de ahora en adelante supondremos {I, J, ar, Σ) fijos y omitiremos 
los subíndices siempre que sea posible.

Observación 2.10 Si la longitud de la uplas Σ (/) y ar (f) es 1, ya observamos que f es en 
realidad una constante Cf € Lar^. Es fácil ver en este caso que Rf = ^Lar(f} {cf)^^ ■

Probaremos ahora que los funtores X y H están bien definidos y determinan una equivalencia 
dual entre las categorías consideradas. Para ello necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 2.11 Sea L = ({Lí}íe/ , J¿) un multi-retículo con operadores, sea f E J tal que la 
longitud de ar (f) = n > 1, y se cumplen las siguientes propiedades

1. Σ(/) = (1,...,1).

2. F^,. . . , Fn_i son, filtros de L^f^,..., Lappni respectivamente y Pn es un filtro primo de 
Lar(ñ , tales que

Entonces existen Pi,..., Pn-i filtros primos de L^p^,..., Lar(f) tales que

1. para cada 1 < i < n — 1, Fi C Pj y

2. fL{P1,...,Pn_l)QPn.

Demostración. Consideremos

ordenado por inclusión. Claramente F^ E Κγ. Como la unión de cadenas de filtros es nuevamente 
un filtro, es fácil ver que toda cadena en Κγ admite una cota superior en Κγ. Por el Lema de 
Zorn tenemos que existe Pi maximal en K].

Veamos que Ργ es un filtro primo. Si Oí G A, tendríamos que

lo cual contradice que Pn sea un filtro primo. Entonces, Ργ ^ Lar(f)1·
Supongamos que a,b G La^fp \P\ y sean Pa = F (Ργ U {a}) y Pa = F (P^U {b}). Como 

A ^ Pa^Pb tenemos que Pa,Pb ^ Κγ. Podemos deducir que existen ai,bi G Fi para cada i tal 
que 2 < i < η — 1, cumpliendo que:
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Luego, si para cada 2 < i < η — 1 denotamos Ci = ai /\bi, tenemos que:

Por lo tanto aV b <£ Ργ. Lo cual demuestra que Pi es un filtro primo.

Inductivamente, una vez obtenidos los primeros i — 1 filtros primos Pi,... ,Pí-i, el paso i 
se sigue por el mismo argumento, considerando:

■

Corolario 2.12 Sea L = ({Li}^ , Jl) un multi-retículo con operadores, sea f E J. Su
pongamos que η > 1 es la longitud de ar (f). Si existen Gi C Lar^y,...,Gn-i C Lar(f')n_1 
subconjuntos tales que:

1. si Σ (f^ = 1, entonces Gi es un filtro de Lar^y,

2. si Σ ^f^ = — 1, entonces Gi es un ideal de Lar^.,

y existe Pn un filtro primo de Lar^n, tal que

entonces existen Ργ,..., Pn~i filtros primos de Lar(py,..., Lar^ tales que para cada 
l<i<n-l,GiQPf^ y

Demostración. El operador f considerado como

es un supremo hemimorfismo. Cada Gi es un filtro de L^y y Pn n es un filtro primo de 
r

Por el lema anterior, tenemos que existen Qi,..., Qn-i filtros primos de Ea^^ ,..., Lar^~l 
tales que Gi E Qi y fL {Qi,...,Qn-i) C Pn^n ■ Si definimos Pi = Q^\ cada Pi resulta un 
filtro primo de Lar(fy y el resultado se sigue. ■

Corolario 2.13 Sea L = ({L¿}-€/ , JL^ un multi-retículo con operadores, sea fEJy si n>l 
es la longitud de ar (f) sean ai,..., an~i elem.entos de Lar^y,..., L^fy ^ y Pn un filtro primo 
de Lar^ , tales que

Entonces, existen Pi,..., Pn-i filtros primos de Lar/f\ ,..., Lar<f\ tales que ai C p^h y
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Demostración. Consideremos:

1. si Σ (/)· = 1,G¿ = [a^ filtro de Lar^., y

2. si Σ (/)· = -l,Gi = (ai\ ideal de Lar^,.

Luego el resultado se deduce directamente del corolario anterior.

Observación 2.14 Observemos que este último corolario prueba que:

para el caso n > 1. El caso η = 1 fue comentado en la observación 2.10.

Ahora estamos en condiciones de probar que los funtores están bien definidos y determinan 
una equivalencia dual.

Teorema 2.15 Los funtores N y H están bien definidos.

Demostración. Veamos primero que X esta bien definido.
Objetos:

Dado L = {{Lij^j , Jl) un multi-retículo con operadores y dada / G J la prueba de que 
Rf es efectivamente una O-relación de tipo Σ (f), es decir, que es un O-relación sobre los 
espacios de Priestley P (Li)^^1 ,... ,P (Ln)^^n. se sigue directamente de la definición 2.5 y 
la observación 2.14. Por ello podemos concluir que X esta bien definido en los objetos.

Flechas:
Sea h = {hi}i&1 un multi-homomorfismo del multi-retículo L = ({P}¿e/ , J^ en el multi- 

retículo M = ({Mi}ieI ,JM)·
Veamos que X(h) = {P (^)}iG/ es un morfismo de multi-espacios de Priestley de tipo 

(I, J^ar^E) de ^{P(L¿)}ieí ,{fí/L}^eJ¿^ en ^{P (Mí)}íqI, {RfM}fM^jM^-

Claramente Xfh) = {^(Μ}^^ verifica el ítem 1 de la definición 2.9.
n

Veamos que verifica el ítem 2. Primero fijemos RfM C Π P (Mar(fM) ) con fM G Jm- Para 
i=l

simplificar notación dado que tanto la aridad como el tipo coinciden en dos multi-reticulos y 
en sus respectivos multi-espacios, y ya que hemos fijado RfM notemos ar = ar (f) y Σ = Σ (f).

n—l
Sean Pi,..., Pn-i G Π ^ (Lari) y sea Q G X (MarJ tales que

i

es decir,

Como h — {hi}iEl es un multi-homomorfismo,

Dado que cada hari es un homomorfismo de retículos tenemos que:
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1. Si Σί = 1, G¿ = [hari (P^)) es un filtro de Mari

2. Si Σ* = — 1, G¿ = (hari (P^)] es un ideal de Mari

Como /m es un operador de tipo Σ, si Ση = 1 tenemos que

en ambos casos fM (Gi,..., Gn-i) C Q^. Luego por lema 2.12 existen

tales que Gi C Q^ y fM yQ^\... ,Qn-ij ^ Q^n- Como hari (P^) Q Gz C Q^ , tenemos que 

P^ C (h~i (Qf1)) = P (^«n) (Qif* A su vez dado Que fM [Q^U- · ·, Qn-ϊ1) C Q^n, tenemos 

que (Qi, · · ·, Qn—i) Q) ^ P/m·
Lo cual prueba que N(h) = {P(A¿)}¿6/ es un morfismo de multi-espacios de Priestley de 

({p ^i)}iei ’ {Rf} f^J ’ aP Σ) en 0P ^M^^i ’ W^NJ ’ aP Σ)

Veamos ahora que el funtor H esta bien definido.
Objetos:

Dado ({Pi}iEl, Jp) un multi-espacio de Priestley con O-relaciones de tipo {I, J,ar,E). 
Claramente /{D (P¿)}¿eí) es un multi-retículo y para cada RP 6 J, fRp es un operador de tipo 
Σ(7?.).

Flechas:
Sea g = {gi}iEl un morfismo de multi-espacios de Priestley de {{Pi}zEl,Jp) en({Qí}ie/’ Jq} · 

Veamos que efectivamente H (p) = {D(pj}¿€/ es un multi-homomorfismo del multi-retículo 
H^Q^^ar^) en Η({Ρ;},6/,Κι,αΓ^Σ^ . Directamente de la dualidad de Priestley 
tenemos que cada D (g^ : D (Qi) —> D {Pj) es un homomorfismo de retículos acotados. Sólo es 
necesario probar que respeta la operaciones fRQ para cada Rq G Jq.

n—l
Sean (Ui,..., Un_i) G Π D (Qan),entonces

i=l



CAPÍTULO 3. DUALIDAD PARA MULTI-RETCULOS CON OPERADORES 23

Como g = {gi}iEl es un morfismo de multi-espacios de Priestley, por la condición 2 de la 
definición 2.9, tenemos que:

Por lo tanto

La prueba de que X y H se distribuyen respecto de las composiciones de flechas se sigue 
directamente del hecho de que D y P tienen esa propiedad. ■

Teorema 2.16 Las categorías MDLO^j^ar^ y MPSO^j^r^ son dualmente equivalentes

Demostración. Es fácil ver que si consideramos los funtores X y H, para cada multi- 
retículo L = (^{Li}ieI, J,ar,E^ la multifunción {σ^}ίΕΐ es un isomorfismo del multi-retículo L 
en H(X(L)) De igual manera {ex^^j es un isomorfismo del multi-espacio de Priestley P = 
{{PíÍíqi , J,aC Σ) enX(H (P)). De la dualidad de Priestley se sigue que (X, H, {aLi}ieI, {εχ^^) 
definen una equivalencia dual entre las categorías ΜΟΕΟ^,^^ς) y MPSO^j^sp ■

2.3. Aplicaciones de la dualidad
En la sección anterior hemos desarrollado una dualidad para multi-retículos con operadores. 

En esta sección veremos algunas aplicaciones de esta dualidad para retículos con operadores, es 
decir, el caso 1-tipado. Caracterizaremos congruencias, álgebras subdirectamente irreducibles y 
subálgebras utilizando la dualidad antes desarrollada..

2.3.1. Congruencias y álgebras subdirectamente irreducibles

En [18] se prueba que las congruencias de un retículo distributivo están en correspondencia 
biunivoca con los conjuntos cerrados del espacio de Priestley correspondiente. A su vez este 
resultado se ha extendido a diferentes álgebras con reductos de retículos distributivos, como 
los retículos distributivos con operadores modales [47], retículos con negación [12], álgebras 
con implicación y fusión [13], entre otros. Entre estos es importante resaltar dos de ellos, 
la caracterización de Urquhart de las congruencias en álgebras de Ockham dada en [58], ya 
que este es hasta donde sabemos el primer resultado de estas características; y el trabajo 
[47] de Petrovich, en el cual están basados muchos de los demas resultados de este tipo y 
del cual tomaremos las ideas esenciales para nuestra caracterización para el caso de retículos 
distributivos con operadores. Todos estos resultados tienen una estructura en común y con
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las correspondientes adaptaciones de notación los resultados expuestos en esta sección pueden 
verse como una generalización de todos estos (ver sección 2.4 donde se comparan estos trabajos 
con lo dessarrollado en esta tesis). En esta sección caracterizaremos, en el espacio dual, cuando 
una congruencia es compatible con un operador. Utilizando esta caracterizaciñon describiremos 
las álgebras simples y subdirectamente irreducibles.

Por el resto de esta sección, salvo que se indique explícitamente lo contrario, L sera un 
retículo distributivo y f denotara un operador en L de tipo (ει,... ,εη) con n > 1. Esta ultima 
restricción es sólo para simplificar algunas demostraciones y no implica ninguna perdida real, 
ya que en el caso de n = 1, f es en realidad una constante y por ende compatible con cualquier 
congruencia.

Definición 2.17 Dado P E X (Lf Definimos MaxRf1 (P) C X (L)n~1 como sigue:

si y sólo si se verifican las siguientes proposiciones:

1. (Pr,... ,Pn_f) G FT1 (P), es decir, (Px,... ,Pn^,P) G Rf.

n—l

2- (Pl, · · · i Pn-i) es maximal entre los elementos de R 1 [P) con el orden de JJP (Lf .̂ 
i=l

Lema 2.18 Sea P e X (L). Si (Pi,... ,Pn-i) G P-1 (P), entonces existen (Q1?... ,Qn-i) G 
n—l

MaxRf1 (P) tal que (P^..., Pn-i) < (Qi, · · ·, Qn-i) en JJP {L}^ .

Demostración. Como Rf es una relación de tipo (ει,...,εη), por Ia observación 2.6, 
n—l

tenemos que Rf1 (P) es un subconjunto cerrado y decreciente de JJP (L)£l. Luego existe un 
2=1

elemento maximal de Rf1 (P) mayor que (Pi,..., Pn-i) y el resultado se sigue. ■

Dado un conjunto Y Q X (L) la congruencia de retículo asociada a Y esta definida por (ver 
[18]):

3 (Y) = {(a,b) EL2-σ^ηΥ = aL (b) Π Y}

En [18] se prueba que Θ (Y) = Θ (Cl (Y)), donde Cl (Y) indica la clausura de Y en la 
topología de P (L).

Si denotamos C = {Y : X \ Y G t}, en [18] se prueba que la función 3:C —> Con (L) es una 
isomorfismo de orden dual.

Veamos que condiciones le debemos pedir al cerrado Y para que Θ (Y) sea compatible con 
/·

Definición 2.19 Un conjunto Y C P (L) es llam,ado Rf-cerrado si y sólo si es cerrado en la 
topología de P (L) y MaxRf1 (P) C Yn para cada P 6 Y.

Es fácil ver que el conjunto de Py-cerrados es un retículo.
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Teorema 2.20 El retículo de conjuntos Rf-cerrados de P (L) es dualmente isomorfo al retículo 
de congruencias de L compatibles con f.

Demostración. Dado Y un conjunto cerrado de P (L), supongamos primero que Θ (Y) es 
una congruencia de L compatible con f y veamos que en ese caso Y debe ser Ry-cerrado.

Sea P E Y y (A,...,Pn-i) E MaxRf1 (P). Si Pi ^ Y, como Y es cerrado existen a,b E L 
tales que a E Pi, b ^ Pi y σ^ (a) Γι σ^ (b) Cí Y = 0, es decir, σ (a) C\ Y Q ^ (bf Entonces por la 
definición de Θ (Y), {a /\b,a) ,(b, a \/ b) E Θ (Y).

Supongamos primero que sq = +1. Como (Pi,..., Pn) E MaxRf1 (P), tenemos que

es decir, existen p E Pi y a^ E Pi para cada 2 < i < η—1 tales que f (p /\ b,a2,..., an_i) ^ P£n. 
Dado que a \/ b E Pi tenemos que f (p/\ (a\/b) ,a2,... ,an) E P£n. Por hipótesis, resulta 
(f (p Ab,a2,..., an), f (p /\ (a^ b) ,a2,..., anf) E Θ (Y), luego por la definición de Θ (Y) de
ducimos que f (p /\b,a2,..., an) E P£n lo que es una contradicción.

Supongamos ahora que ει = -1. Como (Pi,...,Pn) E MaxRj1 (P), podemos deducir 
que f (I (A\Pi O {a}), P^2..., P^1) ^ P£n, es decir, existen q ^ Ργ y a, E Pi para ca- 
da 2 < i < η - 1 tales que f {qV a,a2,... ,an) ^ Ρε. Como a f\ b ^ P^ tenemos que 
f (q\/ (a Kb} ,a2,... ,α^ E P£n. Pero (f (qV a,a2,... ,an), f (p\/ (a /\b) ,a2,... ,anf) E Θ (Y) , 
lo cual es una contradicción.

En ambos casos llegamos a una contradición, lo que prueba que Pi E Y.
De igual manera se prueba que Pi E Y para cada i.

Para probar la recíproca, supongamos que Y es un conjunto Ry-cerrado. Supongamos que 
(f (ai,... ,an^i), f (bi,... ,bn^i)) ^ ^ (Y) para alguna familia de pares (ai,bi) E 0 (Y) con 
1 < ¿ < n — 1. Entonces, existe P E Y tal que f (ai,... ,an) £ P£n y f (h,... ,bn) ^ P£n 
o f (bi,... ,bn) E P£n y f (ai,... ,an) ^ P£n. Supongamos, sin perdida de generalidad, que 
f (ai,... ,an) E P£ y f (bi, · - · ,bn) ^ P£. Por el corolario 2.13, existen Pi que verifican que 
ai E P^ para cada l<i<n—ly (Pi,..., Pn_i,P) E Rf. Por la proposición 2.18, existen 

71
Wi,...,Qn-i) £ MaxRf^P) tal que (Pi,..., Pn_i) < (Qi,..., Qn-i) en JpC (L)e¿. En- 

tonces, Qi E Y y ai E Qf para cada 1 < í < η — 1. Como (ai, b^ E Θ (Y) y üí E Qf tenemos 
que bi E Q£i. Con lo cual f (bi,... ,bn) E P£, lo cual es una contradicción. Por lo tanto debe 
ser (f (ai,..., an_i) ,f(bi,..., bn^i)) E Θ (Y). De esto concluimos que Θ (Y) es compatible con 
Λ ■

Corolario 2.21 Dado {L,Jl) un retículo distributivo con operadores. Consideremos Cj = 
{C : C es Rf-cerrado para cada f E Jl} , luego el retículo de la congruencias de {L,Jl) es 
dualmente isomorfo a Cj ordenado por inclusión.

Como Cj ordenado por inclusión es un retículo completo, dado Y C P (L) llamaremos 
Clcj (Y) al menor elemento de Cj que contiene a Y. Utilizando el corolario anterior, es fácil 
ver que un multiretículo (L, JL) sera simple si y sólo si Cj = {0,X (L)} si y sólo si para cada 
P E X (L), Clcj ({P}) = X (L) .Esto prueba el siguiente teorema.
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Teorema 2.22 El retículo distributivo con operadores (L, JP es simple si y sólo si para cada 
PeX(L),ClcAP) = XW.

Por la caractización de Birkhoff de álgebras subdirectamente irreducibles y el corolario 2.21, 
{L, JL) será subdirectamente irreducible y no simple si y sólo si Cj \ {X (L)} tiene un máximo 
distinto del conjunto vacío.

Teorema 2.23 (L,Jl) es subdirectarnente irreducible pero no simple si y sólo si la siguiente 
proposición es valida:

{P 6 X (L) : Clcj (P) = X (L)} es un conjunto abierto no vacio distinto de X (L).

Demostración. Supongamos primero que (L, Jl) es subdirectamente irreducible y no sim
ple y denotemos Y al máximo deCj — {X (L)} . Como (L, J, ar, Σ) no es simple Y ^ 0. Veremos 
que X(L)\Y = {PeX(L): ClCj (P) = X (L)}·

Si P e X (L) \Y, entonces P E ClCj (P) £ Y. Por lo tanto ClCj (P) ^Cj\{X (L)} , luego 
debe ser ClCj (P) = X (L).

Si P e X (L) es tal que ClCj (P) = X (L), como ClCj (Y) = Y ^ X (L), P ^Y.
Para la recíproca, si definimos Y = X (L) \ {P E X (L) : Clcj (P) = X (L)}, es fácil ver 

que $ ^ Y E Cj\ {X (L)} e V es máximo en Cj \ {X (L)}. ■

En el caso de que J tenga un solo elemento f es posible conseguir una descripción algo 
más precisa, caracterizando Clcj (Y) para cada Y. Dado Y Q X (L), definimos Yn de manera 
inductiva como sigue:

Consideremos

Luego, tenemos que en este caso Clcj (Y) = Cl (Υω).

Corolario 2.24 (L,f) es simple si y sólo si para cada P E X (L), {Ρ}ω es denso en P (L).

Corolario 2.25 (L,f) es subdirectamente irreducible pero no simple si y sólo si una de las 
siguientes proposiciones es válida:

1. ^P E X (L) : (MaxRf1 (P))^ es denso en P (L) j> es un conjunto abierto no vacío dis

tinto de X (L).

2. Existe P E X (L), tal que:
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2.3.2. Subálgebras
En [18] se describe los subretículos de un retículo distributivo mediante ciertas relaciones 

binarias en el espacio de Priestley asociado. En esta subsección extenderemos estos resultados 
al caso de un retículo distributivo con operadores. Recordemos algunas definiciones y resultados 
de [18] b

Definición 2.26 Sea X un espacio de Priestley. Una relación binaria R C X2 se dice que es 
un preorden reticular si es reflexiva, transitiva y cumple que para cada x,y E X

(2-1)

Dado L un retículo distributivo y M un subconjunto de L, definimos una relación binaria 
en X (L) como sigue:

Dada una relación de preorden reticular 7? en P (L) definimos

En [18] se prueba que si MR es un subretículo de L, entonces R es una relación de preoden 
reticular. A su vez, si M es un subretículo de L, Rm resulta una relación de preorden reticular 
yM = MRM.

Dado un retículo distributivo con operadores (L, JL) veamos cual es la condición que se le 
debe pedir a una relación de preorden reticular para que MR sea ademas cerrado bajo cada 
una de las operaciones fR € Jl-

Lema 2.27 Sea L un retículo distributivo acotado y sea f : Ln —> L un supremo hemimorfismo 
con n > 1, es decir, un operador de tipo (1,..., 1). Dado M un subretículo de L, las siguientes 
proposiciones son equivalentes:

1. M es cerrado bajo f.

2. Rm satisface que si (Pi,..., Pn, P) G Rf y (P,Q) G Rm, entonces existen Qi,...,Qn 
tales que (Pi,Qf) G Rm P^ra cada 1 < i < n y (Qi,... ,Qn,Q) £ Rf-

Demostración. Supongamos primero que M es cerrado bajo f y veamos que se verifica la 
condición 2.

Sean (Ρ^..., Pn, P) E Rf y (Pn,Q) e RM, es decir, /(Ρ^.,.,Ρη) C P y PUMR C Q. 
Como M es cerrado bajo f tenemos que:

Dado que f es creciente en cada coordenada,

1A los efectos de simplicar la notación y las demostraciones de esta sección, la definición de preorden reticular
R que daremos corresponde al hecho que R~} sea un preoden reticular en la definición dada [18].
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Por el lema 2.11 existen Qi,... ,Qn filtros primos de L tales que:

PiHM c [p¿n M) C Q^ es decir, (P^Qi) E RM para cada 1 <i < ny (Qi,... ,Qn,Q) E Rf.

Para demostrar la recíproca, supongamos que ai,... ,an Ε M y comprobemos que efectiva
mente f (ai,... ,an_i) E M. Para esto veremos que Rm (a (f (ai,..., an))) C σ (f (ai,... ,an)).

Sea P Ε a (f (ai,..., an}) = Rf (σ (a^ ,... ,σ (an)) y sea Q tal que (P, Q) E Rm- Entonces, 
existen Pi E a (a^ tales que (Pi,..., Pn, P) G Rf. Por hipótesis, existen (Qi,..., Qn) tales que 
para cada 1 <i <n, (Pí,Qí) E Rm y (Qi, ■ ■ ■ ,Qn,Q) € Rf·

Como para cada i, Rm (σ (a^) Q σ (α^ , tenemos que Qi E a (a^ . Luego

Lo cual prueba que Rm (σ (f (ai,..., an))) C σ (f (ai,..., an)). Luego utilizando el hecho que 
M = Mrm, el resultado se sigue. ■

Ejemplo 2.28 Si f es un operador de tipo (1,1) el ítem 2 del teorema anterior se puede 
rescribir como Rf o RM C RM ό Rf, donde o simboliza la composición usual de relaciones 
binarias.

Antes de probar el resultado general conviene hacer ciertas observaciones.

Observación 2.29 Ya vimos que dado M un subretículo de L y a E M, si (P,Q) E Rm y 
P E aL (a) entonces Q E aL (a). Observemos también que si (P,Q) E R^ y P E aL (a)-1, es 
decir, (Q, P) E Rm y P *£ &l (a), entonces Q E aL (a)-1 · Ya que si suponemos que Q E aL (a), 
como a E M tenemos que P E R(aL (uj) Q aL (a), lo cual contracdice que P E aL (a)-1· Por 
lo tanto (P, Q) E R£M y P E aL (α)ε con ε G { -1,1} , entonces Q E aL (α)ε.

Observación 2.30 Por otro lado observemos que:

Por lo tanto, en general si ε E { — 1,1}, entonces (P,Q) E R£M si y sólo si Ρε Γϊ M Q Q£.

Lema 2.31 Sea (L, Jl) un retículo distributivo acotado con operadores y M un subretículo de 
L. Dado f E Jl tal que longitud de la upla ar (f) es n > 1, las siguientes proposiciones son 
equivalentes:

1. M es cerrado bajo f.

2. Si (Pi,..., Pn_i,Pn) E Rf y (Pn, Q) E RM n, existen Qi,..., Qn-i, tales que para cada 
1 < i < n — 1 (Pi, Qi) E R^1 y (Qi, · · ·, Qn-i, Q) ^ Rf-
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Demostración. Supongamos que M es cerrado bajo f y veamos que se verifica la condición 
2.

SeanlA,...,^,^) € Rfy(Pn,Q) € R*\ es decir J (p*\ ..., P^^ C P™" 

Por la observación 2.30 y de la hipótesis (Pn,Q) € R^^n, tenemos que P^R™ Γ} M G Q^Pn 
Como M es cerrado bajo f

Como M es un subretículo, para cada 0 < z < n tenemos que:

1. Σ (J). = 1^ Gi — [Pi ΓΊ M) es un filtro de L.

2. Σ (f^ = —1, Gí = (P”1 A M] es un ideal de L.

Utilizando el hecho que f es un operador de tipo Σ (/), es fácil ver que f (Gi,..., Gn_i) 
esta contenido en [P A M) si Σ (f)n = 1 y esta contenido en (P-1 A M] si Σ (f)n = -1. En 
ambos casos

Por el lema 2.12, existen Qi,..., Qn-\ filtros primos de L^f^,..., Lar(/)n i tales que para 
cada l<i<n — 1,GíQ Q^^ y

Dado que P^^QM G Gi G Qf^\ concluimos que (Pi, Qi) G P^^. A su vez de la definición 
de Rf (pag. 18) obtenemos (Qi,..., Qn, Q) G Rf.

Para demostrar la recíproca, supongamos que ai,... ,αη_χ G M y veamos

Supongamos primero que Σ (f)n = 1.
Sea P G σ (f (a^,... , αη_ι)) = Rf (σ (a^^^1 ,... ,σ (αη_ι)Σ(/)η-1) y sea Q G X (L) tal 

que (P,Q) 6 Rm- Entonces, existen Pi 6 σ (α^^ tales que (P^ ..., Pn_i, P) G Rf. Por 
hipótesis existen (Qi,..., Qn-\) tales que (Qj,..., Qn-uQ) G Rf y para cada 1 < z < η — 1 
(P^e^.

Como para cada 1 < z < n, Rm (σ (a^) C σ (a^ , por la observación 2.29, tenemos que 
Qi G σ (ai)^\ Luego

y dado que Rf (σ (α^1^1 ,..., σ (απ-!)2^”-1) = σ (/ (αι,..., an-i)), podemos concluir que 

Rm (σ(/(«ι,· · · ,«n-i))) C σ(/(αι,...,αη_ι)).
Supongamos ahora que Σ (f\ = — 1.
Sea P G σ (/ (α15... ,an-i)) = (P/ (σ («ι)Σ(/)1 , · · ·, ^ (^n-i)^"-1)} y sea Q G X (L) 

tal que (P,Q) G Rm-
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Supongamos que Q £ σ (f (ai,..., αη_ι)), es decir, Q E Rf ya (a^^1 ,... ,σ (αη^ι)^^η-^ 

Entonces, existen Pi 6 σ (a^^^ tales que (Pi,..., Pn~i,Q) E Rf. Como (Q,P) € R^}, por 
hipótesis, existen (Qi,... ,Qn-i) tales que (Qi,... ,Qn, P) E Rf.y (Pí,Qí} E RM 1 para cada 
1 < z < n

Como antes, dado que para cada i, RM (σ (a^) C σ (a^ , Qi E a(ai)s(~^i. Por lo tanto 
P E Rf (Qi,..., Qn-i) C Rf (σ (αι)2^1 ,..., σ (αη)Σ^^, lo cual es una contradición, que 

proviene de suponer que Q ^ σ (f (ai,..., αη_ι\), Por ende Q E a (f (ai,..., αη-ι)), y podemos 
concluir que RM (σ (f (a^... ,α^!^ Q a (f (a^ ... ,an_i)). ■

Ejemplo 2.32 Si f es un operador de tipo ( —1, — 1), el ítem 2 del teorema anterior se puede 
rescribir como Rf o R^ C R~^ o Rf.

De igual manera si f es un operador de tipo (—1,1) y g un operador de tipo (1, — 1), el ítem. 
2 del teorema anterior se puede rescribir como Rf o RM C R^ o Rf y Rg ° R^ ^ Rm ° ^g 
respectivamente.

Teorema 2.33 Sea (L,Jl) un retículo distributivo acotado con operadores y NI un subretículo 
de L. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. M es una suálgebra de {L,Jl)

2. Para cada f E Jl, si (Pi,..., Ρη_γ,Ρη) E Rf y (Pn, Q) E R^71, existen Qi,..., Qn-i, 

tales que (Pi, Qi) E R^ * para cada i<i<n-ly (Qi,..., Qn-i,Q) G Rf.

Demostración. Por el lema anterior sólo falta probar que M contiene a las constantes de 
Jl si y sólo si para cada f E Jl constante si P E Rf y (P,Q) E Ρ^/\ entonces Q E Rf . Pero 
esto se deduce directamente de la observaciones 2.10 y 2.29. ■

2.4. Comparación con otras dualidades y representacio
nes

Existen muchas dualidades y representaciones basadas en la dualidad de Priestley para 
retículos distributivos. En esta sección observaremos como se relacionan con la dualidad des
cripta en este capítulo. A su vez veremos como las aplicaciones desarrolladas en las secciones 
anteriores son, en ciertas ocasiones, generalizaciones de algunos resultados ya obtenidos por 
estos autores para los casos que ahora describiremos.

La variedad y amplitud de representaciones y dualidades para álgebras con estructura de 
retículo distributivo, que se han desarrollado utilizando como base la dualidad de Priestley, 
hace que el intento de ser exhaustivos en la comparación de los resultados con los obtenidos 
en este capítulo sea una tarea inabordable. Por ello elegimos arbitrariamente los casos que nos 
parecen más representativos. Por otro lado dejaremos para una sección en el próximo capítulo 
el mismo análisis para para el caso de dualidades y representaciones de algebras con operadores 
del tipo implicación y/o fusión.
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2.4.1. Multiretículos y retículos con operadores
Ya comentamos en el comienzo de estes capítulo que en [54] y [55] Soffronie-Stokkermans 

describe una dualidad para retículos distributivos con operadores que coincide con la Dualidad 
descripta en la sección 1 para el caso 1-tipado. En estos trabajos Sofronie-Stokkermans también 
considera la posibilidad de que alguno de los operadores sean homomorfismo u homomorfismos 
duales los cuales representa con funciones en el espacio dual en lugar de relaciones (ver la 
subsección 2.4.2). A su vez en [56] generaliza esta dualidad a una representación para el caso 
multipado donde a cada multiretículo con operadores le asigna el mismo multi-espacio que se le 
asigna en este trabajo pero sin considerar la topología de cada espacio de Priestley, obteniendo 
asi una estructura que llama S-sorted RT Σ-relational structure. En el comienzo de este capítulo 
lo que hemos hecho es completar esta representación para obtener una dualidad categorial, 
adjuntándole a la estructura relacional las topologías necesarias y describiendo los funtores en 
los homomorfismos correspondientes a cada categoría.

2.4.2. Retículos distributivos con un operador
Retículos distributivos con un supremo homomorfismo

En [47] A. Pertrovich introduce la variedad de J-retículos distributivos. Utilizando los resul
tados de [18], desarrolla una dualidad de Priestley para estos retículos, que le permite analizar 
álgebras simples y subdirectarnente irreducibles en esta vaiedad y en algunas de sus subva
riedades. Veremos como estos resultados se relacionan con los análogos desarrollados en este 
capítulo. Recordemos primeros algunas definiciones.

Definición 2.34 Un J-retículo distributivo J = {J, Λ, V, j, 0,1) es un álgebra, de tipo al
gebraico (2,2,1,0,0), tal que (J,A,V,0,l) es un retículo distributivo y j satisface

I- j (0) = 0,

2. j (a\b) = j (a) V j (b),

para cada a,b E J.

En [47] se les llama supremo homomorfismos a los operadores que satisfacen 1 y 2 
de la definición anterior. Siguiendo la notación de esta tesis un operador j es un supremo 
homomorfismo si y sólo si es de tipo (1,1).

Definición 2.35 Un J-espacio es un par (X,R) donde X = {X^·,^ es un espacio de 
Priestley y R es una relación binaria en X que satisface:

1. Para cada x Ε X, R (x) es un conjunto cerrado y decreciente.

2. Para cada UeD (X), R-1 (U) G D (X).

Las relaciones que satisfacen 1 y 2 de la definición anterior se les llama, en [18] y en [47], 
relaciones de Priestley.

Proposición 2.36 (X,R) es un J-espacio si y sólo si (X^R-1) es un espacio de Priestley 
con una O-relación (de tipo (1,1)).
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Demostración. Claramente que R satisfaga el ítem 2 de la definición 2.35 es equivalente 
a que R"1 satisfaga el ítem 2 de la definición 2.5.

Si (X,R~1) es un espacio de Priestley con una O-relación, en la observación posterior a la 
definición 2.5 se prueba que R satisface el ítem 1 de la definición 2.35.

Supongamos ahora que {X^R} es un J-espacio.
Probemos primero que R"1 satisface el ítem 3 de la definición 2.5.
Sean [x^y) ^ R~\ es decir (y,x) ^ R. Por hipótesis R(y) es un cerrado decreciente. Como 

x £ R (y), existe U E D (X) tal que x E U y U O R (y) = $, entonces y ^ R^ (U).
Veamos ahora que R"1 satisface el ítem 1 de la definición 2.5.
Sean (x^y) E R~1 y xi,yi E X tales que Χγ < x y y < yi. Si suponemos que (xi,^/i) ^ R~\ 

es decir, (í/i,^i) ^ R, como antes, existe U E D (X) tal que Χγ E U y yi ^ R~x (U). Por otro 
lado dado que Xi E U y U es creciente, tenemos que x E U, por lo tanto y E R~l (U). Por 
hipótesis, R~^ (U) E D (X) es un conjunto creciente, entonces y < yi E R-1 (U), lo cual es una 
contradición. Por lo tanto, (x^y^ E R~L ■

Dado un J-retículo J = (J,A,V,j,0,1) se define el J-espacio dual (P (J) ,j*) donde P (J) 
es el espacio de priestley del reducto de retículo de J y j* es una relación binaria definida como 
sigue:

Observando la definición de j* y del hecho que j es un operador de tipo uno es fácil ver que:

Por lo tanto ambas relaciones son interdefinibles. De esto podemos deducir que la dualidad 
desarrollada en [47] para los J-retículos es interdefinible con la desarrollada en este capítulo 
para el caso de un operador de tipo (1,1).

Haciendo uso de la observación anterior y de la proposición 2.36 se puede ver como están 
relcionadas las dualidades para los retículo distributivos con una clausura aditiva [18] o con un 
cuantificador [16], siguiendo los resultados de [47] y aplicando las restricciones y modificaciones 
correspondientes.

En [47], Petrovich introduce el concepto de conjunto R-saturado para caracterizar las con
gruencias en los J-retículo por medio de la dualidad.

Definición 2.37 Dado un J-espacio {X,R) un subconjunto Y C X es llamado R-saturado si 
para cada x EY el conjuno MaxR(x) C Y. Donde MaxR^x) es el conjunto de los rnaxirnales 
en R (x) para el orden de X.

Por la relación entre la dualidad dada por Petrovich en [47] y la desarrollada en esta tesis es 
fácil ver que que si J es un J-retículo distributivo, un subconjunto Y C X (J) es J*-saturado 
y cerrado si y sólo es un ^-cerrado (definción 2.19). Por lo tanto el teorema 3.2 de [47] puede 
verse como la restición del teorema 2.20 al caso de un operador de tipo (1,1).
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Claramente el concepto de conjunto ñ;-cerrado esta inspirado en los resultados de [47] y 
otros similares, que también están basados en la ideas de [47], para otras estructuras algebraicas 
como en [12], [13]. Ya en [58], Urquhart da una caracterización de las congruencias por medio 
de cerrados del espacio dual que son cerradas para la función que representa la negación (ver 
la subsección 2.4.2). La principal inovación introducida en [58] respecto de los resultados de 
Urquhart, es la observación clave que el conjunto cerrado asociado a una congruencia debe 
contener a los maximales de R (x) para cada elemento en él, y no todo el conjunto R (x) como 
podría pensarse al intentar generalizar los resultados de [58].

A su vez en [47], utiliza esta caracterización de las congruencias para describir el espacio 
dual de los J-retículos subdirectamente irreducibles y simples. Por las observaciones de esta 
subsección, el teorema 4.1 de [47] puede verse puede verse como la restricción al caso de un 
operador de tipo (1,1) de los corolarios 2.24 y 2.25.

En [12, Teorema 9], Celani prueba que un subretículo NI es una subálgebra de un J-retículo 
distributivo J si y sólo si en la notación dada en esta tesis R^ oj* C j* o R^. Este resultado es 
equivalente a la restricción del teorema 2.33 al caso de un operador de tipo (1,1) (ver ejemplo 
2.28).

Retículos distributivos con negación

En [12], Celani introduce la variedad denominada retículos con negación y desarrola una 
dualidad de Priestley para la correspondiente categoría algebraica.

Definición 2.38 Un álgebra N ={JV,A,V,-i,0,l), de tipo algebraico (2, 2,1,0,0), es un re
tículo con negación (^-retículo) si (Y, Λ, V, 0,1) es un retículo distributivo acotado y -> 
verifica las siguientes condiciones:

1. -(0) = l.

2. -i (a V b) = -i (a) A -^ (b).

Siguiendo la notación de esta tesis un -»-retículo es un retículo distributivo acotado con un 
operador de tipo (1,-1).

Definición 2.39 Un -^-espacio es un par (X, R) donde X = (Χ,<,τ) es un espacio de 
Priestley y R es una relación binaria en X que satisface:

1. Para cada x E X, R (x) es un conjunto cerrado y decreciente.

2. Para cada U E D (X), ^R (Uj = {x E X ·. R(x) EU = $} e D (X).

Claramente ->R (U) = X\R~x (U). De manera análoga a lo probado para J-espacios podemos 
probar la siguiente proposición.

Proposición 2.40 (X.,R) es un -^-espacio si y sólo si (X,R~1) es un espacio de Priestley 
con una O-relación de tipo (1, — 1).



CAPÍTULO 3. DUALIDAD PARA MULTI-RETCULOS CON OPERADORES 34

Dado un —«-retículo IN = (N, Λ, V,j, θ, 1) , en [12, Teorema 9] Celani define el -«-espacio dual 
(P (N), F* )2, donde P (N) es el espacio de priestley del reducto de retículo de N y F* es una 
relación binaria definida como sigue:

Es fácil ver que:

Por lo tanto ambas relaciones son interdefinibles. Por esto la dualidad desarrollada en este 
capítulo abarca como un caso particular la dualidad para los -«-retículos desarrollada en [12].

A su vez, en [12] Celani siguiendo con las ideas de [47] caracteriza los espacios duales de 
los -«-retículos simples y subdirectarnente irreducibles. Los resultados expuestos en el teorema 
7 de [12] pueden verse como la restricción al caso (1,-1) de los corolarios 2.24 y 2.25.

Por otra parte en [12], Celani prueba que un subretículo M de una subálgebra de un -«- 
retículo dsitributivo IV si y sólo si RM o R^ C R^ o R^. Este resultado es equivalente a la 
restricción del teorema 2.33 al caso de un operador de tipo (1,-1) (ver ejemplo 2.32).

Álgebras de Ockham

Definición 2.41 Un álgebra O = (O, Λ, V, f, 0,1) , de tipo algebraico (2,2,1,0,0), es un álge
bra de Ockham si verifica las siguientes condiciones:

01. (O, Λ, V, 0,1) es un retículo distributivo acotado.

02. /(0) = l,/(l) = 0.

03. ,f (a A b) = f (a) \l f {bfi para cada a,b E O.

04- f (aV b) = f (a) A f (b), para cada a,b E O.

En [58] A. Urquhart desarrolla una dualidad de Priestley para las álgebras de Ockham3.
Claramente O = (O, Λ, V,/, 0,1) es un álgebra de Ockham si f es un operador de tipo 

(1,-1) y tipo (—1,1) a un mismo tiempo.

Proposición 2.42 Sea (L,A,V,0,1) un retículo distributivo y f un operador en L de tipo 
(1,-1). Entonces se verifican los siguientes enunciados:

1. f (1) = 0 si y sólo si para cada P Ε X (L), Rj1 (P) ^ 0.

2. f (a A b) < f (a) V f (b) para cada a,b E L si y sólo si siempre que (Q, P), (D, P) E Rf 
existe un Z Ε X (L) tal que Q,D < Z y (Z, P) E Rf.

2Hemos modificado levemente la notación de la relación dada en [12, Teorema 9] para evitar confusiones, ya 
que esta coincide con la que dimos en este capítulo para la relación asociada al operador -> .

3Llamadas en ese trabajo Ockham lattices.
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Demostración. 1. Supongamos que f (1) = 0, entonces para cada P E X (L) tenemos que

Por el corolario 2.12, tenemos que existe Q E X (L) tal que f (Q) G P~\ es decir (Q, P) E Rf.
Para la recíproca, supongamos que f (1) ^ 0, entonces existe P E X (L) tal que f (1) E P. 

Luego para cada Q E X (L) tenemos que f (1) E f (Q) Π P. Por lo tanto para todo Q E X (L) 
f (Q) ¿ P~\ es decir, Rf1 (P) = 0.

2. Supongamos que f verifica que para cada a,b E L, f(a/\b) < f (a) V f (b), y sean 
P,Q,D E X (L) tales que (Q, P), (D, P) E Rf. Por la definición de Rf, f (Q) G P^ y 
f (D) G P-1. Veamos que

/(F^UD^GP-1.

Sean q E Q y d E D, por hipótesis f (q Λ d) < f (q) V f (d). Como f (q), f (d) E P~x deducimos 
que f (q /\d) E P-1. Entonces f (F (QU D)) G P-1. Por el corolario 2.12, existe Z E X (L), 
tal que Q,D G F {QU D) G Z y (Z, P) E Rf.

Supongamos ahora que para todo P,Q, D E X (L) tales que (Q, P), (D, P) E Rf existe un 
Z E X (L) tal que Q, D < Z y (Z, P) E Rf. Si a,b E L son tales que f (a /\ b) ^ f (a) V f (b), 
entonces existe P E X (L) tal que f (a hb) E P y f (a), f (b) ^ P. De esto último tenemos 
que f (a), f (ty E P-1. Por el corolario 2.13, existen Q,D E X (L) tales que a E Q, b E D 
y (Q, P}, (D, P} E Rf. Por hipótesis, tenemos que existe Z E X (L) tal que Q,D < Z y 
(Ζ,Ρ) E Rf. Por lo tanto a Λ b E Z, con lo cual f {a /\ b) ^ P, lo cual es una contradicción. ■

Definición 2.43 Una estructura X = {X, <,r,g} es un espacio de Ockham si satisface las 
siguientes condiciones:

1- (Χ,^,τ) es un espacio de Priestley,

2. g : X —> X es una función decreciente y continua.

Las demostración de la siguiente proposición se sigue directamente de las definiciones de 
espacio de Ockham y de O-relación.

Proposición 2.44 Dado X = (X, <,r,g) es un espacio de Ockham la relación R definida por

(x, y) E R si y sólo si y < g (x)

es una O-relación de tipo (1,-1) que satisface las siguientes propiedades:

1. Vx E Xf^y (x,y) E R.

2. Vx, y,z E X, ({y, x) ,(z,x) E R) =^ 3t E X, y,z < t & (t, x) E R.

Proposición 2.45 Dado X = (X, <,t, R) un espacio de Priestley con una O-relación de tipo 
(1,-1) que satisface las siguientes propiedades:

1. Vx e Xf^y {y,x) E R.

2. Vx, y,z E X, ((y, x), (z, x) E R) => 3t E X, y, z < t & (t, x) E R.
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Entonces las siguientes proposiciones son válidas

a. Para cada x E X el conjunto R-1 (x) alcanza un máximo.

b. Si definimos gR : X —> X tal que gR (x) = y, donde y es el máximo de R"1 (x), entonces 
gR es una función continua y decreciente.

Demostración, a. Por 1, tenemos que R~} (x) es no vacio. En la observación 2.6 vimos 
que P-1 (x) es un cerrado decreciente. Por lo tanto existe y maximal en R~^ (xf Del ítem 2 
podemos deducr que y es máximo en P-1 (x).

b. El hecho de que gR sea una función decreciente se deduce directamente de que R es una 
O-relación de tipo (1,-1).

Para ver que es continua, bastara probar que dado U E D (X) gf¿ (U) y g^1 (X \ Uj son 
abiertos de X.

Como U es un conjunto creciente, tenemos que gR (x) E U si y sólo si P-1 (x)C\U ^ 0, por 
lo tanto

Dado que R es una O-relación de tipo (1, —1), X\R(U) E D (X), por lo tanto g~^ (U) = R (U) 
es un conjunto abierto.

De manera similar tenemos que

y el resultado se sigue. ■

Dada un álgebra de Ockham O = (O,Λ,V,/,0,1) el espacio X(O) = (Ρ(Ο),^ο) donde 
P (O) es el espacio de Priestley del retículo subyacente y go esta definida por

para cada P G X (O), es el espacio de Ockham dual de O.
Por la definición de go, tenemos que Q C go(P) sii f (Q) C P-1 sii (P,Q) E Rf. A 

su vez si consideramos (P (O) ,Rf) y definimos gR como en la proposición 2.45 tenemos que 
gR(P} = go{P\

Veamos ahora como Urquhart en [58] describe las congruencias de un álgebra de Ockham 
en función de conjuntos cerrados del espacio dual.

Definición 2.46 Un subconjunto Y de un aspado de Ockham, X = (X, <,r,g) es llamado g- 
hereditario si x E Y, g (x) E Y. Direm,os que Y es un conjunto g-cerrado si es cerrado en 
la topología τ y es un conjunto g-hereditario.
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Como go (P) = MaxRf1 {P), la definición de conjunto go-cerrado coincide con la definición 
de fíj-cerrado para el caso de un operador f de tipo (1, —1). Urquhart prueba que el retículo 
de las conguencias de un álgebra de Ockham es dualmente isomorfo al retículo de los ocnj untos 
^-cerrados de su espacio dual. Por las observaciones en esta sección, tenemos que el teorema 5 
de [58] puede verse como la aplicación del teorema 2.20 al caso de las álgebras de Ockham.

De igual manera el teorema 6 de [58] puede verse como una combinación de los corolarios 
2.24 y 2.25 aplicada al caso délas álgebras de Ockham.

2.5. Aplicación: Congruencias en algebras de Ockham
En la sección anterior vimos como la dualidad desarrollada en el comienzo de esta capítulo 

estaba relacionada con la dualidad de Urquhart para álgebras de Ockham. También vimos 
como las descripciones de las congruencias de un álgebra utilizando las diferentes dualidades 
eran equivalentes. En esta sección utilizando la dualidad dada por Urquhart, describiremos 
el retículo de congruencias de un álgebra de Ockham cuyo cociente pertenece a la clase de 
Urquhart Pmjn. Los resultados de esta sección fueron publicados en las Actas del Congreso Dr. 
Antonio Monteiro [11], y son una generalización natural de los obtenidos por Rodriguez y Silva 
en [53].

En [53] Rodriguez y Silva describen el retículos de congruencias de un álgebra de Ockham 
cuyo cociente es un álgebra de Boole. Dada un álgebra de Ockham ellos caracterizan estas 
congruencias de dos maneras, por un lado utilizando ciertos ideales que denominan probooleanos 
y por otro utilizando el conjunto de puntos fijos del espacio dual del álgebra. Aquí daremos 
una simple generalización de estos resultados describiendo el retículo de las congruencias de 
un álgebra de Ockham dada, cuyo cociente pertenece a alguna de las subvarierades de álgebras 
de Ockham definidas por Urquhart (ver [58]). Veremos que estas congruencias no admiten un 
descripción por medio de ideales pero si en el espacio dual..

Primero recordemos algunas definiciones que necesitaremos más adelante. En la próxima 
subsección definiremos el conjunto Conm,n (O) para cada álgebra de Ockham y presentaremos 
los resultados principales de esta sección.

Por el resto de esta sección O = (O, Λ, V, f, 0,1) denotara un álgebra de Ockham arbitraria. 
Y Con (O) el retículo de congruencias de O. Denotaremos con ω y con l al menor y mayor 
elementos de Con (O) respectivamente.

Dados m,n 6 N con m > n, Urquhart introduce las clases Pmin de álgebrasde Ockham 
formadas por aquellas álgebras cuyos espacios duales satisfacen la condición gm = gn.

Observación 2.47 Es fácil ver que si m,n,p,q e N son tales que m > n y p > q, entonces 
Pp,q O Pm¡n si y sólo si p - q \ m - n, q < n y p < q.

Para lo que resta de la sección necesitaremos ciertos resultados. Para una prueba detallada 
de estos remitimos al lector a [58] (o [6, Capítulo 1])

Teorema 2.48 Sean m^n eN tales que m > n. Entonces O G Pm,n si y sólo si satisface las 
siguientes proposiciones:

1. Si m — n es par, para cada a E O
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2. Si m — n es impar, para cada a E O

El teorema anterior prueba que las clases Pm>n son clases ecuacionales y por lo tanto sub
variedades de la variedad de álgebras de Ockham. Claramente P^o es la variedad de álgebras 
de Boole.

Teorema 2.49 Para cada m,n E^ tales que m > n, Pmtn tiene sólo finitas álgebras subdirec
tamente irreducibles, cada una de las cuales es finita.

Teorema 2.50 Sean m,n E ^ con m > n, y sea O 6 Pm,n· Si O es un álgebra simple, 
entonces O E Pm-n,o·

Para cadap, q € N, Berman (ver [2] o [6, Capítulo 1]) introduce las classes de Berman KP)Q. 
Un álgebra de Ockham pertenece a la clase de Berman KP)9 si y sólo si satisface la ecuación

Se sigue del teorema 2.48 que KPjQ = P2P+q,q. Más aun Pm,n es una clase de Berman si y sólo 
si m — n es par.

El siguiente teorema generaliza el corolario del teorema 2.7 de [6, Capítulo 2] y será útil 
más adelante.

Teorema 2.51 Sean m,n E ^ tales que m > n. Si O E Pm,n- Entonces las siguientes proposi
ciones son equivalentes:

1. f es una funciónn inyectiva.

^· O E Pm—n,0 ·

Demostración. Si m — n es par, el resultado se sigue directamente del anteriormente 
mencionado corolario, ya que en este caso O pertenece a la clase de Berman K(m_n)/2jn.

Supongamos ahora m — n es impar.
Si f es inyectiva, entonces por teorema 2.48, tenemos que para cada a E O

Supongamos que n es par. Entonces

Como f es inyectiva, tenemos que
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para cada a G O. De igual manera tenemos que fm n (a) Λ a = 0 para cada a E O. Entonces 
O 6 Pm_n,o· Si n es impar la prueba es similar.

Recíprocamente, sea O G Pm-n,o· Por teorema 2.48, tenemos que cada a E O es un elemento 
complementado y su complemento es fm~n (a). Si a, b E O son tales que f (a) = f (b), entonces 
fm~n (a) = fm~n (fry Como O es un retículo distributivo y a y b tenen el mismo complemento, 
entonces a = b. Por lo tanto f es inyectiva. ■ 
■

2.5.1. El retículo Conm^n (O)

Dados m,n G N tales que m > n consideraremos el siguiente subconjunto de Con (O)

En [53] Rodriguez y Silva estudiaron el retículo de las congruencias de un álgebra de Ockham 
cuyas álgebras cocientes sean álgebras de Boole, claramente en nuestra notación este es el 
retículo Con1}0 (O).

Por completitud probaremos el siguiente lema, el cual es una simple observación del álgebra 
universal.

Lema 2.52 Sea V una variedad de tipo E y A un álgebra del mismo tipo F. Consideremos

Entonces Cony (A) es un filtro completo de Con (A), es decir, es un filtro cerrado bajo inter
secciones arbitrarias.

Demostración. Ya que V es una variedad, toda álgebra trivial de tipo E pertenece a P. 
Entonces A/l G V, es decir., ¿ 6 Cony (A).

Si 0 G Cony (A) y Θ C φ e Con (A), entonces por el Teorema de Correspondencia (ver 
[8] teorema 6.20) existe σ G Con(A/3) tal que Α/φ es isomorfa a (Α/θ) /σ. Como V es una 
variedad podemos concluir que Α/φ 6 V, es decir, φ G Cony (A).

Dados {0i}ieI un conjunto arbitrario de elementos de Cony (A), consideremos Θ = Q^· 
iEl 

Sea p(xi,..., xn) ^ q(xi,..., xn) una ecuación válida en P. Entonces para cada i E I y cada 
ai,.,an G A tenemos que

Luego (p (ai,..., an), q (ai,..., an)) G Θ. De lo cual se sigue que A/θ satisface p ^ q para cada 
ecuación p ^ q válida en P. Luego, como P es una variedad A/θ G P, es decir, Θ G Cony (A). 
■

Corolario 2.53 Las siguientes proposiciones son válidas:

1. Para cada m,n e N tales que m > n, Conmtn (O) es un filtro completo de Con (O).
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2. Para cada m,n,p,q E N tales que m > n y p > q, Conm,n (O) C ConPiq (O) si y sólo si 
p — q\m — n, q<nyp<q.

3. Sid E Conm,n (O) es un co-atomo de Conm,n (O), entonces O/θ es finita y Θ e Conm_n$ {O).

Demostración. 1. Se sigue directamente del teorema 2.48 y el lema 2.52.
2. Directa de la observación 2.47.
3. Si Θ es un co-atomo de Conm,n (O), entonces O/θ es simple y pertenece a Pm>n. Por el 

Teorema 2.49, O/θ es finita y por el Teorema 2.50 tenemos que O/θ E Pm-n,o· ■

Observación 2.54 Por el ítem 1 del corolario anterior tenemos que el retículo Conm,n (O) es 
un retículo acotado. Llamarem,os dm>n (O) a su primer elemento. Es una simple consecuencia del 
Teorema de Correspondencia que el retículo Conmn (O) es isomorfo al retículo Con{O¡em^.

Consideremos la función

definida por

para cada θ E Con (O). Donde Id (O) es el conjunto de los ideales del reducto de retículo de 
O y si α E O, [a^ la clase de a en la congruencia . En [53] Rodriguez y Silva pruevan que T 
restringida a ϋοηγ$ {O) es un isomorfismo cuya imagen son los ideales probooleanos de O. En 
el siguiente ejemplo veremos que hay álgebras de Ockham donde esta propiedad no se satisface 
si restringimos T al conjunto Conm^n (O) cuando (m,n) ^ (1,0).

Ejemplo 2.55 Consideremos la siguiente álgebra de Ockham. O,

Fig 1·

Donde f (a) = b y f (b) = a. Por el teorem,a 2.48, O E P2,o· Como P2,o es una variedad, 
Con2p (O) = Con (O). Consideremos

y sea ω el menor elemento de Con (O). Claram,ente [O]0 = {0} = [0]ω. Luego I no es inyectiva.
Más aún, observemos que también [1]^ = {1} — [1]ω. Luego una congruencia en Con2$ (O) 

no esta determinada ni por [O]0 ni por [1]0.
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Dado un espacio de Ockham X = (X,<,r,g) y m,n G N con m > n, consideremos los 
siguientes conjuntos

G (X) denota entonces el conjunto de los ^-cerrados de X. En la sección 2.3 recordamos que 
para todo retículo distributivo la función

Θ-.C-^ Con (L)

es un isomorfismo de retículos. Y en la sección anterior vimos que Urquhart probó que la función 
0 [ G(X (O)) es un ismorfismo entre los conjuntos ^-cerrados de X (O) y las congruencias de 
O para toda álgebra de Ockham O.

Es fácil ver que para cada m, n G N, Fixm,n (X) G G (X). Consideremos Omjn (X) el conjunto 
de los subconjuntos ^-cerrados de Fixm,n (X), es decir,

Teorema 2.56 Sean m,n e ^ tales que m > n. Entonces el retículo Conm,n (O) es dualmente 
isomorfo a Qm,n (X (O)).

Demostración. Lo único que debemos probar es que la imagen de la función inversa ^-1 
restringida a Conm,n (O) es ^m^n (X (O)).

Sea φ G Conm,n (O). Si P G P—1 (0), entonces existe Q Ε X (Ο/φ) tal que p^1 (Q) = P. Ya 
que Ο/φΕ Pm,n,

Luego Θ 1 (φ) E Slm^n (X (O)).
Si Y G Qm,n (X(O)) , entonces O/ (Θ (Y)) = O (Y, Q,TY,gy) donde τγ es la restricción de tq 

al subconjunto Y .Y gY — g \y. Como Y G klm¡n (X (θ)), O (Y, Q^Y,gy) G Pm,m y el resultado 
se sigue.. ■

Como Fixm,n (X (O)) es el último elemento de Slm^n (X (O)), del teorema previo tenemos 
que

Teorema 2.57 Sea X un espacio de Ockham, y sean m,n G N tales que m > n. Entonces el 
conjunto de atomos de Qm>n (X) es el conjunto

Demostración. Se sigue directamente del corolario 2.53 y el teorema 2.56. ■

Notemos que si re G Om>n (X) \Qm_n,o (X), entonces

Con lo cual podemos conluir.
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Corolario 2.58 Sea m,n E ^ tales que m > n. Entonces las siguientes proposiciones son 
equivalentes:

1. Para cada Θ € Con^n (O),

2. C'Onrn,n (O) — Cοη^—γιβ (O).

3. Qm,UX(O)) = Ω™_η,ο(Χ(0)).

4. Fixm,n(X(Ofi) = Fixm_n,0(X(O)).

Demostración. Por la observación previa y el teorema 2.57, 1 y 2 son equivalentes.
Claramente por el teorema 2.56 y las definiciones de Fixm,n (X (O)) y Qm,n (X(O)), ítems

2, 3 y 4 son equivalentes. ■

Teorema 2.59 Sea m,n E N tales que m > n. Entonces las siguientes proposiciones son 
equivalentes

1. Conmín(O) es un retículo Booleano.

2. Fixm,n (X(O)) es finito y Fixm,n (X(O)) = Fixm~nfi (X (O)).

3. ^m¡n (X (O)) es finito y Ω^η (X(O)) = Qm_n,o (X(O))·

4. Conm,n (O) es finito y Conm>n (O) = Conm_n$ (O).

Demostración. En esta prueba omitiremos el subíndice O, y simplemente notaremos g en 
lugar de go.

Claramente 2, 3 y 4 son equivalentes.
Supongamos que Osatsisface 1. Primero probaremos que Fixm,n (X (O)) = Fixm_n^ (X (O)).
Si n = 0 el resultado es directo.
Supongamos que n ^ 0 y que existe x E Fixm,n (X (O)) \Fixm_n$ (X (O)). Entonces tene

mos que x ^ g^ (gn (x)). Por el teorema 2.56, Qm,n (X (θ)) es un retículo Booleano. Luego

pero X(O) \ (ρω (gn (%)}) no es un conjunto ^-cerrado, ya que x E X(O) \ (9ω (gn (%))) 
y ρω{χ) £ X(O) \ (gu(gn(x))), lo cual es una contradicción. Entonces Fixm,n (X(O)) c 
Fixm_nfl (X (O)). Por los teoremas 2.53 y 2.56, tenemos que Fixm_n$ (X (O)) C Fixm,n (X(O))· 
Por lo tanto

Ahora veamos que Qmjn (X (O)) es finito. Como fimi„ (X (O)) es un retículo Booleano, para 
cada a; E Fixm,n (X (O)), Fixm,n (X (O))\(^ (^)) es un subconjunto cerrado de Fixmín (X (O)). 
Entonces g“ (x) es un abierto relativo en Fix^n (X (O)). Claramente
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y como Fixm,n (X (O)) es cerrado en un compacto Hausdorff, es compacto. Por lo tanto existen 
{^1,...,xn} C Fixm^ (X (O)) tales que

Como gu (xí) es finito para cada Xi, Fixm^n (X (O)) es finito.

Para la recíproca, supongamos que Om,n (X (O)) es finito y Qm,n (X (O)) — Qm_n,o (X (O)). 
Claramente F¿rrm_nio (X (O)) es finito. Solo tenemos que probar que ílm_n,0(X(O)) es un 
retículo Booleano.

Sea C € Dm_n,o (X (θ)) · Si suponemos que existe x E (X (O) \ C) Π Fixm_n$ (X (O)) tal 
que g^ (x) Π C 7^ 0, entonces existe A; < m — n tal que gk (x) E C. Luego

porque C es un conjunto ^-cerrado, lo cual es una contradicción. Entonces (X(O)\C) A 
Fixm_n$ (X (O)) es un conjunto ^-cerrado.

Ya que (X (O) \ C)FFixm_n^ (X (O)) es finito, es cerrado. Luego (X (O) \ C)OFixm_n^ (X (O)) E
Qm_n,o(X(0)). ’ ’ ■

El siguiente corolario da una generalización del teorema 4.2 de [6, Capítulo 4].

Corolario 2.60 Sean m,n E N tales que m > n. Sea O E Pm,n- Entonces las siguientes 
proposiciones son equivalentes:

1. Con (O) es un retículo Booleano.

2. Con {O) es finito y O E Pm-np·

3. Con (O) es finito y f es inyectiva.

Demostración. Como O 6 Pm,n^ Con (O) — Conm ri (O). El resultado se sigue del teorema 
previo y del teorema 2.51. ■

Corolario 2.61 Sea τη E N y sea O E Pm,o- Si O es un álgebra finita entonces Con (O') es un 
retículo booleano.

Ejemplo 2.62 Recordemos que el álgebra de Ockham finita O dada en el ejemplo 2.55 pertene- 
cia a la clase P2,o· La figura 2 representa el retículo Booleano Con (O):

Donde

ΚCon,,o (O) = {0i, í}. Cm^ (O) = {i}.
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Fig. 2



Capítulo 3

DLI, DLF y DLFI-álgebras

En [13], Celani introduce las variedades de DLI, DLF y DLFI-álgebras. El objetivo prin
cipal de la definición de estas estructuras algebraicas es contar con una clase de álgebras que 
tenga entre sus subclases una ámplia variedad de álgebras asociadas a diferentes lógicas. Estas 
variedades de álgebras tienen entre sus subvariedades a los Retículos Residuados Conmutativos 
Distributivos Integrales acotados1, las MTL-álgebras, BL-álgebras, MV-álgebras, Algebras de 
Heyting y WH-álgebras, por mencionar algunas.

En [13], Celani desarrolla una dualidad de Priestley para las variedades de DLI, DLF y 
DLFI-álgebras y así como lo hicimos en el capítulo anterior para el caso de los retículos distribu
tivos con operadores, utiliza esta dualidad para describir dualmente el retículo de congruencias, 
las álgebras simples y subdirectamente irreducibles y el retículo de las subálgebras.

En la primer sección este capítulo recordaremos las definiciones de DLI, DLF y DLFI- 
álgebras dadas en [13], y veremos como la dualidad desarrollada en ese trabajo se relaciona con 
la descripta en el capítulo anterior.

En la segunda sección analizaremos la correspondencia entre la validez de ciertas ecuaciones 
en las álgebras y condiciones en los respectivos espacios duales. Utilizando estos resultados, 
en la sección 3 restringiremos la dualidad a ciertas subvariedades de DLI y DLFI-álgebras 
relacionadas con las Lógicas Monoidales basadas en t-normas y Multi-valuadas, entre otras.

Finalmente, como en el capítulo anterior, realizaremos una comparación con otras dualidades 
de Priestley para álgebras que tengan operadores de tipo Implicación y/o Fusión.

La mayor parte de los resultados de este capítulo, sobre todo los presentados en las secciones 
2, 3 y 4, han sido publicados en el Central European Journal of Mathematics [10].

3.1. Definiciones y ejemplos
Recordemos las definiciones de DLI, DLF, y DLFI-álgebras dadas en [13].

Definición 3.1 ([13, Definición 2.1]) Un álgebra A = (A, V, A, —*, 0,1) de tipo (2,2,2,0,0) 
es llamada un Retículo Distributivo con Implicación, o ΌΙΛ-álgebra, si y sólo si su reduc
to (A, V, A, 0,1) es un retículo distributivo acotado y la implicación —> satisface las siguientes 
condiciones para cada a,b,c E A:

1E1 caso no acotado y no conmutativo es abordable con leves modificaciones, pero escapa a los objetivos de 
esta tesis.

45
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1. a —>1 = 0—> α = 1.

2. a ^ (b /\ c) = (a —+ b) /\ (a —> c).

3. (aV b) -+ c = (a -+ c) A (b —> c).

En la notación de esta tesis un operador —> es una implicación si es de tipo (1, —1, —1).

Definición 3.2 ([13, Definición 2.1]) Un álgebra A = (A, V, Λ, o, 0,1) de tipo (2,2,2,0,0) 

es llamada un Retículo Distributivo con Fusión, o DDF-álgebra, si y sólo si (A, V, Λ, 0,1) 

es un retículo distributivo acotado y la fusión o satisface las siguientes condiciones para cada 
a,b,c E A:

1. αο0 = 0οα = 0.

2. a o (b\/ c) = (a o b) \/ (a o cf .

3. (aU b) o c = {a o c) y (b o c).

Siguiendo nuestra notación un operador o es una fusión si es un operador de tipo (1,1,1), es 
decir, un supremo hemimorfismo en dos variables. Observemos que una fusión no tiene porque 
ser conmutativa ni siquiera asociativa (ver ejemplo 3.7).

Definición 3.3 ([13, Definición 2.1]) Un álgebra A = (A, V, Λ, o, —>, 0,1) es llamada un 
Retículo Distributivo con Fusión e Implicación, o DDFl-álgebra, si y sólo si el reducto 
(A, V, Λ, o, 0,1) es una DLF-álgebra y (A, Λ, V, —>, 0,1) es una DLI-álgebra.

Notaremos con DLF, DLI, DLFI las variedades de DLF, DLI y DLFI-álgebras respectiva
mente.

Ejemplo 3.4 Sea (A, V, A, 0,1) un retículo distributivo. Consideremos las siguientes opera
ciones —>¿: A x A —> A, para 1 < i < 4 :

Es fácil ver que (A, V, A, —>¿, 0,1) es una ΌΙΛ-álgebra para cada 1 < z < 4.
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Ejemplo 3.5 Sea (A, V,A,0,1) un retículo distributivo. Consideremos las siguientes opera
ciones ο{ : A x A —+ A, para 1 < z < 4 :

Es fácil ver que {A, V, A, o¿, 0,1) es una DLF-álgebra para cada 1 < i < 4.

Todas las fusiones del ejemplo anterior son asociativas. Veremos con un ejemplo que aún en 
el caso de una cadena la fusión no tiene porque ser asociativa. Primero veamos un ejemplo un 
poco más general.

Ejemplo 3.6 Sea L = {L, Λ, V, 0,1) una cadena acotada. Una operación o : L x L —* L es una 
fusión si y sólo si para cada a,b,c E L se verifican:

1. Io0 = 0ol = 0, z/

2. Si a < b, entonces aoc<bocycoa<cob.

Ejemplo 3.7 Consideremos la cadena de J elementos L = {Ο,α,δ, 1} tal que 0 < a < b < 1, 
con la operación o dada por la siguiente tabla

o 0 a b
0 0 0 0 0
a 0 0 0 0
b 0 0 a a
1 0 0 b b

Por el ejemplo anterior tenemos que (A, V, A, o, 0,1) es una DLF-álgebra y 

(áol)ol = 0^n = 6o(lol), 

por lo tanto o no es asociativa.

Ejemplo 3.8 ([13, Lema 2.7]) Dada una estructura X = (X,<,R,T), donde (X, <) es un 
conjunto ordenado, y R, T C X3 tales que si S E {R,T},

siempre que (x,y,z) E S, x' < x, y' < y, y z < z', entonces {x',y',z') E S.

Es fácil ver que la estructura
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es una OLFI-álgebra, donde las operaciones —>7- y oR están definidas por:

U ORV = {z e X : 3 {x,y) e U x V, (x,y,z) e R} = R (U, V).

El álgebra Ay es llamada la OLFI-álgebra asociada a F. De igual manera podemos definir 
las DLI y DLF-álgebras asociadas a una estructura (X,<,R) donde R satisface la condición 
antes mencionada.

Notemos que el último ejemplo guarda íntima relación con la definición de las operaciones en 
el dual de un espacio de Priestley con O-relaciones. En la próxima subsección profundizaremos 
en el análisis de esta relación.

Ejemplo 3.9 Consideremos para cada número natural n, la estructura

donde
('LL L) E Rn = Tn si y sólo si i + j < k + 1.

Claramente Fn satisface las condiciones del ejemplo anterior. Tenemos que

Simples cálculos nos permiten probar que

y que

Es sencillo comprobar la función h : PC({1,...,n}) —> {O, ^,..., ^,n} definida por

que es un isom,orfism.o ente Ayn y la MV-álgebra

donde
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Mencionaremos ahora algunas de las conocidas subvariedades de DLFI-álgebras, asociadas 
a diferentes lógicas.

Definición 3.10 Un álgebra R = (R, V, A, o, —>, 0,1) se llama un retículo residuado con
mutativo integral acotado, o RCI-retículo, si (77, V,A,0,1) es un retículo acotado, {R,o, 1) 
es un monoide conmutativo y satisface para todos a,b,c E R la siguiente condición:

(Res)

Denotemos RCID-retículo a todo RCI-retículo distributivo. Es fácil ver que todo RCID- 
retículo es una DLFI-álgebra. Las clases de RCI-retículos y RCID-retículos son variedades, 
es decir, clases ecuacionales. Denotaremos RCID a la variedad de RCID-retículos. Por referen
cias generales y resultados sobre retículos residuados en general y su relación con las lógicas 
subestructurales recomendamos al lector [28], [37], [45] y [46].

Sea V una subvariedad de DLF,DLI o DLFI y sea Σ un conjunto finito de ecuaciones en el 
lenguaje algebraico correspondiente. Denotaremos V+Γ a la subvariedad de V cuyos elementos 
satisfacen las ecuaciones en Σ.

La siguiente es una pequeña lista de importantes subvariedades de RCID

La variedad MTL es la variedad de las Monoidal T—norm based Logic álgebras (MTL- 
álgebras) introducida por Esteva y Godo en [24]. La variedade IMTL es la variedad de MTL- 
álgebras Involutivas definidas en [24]. BL es la variedad de Basic Logic álgebras introduci
das por Hájek (ver [34]). L es la variedad de MV-álgebras (ver [17]).

Recordemos ahora álgunas de las subvariedades de DLI-álgebras. Para esto utilizaremos la 
siguiente notación, dadas dos fórmulas en el lenguaje de las DLI, DLF o DLFI-álgebras φ y 
-0, con φ ^ ψ estaremos abreviando la ecuación φ ί\ψ ^ φ.

En [14], Celani and Jansana introducen las weakly Heyting álgebras o WH-álgebras. Si 
denotamos WH a esta variedad tenemos que:
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Entre las subvariedades de WH podemos destacar

Bas es la variedad de Basic álgebras definidas en [1]. SRL es la variedad de retículos sub- 
residuados definida en [23]. H es la variedad de álgebras de Heyting. Para más referencias y 
resultados sobre estas estructuras remitimos al lector a [7] y [14].

3.1.1. Dualidad para DLI DLF y DLFI-álgebras
En esta subsección recordaremos la dualidad presentada por Celani para las DLF DLI y 

DLFI-álgebras en [13]. Veremos que es interdefinible con la dualidad desarrollada en el capítulo 
anterior.

Dada una DLFI-álgebra A y dados F,G E Fi (A), en [13] se definen los siguientes subcon
juntos de A·.

Es simple ver que FoGyF—^GEFi (A).

Definición 3.11 Dada A una OLFI-álgebra. Definamos X (A} dos relaciones tem,arias Ra 
y Ta como sigue:

Restringiendo la definición anterior, definimos Ta para una DLI-álgebra y Ra para una 
DLF-álgebra.

Ejemplo 3.12 Recordemos que el álgebra de Chang es el álgebra C = {C, Λ, V, o, —>, 0,1) donde 
C = {(0,¿) : a e Z+} U {(1,J) : 6 6 Z-}, el orden de C es el orden lexicográfico en el producto 
(ver Fig. 3) la fusión y la implicación están definidas por:
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Fig. 3: Retículo del álgebra de Chang

Como C es una cadena X (C) = Pc(C) \ {0, C}. Luego vem,os que

donde Pc = {(1,7) : δ 6 Z En este caso

Proposición 3.13 Dada A = (A, Λ, V, o, —■>, 0,1) una DLFI-álgebra entonces:

1. Ra = Ro.

2. (P,Q,D) eTA si y sólo si (Q,D,P) e R^.

Demostración. El inciso 1 se sigue directamente de la definición de RA y del hecho de que 
o es un operador de tipo (1,1,1).

A su vez
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Definición 3.14 ([13, Definición 3.1]) Dada una estructura (X, <, R,t), donde (Χ,<,τ) 
es un espacio de Priestley y R es una relación ternaria sobre X, entonces

1. (X, <, R, τ) se dirá un ΌΙΛ-espacio si y sólo si

z) Para cada U,V Ε Ό (X), U ->TV CD(X) y

b) para todo x,y,z € X, si εχ (re) -^t εχ (y) Q εχ (^) entonces (x,y,z) 6 R.

2- {X,<, R,t) se dirá un OLF-espacio si y sólo si

a) Para cada U,V E D (X), U oRV ED(X) y

b) para todo x,y,z 6 X, si εχ (x) οηεχ (y) C εχ (z) entonces (x,y,z) E R.

Donde -+t y °r están definidas en el ejemplo 3.8.
Si T es una relación ternaria definida en X, diremos que {X, <, R,T,r) es un DLFI- 

espacio si y sólo si {X, <,R,t) es un OLF-espacio y {X, <,T,t) es un DXA-espacio.

Proposición 3.15 {X,<, R,T,t) es un OLFI-espacio si y sólo si R es una O-relación (de 
tipo (1,1,1)) y Ts = {(x,y,z); (z,x,y) E T} es una O-relación de tipo (1, —1, —1).

Demostración. Sea (X,<, R,T,t) es una estructura, donde (Χ,<,τ) es un espacio de 
Priestley y R y T son relaciones ternarias sobre X. Veamos que Ts es una O-relación de tipo 
(1, — 1, — 1) si y sólo si verifica el inciso 1 de la definición .3.14

1. Dados U,V ED (X). La igualdad (Ts (U, V-1))-1 — U ^ V. Se deduce de las siguientes 
equivalencias,

Por lo tanto {Ts (U,V x)) 1 G D (X) si y sólo si U -+τ V € D(X), es decir, T satisface el 
inciso 1.a de la definición anterior si y sólo si Ts satisface el inciso 1 de la definición 2.5.

Supongamos que U —>τ V G D (X) para cada U,V Ε Ό (X) y probemos que T satisface el 
inciso l.b de la definición 3.14 si y sólo si Ts satisface el inciso 2 de la definición 2.5.

Si suponemos primero que es válido el inciso 1.5 de la definición de DLFI-espacio.
Si (x,y,z) ^ Ts debemos probar que existen U,V E D (X) tales que x E U y <£ V y 

z i TS(U,V~Á·
Como (x,y,z) ^ Ts tenemos que (z,x,y) ^ T. En consecuencia, εχ (z) ~^τ εχ (x) ^ εχ (y). 

Es decir ,existe V Ε εχ (z) h~* ex (x) tal que y ^ V. Entonces existen U,W E D (X) tales que 
xEU zEW y W CU -+TV = X\TS(U, V~Á. Por lo tanto z ^ Ts (U, V-1).
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Supongamos ahora que Ts satisface el inciso 2 de la definición 2.5.
Sean x,y,z E X tales que εχ (x) —>7- εχ (y) Q εχ (z), debemos probar que (x,y,z) E T.
Si suponemos que (x,y,z) ^ T, es decir, (y,z,x) ^ Ts tenemos, por hipótesis, que existen 

U,V E Ό (X) tales que yEUz^Vyx^T3 (U, V^fi Por lo tanto

Con lo que U —>τ V £ εΧ (x) y U E εχ (y). Luego V E εχ (x) -+τ εχ (y) y V ^ εχ (z), lo cual 
contradice que εχ (x) —>^ εχ (y) C εχ (z). Entonces debe ser (x,y,z) E T.

La prueba que R satisface el inciso 2 de la definición anterior si y sólo si es un O-relación 
de tipo (1,1,1) se sigue de manera similar. ■

Ahora vamos a introducir la nociones apropiadas de morfismos entre los diferentes tipos de 
espacios.

Definición 3.16 Un i-morfismo, desde el ΌΙΛ-espacio (Ai, <i,Ti, Ti) en el ΌΙΛ-espacio 
(A2, <2,T2,t2) , es una función f : Ai —> A2 que verifica las siguientes condiciones:

1. f es continua y creciente,

2. Si (x,y,z) E Tu entonces (f (xfi f (y) J (z}} E T2,

3. Si (f(x),y',z') E T2, entonces existen y,z E Xi tales que (x,y,z) E Ti, y' < f (y) y 
< z'.

Un f-morfismo, desde el DLF-espacio (Ai, <i,Ri,Tí) en elOLF-espacio {X2,<2, R2,t2), 
es una función f : Xi —> X2 que verifica las siguientes condiciones:

1. f es continua y creciente,

2. Si (x, y, z) E Ri, entonces (f (x), f (y), f (zf) E R2,

3. Si {x',y',f(z)) E R2, entonces existen x,y E Xi tales que (x,y,z) E Ri, x' < fW y 
y' < f(y)·

Dados dos OLFI-espacios Xi = (Xi, <1, Ρι,Τι,τ^ y X2 = {X2,<2, Ifiz^^), un fi- 
morfismo desde Xi en X2el es una función f : Ai —> A2 tul que es un f-morfismo de 
(X1,<1,R1,T1) en {Χ2,<2^2^2) y es un i-nwrfism.o de (An <1, Ti, Ti) en (X2,<2,T2,t2) .

De la definición anterior, la definición de morfismo entre espacios de Priestley multi-tipados, 
y la proposición 3.15, obtenemos directamente la siguiente proposición.

Proposición 3.17 f : Ai —* A2 es un f i-morfismo desde el OLFI-espacio (Ai, <1, Ri,Ti,Ti) 
en el OFFI-espacio {X2, <2, R^T^pf) si y sólo si es un morfismo de espacios de Priestley 
multi-tipados de (Xi, <i, Ri,Ti ,Tí) en (X2,<2,R2,T2,T2).
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La estructura {X (A), Q,ta, RA,TA} es un DLFI-espacio, llamado el DLFI-espacio aso
ciado a A. De la misma forma dada una DLI-álgebra (DLF-álgebra) A, {X (A), Q,ta,Ta) 
{{X (A) ,Q,ta, Ra)) será su DLI-espacio (DLF-espacio) asociado.

Por la proposición anterior podemos ver que las relaciones ternarias definidas en [13] y 
las dadas por la dualidad descripta en el capítulo anterior aplicada al caso de las DLI, DLF 
y DLFI-álgebras son interdefinibles. De igual manera haciendo las modificaciones adecuadas 
se puede probar que la dualidad desarrollada por Celani es equivalente a la restricción de la 
dualidad desarrollada en el capítulo anterior aplicada a retículos distributivos con uno o dos 
operadores del tipo correcto. A su vez en [13], Celani utiliza la dualidad para describir el 
retículo de las congruencias, las álgebras simples y subdirectamente irrducibles y el retículo 
de las subálgebras, estos resultados son equivalentes (con las respectivas modificaciones) a 
los obtenidos en el capítulo anterior restringidos al caso de los operadores de tipo (1,1,1) y 
(1,-1,-1)

De ahora en adelante trabajaremos con DLI DLF y DLFI-álgebras y sus subvariedades, 
por ello cuando nos refiramos al espacio de Priestley dual nos referiremos al espacio dual con 
las relaciones TA y/o RA según corresponda. Esto probara ser muy útil cuando apliquemos la 
dualidad a los retículos residuados. La categoría de DLFI-espacios con /z-morfismos será de
notada DLFI*. De igual forma denotaremos DLI* y DLF* a las categorías de DLI-espacios y 
DLF-espacios con z-morfismos y /-morfismos respectivamente.

Los siguientes lemas probados por Celani en [13], los enunciamos aquí, por separado, porque 
serán la piedra fundamental de varias demostraciones en la siguiente sección. En ambos lemas 
el caso de la fusión puede demostrarse utilizando los corolarios 2.12 y 2.13 para el caso (1,1,1). 
Para el caso de implicación el segundo lema puede obtenerse utilizando el corolario 2.13 para 
el caso (1, —1, —1).

Lema 3.18 Sea A una OLFI-álgebra y sean F,G E Fi (A) y P E X (A), entonces:

1. Si F -+ G Q P, existen Q,D E X (A), tales que F C Q, G C D y (Q, D, P) 6 TA.

2. Si F o G Q P, existen Q,D E X (A), tales que F Q Q, G Q D y (Q, D, P) E RA.

Lema 3.19 LSea A una OLFI-álgebra y sean a,b E A y P E X (A), entonces:

1. a —+ b E P si y sólo si Q,D E X (A) son tales que a E Q y (P,Q,D) E TA, entonces 
bED.

2. aob E P si y sólo si existen Q,D E X (A) tales que a E Q, b E D y (Q, D, P) E RA.

3.2. Correspondencia
Con el objetivo de aplicar la dualidad de las DLI, DLF y DLFI-álgebras a algunas de sus 

sub variedades, en esta sección veremos como ciertas ecuaciones que se satisfacen en un álgebra 
están relacionadas con condiciones de primer orden en su espacio dual.

Teorema 3.20 Sea A una ΌΙΛ-álgebra, notemos X — X (A) al conjunto de filtros primos de 
A y T = TA la relación tem,aria dada en la definición 3.11 . Entonces las ecuaciones de la 
izquierda se verifican en A si y sólo si se verican las condiciones de la derecha en (X,C,T) 
(ver Tabla 1)
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Demostración. Por una cuestión de completitud demostraremos cada una de las proposi
ciones anteriores. Varias demostraciones tienen argumentos similares por eso recomendamos 
como ejemplos las demostraciones de los ítems 1, 4 y 6.

1. =>) Supongamos que A satisface la ecuación a ^ (a —+ b) —> b. Para probar que T = T' 
bastara probar que si (P,Q, D) E T, entonces (Q,P,D) E T.

Sean P, Q, D tales que (P, Q, D) G T, es decir, P -+ Q C D. Veamos que Q —> P C P —+ Q. 
Dado a E Q -^ P existe x E P tal que x -^ a E Q. Por hipótesis x < (x —> a) —> a, entonces 
(x —> a) —> a E P, por lo tanto a E P -^ Q. Concluimos que Q-+PCP-+QCD,es decir, 
(Q,P,D)eT.

<=) Supongamos ahora que existen a,b E A tales que a ^ (a —^ b) —^· b. Entonces existe 
P E X, tal que a E P y (a —> b} —^ b ^ P. Por lema 3.19 existen Q,D E X tales que a —> b E Q, 
b ^ D y (P,Q, D) E T. Por hipótesis (Q, P, D) E T, luego b E Q —> P Q D,\o cual contradice 
lo antes supuesto.

Por lo tanto A satisface la ecuación a ^ (a -^> b) ^> b.

2. =>) Sean P,Q,Z,W E X tales que (P, Q, Z, IV) E T o T, es decir, existe D E X tal que 
P—>QQDyD—+ZG W. Probaremos que:

Sea a E (P —> Z} —+ Q, existen pEP, qEQyzEZ tales que:

Luego, por hipótesis, p < q —> (z —^ a) E P. Como P ^ Q C Dy tenemos que z —^ a E D. 
Dado que D -+ Z C W, obtenemos a £ W.

Por el lema 3.18, existe K E X tal que P^ZEKyK-^QE IV, es decir, (P, Ζ,Κ) E T 
y (K, Q, W) E T, por lo tanto (P, Z, Q, W) E T oT.

4=) Supongamos que existen a,b,c E A tales que a —> (b —+ c) ^ b —^ (a —> c). Entonces, 
a^^b—^c^EPyb—^^a—^c^^P, para algún P E X. Por el lema 3.19, existen Q, D E X 
tales que P-^QCD,bEQya-^c^D. Como a ^> c £ D, existen Z,W E X tales 
que D —> Z E W, a E Z, y c ^ W. Luego, tenemos que (P, Qy Z, W) E T o T, por hipótesis 
(P, Z, Qy IV) E T oT, es decir, existe K E X tal que P —^ Z C K y K —^ Q C W. Dado que 
a -^ {b —^ c) E Py deducimos que c G IV, lo cual es una contradicción.

3. =>) Sean PyQyZyW E X tales que (P, Q, Z, IV) E T o T\ es decir, existe D E X tal que 
P—^QEDyD^ZC IV. Probaremos que

Si a E Q —>■ (P —^ Z), existe x E P ^ Z \ A que x -+ a E Q y existe z E Z tal que 
z -+ x E P. Por hipótesis, z -^ x < (x -^> a) -+ (z ^ a) E P. Dado que P -+ Q Q D y 
x—>aEQ,z—+aED. Como D—^ZEWyzEZyaE IV. Con lo cual probamos que 
Q-^(P-^Z)CW.

Por lema 3.18, existe K E X tal que P —> Z C K y Q —^ K C IV.
Entonces (P, Z, Q, W) E T oT'.
4=) Supongamos que existen a,b,c E A tales que a —* b ^ (b -^ c) ^ (a —> c). Entonces 

existe P E X tal que a —+ b E P y (b ^> c) —+ (a -+ c) ^ P. Por lema 3.19 existen Q,D tales
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que (P,Q,D) E T, b -^> c E Q y a —> c qt D. Otra vez por lema 3.19, existen Z,W € X, 
tales que (D, Z, W) ET,aEZyc£ W. Por lo tanto (P, Q, Z, W) E T o T. Por hipótesis, 
(P, Z,Q,W)eToT', es decir, existe U E X, tal que (P, Z, U), (Q, U, W) E T.

Como a—+bEPyaEZ, tenemos que b E U. Dado que b —> c E Q, deducimos que c E W, 
lo cual es una contradicción.

4. =>) Sean P,Q,W,Z E X tales que (P, Q, Z, W) E T oT, es decir, existe D E X tal que 
P-^QQDyD-^ZC W. Probaremos que

Sea a E P -+ F (Q \J Z), es decir, existe b 6 F (Q U Z) tal que b —> a E P. Luego existen x E Q 
e y E Z tales que x /\y < b. Por hipótesis, b ^ a < (x /\y) -+ a < x —> (y —* a) E P. Como 
xEQyP—>QQ D, tenemos que y —+ a E D. Dado que y E Z y que D -^ Z C W, concluimos 
que a E W. Por lema 3.18 existe A” € X tal que Q, Z C F (Q (J Z) C. K y (P, K, D) E T

4=) Supongamos que existen a,b,c E A tales que (a A 6) —> c ^ a —> (6 -> c). Sea P E X, 
tal que (a Λ F) —+ c E P, y a —+ (b —> c) £ P. Por lo tanto existen Q,D E X, tales que a E Q, 
b -+ c £ D y (P,Q, D) E T. Luego existen Z,W EX, tales que b E Z, c ^ W y (D, Z, W) E T. 
Con lo cual tenemos que (P,Q, Z,W) E T oT. Por hipótesis, existe K E X tal que Q, Z Q K y 
(P, K, W) E T. Pero, a/\bEKy (a/\F)—+ceP entonces c G IV, lo cual es una contradicción.

5. =>) Sean P,Q,D E X, tales que (P, Q, D) E T. Probaremos que

Sea a E (P —> Q) —> Q, entonces existen x,y E Q tales que x —+ (y —> a) E P. Por hipótesis, 
(x /\ y) —+ a E P. Como x /\ y E Q, tenemos que a E P -+ Q Q D.

Luego, existe K E X tal que P —> Q Q K y K ^ Q C D, es decir, (P, Q,Q,D) E T o T.
4=) Supongamos que existen a,b,c E A tales que a —> (6 —> c) ¿ (a /\ b) -+ c. Entonces, sea 

P E X tal que a —> (b -+ c) E P y (a /\ b) -^ c <£ P. Sean Q,D E X, tales que a Λ b E Q, 
c ^ D y (P,Q, D) E T. Por hipótesis, existe K tal que (P,Q, K), {K,Q, D) E T. Como 
a-^(b-^c)EPyaEQ entonces b —> c E K. Dado que b E Q, concluimos que c E D, lo cual 
es una contradicción.

6. =>) Sean P, Q, D,W, Z E X tales que P—>QCDyP—>WQZ.
Consideremos el filtro P -^ F (QU W) y el ideal I ~ Dc P Zc. Probaremos que:

Supongamos lo contrario. Entonces existen qEQ,wEWyxEl tales que (q /\w) —* x E P. 
Por hipótesis, (q —> x) \/ (w -+ x) E P. Dado que P es un filtro primo, q—+xEPow—+xEP. 
Luego, xEDoxEZ, lo cual es una contradicción.

Por el teorema del filtro primo existe K E X tal que P —> F (Q U W) Q K y KDDcnZc = 0. 
De esto último deducimos que K C D o K C Z. Ahora por el lema 3.18, existe Η E X tal que 
Q,WCF(QüW)CHyP->HCK.

4= ) Supongamos que existen a,b,c E A, tales que {a /\b} —^ c ^. (a —^ c)V (b —> c). Entonces 
existe P G X tal que (a A 6) —^ c G P y (u —> c) V (6 -^ c) £ P. Como P es un filtro primo 
tenemos que a —> c ^ P, luego existen Q, D tales que a E Q, c ^ D y (P, Q- D) E T. De 
igual manera existen Z,W E X tales que b E Z, c ^ W y (P,Z,W) E T. Por hipótesis existen
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H,K G X, tales que Q,Z C Η, K C D F W y (P, Η, K) G T. Entonces a,b G H y c <£ K. 
Como {a Ab) —> c G P y (P, Η, K} G T, tenemos que c G K, lo cual es una contradicción.

.7. =>) Sean P,Q, D G X tales que (P, Q, D) G T.
Sea x G P. Por hipótesis x < 1 —> (a; Λ 1) = 1 —> re, entonces x G P —+ Q C D. Luego, 

PCD.
Sea y G Q. Por hipótesis l<y—>(1A y) = y—^yGP, entonces y G D. Luego, Q C D.
4= ) Supongamos que a,b G A son tales que a -^ b —^ {a A b). Entonces existe P G X tal que 

a G P, b —* (a A b) £ P. Como b —* (a A b) £ P, existen Q,D G X tales que P—+QCD,bGQ 
y a Ab ^ D. Dado que P C D y Q C D, a,b G D. Luego aAbG D, lo cual es una contradicción.

8. =>) Sean P,Q,D G X tales que (P,Q,D) G T. Sea x G Q. Como 1 G P y por hipótesis 
1<x-^x,xGP—^QCD.

4=) Supongamos que a,b G A son tales que a Á ^ -^ b. Entonces existe P G X tal que a G P 
y b —^ b ^ P. Luego existen Q, D tales que (P, Q,D)GTbGQyb$:D. Entonces Q ^ D, lo 
cual contradice la hipótesis.

9. =>) Sean P,Q,DgX tales que (P, Q, D) G T. Supongamos que x G POQ. Por hipótesis, 
x < x —^ x G P, entonces x G P —> Q C D. Luego P O Q C D. Como D es un filtro primo, 
P C D o Q C D.

4=) Supongamos que a G A es tal que a Á a ~^ a- Sea P G X tal que aGPya—^a^P. 
Luego, existen Q, D tales que (P,Q,D) G T a G Q y a ^ D. Por hipótesis, P C D o bien 
Q C D con lo cual a G D, lo cual es una contradicción.

10. =>) Sean P,Q,DgX tales que (P, Q, D) G T. Dado x G P, como 1 G Q y por hipótesis, 
tenemos que x < 1 —> x G P, entonces x G P —> Q C D. Luego PCD.

4=) Supongamos que a,b G A son tales que a Á b —^ a. Sea P G X tal que a G P y 
b -^ a ^ P. Luego existen Q,D tales que {P,Q, D) G T, b G Q y a ^ D. Entonces P ^ D, lo 
cual contradice la hipótesis.

11. =>) Sean P,QgX tales que P C Q. Veamos que P —> {1} C Q. Sea a G P —> {1}. 
Entonces, 1 —> a G P. Por hipótesis a G P C Q. Luego por el lema 3.18 existe D G X tal que 
(P,D,Q)eT.

4=) Supongamos que a G A es tal que 1 —^ a ^ a. Sea P G X tal que 1—>nGPya^P 
Como P C P, por hipótesis existe D G X tal que (P,D,P) G T. Dado que l-+aGPylGD, 
tenemos que a G P, lo cual es una contradicción.

12. =>) Sea P G X, veamos que P —> P C P. Sea b G P —> P. Entonces, existe a G P tal 
que a —> b G P. Por hipótesis aA(a—+b)<bGP.

4=) Supongamos que a,b G A son tales que aA(a-+b)^b. Sea P G X tal que a,a —* b G P 
y b ^ P. Por hipótesis (Ρ,Ρ,Ρ) G T. Como a,a -^ b G P, b G P —+ P C P. Lo cual es una 
contradicción.

13. =>) Sean P,Q, D,Z,W G X tales que P ^ Q C D and P —+ Z C W. Consideremos el 
filtro P —> (Q O Z) y el ideal I = I (Dc U Wc)· Probaremos que:

P -^ (Q Π Z) Π I = 0.

Supongamos lo contrario. Entonces existen qGQOZ,d^Dyw^W cumpliendo que 
q -+ (dV w) G P. Por hipótesis
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Como Pes primo, q—^dEPoq-^wEP. Siq-^dEP teniendo en cuenta que P —> Q E D, 
tenemos que d E DA° cual es una contradicción. Si q —> w E P arribamos a una contradicción 
similar. Luego, P —> (Q Γ\ Z) Π I = Ψ.

Por el teorema del filtro primo existe K E X tal que P —^ (Q Π Z) E K y Kn(Dc U Wc) = 0, 
es decir, K E DHW.Xa que QE\Z es un filtro, por el lema 3.18, existe Η E X tal que QEZ E H 
y P^H EK.

4=) Supongamos que existen a,b,c E A tales que a —> (bVc) ^ (a —> b) V (a —>■ c), entonces 
sea P G X tal que a -* (b \/ c) E P y (a -+ b) \/ (a ^> c) £ P. Luego, existen Q,D,Z,W E X 
tales que P-^QED, P-^ZEW,aEQEZ,b^Dyc^W. Por hipótesis, existen 
H,K E X tales que QnZEH, KEDnWyP^HEK. Dado que a E H y a -+ (bV c), 
b^cEKEDE W, lo cual es una contradicción.

14. =>) Sean P,Q, D E X tales que P -+ Q E D. Probemos que:

Dado x E P -+ (P -+ Q), existe y E P ^ Q tal que y -+ x E P y existe g G Q tal que 
q ^ y E P. Luego (q —> y) /\ (y -^> x) < q —> x E P, lo cual implica que x E P -+ Q E D.

Por el lema 3.18, existe K E X tal que P^QEKyP—^KED.
4=) Supongamos que existen a,b,c E A tales que (α —> ό) Λ (ó —» c) ^ a —> c, entonces sea 

P 6 X tal que (a-^b)/\{b-^c)EPya-^c^P. Luego, existen Q,D E X tales que a E Q, 
c^DyP—^QED. Por hipótesis existe Di E X tal que P —> Q E D^ y P —> Di E D. Dado 
que a E Q, b E Di. Entonces, c E D, ya que b —> c E P, lo cual es una contradicción.

15. =>) Sean P,Q,D,W,Z E X tales que P^QEDyP^>W E Z. Supongamos que 
existen a E Q\Z y b E W\D. Como 1 = (a —> b) V (b -^ a) E P. Si a —> b E P, entonces b E D, 
y si b —> a E P, también a E Z. En ambos casos llegamos a una contradicción.

4=) Supongamos que existen a,b E A tales que 1 ^ (a —+ b) \/ (b —+ a). Entonces existe 
P E X tal que (a -^ b) \/ (b —> a) ^ P. Entonces existen Q, D,W,Z E X, tales que a E Q, 
b ^ D, b E W, a ^ Z y (P,Q, D), (P, W, Z) E T. Por hipótesis, Q E Z o W E D, implicando 
que aEZobED lo cual es una contradicción.

16. =>) Sean P, Q, D,W, Z E X tales que P->QEDyD-^WEZ. Sea a E P -^ W, es 
decir existe w EW tal que w —> a E P. Por hipótesis w -+ a < 1 —> (w -+ a) E P. Como 1 E Q 
tenemos que w —+ a E D. Por lo tanto a E Z. Con lo que hemos demostrado que P -^ W E Z.

4=) Supongamos que existen a,b E A tales que a —^ b ^ 1 —> (a —+ b). Sea P E X tal 
que a—^bEPyl~^{a—^b)^P. Luego, existen Q, D E X tales que lEQ,a—^b^D 
y (P,Q,D) E T. Otra vez por el lema 3.19 existen W,ZeX tales que a E W b ^ Z y 
(D, W, Z) E T. Por hipótesis, P -^ W E Z pero b E P —^ W lo cual es una contradicción ■

Utilizando el teorema anterior podemos obtener los siguientes resultados.

Corolario 3.21 Sea A una DLl-álgebra que satisface la ecuación:

Entonces las siguientes proposiciones son válidas:

1. A t= a —> (b —^ c) ^ b —> (a —> c) si y sólo si A \= a ^ b ^ (b —^ c) ^ {a ^ cf
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2. A\=a^b-+b si y sólo si A\=a^b-+a si y sólo si A\=a^b—^(aAbf

3. Ai= a —> (b —> c) ^ (a A Ó) —> c si y sólo si A \= (a -+ b) A (b —+ c) ^ a —* c.

Demostración. Por el ítem 2.(a) del teorema anterior dado que A \= a ^ (a -+ b) —> b, 
tenemos que Τ = Τ'. Luego para demostrar cada equivalencia basta observar que las condiciones 
correspondientes en el dual son equivalentes bajo la hipótesis Τ = Τ'. ■

Corolario 3.22 Sea A una DLI-álgebra que satisface la siguiente la ecuación:

(a)

Consideremos las siguentes proposiciones:

1. A i= a —> (bV c) ^ (a —> b) V (a —> c).

2. A 1= (α Λ 6) —> c =^ (a —> c) V (6 —> c).

3. A i= 1 ^ (a —> b) V (b —> a).

Entonces, 1 implica 3 y 2 implica 3.

Demostración. Primero probemos que 1 implica 3. Sean P,Qi,Q2, Di, D2 G X (A) tales 
que P -^ Qi C Di y P -^ Q2 C D2. Por hipótesis 7 y el teorema 3.20 ítem 13, existen 
Q,D e X (A) tales que Qi Q Q o Q2 C Q, D C Di n D2 y (P, Q, D) € T. Por condición (a) y 
ítem 8 del teorema 3.20, tenemos que Q Q D. Luego Qi C Q C D C D2 or Q2 C Q C D C Di. 
Finalmente por el ítem 15 del teorema 3.20, la ecuación (α —> δ) V (6 —> u) ~ 1 es válida en A.

Ahora probaremos que 2 implica 3. Como antes sean P,Qi,Q2, Di, D2 e X (A) tales que 
P —> Qi Q Di y P —> Q2 Q D2. Por hipótesis 2 e ítem 6 del teorema 3.20, existen Q,D E X (A) 
tales que Qi U Q2 C Q y D C Di o D C D2 y P —> Q C D. Si D C Di. Por condición (a) e 
ítem 8 del teorema 3.20, tenemos que Q2 C Q C D C Di. Si D C D2. Con el mismo argumento 
concluimos que Qi C D2. Luego por el ítem 15 del teorema 3.20, (a -+ b) V (b —> a) ^ 1 es 
válida en A. ■

Corolario 3.23 Sea A una ΌΙΛ-álgebra que satisface las siguientes ecuaciones:

1. a ^ b -+ b,

2. 1 —^ a =^ a,

3. a —^ (b'V c) ^ {a —^ b) ^ (a -^ cf

Entonces, A h [(a —> 5) —* 5] A [(5 —> α) —> α] ^ <2 V b.
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Demostración. Supongamos que existen a,b E A tales que

Entonces existe P E X (A), tal que [(a —» 6) —> 6] Λ [(6 —> a) —* a] EP,a^Pyb^P. Por 
condición 2, 1-^a^Pyl^b^P. Por lema 3.19, existen Qi, Q2, Di,D2 E X (A) tales que 
P ~+ Qi Q Di, P —* Q2 Q D2, a £ Di y b £ D-2- Por condición 3 e ítem 8 del teorema 3.20, 
existen Q,D E X (A) tales que P ^ Q Q D, QiF\Q2 Q Q, D C Di y D C D2. Por condiciones 
1, 3 y e\ teorema 3.22, 1 = fi -+ b) \/ fi -+ a) E Q. Si a -+ b E Q, ya que fi —^ b) ^ b E P y 
P —> Q Q D, tendríamos que b E D, lo cual es una contradicción. Si b —* a E Q, llegamos a 
una contradicción similar. Luego, [(a —» 6) —> ó] A [(6 —> a) —> a] < a V 5. ■

El siguiente teorema es similar al teorema 3.20 pero para el caso de DLF-álgebras. Estos 
resultados no son originales salvo en su presentación. Pueden obtenerse mediante los resultados 
de Uruquhart en [59, Sección 4], pero para esto es necesario comprobar que los resultados de 
[59, Sección 4] se pueden aplicar a DLF y/o DLFI-álgebras. En la sección 3.5 probaremos 
que un resultado aún más general de correspondencia automática es válido para las DLF y 
DLFI-álgebras.

Por el momento incluimos una demostración del siguiente teorema que será útil en la próxima 
sección y luego veremos como esta relacionado con el resultado más general que presentaremos 
en la sección 3.5.

Teorema 3.24 Sea A una DLF-álgebra y sea X — X (A) el conjunto de filtros primos de A 
y R — Ra- Entonces las ecuaciones de la izquierda se verifican en A si y sólo si se verican las 
condiciones de la derecha en (X,C,T) :

Ecuación Condición

Demostración. 1. =>) Sean P,Q,D,Z,W E X tales que (P,Q, D), (D, Z,W) 6 R, es 
decir., PoQCDyDoZC W. Probaremos que:

Sea y E Po(Q o Z), entonces existen p E P,q E Q,z E Z tales que po (q o z) < y. Por hipótesis, 
{poq) oz < y. Como po q E D, (poq)ozEDoZQ W.

Por el lema 3.18, existe K E X tal que QoZ Q K y PoK C W, es decir, (Q, Z, P, W) E RoR'.
4=) Supongamos que existen a,b,c 6 A tales que (a o b) o c ¿ a o (b o c), entonces existe 

W E X tal que (a o b) o c E W y a o (b o c) ^ IV. Por lema 3.19, existen D,Z E X tales que 
aobED,cEZyDoZQWy existen P,Q E X tales que aEP,bEQyPoQCD. Por 
hipótesis, tenemos que existe K E X tal que QoZ C. K y P o K C W. Luego b o c E K y 
a o (b o c) E W, lo cual es una contradicción.
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2. Se prueba de manera análoga al inciso 1.

3. =>) Sean P,Q, D 6 X tales que [P, Q, D) 6 R, es decir PoQ C D. Veamos que QoP C D. 
Sea a E QoP entonces existen p Ε P y q E Q tales que qop < a. Por hipótesis qop = poq E D, 
luego a E D. Por lo tanto [Q, P, D) E R.

<=) Supongamos que existen a,b E A tales que a o b ^ boa entonces existe D Ε X tal 
que a o b E D y b o a ^ D. Por el lema 3.19 existen P,Q Ε X tales que a Ε P, b E Q y 
(P, Q, D) E R. Por hipótesis (Q, P, D) E R, de lo que podemos deducir que b o a E D, lo cual 
es una contradicción.

4. =>) Sean P,Q,D Ε X tales que P o Q C D. Por hipótesis, loq<qEPoQCD para 
cada q E Q.

4=) Supongamos que existe a E A tal que 1 ou ^ «, entonces existe D Ε X tal que loa E D 
y a ^ D. Por el lema 3.19, existen P,Q Ε X tales que a E Q y PoQ C D. Entonces a E Q Q D, 
lo cual es una contradicción.

5. Se prueba de manera análoga al inciso 4.

6. =>) Sea P Ε X. Por hipótesis, para cada p Ε P, p < pol. Luego Fo {1} C P. Por el lema 
3.18, existe Q Ε X tal que P o Q <E P.

4=) Supongamos que existe a E A tal que a ¿ a ° 1· Existe P Ε X tal que a Ε P y aol ^ P. 
Entonces F o {1} P. Luego P o Q P para cada Q G X, lo cual es una contradicción.

7. Se prueba de manera análoga al inciso 6. ■

3.3. Dualidad para subvariedades de Retículos Residua- 
dos

En esta sección utilizaremos los resultados de la sección anterior para restringir la dualidad 
dada en [13] a algunas subvariedades de RCID.

Retículos residuados conmutativos integrales distributivos
Teorema 3.25 La categoría algebraica RCID es dualmente equivalente a la subcategoria com
pleta de DLFI* cuyos espacios verifican las siguientes condiciones:

1. T = R.

2. R= R'.

3. \/x,y,v,w Ε X, ((x,y,v,w) E Ro R~) => [fix,v,y,w) E Ro R).

4- Vx Ε X, By Ε X, (x,y,x) E R.

5. ^x,y,z Ε X, (x,y,z) E R ^ y < z.
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Demostración. Consideremos A una DLFI-álgebra. Por el teorema 3.24 tenemos que 
{A, o,l) es un monoide conmutativo si y sólo si su espacio dual X (A) satisface las condiciones 
2 Ά 5.

Probaremos que A satisface la condición (Res) (ver pag. 3.10) si y sólo si TA = Ra-
Supongamos que A satsface (Res). Consideremos P,Q E X (A), entonces:

Luego, TA = Ra.
Para la recíproca supongamos que TA = RA y sean a,b,c E A. Por el lema 3.19 tenemos 

que:

Luego, A satisface (Res). ■

Observemos que las condiciones 4 y 5 del teorema anterior en un DLFI-espacio son equiv
alentes a la condición

Los DLFI-espacios que satisfacen las condiciones del teorema 3.25 serán llamados RCID- 
espacios. La subcategoría completa de DLFI* cuyos objetos son RCID-espacios será denotada 
RCID*.

MTL-álgebras e IMTL-álgebras
Recordemos que la variedad MTL de MTL-álgebras, introducida en [24], puede ser definida 

como la subvariedad de los retículos residuados integrales comutativos cuyas algebras satisfacen 
la condición de prelinealidad:

Teorema 3.26 La categoría algebraica MTL es dualmente equivalente a la subcategoría com
pleta de RCID* cuyos espacios satisfacen:

Demostración. Inmediata del teorema 3.25, y del ítem 15 del teorema 3.20. ■

Ahora estudiaremos las representación de la variedad IMTL de IMTL-álgebras. La variedad 
IMTL esta definida como:
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Para describir los espacios duales de las IMTL-álgebras necesitaremos algunos resultados 
previos .

Observemos que por ítem 2 del teorema 3.25, e ítem 1 del teorema 3.20, cada RCID-retículo 
satisface la identidad a =^ (a —^ b) —^ b, en particular a ^ (a —* 0) —* 0. Por ítems f y 5 del 
teorema 3.25, e ítems 10 y 11 del teorema 3.20, tenemos que cada RCID-retículo satisface la 
identidad:

Lema 3.27 ([24, Proposition 3]) Cada XÍTL-álgebra es un producto subdirecto de MTL- 
álgebras totalmente ordenadas.

Corolario 3.28 La siguiente ecuación es válida en toda MTL-álgebra:

Observación 3.29 Una prueba del corolario anterior puede obtenerse de los resultados de los 
resultados de Hart., Raftery y Tsinakis en [35].

Lema 3.30 Sea A una DLI-álgebra y sea X = X (A) y T = Ta- Entonces

Demostración. Supongamos primero que A satisface 1 —> 0 ~ 0. Sea P E X. Por hipótesis 
0 ^ P —> {1}, entonces existen Q, D E X tales que P —> Q C D ^ A, es decir, T (P, Q) ^ 0.

Supongamos ahora que 1 -» 0 ^ 0, entonces existe P E X tal que 1 —> 0 € P. Luego para 
cada Q E X, Q E P —> Q. Entonces T (P, Q) — 0. ■

Teorema 3.31 Sea A una ΌΙΛ-álgebra, X = X (A) y T — Ta- Supongamos que A satisface 
las siguientes identidades:

1. l->0^0.

2. (a A b) —^ c ^¡ (a —> c) V (b —> c),

entonces las siguientes proposiciones son equivalentes

a. A k (a -^ 0) —> 0 ^ a.

b. YP, DEXfYQ EX,T^Q)/^^T(Qjy)/^^ DC P.

2En [37] y en [28] se pueden encontrar pruebas algebraicas de las propiedades que aquí presentamos. Incluimos 
aqui una demostración utilizando la representación por completitud y para observar como la dualidad y las 
correspondencias antes desarrolladas pueden servir como herramientas para estudiar algunas propiedades de los 
RCID-retículos.



CAPÍTULO 3. DLI, DLF Y DLFI-ÁLGEBRAS 65

Demostración, a ^ b) Sean P,DeX tales que para cada Q E X,T (P,Q) ^ ^ implica 
T {Q, D) ^ 0, es decir., si P —> Q / A, entonces Q -+ D ^ A. Sea a E D. Probaremos que:

Supongamos que P —> [a —> 0) 7^ A. entonces existe Q E X tal que a—+GEQyP—*Qy£A. 
Luego Q -^ D ^ A. Pero aEDya—^OEQ, con lo cual 0 6 Q —* D, lo cual es una 
contradicción.

Entonces 0 E A = P —> [a —> 0), es decir, existe p E P tal que p < (a —> 0) —> 0 < a. Luego 
a E P.

b => a) Sea α E A. Si a = 0, entonces por 1. (0—>0)—>0=1—>0 = 0<0 = ayel 
resultado se sigue. Supongamos que existe a 7^ 0 tal que (a —> 0) —> 0 ^ a. Luego existe P E X 
tal que (a —> 0) —> 0 6 P y α ^ P. Consideremos el siguiente conjunto:

Por la condición 1 y el lema 3.30, tenemos que Np ^ 0. Ahora consideremos el conjunto

ordenado por inclusión. Como (a —> 0) —> 0 6 P, si Q € Np, entonces a —> 0 ^ Q. Luego 
Q —^ ^ yL A. Por lo tanto [a) 6 F. Considermos ahora una cadena {Hi \ i E 1} , en F con 
7^0. Sea ó? = [I {Hi : i E 1} . Probemos que para cada Q E NP,

Si suponemos lo contrario, existen Q E Np, h E G tales que h —^ 0 E Q. Como h E G, existe 
i0 E I tal que h E Hio. Luego, Q —> Hio = A, lo cual contradice el hecho de que Hio E F.

Por lo tanto, G E F. Por el Lema de Zorn existe un elemento D E F maximal. Probaremos 
que D E X. Supongamos que existen b,c E A tales que bV c E D y b,c ^ D Consideremos los 
filtros Db = F (D U {b}) y Dc = F (D U {c}). Ya que Db, Dc ^ F, existen Qb,Qc € NP tales 
que

Como P —> Qb ^ A y P —> Qc ^ A, tenemos por la condición 2 y el ítem 6 del teorema 3.20, 
que existe Q E Np tal que QbüQc C Q. Entonces Q —^ Db = A = Q —^ Dc. Luego existen q E Q 
y Pb,Pc ^ D, tales que q < {pb /\b) ^ 0 y q < (pc A c) ^ 0. Consideremos p = pb Apc E D, por 
la condición 2 tenemos que:

Luego, Q -+ D = A, \o cual contradice el hecho de que D E F. Entonces D es un filtro 
primo y para cada Q E Np, Q -^ D ^ A. Luego por hipótesis, a E D Q P, Lo cual es una 
contradicción.

Por lo tanto, (a —> 0) —> 0 < a para cada a E A. ■

Usando los teoremas 3.31 y 3.26 podemos concluir que:
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Teorema 3.32 La categoría algebraica IMTL es dualmente equivalente a la subcategoría com
pleta de RCID* satisfaciendo las siguientes condiciones:

MV-algebras
Recordemos que las MV-álgebras pueden ser definidas corno MTL-álgebras satisfaciendo 

la identidad:

Teorema 3.33 Sea A una DLI-dlgebra. Si A verifica:

Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

Demostración, a => b) Supongamos P^K E X (A) y b ^ P son tales que para cada 
Q E X (A) siempre que b ^ P -^ Q entonces b ^ Q ^ K. Sea a E K, Si (a —+ b) —> b ^ P, 
entonces existe Q E X (A) tal que a—^bEQyb^P—^Q. Luego b ^ Q —> K, lo cual 
ocntradice el hecho de que a E K. Entonces (a —> b) -^ b < a V b E P. Como b £ P y P es nn 
filtro primo, tenemos que a E P. Entonces K C P.

b ^ a) Supongamos que existen a,b E A tales que (a —> b) -^ b ^ a \/ b. Entonces, existe 
P E X (A) tal que (a -^ b) -^ b E P y aV b ^ P. Consideremos

por la condición δ y el ítem 11 del teorema 3.20, tenemos que existe Q E X (A) tal que 
P —> Q Q P. Por lo tanto Np^ ^ 0. Ahora consideremos

Como (a —+ b) —> b E P y b ^ P —> Q, Si Q E Np^ entonces a ^ b ^ Q. Luego tenemos 
que b ^ Q —^ [a), es decir,, [a) 6 F. Por la condición 1 y utilizando el mismo argumento 
que la demostración del teorema 3.31 tenemos que existe K E X (A) tal que a E K y para 
cada Q E Np¿, b ^ Q —^ K. Luego a E K C P, lo cual es una contradicción. Entonces, 
(a —> b) —ϊ b < a V b, para cada a,b E A. ■

Es conocido (ver [24, pg 275]) que en toda MTL-álgebra se satisface la siguiente identidad:

Esto también puede deducirse del teorema 3.23.
De esto tenemos que una en una MTL-álgebra A, las siguientes porposiciones son equiva

lentes:



CAPÍTULO 3. DLI, DLF Y DLFI-ÁLGEBRAS 67

1. A t= (a —> b) —^· b =^ a V b.

2. At (a -+ b) -> b π (b -> a) -+ a.

Con esta observación y el teorema previo hemos probado que:

Teorema 3.34 La categoría de MV-algebras es dualmente equivalente a la subcategoría com
pleta de RCID* cuyos espacios satisfacen:

1. V x, y, z,v,w G X, ((x, y, z), (x, v,w) Ε T) => (y < w or v < z)

2. Vx,z e x vu e O (X)
Á^y E X,T {x, y) FUC ^ (b ^· T ^y, z) Π Uc ^ b) ^ (z < x o x E U))

3.4. Dualidad para subvariedades de WH-álgebras
En esta sección veremos como restringir la dualidad dada para las DLI-álgebras a las 

subvariedades de WH-álgebras mencionadas en la página 49. En la última sección de este 
capítulo veremos como se relacionan estas dualidades con las dadas por Jansana y Celani en 
[14]·

Recordemos que una WH-álgebra es una DLI-álgebra que satisface las siguientes ecuaciones

Utilizando el teorema 3.20 tenemos los siguientes resultados.

Teorema 3.35 La categoría algebraica WH es dualmente equivalente a la subcategoría completa 
de DLI* cuyos espacios satisfacen las siguientes condiciones

1. Vx, y^z e X fx, y,z) ET => (x, y, x, z) E T o Τ'.

2. Vx,y,z G X, (x,y,z} ET => y < z.

La categoría algebraica TWH es dualrnente equivalente a la subcategoría completa de DLI* 
cuyos espacios satisfacen las condiciones 1 y 2 anteriores y

3. Vx, y,z,w G Xfx, y,z,w) E ToT => (r, z, w) G T.

La categoría algebraica Bas es dualmente equivalente a la subcategoría completa de DLI* 
cuyos espacios satisfacen la condición 1 anterior y

4- Vx,y,z G X, (x,y,z) eT =^ x,y < z.

La categoría algebraica RWH es dualrnente equivalente a la subcategoría completa de DLI* 
cuyos espacios satisfacen las condiciones 1 y 2 anteriores

5. Vx G X, (χ,χ,χ) G T.

La categoría algebraica SRL es dualrnente equivalente a la subcategoría completa de DLI* 
cuyos espacios satisfacen las condiciones 1, 2, 3 y 5 anteriores.

La categoría algebraica H de las álgebras de Heyting es dualmente equivalente a la subcate
goría completa de DLI* cuyos espacios satisfacen:

6. (x,y,z) E T si y sólo si x,y < z.
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3.5. Comparación con otras dualidades
Como anunciamos previamente, en esta sección estudiaremos la relación entre la dualidad 

desarrollada en [13] para DLI DLF y DLFI-álgebras y otras dualidades desarrolladas para 
retículos distributivos con operaciones de fusión y/o implicación. Todas las dualidades aquí es
tudiadas están basadas en la dualidad de Priestley para retículos distributivos (acotados o no) 
y agregan operaciones o relaciones a la estructura de los espacios de Priestley para recuperar 
las operaciones de implicación y fusión.

Resaltamos entre las subsecciones siguientes a la referida a las álgebras Relevantes, donde de
sarrollaremos un teorema de correspondecia automática que amplia los resultados de Urquhart 
dados en [59].

3.5.1. Algebras relevantes
La dualidad desarrollada por Celani en [13] es una extensión de la dualidad generada por A. 

Urquhart en [59]. Urquhart describe una dualidad para álgebras relevantes las cuales son DLFI- 
álgebras con un antihomomorfismo (una negación de Ockham) y un elemento distinguido. Es 
fácil comprobar que la siguiente definición de álgebra relevante es equivalente a la dada en [59, 
Section 2].

Definición 3.36 Un álgebra R — (R, Λ, V, o, —>,-i, e, 1,0) es un álgebra relevante si y sólo 
si se verifican las siguientes condiciones:

1. {R, Λ, V, o, —->, 0,1) es una OLFI-álgebra,

2. (ñ,A,V,-i,l,0) es un álgebra de Ockham,

3. eo a = a, para cada a E R,

4. Para cada a,b,c E R

Como en cada álgebra relevante la implicación es el residuo a izquierda de la fusión, Urquhart 
utiliza la misma relación ternaria para representar la implicación (ver teorema 3.25). Esta 
relación ternaria se define de la misma manera que la dada por Celani en para representar la 
fusión. Utilizando la notación de esta tesis podemos reescribir la siguiente definición.

Definición 3.37 ([59, Page 268]) Un espacio relevante es una estructura (X, <,t,R, f, U) 
que satisface las siguientes condiciones:

1. (X,<,t,R) es un DLI y un OFF-espacio,

2- (X,<,r,f) es un espacio de Ockham,,

3. U ΕΌ {X) y satisface ^y, z E X (y < z ^ Ξχ (x E U & (x,y,z) E Rf).
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Por ende, la dualidad dada en [13] para DLI, DLF y DLFI-álgebras es claramente el 
desglosamiento del fragmento fusión y/o implicación la dualidad dada por Urquhart [59].

En el Teorema 4.3 de [59], Urquhart prueba un teorema correspondencia automática entre 
la validez de ecuaciones en el reducto de {R, o, e) y la válidez de las correspondientes ecuaciones 
en el conjunto de los cerrados crecientes del dual con las operaciones adecuadas. Veamos que 
ciertos resultados aun más amplio son válidos en las DLF y DLFI-álgebras y que restringidos 
al caso de las álgebras relevantes son una generalización del mencionado resultado de Urquhart.

Primero necesitaremos algunas definiciones y resultados.
Denotaremos Cc (P (A)) al conjunto de cerrados crecientes de P (A). Por la observación 2.6 

podemos ver que la operación * deifnida por U * V — Ra (U,V) para cada U,V E Cc (P (A)), 
es cerrada en Cc (P (A)).

Por el resto de esta sección A será una DLF-álgebra y e un elemento de A.

Lema 3.38 La función η : Fi (A) —^ Cc (P (A)) definida por η (F) — {P E X (A) : F C P} es 
un isomorfismo {Fi (A), o, [e)) en {Cc (P (A)), *, ga (e)),

Lema 3.39 La función κ : A —> Fi (A) donde κ (a) = [a) es un homomorfismo inyectivo de 
{A, o,e) en {Fi (A), o, [e)) tal que el siguiente diagrama conmuta

De los lemas anteriores deducimos que toda ecuación en el lenguaje {o,c} , donde o es un 
símbolo de operación binaria y c es un símbolo de constante, válida en (Cc (P (A)),*,£a (e)) 
es válida en {A, o, e).

En el próximo teorema veremos que la recíproca es válida. Para ello primero necesitaremos 
el siguiente lema.

Lema 3.40 Sea s(xi,... ,xn) una fórmula en el lenguaje {o,c} y sean sA y sFl^ las inter
pretaciones de la fórmula s en (A,o,e) y (Fi (A) ,o, [e)) respectivamente. Entonces para cada 
Fi,...,Fn E Fi (A) y cada a E A tenemos que

(K)

Demostración. Primero observemos que como s es una fórmula en el lenguaje {o,c} es 
fácil probar qúe sA y sFl^ son crecientes en cada coordenada.

Supongamos que existen ai E Fi,... ,an E Fn tales que sA (ai,...,an) < a. Por lo tanto

Como 77 es un homomorfismo es fácil ver que 7] (s (ai,..., an)) = sF^A^ ([ai),..., [an)) y por la 
observación al comienzo de esta demostración a E sFl^ ([ai),..., [an)) C sFl(A^ (Fi,... ,Fn). 
Entonces

para cada Fi,... ,Fn E Fi (A).
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Probaremos la otra inclusión por inducción en la formación de s.
Supongamos primero que s es la constante c, por lo tanto sA (αχ,... ,an) = e para cada 

ai,...,an G A, en particular sA (1,..., 1) = e. A su vez sF^Al (Fi,..., Fn) = [e). Por lo tanto 
si a € sF^A^ (Fi,..., Fn), como 1 E Fi para cada z y sA (1,..., 1) = e < a, el resultado se sigue.

Supongamos ahora que s es la variable Xi con 1 < i < n. Entonces sA (ai,... ,an) — ai y 
s (Fi,..., Fn) = Fi. Si a 6 sF^A>) (Fi,..., Fn) = Fi, entonces si fijamos

sA (ai,..., a^ = a < a y cada a¿ G F¿, y el resultado se sigue.
Por último, supongamos que s — a q β y α,β son fórmulas que satisfacen la condición (K). 
Observemos que

Por hipótesis, existen 6i,Ci € F^,... ,bn,cn 6 Fn, cumpliendo que aA (bi,... ,bn) < b y 
βΑ (cí, ... ,cn) < c. Definiendo ai = bi^Ci para cada 1 < z < n, claramente eq E F^,... ,an E Fn 
y por la observación al comienzo de esta demostración tenemos que

Por lo tanto aA (a},..., aA o βΑ (a^,..., an) — sA (αγ., an) < b o c < a. Conluimos que:

■

Teorema 3.41 Sean t y u dos fórmulas en el lenguaje {o,c} entonces (A,o,e) ^= t ^ u si y 
sólo si {Cc (P (A)) ,*,£a (e)) ^ t ^ u.

Demostración. Ya observamos que si (Cc (P (A)), *,ía (e)) ^ t ^ u, entonces tenemos 
que (A, o,e) ^ t ^ u.

Para la recíproca, supongamos que (A,o,e) ^ t ^ u. Por el lema 3.38 debemos probar que 
(Fi (A), o, [e)) \= u ^t. Consideremos que {aq,..., xn} es el conjunto de variables que aparecen 
en w y en t, {yi,... ,ym} las variables de u que no están en ¿ y {q,..., zi} las variables de t 
que no están en u.

Sean Fb ..., Fn, Gi,..., Gm, Ηγ,... ,Hi G Fi (A). Debemos probar que

Sea a 6 uF^A^ (F^,..., Fn,Gx,..., Gm). Por el lema 3.40, existen ^ G Fx,... ,fn G Fn, y 
91 € Gi,... ,gm e Gm tales que uA (f^ ..., fn, g1}... ,gm) < a. Por hipótesis,



CAPÍTULO 3. DLI, DLF Y DLFI-ÁLGEBRAS 71

Como 1 E Hi para cada 1 < i < l, nuevamente por el lema 3.40, a E H^A (Fi,..., Fn, Hi,..., Hi).

Veamos ahora como se relaciona el resultado anterior con las demostraciones dadas en el 
teorema 3.24.

Teorema 3.42 Sean t yu dos fórmulas en el lenguaje {o, c} tales que cada variable en t aparece 
sólo una vez. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

Demostración. Por el teorema 3.41 sólo debemos demostrar que la condición 2 es equiva
lente a

(1’)

Claramente 1 implica 2 ya que cada [Pi) € Cc (P (A)) .
Para la demostrar la reciproca, supongamos que se satisface la condición 2 y consideremos 

Ai,..., An e Ce (P (A)). Debemos probar que t^^^ (Ai,..., An) C wcdp(A)) (Ai,..., An).
Sea P e tCc^p^A^ {Α1ί ..., An). Como cada variable en t aparece sólo una vez, entonces 

existen Ργ e Au... ,Pn e An tales que P e t0^^ ([P^ ,..., [Pn)). Por hipótesis y como 
cada [Pi) C Ai tenemos que P 6 uCc^p^A^ ([P^ ,..., [Pn)) U uCc^p^A^ (Ai,..., An). ■

Ahora bien si identificamos cada P ζ X (A) con η (P) = [P), como 7] (P o Q) = R (P, Q) 
podemos observar que los resultados expresados en el teorema 3.24 se pueden probar utilizando 
el resultado anterior, identifican e con 1 en el caso de los ítems 4 a 7.

Como ejemplo el veamos el ítem 1 del teorema 3.24. Utilizando el teorema anterior tenemos 
que A 1= (a o 6) o c =^ a o (6 o c) si y sólo si

3.5.2. Retículos implicativos I
En [41], N.G. Martínez desarrolla una equivalencia dual entre los retículos implicativos y los 

espacios de Priestley acotados con una familia de funciones binarias. Simplifica sus resultados 
en [42], asociando a cada retículo implicativo un espacio de Priestley con una función binaria. 
Recordemos la definición de retículo implicativo..

Definición 3.43 Un retículo implicativo es un álgebra (A, A,V,—*) de tipo (2,2,2) tal que 
(A, Λ, V) es un retículo distributivo y satisface las siguientes ecuaciones:
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Diremos que (A, Λ, V, —>, 0,1) es un retículo implicativo acotado si el reducto (A, A,V,—*) 
es un retículo implicativo y (A, A, V,0,1) es un retículo acotado.

En [42], Martinez define para cada retículo implicativo la función Φ : S (A) x S (A) —> S(A) 
mediante:

Donde S (A) = X (A) U {0, A} .
Los ítems 6 y 13 del teorema 3.20 dan condiciones necesarias y suficientes sobre el espacio 

dual (X (A), Q,t,Ta) para que una DLI-álgebra A sea un retículo implicativo acotado.
De igual manera podemos encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre (X (A), C, τ, Φ) 

para que un retículo distributivo acotado sea una DLI-álgebra..Se sigue de las definiciones 3.1 
y 3.43 que un retículo implicativo acotado es una DLI-álgebra si y sólo si las condiciones 
a—>l~lyO—>a«lse verifican en A.

Dado un retículo implicativo acotado A = (A, Λ, V, —>, 0,1) , es fácil probar que

(B)

Si A es una DLI-álgebra que satisface los ítems 3 y 4 de la definición 3.43, P —> Q E X (A) 
para cada P,Q E X (A). Luego TA (P, Q) es un conjunto creciente principal. Utilizando las 
correspondencias (B) y las observaciones previas tenemos que la función Φ puede ser descripta 
por medio de la relación ternaria TA como sigue:

En el otro sentido se sigue directamente P,Q e X (A), Φ (P, Q) = Q —^ P (ver página 50). 
Entonces la relación ternaria TA (definición 3.11) puede ser recuperada utilizando Φ como sigue

3.5.3. Retículos Implicativos II

En [43] N.G. Martinez y H.A. Priestley desarrollan una equivalencia dual entre la categoría 
algebraica de los retículo implicativos y los espacios de Priestley acotados con una función 
especial. Si A es un retículo implicativo la función μ : D (S (A)) x S (A) —> S (A) se define 
por

%25c3%25a1lgebra..Se
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Como en (B) podemos dar condiciones dobre μ que son equivalentes al hecho de que el 
retículo implicativo acotado sea una DLI-álgebra. En efecto, se puede probar que,

Es fácil ver que Pa es el elemento maximal de S (A) tal que a £ P —+ Pa. Dado un retículo 
implicativo acotado A que a su vez es una DLI-álgebra, si P Ε X (A) , tenemos que:

Se sigue de esto que en el caso que un retículo implicativo sea también una DLI-álgebra μ 
puede ser obtenida como sigue:

Luego claramente las función μ puede ser obtenida mediante la relación ternaria TA. 
A su vez, si definimos Τμ C (X (A))3 como

entonces Τμ — TA. Ya que a G P —> Q si y sólo si existe x G Q tal que x —* a G P si y sólo si 
Q ¿ Pa, tenemos que P —> Q C D si y sólo si a E D, es decir, D E βΑ (°) para cada.a tal que 
Q ¿ Pa, 1θ cual equivale a D G Q {βΑ (a) ' a E A y Q ^ Pa}.

3.5.4. WH-álgebras
Veamos como se relacionan la dualidad dada por Celani y Jansana en [14] para las WH- 

álgebras con la desarrollada en [13] para las DLI-álgebras.
Dada una WH-álgebra A, en [14] Celani y Jansana definen una relación binaria sobre 

X (A) como sigue:

(3-1)

Proposición 3.44 Sea A una WH-álgebra y sea TA la relación ternaria sobre X (A) definida 
en 3.11 y SA la relación arriba mencionada. Entonces:
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Demostración. La prueba de 1. se sigue directamente de las definiciones. 
Supongamos que (P,Q,D) E TA. Consideremos el conjunto

ordenado por la inclusión. Por el lema de Zorn y el teorema 3.18, podemos probar que H tiene 
un elemento maximal.

Sea F un elemento maximal de H. Como (P, F,D) E TA y A es una WH-álgebra por el 
teorema 3.20 ítem 14, existe Fi tal que (P, F,Fi), (P, Fi,D) E TA. Entonces F C F^ e H. Por 
la maximalidad de F en H, tenemos que F^ = F y luego (P, F, F) E TA, es decir, (P, F) E SA. 
Como F £ H, Q Q F y por el ítem 8 del teorema 3.20 y (P, F, D), tenemos que F Q D.

Supongamos ahora que P,Q, D e X (A) son tales que existe F e X (A) tal que Q Q F C D 
y (P, F) E SA. Sean a,b e A tales que a-^bePyaeQ. Entonces b E F,y como (P, F) E SA, 
b e F. Luego, b e D. Por lo tanto, (F, Q, D) E TA. ■

Dado que la variedad de WH-álgebras es una subvariedad de DLI y las observaciones previas, 
podemos concluir que las dualidad dada en [14] es interdefinible con la dualidad dada en [13] 
restringida a este caso, utilizando los resultados de esta tesis.

En [14] se dan condiciones necesarias y suficientes en el espacio dual para que una WH- 
álgebra pertenezca a las Variedades TWH, RWH, Bas, SRL y H. Utilizando las observaciones de 
esta sección se pueden ver que estas condiciones son análogas a las dadas en el teorema 3.35.
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Capítulo 4

Preliminares

“... el pensamiento es privativo de quien lo crea, 
y sólo se transforma en propiedad social 
si se lo comunica a través del lenguaje.”

Gregorio Klimovsky,
Las desventuras del conocimiento cientfico.

Todas las observaciones realizadas para el capítulo de preliminares de la primer parte de 
esta tesis son válidas para este capítulo. En este capítulo presentaremos las definiciones y 
herramientas de lógica álgebraica que utilizaremos durante esta parte del trabajo. Este capítulo 
esta dividido en tres secciones. En la primera fijaremos lo que entenderemos en esta tesis por 
sistema deductivo o lógica, y estableceremos la notación fundamental para el resto de este 
trabajo. En la segunda sección hacemos un breve resumen de las técnicas mediante las cuales 
asignamos a una lógica o sistema deductivo diferentes clases de álgebras, junto con álgunas 
definiciones necesarias de la jerarquía de Leibniz. Y en la última sección veremos el método 
general mediante el cual luego definiremos las lógicas asociadas a las DLFI, DLF y DLI- 
álgebras.

4.1. Sistemas deductivos
Dado lenguaje algebraico, C recordemos que denotamos con Fm¿ al álgebra absolutamente 

libre sobre C con una cantidad numerable de generadores libres que llamamos variables. Los 
elementos de Fm^ son llamados fórmulas y una sustitución es simplemente un homomorfismo 
de Fm¿ en si misma.

Definición 4.1 Un sistema deductivo fintiario en el lenguaje C es un par S = (Fnif,^), 
donde H^C P (Fm£) x Fm¿ es una relación de consecuencia invariante bajo susituciones, es 
decir, satisface las siguientes propiedades para cada φ,ψ E Fm¿ ?/ Γ, Σ C Fm^:

1. Γ hs φ siempre que φ E

2. siT \~s φ para cada φ E Σ y Σ \~$ ψ, entonces Y ^s 'ψ,
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3. si h es una sustitución y Γ \-$ φ, entonces h (Γ) L^ h (92),

4- para cada ΓΗ^ φ existe Γ un suconjunto finito de Γ tal que Γ'Η^φ.

Todos los sistemas deductivos que trataremos en esta tesis son finitarios, por lo tanto omi
tiremos el adjetivos y nos referiremos a estos simplemente como sistemas deductivos.

En la definición anterior estamos considerando relaciones de consecuencia entre conjuntos 
de fórmulas y fórmulas en lugar de entre secuencias de fórmulas, esto es porque todos los sis
temas deductivos que consideraremos satisfacen las propiedades estructurales de idempotencia, 
contracción e intercambio (para referencias sobre lógicas substructurales recomendamos [45] o 
[46]).

Dado un sistema deductivo S, un conjunto Γ C Fm^ es llamado una 5-teoría siempre que 
sea cerrado bajo la relación de consecuencia, es decir, si Γ hs 92, entonces 92 6 Γ. El conjunto 
de 5-teorías es denotado Th (S).

Si Γ C Fm^, notamos Cn (Γ) = {φ : Γ H5 φ) a la menor S-teoría que contiene al conjunto 
Γ. Si Γ = {φ}, escribiremos Cn (Γ) = Cn (92) y si Γ U {φ} C Fm¿, denotaremos con Cn (Γ,φ) 
al conjunto Cn (Γ U {φ}). Usualmente notaremos ^H^^en lugar de {92} h5^y Γ,φΗ5^ en 
lugar de Γ U {φ} H¿ ψ.

Si 5 y 5' son sistemas deductivos de tipo £ y £’ respectivamente. Diremos que S' es una 
extensión de 5 si £ = £' y H^CH^/ . S' es una expansión de 5 si £ £ £' y HSCH5/, y S' es 
una expansión conservativa de S si es una expansión y para cada Γ U {92} C Fm¿, Γ Hs» 92 
si y sólo si Γ Hs 92.

En esta tesis un secuente de tipo £ será un par (Γ,φ), donde Γ es un subconjunto de Fm¿ 
y 92 es una fórmula. Denotaremos con Seq£ al conjunto de sedientes de tipo £. Observemos que 
un sistema deductivo S de tipo £ esta determinado por los sedientes (Γ, φ) tales que Γ h5 φ. 
Usualmente notaremos al par (Γ, 92) con Γ H 92 y diremos que un sistema deductivo 5 satisface 
un secuente Γ h 92, o que Γ H 92 es un secuente de 5, si Γ H5 92.

Una regla de Gentzen, o simplemente regla, es un par (Π, Γ H 92) donde Π es un conjunto 
finito de sedientes (posiblemente vacio) y Γ h 92 es un secuente.

4.2. Matrices y matrices generalizadas
Una matriz es un par (A, F) donde A es un álgebra con universo A y F Q A. Dado un 

sistema deductivo S y un álgebra A, ambos del mismo tipo £, un conjunto F C Λ es llamado 
un S-filtro si para cada homomorfismo h de Fm¿ en A, y cada conjunto de fórmulas Γυ{φ}, si 
h (Γ) C F y Γ hs 92, entonces h (92) 6 F, es decir, si h-1 (F) G Th (S). Denotaremos al conjunto 
de S-filtros de un álgebra A con Fis (A). El conjunto de S-filtros del álgebra de fórmulas Fm£ 
es exactamente Th (S). Una matriz (A, F) es una matriz modelo de un sistema deductivo S 
si F es un 5-filtro de A.

Dada una matriz (A, F), la congruencia de Leibniz de F relativa a A, denotada por 
OA (F), es la mayor congruencia de A compatible con F, esto es si {a,b) 6 Ω4 (F), a 6 F si 
y sólo si 5 G F. La función Ωα : P (A) —> Con (A) es llamada el operador de Leibniz en A. 
Una matriz (A, F) se dirá reducida si Ωα (F) es la relación identidad.

Dado un sistema deductivo S, la clase de álgebras usualmente asociada a S es:
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Una matriz generalizada (g-matriz para abreviar) es un par (A,C) donde A es un álgebra 
y C es una familia de conjuntos cerrada bajo intersecciones arbitrarias y bajo uniones de sub
familias dirigidas superiormente (para la relación de inclusión). La familia C define un operador 
de clausura Cloc en A por medio de Cloc (X) = Q {F E C : X C F} , para cada ACA.

Para cada sistema deductivo S y cada álgebra A del mismo tipo (A,Fis (A)) es una g- 
matriz. Una g-matriz (A,C) es un g-modelo de un sistema deductivo S A h (φ) E Cloc (h (Γ)) 
para cada h E Hom (Fm^, A) y cada Γ Hs <p, es decir, C C Fis (A). Por la propiedad de 
invariacia bajo sustituciones de todo sistema deductivo S, la g-matriz (Fm¿, ΤΛ (»S)) es un 
g-modelo de S.

Dada una g-matriz {A,C) , la congruencia de Tarski de C relativa a A, definida por :

es la mayor congruencia de A compatible con cada F E C. Una g-matriz (A,C) se dirá una 
g-matriz reducida si Ωα (C) es la relación identidad.

Sea (A,Q una g-matriz y p : A —> Α/Ωα (C) la proyección canónica sobre el álgebra 
cociente. La g-matriz (A,C) se dirá un g-modelo pleno de un sistema deductivo S siempre 
que sea válida la siguiente igualdad:

Dado un sistema deducctivo 5, definimos la clase de álgebra AlgS asociadas con 5 por:

Existe aun otra clase de álgebras usualmente asociada a un sistema deductivo 5, y es 
la variedad generada por el álgebra de Lindembaum-Tarski Fm£/QFm£ (Th(S}), usualmente 
denotada K5. La relación entre las diferentes clases asociadas a un sistema deductivo S es la 
siguiente:

Más aún,

donde Ps (Alg*S) es la clausura mendiante imágenes isomorfas de productos subdirectos de 
elementos de Alg*S.

Dada (A, C) una g-matriz, la relación de Frege en C es:

Si Aa (C) = Ωα (C) diremos que (A,C) tiene la propiedad de congruencia. Observemos 
que si S es un sistema deductivo, AFmz. (Th (5)) = {(<p, ψ) : φ hs ψ & Ψ h5 φ}. Un sistema 
deductivo S es llamado autoextensional si (Fm£,ZA (5)) tiene la propiedad de congruencia. 
S es llamado plenamente autoextensional si cada g-modelo pleno S tiene la propiedad 
de congruecia. S se dirá Fregeano si para cada Γ E Th(S), la g-matriz ^Fm¿, ΤΛ (5)1
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tiene la propiedad de congruencia, donde Th(S)r = {Δ G Th(S) : Γ C Δ}. Observemos que 
Arme ^Th (5)Γ) = {{φ,'ψ) : Γ,φ \-s ψ &. Τ\ψ \~$ φ}. S es plenamente Fregeano si para cada 

g-modelo pleno de 5 {A,C), la g-matriz (^A,CF^ tiene la propieda de congruencia para cada 
F eC, donde CF = {G e C : F C G}.

4.2.1. Jerarquía de Leibniz
La jerarquía de Leibniz es una amplia clasificación de diferentes sistemas deductivos en 

general por medio de ciertas propiedades. Muchos de las diferentes categorías de esta jerarquía 
no fueron originalmente definidas utilizando el operador de Leibniz, pero es posible probar que 
pueden ser caracterizadas por medio del mencionado operador y de allí el nombre. En esta 
tesis sólo mencionaremos dos clases de esta jerarquía, para más detalles y resultados sobre la 
Jerarquía de Leibniz recomendamos el compendio [26].

Un sistema deductivo S es protoalgebraico si y sólo si para cada álgebra A, del mismo 
lenguaje, Ωα restringida al conjunto Fis (A) es una función creciente. S es algebrizable si 
y sólo si para cada álgebra A, del mismo lenguaje, Ω^ es un isomorfismo entre retículo de 
5-filtros Fis (A) y el retículo de congruencias de A que conmuta con las imágenes inversas 
de homomorfismos, es decir, para cada par de álgebras A, B, cada h 6 Hom (A, B) y cada 
Fe Fis (B)

4.3. Sistemas deductivos basados en semiretículos
En la sección anterior vimos como suelen asociarse a un sistema deductivo diferentes clases 

de álgebras. Dada una clase de álgebras existen también varias maneras de asociarle un sistema 
deductivo. En esta tesis nos centraremos principalmente en dos de ellas llamadas la lógica 
afirmativa o sistema deductivo afirmativo y el sistema deductivo basado en semiretículos (ver 
[36]).

Definición 4.2 Sea S un sistema deductivo en el lenguaje F. Un conectivo arbitrario A E F 
es llamado una conjunción de S se para cada fórmula φ^ las siguientes condiciones se 
satisfacen:

Definición 4.3 Sea K clase de álgebra de lenguaje F y A un sim.bolo de función en F de aridad 
2. La clase K se dirá una clase de semiretículos relativos a A si las siguientes ecuaciones 
son válidas en cada miembro de K:
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3. χ A y f^ y Λ x.

Sea A un álgebra de una clase de semiretículos, similar al caso de retículos, diremos que 
F C A es un filtro de semireticulo de A si F es un conjunto no vacío creciente y cerrado 
bajo Λ. Como el concepto de filtro y filtro de semireticulo coinciden en el caso de retículos, 
llamaremos Fi (A) al conjunto de filtros de semiretículos de A.

Definición 4.4 Sea K una clase de semiretículos relativos a /\ en el lenguaje C. El sistema 
deductivo 5 (K) esta definido por:

1. Para conjuntos finitos

para cada A G K, cada homomorfismo h : Fm¿ ~^ A y cada a E A.

2. Para conjuntos arbitrarios

Γ Hs(K) P si y sólo si existe un conjunto finito Δ C Γ tal que Δ Hs(k) Ψ-

S (K) es llamado el sistema deductivo basado en semiretículos relativo a /\ y aK.

Observación 4.5 ([36, Observaciones 3 y 4]) Dada una clase de álgebras K basada en se
mireticulo por la definición anterior tenemos que para cada φ,ψ E Fm

si y sólo si para cada A G K,

Luego S (K) = 5 (V (K)) y si K y W son dos clases de álgebras tales que S (K) = S (K'), 
entonces V (K) = V (K').

Teorema 4.6 [36] Si S es un sistema deductivo basado en semiretículos, entonces

1. (A,C) es una g-matriz plena y reducida m.odelo of S si y sólo si A E K5 y C = Fi (A) si
S tiene teoremas o C = Fi (A) U {0} si S no los tiene.

2. Alg (5) = K5.

3. S es sistema deductivo basado en semiretículos relativo a Alg(S).

El siguiente teorema fue probado por Pynko en [50], para el caso de sistemas deductivos basa
dos en semireticulo no pseudo axiomáticos. Como todo sistema deductivo basados en semireticu
lo con teoremas es no pseudo axiomático [36, Lemma 3.3], y dado que el concepto de no pseudo 
axiomático no será utilizado en esta tesis, reescribimos el resultado como sigue:
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Teorema 4.7 Para cada tipo algebraico C con un operador binario Λ existe un isomorfismo 
dual entre el conjunto de los sistemas deductivos autoextensionales con conjunción Λ ordenados 
por extensión y el conjunto de todas las subvariedades de la variedad K^, donde K^ es la variedad 
de tipo C axiomatizada por las ecuaciones de la definición 4.3. El isornorfismo esta dado por la 
asignación S —> Ks

Definición 4.8 Si cada álgebra en una variedad V basada en semiretículos tiene último ele
mento denotado con el simbólo 1, la 1-lógica afirmativa S (V, 1) esta definida por

para toda A G V, y para cada hom,amorfismo h : Fm —> A.

Como {1a} es un filtro de semiretículo para cada A en V, S (V, 1) es una extensión de 
5(V).



Capítulo 5

Sistemas deductivos asociados a DLFI, 
DLI y DLF

“Que pour examiner la vérité il est besoin, 
une fois en sa vie de mettre toutes choses on doute, 

autan qu’il se pent.”

Descartes, 
Les Principies de la Philosophie

En este capítulo estudiaremos los sistemas deductivos basados en semiretículos asociados a 
las variedades de DLF DLI y DLFI-álgebras . Estos sistemas deductivos cuentan entre sus 
extensiones a varias lógicas bien conocidas, brindando un marco general para el estudio de las 
mismas. Definiremos para los sistemas deductivos antes mencionados una semántica basada 
en conjuntos ordenados con una o dos relaciones ternarias (marcos), intimamente relacionada 
con la dualidad desarrolada en [13] y aplicada en el capítulo anterior a algunas subvariedades 
de estas álgebras. Probaremos utilizando esta semántica relacional que estas lógicas no son 
Fregeanas ni protoalgebraicas.

Luego estudiaremos más en profundidad la relación entre las subclases de DLFI, DLI y 
DLF, las lógicas asociadas a estas clases y los marcos que validan estas lógicas. Finalmente 
introduciremos el concepto de clase de álgebras canónica por marcos ternarios, veremos en la 
ultima sección un ejemplo de clase no canónica. Dejaremos para el próximo capítulo el desarrollo 
de ejemplos positivos.

5.1. Definiciones
Consideremos los lenguajes algebraicos de las DLI, DLF y DLFI-álgebras:

donde A,V,o y —> son símbolos de operación binarios y 1, T son símbolos de constantes, 
interpretados en las álgebras como 0 y 1 respectivamente.
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Denotaremos Fm^;Fmo y Fm a los conjuntos de fórmulas con un conjunto numerable de 
variables proposicionales en los lenguajes £_>, £o y £. respectivamente.

Dado que las variedades DLF, DLI y DLFI tienen un reducto de Λ-semiretículo y cada álgebra 
tiene un último elemento, en la sección 4.3 del capítulo de preliminares de esta parte, vimos que 
hay dos sistemas deductivos naturalmente asociados a cada variedad, S (DLI) y S (DLI, 1) para 
DLI, S (DLF) y S (DLF, 1) para DLF and S (DLFI) y S (DLFI, 1) para DLFI. Cada uno de ellos 
en los lenguajes C^, Co y C. Basándonos en la dualidad desarrollada por Celani en [13] para 
estas variedades, daremos una semántica correcta y completa para estos sistemas deductivos.

Semánticas ternarias
Definición 5.1 Un marco ternario (T-marco) es una estructura (X,<,S), donde (X,<) 
es un conjunto parcialmente ordenado y S Q X3 satisface la siguiente condición:

Un FI-marco es una estructura (X, <,R,T) , tal que (X, <,R) y (X, <,T) son T-marcos.

Definición 5.2 Un FI-modelo es un par (X, V), donde F = (X, <, R,T) es un FI-marco y 
V : Fm -^ Pc (X, <) satisfaciendo, para cada φ,^ fórmulas, las siguientes condiciones:

Definición 5.3 Un I-modelo es un par {F, V), tal que F es un T-marco y V es una función 
V : Fm_, —> Pc (X, <) que satisface las condiciones 1, 2 y 4 de la definición 5.2.

Un F-modelo es un par {F, V) donde F es un T-m,arco y V : Fmo —> Pc (X, <) es una 
función que satisface las condiciones 1, 2 y 3 de la definición 5.2.

Si {F, V) es un FI-modelo (F-modelo or I-modelo), diremos que V es una valuación basada 
en F. Cuando un cierto T-marco F es la base de un I-modelo o un F-modelo diremos que F 
es un I-marco o un F-marco, respectivamente.

Observación 5.4 Por la definición 5.2 de un FI-modelo, tenemos que dadas dos fórm.ulas φ

y

Entonces, por el ejemplo 3.8, tenemos que cada función V : Fm —> Pc (X) es una valuación 
en un FI-m,arco F — (X, <,R,T} si y sólo si es un hom.om.orfismo de Fm en A^.
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Para no complicar aún más la notación agregando engorrosos subíndices o supraindices, 
notaremos con A^ a la DLF o DLI-álgebra cuando F es un F-marco o un I-marco, respectiva
mente. Esto no supondrá dificultades ya que en general el contexto nos permitará distinguir a 
cual de ellas nos estamos refiriendo, más aún en la sección 5.4 esta notación nos permitirá probar 
resultados en forma general, independizándonos del lenguaje correspondiente.

Ahora definiremos la noción de validez en esta semántica. La misma definición es válida 
para cada clase de marcos y modelos FI, F, o I, por ello omitiremos el prefijo.

Dado un modelo {F, V) y un conjunto de fórmulas Γ denotaremos:

Definiremos primero la validez de sedientes en marcos y modelos, y en función de estas 
definiremos las nociones análogas para fórmulas y reglas como es usual.

Definición 5.5 Diremos que un secuente Γ b y es localmente válido en el modelo 
(F,V), y lo notaremos (F,V) ^^ [- y} si V (J?) C V (y).

Un secuente Γ b y es localmente válido en un marco F si es localmente válido en 
cada modelo basado en él, y lo notaremos F |=; ΓΗφ.

Definición 5.6 Diremos que un secuente V b y es globalmente válido en el modelo 
{F, V) si V (Γ) ^ X o V (φ) = X y lo notaremos (F, V) |=9 Γ Η φ.

Un secuente Γ b y es globalmente válido en un marco F si es globalmente válido 
en cada modelo basado en él. Este caso lo denotaremos con F ^=gV b y.

Definición 5.7 Diremos que una fórmula φ es válida en un modelo {F, V) y lo notaremos 
(F,V) |= φ, si (F,V) |=/ 0 Η φ, es decir, V (99) = X. De igual manera diremos que fórmula 
φ es válida en un marco F y lo notaremos F ¡= y, si F j=i 0 b y, es decir, V (φ) = X 
para cada valuación basada en F.

Claramente para el caso de fórmulas no tiene sentido una distinción entre global y local. Es 
fácil ver que si reemplazamos [=/ por |=5 en la definición anterior, obtendríamos una definición 
equivalente.

Definición 5.8 Diremos que una regla (Π,ΓΗφ) es localmente válida en el modelo 
{F,V), y lo notaremos (F,V) \=ι (Π,Γ by), si (F,V) ^1 Ti b yi para algún F¿ Η φ, 6 Π o 
^.V) hri-φ.

Una regla (Π, Γ Η φ) es localmente válida en un marco F si es localmente válida en 
cada modelo basado en él. En este caso notaremos F (=/ (Π,Γ Η φ).

Definición 5.9 Diremos que una regla (Π, Γ Η φ) es globalmente válida en el modelo 
(F,V), y lo notaremos (F,V) \=g (Π,Γ Η φ), si {F,V) ^g Vi b yi para algún Vi b yi e Ώ. o 
(τ-,η ηγη^.

Un regla (Π,Γ Η y) es globalmente válida en un marco F si es globalmente válida 
en cada modelo basado en él. En este caso notaremos F \=g (Π,Γ Η φ)
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Observemos que estas nociones de validez de secuentes son análogas a las definiciones de de 
validez local y global en las semánticas de Kripke para lógicas modales y lógicas subintuicionistas 
(ver [3],[15]).

Las demostraciones de correctitud y completitud sólo las haremos para los sistemas de
ductivos 5 (DLFI) y S (DLFI, 1) y las semánticas locales y globales sobre FI-marcos , pero son 
válidas para los sistemas deductivos <S (DLI), 5 (DLF), 5 (DLI, 1) y 5 (DLF, 1) y las semánticas 
sobre I-marcos y F-marcos respectivamente. Las demostraciones para estos casos se siguen sim
plemente reemplazando <S (DLFI) por S (DLI) o S (DLF), FI por I o F y £ por E^ o Eo, según 
corresponda.

Teorema 5.10 (Correctitud) Sea Γ Η φ un secuente en el lenguaje E. Si Γ Fs(dlfi) Ψ, 
entonces para cada Fl-marco 7, 7 [=¡ Γ Η φ. Es decir, la semántica local de FI-marcos es 
correcta para S(DLFI).

Demostración. Supongamos que Γ Hs(dlfi) φ, y sean F = {X, <,R,T) un Fl-marco y V 
una valuación en F. Podemos suponer sin perdida de generalidad que Γ = {φι,..., φη}, ya que 
S (DLFI) es finitario. Por la observación 5.4, tenemos que V es un homomorfismo de Fm en Aj:, 
luego por la definición de <S (DLFI) y como Γ Fs(dlfi) £ tenemos que V (^ι)ίΊ.. .DV (φη) C V (φ). 
Entonces, {F, V) |=/ Γ Η φ. Como esto último es válido para cualquier valuación, el resultado 
se sigue. ■

Teorema 5.11 (Completitud) Sea Γ Η φ un secuente en el lenguaje E. Si para cada FI- 
m,arco 7, 7 [=¡ Γ Η φ, entonces Γ F^olfi) ψ· Es decir, la semántica local de Fl-m,arcos es 
completa para S (DLFI).

Demostración. Consideremos σΑ:Α —> A^^ el homorfismo definido en la sección 1.3. Si 
h G Hom (Fm, A), entonces aAoh e Hom (Fm, A^a))· Por la observación 5.4, aAoh es una 
valuación en F (A).

Sea Γ Η φ un secuente localmente válido en todo Fl-marco F. Sea A una DLFI-álgebra y 
h G Hom (Fm, A). Supongamos que para cada subconjunto finito de Γ {φι,... ,φη} tenemos 
que h (φι) Λ.. .Ah (φη) ¿ h (φ), entonces h (φ) ^ F (h (Γ)). Por lo tanto, existe P Ε X (A) tal 
que h (Γ) C P y h (φ) ^ P. Luego, P G Q (aA ° h) (ψ) ¿ (σΑ o K) (φ), con lo cual tenemos que

F (A) ^ Γ Η φ, lo cual es una contradicción. Por lo tanto debe ser h (φι A ... Λ φη) < h (φ) 
para algún {φ15..., φη} subconjunto finito de Γ, y el resultado se sigue. ■

Los mismos argumentos de los teoremas 5.10 y 5.11 prueban lo siguiente:

Teorema 5.12 Sea Γ h φ un secuente en el lenguaje Ε. Γ Hs(dlfi,i) φ si y sólo si para cada 
Fl-marco F, F \=g Γ \~ φ. Es decir, la semántica global de FI-marcos es correcta y completa 
para5 (DLFI, 1). '

En la siguiente sección utilizaremos convenientemente la definición o la semántica ternaria 
para estudiar las propiedades de 5 (DLFI), S (DLI) y S (DLF).
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5.2. Propiedades
En esta sección estudiaremos ciertas propiedades de los sistemas deductivos S (DLI), 5 (DLF) 

y S (DLFI). Probaremos que ninguno de ellos es protoalgebraico y estudiaremos sus propiedades 
de congruencia. De hecho, probaremos estos resultados sólo para S (DLFI), pero resultados sim
ilares son válidos para 5 (DLI) y 5 (DLF), y las demostraciones para estos sistemas deductivos 
se siguen con mínimas modificaciones.

Matrices y jerarquía de Leibniz
Teorema 5.13 S (DLFI) no es protoalgebraico y las clases de álgebras asociadas a S (DLFI) 
cumplen las siguientes relaciones

Demostración. Consideremos la cadena de tres elementos A = {Ο,α, 1} y las siguientes 
operaciones dadas en los ejemplos 3.5 y 3.4:

Entonces, A = (A, Λ, V, o, —>, 0,1) es una DLFI-álgebra. Por el teorema 4.6, tenemos que

Dado que ambas operaciones son constantes, una relación de equivalencia en Λ es congru
encia de A si y sólo si es una congruencia del reducto de retículo de A. Se sigue que:

Por lo tanto Ω^ no preserva el orden, ya que Ω^ ({1}) ^ Ω^ ({Μ})·
Luego 5 (DLFI) no es protoalgebraico.

Por el teorema 4.6, AlgS (DLFI) = K5(DLF|) = DLFI.
Si consideramos el álgebra A descripta anteriormente, vimos que Ω^ (F) ^ IdA para cada 

F E F¿5(dlfi) (A) · Luego A E AlgS (DLFI), pero A ^ Alg*S (DLFI). ■

Corolario 5.14 Alg*S (DLFI) no es una cuasivariedad.

En el próximo teorema veremos algunas propiedades relacionadas con matrices generalizadas 
de lógicas multivaluadas (ver [27]) que las g-matrices de S (DLFI) no siempre satisfacen.

Teorema 5.15 Existen g-matrices (A,C), que son m,odelos de S (DLFI) y no satisfacen las 
siguientes proposiciones:
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Demostración. Consideremos el retículo Booleano con cuatro elementos A = {Ο,α,ό, 1} 
ado de las operaciones de fusión o e implicación —> dadas por las siguientes tablas:

Es tedioso pero sencillo probar que A — (A, Λ, V, o, —*, 0,1) es una DLFI-álgebra. Por el 
teorema 4.6, tenemos que (A,Fi{A)) es un modelo completo reducido de <S (DLFI). Ahora 
observemos que:

Por lo tanto {A,Fi {A)) no satisface ninguna de las propiedades listadas en el teorema. ■

La DLFI-álgebra utilizada como contraejemplo en la prueba del teorema anterior fue cons
truida como el álgebra A^ de un cierto marco F, el cual satisface ciertas propiedades que 
garantizan que Ay no va a cumplir ninguna de las propiedades listadas en el teorema. Como 
el marco en este caso es finito, puede dotárselo de la topología discreta y resultara un DLFI- 
espacio y Ay se corresponderá con D(7). Luego utilizando los teoremas 6.1,6.2 y 6.3 podemos 
ver cuales son las condiciones que debe cumplir F, de manera que Ay (D^)) no satisfaga las 
propiedades listadas..Esto se puede aplicar directamente sólo al caso finito.

En el próximo capítulo veremos que en muchos casos existe una relación entre la satisfacción 
de ciertos secuentes y fórmulas en un marco y ciertas condiciones de primer orden. Muchos de 
estos resultados están relacionados con los obtenidos en los teoremas antes mencionados, cuando 
llegue el momento comentaremos estas conexiones.
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Propiedades de congruencia
En [36, Proposition 3.1], Jansana prueba qne todo sistema deductivo basado en semiretículos 

es autoextensional y tiene una conjunción, por ello S (DLFI) es autoextensional y el conectivo 
Λ es una conjunción en el. De este hecho, utilizando los resultados de [25, Section 4.2] podemos 
deducir directamente que S (DLFI) es completamente autoextensional.

Ahora veamos que S (DLFI) no es Fregeano.

Teorema 5.16 S (DLFI) no es Fregeano.

Demostración. Sea p una variable preposicional y consideremos Γ = Cn(p) la teoría 
generada por p. Observemos que, Γ, T H^olfi) P, luego (p, T) e AFm (rh (5 (DLFI))r).

Consideremos ahora el FI-marco F = {X,=, R,T) donde

Sea V : Fm —> PC(X)(=P(X)) una valuación tal que V (p) = {a,b}. Es fácil ver que 
V (Γ) = V (p) = {a, 5} . Luego, V (Γ U {p —> T}) = {a, 6} pero

Por lo tanto V (Γ U {p —> T}) ^ V (p —> p), es decir,

Por el teorema 5.10, podemos deducir que Γ,ρ —* T Ks(dlfi) P —> P, luego

Con lo cual, (Fm¿,Th (5 (DLFI))r^ no tiene la propiedad de congruencia. ■

Corolario 5.17 S (DLFI) no es completara,ente Fregeano.

5.3. Marcos
En esta sección veremos algunas cosntrucciones de nuevos marcos a partir de una familia de 

marcos o de un marco dado y analizaremos en esta y en la próxima sección el comportamiento 
de estas respecto de la validez de sedientes.

Listaremos primero las construcciones clásicas.
Denotemos Fi una familia de marcos indexada por un conjunto no vacio I.
Con Π^ denotaremos el producto de los marcos indexados por I.

i&I

Si U es un ultrafiltro de P (Z), JJr^ denota el ultraproducto de los marcos Fi.
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Con l+l Fi denotaremos a la unión disjunta de los marcos, en el caso de que los conjuntos 
subjacentes a los marcos Fi sean disjuntos.

Dada una clase de marcos A denotaremos

a las familias de todos los posibles productos, ultraproductos y uniones disjuntas de familias 
de marcos en A, respectivamente.

Para introducir los conceptos de submarco e imagen de un marco, necesitaremos el concepto 
de morfismo entre marcos que introduciremos en la próxima subsección.

5.3.1. Morfismos y submarcos
Las definiciones de morfismos en las diferentes clases de marcos están basadas en las defini

ciones de morfismos entre los espacios de Priestley asociados a DLI, DLF y DLFI-álgebras, 
definidos en 3.16 (ver también [13]). A su vez, esta noción esta intimamente relacionada con 
las definiciones de morfismo acotado entre marcos de Kripke [3, Chapter 2], y morfismos entre 
espacios implicativos [42].

Definición 5.18 Sean (X1} <bSi) y {X2, <2, Sz) dos T-marcos y sea g : Χγ —> X2 una función 
creciente satisfaciendo la siguiente condición:

P Si (x,y,z) e Si, entonces (g(x),g(y) ,g^) e S2

Diremos que g es un I-morfismo si satisface la siguiente condición:

Diremos que g es un F-morfismo si satisface la siguiente condición:

Dados pC, <i^R\^Tf) y (X2, <2, R^Tz) dos FI-marcos. Una función creciente g : Xi —> X2 
es un FI-morfismo, si es un F-m.orfism.o del T-m.arco pC, <b Ri) en el T-m.arco [X2, <2, Rf) 
y un I-m.orfism.o del T-m,arco (Χγ,<ι,Ί\) en el T-m,arco (X2, <2,T2).

En el resto de la sección trabajaremos solamente con FI-marcos y FI-morfismos. Resultados 
análogos son válidos para I-marcos y F-marcos y las demostraciones se pueden obtener de las 
dadas aquí con sólo pequeñas modificaciones.

Para simplificar las proposiciones de esta subsección, por el resto de la misma denotaremos 
con ^i = (Xi,<i,Ri,T!) y F2 = (Xz,<2, Rz,T2) dos FI-marcos y con g : Xi -^ X2 un 
FI-morfismo entre ellos.

La siguiente proposición se sigue directamente del teorema 3.4 de [13].

Proposición 5.19 La función hg : Pc (X2) —> Pc (^1) definida por

para cada U E Pc (X2), 65 un homomorfismo de OLFI-álgebras desde Α^2 en Aj^.
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Definición 5.20 Sea V una valuación basada en F¿, denotaremos Vg a la valución basada en 
Fi definida por:

Sea W una valuación basada en F\. Denotaremos W9 a la valuación basada en F2 definida 
en cada variable proposicional por:

Como hg € Hom (Α^,Α^), Vg = hgoV G Hom (Ειη,Α^). Utilizando la observación 5.4, 
podemos comprobar que efectivamente Vg es una valuación basada en Jf.

Teorema 5.21 Si g es sobreyectiva, para cada secuente Γ \~ φ en el lenguaje C, si 7i ^ Γ Η φ, 
tenemos que F2 ^ι ΓΗ φ.

Demostración. Supongamos que Λι |= Γ Η φ, y sea V una valuación basada en F^· Como 
g es sobreyectiva,

Como 7i h Γ ^ φ, Vg (Γ) C Vg (φ). Luego,

y el resultado se sigue. ■

Lema 5.22 Si g es estrictamente creciente yW es una valuación basada en Fi, entonces para 
cada φ G Fm

Demostración. Probaremos esta afirmación por inducción en la formación de la fórmula

Dadap una variable proposicional. Por la definición 5.20, W9 (p) = [g (W (p))). Claramente 
9 (W (p)) ^ W9 (p)nlm (g). Sea x G W9 (p)C\Im (g), entonces existen y E W (p) y z E X^ tales 
que g (y) <2 x = 9 (F) · Como g es estrictamente creciente y W (p) es un conjunto creciente, 
y<izyzEW(p). Luego, x = g (z) e g (W (p)).

Las pruebas para los conectivos Λ, V y las constantes ±,T se siguen fácilmente de la 
definición.

Sólo probaremos el caso del conectivo de implicación ->, ya que el caso del conectivo de 
fusión o se prueba de manera similar.

Supongamos que αβ G Fm son tales que:

Consideremos x G W9 (a —^ β) D Im(g). Sea x' G %i tal que g (χ1) = x. Sean y' e W (a) 
y / G Xi, tales que (x',y',F) G 7p Por la definición 5.20 de FI-morfismo, tenemos que 
(x, g (y'), g (F)) G T2. Por hipótesis, g (y') G W9 (a). Como x G W9 (a —> β), vemos que
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g {ζβ E W9 (β) A Im (g) = g (W (β)). Dado que g es una función inyectiva, z' E W (β), lo cual 
prueba que x' E W (a ■—> β). Por lo tanto

Para probar la otra inclusión, sea x E g {W (a —> β)). Si y G W9 (οβ y z E X2 son tales 
que (x,y,z) G T2, debemos probar que z G W9 (β). Sea x' E W (a —> β) tal que g (χβ = x, 
entonces (g (χβ ,y,z) E T2. Por la definición 5.20, existen y',z' G Xi tales que (χ'^βζβ G Ti, 
y <2 9 {y') y 9 (ζβ <2 z- Por hipótesis y como y <2 g (y'), y' E W (a). Luego, z' EW (β). Con 
lo cual, g (ζβ E g (W (β)) C W9 (β), y podemos concluir que z E W9 (β). Por lo tanto

■

Corolario 5.23 Si g es estrictamente creciente y W es una valuación basada en Χ2, entonces 
vara cada ω E Fm

Demostración. Sea φ E Fm. Entonces

■

Teorema 5.24 Si g es estrictamente creciente. Para cada Γ U {φ} C Fm, si ^2 Η Γ ^ Ψ, 
entonces Jf |=/ Γ Η φ.

Los resultados previos nos permiten proponer las siguientes definiciones como las más apro
piadas para los conceptos de submarco y submodelo.

Definición 5.25 Direm,os X2 is a FI-submarco de Fi, en símbolos F2 =^ Xi, si satisface las 
siguientes condiciones

1. X2 C Xi,

2. <2= <1 o (Xz)2, y

3. la inclusión i : X2 —^ Xi es un FI-morfismo.

Observemos que X2 ^ Xi si y sólo si X2 CXb la inclusión i :X2 -* X¡ es un FI-morfismo 
estrictamente creciente. Definimos F-submarcos and I-submarco de manera similar. Por el 
teorema 5.24 y la observación previa tenemos que la validez de sedientes se preserva en los 
submarcos.

Definición 5.26 Si F2 ^ Fi y V es una valuación basada en Fi diremos que {^2^νβ es un 
Fl-submodelo de (Fi,V) , donde i es la función inclusión y Vi es la valuación dada en la 
definición 5.20.
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Observación 5.27 Por el lema 5.22, tenemos que si {P^Vi} es un subm,odelo de (Fi,V), 
entonces para cada fórm,ula φ € Fm,

Dada A una familia de marcos (FI, F o I-marcos) denotaremos

EH^ (A) = {Ai : existe un morfismo sobreyectivo f \ F -^ ΑΛ, para algún 7 eA} y
SF (A) = {Ai : M ^ F para algún F GA} .

5.4. Secuentes, álgebras y marcos
En esta sección analizaremos algunas propiedades de las familias de álgebras y marcos que 

hacen válidos ciertos secuentes. Para ello definiremos primero ciertos operadores entre clases 
de álgebras, marcos y secuentes.

Para simplificar la notación no indicaremos el lenguaje, ya que los resultados de esta sección 
son válidos para los tres lenguajes sobre los que estamos trabajando. Más adelante cuando 
utilicemos los resultados aquí expuestos, el lenguaje quedará claro por el contexto y en caso de 
que no sea así se indicará explícitamente.

Dado Π un conjunto de secuentes, denotaremos Fr¡ (Π) a la familia de todos los marcos 
validan localmente cada uno de los sequentes en Γ, es decir,

F E Fri (Π) si y sólo si F |=/ Γ Η φ para cada Γ Η φ € Π.

De manera similar para la validez global definimos Frg (Π).
Por otro lado denotaremos Algi (Π) y Algg (Π) a los conjuntos de álgebra (DLI, DLF o 

DLFI-álgebras según corresponda) definidos por:

A E Algi (Π) si y sólo si h (φ) e F (h (Γ)) para cada h E Hom (Fm, A) y cada Γ Η φ E Π,

A E Algg (Π) si y sólo si Λ (Γ) ^ {1} o Λ (φ) = 1 para cada h E Hom (Fm, A)
y cada Γ Η φ E Π.

Notaremos Fri (ΓΗφ) = Fri ({Γ Η φ}), y de igual forma para Frg (Γ Η φ), Alg¡ (Γ Η φ) y 
^9(rHrf.

Dada A una familia de marcos denotaremos Seqi (A), Seqg (A) a los conjuntos de secuentes 
válidos local y globalmente en cada marco en A. Es decir,

Γ Η φ E Seqi (A) si y sólo si F |=/ Γ Η φ para cada F E A, y
Γ Η φ E Seqg (A) si y sólo si .F ^ Γ F 72 para cada Γ E A.

A su vez indicaremos
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Si K es una clase de álgebras contenida en DLFI, DLI o DLF, entonces recordemos que S (K) 
denota el sistema deductivo basado en la estructura de A-semiretículo relativo a K, y 5 (K, 1) 
es la lógica afirmativa asociada a K (ver definiciones 4.4 y 4.8)

A su vez denotaremos

El siguiente es un esquema de las definiciones anteriores.

Fig. 4

5.4.1. Propiedades
Ahora veremos algunas propiedades de los operadores que acabamos de definir. Más adelante 

veremos como se comportan las composiciones de estos operadores.

Recordemos que dada una clase K de álgebras (DLFI, DLF o DLI-álgebras), S (K) es un 
sistema deductivo finitario autoextensional, y S (K, 1) es un sistema deductivo que extiende a 
5(K).

Veamos algunas de las propiedades de los otros operadores definidos en esta sección.

Fri

En la sección anterior introdujimos varias maneras de obtener nuevos marcos a partir de 
una familia o un marco dado. Probamos que en ciertos casos estas construcciones preservaban 
la validez de secuentes. Resumiremos y ampliaremos estos resultados en la próxima proposición 
aplicando la notación definida en esta sección.

Proposición 5.28 Dada Π una familia de secuentes, entonces
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Demostración. 1. y 2. Se siguen directamente de los teoremas 5.21 y 5.24, respectivamente.
3. Sean Ti una familia disjunta de marcos contenida en Fri (Π), indexada por I ^ Q. Sea

V una valuación en l+j Fi. Denotemos {Xi, <¿) al conjunto ordenado de cada uno de los 
''··''iEl

marcos Ti, es decir Ti = (Xí,<í,R) o.Tí = {Xí,<í, R,T) según el lenguaje. Si consideramos
Vi : Fm —> Pi (Xi, <i) definida en cada fórmula ψ como sigue:

es una valuación basada en Fi para cada i E I. A su vez, V (92) = |+]V¿ (φ). Como cada 
i€l

Fi E Fri (Π) y la unión de los Fi es disjunta tenemos que, si Γ Η φ G Π,

■

En los próximos ejemplos veremos que no necesariamente Fri (Π) es cerrado por productos 
ni ultraproductos. En el primer ejemplo veremos que aún cuando el secuente es de la forma 
0 Η φ, incluso un poducto finito de marcos que validan el secuente, puede no validar el mismo.

Ejemplo 5.29 Consideremos F = ({1,2} , <,R,T), donde

Veamos que

es decir, F E Fri (0 E (p —* 9) V (g —* p)) Para esto, como Vc ({1,2}, <) = {0, {2} , {1,2}}, 
en la siguiente tabla vemos todas las posibles valuaciones para p y q :

Luego concluimos que F E Fri (0 h (p -^ q) V (q —^ p)).

xEs válido destacar que el hecho que L satisfaga el secuente 0 Η (p —► q) V(q —» p), se podría haber demostrado 
fácilmente utilizando el item l.(e) del teorema 6.1. Preferimos no adelantarnos, por eso ha sido presentado de 
esta manera.
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Ahora bien consideremos una valuación V basada en F2 tal que

Recordemos que F2 = (X2, <' ,R! ,T') donde

Luego

y

Por lo tanto

con lo cual X2 ^ Fri ($ \~ (p —+ q) V (q —> p)).

Con el ejemplo anterior vemos que aun en el caso de sedientes o familias de sedientes muy 
simples es posible que

Algunos de los cálculos del siguiente ejemplo son bastante tediosos, los hemos incluido sólo 
por completitud. Lo que veremos es simplemente un caso en que

Ejemplo 5.30 Consideremos los marcos Fn definidos en el ejemplo 3.9. Com.o vimos en el 
mencionado ejemplo que Α^η es isom,orfa a Ln, y dado que una valuación V basada en Fn es 
un hom.omorfismo de Fm en Α^η deducimos que

para cada η E N, (ver proposición 5.38), es decir, Fn £ Fr (p o (q —+ p) \- q o (p —> q)). 
Ahora consideremos el ultrafiltro de P (N)

Si f E Π^’ fu denota la clase de f en JJ Fn. Por la definición de ultraproducto en este 
caso tenemos que
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Sean

Observemos que ver que A £ B y que ambos con conjuntos crecientes en W^n- Con
sideremos entonces una valuación tal que V (p) = A y V (q). Por la definición Tu tenemos 
que:

Luego V (p-+ q) = Π ^Υ

Por la definición de valuación, fuEV{q—>p) si y sólo si Tu (fu, V {q)) Q V {p) · Veamos 
entonces que

Si k = 1, la últim.a equivalencia nos dice que Βηγ G N, Vn > n^ f (η) + 1 < h{n) + 1, es decir 
fu ^ hu, entonces si fu € A, tenem,os que hu E A = V (p). Si suponemos que fu ^ A, es 
decir, Vk E N,Vnk, Bn > nk¡ g (η) < n — k, definimos una sucesión {sk}kP^ com,o sigue:

Lueqo consideremos q definida por

Claramente gu E B = V (q), ya que para cada n > Sk g (n) > k. Si llamamos h = f + g — 1, 
por la definición de Tu tenemos que (fu,9u, hu) ^ Tu- Para cada k E N, para cada n,sn+k > n 
y

entonces hu ^ A = V (p). Con lo que hem.os probado que V (q —+ p) = A.

Veamos que V (p o (p —> q)) = A. Com,o ya probamos que V (p —> q) = JJ^^n si f £ A 
basta considerar h EV [p ^ qfi h (n) = 1 para cada n, entonces f (n) + h (n) < f (n) + 1 para 
cada n, por lo tanto (fu, bu, fu) ^ Tu luego, A C V (p o (p —^ q)).
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Ya observamos que si {fu,gu^hu) £ Tu V fu £ A, entonces hu E A. Con lo cual tenemos 
que V (po (p -+ q)) = A.

Veamos finalmente que V (q o (q —> p)) — 0. Supongamos que existen {fu^gu, hu) E Tu tales 
que fu ^V {q) = B y gu £ V (q —> p) — A. Com,o gu £ V (q —> p) = A existen k,n0 E ^ tales 
que para todo n > no, g (n) > n — k. Ahora bien, dado que fu E B existe n^^ E N tal que para 
todo n > n^+2 fu (^) > k + 2. Entonces, si n> máx {ηο,η^} tenemos que

por lo tanto h (n) > n, lo cual es una contradicción. 
Resumiendo probarnos que:

Luego vemos que

por lo tanto

Algi

Proposición 5.31 Sea Π una familia de secuentes. Entonces las siguientes proposiciones son 
válidas:

Demostración. 1. El hecho que S (Algi (Π)) C Algi (Π) se sigue fácilmente de la definición 
de Algi (Π).

2. Para probar que HI (AZ^/ (Π)) C Algi (Π). Consideremos B G HI (Algi (Π)), por lo tanto 
existes A E Algi (Π) y h : A —> B un homomorfismo sobreyectivo. Dado g : Fm —*· B un 
homomorfismo del conjunto de fórmulas en el correspondiente lenguaje. Para cada variable 
preposicional p fijemos ap E A tal que

Consideremos f : Fm —* A es único homomorfismo tal que para cada p variable proposicional

Por esta definición tenemos que ho f = g.
Dado Γ Η p G Π, como A E Algi (Π).tenemos que f (φ) E Fi (f (Tf). Como h es un 

homomorfismo,
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por lo tanto B 6 Alg¡ (Π).
n

3. Denotemos B = J^A, y para cada 1 < i < n, indicaremos con 7^ : B —+ Ai & cada una 
¿=1

de las proyecciones. Sea g : Fm -^ B un homomorfismo. Dado Γ Η φ G Π y cada Ai 6 Algi (Π), 
tenemos que T^ag (φ) G Fi (π^ o g (Γ)). Por lo tanto para cada 1 < i < n existen φ\,..., φιη. E Γ 

n
tales que πτ o g (^) A ... ,π^ o ^ (^.) < 7^ o g (φ). Denotemos Δ = |J {^, · · · Mj ^ r-

Claramente Δ es un conjunto finito de fórmulas, y

para cada 1 < i < n. Por lo tanto, ^\g ^ < g (p), es decir, g (φ) G Fi (g (Γ)). Con lo que

concluimos que B G Algi (Π). ■

Ya vimos que Algi (Π) es cerrada bajo subalgebras e imágenes homomórficas. El caso de los 
productos de álgebras es un poco más complejo. Veamos primero un caso en el que Algi (Π) no 
es cerrado bajo productos.

Ejemplo 5.32 Dada una variable proposicional p, consideremos

donde p1 = p y pn+1 = pn o p. Luego, como todo elemento distinto del 1 en Ln es nilpotente, 
tenemos que

para cada η E N (ver ejemplo 3.9). Consideremos B = JJ¿n y 9 : Fm —* B un homomorfismo 

tal que

Es fácil ver que:

Luego x E Fi (g (Γ)) si y sólo si existe η E N tal que

Por lo tanto, g (1) = (0,... ,0,...) ^ Fi (g (Γ)), es decir, B ^ Alg (Γ h ±). Por lo tanto
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El ejemplo anterior nos permite concluir que Algi (Π) no siempre es una variedad ni una 
cuasi-variedad.

Veamos ahora que en ciertos casos Algi (Π) si es una familia de álgebras cerrada bajo 
productos.

Proposición 5.33 Sea Π una familia de secuentes que satisface

Para cada Γ Η φ G Π, existe A Q Γ tal que Δ es finito y Δ h φ. (fin)

entonces las siguientes proposiciones son válidas:

Demostración. 1. Sean B G Ρ(Α/^(Π)). Entonces para alguna familia de álgebras en 
Alg, (Π),

Denotemos n* : B —> Ai cada una de las proyecciones. Sea g : Fm -^ B un homomorfismo y sea 
Γ Η φ G Π. Por la hipótesis (fin) podemos suponer que existen φ^,... ,φη fórmulas tales que

Como cada Ai E AlqATP tenemos que

Entonces, para cada i e I. ni o g (φι) A ... A ni o g (φη) < ni o g (φ), por lo tanto

Luego g (φ) G Fi (g (Γ)). Con lo que concluimos que B G Algi (Π).
2. Se sigue del inciso 1 y de la proposición 5.31. ■

Proposición 5.34 Dada A una familia de m,arcos, entonces (Fm,Seqi (A)) es un sistema de
ductivo con conjunción.

Demostración. Consideremos Γ y Δ dos conjuntos de fórmulas y φ una fórmula
7. Si φ G Γ, entonces para cada marco Τ' G A y cada valuación V sobre Τ', tenemos que

V (Γ) = Qb (ψ) C V (φ), por lo tanto Γ Η φ G Seqi (A).

2. Supongamos que Γ y Δ son tales que , Δ h ^ G Seqi (A) para cada ^ € Γ y que
Γ l· y? G Seqi (A). Si Τ' G A y V es una valuación sobre Τ', entonces V (Δ) C V (^) para cada
^ G Γ, es decir,

Luego Δ Η φ G Seqi (A).
5. Si Γ h 92 G Seq¡ (A) y / es una sustitución en Fm, dado que para cada valuación V o f 

es una valuación, entonces / (Γ) Η / (φ) G Seqi (A).
El hecho de que el conectivo Λ se una conjunción en (Fm, 5e^ (A)) se sigue directamente 

de la definición de la semántica y de la definición de conjunción. ■
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5.4.2. Relaciones entre Fr, Seq, Alg y S.

Durante esta subsección primero analizaremos el comportamiento de las distintas com
posiciones de los operadores Fr, Seq, Alg y S. Luego probaremos ciertas relaciones entre la 
deducción local y global y las lógicas basadas en semiretículos y afirmativas que nos serán de 
mucha utilidad en el próximo capítulo cuando estudiemos extensiones de S (DLFI) y S (DLI).

Algebras y secuentes

En [36], Jansana prueba que

Por nuestra definición, claramente Alg (5 (K)) = Algi (Hs(k)) luego tenemos que

Proposición 5.35 Sea Π una familia de secuentes que satisface la condición (fin) de la proposi
ción 5.33, entonces las siguientes proposiciones son válidas:

-^s(x¡9¡(n))·

2. S (Algi (Π)) es el menor sistema deductivo finitario autoextensional que satisface 1.

3. Π =^s(Al (n)^ si y sólo si S = (Fm, Π) es un sistem.a deductivo finitario autoextensional

Demostración. 1. Directamente de la definición de 5 (Algi (Π)) y de la propiedad (fin).
2. Se sigue del teorema 4.7.
3. Directamente del item anterior. ■

Veamos con un ejemplo que la contención del item 1. de la proposición anterior no es 
necesariamente válida si Π no satisface la condición (fin).

Ejemplo 5.36 Sea Γ = {pn : n 6 N}u{p —> 1} com,o en el ejemplo 5.32. Vim,os que para cada 
n Ln e Algi (Γ h ±). Pero

dado que no existe ningún subconjunto finito ACT tal que para cada Ln y cada h : Fm —>Ln, 
h(±) = 0eFi {h^)).

Algebras y marcos

Claramente dada un familia de álgebras K

Definición 5.37 Sea K una clase de álgebras (DLI, DLF o DLFI-álgebras). Direm.os que K 
es canónica con respecto a marcos (I, F, FI-marcos) si satisface la siguiente condición:



CAPÍTULO 5. SISTEMAS DEDUCTIVOS ASOCIADOS A DLFI, DLI Y DLF 101

Si K es una variedad, resulta de la definición anterior y la observación previa a la misma, 
que si K es canónica con respecto a marcos entonces

En el próximo capítulo veremos algunos ejemplos de clases de álgebras canónicas con respecto 
marcos, como los RCID-retículos, MTL-álgebras y WH-álgebras, entre otras; y en la última 
sección de este capítulo analizaremos un ejemplo de clases de álgebras no canónicas y analizare
mos la relación entre la canonicidad por marcos y otro tipo de canonicidad que definiremos en 
la próxima sección.

Marcos y secuentes

Dada Π una familia de secuentes, tenemos que

Aún en el caso que {Fm, Π) sea un sistema deductivo no podemos asegurar que Π = Seqi (Fri (Π)). 
En el próximo capítulo veremos que si V es una variedad canónica según la definición 5.37, en
tonces Es(V)= Seqi (Fri (h5(v)))·

Es fácil ver one

Dada A un familia de marcos, claramente

Luego

Algebras, marcos y secuentes

Proposición 5.38 Sea K una clase de álgebras y sea A una familia de marcos entonces las 
siguientes proposiciones son válidas,

1. hs(K)C Seq¡ (A) si y sólo si Alg (A) C V (K).

2- Si Hs(k)= Seqi (A), entonces V (K) = V (Alg (A)).

Demostración. 1. Supongamos que HS(K)C Seqi (A). Y sea φ £x ψ una ecuación válida en 
cada álgebra de V (K). Por la observación 4.5, tenemos que φ ^(κ) ψ y ψ ^5(K) φ, por lo tanto 
φ Η ψ,ψ L φ 6 Seqi (Λ). Luego por la observación 5.4, para cada 76 Ay cada homomorfismo 
h de Fm en Ay h(y) = h^). Con lo cual concluimos que para cada F E A, A? satisface 
todas la ecuaciones válidas en V (K), luego Ay G V (K)

La recíproca es directa de la observación 5.4 y del hecho que 5 (K) es un sistema deductivo 
finitario.

2. Por el inciso anterior tenemos que V (Alg (A)) C V (K). Para la otra inclusión considere
mos una ecuación φ ^ fj válida en Ay para cada F E A. Entonces φ Η ψ,ψ h (^ 6 Seqi (A). 
Por hipótesis φ ^^(κ) ’Ψ y 'Ψ ^(κ) φ, por lo tanto cada A 6 K satisface la ecuación φ ^ ψ. Con 
lo que concluimos que V (K) C V (Alg (A)). ■
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Corolario 5.39 Sea K una clase de álgebras canónica por marcos ternarios, entonces

En el próximo capítulo veremos que si V es una variedad de álgebras canónicas por marcos 
ternarios en realidad tenemos que Hs(v) = Seqi [Fr^)).

Veremos ahora la conexión entre deducción global y local en una familia de marcos y la 
lógica basada en semiretículo y la lógica afirmativa de una variedad de álgebras.

Lema 5.40 Dada Λ una clase de marcos entonces

Demostración. Por la definción de satisfacción global y la observación 5.4 tenemos que 
J^ |=9 Γ Η φ si y sólo si para cada homomorfismo h : Fm —> Ay si Λ (Γ) C {1^} — {A} , 
entonces h [φ) = 1^ = A", donde X es el conjunto subyacente al marco F. El resultado se 
sigue. ■

Corolario 5.41 Sea K una clase de álgebras y sea A una clase de marcos tal que

Entonces,

Demostración. Si T7 G A, por el lema 5.38 tenemos que ^ G V (K). Luego el resultado se 
sigue del lema 5.40. ■

Corolario 5.42 Sea K una clase de álgebras entonces,

Teorema 5.43 Sea K una clase de álgebras canónica por marcos ternarios entonces,

Demostración. Si ^ G Fr (K), como K es canónica por marcos ternarios Ay G K. Luego

por el lema 5.40.
Para probar la otra inclusión consideremos Γ h <p G Seqg [Fr (K)), A G K y Λ G Hom (Fm, A).ta' 

que h (Γ) = 1. Consideremos aA : A -^· Ay^, vimos en la observación 5.4, que σΑ o h es una 
valuación en F (A). Como Γ Η φ G Seqg [Fr [K)),

Con lo que concluimos que Γ Hs(k,i) V· ■
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Corolario 5.44 Sea V una variedad de álgebras canónica por marcos temarios entonces,

Demostración. En el corolario 5.42 vimos que Hs(v,i)C Seqg (Fri (bs(v))) - Por el teorema 
anterior tenemos que Hs(v,i)= Seqg (Fr (V)), y como la clase de álgebras es canónica Fr (V) C 
Fri , luego

y el resultado se sigue.

5. 5. No canonicidad de MV-álgebras y BL-álgebras
Como el título lo indica en esta sección probaremos que las variedades L y BL no son 

canónicas por marcos ternarios. A su vez analizaremos otro concepto de canonicidad introduci
do por Jónsson y Tarski para el caso de álgebras de Boole con operadores (ver [38],[39]) y 
generalizado para retículos distributivos, retículos y conjuntos ordenados con diferentes tipos 
de operaciones internas en [29],[30],[31].

Algunos de los resultados presentados en esta sección fueron aceptados para su publicación 
en el Reports on Mathematical Logic [9].

Primero necesitamos introducir cierta notación y definiciones.
Dado M un retículo completo un elemento u E M se dirá supremo completamente 

irreducible si para cada S Q M tal que u — \j S entonces existe s E S, tal que u = s. 
Dentaremos J°° (M) al conjunto de los elementos supremo completamente irreducibles de M. 
El concepto de infimo completamente irreducible se define en forma dual, y notaremos al 
conjunto de estos elementos Μ°° (Ai). Por otro lado c E M es compacto si para cada S C M 
tal que u = \^S existe S' un subconjunto finito de S tal que u = \J S'. Un retículo completo 
M se dirá algebraico si y sólo si todo elemento de M es supremo de elementos compactos de 
M y diremos que es doblemente algebraico si M y su dual M-1 son algebraicos.

Dado un retículo distributivo L = (L,A, V), una extensión es un homomorfismo inyectivo 
e : L —+ M, en otro retículo distributivo M. Para simplicar la notación suprimiremos el 
embebimiento e, y diremos que Al es una extensión de L.

Una extensión M es llamada una completación si M es un retículo completo. Dada una 
extensión M de L, diremos que L es separante en Al si para cada elemento u E J00 (M) 
y todo elemento p E M°° (Ai) que satisfacen p < u, existe a E L tal que p < e{a) < u. 
Dada una completación M de L, L es llamado compacto en Al si para cada X,Y Q L 
que cumplen que ^e(X) < \^e(Y), existen conjuntos finitos F C X y G C Y tales que

Μ M

Dado un retículo distributivo L, con IF denotaremos al retículo Pc [X (A), C). Claremente 
gl : L —> La es una completación. Esta completación es llamada la extensión canónica de L 
y puede ser caracterizada salvo isomorfismos por el siguiente lema.
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Lema 5.45 ([30, Theorem 2.5]) Dado un retículo distributivo L, IX es un retículo completo 
doblemente algebraico tal que L es separante y compacto en IX. Si M es una completación que 
cumple con las propiedades antes mencionadas, entonces es M isom,orfo a IX.

Cuando sea útil y por lo que resta de esta sección, para simplificar la notación consideraremos 
L C La, identificando a a¿ (L) con L.

Un elemento p E La es llamado cerrado si existe X C L tal que p = /\X- El conjunto de 
elementos cerrados de IX será notado por K (IX). La noción de elemento abierto se define de 
forma dual, y el conjunto de elementos abiertos es denotado O (IX).

Dada una DLI, DLF, o DLFI-álgebra A cuyo reducto de retículo es (A, Λ, V) , el álgebra 
Af(A) es una DLI, DLF, o DLFI-álgebra cuyo retículo subyacente es exactamente (A, Λ, ν)σ . 
Dado que σΑ ' A —^· A^a) es un homomorfismo inyectivo tenemos que las operaciones —>ra y 
oRa son extensiones de las operaciones —> y o de A.

En la teoría de extensiones canónicas se definen dos posibles extensiones para una función 
creciente f : L —> M: una es llamada extensión canónica y denotada fa : IX —+ Μσ y la 
otra es llamada extensión canónica dual y denotada f™ ·. IX —+ Μσ. Hay varias maneras de 
definir estas extensiones (ver [29],[30]). Para el resto de esta sección, las definiremos de acuerdo 
con el siguiente lema, muy útil a la hora de calcular dichas extensiones.

Lema 5.46 Sea f : L —^ M una función creciente de L en M, entonces

Una función f : L M, es llamada suave si fa — f .̂
Siguendo con la notación utilizada en esta tesis recordemos que dado un retículo L, L1 

denota el retículo con el order inverso2.
La prueba de los siguientes resultados puede encontrarse en [30].

2En los artículos citados sobre extensiones canónicas usualmente se denota Ld o if al retículo L 1.
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Π ¿¿ —► Μσ de una función
z=l /n

f : Y[ Li -^ M que es creciente o decreciente en cada coordenada, pueden ser calculadas de

acuerdo con el lema 5.46.
Dada un álgebra A = (A, Λ, V, {fi}iEl} con un reducto de retículo distributivo tal que cada 

operación fi es creciente o decreciente en cada coordenada, nos permite definir dos posibles can
didatos a extender el álgebra A, Ασ = (Ασ., Λ, V, {ff}ieI) y A™ = (Ασ, Λ, V, {fi}ieI) llamadas 
las extensiones canónica y canónica dual de A. Una clase de álgebras es llamada σ-canónica o 
π-canónica si es cerrada bajo extensiones canónicas o canónicas duales respectivamente.

Existen varios resultados, positivos y negativos sobre la canonicidad de diferentes clases 
de álgebras. Uno de los más poderosos es el dado en [30] donde se prueba que si una clase K 
es cerrada bajo ultraproductos y σ-canonicas (π-canonicas) extensiones, entonces la variedad 
generada por K es σ-canónica (π-canónica). En [32], Gerhke y Priestley probaron que las únicas 
subvariedades de MV-álgebras que resultan canónicas son exactamente las finitamente gene
radas. En ese trabajo se analizan las MV-álgebras en el lenguaje {φ, ->,0,1} , por ello y dado 
que las ecuaciones que permiten definir la fusión y la implicación en este lenguaje

no se pueden aplicar a las respectivas extensiones de cada operación, estos resultados no pueden 
ser traducidos directamente al lenguaje de las BL-álgebras. En esta sección estudiaremos la 
canonicidad de las BL-álgebras y algunas de sus subvariedades en los tres sentidos que hemos 
definido, σ-canonicidad, π-canonicidad y canonicidad por marcos ternarios. Probaremos que 
en ninguno de estos sentidos las BL-álgebras son canónicas, luego analizaremos las relaciones 
entre las distintas extension y finalmente veremos que las únicas subvariedades de BL-álgebras 
generadas por cadenas indescomponibles (ver pag. 118) que son σ-canonical son las finitamente 
generadas.

5.5.1. Las extensiones canónicas del álgebra de Chang
Comenzaremos probando que la variedad de las BL-álgebras no es σ-canónica, ni π-canónica 

y ni canónica por marcos ternarios, comprobando que las extensiones canónicas del álgebra de 
Chang (ver ejemplo 3.12) no son BL-Algebras.

Recordemos que X (C) = {[(i^a)) u^Ooa^OjU {Pc} donde Pc = {(1,6) : b E Z-} . 
Como estamos idenficando cada elemento de C con su correspondiente en Ca podemos observar 
que Ca tiene sólo dos nuevos elementos [Pc) y [Pc) \ {Pc}, siguiendo la notación de [32] los 
llamaremos x e y respectivamente (ver Fig. 5).

Como el lenguaje y la definición de las extensiones σ y π-canónicas difieren en gran medida de 
los correspondientes para la extension por marcos ternarios, decidimos separar las proposiciones 
que calculan estas extensiones.

Proposición 5.47 Sean οσ y οπ la extensión, canónica y canónica dual del operador o en el
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Fig. 5

algebra de Chang C. Las siguientes tablas los describen completamente

y

Donde z G Z+ y j G Z .
Demostración. Es fácil ver que K (Ca) = C ü {x} y O {Ca) = C U {y}. Por lo tanto, 

K ((C x CY) = (C U W) x (C U μ}) y O ((C x CY) = (C U {y}) x (C U {y}).
En [30] prueban que toda variedad de retículos distributivos con operadores (en nuestra 

notación retículo con supremo homomorfismos) son canónicas, de esto podemos deducir que 
dado o es conmutativa, entonces οσ y οπ son conmutativas (ver también [29, Theorem 4.6]). 
Por ello sólo debemos probar las igualdades indexadas en la tabla.
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Primero calcularemos οσ.
(a) Dado que (x, (0,i)) G K ((C x C)a) ,

Como (x,(l,j)),(x,x) G /< ((C x C)a), (b) se sigue de manera similar, 

(c)

(d) Dado que οσ es conmutativa y creciente en cada coordenada, tenemos que

(e)

Por [30, Theorem 2.20], tenemos que οσ y οπ coinciden en K ((C x C^) U O ((C x CY). 
Por ello sólo debemos probar (f).

■

La siguiente proposición podría obtenerse directamente de la proposición anterior y el teo
rema 5.53. Elegimos poner aquí una demostración independiente de este resultado para tener 
como ejemplo un calculo efectivo de Ajr(A) para algún álgebra no trivial.
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Proposición 5.48 Sea orc la extensión por marcos témanlos del operador o en el álgebra de 
Chang C. La siguiente tabla la describe completamente

Demostración. Como o es conmutativa, en el ítem 3 del teorema 3.24 probamos que si 
(P, Q, D) G Re entonces (Q, P, D) G Re, luego para cada U,V ^ Ca, Rc (U, V} = Rc (V, U), 
por lo tanto orc resulta conmutativa. Por ello sólo debemos probar las igualdades indexadas 
en la tabla (ver también el item l.(a) del teorema 6.2).

Recordemos que estamos identificando a los elementos de C con Ge (C). Por ello al momento 
de realizar las cuentas utilizaremos ambas notaciones.

Recordemos que la relación Re puede obtenerse por la tabla dada en el ejemplo 3.12
(a)

Como Pc ° [(0,j)) = C, tenemos que x oRc (0,¿) = 0 = σο (0,0) = (0,0).
(b)

Si 6 = (1, j), dado que Pe ° [(1, J)) = Pe θΐ resultado se sigue de manera análoga, 
(c)

(d) Como orc es un operador de tipo (1,1,1) es creciente en cada coordenada,
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(θ)

Proposición 5.49 Las extensiones canónicas —>σ y —^π de la implicación —> del álgebra de 
Chang están dadas por las siguientes tablas:

y

Demostración. Primero observemos que K ^C 1 x O)^) = (C U {?/}) x (C U {τ}) y 
O ((C"1)' X Οσ) - (CU {^}) X (C U M).

Calculemos ahora —>σ .
(a) Como (y,x) G K ((C-1 x θ)σ) ,

El caso (?/, (1, j)) se sigue de manera análoga.
(b) Dado que (y, (0,¿)) G K ((O-1 x Cy) ,

(c)
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(d)

Para el caso ((l,j),y) la demostración es similar, 
(e)

(f) Como ((0,¿) ,z) 6 K ((O’1 x CY) ,

(g) Yaque ((1,j),i) ε K ((C 1 x CY) ,

(h)

O

(j)

Por el hecho de que —>" y -+” son iguales en K ((C 1 x C)") U O [(C 1 x C)’), sólo 
debemos probar (k) y (1)

(k)

(1) Se sigue de manera análoga. ■
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Proposición 5.50 La extensión canónica por marcos —>tc de Ia implicación —> del álgebra de 
Chang esta dada por la siguiente tabla:

Demostración, (a)

Como -+Tc es un operador de tipo (1, -1, -1), es creciente en la segunda coordenada, luego

(b)

(c) Si 2 ^ 0.

Ahora bien, si z = 0, tenemos que ac ((0, z)) = 0 y el resultado se sigue.

(e)
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(0

(g) La prueba del item (c) para el caso de i = 0, se puede aplicar aquí, por lo tanto 
(0,0) ^Tc^ = (l,0).

Supongamos que i ^ ^

(h)

(i)

(j)

(k)

Esta última proposición se podría haber simplificado utilizando en el teorema 6.18 donde 
probaremos que la variedes de RCID es canónica por marcos ternarios. Veamos la razón, en 
[30] Gherke y Jónsson prueban que dado que la fusión en el álgebra de Chang o es residuada a 
izquierda y a derecha, entonces οσ también lo es y su residuo es exactamente —>π . Ahora bien, 
si notamos que oRc = οσ, y luego aplicamos el teorema 6.18, —+tc es el residuo a izquierda y 
a derecha de oRc podríamos entonces deducir que —>σ= ~+tc· Pero elegimos no adelantarnos 
y a su vez tener un ejemplo de un cálculo efectivo de Aj:^ para algún álgebra de cierta 
complejidad.

Corolario 5.51 La fusión y la implicación de C no son operaciones suaves.

Teorema 5.52 Ni Ca, ni CN ni Α?^ son BL-álgebras.
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Demostración. De hecho veremos que en ningún caso la ecuación

se satisface.
Para C° consideremos

y

Para el caso de C”,

y

Y finalmente para el caso de A^c)

y

El teorema anterior nos prueba que la variedad de BL tanto como cualquier subvariedad 
BL que tenga el álgebra de Chang no será ni σ-canónica, ni 7r-canónica ni canónica por marcos 
ternarios.

5.5.2. Comparación de las extensiones
Dado un operador f \ Ln ^ L de tipo (ei,..., en, en+i) definimos fRf : (Ασ)η —> Ασ 

mediante:

para cada Ui,..., Un_i E Ασ = Pc (X (A)).
En [30] se prueba que dada cualquier función creciente f : L —> M entre retículos distribu

tivos

En esta sección veremos que para ciertos tipos de operadores también podemos establecer 
algunas comparaciones.



CAPÍTULO 5. SISTEMAS DEDUCTIVOS ASOCIADOS A DLFI, DLI Y DLF 114

Teorema 5.53 Sea A una DLF o l^LFI-álgebra entonces

Demostración. Dados a,b E A como ambas son extensiones de o em Ασ tenemos que:

Sean ahora P.O E X (AY Entonces por la definición de οσ

Luego se sigue que

Como Ra es un operador de tipo (1,1,1), si D ^ Ra (P, Q) existen U^V E D (X (A)) tales 
que P E U,Q E V y D ^ Ra (U, V). Como existen a,b E A tales que σΑ (a) = U, Ga (b) = V, 
tenemos que D £ [P) οσ [Q) con lo cual probamos que

concluimos que

Finamente, para cada F^G E Pc (X (A)) tenemos que

De manera similar se prueba el siguiente teorema.

Teorema 5.54 Dado un retículo distributivo acotado L si f : Ln -^ L es un supremo- 
hemimorñsmo. entonces

donde fnf (Ui,...,Un) = Rf (Ui, · · ·, Un) para cada U\,... ,Un E VC(X (A)).

Corolario 5.55 Dado un retículo distributivo acotado L sif'Un-L es un operador de tipo 
( —1,..., —1, —1) (infimo-hemimorfismo), entonces
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Fig. 6
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Demostración. Se sigue directamente de observar que f' : (L ^ —> L 1 definida como 
f' = f en un supremo hemimorfismo y (f'Y = f”· ■

Veamos un ejemplo en el que a pesar de que f no es un supremo-hemimorfisno ni un infimo- 
hemimorfismo f° — f^ = fnr

Ejemplo 5.56 Consideremos L = {0,1} U ({0,1} x Z) con el orden dado por la figura 6.
Definamos f : L —> L por

Entonces (L, Λ, V, f, 0,1) es un álgebra de Ockham^ Como L es totalmente ordenado es fácil 
ver que

X (L) = {[a) :aEL\ {0}} U {{(1J) : J e Z} U {1} , L \ {0}}
denotem.os con Ργ = {(1,J) : j eZ}O {1} y P2 = L\ {0} . Ver figura 6.

Luego La es el retículo dado en la figura 6, donde a = X (L)\{[1)} , b = [Pf), c = [Pi)\{Pi] 
yd = {P2} .

Consideremos a f como una operación de tipo ( — 1,1), para calcular Rf veamos que

por lo tanto dados P,Q E X (L) tenemos que:

Luego

3Este ejemplo de álgebra de Ockham fue extraido de [6] Example 1.1
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Consideremos a f com,o una operación de tipo (1, — 1), para calcular Rf veam,os que

por lo tanto dados P,Q £ X (L) tenem,os que:

Luego

Recordemos que para poder calcular fa y fn debem,os conciderar a f : L~l ^ L. Es fácil 
ver que K (L) = O (L-1) = L U {b,d} y O (L) = K (L-1) = L U {a,c} . Com.o f° coincide 
con fn en K (L) U O (L) y K {L) U O (L) = La entonces, f es un operador suave. Luego

Por lo tanto f° = = fRf.

A pesar de no poseer una prueba general que relaciones las extensiones canónicas de los dife
rentes tipos de operadores, tampoco hemos podido encontrar aún contraejemplos que prueben 
que no se puedan comparar.

5.5.3. Canonicidad de subvariedades BL
En esta subsección analizaremos la σ y π-canonicidad de ciertas subvariedades de BL- 

álgebras.
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Entre las subvariedades de BL-álgebras es importante destacar las variedades L de MV- 
álgebras (ver página 49), Π de álgebras producto, y G de álgebras de Gódel o álgebras de 
Heyting Lineales. Recordemos que las álgebras en L son BL-álgebras que satisfacen la siguiente 
ecuación:

Las álgebras producto son BL-álgebras cumpliendo las siguientes ecuaciones

y las álgebras de Gódel son BL-álgebras que satisfacen

Es bien conocido que cada subvariedad de BL-álgebras esta generada por BL-cadenas (BL- 
álgebras totalmente ordenadas) (ver [34]). En [33], se prueba que cada BL-cadena se puede 
sumergir en una BL-cadena saturada y que cada BL-cadena saturada se puede descomponer 
como una suma ordinal de cadenas en L, G y Π.

A partir de ahora focalizaremos nuestra atención en la subvariedad LIIG4, la cual es la sub
variedad de BL-álgebras generada por la familia de MV-cadenas, cadenas producto y cadenas 
de Gódel. El retículo de subvariedades de LIIG fue descripto completamente por Di Ñola et 
al. en [21], Recordemos un importante resultado de ese trabajo, en el cual basaremos nuestro 
análisis.

Teorema 5.57 El retículo de subvariedades de LTIG es el producto cartesiano de los retículos 
de subvariedades de L, TI y G.

Este teorema sugiere que para analizar la canonicidad de subvariedades de LIIG, en primera 
instancia debemos estudiar la canonicidad de las subvariedades de L, Π y G.

L

El retículo de subvaridades de L fue determinado por Komori en [40]. Komori probó que 
cada subvariedad propia de L tiene un número finito de generadores (ver [40, Theorem 4.11] ). 
Describiremos esto generadosres en el lenguaje de las BL-álgebras. Los generadores finitos son 
las cadenas Ln = {0, ¿,..., ^^, 1} y los generadores infinitos son

donde el producto esta dado por:

4E1 caso general ha sido estudiado en colaboración con la Dra. Manuela Busaniche y se encuentra en referato 
para su publicación en una revista especializada.

5Si consideramos A (Z) al grupo reticulado Z2 con el orden lexicográfio, entonces 5“ = Γ(Λ (Z), (n,0)) (ver 
[17, Paginas 152 y 167]
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y la implicación esta dada por:

En [32], Gehrke y Priestley probaron qne cada snbvariedad de MV-álgebras es canónica (σ 
o π) si y sólo si es generada por una familia finita de cadenas finitas. Este resultado esta basado 
en el hecho que el álgebra de Chang C pertenece a cada subvariedad de MV-álgebras que no 
sea finitamente generada y ella que ellas probaron que las éxtensiones canónicas de el álgebra de 
Chang no es una MV-álgebra. En la subsección 5.5.1 hemos probado que la extensión canónica 
y dual canónica de del álgebra de Chang, vista como una BL-álgebra, no son BL-álgebras. 
Por lo tanto, cada subvariedad de BL-álgebras que contenga a S^ para algún n > 1 no es ni 
σ-canónica ni π-canónica.

G

La variedad G de álgebras de Gódel es la variedad de las álgebras de Heyting lineales. Es 
conocido que la variedad G esta generada por cualquier cadena de Gódel infinita. Sus subvarie
dades propias son Gn, n > 2, donde G„ es la variedad generada por las cadenas de n elementos. 
Claramente, B = G2 G3 ^ ... Gn ... ^ G , donde B es la variedad de álgebras de Boole.

Observación 5.58 Dado que cada Gn es generada por una álgebra finita, tenemos que Gn es 
σ-canónica y π-canónica para cada n > 2.

En [30] Gehrke y Jónsson probaron el siguiente resultado.

Teorema 5.59 La variedad de álgebras de Heyting es π-canónica pero no σ-canónica.

El ejemplo dado por Gehrke y Jónsson para probar que la variedad de álgebras de Heyting 
no es σ-canónica es una cadena. Dado que la extensión canónica de una cadena es también una 
cadena, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.60 G es π-canónica pero no σ-canónica.

Π

Cignoli y Torrens probaron en [19, Corollary 2.10] que la única subvariedad propia de Π 
es la variedad de las álgebras de Boole B. Ahora probaremos que Π no es ni σ-canónica ni 
π-canónica.

Sea P = ([0,1] , mín,máx, *,—>,0,1) el álgebra producto sobre el intervalo, donde * es el 
producto usual de números y la implicación esta dada por

La presentación de la completación canónica Ρσ es un tanto incomoda para el desarrollo de 
los cálculos que haremos más adelante, por ello utilizando el Lema 5.45 introduciremos direc
tamente un retículo candidato a ser isomorfo a la extensión canónica y probaremos que efecti
vamente cumple las condiciones del mencionado lema. Por supuesto este retículo fue obtenido 
luego de calcular PC(X ([0,1]), C) y de buscar una manera de presentarlo más sencillamente.
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Proposición 5.61 Consideremos el retículo L = ([0,1] x {-1,0,1})-{(0,-1),(1,1)} con el 
orden lexicográfico en el producto (ver figura 7). Sea e : [0,1] —» L el homomorfismo inyectivo 
definido por e(a) = (a, 0), entonces el retículo ([0,1] , mín, máx, 0,1) es separante y compacto 
en L.

Demostración.

Fig. 7: L

La prueba de que L es doblemente algebraico se sigue directamente de la observación que 
el conjunto de los elementos compactos de L es exactamente

y que L es isomorfo a L-1.
Separante:
Sean (a A) 6 M°° (L) y (b,j) 6 J°° (L), tales que (a A) < (b,j). Es fácil ver que i € { — 1,0} 

y j E {0,1}. Si a < 6, sea c € [0,1] tal que b < c < a luego

Si 6 = a, entonces

Luego [0,1] es separante en L.
Compacto:
Ahora consideremos A y B subconjuntos de [0,1] tales que /\ e (A) < V e (^)· Es fácil ver 

que:

y
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Supongamos que [\A £ A y \/ B <£ B. Luego (f\A, 1) < (\/B,—1), es decir, /\A < \/ B. 
Entonces deben existir a E A y b E B tales que a < b. Si/\AeAo\/BeB el resultado se 
sigue de manera similar. Luego, e([0,1]) es un subconjunto compacto de L, y el resultado se 
sigue. ■

Proposición 5.62 Sea P el álgebra producto sobre el intervalo [0,1]. Dado que *σ g *π son 
conmutativas, las siguientes tablas las describen completamente:

Y

Demostración. Observemos primero que

Calcularemos *σ.
(a) (b) Como ((a, 0), (6,1)) G K (([0,1] x [0, 1])σ),

Si a = 0, (α,Ο) *σ (6,1) = (0,0). Si a ^ 0, (a,0) *σ (6,1) - (a *6,1).

(c) Dado que ((a, 1), (6,1)) G K (([0,1] x [0,1])σ), se sigue de manera similar a (a).
(d) Como 6^0,

(e), (f) y (g) se siguen de manera análoga a (d).
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(h)

Dado que *σ y *π coinciden sobre K (([0,1] x [0, l]f) U O (([0,1] x [0,1])σ), sólo debemos 
probar (i)

Proposición 5.63 Sea P el álgebra producto sobre el intervalo [0,1], entonces las extensiones
—>σ y —V están dadas por las siguientes tablas:

and

Demostración. Primero calculemos —>σ . σ
(a) Si α < 6, supongamos que (i,j) = (0,1), entonces ((n,z), (b,j)) 6 K (([0, l]d x [0,1]) ) . 

Luego,

Si (i,j) 6 {(—1,0), ( — 1,1)} , la prueba es similar.

(b) Si 6 < a, supongamos que {i,j) = (0,1). Luego,
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Si (i,j) 6 {(—1,0), (—1,1)} , la prueba se sigue de manera análoga, 

(c) Si η < ό y (i,j) = (-1, -1),

Si (bj) £ {(0, —1), (l>0)) (1) 1), (1,— 1)} ; la demostración es similar, 

(d) Si b < a y (i,j) = (-1,-1),

Si (m) £ (f,j) £ {(0, —1), (1,0), (1,1), (1, —1)} , se sigue de igual manera.

Dado que —»σ y —»π coinciden en K (θθ, l]d χ [0, 1]) )ud ((ίθ’ ^ x ίθ’ ^) ) s^° ^θ^θ- 

mos probar (e)(f)(g)(h).
(e) Dado que a < b,

(f) Como b < a,

(g) y (h) se siguen de manera similar. ■

Corolario 5.64 La fusión y la implicación de P no son operadores suaves.

Teorema 5.65 Ni Ρσ ni Ρπ son Pía-álgebras.

Demostración. En ambos casos veremos que la ecuación a o (a —* b) = b o (b —> d) no es 
válida.

Para el caso de Ρσ consideremos
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y

A su vez para Pn,

y

Resumiendo los resultados de esta subsección tenernos la siguiente proposición (ver la figura 
8)·

Proposición 5.66 Sea\/ una subvariedad LIIG. Entonces las siguientes afirmaciones son váli
das:

1. V es σ-canónica y π-canónica si y sólo si es generada por una fam.ilia finita de álgebras 
finitas.

2. Si V no es generada por una familia finita de álgebras finitas, entonces

a) \/ no es σ-canónica,

b) si \/ tiene un BL-álgebra producto, entonces V no es π-canónica,

c) si existe algún n > 1, tal que S^ G V; entonces V no es π-canónica.
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Fig. 8



Capítulo 6

Extensiones de S (DLFI) y S (DLI)

“Et il faut qu’il y ait des substances simples, puisqu’il y a des composés; 
car le composé n’est autre chose qu’un amas on aggregatum des simples.”

Gottgred Wilhelm Leibniz,
La monadologie

En [50] y [36] se prueba que el retículo de las extensiones autoextensionales de una lógica 
basada en semiretículos <S es dualmente isomorfo al retículo de subvariedades de K5. En este 
capítulo estudiaremos algunas extensiones de S (DLFI) y S (DLI) relacionadas a ciertas sub
variedades de DLFI y DLL Para esto analizaremos que condiciones deben cumplir los marcos 
para satisfacer ciertos sedientes, fórmulas o reglas simples, para luego combinarlos y definir 
una semántica de marcos ternarios para cada caso. Particularmente estudiaremos el caso de 
las lógicas subintuicionistas y la lógica S (MTL). A su vez utilizaremos estos resultados y la 
relación entre la deducción local y global para dar una semántica ternaria la lógica monoidal 
basada en t-normas.

En la última sección compararemos estos resultados con estas semánticas con las semánticas 
dadas por Robles para la lógica monoidal basada en t-normas involutivas en [52], por Montagna 
y Ono en [44] para la lógica monoidal basada en t-normas y finalmente por Celani y Jansana en 
[15] para la lógica subintuicionista.

6.1. Correspondencia
Como en el caso de la lógica modal y los marcos de Kripke la noción de validez de un 

sediente o de una fórmula en un FI, F o I-marco es intrínsecamente una condición de segundo 
orden. En este capítulo estudiaremos la correspondencia entre la validez de ciertas fórmulas 
sedientes y reglas en un marco (F, I or FI-marco) y la satisfacción de ciertas condiciones de 
primer orden.

Observemos primero que esta correspondencia no siempre es posible. Para esto consideremos 
el sediente

característico de la Lógica Básica de Hájek. En el ejemplo 5.30 vimos que la familia de FI- 
marcos Fr¡ (φ o (φ ^ ψ) \- ψ o (ψ -^> φΥ) no es cerrada bajo ultraproductos, por lo tanto no

126
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puede ser definida mediante fórmulas de primer orden.
Los resultados de esta sección serán utilizados más tarde en combinación con los resultados 

de los capítulos anteriores para estudiar ciertas extensiones de los sistemas deductivos S (DLFI) 
y 5(DLI).

6.1.1. I-marcos
En esta subsección analizaremos sólo fórmulas, secuentes y reglas en el lenguaje E^.

Teorema 6.1 Sea E = (X, <,T) un I-marco.

1. Cada fórmula en la columna de la izquierda es válida en E si y sólo si E satisface la 
condición de primer orden de la columna de la derecha:

Fórmula Condición

2. Cada secuente en la columna de la izquierda es localmen,te válido en E si y sólo si E 
satisface la condición de primer orden de la columna de la derecha:

3. Cada regla en la columna de la izquierda es localmente válida en E si y sólo si E satisface

Secuente Condición



CAPÍTULO 6. EXTENSIONES DE S (DLFI) Y S (DLI) 128

la condición de primer orden de la colum,na de la derecha:

Regla Condición

Demostración. Por una cuestión de completitud daremos una demostración de cada una de 
las afirmaciones del teorema. Los argumentos de varias de ellas son similares, por ello recomen
damos l.(e), 2.(a), 2,(b) y 3 (a), como ejemplos de estos argumentos y han sido desarrollados 
con más detalle.

Durante esta demostración las letras p,q y r indicaran variables proposicionales.

1. (a) Supongamos que IF \= φ -^ (ψ —> φ). Sean a,b,c,d € X tales que (a,b,c,d) E T2. 
Luego, existe e Ε X tal que (a, b, e), (e, c, d) 6 T. Consideremos una valuación V tal que 
V (p) = [b) y V (q) = [c). Por hipótesis, V (p —^ (q —^ p)) — X, por lo tanto tenemos que 
eET^a.b) = T {a, V (p)) Q V (q-+p). Luego, dET^e.c) = T (e, V (q)) C V (p) = [b), 
es decir, b < d.

Para probar la recíproca sea V una valuación basada en F, a Ε X y c Ε T {a, V (φ)). 
Debemos probar que c Ε V (ψ —> φ), es decir, T (c, V (V7)) ^ V M- Sea e Ε T (c,V (^)), 
como c G T (a^V (φ)) tenemos que existen b G V (φ) y d E V (ψ) que satisfacen 
(a,b,c) ,(c,d,e) G T, es decir, (a,b,d,e) G T2. Por hipótesis, y dado que V (φ) es un 
conjunto creciente, b < e Ε V (φ).

(b) Supongamos que F \^ φ —^ <p. Si {a, b, c) Ε T, consideremos V una valuación tal que: 
V (p) = [6). Por hipótesis, V (p -+ p) = X, a Ε V (p -> p), es decir, T (a, V (p)) C V (p). 
Como c Ε T (a, b) C T (a, [b)) C [b), es decir, b < c.

Para probar la recíproca sea V una valuación basada en F. Debemos probar que 
para cada a Ε X, a Ε V (φ —> p). Si V (</?) = 0 el resultado se sigue directamente. 
Supongamos entonces que V (φ) ^ 0. Sea c Ε T (a,V (φ)), es decir, existe b Ε V {φ) tal 
que {a,b,c) Ε T. Por hipótesis, b < c. Como V (φ) es creciente, resulta c G V (φ). Por lo 
tanto a EV ^φ -^ φ\

(c) Supongamos que F \= (φ A Ψ) —> φ. Si (a, b, c) Ε T, sea V una valuación tal que: 
V (p) = V (q) = [ά). Por hipótesis V ((p A q) -^ ρ) = X, por lo tanto a Ε V ((ρ A q) -+ p). 
Dado que b Ε V (jo A q) = V (jo) OV (q) = [b), tenemos que c G V (p), es decir, b < c.

Para probar la recíproca sea V una valuación basada en F y a Ε X, veamos que 
a Ε V ((φ A ψ) -> φ). Supongamos que c Ε T (a,V (φ A ψ)), es decir, existe b EV (φ A Φ) 
tal que (a, b, c) Ε T. Por hipótesis, b < c. Dado que V (φ A xp) es creciente, resulta 
c EV (φ Αψ) = V (φ) ίΊ V (ψ) C V (φ). Por lo tanto a Ε V ((φ A x/j) —> φ)
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(d) Supongamos que X \= φ —^ (φ V -0) · Si (a, b, c) 6 T, sea V una valuación tal que 
V {p) = V (q) = [5). Por hipótesis V (p —> (p V q)) — X, por lo tanto a E V (ρ ^> (p V q)). 
Dado que b E V (p) = V (p) U V (q) = [b) , tenemos que c G V (p), es decir, b < c.

Para probar la recíproca sea V una valuación basada en X y a E X, veamos que 
a E V (p —> (<p V -0)) · Supongamos que c E T (a, V (p)) , es decir, existe b G V (φ) tal 
que (a,b,c) G T. Por hipótesis, b < c. Luego c G V (φ) C V (φ) U V (ψ). Por lo tanto 
a G V (φ -^ (φ V ^))

(e) Supongamos que 7 f= (φ -> V,)v('0 ~^ ^) -Si (a, b, c), (a, d, e) G T, sea V una valuación 
tal que: V (p) = [b) y V (q) = [d). Por hipótesis V ((p —>■ q) V (q —^ p)) = X, por lo tanto 
a G V (p —> q) o a G V (q —* p). Si a G V (p —> q) ,como (a,b,c) E T y b E V (p) tenemos 
que c EV {q) — [d), es decir, d < c. Si suponemos que a E V (q ^ p), con un argumento 
similar obtenemos que b < e.

Para probar la recíproca sea V una valuación basada en X y a G X, veamos que 
a G V ((φ —> ^) V (^ —> φ)). Supongamos que a ^ V ((φ —> ·0) V (?/? —> p)), es decir, 
a ^ V (φ —* ψ) y a ^ V (ψ —+ φ). Por lo tanto existen (a, b, c), (a, d,e) E T tales que 
b eV (φ\ c ^ V (ψ), d EV (ψ) y e E V {φ}. Por hipótesis b < e o d < c, en ambos casos 
llegamos a una contradición, ya que tanto V (^) como V (p) son conjuntos crecientes.

2. (a) Supongamos que X \=ι φ h (φ -+ ψ) -^> ψ y sea (a, b, c) E T. Consideremos V una 
valuación tal que V (p) — [a) y V (q) = T (b,a). Por la definición 5.1 tenemos que:

Entonces b E V (p —^ q). Dado que a E V (p), por hipótesis a E V ((p -^ q) —^ q), es 
decir, T (a,V (p —> q)) Q V (q) = T (b,a). Como b E V (p —> q), podemos probar que 
T («, b) C T (a, V (p —> q)) C T (b, a). Por lo tanto c G T (b, a), es decir, (6, a, c) E T.

Para demostrar la recíproca sea V una valuación. Si a G V (y?) debemos probar que 
a E V ((φ -^ ψ) —> ψ), es decir, T (a, V (φ ^ ^) C V (ψ). Sea c E T (a,V (φ ^ ψ)), 
entonces existe b E V (φ -+ ψ), tal que (a, b, c) E T. Por hipótesis, (5, a, c) E T. Como 
bEV {φ-^'ψ} y aEV (φ), c E T (b, a) Q T (b,V (p)) C V ^). Con lo que podemos 
concluir que a E V ((<p —> ψ) ^> ψ^).

(b) Supongamos que X f=/ φ —» (ψ -^ δ) Η (φ A VO —* δ. Si (a, b, c) E T. Consideremos V 
una valuación tal que V (p) = [b\ V (q) = [b) y V (r) = T (T (a, V) ,b). Observemos que:

Luego a E V (p —> (q —> r)). Por hipótesis, a E V ((p A q) —^ r). Entonces
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Como c E T (a,b) C T (T (a, b) ,b), existe e E T (a, b) tal que (e, b, c) € T, es decir, 
(a, b, b, c) € T2.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a E V (φ —> (ψ —> Ó\) entonces

Sea (a,b,c) E T tal que b 6 Υ^Λ-ψ). Por hipótesis, existe d E X que satisface 
(a, b, d), (d, b, c) E T. Luego

Por lo tanto T (a, V (p Λ ψ)) QV (δ), es decir, aEV {(p Λ -0) —* ί).

(c) Supongamos que X (=/ {p,p -+ ψ} h ψ. Dado a E X, sea V una valuación tal que 
V (p) = [a) y V (q) = T (a, a). Observemos que:

luego a E V (p -+ q). Como a E V (p) E\V (p -^ q), por hipótesis a EV (q) =T (a, a), es 
decir, (a, a, a) E T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a E V (p) πν(ρ-+ψ). Por 
hipótesis (a, a, a) E T, entonces tenemos a E T (p,a) C T (a,V (p)) C V (ψ).

(d) Supongamos que F \=i p h ψ -+ (^ Λ <p). Si (a, b, c) G T, sea V una valuación 
tal que V (p) — [a), V (q) = [b). Por hipótesis, a G V (p) C V (q ^> (q Λ p)). Entonces 
c ET (a,V (q)) Q V (q Λ p) = V (q) ΙΊ V (p) = [a) (Ί [b). Por lo tanto a < c y b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a E V (p). Si c G T (a, V (ψ)), 
existe b E V (ψ) tal que (a, b, c) G T. Por hipótesis, a < c y b < c. Como V (p) y V (ψ) son 
crecientes tenemos que c E V (p) Π V (ψ) = V (p A ψ). Luego, T (a, V (-0)) Q V (p A ^). 
Concluimos que V (p) Q V (ψ —> (ψ A p)).

(e) Supongamos que X [=/ p Η p -+ ρ. Si (a,b,c) G T, sea V una valuación que sa
tisface: V (p) = [a) U [b). Por hipótesis, a E V (p) Q V (p —^ p). Entonces, tenemos que 
c E T (a,b) C T (a, V (p)) Q V (p) = [a) U [b). Por lo tanto, a < c o b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a E V (p). Si c E T (a,V (p)), 
existe b E V (p) tal que (a, b, c) E T. Por hipótesis a < c o b < c. En ambos casos, como 
V (p) es creciente, tenemos que c E V (p). Por lo tanto T (a^V (p)) C V (p), es decir, 
V (p) QV(p^p).
(f) Supongamos que F \=¡ p \~ ψ —+ p. Si (a, b, c) E T, sea V una valuación tal que 
V (p) = [a), V (q) = [b). Por hipótesis a E V (p) C V (q —> p). Como b E V (q), tenemos 
que c E T {a,b) C T (a, V (q)) Q V (p) = [a), por lo tanto a < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a EV (p). Si c E T (a, V (·0)), 
entonces existe b E V (ψ) tal que (a, b, c) G T. Por hipótesis, a < c. Como a E V (p) y
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V (φ) es creciente, tenemos que c Ε V (φ). Por lo tanto T (a,V (ΨΥ C V (φ), es decir 
a Ε V (ψ —+ p). Concluimos que V (φ) QV (ψ —+ pY
(g) Supongamos que JP \=ι φ Η Τ —> p. Si (a,b,c) Ε T, sea V una valuación tal que 
V (p) = [a). Por hipótesis a Ε V (p) Q V (T ~* pY Como b Ε X = V (T), tenemos que 
c Ε T (a,b) C T (a, V (T)) QV(p) = [a), por lo tanto, a < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a Ε V (φ). Si c € T (a, XY 
entonces existe b Ε X tal que (a, b, c) Ε T. Por hipótesis, a < c. Como a Ε V {φ) y 
V (φ) es creciente, tenemos que c Ε V (φ). Por lo tanto, T (a, V (T)) C V (φ), es decir 
a Ε V {Ύ ~> pY Concluimos que V (φ) C V (Τ —^pY
(h) Supongamos que Τ Υι Ύ —* φ Η φ. Si a Ε X y V es una valuación que cumple 
y (p) = T (a, XY a Ε V (T —> pY Por hipótesis a Ε V (p) = T (a,X), es decir existe 
b Ε X tal que (a, b, a) Ε T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a Ε V (Ύ -^ φ). Por hipótesis, 
existe b Ε X tal que (a,b,a) Ε T, es decir, a Ε T (a,b) Q Τ (α,Χ) = T (a,V (T)). Como 
a EV (Τ -* pY a Ε T (a,V (T)) C V (pY Por lo tanto, V(T -^· φ) Q V (φ).

(i) Supongamos que F Υ=ι φ —> ψ,ψ ^ δ \~ φ -^> δ. Si (a,b,c) Ε T, sea V una valuación 
tal que V (p) = [bY V (q) = T(a,b) yV (r) = T(a,T (a, bY.

Como T (a, V (pY = T (a,b) = V (qY a Ε V (p —> q) .A su vez, a Ε V (q-^ r) dado 
que T (a, V (qY = T (a,V (qY = T (a,T (a, bY = V YY . Por hipótesis, a Ε V (p ^ rY 
entonces c Ε T (a,b) = T (a, V (pY C V Y) — Τ (α, T (a, b)Y Entonces, existe d Ε T (a, b) 
tal que (a, d, c) Ε T, es decir, (a, b,a,c) Ε Τ o Τ’.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a Ε V (p —> ψ) U\V (ψ —+ δγ Si 
c Ε T (a,V (ρΥ , existe b Ε V (φ) tal que (a,b,c) Ε Τ. Por hipótesis, existe d Ε T (a,b) 
tal que (a,d,c) Ε T. Como a Ε V (p —> YY d Ε Τ YY) Q T (a, V (<^)) C V (YY Luego 
c Ε T (a,d) CT (a, V (YY ^ V Y)· P°r 1° tanto a Ε V (p -^ δγ
(j) Supongamos que J7 Yi p ^ (Y -^ δ) F Y -^ (p -^ δγ Si (a, b, c, d) Ε T2, existe e Ε X 
tal que (a, b, e), (e, c, d) Ε T.

Sea V una valuación tal que V (p) = [c), V (q) = |¿) y V (r) = Τ (Τ (a, ή ,bY Dado 
f Ε T (a, V (pY = T (a, c), entonces T {f, V YY C Τ (T (a, c) ,b) = V (r). Por lo tanto, 
T (a,V YY C y (^ —> r), es decir, a Ε V Y —> Y -+ Y)· Por hipótesis, tenemos que 
a Ε V (q —> (p —* rY, con lo cual e Ε T (a, V (q)) C y (p —> r). De esto deducimos que 
d Ε T (e, c) C V Y) = Τ (T (a, cYbY es decir, existe g Ε T (a, c) tal que Y, b, d) Ε T, con 
lo cual (a,c,b,d) Ε T2.

Para probar la recíproca, consideremos V una valuación y α € V (<p —» (^ ~* d)). Si 
e Ε T (a, V (YY , existe b Ε V (ψ) tal que (a, b, e) Ε T. Supongamos que d Ε T (e,V (φ)), 
es decir, existe c Ε V (p) tal que Y,c,d) Ε T, entonces (a,b,c,d) Ε T2. Por hipótesis, 
existe f tal que (a,c,f), (fY,d) Ε T. Como a Ε V (p —* (Y -+ δγ y c Ε V (φ) tene
mos que f Ε V (Y —^ δγ Dado que b Ε V (Y), tenemos que d Ε V (δ). Por lo tanto, 
T (e, y (φ)) C y (J) para cada e Ε T (a,V (Y)). Entonces, T (a, V (YY C V (φ —> d), es 
decir, a Ε V (Y —> (p —> δ)).

(k) Supongamos que Τ Υι p ^ Y L (Y -^ δ) —> (<p —> ¿). Si (a,b,c,d') Ε T2, existe 
e Ε X tal que (a, b, e), (e, c, d) 6 T. Consideremos V una valuación que satisface las
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siguientes condiciones: V (p) = [c), V (q) — T (a, c) y V (r) = T {b^T (a,c)). Entonces, 
T (a, V {p}} QV (q), es decir, a E V [p —> q). Por hipótesis, a E V ((q —t r) —+ (p -+ r)), 
es decir, T (a, V (q —+ r)) C V (p -^ r). Como T (b, V (q)) = T (b, T (a, c)) = V (r), en
tonces b E V (q —> r). Luego concluimos e G V (p —> r), y de esto podemos deducir 
d E T(e,c) = (e, V (p)) Q V (r) = T (b,T (a, c)). Entonces, existe f G T(a,c) tal que 
(b,f,d) G T, es decir, (a,c,b,T) ET oT'.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y a E V (p —> ψ). Si e E T (a,V (ψ —+ δ)), 
entonces existe b E V (^ ^ δ), (a, b, e) G T. Supongamos que d E T (e,V (φ)), entonces 
existe c G V (φ) tal que (e,c,d) G T. Por lo tanto, (a,b,c,d) G T2. Por hipótesis, e- 
xiste / G X tal que (a, c, f) , (b, f, d) G T. Como c G V (φ} ya G V (92 ^ 0) , tene
mos que f E T (a, c) C T (a^V (φ)) C V (-0). Dado que b E V (ψ —> δ), f E V (0) y 
(b,f,d) E T, entnces d E T (b, f) C T (b,V W) C V (δ). Luego, T {e.V (p)) C V (δ) 
para cada e G T (α, V (0 —> J)), es decir, T (a, V (0 —> J)) C V (φ —^ δ), Por lo tanto, 
aEV^-^)^-^)).

(1) Supongamos que IF \=ι (φ Λ 0) -+ δ L φ ^ (0 —> J). Si (a,b,c,d) E T2, existe 
e E X tal que (a,b,e), (e^c^d) E T. Consideremos V una valuación tal que V (p) = [b), 
V (q) = [c) y V (r) = T (a, [b) ΓΊ [c)). Entonces, a E V ((p A q) —^ r). Luego, por hipótesis, 
a E V (p —> (q —+ r)). Por lo tanto, e E T (a, b) = T (a, V (p)) C V (q —> r), es decir, 
T (e, V (q)) = T (e, c) C V (r) = T (a, [b) Π [c)). Entonces, existe f E X tal que b,c < f y 
(aJ,d)ET.

Para demostrar la recíproca, sea V una valuación ya E V ((φ Λ 0) —> c)). Dado 
e ET (a,V (φ)), existe b E V (φ) tal que (a, b,e) E T. Si d E T (e, V (0)) existe c EV (0) 
tal que (e,c,d) E T. Por lo tanto {a,b,c,d) E T2. Por hipótesis, existe f E X, b,c < f y 
(a, f, d) E T. Entonces f E V (φ) Π V (0), por lo tanto d E T {a,V (p A 0)) QV (δ). Con 
lo cual, T (e, V (0)) C V (δ) para cada e G (a,V (p)), es decir, a E V (p —> (0 ^ ^)).

(m) Si X |=/ (92 Λ 0) —> δ Η (p —> δ) V (0 —> ó). Dados (a, b, c), (a, d, e) E T, consideremos 
V una valuación tal que V (p) = [6), V (q) — [d) y V (r) = T (a, [b) Π [d)). De esto 
tenemos que a E V ((p A q) —> r). Por hipótesis, a E V (p —^ r) ü V (q -^ r). En el caso 
que a E V (p —t r), c E T (a,b) = T (a, V (p)) G V (r) = T {a, [b) Π [d)). Luego, existe 
e G [6) Π [d) tal que (a, e, c) G T. Por otro lado si a G V (q —+ r), podemos ver que 
e E T (a, ¿) = T (a, V (q)) C V (r) = T (a, [b) A |0), es decir, existe f E [b) O [d) tal que 

(a,f,e) E T. Entonces, existe g E [b) Π [d) y h E ({c,d}] tal que (a,g,h) E T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a E V ((p A ψ) —+ δ). Suponga
mos que α ^ V ((92 —> Ó) V (0 —» ¿)), es decir, existen b E V (p), d EV (0) y c, e ^ V (ó) 
tales que (a,b,c), (a,d,e) E T . Por hipótesis, existen f E [b) O \d) y g E ({c,d}] tales 
que (a, f, g) E T. Como V (92) y V (0) son conjuntos crecientes y b,d < /, entonces 
tenemos que f E V (p) A V (0) = V (p Λ 0). Luego, g E T (a, f) G T (a,V (p A ψ)). 
Como a E V ((p A ψ) —> δ) entonces g E V {δ). Esto implica que c G V (δ) o d E V (δ), lo 
cual es una contradición. Luego a E V ((p —+ δ) \/ (ψ —> δ)).

(n) Supongamos que X ^¡ p —* 0 Η δ —* (p —> 0). Si (a, b, c, d) E T2, existe e E X 
tal que (a, b, e), (e, c, d) E T. Sea V una valuación tal que V (p) = [c), V (q) = T (a, c) 
and V (r) = [6). Entonces, a E V {p -^ q). Por hipótesis, a E V (r —> (p —> q)). Luego, 
e E T (a,b) = T (a, V (r)) G V (p ^ q\ entonces d E T (e,c) = T (e, V (p)) G V (q). Con 
lo cual (a, c, d) E T.
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Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a G V (φ —* 0). Si e 6 T (a, V (á)), 
existe b G V {δ) tal que (a,b,é) G T. Si d G T (e,V (φ)), existe c G V (φ) tal que
(e,c,d) G T. Por lo tanto (a,b,c,d) G T2. Por hipótesis (a,c,d) G T. Como c GV (φ)
y a G V (φ —> ψ), tenemos que d G V (0). Con lo cual, T (e, V (φ)) C V (-0) para cada
e G T (a,V (δ)), es decir, a G V (<5 —» (φ —> 0)).
(o) Supongamos que ^ |=/ φ —> 0 Η T ■=> (φ —> ψ). Si (a, b,c,d) G T2, existe e G X tal 
que (a,b,e), (e,c,d) G T. Sea V una valuación tal que V (p) — [c), V (7) = T (a,c). En
tonces, a G V (p ^> q). Luego, e G T (a, b) C T (a, X) C V (p —> q) ya que por hipótesis, 
a G V (T —» (p —* q)) · Por lo tanto d G T (e,c) = T (β, V (p)) C V (q) = T (a, c), es decir, 
(a,c,d) G T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y a G V (φ -^ 0). Si e G T (a, V (T)), 
existe b G X tal que (a, b,e) G T. Si d G T (e, V (φ)), existe c G V (φ) tal que (e, c, d) G T. 
Por lo tanto, (a,b,c,d) G T2. Luego, (a,c,d) G T. Como c G V (φ) ya G V (^ -^ 0), 
tenemos que d G V (0). Con lo cual, T (e,V (φ)) C V (0) para cada e G T (a,X), es 
decir, a G V (T —> (99 —> 0)).
(p) Supongamos que 7 |=¡ T -> 0 Η T —> (T —» 0). Si (a,b,c,d) G T2, existe e G X 
tal que (a,b,e) ,(e,c,d) G T. Sea V una valuación tal que V (p) = T(a,X). Entonces, 
a G V (T —> p). Luego e G T(a,b) = T(a,X) C V (T —> p), ya que por hipótesis, 
a G V (T —> (T —> q)) . Por lo tanto d G T (e, c) = T (e, V (T)) Q V (p) = T (a, X), es 
decir, existe / G X tal que (a, f,d) G T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a G V (T —> 0). Si e G T (a, V (T)), 
existe b G X tal que (a,b,e) G T. Si d G T (e, V (T)) existe c G X tal que (e,c,d) G T. 
Por lo tanto, (a,b,c,d) G T2. Por hipótesis existe f G X tal que (a,f,d) G T. Como 
a G V (T —> 0), tenemos que d G V (0). Con lo cual, T (e, V (T)) C V (0) para cada 
e G T (a, X), es decir, a G V (Ύ —> (T —> 0)).

3. (a) Supongamos que en X es localmente válida la siguiente regla:

Considereremos una valuación V tal que V (p) = X y V (q) = T(X, X) Entonces, 
(X, V) \=i 0 d p y (X, V) \=i 0 \~ p ^ q. Por hipótesis {J7, V} \=¡ 0 h q, por lo tanto, 
X = T (X, X) = V (q), es decir, para cada a G X, existen b,c G X, tales que (6, c, a) G T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación que verifica {X^ V) [=1 0 S φ y 
(X,V) \=i 0 \- φ —> ψ, es decir V (φ) = X = V (φ —> 0). Dado a G X, por hipótesis, 
existen b,c G X, tales que (b, c, a) G T. Como b G V (φ —> ψ) y c G V (φ), entonces 
a G T (b,c) C T (b, V (99)) C V (0). Luego, V (0) = X, es decir {X, V) \=i 0d Ψ-
(b) Supongamos que en X es localmente válida la siguiente regla:

Dado b G X, sea V una valuación tal que V (p) = [b) y V (q) = T (X, b) Claramente 
V (P ~* 0) = X) es decir, (X, V) \=i 0 \- p —^ q. Luego, por hipótesis tenemos que 
b G V (p) Q V (q) = T (X, b), es decir, existe a G X tal que (a, b, b) G T.
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Para probar la recíproca, sea V una valuación tal que (F, V) |=/ 0 l· p —> ^, es decir, 
V (φ -+ ψ) = X. Sea b E V (p). Por hipótesis, existe a E X tal que (a,b,b) E T. Como 
aEV^p^^ybEV (p), tenemos que b E V (V^)· Por lo tanto, {X, V) (=¿ p h ψ.
(c) Supongamos que en R es localmente válida la siguiente regla:

Si (a,b,c) E T, sea V una valuación tal que V (p) = [a), V (q) = [b) y V (r) = [a) ίΊ [δ). 
Entonces, V (p) A V (g) C V (r), es decir, (X, V} \=i p^qC r. Por hipótesis, tenemos que 
a E V (p) Q V (q —^ r). Luego, c E T (a,b) — T (a, V (q)) Q V (r) = [a) Π [6), por lo tanto 
a,b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación tal que (X, V) \=ι p^ V- δ, es decir, 
V (p) Π V (ψ) C V (δ). Sea a E V (p). Si c E T (a, V (-0)), existe b E V (ψ) tal que 
(a, b, c) E T. Por hipótesis, a,b < c, como V (p) y V (ψ) son crecientes, tenemos que 
c EV (p) ίΊ V (ψ) C V (ó). Luego, T (a, V ^)) Q V (δ), es decir, a E V (ψ —> δ).

(d) Supongamos que en X es localmente válida la siguiente regla:

Si (a,b,c) E T, sea V una valuación que verifica V (p) = [ty y V (q) = [6). Entonces, 
V (p) Q V (p), es decir, {X, V) \=i p \~ q. Por hipótesis, a E X = V (p -+ q). Luego, 
c E T (a, b) = T (a, V (p)) C V (q) = [b), por lo tanto, b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación tal que (¿F, V) \=ι ψ \~ δ, es decir, 
V W Q V (á). Sea a E X. Si c E T [a^V (^)), existe b E V (ψ) tal que (a,b,c) E T. 
Por hipótesis, b < c, como V (ψ) es creciente, tenemos que c E V (ψ) C V (á). Luego, 
T (a, V (VO) C V (á), es decir, a EV (ψ ^> δ}.

Es importante remarcar que cada una de las equivalencias probadas en teorema anterior 
son válidas también en el caso de que X sea un FI-marco.

6.1.2. F-marcos
En esta subsección consideraremos sólo fórmulas en el lenguaje £o.

Teorema 6.2 Sea X = (X, <, R} un F-marco.

1. Cada secuente en la columna de la izquierda es localmente válido en X si y sólo si X
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satisface la condición de primer orden de la columna de la derecha:

Secuente Condición

2. Cada regla en la columna de la izquierda es localmente válida en X si y sólo si X satisface 
la condición de primer orden de la columna de la derecha:

Regla Condición

Demostración. Como en la demostración del teorema 6.1, por cornpletitud daremos una 
demostración de cada una de las proposición. Recomendamos al lector las pruebas l.(b) y 2.(a) 
como ejemplo.

Durante esta demostración las letras p,q y r indicaran variables proposicionales.

1. (a) Supongamos que F \=ι φ c ψ \- ψ o φ, y que (a, b, c) E R. Sea V una valuación tal que 
V (p) = [a) y V (q) = [b). Claramente, ce V (p o q). Por hipótesis, ce V (q o p), por lo 
tanto (b,a,c) e R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y consideremos c E V (φ o ψ). Existen 
a E V (φ) y b E V (ψ) tales que (a, b, c) e R. Por hipótesis, (b, a, c) e R, por lo tanto 
c EV (ψ o φ).

(b) Supongamos que 7 |=( (φ o ^ o ó Η φ o (ψ o δ), y supongamos que (a, b, c, d) e R2. 
Existe e E X tal que (a, b, e), (e, c, d) E R. Sea V una valuación tal que V (p) = [a)
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V (q) — [b} y V (r) = [c). Entonces, e 6 Y (p ° q) y d 6 V (fp o q} or}. Por hipótesis, 
d e V (p o (q o r}). Luego, existe f e V (q o r} = R (b, c), tal que (a, f, d} e R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y consideremos d € ν((φο^)οί). 
Existen a eV (φ), b e V (ψ}, c e V (δ} y e e X, tales que (a,b,e), (e,c,d) G R. Por 
hipótesis, existe f e X tal que (b, c, f), (a, f, d) e R. Como be V (ψ) y c e V (δ), 
entonces f e V (ψ o δ), por lo tanto d e V (ρ o (ψ o δ}).

(c) Supongamos que F [=ι ρο (ψ o δ) \~ (p o ψ)οδ. Si (a,b,c,d} e R2, existe e G X tal que 
(a,b,e), (e,c,d) G R. Sea V una valuación tal que V (p} = [c), V (q} = [a) y V {r} = [b}. 
Entonces, e e V (qo r} y d e V (p o (qor)}. Por hipótesis, d e V (fpoq)or). Luego, 
existe fe V (p o q) = R(c,a}, tal que (f, b, d) e R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y consideremos de V (p o (ψ o δ)). 
Existen c e V (p), a e V (ψ}, b e V (δ) y e e X, tales que (a,b,e), (c,e,d) e R. Por 
hipótesis, existe f e X tal que (c,a, f), (j,b,d) e R. Como ce V (φ) y a e V (ψ) 
entonces f e V (p o ψ), por lo tanto d e V ((φ οψ) o δ).

(d) Supongamos que F |=/ φ o Τ Η φ. Si (a, b, c} e R, sea V una valuación tal que 
V (p} = [a). Por hipótesis, c G R(a,b} C R(a,X) = R(V (p) ,V (T)) Q V (p) = [a), es 
decir, a < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación. Si c G Ρ(φοΤ) = R(V (φ) ,X}, 
existen a e V {φ) y b e X tales que (a, b, c) e R. Por hipótesis, a < c, como V (p) es 
creciente tenemos que c e V (p). Luego, V (p o T) C V (p).

(e) Supongamos que 7 |=¿ Τ o p H p. Si (a, b, c} e R, sea V una valuación tal que 
V (p) = [b). Por hipótesis, c G R(a,b) C R(X,b} = R(y (T) ,V (p)) Q V (p} = [b), es 
decir, b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación. Si c G Ρ(Τοφ) = R(X,V (φ)), 
existen a e X y b e V (p) tales que (α, b, c) G R. Por hipótesis, b < c, como V (p) es 
creciente, tenemos que c e V {p). Luego, V (Τ o φ) C V (p).

(f) Supongamos que IF |=¿ p o p H p. Si (a, b, c) e R, sea V una valuación tal que 
V (p) = [a) U [b). Por hipótesis, c G R(p,b) C R (V (p), V (p)} Q V (p) = [a) U [b}, es 
decir, a < c o b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación. Si c G V (p o p} — R (V (p}, V (p)), 
existen a,b e V (p) tales que (a, b, c) e R. Por hipótesis, a < c o b < c. En ambos casos, 
como V (p) es creciente, tenemos que c e V (p}. Luego, V (p o p} C V (p).

(g) Supongamos que F \=i p h p o p. Si a e X, sea V una valuación tal que V {p} = [a). 
Por hipótesis, a e V (p) Q V (p o p} = R (V (p} ,V (p)) = R (a, a).

Para probar la recíproca, sea V una valuación y a G V (φ). Por hipótesis, (a, a, a} e R, 
luego a e R(ap} C R(V (p), V (p)) = V (p o p}.

(h) Supongamos que F \=ι p Η p o T. Si a e X, sea V una valuación tal que: V (p} = [a). 
Por hipótesis, a e V (p) C V (p o T) = R (V (p), V (T)) = R (a, X), es decir, existe b e X 
tal que (a, b, a) e T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a e V (p). Por hipótesis, existe 
6 G X tal que (a, b, a) e R, luego a e R(a,b) e R(V (p) ,X} — V (p o T}.
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(i) Supongamos que X \=ι φ Η T o φ. Si a 6 X, sea V una valuación tal que V (p) = [a). 
Por hipótesis, a G V (p) C V (T o p) = R(V (X) ,V (p)) = R (X, a), es decir, existe b E X 
tal que (b, a, a) E T.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea a EV (φ). Por hipótesis, existe 
b E X tal que (b, a, a) E R, luego a E R (b, a) C R (X, V (φ)) = V (T o y?).

(j) Supongamos que X \^ι (φ o ψ) Λ (φ o δ) E φ o (ψ A δ). Si (a, b, c), (d, e, c) 6 R, con
sideremos V una valuación tal que V (p) = [a) U [d) V {q) = [b) y V (r) = [e). Entonces, 
c E R(a,b) Π R (d, e) y como

c E V (p o (q A r)). Luego existen f E [a) U [d) y g E [b) A [e) tales que (/, g, c) G R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea c G V ((φ o ψ) A (φ o δΥ). En
tonces, existen a,d E V (φ), b E V (ψ) y e E V (δ) tales que (a,b,c) ,(d,e,c) E R. Por 
hipótesis, existen f E [a) U [d) y g E [b) A [e) C V (^> Λ δ} tales que (f,g,c) E R. Como 
V {φ) es creciente f E V (99), por lo tanto c E V (φ o (ίΡ A δ)).

(k) Supongamos que X [=/ (φ o ψ) A (δ o ψ) E (φ A J) o ψ. Si (a,b,c), (d,e,c) E R, 
consideremos V una valuación tal que V (p) = [α) V (q) = [6)U[e) yV(r) = [d). Entonces,

Luego existen f E [a) Π [d) y g E V (q) = [6) U [e) tales que (f, g, c) E R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sea c E V ((p o ^) A (δ o ψ)). En
tonces, existen a E V (99), d E V (δ) y b,e E V (ψ) tales que (α,δ,ή, (d,e,c) E R. Por 
hipótesis, existen f E [a) A [d) y # G [b) U [e) tales que (f,g,c) E R. Como V (^) es 
creciente g EV (ψ), por lo tanto c E V ((99 A d) o ψ).

2. (a) Supongamos que la siguiente regla es válida en R\

Dado a E X, consideremos una valuación V tal que V (p) = V (q) = [a). Entonces, 
V (p) Π V (q) = [a) ^ 0, por lo tanto {X, V) ^¡ p,q E X. Por hipótesis, {F, V) ^¡ poq E ±, 
es decir, V (p o q) ^ 0, es decir, R(a,a) ^ 0. Concluimos que existe b E X tal que 
(a,a,b) E R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación y sean 99, ψ dos fórmulas verificando 
(X^V) \=i φ o ψ E X. Aseguramos que V (99) A V (ψ) = 0- Supongamos lo contrario. Sea 
a E V (99) A V (-0). Por hipótesis, existe b tal que (a, a, b) E R. Por lo tanto, b E V (φ o ψ), 
lo cual es una contradicción. Luego, V (99) A V (ψ) = 0, es decir, {X, V) H ^,# X- 
(b) Supongamos que la siguiente regla es válida en X:
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Si (a,b,c) € R, consideremos una valuación V tal que V (p) = [a) y V (q) — [b). Si 
[α) A [b) = 0, entonces V (p) A V (9) C 0 — V (±), por lo tanto (X, V) ^¡ p,q h _L. Por 
hipótesis, l^F, V} ^¡ p o q h ±, es decir, V (po q) = $, pero c e R(a,b) = V (p o q), lo 
cual es una contradicción. Luego debe ser [α) A [6) ^ 0, es decir, existe d e X tal que 
a,b < d

Para probar la recíproca, sea V una valuación, y sean φ,ψ dos fórmulas tales que 
(X, V) \=ι φ,ψ h ±. Supongamos que V (φ o ψ) ^ 0. Entonces, existen a G V (φ), 
b E V (ψ) y c E X tales que (a, b, c) E R. Por hipótesis, a,b < c. entonces c G V (φ /\ψ) 
lo cual es una contradicción, entonces V (φ o Ψ) = $, es decir, (X, V) \=ι φ o ψ \- .L.

(c) Supongamos que la siguiente regla es válida en T7:

Si {a,b,c) G R, sea V una valuación tal que V (p) = [α), V (q) = [b) y V (r) = [a) A [6), 
entonces (^, V) \=i p,q 1~ r. Por hipótesis, (F, V) \=i p o q \- δ, por lo tanto vemos que 
c G R (a, b) = V (p o q) C V (r) = [a) A [b), es decir, a,b < c.

Para probar la recíproca, sea V una valuación, y sean φ^Ίδ dos fórmulas tales que 
1¿F,V) [=/ φ,ψ h ó. Sea c G V (p o ^), entonces existen a E V (φ) y b E V (ψ) tales 
que (a,b,c) G R. Por hipótesis, a,b < c, entonces c E V (φ) A V (^) C V (ó). Luego, 
V (φ o ψ) C V (δ), es decir, (X, V} \=ι φ o ψ \~ δ.

(d) Supongamos que la siguiente regla es válida en F:

Si a G X, consideremos una valuación V tal que V (p) = V (q) = [a) y V (r) = R(a,a), 
entonces (T7, V) \=q p o q \- r. Por hipótesis, (X, V) |=i p,Q H δ, por lo tanto tenemos que 
a G V (p) A V (q) C V (r) = R (a, a), es decir, (a, a, a) G R.

Para probar la recíproca, sea V una valuación, y sean φ,ψ,δ fórmulas tales que 
(X, V) |=/ φ o ψ Η δ. Sea c G V (φ) A V (ψ). Por hipótesis, (a, a, a) G R, entonces 
a EV (φο ψ) CV (δ). Por lo tanto, (X, V) f=/ p, -0 Η δ.

■

6.1.3. FI-marcos

En esta subsección consideraremos fórmulas en el lenguaje £.
Recordemos que los teoremas 6.1 y 6.2 también son válidos para FI-marcos.

Teorema 6.3 Sea X = (X, <,R,T) un FI-m,arco.
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1. Cada fórmula en la columna de la izquierda es válida en IF si y sólo si IF satisface la 
condición de primer orden de la columna de la derecha:

Fórmula Condición

2. Cada secuente en la columna de la izquierda es localmente válido en IF si y sólo si IF
satisface la condición de primer orden de la columna de la derecha:

Secuente Condición

Demostración. Durante esta demostración las letras p,q y r indicaran variables proposi- 
cionales.

1. (a) Supongamos que F ¡=¡ (p o rf) —> φ. Si (a,b,c) 6 T, (d,e,b) E R, sea V una va
luación basada en IF tal que V (p) = [d}, V (q) = [e). Como (d,e,b) E R, tenemos que 
b E V (p o q). Por hipótesis, V ((p o q) —> p) — X^ entonces a G V ((p o q) -+ p). Luego 
c Ε T (a,b) ET (a, V (p o q)) Ε V (p), con lo cual, c Ε V (p) — [d) es decir, d < c.

Para la reciproca, sean a Ε X y ρ,ψ E Fm. Debemos probar que para cada valuación 
V, T(a,V(porf)) C V (φ). Si c G T (a,V (p o rf)), existen b,d,e G X que verifican 
(a,b,c) G T, (d,e,b) E R, d Ε V (φ) y e G V (ψ). Por hipótesis, d < c Ε V (φ), y el 
resultado se sigue.

(b) Supongamos que F \=ι (φ ° ψ) —> rf. y que (a, b, c) Ε T, (d, e, b) E R. Sea V una 
valuación basada en F tal que V (p) = [d) ,V (q) = [e). Como (d, e, b) E R, b Ε V (p o q). 
Por hipótesis, V ((p o q) -^ p) = X, entonces a Ε V ((p ° q) ~> p) ■ Por lo tanto, vemos 
que c Ε T (a,b) Ε T (a, V (p o q)) Ε V (q) = [e), es decir, e < c.

Para la reciproca, sean a Ε X y p,rf E Fm. Debemos probar que para cada valuación 
V verifica T (a,V (p o rf)) C V (ψ). Si c G T (a,V (p o rf)), existen b,d,e Ε X tales 
que (a,b,c) Ε T, (d,e,b) E R. d Ε V (φ) y e Ε V (ψ). Por hipótesis, tenemos que 
e < c Ε V (rf).

(c) Supongamos que F \=ι (φ o ψ) -^ p F rf y sea (a, b, c) Ε T, (d, e, b) E R. Sea V una 
valuación basada en F tal que V (p) — \d) y V (q) = [e). Como (d, e,b) E R, b Ε V (p o q). 
Por hipótesis, V ((p o q) —* (p F q)) — X, entonces a Ε V ((p o q) —> (p F q)). Por lo tanto 
c Ε T (a,b) ET (a, V (p o q}} Ε V (p) OV (q) = [d) ΙΊ [e), es decir, dp < c.

Para la reciproca, sean a Ε X y p,rf E Fm. Debemos probar que para cada valuación 
V se verifica que T (a, V {φ o rf)} Ε V (p F rf) = V (p) Π V (ψ). Si c Ε T (a, V (φ o ψ)),
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existen b,d,e e X tales que (a, b, c) e T, (d, e,b) e R, d G V (p) y e e V (ψ). Por hipótesis 
d,e < c. Por lo tanto, c e V (φ) Π V (-0).

(d) Supongamos que F \^i (p o p) —^ φ. Si (a, b,c) e T y (d, e, b) e R, sea V una valuación 
tal que V (p) = [d)U[e). Entonces, be V (pop)· Por hipótesis, V ((ρ o ρ) —+ ρ) = X, luego 
a e V ((po p) —+ p). Por lo tanto, c G T (a,b) G T (a, V (po p)) G V (p) = [d) U [e), es 
decir, d < c o e < c.

Para la reciproca, sean a e X y φ e Fm. Debemos probar que para cada valuación 
V, T (a,V (p o p)) G V (φ). Si c G T (a, V (ρ o p)), entonces existen d,e GV (φ) y b e X 
tales que (a,b,c) e T y (d,e,b) e R. Por hipótesis, d < c o e < c. En ambos casos 
c eV (φ).
(e) Supongamos que 7 ^=/ (ρ o (ρ —> ίΡ)) —> ψ. Si (a,b,c,d) G RoT', existe e G X tal 
que (a, b,e) G R y (c, e, d) G T. Sea V una valuación cumpliendo que V (p) = [a) y que 
V (q) = T (b, a). Entonces, be V (p -+ q), ya que T (b, V (p)) — T (b, a) — V (q). Luego, 
e G V (po (p —^ q)). Por hipótesis, d G T (c, e) G T (c, V (p o (p —> q))) G V (q). Como 
V (q) — T (b, a), cuncluimos que (b, a, d) e T.

Para la reciproca, sean a G X y ρ,ψ G Fm. Debemos probar que para cada 
valuación V, T (a,V (ρ o (ρ-+ψ))) G V (^). Si c G T (a,V ((ρ o (ρ-+Ψ)))), existe 
be V (p o (p -+ -0)) tal que (a,b,c) e T. Entonces, existen d e V (φ) y e G V (ρ —> ψ) 
tales que (d,e,b) e R. Por lo tanto (d,e,a,c) e RoT'. Por hipótesis, (e,d,c) e T, luego, 
cGT(e,d)GT(e,V(p))GV(^).

(f) Supongamos que F |=/ ((φ —> ψ) o p) -^ ip. Si (a,b,c,d) e RoT', existe e G X tal 
que (a, b,e) e R y (c, e, d) e T. Sea V una valuación que verifica que V (p) = [b) y que 
V (q) = T (a, b). Entonces, cl G V (p -^ q), .ya que T (a, V (p)) = T (a,b) — V (q). Luego, 
e G V ((p —^ q) o p). Por hipótesis, d e T (c,e) G T (c,V ((p —> q) o p)) G V (q). Como 
V (q) — T (a, b), entonces (a, b, d) e T.

Para la reciproca, sean a e X y φ,ψ e Fm. Debemos probar que para cada valuación 
V se cumple que T (a,V ((p —> ψ) o p)) C V (ψ). Si c e T (a,V ((ρ —> ψ) o p)) existe 
be V ((ρ —+ ψ) o p) tal que (a, b, c) e T. Entonces, existen dGV(p—^i)j)yeGV (φ) 
tales que (d,e,b) e R. Por lo tanto (d,e,a,c) e RoT'. Por hipótesis, (d,e,c) e T, luego 
cGT(d,e)GT(e,V(p))GV(^).

(g) Supongamos que F \=ι (ρ οψ) —» (ψ o ρ). Si (a,b,c,d) e RoT', existe e G X tal 
que (a, b,e) e R y (c, e, d) e T. Sea V una valuación que verifica que V (p) = [a) y que 
V (q) = [b). Entonces, e G R(a,b) = V (poq). Por hipótesis c G V ((p ° q) —^ (q ° p)), 
es decir, T (a, V (po q)) G V (qo p). Como de T (c,e) y e e V (p o q), concluimos que 
c G V (q o p) = R (b, a), es decir, (b, a, c) e R.

Para la reciproca, sean a G X y ρ,ψ G Fm. Debemos probar que para cada va
luación V se cumple que T (a,V (ρ o ψ)) G V (ψ o φ). Si c G T (a,V (ρ o ψ)), entonces 
existe be V (φ o ψ) tal que (a, b, c) e T. Entonces, existen d e V (p) y e e V (ψ) tales 
que (d, e, b) e R. Por lo tanto, (d, e,a,c) e R o Τ'. Por hipótesis, (e, d, c) e R, luego 
ceR(e,d) G R(V (ψ) ,V (ρ)) = Υ(ψορ).

2. (a) Supongamos que F \=i (p —> ψ) o p h ψ. Si (a, b, c) e R, sea V una valuación tal 
que V (p) = [6) y V (q) — T (a, b). Entonces a e V (p ^ q) ■ Por hipótesis, tenemos
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que ce R(a,b) C R(V (p ~+ q) ,V (p)) = V ((p ~> q) ° P) ζ Y (q) — T (a, Y), es decir, 
(a, b, c) e T.

Para probar la reciproca, sean φ,ψ e Fm y sea V una valuación basada en F. Si 
ce R(Y (φ —* Ψ) ,Υ (φ)), existen a e Y (φ -+ Ψ) y b e V (φ) tales que (a,b,c) e R. 
Por hipótesis, (a,b,c) e T. Por lo tanto ce T (a,b) C T (α,Υ (φ)) C Y (Ψ) ■ Luego 
Υ^φ-^'Φ^ψ^Υ W-
(b) Supongamos que F |=/ φ o {φ —> ψ) Η ψ. Si (a, b, c) e R, sea V una valuación tal 
que: V (ρ) = [a) y V (q) = T (b, a). Entonces b e Y (p —> q) ■ Por hipótesis, tenemos 
que ce R(a,b) C R(V (p) ,V [p -^ q)) = Y (p o (p ~> q)) C Y (q) = T (b, a), es decir, 

(b,a,c) e T.
Para probar la recíproca, sean φ,ψ e Fm y sea V una valuación basada en F. Si 

c e R(V (φ) ,Υ (φ -^ ψ)) , existen a e V (φ) y b e Y (φ -+ ψ) tales que (a,b,c) e R. 
Por hipótesis, (b,a,c) e T. por lo tanto c e T(b, a) Q T (b,V (φ)) C V (ψ). Luego 
Y (φο (φ-^ ψ)) QY (ψ).
(c) Supongamos que F \=ι φ L ψ ^ (φ o ψ). Si (a, b, c) e T, sea V una valuación tal 
que V (p) = [a) and V (q) = [b). Por hipótesis, a e Y (p) C V (q —> (p o q)). Luego, 
c e T (a,b) = T (a, V (q)) C V (p o q) = R (a, b), es decir, (a, b, c) e R.

Para probar la recíproca, sean φ,ψ E Fm y V una valuación basada en F. Suponga
mos que a e V (φ) y c e T (α,Υ {ψ)} , entonces existe b e V (ψ) tal que (a,b,c) e T. Por 
hipótesis, ce R(a,b) C R(Y (φ), V (ψ)) = V {φ o ψψ Luego, T (a, V [ψ)) C V {φ ο ψ} 
para cada a e V (φ), es decir, V (φ) Q Y (ψ —> (φ o ψ)).
(d) Supongamos que F j^i φ L ψ —> (ψ o φ). Si (a, b, c) e T, sea V una valuación tal 
que V (p) = [a) and V (q) — [6). Por hipótesis, a e Y (p) C V (q ^ (qop)). Luego 
c e T (a,b) = T (a, V {q)) C Y (q o p) = R(b,a), es decir, (b, a, c) e R.

Para probar la recíproca, sean φ,ψ E Fm y sea V una valuación basada en F. Supon
gamos a e V (φ), sea c e T (a, V (ψ)), entonces existe b e V (ψ) tal que (a, b, c) e T. Por 
hipótesis, ce R(b,a) C R(Y (ψ), V (φ)) = V (ψ o φ). Luego, T (a, V (ψ)) C V (ψ ο φ) 
para cada a e V (φ), es decir, V {φ) Q V (ψ -+ (ψ o φ)).

6.2. Secuentes y reglas son necesarios
En los teoremas 6.1, 6.2 y 6.3 hemos probado como la validez de ciertas fórmulas secuentes 

o reglas en un I-marco pueden ser traducidas en una condición de primer orden. Probaremos 
en esta sección que hay familias de marcos que son definibles por la validez de un cierto se
cuente pero no por la validez de ningún conjunto de fórmulas. Resultados similares han sido 
probados por Bou en su tesis de maestría [7, Capítulo 3] para marcos binarios, los resultados 
aquí expuestos aplican las ideas de las mencionadas pruebas a los casos que estamos analizando.

Recordemos que los T-marcos pueden ser base de F e I-modelos. En los teoremas 6.1 ítem 
2.(a) y 6.2 ítem l.(a) hemos probado que un T-marco F = (X,<,T) satisface que T = Τ' 
si y sólo si visto como I-marco F e Fri (φ L (φ —>■ ψ) —> ψ) si y sólo si visto como F-marco 
F e Fri (φ o ψ L ψ o φ).
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Teorema 6.4 1. Para todo conjunto de fórmulas Γ CFm.

2. Para todo conjunto de fórmulas Γ C Fmo

Demostración. 1. Denotemos

, es decir Σ_» = {o € Fm^ : VF E Fri (φ \- (φ ^ ψ) ^> ψ^, F \= a}.
En caso de que exista Γ C Fm tal que Fri (φ \~ (φ -+ ψ) —> ψ) = Fri ({0 Η o : o e Γ}), 

claramente Γ C Σ_>.
Consideremos el siguiente marco F — (X, <,T) donde X — {a,6}, <= {(a, a), (a, 5), (b,b)} 

y T = {(b,a,a), (a, a, a), (a,a,b), (6, a, 6)} , por el item 2.(a) del teorema 6.1

Probaremos que F 6 Fri ({0 Η α : α E Σ_,}).
Sea o E Σ_, y sea V una valuación basada en F. Consideremos Fi = {{a} , =, {(a,a,a)}). 

Es fácil ver que Fx^ F y que F\ E Fri (φ [- (φ -+ ψ) ^ ψ). Entonces, F\ |= a. Por el teorema 
5.24, a e Vi (a) = V {a) Π {a}. Luego a E V (a). Coinp V (a) es un conjunto creciente, y a < b, 
tenemos que V (a) = {a, b} Por lo tanto 7i |= a para cada a E Σ^ pero ya observamos que 
X Í Frt (φ Η (φ -> ^) “^ ^)·

2. Denotemos

Consideremos F-marco F = (X, <,T) donde

Sea φ E Σο, y sea V una valuación basada en F. Considereremos Fa = ({«} , =, {a, a, a}). 
Claramente, Fa ^ F y Fa E Fri (φοψ\- ψ o φ). Luego Fa |=/ φ. Entonces, por el teorema 
5.24, a E Vi (φ) = V (^) Π {a} . Luego, aEV (φ). Como V (φ) es un conjunto creciente y a < b, 
tenemos que V (φ) = {a, 5} Por lo tanto, F \=ι φ para cada φ E Σ y por el ítem l.(a) del 
teorema 6.2 F ^ Fri (φ o ψ [- ψ o φ). ■

Hemos visto que los sequentes son necesarios para caracterizar ciertas familias de T-marcos. 
Ahora veremos que algo similiar ocurre con las reglas.

Denotemos Πι = ({0 Η φ —* ^} , Ψ Η Ψ} · En el teorema 6.1 3.(b) hemos probado que F ^¿Πι 
si v sólo si satisface

Para simplificar la notación llamemos
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Teorema 6.5 Sea Γυφ € Fm. Si para cada F G D , F \=ι Γ L φ, entonces Γ ^(dli) φ·

Demostración. Supongamos que el secuente Γ Η φ es válido en cada I-marco perteneciente 
a D. Sea F = (X <,T) un I-marco, y sea k un elemento que no pertenece a X y la estrucura 
Fk = {X O {k} ,<□{(&,&)}, Tk), donde Tk esta definido como sigue:

Se sigue fácilmente que Fk satisface las siguientes propiedades:

1. Fk es an I-marco,

2. Fk eD y

3. F =^ Fk-

Por hipótesis, Τ^ |=/ Γ Η φ. Por el teorema 5.24, F \=ι Γ L φ. Por lo tanto, Γ H^dli) Ψ- ■

Corolario 6.6 No existe ningún conjunto de secuentes S C Seq^ tal que

Para probar que hay familias de F-marcos que son definibles por validez de reglas pero no 
por secuentes, denotemos

en 6.2 ítem 2.(a) probamos que {X, <,R) \=ι Π2 si y sólo si

Denotemos

Teorema 6.7 Sea Γ U 92 € Fmo. Si para cada 7 6 í, J|=/ Fhp, entonces F^dlf)^

Demostración. Supongamos que el semiente Γ Η φ es válido en cada F-marco de F (Π). Sea 
X = (X, < R) un F-marco y k un elemento que no pertenece a X. Consideremos la estructura 
Fk = (X U {k} , < U {(&, k)} , Tk), donde Tk esta definida como sigue:

Es fácil probar que Fk es un F-marco, queT^ E D y que F ^ Fk- Como 7¿ |=/ Γ h (/? por el 
teorema 5.24 7 |=¡ Γ Η φ. Luego el semiente Γ Η φ es válido en todo, es decir, D^dle)^· ■

Corolario 6.8 No existe un conjunto S C Seq£o tal que
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6.3. Extensiones canónicas
En esta sección definiremos y analizaremos los conceptos de lógica canónica por marcos y 

por modelos, los cuales son muy cercanos al concepto de lógica modal canónica (ver [3]). Para 
esto primero definiremos el marco y el modelo canónico de una extensión de S (DLFI) o S (DLI). 
Y luego veremos como en el caso de extensiones autoextensionales este concepto de canonicidad 
esta relacionado con el concepto de clases de álgebras canónica por marcos ternarios.

Definición 6.9 Si S es una extensión de S (DLFI), una teoría ^ de S se dirá prima si para 
cada par de fórmulas φ^ si φΥ ψ E Φ, entonces φ E ^ o ψ E ^.

Consideremos el siguiente conjunto:

Sea Rc (S) y Tc (S) relaciones ternarias sobre Xc (S) definidas cpmo sigue:

Lema 6.10 Para cada extensión S de S (DLFI), Fc (S) = (Xc (5), Rc (S) ,TC (S)) es un FI- 
marco llamado el FI-marco canónico de S.

Demostración. Es directa de la definición. ■

Definición 6.11 La valuación Vc esta definida en cada variable proposicional p com,o sigue:

El FI-modelo (Fc (S'), Vc (S)) es llamado el FI-modelo canónico de S.

El I-marco canónico y el I-modelo canónico de una extensión de S (DFI) se definen de 
manera similar.

Definición 6.12 Una extensión S de S (DLFI) o S (DLI) es llamada canónica por modelos 
si es correcta y completa con respecto a su modelo canónico. Y es llamada canónica por 
marcos si es correcta y completa con respecto a su marco canónico.

Probaremos probar que toda extensión autoextensional de S (DLFI) o S (DLI) es canónica 
por modelos.

Lema 6.13 Para cada extensión S de S (DLFI) (o S (DLI)J y cada fórmula φ

Demostración. Se sigue directamente por la definición de ^ (5) y Vc (5). ■
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Teorema 6.14 Si S es una extensión de S (DLFI) (o S (DLI)) entonces es correcta con respecto 
a su modelo canónico. Si además S es autoextensional, entonces S es canónica por modelos.

Demostración. Supongamos que Γ hs φ. Por el lema previo

Si Φ G Vc (5) (Γ) Φ hs φ, tenemos que Φ 6 Vc (S) (φ). Entonces, (Fc (S) , Vc (S)) |=/ Γ Η φ, lo 
cual prueba la primer afirmación.

Ahora supongamos que S es autoextensional. La proyección p : Fm¿ —> Fm^/Apm^ (ΤΛ (5)) 
define una función biyectiva de Xc (5) al conjunto de filtros primos de Fm£/AFmc (Th(S)). 
Ahora supongamos que Γ ^5 <p, entonces ρ(φ) ^ ρ(ϋη(Γ)) y ρ(ϋη(Γ)) es un filtro de 
Fm£/AFm£ (Th(S\). A su vez, como S es una extensión de 5 (DLFI) (o 5 (DLI)), tenemos 
que Fm£/AFmc (Th (S)) 6 DLFI (DLI) y por lo tanto tiene un reducto de retículo distributivo. 
Luego existe un filtro primo P de Fm£/AFm£ (Th(S)) tal que p(Cn(V)} Q P y ρ(φ) ^ P- 
Luego, φ ^ p-1 (P) e Xc (5) y Γ C p-1 (P). Por lo tanto, (Fc (S), Vc (S)) ^/ Γ Η φ. ■

Corolario 6.15 Si S una extensión autoextensional de S (DLFI) (o S (DLI)/ entonces para 
cada secuente Γ Η φ tenemos que

Por este corolario, podemos deducir que si queremos probar que una extensión autoex- 
tensional de S (DLFI) o S (DLI) es canónica por marcos sólo debemos probar que es correcta 
respecto del marco canónico.

En la prueba del teorema 6.14 observamos que el marco canónico de una extensión au- 
toextensional S, es isomorfo a al marco del álgebra de Lindembaum-Tarski de S. Si probamos 
que para cada A G K$ el marco F (A) valida los sedientes de 5, es decir, H^C Seqi (F (A)), 
como Fm£/AFmr (Th (S)) 6 K5, obtendremos que S es canónica por marcos. Por el lema 5.38, 
sabemos que h^C Seqi (F (A)) valida los sedientes de 5 si y sólo si Α^^ € K^. Luego si 
probamos que Ks es una variedad de álgebras canónica por marcos ternarios, tendríamos que 
S es canónica por marcos. Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 6.16 Sea V una clase de DLFI-álgebras (DLI-álgebras). Si V es canónica con res
pecto a FI-marcos (I-marcos) entonces S (V) es canónica por marcos.

Recordemos que en el corolario 5.44 probamos que si V es una variedad de álgebras canónica 
por marcos ternarios entonces

El teorema anterior nos permite probar un resultado análogo para la deducción local y la 
lógica basada en semiretículos asociada a la clase V.

Corolario 6.17 Sea V una clase de OLFI-álgebras (DIA-álgebras) canónica con respecto a 
FI-marcos (I-marcos), entonces
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Demostración. En la subsección 5.4.2 del capítulo anterior observamos que

Por el teorema anterior tenemos que el marco canónico (7C (5), Vc (5)) € Frt (bs(v)) y φΐθ 
H5(V)= Seqi ({Fc (5), Vc (^))) por 1° tanto el resultado se sigue. ■

Ahora aplicaremos lo desarrollado en esta sección y en las anteriores para estudiar ciertas 
extensiones de 5 (DLFI) y 5 (DLI).

6.3.1. Lógica Monoidal basada en T-normas
La lógica Monoidal basada en T-normas (MFC) fue introducida y estudiada por F. Esteva 

y L. Godo en [24] como la lógica relacionada con las t-normas continuas a izquierda como una 
generalización de la Lógica básica de Hájek (Ver [34]).

En [24] se prueba que el sistema deductivo MFC es algebrizadle y que su semántica alge
braica equivalente es la variedad de las MTL-álgebras (ver pagina 49). En particular y con la 
notación de esta tesis, en el mencionado artículo se prueba que MFC es la lógica afirmativa 
S(MTL,1).

En esta subsección probaremos que S (MTL) es canónica con respecto a marcos.

Teorema 6.18 La variedad RCID es canónica respecto a Fl-marcos.

Demostración. Sea A un RCID-retículo. Por el Teorema3.25, F (A) = {X (A), C, Ra,Ta) 
es modelo de las siguientes fórmulas de primer orden:

Debemos probar que A^^ = {Pc (X (A)), U, A, oñ, —>T, 0, X (A)) es un retículo residuado 
conmutativo integral. Por 1, 2 e ítem l.(a) del Teorema 6.2 tenemos que oH es conmutativo. 
De 1, 2, 3 e ítems l.(b), l.(c). del Teorema 6.2 tenemos que oR es asociativo. Por 1. e ítems 
2. (a) y 2.(b) del Teorema 6.3 se sigue que A^^a) es un retículo residuado. De 1, J, 5 e ítems 
l.(d) y l.(h) del Teorema 6.3 vemos que A^^) es integral. ■

Proposición 6.19 La variedad de MTL-álgebras es canónica con respecto a Fl-marcos.

Demostración. Sea A una MTL-álgebra. Por el teorema previo tenemos que Ajc^a) es un 
retículo residuado conmutativo e integral. Por el Teorema 3.26, F (A) = {X (A) Ra,Ta) 
es modelo de la siguiente fórmula de primer orden:
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Por l.(e) del teorema 6.1, tenemos que A^^) satisfce la condición de prelinealidad, es decir, 
A¿t(a) £ MTL. ■

Del resultado anterior y el teorema 6.16, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 6.20 S (MTL) es canónica por marcos.

Corolario 6.21 Hs(mtl)= Seqi (Fri (S (MTL)))

Combinando este resultado y el teorema 5.43 estamos en condiciones de dar una semántica 
ternaria para MT£.

Definición 6.22 Dado F = {X,<, R,T) un FI-m,arco. Diremos que F es un MTL-marco si 
es m,odelo de las siguientes fórmulas de prim.er orden:

Observación 6.23 Por la condición 1, podríamos notar un MTL-marco (X, <,R,T) sólo como 
un marco tem,ario (X,<,T), y modificando como corresponde la definición de modelo.

Por las condiciones 4 y 5 tenemos que:

Por la proposición 6.19 y el teoremas 3.26 tenemos que X es un MTL-marco si y sólo si 
X E Fri (S (MTL)). De esta deflación, el corolario 6.21 y el teorema 5.43, se sigue directamente 
el siguiente teorema.

Teorema 6.24 JAT £ = S (MTL,1) es correcta y completa con respecto a la dedución global 
en MTL-marcos.

En [44] y en [52] se han dado semánticas para JAT £ e TJAT£ respectivamente. En la 
última sección de este capítulo veremos la conexión de estas con la semántica aquí propuesta.

En la última sección del capítulo anterior, probamos que las variedades de las BL-álgebras y 
MV-álgebras no son canónicas, esto impide aplicar un procedimiento similar a la Lógica Básica 
y a la Lógica infinito valuada de Lukasiewicz, para obtener una semántica ternaria correcta y 
completa para las mismas. Esto no quiere decir que no exista tal semántica, sólo indica que 
será necesario desarrollarla utilizando una técnica diferente.
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6.3.2. Lógica subintuicionista
La noción de lógica subintuicionista fue introducida por Restall en [51] referida a una lógica 

proposicional definida semánticamente por medio de marcos de Kripke. Este tipo de lógicas 
a otras mas generales han sido estudiadas por varios autores en [15], [60], [7, Chapter 3] por 
mencionar algunos.

En esta sección analizaremos primero dos sistemas deductivas sKa y wKa definidos en [15]. 
En la notación de esta tesis wKa y sKa son exactamente S (WH) y S (WH, 1), respectivamente.

Veamos que wKCT es canónica por marcos.

Teorema 6.25 La variedad WH es canónica con respecto a I-marcos.

Demostración. Sea A una WH-algebra. Por el teorema 3.35 tenemos que {X (A), Q,Ta) 
satisface las siguientes condiciones:

Por los items 1 (b) 2 (i) del teorema 6.1, tenemos que los siguientes secuentes

son validos en ^ (A). Por lo tanto Ajy^ es una WH-álgebra. ■

Denotemos wKCT-marcos a la clase de I-marcos que satisfacen las siguientes condiciones

Corolario 6.26 wKa es canónica por marcos y es correcta y completa respecto de la deducción 
local de la clase de wY^-m,arcos

Corolario 6.27 sKa es correcta y completa respecto de la deducción global de w¥±a-marcos.

De igual manera se puede probar que las variedades RWH, TWH, Bas, SRL, y H son canónicas 
por marcos ternarios y por lo tanto las lógicas basadas en semireticulos relativas a estas varie
dades resultaran correctas y completas respecto de la semántica local de sus marcos ternarios.

6.4. Comparación con otras semánticas relaciónales
Ahora veremos como las diferentes semánticas arriba desarrolladas se relacionan con otras 

introducidas por diferentes autores.
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6.4.1. Lógicas subintuicionistas
La lógica wKa fue presentada orginalmente en [15] como el conjunto de secuentes válidos 

en todo marco de Kripke. Recordaremos primero esta semántica y luego la compararemos con 
la desarrollada en esta tesis.

Un Marco de Kripke es un par (X^S) donde X es un conjunto no vacío y S C X2. Un 
Modelo de Kripke es un triple (X,S,V) donde (X,S) es un marco de Kripke y V es una 
función de Fm^ en V (X) satisfaciendo:

La definición de validez de un secuente en un marco de Kripke es análoga a la dada en la 
Definition 5.5. Si un marco de Kripke (X, S) valida un secuente Γ Η φ lo denotaremos con 

K
(X, S) |= Γ H </? para evitar confusiones con la notación para marcos ternarios.

K
En [15], se prueba que Γ hwKcr φ si y sólo si {X,S) |= Γ Η φ para cada marco de Kripke

Veamos como la semántica de Kripke desarrolada por Celani y Jansana en [15] esta rela
cionada con la semántica basada en wK^marcos.

Si X = (X, S) es un marco de Kripke definimos un I-marco Χχ = (X, =, Ts), donde Ts C X3 
esta definido por

K
Proposición 6.28 X \= Γ l·- φ si y sólo si X^ [=¿ Γ Η φ.

Demostración. Claramente una función V : Fm^ —+ P (X) define un modelo de Kripke 
basado en X si y sólo si {Χκ, V) es un I-modelo. Luego el resultado se sigue. ■

Ahora veamos una suerte de recíproca de la proposición anterior, es decir, veremos como 
obtener una marco de Xj- Kripke dado un tipo especifico de I-marco X que valida exactamente 
todos los secuentes X. Para ello necesitamos ciertas definiciones y resultados previos.

Consideremos la subclase de wK^marcos que satisfacen la siguiente propiedad

(61)

Llamaremos a esta clare wK°-marcos. El siguiente teorema prueba que ωΚσ es completa con 
respecto a la clase de wK®-marcos.

Teorema 6.29 Sea Γ U {φ} un subconjunto finito de Fm^, entonces Γ HWKa φ si y sólo si 
X \=ι Γ l·- φ para cada wK.®-marco X.
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Demostración. Supongamos que el secuente Γ H 92 es válido en cada wK^-marco.
Sea F = {X,<,T) un w^-marco. Entonces, Aj: = (PC(X) ,υ,Π,=>,Φ,Χ) es una WH- 

álgebra. Por el ítem 2 de la proposición 3.44 tenemos que F (A^) es un wK°-marco, entonces 
F (Λτ) h Γ Η φ.

Sea V : Fm —> Pi(X) una valuación basada en F. Luego σ^ o V es un homomorfis- 
mo de Fm en A^^^^ es decir, oa^ o V es una valuación basada en F (A?·). Supongamos 
que Γ = {φι,... ,φη} , tenemos que σΑ^ o V (φι Λ ... Λ φη) C οα^ ° V (φ). Por lo tanto, 
V (φι Λ ... Λ φη) C V (φ), es decir, (F,V) [=/ Γ Η φ. Una conclusión similar se obtiene si 
suponemos Γ = 0. Luego ^ |=/ Γ h 92 para cada wK^marco, por le corolario 6.26, Γ hwKa Ψ-

La recíproca se sigue directamente del hecho de que cada wK^-marco es un wK^-marco y 
el corolario.6.26. ■

Sea F — (X, <,T) ,un wK^-marco. Consideremos el marco de Kripke Xy — (X, St) , donde 
St Q -^2 esta dada por

Corolario 6.30 Si F es un wK®-marco, entonces:

Demostración. Probaremos que la inclusión i : F^ —> F es un I-morfismo estrictamente 
creciente y sobreyectivo. El hecho que que i es sobreyectivo y estrictamente creciente es trivial. 
Como F es un wK°-marco, (x,y,z) E TsT si y sólo si existe r E X tal que (x,r) E St y 
y < r < z si y sólo si existe r E X tal que (x,r,r) E T y y < r < z si y sólo si (x,y,z) E T. 
Luego i resulta un I-morfismo estrictamente creciente y sobreyectivo. Luego por la proposición

K
6.28 y por los teoremas 5.24 y 5.21 tenemos que X^ |= Γ h 92 si y sólo si F/c^ |=/ Γ h 92 si y 
sólo si 7 (=/ Γ h 9). ■

6.4.2 . Lógicas Monoidales basadas en t-normas
En [44], Montagna y Ono desarrollan una semántica de Kripke para la extensión por predi

cados MTLV de la lógica proposicional MT£. Para esto los autores comienzan por desarrollar 
un semántica de Kripke precisamente para la lógica MFC y es esta la que compararemos en 
esta subsección con la desarrollada en la sección anterior.

Recordemos primero como se define esta semántica de Kripke.

Definición 6.31 Un monoide linealmente ordenado acotado integral y commutativo 
(MO-marco para abreviar) es una estructura (M, *, <, 0, l)1 tal que

1. (M,*,l) es un monoide,

2. {M, <, 0,1) es una cadena acotada inferorm,ente por 0 y superiormente por 1,

3. a * b = b * a, para cada a,b E M,

1En esta definición estamos incluyendo en la definición el 0, que si bien en [44] no se incluye en la definición 
original, se pide como requisito a cada Monoide el ser acotado inferiormente.
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4- a* 1 = a, para cada a E M,

5. si a < b, entonces a * c < a * c, para cada a,b,c Ε M.

Definición 6.32 Una relación de forzamiento k en un MO-marco (Μ,*,<,0,1) es una 
relación entre elementos de M y fórmulas en el lenguaje {o, —>, 1, T}2 que satisface las siguien
tes condiciones:

1. 0 1= p para cada variable proposicional p.

2. Si a ϊ= p y b < a entonces b < p.

3. a^= ± si y sólo si a = U

IhT.

5. αϊ= φ Λψ si y sólo si at= φ y a\= ψ.

6. a\= φ\/ ψ si y sólo si a^ φ o a\= ψ.

7. a\= φ o ψ si y sólo si existen b,c Ε M tales que b^ φ y c\= ψ y a < b * c.

8. a\= φ —> ψ si y sólo si para cada b Ε M tal que b\= φ entonces a * bt= ψ.

Definición 6.33 Un MO-modelo3 será entonces un par (MtM) donde MI es un MO-marco y 
k una relación de forzamiento en MI.

Una fórmula φ se dirá válida en un MO-modelo (ΛΊ,^) si y sólo si 1 1= φ, y se sirá válida 
en un MO-marco si es válida en cada modelo basado en el.

Esta semántica esta intimamente relacionada a la semántica algebraica sobre MTL-álgebras, 
como se puede ver en la demostración de la correctitud y completitud de la lógica MITO 
respecto de esta, en el teorema 3.1 de [44]. Independientemente de este hecho es posible dado 
un MO-marco y un MO-modelo definir un Fl-marco y un FI-rnodelo respectivamente que validen 
exactamente las mismas fórmulas.

Para ello consideremos un MO-marco MI = (M, *, <, 0,1) cumpliendo que 0 ^ 1 y definamos 
^M = (M \ {0} ,>,R,T), donde claramente > es el orden dual y R y T están definidas como 
sigue

(a, b,c) E R = T si y sólo si a * b > c.

Es un ejercicio de rutina probar que de la definición de MO-marco se deduce que M^ es un 
MTL-marco.

Teorema 6.34 Dado un MO-marco MI tal que 0^1 entonces

φ es válida en MI si y sólo si Mm [= φ.

2Originalmente el símbolo T no esta incluido. Esta leve modificación no afecta el resultado presentado en 
[44] y la incluimos para ser consistentes con las definiciones y notación de esta tesis.

3Modelo de Kripke en [44], nombre que nos hemos atrevido a cambiar en esta tesis por obvias razones.
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Demostración. Primero notemos que es fácil probar por inducción en la formación de la 
fórmula φ que siol=^y6<a entonces b < φ.

Ahora consideremos 1= una relación de forzamiento basada en Ai. Aseguramos que la función 
V : Fm —> P (M \ {0}) definida por,

V M = {a E Μ : a^F φ & a ^ 0} ,
es una valuación basada en Pj^. La observación al principio de esta prueva nos permite ver 
que V (φ) U {0} es decrieciente en {M, <) por lo tanto V (φ) es creciente en (M \ {0} , >). La 
prueba que V satisface las condiciones 1. y 2. de la definición 5.2 es trivial. Veamos que satisface 
la condición 3. Por la definición de Λ y como 1= es una relación de forzamiento tenemos que:

La condición 4. se sigue de manera similar.
Ahora bien, una fómula φ es válida en (Λί,Ρ) si y sólo si 1 1= φ si y sólo si 1 e V (φ) si y 

sólo si V (φ) — M \ {0} si y sólo si {Ρμ^) Η ^- P°r 1° tanto si PM (= φ entonces φ es válida 
en Ai

De igual manera es fácil ver que dada una valuación V basada en Am, Ia relación definida 
por

es una relación de forzamiento en Ai y φ es válida en (Ai A) si y sólo si ^Pm^} (= P- Con lo 
cual es resultado se sigue. ■

La prueba de correctitud y completitud, en realidad todo el desarrollo de la semántica, dada 
en [44] es sólo para teoremas, aunque podría fácilmente extenderse a secuentes. Suponemos que 
esto es porque el concepto de lógica, elegido por los autores en este artículo, es el clásico 
concepto de conjunto de teoremas, y dado que la lógica Λ4Ρ £ tiene una propiedad débil de 
deducción es posible traducir la validez de un secuente a la validez de una fórmula, o más 
precisamente a la validez de alguna fórmula dentro de una familia de fórmulas construidles 
a partir del secuente. Por ello sólo hemos comparado los marcos para la validez de fórmulas, 
aunque sin mayor esfuerzo esto podría extendese a la validez de secuentes.

Involutivas

En [52], Routley y Meyer desarrollaron una semántica ternaria para la Lógica TMPC,. La 
mayor diferencia entre esta semántica y la desarrollada en la sección anterior para MP £ es la 
necesidad de introducir una operación a los marcos ternarios para representar la negación. A 
su vez ellos introducen los sitemas deductivos CP y TCP probando que este último es deducti
vamente equivalente a PMP£.

Los sitemas deductivos CP y PCP se encuentran se encuentran definidos en el lenguaje 
{Λ, V, —>, -J, para la prueba de la equivalencia entre PCP y ΡΛ4Ρ£ se hacen las usuales defini
ciones
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Como nuestro objetivo es simplemente comparar las semánticas, no describiremos estos sis
temas deductivos ni veremos la equivalencia entre TCT y TMT£, simplemente adaptaremos 
las semántica desarrollada para ICT a TMT £ y veremos como se relaciona esta con la desar
rollada en esta tesis.

Recordemos algunas definiciones. Estas definiciones están escritas siguiendo las notaciones 
de esta tesis y por lo tanto distintas pero equivalentes a las del artículo original.

Definición 6.35 Un ICI-modelo es un cuádruple (K, R*, 1=) donde K es un conjunto no vacio, 
R es una relación ternaria en K y * es una operación en K que satisfacen las siguientes 
condiciones

Y\= es una relación entre elementos de K y formulas que satisface las siguientes condiciones 
para todas las fórmulas φ y elementeos a,b 6 K:

Una fórmula φ es válida en un ICI-modelo si y sólo si a b φ para cada a e K. 
En [52], definen en cada ICI-modelo {K,Rf , k) una relación ^ como sigue

Del incisos 1 se deduce que ^ es reflexiva y de los incisos 3 y 4 se puede probar que ^ es 
transitiva.

Con esta nueva definición varios incisos de la definición anterior pueden ser reescritos, y es 
asi como en realidad los presentan en [52]. En particular el inciso 7 indica que a** ^ a. En 
[52] también se pide como condición que a ^ a** pero esto se puede deducir como sigue. Dado
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a E K por 1, tenemos que existe x E K, (χ,α,α) 6 R. Por 4 y 6 concluimos que (x**' ,a,a**). 
Luego de la definción de ^ concluimos que a ^ a**.

El inciso 6 implica que si a ^ b entonces b* ^ a*. A su vez, observemos que

Supongamos primero que a \= φ -^ L. Sabemos que existe x E K tal que (χ,α,α) E R, luego 
por 4 y 6, (a,a*,x*) E R. Por lo tanto a* ^ φ, ya que si fuese así tendríamos r* k 1 lo cual 
contradice el inciso 6. Para la recíproca supongamos supongamos que a 1^ 99 —> ± entonces 
existe b^ φ y cE K tales que (a, b, c) E R. Luego (b, c*, a*) E R, entonces (c*,b,a*) E Ry por 
inciso 1, tenemos que a* 1= φ, lo cual prueba la observación.

Nos detuvimos en esto dado que esta es la condición dada en [52] para la la negación en 
lugar de la condición 6 que aquí pusimos para el símbolo de constante ±.

Dado un ICI modelo (K,R*, h), como -< es un preorden definamos una relación de equi
valencia por

un FI-marco F = (F,<,R',Tf) donde Indice

Es fácil probar que F es un MTL-marco y que la función f : F —> F dada por

esta bien definida y es una función decreciente en F tal que f2 es la identidad en F. 
A su vez si definimos V : Fm —> F por

que claro que V es una valuación en F que cumple que

y que una fórmula φ es válida en (K, R*, k) si y sólo si {F^ V) |= φ.
Al igual que para el caso de MFC en [44], en [52] los autres consideran a la lógica como un 

conjunto de teoremas, por ello es que nos hemos restringido a hacer la compararción sólo en el 
caso de la validez de fórmulas.

Es importante remarcar que aunque hemos obtenido una dualidad para IMTL no hemos 
podido aún probar que esta clase de álgebras sea canónica, y conjeturamos que para poder dar 
una semántica relacional basándonos en esta dualidad será necesario introducir una función 
involutiva y decreciente como la * de la semántica antes explicada. Por esto consideramos que 
sería más interesante observar como modificar la semántica dada por Roblez y Méndez para 
aplicarla a 5 (IMTL), pero esto ya escapa a los objetivos de esta tesis y quedará para un trabajo 
futuro.
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