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Introduccion general

En légica existen diversas formas de interpretar o formalizar la nociéon de implicacién. En la
literatura existen una gran cantidad de légicas proposicionales con distintas implicaciones
(clasica, intuicionista, relevante, etc). Una implicacién conectada con los origenes de la
logica modal clasica es la implicacion estricta. La implicacion estricta, denotada por ¢ — 1,
se interpreta de la siguiente forma: Necesariamente ¢ implica 1) . La nociéon de necesidad
y su dual, la nocién posibilidad, son los objetivos principales de la 16gica modal clasica. En
el contexto de la logica modal normal la implicacién estricta puede ser definida como una
nociéon derivada o definida a partir de la implicacién material O y del operador modal [.
Mas precisamente, si {V, A, [0, -, L, T} es el lenguaje de la 16gica modal normal, entonces la
implicacion estricta se define de la siguiente manera:

o= =g D).

Sin embargo, la implicacion estricta también puede ser considerada como una nocion
primitiva, y asi fue considerada como tal a principios de siglo en los trabajos de Lewis y
Langford [38]. Si consideramos a la l6gica modal definida a partir de un lenguaje proposi-
cional {V,A,—,—, L, T}, donde — denota el conectivo de la implicacién estricta, entonces
el operador modal de necesidad (] es ahora un conectivo derivado definido de la siguiente
manera:

Up:=T = .

Naturalmente se plantea el problema de estudiar el fragmento {V,A,—, L T} de la
logica modal normal. El estudio de este fragmento esta estrechamente relacionado con el
estudio de las ldgicas subintuicionistas. Las logicas subintuicionistas pueden ser definidas
como aquellas légicas en el lenguaje proposicional intuicionista que resultan de debilitar
las condiciones de la semantica de Kripke para la légica intuicionista. Es decir, la inter-
pretacion del conectivo — es igual a la interpretacion de la implicacion intuicionista en los
marcos de Kripke, pero sin pedir las otras condiciones exigidas en los marcos de Kripke de
la 16gica intuicionista (ver [2, 3, 7, 18, 24, 27] entre otros).

La contraparte algebraica de las diferentes logicas subintuicionistas esta basada en sub-
clases de la clase de algebras cuyos miembros son las algebras de Heyting débiles (en inglés,
weak Heyting algebras). Mas precisamente, un algebra de Heyting débil (WH-algebra
para abreviar) es una algebra (A, A,V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) tal que (A,A,V,0,1) es
un reticulo distributivo acotado y — es una operacién binaria llamada implicacién estricta
para la cual se satisfacen las siguientes condiciones para cada a,b,c € A:

1. a 5a=1.

2. a— (bAc)=(a—b)A(a—c).
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3. (avb) »c=(a—=c)AN(b—c).
4. (a—=>b)N(b—c)<a—ec

Denotaremos por WH a la variedad de WH-algebras. Dicha variedad y algunas de sus
subvariedades son introducidas y estudiadas en [19]. En particular, en esta tesis estamos
interesados en la subvariedad RWH, cuyos miembros son WH-4algebras que satisfacen la
desigualdad a A (a — b) < b, y en la subvariedad SRL cuyos miembros son las algebras de
RWH que satisfacen la desigualdad a« — b < ¢ — (a — b) (conocidos como reticulos subresid-
uados).

En esta tesis se estudian algunas variedades de WH-algebras dotadas de operadores. En
lineas generales las contribuciones de este trabajo se basan en el estudio de la interacciéon
de la implicacion estricta con respecto a cierto tipo de operadores unarios. Dicho estudio se
realiza utilizando diferentes enfoques, a saber: 1) mediante el estudio de la representacion
de variedades de WH-algebras con operadores utilizando ciertas estructuras relacionales,
2) mediante un estudio algebraico sobre un operador modal de necesidad definido sobre la
variedad de RWH-algebras y reticulos subresiduados y 3) mediante diferentes dualidades
topolégicas y bitopoldgicas para la categoria SRL que tiene como objetos a reticulos subresid-
uados y para la categoria KSRL que tiene como objetos reticulos subresiduados modales.

Descripcion de los capitulos Este trabajo esta compuesto por 6 capitulos los cuales se
detallan a continuacion:

1) El primer capitulo provee las definiciones y resultados elementales de conjuntos, con-
juntos ordenados, teoria de reticulos, algebra universal, topologia, teoria de categorias y
dualidades topologicas para reticulos distributivos acotados. Todos estos elementos son
necesarios para el desarrollo de los contenidos de esta tesis.

2) En el segundo capitulo de este trabajo vamos a estudiar la variedad de WH-algebras
con operadores y algunas de sus subvariedades. Puntualmente estudiaremos la rep-
resentacion de WH-algebras con operadores por medio de cierta clase de estructuras
relacionales y buscaremos especializar dicha representacion en algunas subvariedades
que resultan de especial interés.

3) En el tercer capitulo de este trabajo buscaremos establecer un calculo de Gentzen ade-
cuado para la légica asociada a la variedad de WH-algebras con operadores. En particular
estudiaremos diferentes expansiones de dicho calculo dando origen a diferentes expan-
siones modales de la logica subintuicionista. Dichas expansiones son llamadas logicas
subintuicionistas modales. Asimismo, siguiendo las técnicas propias del estudio de la
légica modal por medio de semanticas relacionales, se desarrolla una semantica rela-
cional para algunas légicas subintuicionistas modales y se prueba que dicha seméantica
es correcta y completa. Los resultados presentados en este capitulo, en conjunto con
los resultados del Capitulo 2, son parte del trabajo [21]. Actualmente dicho trabajo se
encuentra en proceso de referato.

4) El cuarto capitulo de este trabajo esta dedicado al estudio de un operador modal de
necesidad sobre la variedad RWH y la variedad SRL respectivamente. Se realiza un
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estudio algebraico de dicho operador en el cual se caracterizan las congruencias por
medio de cierta clase particular de filtros. Ademas se caracterizan las congruencias
principales, las algebras simples y subdirectamente irreducibles, las funciones compati-
bles y se determina que la variedad de RWH-algebras (reticulos subresiduados) dotadas
de un operador modal es localmente afin completa. Asimismo se utilizan los resultados
obtenidos para dar una base ecuacional para la subvariedad de RWH-algebras (reticulos
subresiduados) dotados de un operador modal de necesidad y totalmente ordenadas. Los
resultados presentados en este capitulo han sido publicados en el trabajo [22].

5) En el quinto capitulo de este trabajo se estudia la interpretacion topolégica y bitopologica
de la implicacion estricta definida en el contexto de la variedad SRL. Existen diferentes
dualidades topoldgicas para la categoria BDL cuyos objetos son reticulos distributivos
acotados y sus flechas son los homomorfismos de reticulos. Por un lado M. Stone ob-
tiene una dualidad para la categoria BDL en términos de espacios topoldgicos espec-
trales, mientras que por otro lado H. Priestley desarrolla una dualidad para la cate-
goria BDL en términos de espacios topoldgicos ordenados, compactos y totalmente dis-
conexos en el orden. Tomando como base ambas dualidades, es posible establecer dual-
idades para estructuras mas generales para las cuales el {A, V, 0, 1}-reducto resulte un
reticulo distributivo acotado. En este capitulo haremos uso de dichas herramientas y
nos centraremos en el estudio de una dualidad de tipo espectral y una dualidad de tipo
bitopolégica para reticulos subdiresiduados. Ademas se estudian las conexiones de estas
dos dualidades desarrolladas con la dualidad tipo Priestley para reticulos subresidua-
dos determinada por Celani y Jansana en [19]. Los resultados de este capitulo han sido
publicados en [20].

6) En el sexto capitulo de este trabajo comentaremos algunas lineas de trabajo futuro
tales como el estudio de la propiedad de los modelos finitos para ciertas légicas subintu-
icionistas modales, la aplicacion de la dualidad bitopolégica para la caracterizacion de
ciertas ecuaciones modales y el estudio del conectivo de diferencia débil.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo introduciremos nociones elementales, notacion y resultados clasicos
sobre conjuntos ordenados, algebra universal, topologia y teoria de categorias que seran de
utilidad para el desarrollo de esta tesis. En particular, presentaremos algunos resultados
sobre algebras de Heyting débiles. Dado que la intencion de este primer capitulo es intro-
ducir nociones elementales y fijar notacién intentaremos ser lo mas breve y auto contenido
como sea posible. Remitimos al lector interesado a los excelentes y diversos textos en que
se detallan en cada seccion.

1.1 Conjuntos, relaciones y conjuntos parcialmente or-
denados

Dado X un conjunto no vacio. Indicaremos P(X) a la familia de todos los subconjuntos
del conjunto X. Como es usual, para cada U,V € P(X) indicaremos UNV y U UV ala
interseccion y unién de U y V. Ademas, para U,V € P(X) utilizaremos la notacién U° para
indicar el complemento de U y U \ V para indicar la diferencia de U y V, es decir

Ub={reX:a¢U} y U\V={reX:zeUAxd¢uv}

Si {X;}!, es una familia de conjuntos, definimos el producto cartesiano como el conjunto
de todas las n-uplas que podemos formar tomando un elemento de cada conjunto, es decir,

HXz = {(l‘l, ...,SCn)I r; € X; para cada 1 <1< n}

i=1

En particular, si X; = X para cada 1 < i < n notaremos como [[" , X = X".

Sean X e Y conjuntos. Una relacion binaria S definida sobre el producto X x Y es un
subconjunto del producto X x Y, esdecir, SC X x Y. SiU C Xy V CY, indicaremos

SU)={yeY: (r,y) € Sparaalginz c U} y S ' (V)={zec X: S(x)NV #0}.

En particular, si U = {z} y V = {y} escribiremos S(z) en lugar de S({z}) y S~'(y) en lugar
de S7'({y}). En caso de X =Y diremos que S es una relacién binaria definida sobre X.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea R y S dos relaciones binarias definidas sobre X. Escribiremos como Ro S a la
composicion de ambas relaciones, la cual se define del siguiente modo:

RoS={(z,2):ye X: (z,y) € Ry (y,2) € S}.

Sea S una relacion binaria definida sobre un conjunto X. Diremos que S es un pre-orden
sila relacion S es reflexiva y transitiva. Un pre-orden S se dira relacion de orden parcial si
S es antisimétrica. En general, y cuando no haya lugar a confusién, una relacién de orden
parcial la denotaremos con el simbolo < e indicaremos con = < y a los pares (z,y) € <.
Un par (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado si < es una relacién de orden parcial
sobre X. Una relacion de orden parcial se dira relacién de orden total sobre el conjunto X
siz <yobieny <z paracada z,y € X. El par (X, <) se dira conjunto totalmente ordenado
(o0 cadena) si la relaciéon < es un orden total sobre X.

Dado (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y U € P(X), diremos que U es un con-
junto creciente (upset, en inglés) si para cada =,y € X,six € Uy x < y entonces y € U.
Indicaremos con Up(X) al conjunto de todos los subconjuntos crecientes de X. De manera
dual, diremos que V' € P(X) es un conjunto decreciente (downset, en inglés) si para cada
z,y € X,siz € Vyy < zentonces y € V. Indicaremos con Do(X) al conjunto de todos los
subconjuntos decrecientes de X. Sea U € P(X), el conjunto creciente generado por U y el
conjunto decreciente generado por U lo indicaremos como

U)={ye X:u<yparaalginuec U} y (Ul={ye X:y<uparaalginuec U},

respectivamente. En particular, si U = {z} escribiremos [z) y (2] en lugar de [{z}) y ({z}].

Sean X e Y dos conjuntos. Una relacién f C X x Y se dira funcion si para cada elemento
zr € X existe un unico elemento y € Y tal que (z,y) € f. Como es usual, si f es una funcién
definida sobre X x Y, la denotaremos como f: X — Y. Si U C X indicaremos la imagen
directa del conjunto U por medio de la funciéon f como

flUl={yeY: (z,y) € f para algin x € U}.
Si V' C Y indicaremos la imagen inversa de V' por medio de la funcién f como
fVi={ze X: f(x) e V}.

Sean (X, <) e (Y, <) dos conjuntos parcialmente ordenados y f: X — Y una funcién.
Diremos que la funcion f preserva el orden (o bien que es mondtona) si para cualesquiera
a,b € X tales que a < b se tiene que f(a) < f(b). Diremos que f invierte el orden (o bien que
f es antimonétona) si para cada a,b € X tales que a < b se tiene que f(b) < f(a). Diremos
que [ es un isomorfismo de orden si es biyectiva y ademas para cada a,b € X se tiene que
a < bsiysélosif(a) < f(b). De manera dual, diremos que f es un isomorfismo de orden
dual si es una funcién biyectiva para cada a,b € X se tiene que a < bsiy sélo si f(b) < f(a).

Una relacion binaria § C X x X, se dira relacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica
y transitiva. Si 6 es una relacion de equivalencia definida sobre un conjunto X y = es un
elemento, indicaremos como z/0 al conjunto de todos los elementos equivalentes a z, es
decir
/0 ={y € X: (z,y) € 0}.
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Escribiremos por X /6 al conjunto cociente por medio de la relacién ¢ el cual se define del
siguiente modo:
X/0={x/0: x € X}.

En general, si 6 es una relacion de equivalencia definida sobre el producto X x X, escribire-
mos v: X — X/ para indicar la aplicacién candnica definida por v(x) = z/6.

1.2 Algebra universal

En la presente seccion introduciremos algunas nociones elementales sobre algebra univer-
sal y notacién que sera utilizada en los proximos capitulos. Para un tratado mayor sobre
las definiciones y resultados expuestos en esta secciéon remitimos al lector a los siguientes
textos [5, 9].

Un lenguaje algebraico (tipo algebraico) es un par (£,ar) donde £ es un conjunto de
simbolos, los cuales son llamadas operaciones elementales y ar: L — Ny es una funciéon que
asigna a cada simbolo f € £ un ntmero natural ar(f), el cudl es llamado aridad de f.
Un dlgebra A de tipo £ es un par A = (A, L), donde A es un conjunto no vacio llamado
el universo de A 'y L es el tipo de A. En general indicaremos simplemente como A al
algebra (A, £) cuando su lenguaje sea determinado por el contexto e indicaremos como A
a su universo. Si A es un algebra de tipo Ly f € L es un simbolo n-ario del lenguaje
entonces el simbolo f induce una operacion sobre el universo de A de la siguiente manera
fA: A" — A donde fA(ay,..,a,) € A.

Sean A y B algebras de tipo £. Diremos que B es una subdlgebra de Asi B C Ay
para cada operacién n-aria f € L, se satisface la condicién fB(b,..,b,) = fA(by,..,b,). Un
subuniverso de A es un subconjunto B C A cerrado por las operaciones del lenguaje.

Sean A y B algebras del mismo tipo. Una funcién «: A — B se dira un homomorfismo
de algebras si para cada operacion n-aria del lenguaje f € £, satisface la siguiente igualdad

a(fA(ar, . a,)) = B (@), .., a(an)).

El conjunto de todos los homomorfismos lo indicaremos como Hom(A, B). Si o € Hom(A, B),
diremos que:

1) o es un monomorfismo si a: A — B es una funcion inyectiva. En tal caso diremos que
la aplicaciéon a: A — B es un embedding (inmersién) de A en B y lo indicaremos como
a: A — B.

2) « es unepimorfismo si a: A — B es una funcion sobreyectiva. En este caso, diremos que
B es una imagen homomorfa de A.

3) « es un isomorfismo si a: A — B es biyectiva, en tal caso diremos que A y B son isomor-
fas y lo indicaremos como A = B.

Sea [ un conjunto arbitrario de indices y {A;};c; una familia de algebras del mismo
tipo, indexadas por el conjunto /. Se define el dlgebra producto [],., A;, cuyo universo es el
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A; y las operaciones se definen coordenada a coordenada, es decir

fA(al,..,an)(z') = fAi(al(i),...,an(i)).

Sea A = [],.; A; un producto de la familia de dlgebras {A;},c; todas del mismo tipo, se
define el homomorfismo 7;: A — A, conocido como la proyeccién a la j-ésima coordenada,
como 7;(a) = a(j).

Sea K una clase de algebras del mismo tipo, indicaremos como H(K), [(K), S(K) y P(K)
a la clase de imagenes homomorfas, imagenes isomorfas, subalgebras y productos directos
de elementos de K respectivamente. Diremos que una clase de algebras K es una variedad
si es cerrada por subalgebras, imagenes homomorfas y productos directos de elementos de
K, es decir, H(K) C K, S(K) € K y P(K) C K.

conjunto A =[]

il

Sea A un algebra de tipo £. Una relacion de equivalencia § C A x A es una congruencia
para el algebra A, si para cada operacion n-aria del lenguaje f € L, se satisface la condicién
de compatibilidad:

Si (a1,b1), .., (an, b,) € 0 entonces (f*(a1,..,an), fA (b1, ..,b,)) € 6.

Indicaremos como Con(A) el conjunto de las congruencias de A ordenado por la inclusién.
Indicaremos con A a la congruencia identidad y V la congruencia que identifica todos los
elementos del universo. Sean A es un algebra de tipo £, § € Con(A) y f € L operacion
n-aria. La operacion f define una operacion n-aria sobre el cociente de la siguiente manera:

fA/G(al/ea Tty an/e) = fA(a‘17 ) an)/e
De este modo, el cociente por medio de ¢ es un algebra A /0 cuyo universo es A/0. Un algebra
A se dira simple si Con(A) = {A, V}.
Definicion 1.2.1. Sea A un dlgebra de tipo L. Una representacion subdirecta consta de
una familia de dlgebras {A;}ic; del mismo tipo y una funcion o: A — []..; A; tales que:
D a: A=T]

iel
.e1 Ai es un embedding.

(2) paracada i € I, m;oa(A) = A,

Definicion 1.2.2. Un dlgebra A se dird subdirectamente irreducible si para toda repre-
sentacion subdirecta o: A — [, ; A, existe un indice j € I tal que mjoa: A — Aj es un
isomorfismo.

icl
El siguiente resultado es debido a Birckhoff y permite determinar que toda algebra es

la representacion subdirecta de algebras subdirectamente irreducibles.

Teorema 1.2.3. Toda dlgebra A es producto subdirecto de dlgebras subdirectamente ir-
reducibles. Mds atin, si K es una variedad, entonces todo miembro A € K es producto
subdirecto de algebras subdirectamente irreducibles de K.

Teniendo en cuenta el resultado anterior, resulta de gran interés caracterizar las algebras
subdirectamente irreducibles de una clase de algebras dada. El siguiente resultado permite
caracterizar a las algebras subdirectamente irreducibles en términos de Con(A).

Teorema 1.2.4. Sea A un dlgebra no trivial. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es subdirectamente irreducible.

(2) {0 € Con(A): 0 £ A} £ A.
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Términos, ecuaciones y quasi-ecuaciones Dado £ un tipo algebraico y X un conjunto
numerable de variables. Se define el conjunto de los L-términos recursivamente de la
siguiente manera:

1) XU{feL:ar(f)=0} son L-términos.

2) Si f € L es una operacién n-aria del lenguaje y p; (1, ..., ), ..., Pu(21, ..., ;) son términos
entonces la expresion
fr(@1, s @0), ooy (@15 s Tn))

es también un término.

Como es usual, utilizaremos la notacién Tm,(X)' para indicar el conjunto de todos
los términos de tipo £ definidos sobre el conjunto de variables X. Notemos que el par
(T'm,(X), L) puede ser considerado como un algebra de tipo £ a la cual indicaremos como
Tm,(X) y es generada por el conjunto de variables X. El dlgebra de términos Tm,(X) es
absolutamente libre, es decir, satisface la siguiente propiedad universal de extension de ho-
momorfismos (universal mapping property): Para cada A algebra de tipo £ y cada funcién
f: X — A existe un tnico homomorfismo f: Tm/(X) — A de manera tal que la restriccién
de f sobre el conjunto X coincide con f.

Dado p = (21, ..., z,) € Tm,(X), escribiremos Var(p) para indicar el conjunto de variables
{z1,...,z,} que ocurren en p. Para cada L—algebra A el término p(zy,...,x,) define una
operacién n-aria p®: A" — A de la siguiente manera:

1) Sip(zy,...,z,) = x; para algin i € {1,...,n}, entonces

pA(al, iy Q) = @

2) Sip(z1,...,xn) = f(pr(x1, ..o, 2n), ooy pr(21, ..., T,) ) entonces
pA(ar, o an) = fA(pi(ar, s an), s pi(an, oy an))

Sean L un lenguaje algebraico y X un conjunto de generadores. Una L-ecuacion (o L-

identidad) sobre X es un par (p, q) de L-términos generados por el conjunto X. En general,

escribiremos como
p(ffl, ceey xn) ~ q(xlv ceey xn)v
para indicar la ecuacioén (p, ¢). El conjunto de todas las ecuaciones sera indicado por Eq(X).

Si A es un algebra del mismo tipo entonces diremos que la ecuacion p(z1, ..., z,) =~ q(z1, ..., )
es valida sobre A si para cada eleccion (ay, ..., a,) € A", se verifica la igualdad

p™(ar, ...,an) = ¢*(ay, ..., ay).

Si la ecuacion p(zy,...,x,) =~ q(x1,...,2,) es valida en A escribiremos A = p ~ ¢. Si K es
una clase de algebras, diremos que la ecuacién p =~ ¢ es valida sobre la clase K si para cada
A € K se tiene que A | p ~ ¢. Escribimos K |- p = ¢ para indicar que la ecuacion p ~ g es
valida en la clase K. El siguiente Lema sera de utilidad en los préoximos capitulos de este
trabajo y es [9, Lema 11.2]:

1Si £ es un lenguaje proposicional los términos son llamados férmulas y escribiremos F'm (X ) para indicar
el conjunto de £L-formulas.
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Lema 1.2.5. Si K es una clase de dlgebras de tipo L, X un conjunto no vacio de generadores
y (a1, ..., xy) = q(z1, ..., v,) es una L ecuacion definida sobre X, entonces son equivalentes:

(1) K Ep(xy,..,z,) = q(xq, ..., Tp)-
(2) Para cada A € Ky para cada homomorfismo h: Tm,(X) — A se sigue que h(p) = h(q).

Dado Y un conjunto de L-ecuaciones sobre un conjunto de generadores X, se define la
clase de sus £-modelos de la siguiente manera

Mod(¥) = {A: A es L-4lgebray A = X}.

Sea L un lenguaje y X un conjunto. Una quasi-ecuacion (o quasi-identidad) de tipo £
definida sobre el conjunto X es una sentencia de primer orden

pimq:1<i<n}=p=yq,

donde p ~ ¢ y cada p; ~ ¢; son L-ecuaciones para cada i € {1,...,n}. Si A es una L-algebra
diremos que la quasi-ecuacion es valida en A si A | p; ~ ¢; para cada 1 < i < n implica que
A = p ~ ¢q. En este caso, escribiremos

AE{p~q¢g: 1<i<n}=pry,

para indicar que la quasi-ecuacion es valida sobre el algebra A. Si K es una clase de L-
algebras diremos que la quasi-ecuaciéon {p; =~ ¢;: 1 < i < n} = p = g es valida en K si la
quasi-ecuacion es valida sobre cada miembro de la clase K. Escibiremos

pimqg:1<i<n} Fxkp=gq,
para indicar que la quasi-ecuacion {p; ~ ¢;: 1 <i < n} = p = ¢ es valida sobre la clase K.

Definicion 1.2.6. Una clase de L-dlgebras K se dird clase ecuacional si existe un conjunto
de L-ecuaciones ¥ tal que K = Mod(X).

El siguiente resultado sera de gran utilidad en este trabajo.

Teorema 1.2.7. Una clase de L-dlgebras K es una variedad si y sélo si existe un conjunto
de L-ecuaciones ¥ tal que K = Mod(X).

1.3 Topologia

En el desarrollo de este trabajo s6lo seran necesarias algunas nociones elementales de
topologia que recordaremos brevemente en esta seccion. Para un tratado mas general de
estos conceptos referimos al lector a [41].

Sea X un conjunto no vacio. Una topologia definida sobre X es una familia de subcon-
juntos 7 C P(X) que satisface las siguientes condiciones:

1) 0, X er.

2) Si {U;}ic; € 7 entonces |J,., U; € 7
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3) Si{Uy,..,Ux} C 7 entonces ﬂle U, €.

El par (X, 7) se dira espacio topoldgico si T es una topologia definida sobre el conjunto X.
Como es usual para un espacio topolégico (X, 7) llamaremos conjuntos abiertos a los ele-
mentos de la familia 7 . Diremos que un subconjunto V' es cerrado si su complemento V¢ es
un conjunto abierto. Un conjunto U se dira clopen si es abierto y cerrado simultaneamente.

Dado (X, 7) un espacio topolégicoy A C X, el menor cerrado que contiene al conjunto A
se dira la clausura de A respecto de la topologia 7 y lo indicaremos como

Cl,(A) = ﬂ{V: ACVyV esr-cerrado}.

Si no existe lugar a confusion, indicaremos como Cl(A) en lugar de Cl,(A). De manera dual,
para un conjunto A C X el mayor subconjunto abierto contenido en A se dira interior de A
y lo indicaremos como

int;(A) = U{O er: 0 C A}

Si no hay riesgo de confusion, indicaremos como int(A) en lugar de int,(A).

Sea (X, 7) un espacio topolégico y V' C X un conjunto cerrado. Diremos que V es ir-
reducible si no contiene propiamente a ningun otro subconjunto cerrado. Diremos que un
espacio topolégico es sober si cada subconjunto cerrado irreducible coincide con la clausura
de un punto.

Dado un conjunto X y dos topologias 7, 7" definidas sobre X. Diremos que la topologia
es mds gruesa que la topologia 7’ (dualmente 7 mds fina que 7) si todo abierto de 7 es un
abierto de 7/, en tal caso, lo indicaremos como 7 C 7’.

Sea X un conjunto. Una base para una topologia 7 definida sobre X es una familia de
conjuntos B C X que satisface las siguientes condiciones:
1) UpeplU =X
2) Siz € Uy NU; con Uy, U; € B entonces existe Us € Btal que v € U3 C U; N Us.
Si B es una base para una topologia en X, entonces la topologia generada por B es la familia

de conjuntos que se obtienen al tomar uniones arbitrarias de los elementos de B.

Si (X, 7) es un espacio topolégico. Una base B para el espacio topoligico (X, 7) es una
familia de subconjuntos abiertos tales que forman una base y la topologia generada por
dicha base coincide con 7. Es decir, satisface las siguientes condiciones:

1) BCr.
2) Paracada U € T ycadax € U existe V € Btal que x € V C U.

Sea X conjunto. Una subbase para una topologia 7 definida sobre X es una familia de
subconjuntos 8§ C P(X) tal que | J{U: U € 8} = X. Si § es una subbase para una topologia 7
entonces dicha topologia esta conformada por la familia de conjuntos U C X que satisfacen
la siguiente condiciéon: Para cada = € U existen V4, .., V,, € S tal que

zeVin---Nnv, CU.
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Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un cubrimiento por abiertos de X es una familia de
subconjuntos abiertos {U;}ic; tales que X = | J,.; U;. Un espacio topolégico se dira compacto
si para cada cubrimiento abierto de X existe un subcubrimiento finito de X. De manera
analoga un subconjunto Y C X se dira compacto si para todo cubrimiento de Y por abiertos
del espacio (X, 7) existe un subcubrimiento finito de Y. Escribiremos KO(X, 7) para indicar
la familia de abiertos compactos de un espacio topolégico (X, 7). Diremos que un espacio
topolégico (X, 7) es coherente si KO(X, 7) es cerrado por intersecciones finitas y es una base
para (X, 7).

Sea (X, 7) un espacio topolégico, diremos que (X, 7) es Tj si dados z,y € X con = # y
existe un conjunto abierto U talque z € Uy y ¢ U,obienx ¢ Uy y € U. Diremos que (X, 7)
es Ty (Hausdorff) si para cada =,y € X con x # y existen U,V € 7 talque z € U,y € V' y
unv =4.

Dado (X, 7) un espacio topolégico. Se define la relaciéon de preorden asociada al espacio
(X, 7) como sigue:
r <,ysiysoélosize Cl(y),

de manera equivalente,
r<,ysiysélosi (VU er)[zeU=yelU].

La relacién de preorden (X, <,) es conocida como la relacién de preorden de especializacion
de (X, 7). Dicha relacién es una relacién de orden si (X, 7) es un espacio 7p.

Sean (X, 1), (Y,7') espacios topolégicos y f: X — Y una funcién. Diremos que f es
una funcion continua si la pre-imagen de todo conjunto 7’ abierto es un conjunto 7-abierto.
Diremos que f: X — Y es un homeomorfismo si f es biyectiva, continua y f~! es continua.
En caso de que f: X — Y sea un homeomorfismo, diremos que los espacios (X, 7)y (Y, 7')
son homeomorfos.

1.4 Categorias

Solo unas nociones elementales sobre teoria de categorias seran suficientes para el desar-
rollo de esta tesis. Para un tratado profundo sobre categorias remitimos al lector a [1, 4].

Definicion 1.4.1. Una categoria C consta de la siguiente informacion:
(1) Una coleccion de objetos, la cual indicaremos Ob(C).
(2) Una coleccion de flechas, la cual indicaremos Fle(C).

(3) Para cada flecha f existen dos objetos Dom(f) e Im(f) llamados propiamente dominio
de f e imagen de f.

(4) Si f,g son dos flechas tales que Im(f) = Dom(g) entonces existe una flecha h tal que
Dom(h) = Dom(f) e Im(h) = Im(g). En este caso, la flecha h se llama la composicién de
las flechas fy gy la notaremos g o f.
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(5) La composicién de flechas es asociativa.

(6) Para cada objeto x existe una flecha identidad I,, de manera tal que Dom (1)) = Im (1) =
x y ademds para cada flecha f la flecha I, es la identidad respecto de la operacion
composicion.

Usualmente para una flecha f € Fle(C), v = Dom(f) e y = Im(f) indicaremos f: = — v,
donde z,y € Ob(C). Diremos que una flecha f: x — y es un isomorfismo si existe otra flecha
g:y—xtalquegof =1,y fog=1I, Indicaremos C(z,y) a la coleccién de todas las flechas
de C tal que f: ©+ — y. Una categoria C se dira pequeria si C(z,y) es un conjunto para cada
par de objetos z,y € Ob(C). En el presente trabajo solo hemos de considerar categorias
pequenas.

Si C es una categoria se define la categoria C°? cuyos objetos son exactamente los mismos
objetos de C y sus flechas son las mismas pero con el sentido opuesto, es decir, f € C?(z,y)
siy sélosi f € C(y,z). Una subcategoria D de una categoria C es una categoria tal que todo
objeto de D es un objeto de Cy D(z,y) C C(z,y). Diremos que la subcategoria D es plena si
D(z,y) = C(z,y) para cada =,y € D.

Definicion 1.4.2. Sea Cy D dos categorias. Un funtor F es una aplicacién tal que:
(1) Si z € Ob(C) entonces F(x) € Ob(D).

(2) Si f es una flecha en C entonces F(f) es una flecha en D.

3) F(I) = Ip@)-

(4) F(go f) = F(g) o F(f).

Un funtor F se dira covariante si mantiene el sentido de las flechas, i.e., si f € C(z,y)
entonces F(f) € D(F(x),F(y)). Usualmente escribiremos F': C — D para indicar que F
es un funtor covariante. Un funtor se dird contravariante si invierte el sentido de las
flechas, es decir, si f € C(z,y) entonces F'(f) € D(F(y), F(x)). Escribiremos F': C°®» — D para
indicar que F' es un funtor contravariante. Si C es una categoria entonces se define el funtor
identidad Ic: C — Ctal que I, = = para cada = € Ob(C) y Ic(f) = f para cada f € Fle(C).

Definicion 1.4.3. Sean F,G: C — D un par de funtores. Una transformacion natural
n: F = G, es una aplicacion que asigna a cada objeto x € Ob(C) una flecha n,.: F(z) — G(x),
de manera tal que para cada flecha f: x — y se tiene que n, o F(f) = G(f) on,.

Definicion 1.4.4. Una equivalencia de categorias C y D consta de un par de funtores co-
variantes F: C — Dy G: D — Cy un par de transformaciones naturales o: F = Gy
¢: G = F tales que para cada objeto C' € Cy cada objeto D € D, las flechas oc: Ic — Go F'y
ep: Ip — F oG son isomorfismos. En caso de que exista una equivalencia entre las categorias
C y D se dirdn categorias equivalentes. Diremos que las categorias C y D son dualmente
equivalentes si los funtores F y G son contravariantes. Por tiltimo, diremos que las categorias
Cy D son isomorfas si las transformaciones naturales o y € son exactamente la identidad.



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.5 Reticulos

Los reticulos, en particular reticulos distributivos acotados, son estructuras algebraicas
que estaran presentes como reducto de muchas estructuras algebraicas que presentaremos
en el desarrollo de esta tesis. En la presente secciéon brindaremos algunas definiciones y
resultados elementales que seran de utilidad para esta tesis.

Para un tratado profundo de los resultados presentados en esta seccién referimos al
lector a los textos [5, 9, 30, 46].

Definiciéon 1.5.1. Un dlgebra L = (L,A\,V) de tipo (2,2) se dird reticulo si para cada
a,b,c € L son vdlidas las siguientes condiciones:

(1) an(bAc)=(@AbAcy aV(bVe)=(aVe)Vh
@) arb=bAra y aVb=bVa

3 aNa=a y aVa=a

4) aA(bVa)=a y aV(bAa)=a

La nocion de reticulo tiene una fuerte conexién con la nociéon de conjunto parcialmente
ordenado. En efecto, dado L. = (L, A, V) un reticulo es posible definir sobre el conjunto L
una relacion de orden de la siguiente manera:

a<bsiysolosia=aAbsiysblosib=>bV a.

Por otro lado, si (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado para el cudl existe inf{a,b}
y sup{a,b} para cada a,b € L entonces la estructura L. = (L, A, V) puede ser considerada
como un reticulo, donde las operaciones A y V corresponden al infimo y al supremo, respec-
tivamente. De esta manera es posible considerar a un reticulo o bien como un conjunto
parcialmente ordenado (L, <) para el cudl siempre existen los supremos e infimos de con-
juntos finitos, o bien como un algebra L = (L, A, V) de tipo (2, 2) que satisface las condiciones
(1)-(4) de la Definicion 1.5.1.

Definicion 1.5.2. Sea L = (L, A, V) un reticulo. Un elemento a € L se dird primer elemento
st aNb = apara todo b € L. De manera dual, el elemento a € L se dird ultimo elemento si
bV a = aparatodo b € L. En general, si existen, indicaremos como 0y 1 al primer y tltimo
elemento de un reticulo, respectivamente. El reticulo L = (L, A\, V) se dird acotado si tiene
primer y tltimo elemento.

Definicion 1.5.3. Sea L = (L, A\, V) un reticulo. Diremos que L es distributivo si para cada
a,b,c € L se verifica la siguiente condicién:

aN(bVe)=(anb)V(aNec). (1.1)
La condicién 1.1 es equivalente a su condicién dual, es decir:
aV(bAc)=(aVb)A(aVec).

Definicion 1.5.4. Sea L = (L, A, V) un reticulo. Un subconjunto no vacio F de L se dird
filtro si:
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(1) F es un conjunto creciente respecto del orden de L.
(2) Sia,b e F entonces a \Nb € F, es decir, es cerrado por infimos.
Un filtro F de L se dird propio si F' C L.

Notemos que si L es un reticulo con dltimo elemento entonces F' es un filtro de L si y
solo si 1 € F, F' es un conjunto creciente respecto del orden de L y es cerrado por infimos.

Sea P un filtro de L. Diremos que P es un filtro primo de L si es filtro propio y ademas
para cada a,b € L,sia Vb e P entoncesa € Pob e P. SiL es un reticulo distributivo en-
tonces escribiremos Fi(L) y X (L) para denotar al conjunto de todos los filtros de L y todos
los filtros primos de L, respectivamente.

Sea L un reticulo con primer elemento. Notemos que la interseccion arbitraria de filtros
es nuevamente un filtro, en particular la interseccién de todos los filtros da como resultado
F = {1} que resulta el menor filtro de L. Si X es un subconjunto propio no vacio de L
entonces el conjunto

Fi(X) = ({F € Fi(L): X C F},

es el menor filtro que contiene a dicho conjunto. Este filtro se dira el filtro generado por X
y esta caracterizado por el siguiente Lema.

Lema 1.5.5. Sean L un reticulo con ultimo elemento y X un subconjunto no vacio de L.
Entonces
Fi(X)={a€e L: Hxy,..,x,} S X:23 A+ ANz, < a}.

Definicion 1.5.6. Sea L = (L, A,V) un reticulo. Un subconjunto no vacio I de L se dird
ideal si:

(1) I es un conjunto decreciente respecto del orden de L.
(2) Sia,be Ientonces aVbe I, es decir, es cerrado por supremos.
Un ideal I se dird propio si [ C L.

Notemos que si L es un reticulo con primer elemento 0 entonces I es un ideal de L si y
solo si 0 € I, es decreciente respecto del orden de L y es cerrado por supremos.

Un ideal I se dira ideal primo de L si es un ideal propio y ademas para cada a,b € L si
aNb e Il entoncesa € [ ob € I. Escribiremos Id(L) y J(L) para indicar al conjunto de los
ideales y al conjunto de los ideales primos de L respectivamente.

Sea L un reticulo con primer elemento 0. Notemos que la intersecciéon arbitraria de
ideales es nuevamente un ideal. En particular, la interseccion de todos los ideales de L es
el ideal 7 = {0} que resulta el menor ideal de L. Si X es un subconjunto no vacio de L
entonces el conjunto

d(X) = ({I €1d(L): X C T},

es el menor ideal que contiene a dicho conjunto. Este ideal se dira el ideal generado por X
y esta caracterizado por el siguiente Lema.
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Lema 1.5.7. Sean L un reticulo con primer elemento y X un subconjunto no vacio de L.
Entonces
[d(X)={aeL: H{xy,..,2,} CX:a<ax V- Va,}.

Es claro a, partir de las definiciones, que las nociones de filtro e ideal son nociones
duales. Més aun, si L = (L, A, V) es un reticulo distributivo entonces P € X (L) si y sélo si
X\ P e JL).

El siguiente resultado es de gran interés en la teoria de reticulos distributivos acotado
y en particular en esta tesis.

Teorema 1.5.8. Sean L = (L, A\, V, 0, 1) un reticulo distributivo acotado, I’ € Fi(L)y I € 1d(L).
Si FN I = () entonces existe P € X(L) tal que F C Py PN 1 = 1.

Definicion 1.5.9. Sean Ly = (L1, A, V) y Ly = (Lo, A, V) reticulos. Una funcién f: Ly — Lo
se dird homomorfismo de reticulos si para cada a,b € L;:

1) flanb) = fla)A f(b).
2) flavb)=fla)V fb).

Es sencillo verificar que tanto la funcion identidad como la composicién de homomorfis-
mos de reticulos, en los casos que fuera posible hacerla, es nuevamente un homomorfismo
de reticulos.

Definicion 1.5.10. La categoria BDL es la categoria cuyos objetos son reticulos distributivos
acotados y sus flechas son los homomorfismos de reticulos. Ademds la composicion de flechas
estd definida como la composicién usual de funciones y la identidad para dicha composicién
estard determinada por la funcion identidad.

1.6 Dualidades para reticulos distributivos acotados

Las dualidades topoldgicas para la categoria BDL proveen una herramienta de gran in-
terés para la representacion y el estudio de diferentes estructuras algebraicas basadas en
reticulos distributivos acotados. En la presente seccién se recordara la dualidad de Priest-
ley y la dualidad espectral para la categoria BDL. Para un tratado profundo de estos resul-
tados referimos al lector a los siguientes textos [5, 6, 44, 50].

1.6.1 Dualidad de Priestley

En esta subseccion comentaremos brevemente la dualidad de tipo Priestley para la cate-
giroria BDL. La dualidad que presentaremos a continuacion difiere de la dualidad original
presentada en [44], ya que esta ultima utiliza como base el conjunto de los ideales primos
de un reticulo distributivo acotado, mientras que la que presentaremos utiliza el espectro
de filtros primos de un reticulo distributivo acotado. Para un tratado mas detallado de los
resultados presentados en esta seccion el lector puede remitirse a [25, 44].

Definicién 1.6.1. Un espacio de Priestley es una estructura (X, <,7) en donde
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(1) (X, 7) es un espacio topolégico compacto.

(2) (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

(3) Para cada x,y € X, si v £ y entonces existe U clopen creciente tal que v c Ue y ¢ U.
Una funcién f: (Xy,1,<1) = (Xo, 7, <5) es un morfismo de espacios de Priestley si:
(D) f: (Xy,11) — (X5, 2) es continua.

(2) f: (X1, <) = (Xg, <s) es mondtona.

Escribiremos Pries para denotar la categoria cuyos objetos son espacios de Priestley y sus
flechas son los morfismos entre estas estructuras. La composicién de flechas esta definida
por la composicién usual de funciones y la identidad para dicha composicién es la funcién
identidad.

Dado (X, 7, <) un espacio de Priestley. Utilizaremos la siguiente notacién:
1) D(X) el conjunto de todos los clopen crecientes.
2) OpUp(X) el conjunto de todos los abiertos crecientes.
3) ClUp(X) el conjunto de todos los cerrados crecientes.
4) A(X) el conjunto de todos los clopen decrecientes.
5) OpDo(X) el conjunto de los abiertos decrecientes.

6) ClDo(X) el conjunto de todos los cerrados decrecientes.

El siguiente Lema es parte del folklore de los espacios de Priestley. Referimos al lector
a los articulos [6, 23, 25].

Lema 1.6.2. Sean (X, <,7T) un espacio de Priestley, C' un subconjunto cerrado creciente y
xr € X tal que v ¢ C. Entonces existe U € D(X) tal que C CUyx ¢ C.

Como consecuencia del Lema 1.6.2 se tiene el siguiente resultado [6, Lema 3.2]:
Corolario 1.6.3. Sea (X, 7, <) un espacio de Priestley. Entonces:
(1) Todo conjunto cerrado creciente es interseccion de clopens crecientes.
(2) Todo conjunto cerrado decreciente es interseccion de clopens decrecientes.
(3) Todo conjunto abierto creciente es union de clopens crecientes.

(4) Todo conjunto abierto decreciente es unién de clopens decrecientes.

A continuacién construiremos el funtor D: Pries — BDL:

Objetos Dado (X, 7, <) un espacio de Priestley. Consideremos la estructura
D(X) = (D(X),n,U,0, X).

La estructura D(X) es, en efecto, un reticulo distributivo acotado.
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Flechas Sea f: (Xi,71,<1) — (X3, 72, <o) una flecha en la categoria Pries, consideremos la
aplicacién D(f): D(X;) — D(X;) definida por

D()(U) = fHU).

La aplicacion D(f) es una flecha de la categoria BDL.

Unos simples calculos muestran que las aplicaciones X — D(X)y f — D(f) definen un
funtor contravariante D: Pries — BDL.

Definicion 1.6.4. Dado L = (L, A, V,0,1) un reticulo distributivo acotado. La funciéon de
Stone asociada a L es una aplicacién or,: L — Up(X (L)) definida por

op(a) ={P € X(L): a € P}. (1.2)

A continuacion construiremos el funtor X: BDL — Pries:

Objetos Dado L un reticulo distributivo acotado. Consideremos la estructura
X(L) = (X(L),7),
donde 71, es la topologia generada por la subbase
Sa ={ovL(a): a € L} U{or(a)®: a € L}.
La estructura X(L) es un espacio de Priestley donde ademaés
* D(X(L)) ={ov(a): a € L}y
* A(X(L)) ={owr(a)*: a € L}.

Flechas Sea f: L; — Lj una flecha en la categoria BDL. Consideremos la aplicacion
X(f): X(Lg) — X(L1) definida por

X(f)(P) = f(P).

Unos simples calculos muestran que la aplicacién X(f) es una flecha en la categoria Pries.

Unos calculos adicionales muestran que las aplicaciones L — X(L) y f — X(f) definen
un funtor contravariante X: BDL — Priest.

Definicién 1.6.5. Sea (X, 7, <) un espacio de Priestley. Definimos la aplicacion ex: X —
X(D(X)), donde
ex(x) ={U e D(X): z € U}. (1.3)

Notemos que las aplicaciones L — o1, y X — €x definen las transformaciones naturales
o:IgpL = (Do X) ye: Ipjest = (X 0D), respectivamente.

Teorema 1.6.6. El par de funtores X: BDL — Priesy D: Priest — BDL, en conjunto con las
transformaciones naturales o y ¢, establecen una equivalencia dual de las categorias BDL y
Pries.
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1.6.2 Dualidad espectral

En la presente subseccion recordaremos la dualidad de tipo espectral para la categoria BDL,
la cual permite establecer una equivalencia dual de BDL con respecto a la categoria Spec,
cuyos objetos son ciertos espacios topolégicos y sus flechas son un caso particular de fun-
ciones continuas entre estos espacios topolégicos. Mas detalles sobre esta dualidad puede
encontrarse en [6].

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Recordemos que (X, 7) es un espacio topolégico coher-
ente si el conjunto KO(X, 7) de abiertos compactos es cerrado por intersecciones finitas y
ademads es una base para (X, 7). Asimismo, recordemos que (X, 7) se dira sobrio (sober, en
inglés) si todo subconjunto cerrado irreducible de (X, 7) es la clausura de un punto.

Definicion 1.6.7. Un espacio topoldgico (X, T) se dird espacio topoldégico espectral si es
compacto, coherente, Ty y sober. Una funcion f: (X;,71) — (X2, 72) se dira funcion espectral
si para cada U € KO(Xy, 72) se tiene que f~'(U) € KO(Xy, 7).

Escribiremos Spec para indicar a la categoria cuyos objetos son espacios topolégicos es-
pectrales y las flechas son las funciones espectrales. Ademas la composicion de flechas esta
definida como la composicion usual de funciones espectrales y la identidad para la com-
posicion resultara la funcién identidad. Es inmediato notar que toda funcién espectral es
en particular una funcién continua.

A continuaciéon vamos a construir el funtor D: Spec — BDL de la siguiente manera:

Objetos Dado (X, 7) un espacio topolégico espectral. Consideremos el algebra
D(X) = (KO(X,7),Nn,U,0, X).
Teniendo en cuenta que (X, 7) es coherente se sigue que la estructura D(X) es un reticulo
distributivo acotado.
Flechas Sea f: (Xi,71) — (X3, 72) una flecha en la categoria Spec. Consideremos la apli-
cacion D(f): D(X3) — D(X;) definida por
D(f)(U) = fH(U).

(
Unos simples calculos muestran que la aplicacion f)( f) es una flecha en BDL.

Es sencillo verificar que las aplicaciones X — D(X)y f — D(f) definen un funtor con-
travariante D: Spec — BDL.

A continuacion construiremos el funtor X: BDL — Spec de la siguiente manera:

Objetos Dado L un objeto de la categoria BDL. Consideremos la estructura
X(L) = (X (L), 7),

donde 7y, es la topologia generada por la base {op(a): a € L}. La estructura X(L) es en
efecto un espacio espectral.
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Flechas Sea f: L, — L, una flecha en BDL. Consideremos la aplicacién X(f): X(Ly) —
X(L;) definida por A
X(N)(P) = fH(P).

Una comprobacién simple muestra que X(f) es una flecha en Spec.

Dados Igp.: BDL — BDL y Ispec: Spec — Spec los funtores identidad en BDL y Spec. Con-
sideremos las transformaciones naturales 7: Igp. = (D o X) y €: Ispec = (X 0 D), donde

&(L) =oL Yy €(X> = €x

Teorema 1.6.8. Los funtores X: BDL — Spec y D: Spec — BDL, en conjunto con las trans-
formaciones naturales ¢ y ¢ establecen una equivalencia dual entre las categorias BDL y
Spec.

1.6.3 Isomorfismo entre Priest y Spec

Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley y la dualidad espectral para la categoria BDL
es claro que existe una fuerte conexion entre las categorias Pries y Spec, en efecto, ambas
categorias son isomorfas. En esta seccion mostraremos brevemente este isomorfismo ya
que estos resultados seran de gran utilidad en este trabajo . Para un tratado profundo de
los resultados de esta seccion referimos al lector a [6, 12]

Sea (X, 7,<) un espacio topolégico de Priestley. Recordemos que D(X) denota el con-
junto de todos los clopen crecientes de (X, 7, <). Asimismo, la familia de abiertos crecientes
de (X, 7, <) se denota OpUp(X).

A continuacién vamos a definir el funtor (—),: Pries — Spec:

Objetos Dado (X, 7, <) un espacio topolégico de Priestley, consideremos (X, ;) donde 7, =
OpUp(X). En sencillo verificar que el espacio topolégico (X, 7s) es un espacio topolégico
espectral, donde KO(X, 75) = D(X) y KO(X, 75) es una base para (X, 7). Por lo tanto,

(X, <,7)e = (X, 75) .
Flechas Si f: (Xi,7,<1) — (X5,7,<3) es una flecha en la categoria Pries entonces la

misma funcién definida entre los espacios espectrales asociados f: (X, (75)1) — (Xa, (7s)2)
es una funcion espectral. Por lo tanto, f, = f.

A continuacién vamos a definir el funtor (—)*: Spec — Pries:

Objetos Sea (X, 7) un espacio topolégico espectral. Recordemos que el conjunto de todos
los subconjuntos abiertos y compactos, denotado por KO(X, 7), es una base para (X,7)y
ademas es cerrado bajo intersecciones finitas. Consideremos la familia de conjuntos

AX,7)={X\U:U e KO(X,7)}.
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Construimos el espacio topoldgico de Priestley (X, 7%, <.) donde <, es el orden de especial-
izaciéon de (X, 7) y 7 es la topologia generada por la subbase KO(X,7) U A(X, 7). Notemos
que D(X,7") = KO(X,7) y A(X,7") = A(X, 7). Definimos entonces

(X, ") =(X,7",<,).

Flechas Si (X;,7) y (X3, ™) son dos espacios espectrales y f: (X;,71) — (X2,72) es una
funcién espectral, entonces f: (X, 7, <., ) — (X3, 75, <,,) es una funciéon continua y monétona.

Asi, f* = f.

Teorema 1.6.9. Los funtores (—).: Pries — Specy (—)*: Spec — Pries definen un isomorfismo
entre las categorias Priesy Spec.

1.7 Algebras de Heyting débiles

En [19] Celani S. y Jansana R. desarrollan el estudio de una operacion binaria llamada
propiamente implicacion estricta definida sobre reticulos distributivos acotados, obteniendo
asi una variedad de algebras en el lenguaje intuicionista {A,V,—,0,1} de tipo (2,2,2,0,0)
cuyos miembros son llamados algebras de Heyting débiles o WH-4lgebras. Dicha variedad
de algebras generaliza diferentes variedades de algebras tales como algebras de Heyting,
reticulos subresiduados y algebras basicas, entre otras. En la presente seccién recordare-
mos algunas definiciones elementales sobre la variedad de algebras de Heyting débiles y
algunas de sus subvariedades que resultaran de interés en este trabajo.

Definicion 1.7.1. Un algebra de Heyting débil 6 weak Heyting algebra, es un algebra A =
(A, A, V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) tal que (A, A, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado y
para cada a,b,c € A se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) a— (bAc)=(a—b)A(a—c).
(2) (avbd) »c=(a—c)AN(b—c).
3 (a—=bANb—c)<a—ec

4) a—>a=1

En adelante, utilizaremos el nombre en inglés para esta clase de algebras, es decir weak
Heyting algebras. Para abreviar escribiremos la expresion A es una WH-algebra en lugar
de A es una weak Heyting algebra. La clase de WH-algebras es una variedad, la cual sera
denotada por WH.

Sean A € WHya,b € A. Consideremos las siguientes condiciones:
R) an(a—0b) <bh.

(T) a—=b<c—(a—0D).

B)a<l—a.
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Diremos que A es una RWH-algebra, si para cada a,b € A es valida la condicién:
(R) an(a—b)<b.
Es sencillo verificar que para cada RWH-algebra se tiene que
a<bsiysolosia —b=1.

Por lo tanto, a =bsiysélosia <> b=1,donde a <+ b = (a — b) A (b — a).

Una WH-algebra A se dira TWH-algebra si para cada a,b € A satisface la condicion
(T) a—=b<c— (a—0D).

Una algebra basica es una WH-algebra tal que para cada a,b € A satisface la condicién
B)a<l—a.

Un reticulo subresiduado [27] es un par (A, D), donde A es un reticulo distributivo
acotado, D es un subreticulo acotado de A y para cada a,b € A existe el maximo del
conjunto {d € D : d AN a < b}, el cual es denotado por a« — b. Es sencillo probar que
D={aeA:1—a=ua} ={1l —a:aec A}. Notemos que los reticulos subresiduados
pueden considerarse como algebras (A, A,V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0). Mas atn, se sigue
de los resultados de [19, 27] que un algebra es un reticulo subresiduado si y sélo si es una
RWH-algebra que satisface la condiciéon (T).

En este trabajo nos centraremos en las subvariedades
1) RWH = WH + {R}.
2) TWH = WH + {T}.
3) SRL = WH + {R,T}.
4) B=WH + {B}.
5) H=WH + {B,R,T} = WH + {B,R}.

Escribiremos RWH, TWH, SRL, B y H para denotar las variedades de RWH-algebras, TWH-
algebras, reticulos subresiduados, algebras basicas y algebras de Heyting respectivamente.
Es sencillo probar que las variedades mencionadas estan ordenadas, via la relaciéon de
inclusion, obteniendose el siguiente reticulo de subvariedades de la variedad WH:

TWH/\RWH
L N\
\/
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1.7.1 Representacion de WH-algebras por WH-marcos

En la presente secciéon recordaremos la representacion por marcos de Kripke para las
algebras de Heyting y extenderemos dicho resultado a la variedad WH y las subvariedades
que hemos mencionado previamente.

Definicion 1.7.2. Una estructura (X, <) se dird marco de Kripke si X es un conjunto no
vacio y < es una relacion de orden parcial.

Sea F = (X, <) un marco de Kripke. Sobre el conjunto Up(X) definimos el dlgebra
A(F) = (Up(X),N,U,=,0, X),
donde la operacion U = V se define de la siguiente manera
U=V={reX:|[x)nUCV}.

Unos simples calculos permiten mostrar que A(F) es un algebra de Heyting. Por otro lado
si A= (AN V,—,0,1) es un algebra de Heyting entonces la estructura F(A) = (X(A), Q)
es un marco de Kripke.

Definicion 1.7.3. Sea A un dlgebra de Heyting. La estructura F(A) es el marco de Kripke
asociado a A.

Sea A un algebra de Heyting. El marco de Kripke asociado al algebra A permite es-
tablecer una representaciéon de A por medio de la aplicacion de Stone oa: A — Up(X(A)).

Teorema 1.7.4. Toda dlgebra de Heyting A es isomorfa a una subdlgebra del dlgebra aso-
ciada al marco de Kripke F(A)

Es posible extender la representacion de algebras de Heyting a variedades de algebras
mas generales tales como tales como WH-algebras. Para esto se requieren estructuras
relacionales mas complejas que los marcos de Kripke.

Definicion 1.7.5. Diremos que una estructura relacional F = (X, <,5) es un WH-marco si
satisface las siguientes condiciones:

(1) (X, <) es un marco de Kripke.
(2) <oSCS.

Unos calculos directos muestran que si 7 es un WH-marco entonces el algebra asociada
al WH-marco, definida por

-’4(]:) = (Up(X)7 r-]7 U7 :>S7®7X) )
es una WH-algebra, donde la implicacién =g esta definida de la siguiente manera
U=sV={reX:Sx)nU CV}.

Definiciéon 1.7.6. Dado F = (X, <,S) un WH-marco. Diremos que A(F) es la WH-algebra
asociada al WH-marco F.
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Sea A € WH. Definimos la relacién binaria Sa sobre Fi(A) de siguiente manera

(F,G) € Sa siy soélosiV(a,be A)ja — b€ F,a € G entonces b € G] (1.4)

Sean A € WH, F € Fi(A) y X C A entonces es posible definir el operador de clausura
Dr: P(A) — P(A)
DF(X):{aeA:HYng: /\Y—>aeF},

donde A\ Y es el infimo de los elementos del subconjunto Y, el cudl siempre esta definido ya
que Y es un subconjunto finito. Ademas, si Y = (), diremos que A Y = 1.

Proposicion 1.7.7. Sea A € WH, F € Fi(A) y X C A, entonces

(1) Dp(X) es un filtro de A

(2) (F,Dp(X)) € Sa. Mds atin, Dp(X) es el menor filtro G tal que X C Gy (F,G) € Sa.

(3) (F,G) € Sa siysélosi Dp(G) =G

Demostracion. Ver [19, Proposicion 3.4]. H

El siguiente resultado se encuentra en [19, Lema 3.7] y brinda una generalizacion del
teorema del filtro primo para reticulos distributivos que resulta fundamental para estable-
cer un teorema de representacion de WH-algebras por medio de WH-marcos.

Teorema 1.7.8. Sean A € WH, F € Fi(A), I € Id(A) y X C A un subconjunto del universo
de A tales que Dp(X) NI = (). Entonces existe P € X(A) tal que X C P, (F,P) € Sa y
PNI=0.

Corolario 1.7.9. Sean A € WH, P € X(A) y a,b € A. Entonces a — b € P si y sélo si para
cada @ € X(A), si (P,Q) € Say a € Q, entonces b € Q.

Corolario 1.7.10. Sean A € WH, P,D € X(A)y F € Fi(A). Si Dp(F) C D entonces existe
Q€ X(A)tal que (P,Q) € Sa, FCQyQCD

Sea A € WH. Consideremos la estructura
F(A) = (X(A),Ca,5)
donde Sj es la relacion definida en 1.4. Es sencillo verificar que F(A) es un WH-marco.

Definiciéon 1.7.11. Sea A una WH-dlgebra. Diremos que la estructura relacional F(A) es
el WH-marco asociado a la WH-algebra A.

Nuevamente utilizando la aplicacién de Stone oa: A — A(F(A)) se tiene el siguiente
Teorema de representacion para WH-algebras:

Teorema 1.7.12. Toda WH-dlgebra A es isomorfa a una subdlgebra del dlgebra asociada a
su WH-marco canonico via la aplicacion de Stone oa: A — A(F(A)).

Demostracion. ver [19, Teorema 3.14]
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Representacion para subvariedades: En este apartado mostraremos de que man-
era se puede especializar el Teorema 1.7.12 a las subvariedades RWH, TWH, SRL, By H
respectivamente.

Lema 1.7.13. Sea A € WH. Entonces

(1) La ecuacion (R) es vdlida en A siy sélo si Sa es reflexiva.

(2) La ecuacion (T) es vdlida en A siy sélo si Sa es transitiva.

Demostracion. Ver [19, Proposicion 4.17] H
El siguiente resultado es una prueba alternativa del [19, Corolario 4.19]:

Lema 1.7.14. Sea F = (X, <, S) un WH-marco modal. Entonces

(1) La relacién S es reflexiva si y sélo si la ecuacion (R) es vdlida sobre A(F)

(2) La relacién S es transitiva si y sélo si la ecuacion (T) es vdlida sobre A(F)

Demostracién. 1 =) Supongamos que la relacién S es reflexiva, probaremos que para cada
UV € Up(X) severificaUN(U=sV)CV.Seaxz e UN(U =5V), sesiguequez € Uy
S(z)NU C V. Ya que S es reflexiva, se sigue que z € S(z) NU C V de donde z € V como
queriamos mostrar.

<) Por contraposicion supongamos que S no es reflexiva, es decir, existe un elemento
r € X tal que (z,z) ¢ S. Buscaremos un par de conjuntos U,V € Up(X) de manera tal
que UN (U =3V) Z V. Consideremos U = [z) y V = (z]°. Es claro que = € U, veamos que
r € U =5 V. En efecto, sea y € S(z) N U entonces (z,y) € Sy x < y. Siy ¢ V entonces
y < x de donde se sigue que x = y y (z,z) € 59, lo que resulta imposible. Por lo tanto, y € V
y se sigue que z € UN (U =5 V). Pero ademas, = < x de donde se sigue que = ¢ V. Asi, la
ecuacién (R) no es valida en A(F).

2 =) Supongamos que la relacién S es transitiva, probaremos que para cada U,V y
W € Up(X) se verificaU =gV C W =g (U=5V). Seaz € U =g Vyseayec Sx)nW
veamos que S(y) NU C V. Sea z € S(y) NU, se sigue que (z,y) € Sy (y,2) € S. Yaque S es
transitiva, se sigue que (z,z) € S, por lo tanto z € S(z) N U. Dado que x € U =5 V se sigue
quez € V. Asi,z e W =5 (U =5 V).

<) Por contraposiciéon supongamos que la relacién S no es transitiva, es decir, existen
x,y,z € Stal que (z,y) € 9, (y,2) € Sy (z,2) ¢ S. Buscaremos conjuntos U,V y W € Up(X)
talque U =gV € W =4 (U =5 V). Consideremos los conjuntos U = [z), V = (z]°y W = [y).
Probaremos que z € U =g Vyxz ¢ W =5 (U =5 V). En efecto, sea a € S(z) N U, entonces
(x,a) € Sy z < a. Notemos que a € V, de lo contrario, si a € V° se sigue que a < z, es decir,
a==z2y(x,z) €8S, loque es una contradicion. Asi, z € U =5 V. Por otro lado, notemos que
y € S(z) N W. Sin embargo, yaque z € S(y) NUy =z ¢V, se sigue que y ¢ U =5 V, por lo
tanto, z ¢ W =4 (U =5 V). N

Combinando los Lemas 1.7.13 y 1.7.14 con el Teorema 1.7.12 se tiene el siguiente Coro-
lario:

Corolario 1.7.15. Toda RWH-dlgebra A (TWH-dlgebra, reticulo subresiduado) es isomorfa
a una subdlgebra de la RWH-dlgebra (TWH-dlgebra, reticulo subresiduado) asociada a
F(A)
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A continuacion estudiaremos la representacion para algebras basicas.

Lema 1.7.16. Sean A ¢ WH y F(A) su WH-marco asociado. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) La ecuacién (B) es vdlida sobre A

(2) Para cada P,Q € X(A), si (P,Q) € Sa entonces P C ()

Demostraciéon. Ver [19, Proposicion 4.20] H
El siguiente resultado es una prueba alternativa de [19, Corolario 4.21]

Lema 1.7.17. Sea F = (X, <,S) un WH-marco. Entonces, son equivalentes:

(1) La relacion S estd contenida en la relacion de orden parcial <

(2) La ecuacién (B) es vdlida sobre el dlgebra A(F)

Demostracién. 1 = 2) Supongamos que la relacién S esta contenida en la relaciéon de orden
parcial <, mostraremos que para cada U € Up(X) se verifica U C X =g U. En efecto, sea
r € Uyseay e S(x). Yaque S esta contenida en la relacién de orden <, se sigue que = < y.
Teniendo en cuenta que U es un conjunto creciente, se sigue que y € U. Asi, z € X =4 U.

2 = 1) Por contraposicién, asumiremos que la relacién S no esta contenida en la relacién
de orden <, es decir, existe un par (z,y) € Sy £ y. Probaremos que la ecuacién (B) no
es valida en el algebra A(F). Consideremos el conjunto U = (y|°. Es inmediato notar que
r € U. Asimismo, © ¢ X =g U, en efecto, ya que y < y se sigue que y € S(x) \ U. Por lo
tanto, la ecuacién (B) no es valida sobre A(F). O

Combinando los Lemas 1.7.16 y 1.7.17 con el Teorema 1.7.12 tenemos el siguiente Coro-
lario.

Corolario 1.7.18. Toda dlgebra bdsica A es isomorfa a una subdlgebra bdsica del dlgebra
asociada a su WH-marco canénico.

Observacion 1.7.19. Sea A = (A, A, V,—,0,1) una WH-algebray F(A) = (X(A), Sa,C) su
WH-marco canénico. Notemos que si la ecuacion (R) es valida sobre A entonces la relacion
de orden C esta contenida en la relacion S,. Asimismo, por el Lema 1.7.16 se sigue que
Sa esta contenida en la relacion de orden C. En particular, si las ecuaciones (R) y (B) son
validas sobre A entonces A es un algebra de Heyting y ademas Sp = C. Asi, se sigue que
sobre algebras de Heyting, la nocion de WH-marco colapsa a la nocién de marco de Kripke
usual.



Capitulo 2

Algebras de Heyting débiles con
operadores

En la literatura, la légica modal intuicionista ha sido ampliamente estudiada desde difer-
entes enfoques. En particular, mediante el uso de técnicas y herramientas propias del
estudio de la légica modal clasica se han desarrollado semanticas relacionales para diver-
sas légicas modales intuicionistas, caracterizando asi a dichas légicas como el conjunto de
todas las féormulas validas en todos los modelos de Kripke dotados de ciertas relaciones
binarias (ver, por ejemplo [8, 26, 29, 32]).

Desde un enfoque algebraico, se sabe que la semantica algebraica para la légica intu-
icionista esta determinada por la variedad de las algebras de Heyting (ver [30, 46]). Ex-
isten diferentes trabajos ([29, 44, 53], entre otros) en los cuales se introducen expansiones
modales para la légica intuicionista, llamadas propiamente l6gicas intuicionistas modales,
probando ademas que dichas légicas tienen como contraparte algebraica subvariedades de
la variedad de algebras de Heyting dotadas de operadores unarios, los cuales son llamados
operadores modales. Desde este punto de vista, el estudio de variedades de algebras de
Heyting dotadas de operadores unarios cobra un gran interés. En particular, el estudio
de la representacion de algebras de Heyting modales, permite relacionar la semantica al-
gebraica y la semantica relacional estableciendo asi conexiones entre las estructuras que
permiten modelar légicas intuicionistas modales.

Siguiendo esta linea, y teniendo en cuenta que las légicas subintuicionistas tienen como
contrapartida algebraica subvariedades de la variedad de las WH-algebras (ver [7, 18]), en
el presente capitulo estudiaremos operadores unarios definidos sobre la variedad de WH-
algebras. En particular estudiaremos la representacion de WH-algebras con operadores
unarios por medio de cierta clase de WH-marcos dotados de relaciones binarias que per-
miten dar una interpretacion a los operadores. En el desarrollo de este capitulo se combi-
nan resultados propios de la representacion de WH-algebras por WH-marcos y de la rep-
resentacion de reticulos distributivos acotados dotados dotados de operadores unarios por
medio de estructuras relacionales. Es por esto que comenzaremos este capitulo recordando
dichos resultados.

33
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2.1 Reticulos modales

En la presente seccion recordaremos algunas definiciones y resultados elementales sobre
operadores unarios definidos en reticulos distributivos acotados y algebras de Heyting.
Comentaremos brevemente algunas légicas para las cuales su semantica algebraica esta
basada en reticulos modales, tales como légicas modales positivas o logicas intuicionistas
modales. En particular, analizaremos la interaccién de los operadores unarios con la impli-
cacion intuicionista.

Sean A un reticulo distributivo acotadoy f: A" — A. Diremos que f es un operador si
preserva supremos (o infimos) en cada coordenada. En particular, si f: A — A, diremos que
f es un operador unario. Siguiendo la terminologia de [23] diremos que un operador unario
[0: A — A es un infimo homomorfismo si para cada a,b € A se satisfacen las siguientes
condiciones:

1) O1=1.
2) O(a A b) = Oa A Ob.

Asimismo, diremos que un operdor unario ¢: A — A es un supremo homomorfismo si para
cada a,b € A se satisfacen las siguientes condiciones:

1) 00 =0.
2) O(aVb)=930(a)VOb).

Definicion 2.1.1. Un reticulo modal es un dlgebra A = (A,V,A,0,0,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0)
donde (A, N, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado, [ es un infimo homomorfismoy ¢ es
un supremo homomorfismo.

Escribiremos ML para denotar la variedad de reticulos modales (ver [13, 14, 48, 49]).
Es inmediato notar que si A es un reticulo modal entonces los operadores (1 y ¢ resultan
monoétonos i.e. para cada a,b € A sia < bentonces La < [Oby Qa < Ob.

Existen diferentes estructuras algebraicas que tienen un reducto de reticulo modal. A
continuacién brindamos algunos ejemplos de dichas estructuras:

a) Un reticulo modal A se dira algebra modal positiva (ver [16, 17]) si para cada a,b € A
se satisfacen las siguientes condiciones:

1) O(a Vv b) <OaV Ob.
2) Oa A Ob < O(aAD).

Es sencillo verificar que la clase de algebras conformada por las algebras modales
positivas es una subvariedad propiamente contenida en la variedad ML. La variedad
de algebras modales positivas conforman la semantica algebraica de la légica modal
positiva la cual resulta al considerar el fragmento sin negacién de la consecuencia
local definida por la clase de modelos de Kripke.

b) Una estructura (B, G, H) se dira algebra temporal si B es un dlgebra de Boole y G, H
son operadores unarios definidos sobre B tales que para cada a,b € B se satisfacen las
siguientes condiciones:
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1) G)=H(1) =1.
2) GlaAb) = G(a) NG(b)y H(a Ab) = H(a) A H(D).
3) a < G(=(H(—a))y a < H(~(G(—a)).

Es claro que los operadores Gy H resultan infimo homomorfismos. Asimismo, se de-
finen sus operadores duales P(a) = —H(—a) y F(a) = —~G(—a) respectivamente. Es
sencillo verificar que los operadores P y F' resultan supremo homomorfismos. Se
sigue que la clase algebras conformada por las algebras temporales es una variedad y
ademas resulta ser la semantica algebraica de la menor légica temporal K, (ver [37]).
Es claro que para cada dlgebra temporal (B, H, () se tiene como reducto un reticulo
modal.

c) Una IK-dlgebra es una estructura A = (A, —,0,0) , donde (A4, —) es un algebra de

Heyting, (A,00, ) es un reticulo modal y ademéas para cada a,b € A se satisfacen las
siguientes condiciones:

1) O(a — b) <UOa — Ob.

2) Oa — Ob < O(a —b).
La légica intuicionista modal basica IK (ver [32, 36, 42, 43, 44, 45, 50]) es una légica

analoga a la légica modal normal clasica K basada en la légica intuicionista. La
semantica algebraica de la logica IK es determinada por la clase de IK-algebras.

Teniendo en cuenta que toda IK-algebra es en particular un algebra de Heyting, puede

probarse que para cada a,b € A la condicién ((a — b) < Oa — (b es equivalente a diferentes
condiciones como se muestra en el siguiente resultado.

Lema 2.1.2. Sean A un dlgebra de Heyting, [1: A — A un infimo homomorfismoy (: A — A
un supremo homomorfismo. Entonces para cada a,b € A las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) GanOb < O(and).

(2) O(a — b) < Qa — Ob.

(
(

(3) O(a — b) A Qa < Ob.

4) O(a— b) AOa < Ob.

(@ =)
(@ =)

B) Ola —b) <Oa — Ob

Demostracion. Notemos que las condiciones (2) y (3) son trivialmente equivalentes debido
a la ley de residuacion. Asimismo, las condiciones (4) y (5) son trivialmente equivalentes.
Por lo tanto, sera suficiente comprobar que las condiciones (1) y (2) son equivalentes y las
condiciones (1) y (5) también lo son.

1 = 2) Supongamos que la condicién (1) es valida para cada a,b € A. En particular,

tenemos que

OaNO(a—b) < O(aN (a—0b)).
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Mas aun, dado que la ecuacion a A (a — b) < b es valida sobre toda algebra de Heyting y ¢
es un operador mondtono se sigue que

QaANDO(a—b) <OlaN(a—Db)) < Ob.

Asi, Oa AO(a — b) < Ob. Teniendo en cuenta la ley de residuacion se sigue la ecuacion (2).

2 = 1) Supongamos que la condicién (2) es valida. Sean a,b € A. Teniendo en cuenta
queb<a—bya—b=a— (a/b) se sigue que

0b<UO(a—b)=0(a— (anb)) <Oa— O(aAD).

Por lo tanto, ¢a A b < O(a A b).

1 = 5) Supongamos que la condicién (1) es valida. Sean a,b € A, se sigue que
Ola — b) AOa < O((a — b) Aa).
Dado que a A (a — b) = a A by ¢ es un operador mondtono se sigue que
Ola— b) AOa < O(a A b) < Ob,

por lo tanto
O(a — b) < Oa — Ob.

5 = 1) Supongamos que la condicion (5) es valida. Sean a,b € A. Dado que A es un
algebra de Heyting se sigue que

a<b—a=b—(aNb),

Dado que ¢ es monétono se sigue que ¢a < O(b — (a A b)). Teniendo en cuenta nuestra
hipotesis se sigue que
Oa < Qb — (aND)) <Ob— O(aNb),

Nuevamente por la ley de residuacion se sigue que Qa A 0b < O(a A D). O

2.1.1 Representacion de reticulos modales

Como hemos mencionado en el comienzo de este capitulo, los modelos que se utilizan para
el estudio de la légica modal intuicionista estan principalmente basados en dos tipos de
estructuras, a saber: estructuras algebraicas, las cuales son llamadas algebras de Heyting
modales, y estructuras relacionales, conocidas como marcos de Kripke modales. La repre-
sentacion de algebras por medio de estructuras relacionales permite establecer conexiones
entre ambas estructuras.

El objetivo de la presente seccion es recordar algunos resultados sobre marcos de Kripke
modales (ver [8, 14, 16, 32, 44] entre otros). En particular, recordaremos la representacion
de reticulos modales por medio de dichas estructuras.

Definicion 2.1.3. Una estructura relacional (X, <, R,T) se dird marco de Kripke modal si
se satisfacen las siguientes condiciones:
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(1) (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
(2) < oRo <=Ro <
(B) <'oT o< t=To <N

En ([8, 31, 44], entre otros) se prueba que las condiciones (2) y (3) de la Definicién 2.1.3
resultan equivalentes a las siguientes condiciones:

<oRCRo< y < 'oT CTo<™,
respectivamente.

Definicion 2.1.4. Sean F = (X, <, R,T) un marco de Kripke modal y U € Up(X). Definimos
los operadores

Or(U)={2z€eX:Rx)CU} y Or(U)={xeX:T(x)nU #0}.
El siguiente resultado es [44, Proposicién 2.0.8]:
Lema 2.1.5. Sean F un marco de Kripke modal y U € Up(X). Entonces
(1) Or(U) e Up(X)siysolosi<o R CRo<.
(2) Or (U) e Up(X)siysélosi < 'oTCT o<1

Demostracion. Solo haremos la prueba de (1), la prueba para (2) es analoga. Supongamos
que para cada U € Up (X) es valido que Og (U) € Up(X) probaremos que < oR C R o <.
Por absurdo, supongamos que existe un par (z,y) de manera tal que (z,y) € < o Ry
(x,y) ¢ R o <. Se sigue entonces que existe un z € X tal que © < 2z y (2,y) € Ry para
cada t € X se sigue que (z,t) ¢ R o bien ¢ £ y, por lo tanto se tiene que = € Ug ((y]¢). Por
nuestra hipétesis tenemos que [ ((y]|°) es un conjunto creciente y = € Og ((y]°) por lo tanto
z € Or ((y]°). Ya que y € R(z) tenemos que y £ y lo que es una contradiccién. Asi, tenemos
que <o RC R o <.

Reciprocamente supongamos que < o R C R o <y U € Up(X). Probaremos que
Or(U) € Up(X). Seax € Or(U)yz < y. Siz € R(y) entonces (z,z) € < o R luego
por nuestra hipétesis tenemos que (z,z) € R o <i.e., existet € X tal que (z,t) e Ryt < z.
Ya que = € Or (U) tenemos que ¢ € U por lo tanto z € U. Asiy € Og (U). O

Asimismo consideremos las relaciones
Rh:=Ro < y Ry:=To <. (2.1)
Lema 2.1.6. Sea F = (X, <,R,T) un marco de Kripke modal y U € Up(X). Entonces
(1) Or(U) =0g,(0).

(2) Or(U) = Or, (U).

Demostraciéon. Sélo haremos la prueba para (1) ya que la prueba de (2) es andloga. Sea
U € Up(X) y sea z € Or(U) mostraremos que Ry(z) C U. En efecto, sea y € Rp(x). Se
sigue de la definicién de Ry que existe z € X tal que (z,2) € Ry ademés z < y. Teniendo
en cuenta que x € Or(U) se sigue que z € U. Usando que U es creciente se sigue que
y € U. Reciprocamente, consideremos = € Op_(U) probaremos que R(z) C U. Seay € R(x).
Por la reflexividad de la relacion de orden parcial < se sigue que (z,y) € Rn. Usando que
Rp(z) C U se sigue que y € U, como queriamos probar. Asi, Cz(U) = g, (U). O
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Sea F = (X, <, R,T) un marco de Kripke modal. Combinando los resultados del Lema
2.1.5 y el Lema 2.1.6 se sigue que la estructura

A(‘F) = (Up(X)7 m7 U7 DR[]? <>R<>7 Q), X)
es un algebra en el lenguaje de los reticulos modales.
Lema 2.1.7. Sea F un marco de Kripke modal. Entonces A(F) es un reticulo modal.

Demostracion. Es sencillo verificar que el algebra
A(F) = (Up(X),N, U, 0, X),

es un reticulo distributivo acotado. Sélo sera necesario verificar que el operador Uy es un
infimo homomorfismo y el operador ¢, es un supremo homomorfismo. En efecto:

1) Veamos primero que Oy (X) = X. Es inmediato notar que Oy (X) C X. Por otro
lado, dado z € X se sigue que Ry(z) C X, de donde se sigue que X C [Op (X). Asi,
Opy (X) = X.

2) Dados U,V € Up(X) se sigue que

relp, (UNV) siysélosi Rp(x)CUNV
siysélosi Rp(z) CUyRy(z) CV
siysblosi z e Op, (U)NOgy(V).

Una prueba andloga puede hacerse para mostrar que ¢z, es un supremo homomorfismo.
Concluimos entonces que A(F) es un reticulo modal. O

Definicion 2.1.8. Dado F un marco de Kripke modal. Diremos que la estructura A(F) es
el reticulo modal asociado al marco F.

Sea A un reticulo modal. Consideremos la estructura
F(A) = (X(A), S, Ry, Ry),
donde las relaciones Rpy R, se definen de la siguiente manera:
(P,Q) € Rosiysodlosi (Vae€ A)[Ua e P=acq). (2.2)
(P,Q) € Rysiysolosi (Vae€ A)fa e @ = OQac P|. (2.3)
Dado A un reticulo modal y P € X(A). Definimos los conjuntos
OYP)={acA:OaecP} y O '(P)={acA: QacP}

Unos simples calculos nos permiten verificar que para cada filtro primo P el conjunto
O0-!(P) es un filtro y el conjunto ¢~'(P) es un co-ideal, es decir, su complemento es un ideal.
Ademas, sigue que las relaciones dadas en 2.2 y 2.3 pueden reescribirse de una forma mas
clara:

(P,Q) € Rosiysélosid ' (P)CQ y (P,Q) € RysiysélosiQ C O (P),

respectivamente.
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Lema 2.1.9. Si A un reticulo modal entonces la estructura F(A) es un marco de Kripke
modal.

Demostracién. Es inmediato que (X (A), C) es un conjunto parcialmente ordenado. Veamos
ahora las condiciones (2) y (3) de la Definiciéon 2.1.3. Para probar (2), bastara con probar
que C oRy C Rpo C. En efecto, supongamos que (P,Q) € C o Ry de donde se sigue que
PC ZyOYZ) CQ para algin Z € X(A). Sea a € O7!(P), se sigue que a € Z C Q de
donde se sigue que a € @, por lo tanto (P, Q) € Rn. De la reflexividad de la inclusién se
sigue que (P, Q) € Rpo C. La prueba para la propiedad (3) es analoga. O

Definicion 2.1.10. Dado A un reticulo modal. Diremos que la estructura F(A) es el marco
de Kripke modal asociado a A.

Proposicion 2.1.11. Sea A un reticulo modal y P € X(A). Entonces
(1) Oa ¢ P siy sélo si existe Q € X(A) tal que (P,Q) € Roy a ¢ Q.
(2) Qa € @ siy solo siexiste Q € X(A) tal que (P,Q)) € Royya € Q.

Demostracion. Haremos la prueba de (1) ya que la prueba para (2) es analoga. Comenzare-
mos asumiendo que (a ¢ P de donde se sigue que a ¢ [0-!(P). Teniendo en cuenta que
O0~-!(P) es un filtro, se sigue entonces que [I"*(P) N (a] = (). Por el Teorema del filtro primo
para reticulos distributivos acotados existe Q € X (A) tal que O }(P) C Qya ¢ Q, es decir
(P,Q) € Rnya ¢ Q. Reciprocamente, supongamos que existe Q € X(A) tal que 0 '(P) C Q
ya ¢ Q. Se sigue que a ¢ J7'(P) y por lo tanto (a ¢ P. O

Sean A un reticulo modal y o5 la aplicaciéon de Stone. Como consecuencia de la Proposicion
2.1.11 tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.1.12. Sean A un reticulo modal, a € Ay oa la aplicacion de Stone. Entonces
(1) 0a(0a) = Ogy(oa(a)).
(2) 0a(0a) = Or,(cala)).

Teniendo en cuenta el Corolario 2.1.12 y el hecho de que la aplicacion de Stone o5 es un
monomorfismo de reticulos distributivos acotados tenemos el siguiente

Corolario 2.1.13. Todo reticulo modal A esisomorfo a una subdlgebra del dlgebra A(F(A)).
Dicho isomorfismo estd determinado por la aplicacion de Stone o 4.

2.2 Operadores unarios sobre WH-algebras

El Lema 2.1.2 muestra que, en el contexto de la variedad de algebras de Heyting, exis-
ten diferentes condiciones que resultan equivalentes. Esto se debe fuertemente a la ley
de residuacion. Naturalmente surge el problema de estudiar la interaccién del conectivo
de implicacion estricta con los operadores unarios en un contexto mas general en el cual
la ley de residuacion no sea valida. Teniendo en cuenta que la variedad de algebras de
Heyting esta contenida propiamente en la variedad de las WH-algebras, en la presente
seccion estudiaremos operadores unarios definidos sobre WH-algebras. Analizaremos la
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interaccion de dichos operadores con el conectivo de implicacion estricta, obteniendo asi al-
gunas subvariedades que resultan del estudio de dicha interaccién. Asimismo, combinando
los resultados sobre la representacion de WH-algebras y la representacion para reticulo
modales, estudiaremos la representacion de WH-algebras con operadores.

Definicion 2.2.1. Diremos que un dlgebra A = (A, \,V,—,0,0,0,1) de tipo (2,2,2,1,1,0,0)
es una WH-algebra con operadores o WHO-algebra, si las siguientes condiciones se satis-
facen:

(D) (A A, V,—,0,1) es una WH-dlgebra.
(2) (A,0O0,0) es un reticulo modal.

Se sigue de la Definicion 2.2.1 que la clase de algebras conformada por WHO-algebras
es una variedad y escribiremos WHO para denotarla. Esta variedad de algebras generaliza
diferentes estructuras que hemos mencionado previamente. Por ejemplo, diremos que una
WHO-algebra A es una KWHO-algebra si para cada a,b € A se satisfacen las siguientes
condiciones:

* O(a — b) <Oa — Ob.
* O(a—b) < Oa— Ob.

Asimismo, diremos que una KWHO-algebra A es una FSWHO-algebra si para cada a,b € A
se satisfacen las siguientes condiciones:

* O(a—b) <Oa— Ob.
e $a— 0Ob<O(a—0D).

Notemos que, por el Lema 2.1.2, si (A, —,, ) es un algebra donde (A, —) es un algebra
de Heyting y (A,, {) es un reticulo modal entonces la ecuaciéon O(a — b) < Qa — Ob es
equivalente a la ecuacién O(a — b) < Oa — Ob. Desde este punto de vista, parece que la
ecuaciéon (a — b) < ¢a — Ob es redundante en la definicion de FSWHO-algebras. Sin
embargo, este hecho no es necesariamente verdadero en el contexto de la variedad WHO. A
continuacién veremos algunos ejemplos de WHO-4lgebras para los cuales las equivalencias
de las identidades del Lema 2.1.2 no son necesariamente ciertas.

Ejemplo 1. Consideremos ({0,a,b,1},A,V,0,1}) el reticulo distributivo acotado de 4 ele-
mentos:

1
0
Teniendo en cuenta la implicaciéon —: A x A — A definida por x — y = 1 para cada =,y € A.

Se sigue que A = ({0,a,b,1},A,V,—,0,1}) es una WH-algebra. Consideremos los oper-
adores
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[
]
<
8

— o OR
_— Q o O
—_ o O

Es sencillo verificar que A = ({0,a,b,1},A,V,—,[0,0,0,1}) es una WHO-4lgebra. Ademas,
notemos que las condiciones (2),(4) y (5) son validas sobre A. Sin embargo notemos que

e danb=aAna£ Olanbd)=0.
* Ja—bAQa=as%b=0
Por lo tanto las condiciones (1) y (3) no son validas sobre A.

Ejemplo 2. Sea A = ({0,a,b,1},A,V,0,1}) el reticulo distributivo acotado de 4 elementos
como en el ejemplo anterior, donde a y b son los atomos. Consideremos la aplicacion —
definida por

»—t@@@\lf
O O = =IO
o Yl R SR N
— = e | O
el e

Una prueba directa muestra que A = ({0,a,b,1},A,V,—,0,1}) es una TWH-4lgebra. Mas
aun, consideremos los operadores unarios:

r | Oxr O
0 0 0
al| b b
bl a a
1 1 1

Es sencillo verificar que A = ({0,a,b,1},A,V,—,[0,0,0,1}) resulta una TWH-algebra con
operadores y en particular una WHO-algebra. Ademas, notemos que para cada a,b € A es
valida la condicion

QaNOb < O(aNDd).

Sin embargo, notemos que:

e 1=0(a—b) £ da— Ob=0.
e b=D0(a—b)Ada £ Ob=0.
© b=0(a— b)AOa £ Ob=0.
© 1=0(a—b) £ 0a— Ob=0.

Se sigue entonces que la condicion (1) es valida sobre A pero las condiciones (2), (3), (4) y
(5) no son validas sobre A.
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Ejemplo 3. Consideremos ahora A = ({0,a,b,1},A,V,—,0,1}) la TWH-4lgebra definida
en el Ejemplo 2. Consideremos ademas los operadores unarios

z | Oz | Ox
0 0 0
al b 0
bl a 1
1] 1 1

Es sencillo verificar que para cada a,b € A tenemos que U(a — b) A Oa < Qb. Sin embargo,
notemos que

* b=0(a— a) AOa £ Qa = 0.
* b=0bA0a £ O(bAa)=0.
* 1=0(a—a) £ Oa— Qa=0.

Por lo tanto, la condicién (3) es valida en A. Sin embargo, las condiciones (1), (4) y (5) no
son validas sobre A.

Ejemplo 4. Sean A = ({0,a,b,1},A,V,0,1}) el reticulo distributivo acotado de 4 elementos
y D ={0,a,1}. Notemos que el par (A, D) es un reticulo subresiduado, donde la implicacion
esta determinada por la siguiente tabla:

O = O =
— = = =

—_— o Q O
o Q O O
Q@ 2 = e

Se sigue entonces que A = ({0,a,b,1},A,V,—,0,1}) es un reticulo subresiduado y en par-
ticular una WH-algebra. Consideremos ademas los siguientes operadores unarios:

r | Ox O
0 0 0
al| 0 1
b| 1 0
1 1 1

Notemos que para cada a,b € A tenemos que U(a — b) < $a — (b. Sin embargo vemos que:
* 1=0(b—=0)£0b— 00=0.
* 1=0(b—0)A0b £ O0=0.

Por lo tanto la condicion (2) es valida sobre A, pero las condiciones (4) y (5) no son validas
sobre A.

Ejemplo 5. Consideremos ({0,a,1},A,V,0,1}) la cadena de tres elementos con 0 < a < 1.
Definimos la operacion binaria —:
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— OJ/

1
1
1
1

O~ RO
O~ Q2

Es sencillo verificar que A = ({0,a,1},A,V,—,0,1}) es una TWH-4algebra. Consideremos
ademas los siguientes operadores unarios:

:z:‘Da: Ox
0| 0 0
al| 0 1
1 1 1

Se sigue que el dlgebra A = (A, —,, ) es una TWH-algebra con operadores y en particular
una WHO-algebra. Notemos que para cada a,b € A las condiciones

Ola—b)<0Oa—0b y Ola—b)AOa < Ob
son validas sobre A. Sin embargo,
1=0(a—0) £ 0a— 00=0.
Asg, las condiciones (4) y (5) son validas sobre A mientras que la condicién (2) no es valida
sobre A.

Observacién 2.2.2. Los ejemplos 1,2 y 3 muestran que la condicién (1) no es equivalente
a las condiciones (2), (3),(4) y (5). Los ejemplos 4 y 5 muestran que la condicién (2) no es
equivalente con las condiciones (4) y (5). Los ejemplos 1 y 3 muestran que la condicién (3)
no es equivalente con las condiciones (4) y (5). Por dltimo, ya que en cada WH-algebra no
es valida la ley de residuacion se sigue que las condiciones (2) y (3) no son equivalentes,
al igual que las condiciones (4)y (5). Basta tomar como operadores unarios la funcién
identidad.

2.2.1 Representacion de WHO-algebras

Teniendo en cuenta la representacion de WH-algebras por WH-marcos y la representacion
de reticulos modales por medio de marcos de Kripke modales introduciremos a continuacién
una cierta clase de WH-marcos dotados de relaciones binarias, la cual nos permite dar un
teorema de representacion de WHO-algebras.

Definicion 2.2.3. Una estructura F = (X, <, 5, R,T) se dird WHO-marco st se verifican las
siguientes condiciones:

(1) (X, <,5) es un WH-marco.
(2) (X,<,R,T) es un marco de Kripke modal.

Escribiremos WHO para denotar la clase de todos los WHO-marcos.

Dado F € WHO. Consideremos el algebra
A(F) = (Up(X),N,U, =5, 0rg, Or,, 0, X) . (2.4)

Teniendo en cuenta el Lema 2.1.7, 1a Definicién 1.7.6 y la Definicion 2.2.1 se sigue que A(F)
es una WHO-algebra.
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Definicion 2.2.4. Para cada F € WHO el dlgebra A(F) se dirad WHO-algebra asociada al
WHO-marco F.

Por otro lado, combinando los resultados de la Secciéon 1.7.1 y del Lema 2.1.9 se sigue
que si A € WHO entonces la estructura

F(A) =(X(A),C, 54, Ro, Ry), (2.5)
es un WHO-mareco.

Definicion 2.2.5. Sea A una WHO-dlgebra. La estructura F(A) es el WHO-marco asociado
a A.

Combinando el Teorema 1.7.12 y el Corolario 2.1.13 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.6. Toda WHO-dlgebra A es isomorfa a una subdlgebra de A(F(A)) via la
aplicacion de Stone o 4.

Los resultados presentados en esta secciéon son simplemente una combinacion de los
resultados sobre representacion de WH-algebras y la representacion de reticulos modales
ya conocidos. En lo que sigue del presente capitulo estudiaremos la representacion para
algunas subvariedades de WHO-algebras. En particular, buscaremos estudiar la repre-
sentacion para aquellas WHO-algebras que satisfacen condiciones en las cuales la impli-
caciéon mantiene algin tipo de interaccion con los operadores unarios.

2.3 Ecuaciones y condiciones de primer orden

En la Seccién 1.7 de este trabajo han sido caracterizados, mediante condiciones de primer
orden, aquellos WH-marcos para los cuales su WH-algebra asociada .A(F) satisface alguna
ecuacion en particular. En la presente secciéon nos damos a la tarea de caracterizar aquellos
WHO-marcos para los cuales su algebra asociada A(F) satisface alguna de las ecuaciones
que nos resultan de interés, ya que dichas ecuaciones permiten la interaccion de el conec-
tivo de implicaciéon estricta con operadores unarios.

Consideremos la siguiente tabla de ecuaciones y condiciones

Teorema 2.3.1. Sea F = (X,<,S,R,T) un WHO-marco. Entonces cada ecuacion en la
columna izquierda de la Tabla 2.1 es vdlida sobre A(F) si y soélo si su correspondiente
condicion de primer orden de la columna derecha se satisface en F.

Demostraciéon. 1 =) Por contraposicion, asumiremos que Ry no es reflexiva. Se sigue
entonces que existe ry € X tal que (z,z9) ¢ Rn. Buscaremos determinar un conjunto
U € Up(X) de manera tal que Oy (U) € U. Consideremos el conjunto U = Ry(z). Por la
propia definicion de la relaciéon R se sigue que U es un conjunto creciente. Ademas, note-
mos que el elemento z, es tal que Rn(zy) € Rn(xo) por lo tanto, zy € Og (U). Sin embargo,
zo ¢ Rn(xo), por lo tanto, zy ¢ U. Asi, O (U) € U como queriamos mostrar.
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Numero | Ecuacién Condicién
1 Or <z R es reflexiva
2 r < O(x) R, es reflexiva
3 Or < 0?(x) R es transitiva
4 O (z) < Qx R, es transitiva
5 O(x — y) <Oz — Oy | Va,y, 2 [Szy A Royz = Ju, v (Rozu A Royv A Suv A v < 2)]
5 Oz = y) < Ox — Qy | Va,y, 2 [Szy A Ryyz = Fu,v (Suv A Rozu A Ryyv A z < )]
6 O = y) AOx < Qy | Yo,y [Roxy = Ju,v (Rozu A Suv Ay < v A Ryav)]
7 Olr »y) <Ox — Qy | Va,y, 2z [Roxy A Sxz = It (Syt A Rozt A Ryzt)]
9 Olx > y) ANz <Oy | Ry C(RoNRy)oS™!
10 Or - Oy <0O(x—vy) | RnoSC So(RaNRy)

Table 2.1: Tabla de condiciones

<) Consideremos ahora Ry una relacién reflexiva, debemos probar que para todo con-
junto creciente U se tiene que Ui (U) C U. Sea x € O (U) se sigue que Ry(z) C U.
Teniendo en cuenta que R es reflexiva se sigue que = € U como queriamos mostrar.

2 =) Por contraposicién, asumiremos que R, no es reflexiva. Bucaremos determinar
un conjunto creciente U tal que U ¢ Og,(U). Dado que R, no es reflexiva se sigue que
(x,z) ¢ R, para algin x € X. Consideremos el conjunto U = R(z()°. Por la propia
definicién de la relaciéon R, se sigue que U es un conjunto creciente. Ademads, se sigue
que z € U. Por otro lado, ya que Ry (z) N Ry(x)° = () se sigue que z ¢ Op, (U).

<) Asumiremos ahora que R, es reflexiva. Dado U subconjunto creciente vamos a com-
probar que U C Or, (U). En efecto, sea x € U. Dado que R, es reflexiva se sigue que
Ro(z) NU # 0, por lo tanto = € ¢, (U) como queriamos probar.

3 =) Por contraposicién, supongamos que R no es transitiva, entonces existen z,y, z €
X tales que (z,y) € Ro, (y,2) € Roy (v,2) ¢ Rg. Buscaremos un subconjunto creciente
U C X tal que

Ora(U) € Ok, (0).

Consideremos el subconjunto creciente U = Rp(z). Notemos que z € Og (U), ya que
Ro(r) € Ro(z). Asimismo, x ¢ 0% (U), ya que por nuestra hipétesis y € Rn(z), pero
notemos que y ¢ Op (U) ya que z € Ry(y) pero z ¢ U = Ry(z). Por lo tanto, se sigue que
Ons (U) € 02, (U).

<) Consideremos ahora Rp relacién transitiva y U un subconjunto creciente, probare-
mos que Cg (U) € 0% (U). En efecto, sea x € O, (U) veremos que Ro(z) € Oy (U). Sea
y € Rp(x), debemos probar que Rn(y) C U. Sea z € Ry(y) y y € Ro(x), se sigue de la transi-
tividad de Rn que z € Ry(xz) C U, de donde se tiene que z € U.

4 =) Por contraposicién, supongamos que la relaciéon R, no es transitiva entonces existe
z,y,z € X tales que (z,y) € Ry, (y,2) € Ry y (x,2) ¢ R,. Consideremos el subconjunto
creciente U = Ry(z)°. Notemos que y € Ry(x) y ademas z € Ry(y)NU, de donde se sigue que
y € Ry(x) N Op,(U), es decir, x € O%O(U). Sin embargo, ya que Ry(z) N Ry(x)¢ = () se sigue
que z ¢ Op, (U). Asi, se sigue que O%O(U) ¢ Or,(U) como queriamos mostrar.
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<) Sea U un conjunto creciente debemos probar que O%O(U ) € O(U). En efecto, sea
S O%O(U), se sigue que Ry(x) N QOr,(U) # 0, es decir, existe y € Ry(x) N Or,(U). Ya que
y € Or,(U), se sigue que Ry (y) NU # 0, por lo tanto existe z € Ry(y) NU. De la transitividad
de R, se sigue que z € Ry(x) N U, es decir, x € Or (V).

5 =) Por contraposicién, asumiremos que la condicién de primer orden no es valida en
F, es decir, asumiremos que existen z,y, z € X tales que (z,y) € S, (y,2) € Rn y para todo
u,v € X se verifica alguna de las siguientes condiciones (z,u) ¢ Rn 6 (u,v) ¢ S 6 (y,v) ¢ Rn
6 v £ z. Buscaremos conjuntos crecientes U y V de manera tal que

DRD(U =g V) Z DRD(U) =g DRD(V)-

Consideremos los conjuntos U = Rn(y) y V = (2]°. Notemos que = € g (U =5 V). En
efecto, mostraremos que Ry(z) C U =g V. Seaa € Ry(x), debemos probar que S(a)NU C V.
Sea b € S(a) N U entonces (z,a) € R, (a,b) € Sy (y,b) € Ry por lo tanto b £ z, es decir
b € V. Por otro lado, afirmamos que » ¢ Op (U) =5 Ox (V). En efecto, probaremos que
S(x) NOg,(U) € Opy (V). Notemos que y € S(x) NOg (U), sin embargo ya que z € Ry(y) y
z < z se sigue que y ¢ Op_ (V). Por lo tanto, se tiene que

xr € DRD(U =g V) \ DRD(U) =g DRD(V),

como queriamos demostrar.

<) Supongamos que para todo z,y,z € X si (z,y) € Sy (y,2) € R entonces existen
u,v € X tal que (z,u) € Rn, (y,v) € R, (u,v) € Syv < z. Probaremos que para cada par de
conjuntos U,V € Up(X) se tiene que

DRD (U =g V) - DRD(U> =g DRD<V)-

Sea z € O, (U =g V) probaremos que = € Op (U) =g Ogr,(V), es decir S(z) N O, (U) C
Og, (V). En efecto, siy € S(x) NOp,(U) y tomamos z € Ry(y). Por nuestra hipétesis existen
u,v € X tales que (z,u) € Rp, (y,v) € R, (u,v) € Sy v < z. Teniendo en cuenta que
x € O (U =5 V) tenemos que u € U =g Vie., S(u)NU C V. Luego v € S(u) NU por lo que
v € V. Yaque V es un conjunto creciente tenemos que z € V. Asiy € Op_ (V).

6 =) Por contraposicion, asumiremos que la condicién de primer orden no se satisface
en el marco F, es decir, asumiremos que existen z,y, z € X tales que (z,y) € S, (y,2) € Ry y
para cada u,v € X algunas de las siguientes condiciones se satisfacen (u,v) ¢ S 6 (z,u) ¢ Rp
6 (y,v) ¢ Ry 6 z £ v. Buscaremos un par de conjuntos U,V € Up(X) de manera tal que

Oro(U =5 V) € Oy (U) =5 Ory (V).

Consideremos los conjuntos U = [2) y V = Ry(y)°. Afirmamos que z € Op (U =5 V). En
efecto, probaremos que Rp(z) C U =g V. Sea (z,a) € Rg, veamos que S(a) NU C V. Sea
b € S(a) NU, se sigue que (x,a) € Rn, (a,b) € Sy z < b por lo tanto (y,b) ¢ R,, por lo
tanto b € V. Por otro lado notemos que » ¢ Or, (U) =5 Or,(V). En efecto, notemos que
y € S(x)NOg,(U), peroy & Or, (V). Asi, x & O, (U) =5 Ory (V).

<) Supongamos que para cada z,y,z € X, si (z,y) € Sy (y,2) € R, entonces existen
u,v € X tal que (z,u) € Rp, (u,v) €S, (y,v) € Ry y v < z. Probaremos que para cada par de
conjuntos U,V € Up(X) se tiene que

Or, (U =5 V) COr,(U) =5 Ory (V).
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Sea z € Ur (U =5 V), probaremos que S(z) N Qg (U) € Or, (V). Seay € S(x) N Qg (V)
entonces existe z € Ry(y) N U. Por hipétesis existen u,v € X tal que (z,u) € R, (u,v) € S,
(y,v) € Roy z <v. Yaque z € Op (U =5 V) se sigue que Ry(z) C U =5 V. Teniendo en
cuenta que (z,u) € Ry se sigue que u € U = V, es decir, S(u) N U C V. Por otro lado, ya
que z € U, z < vy ademas U es un conjunto creciente, se sigue que v € S(u) N U y por lo
tanto, v € V. Ya que v € Ry(y) NV, se sigue que y € O, ('), como queriamos mostrar.

7 =) Por contraposicion, asumiremos que la condicion de primer orden no es valida en el
marco F, es decir, asumiremos que existen =,y € X tal que (z,y) € R, y para cada u,v € X
se verifican algunas de las siguientes condiciones: (z,u) ¢ Rg o (u,v) ¢ S o (z,v) ¢ Ry 0
bien y £ v. Buscaremos un par de subconjuntos U,V € Up(X) de manera tal que

Oro(U =5 V)N O, (U) Z Ory (V).

Consideremos los conjuntos U = [y) y V = Ry(z)°. Afirmamos que
T € DRD(U =g V) N <>R<>(U) \ ORQ(V)

En efecto, comenzaremos probando que » € Ui (U =5 V) N Qg (U). Veamos que r €
Or, (U =5 V)), es decir Rp(x) C U =5 V. Consideremos a € Rn(x), veamos que S(a) N U C
V. Sea b € S(a) NU entonces (x,a) € Rn, (a,b) € Syy < b por lo tanto de nuestra
hipétesis se sigue que (z,b) ¢ Ry, i.e, b € V. Ademas ya que Ry(x) C Ry(x) se sigue que
r € Qr,(U). Veamos ahora que x ¢ O, (V). Teniendo en cuenta que Ry(z) C Ry(x), se sigue
que Ry(x) N Ry(x)° = 0, de donde se sigue que Ry(z) NV = 0. Asiz ¢ Op, (V).

<) Supongamos que la condicién de primer orden es valida sobre el marco F, es decir,
asumiremos que para todo z,y € X si (z,y) € R, entonces existen u,v € X tal que (z,u) €
Rp, (z,v) € Ry, (u,v) € S'yy < v. Probaremos que para cada par de conjuntos U,V € Up(X)
se tiene que

DRD(U =g V) N <>R<>(U) - ORQ(V)

Sea x € Op (U =5 V) N Og,(U) debemos probar que Ry(z) NV # . Ya que z € Op,(U)
entonces existe y € Ry(x) NU. Ademas, ya que = € Op_ (U =5 V), es decir, Ry(z) CU =g V.
Por nuestra hipétesis existen u, v tal que (u,v) € S, (z,u) € Rp, (z,v) € Ry yy < v. Teniendo
en cuenta que Rp(x) C U =5 V se sigue que u € U =5 V, por lo tanto S(u) N U C V. Ya que
(u,v) € S,y € Uyy < vsesigue que v € S(u)NU C V, de donde se sigue que v € Ry(z) N V.
Asiz € QRQ(V)

8 =) Por contraposicion asumiremos que la condicién de primer orden no es valida sobre
el marco F, es decir, asumiremos que existen z,y, z € X tal que (z,y) € R, (x,z) € Sy para
cada t € X se satisface alguna de las siguientes condiciones (z,t) ¢ (RoNRy) 6 (y,t) ¢ S.
Buscaremos determinar un par de subconjuntos U,V € Up(X) de manera tal que

Or, (U =5 V) € Ory(U) =5 Ore (V).

Consideremos los subconjuntos U = Ro(z) y V = R (2)°. Probaremos que x € Qg (U =5 V))
vy ¢ Op,(U) =5 Or,(V). En efecto, sabemos que y € Ry(z) y ademads si u € S(y) N U
entonces (z,y) € Ry, (y,u) € Sy (z,u) € Rn. Por nuestra hipétesis, se sigue que u €
Ry(2)¢ = V. Luego, se sigue que y € Ry(x) NU =g V y por lo tanto, z € Op (U =g V).
Probaremos ahora que z ¢ Oz (U) =5 Or,(V), en efecto (z,2) € Sy Ro(z) C Ro(z), de
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donde se sigue que z € S(z) N Ogr,(U), sin embargo Ry(z) N Ry(2)¢ = ), de donde se sigue
que z ¢ Or,(V), de donde se sigue que = ¢ Og, (U) =5 Or, (V).
<) Asumiremos que la condicion de primer orden es valida en el marco F, es decir,
asumiremos que para todo x,y,z € X si (z,y) € Ry y (z, z) € S entonces existe t € X tal que
(y,t) € S, (2,t) € Ry (2,t) € Ry. Probaremos que para cada par de conjuntos U,V € Up(X)
se tiene que
<>R<>(U =g V) Q DRD(U) =g QRO(V)

Supongamos que = € O, (U =5 V) entonces existe y € Ry(x) NU =g V. Probaremos que
S(z) NOgy(U) € Or, (V). Supongamos que z € S(z) N, (U) entonces por hipétesis existe
t € X tal que (y,t) € S, (2,t) € Roy (2,t) € Ry,. Teniendo en cuenta que z € Og (U) y
t € Ro(z) se siguequet € S(y) NU. Yaquey € U =5 V se sigue que S(y) NU C V y por lo
tantot € V. Ademas (z,t) € R, por lo tanto, Ry(z) NV # () de donde se sigue que z € O (V)
y por lo tanto, v € Og,(U) =5 Or, (V).

9 =) Por contraposicién asumiremos que la condicién de primer orden no es valida sobre
el marco F, es decir existe un par (z,y) tal que (z,y) € Ry y (z,y) ¢ (RoN Ry) o S~L. Por lo
tanto, para cada ¢t € X se satisface alguna de las siguientes condiciones o bien (z,t) ¢ Rn
6 (x,t) ¢ Ry 6 (y,t) ¢ S. Buscaremos determinar un par de subconjuntos U,V € Up(X) de
manera tal que

Ore(U =5 V) N0Ogy(U) € Oy (V).

Consideremos los subconjuntos U = Rp(z) y V = Ry(z)°. Notemos que z € Op (U)
r & QOr,(V). Ademds y € Ry(z), veamos ahora que y € U =5 V. En efecto, si z € S(y) N
entonces (r,y) € Ry, (,2) € Roy (z,y) € S~'. Por nuestra hipétesis, se sigue que (z,2) ¢ R
es decir, z € V y por lo tanto y € Ry(z) N U =5 V, de donde se sigue que z € Op (U =5
V)N Oay(U) 3 2 ¢ Oy (V).

<) Asumimos ahora que nuestra condicién de primer orden en valida en el marco F, es
decir, para cada r,y € X si (z,y) € R, entonces (z,y) € (RoN Ry) o S~'. Probaremos que
para cada par de conjuntos U,V € Up(X) se tiene que

y
U
O

’

ORQ(U =9 V) N DRD(U) - ORQ(V)

Supongamos que r € Qg (U =g V) N Ox,(U) entonces existe y € Ry(z) NU =5 V' y
r € Og,(U). Por hipétesis existe t € X tal que (z,t) € Ry, (z,t) € Roy (y,t) € S. Ya
que (z,t) € Rny ademéas z € Op (U) se sigue que t € U. Ademads, yaquey € U =g V,
(y,t) € Ssesiguequet € S(y)NU CV,porloquetec Ry(x)NV. Asiz € Og, (V).

10 =) Por contraposiciéon, asumiremos que la condicion de primer orden no es valida
sobre el marco F, es decir, existe un par (z,y) tal que (z,y) € Roo Sy (z,y) ¢ So(RoN Ry),
por lo tanto existe z € X con (z,2) € Roy (2,y) € S. Ademas para cada ¢ € X tenemos que
o bien (z,t) ¢ S 6 (t,y) ¢ Ro 6 (t,y) ¢ Ry. Buscaremos determinar un par de subconjuntos
U,V € Up(X) de manera tal que

Oro(U) =5 Urg(V) € Uao(U =5 V).

Consideremos U = [y) y V = (y|°. Probaremos que = € Or, (U) =5 Or, (V) y v ¢ Op (U =5
V). Probaremos primero que z € Oy, (U) =5 Og,(V), es decir, sia € S(x) N Or,(U) entonces
Rp(a) € (y]°. Comenzaremos probando que sia € S(z) N Qr,(U) entonces (a,y) ¢ Ro. En
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efecto, si a € S(x) N Og,(U) entonces se sigue que (z,a) € S'y Ry (a) N [y) # 0, por lo tanto
existe t € X tal que (a,t) € Ry y y < t. Teniendo en cuenta que Ryo <~ '= R, tenemos que
(a,y) € Ry. Por nuestra hipétesis tenemos que (a,y) ¢ Rn.

Probaremos ahora que Rn(a) C (y]°. Supongamos por absurdo que b € Ro(a) y b < .
Teniendo en cuenta que Ry = Rpo < tenemos que (a,y) € Rn lo que es una contradiccion.
Asiz € ORO(U) =g DRD(V)-

Probaremos ahora que = ¢ Ox (U =5 V)). En efecto, notemos que (z, 2) € Ry y ademas
y€ S(z)NU, peroy ¢ V, por lo tanto, Rp(x) Z U =g V y por lo tanto = ¢ Og (U =5 V).

<) Asumiremos ahora que la condicién de primer orden es valida sobre el marco F, es
decir, asumiremos que RnoS C So (RgN Ry). Probaremos que para cada par de conjuntos
U,V € Up(X) se tiene que

<>R<><U) =5 DRD(V) - DRD(U =S V)'

Supongamos que v € Qg (U) =5 Ur,(V) y y € Ro(xr) veremos que S(y) NU C V. Si
z € S(y) NU entonces (z,z) € Ryo S. Por hipétesis existe un elemento ¢t € X tal que
(z,t) € Sy (t,z) € (RoN Ry). Teniendo en cuenta que S(z) N Or,(U) C Og, (V) tenemos que
t € Op,(V),porloque z € V. Asixz € O, (U) =5 Op, (V). O

2.4 Representacion para algunas subvariedades de la
variedad WHO

En la presente secciéon vamos a estudiar la representacion de los miembros de las subvar-
iedades de la variedad WHO que se obtienen al considerar las ecuaciones de la Tabla 2.1.
Para esto, mostraremos que la validez de cada una de estas ecuaciones sobre cada WHO-
algebra A corresponde a una condicion de primer orden sobre el marco F(A). Comenzare-
mos la presente seccion probando algunos resultados sobre la existencia de filtros primos
en WH-algebras que seran necesarios para el resto de la misma.

Proposicion 2.4.1. Sea A una WHO-dlgebra. Sea F,H € Fi(A), y sea D € X(A). Si
Dp(H) C D, entonces existe Q € X(A) tal que F C Qy Dgo(H) C D.

Demostracion. Consideremos la familia
F={GeFi(A): FC Gy Dg(H)C D}.

Como F € F, tenemos que F # (). Es sencillo verificar que la familia (F, C) es inductiva, por
lo tanto, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal @) en F el cual es un filtro propio
tal que ' C Qy Dg(H) C D. Probaremos que () es primo. Sea a,b € A tal que a Vb € () pero
a,b ¢ Q). Consideremos los filtros @, = Fi(Q U {a}) y @, = Fi(Q U {b}). Entonces Q,,Q, ¢ F,
y en consecuencia D, (H) € Dy Do, (H) € D. Asi, existen z € Do, (H)\D ey € Dg,(H)\ D.
Por lo tanto, existen hy, ho € H tal que h;y — = € Q,y hs — y € @),. Entonces existe ¢;, ¢ € Q
talque s Na < hy > 2y@EAb<hy,—y.Seaqg=q Nq@ € Qy h=h; ANhy € H. Se sigue que

gha<hi,—wx<h—=x<h—=(xVy)

gANb<hy wx<h—y<h—(zVy).
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Luego
(gha)V(gAb)=qgN(aVDd) <h—(zVy).

Ya que ¢ A (aVb) € Q tenemos que h — (x Vy) € Q,i.e.,2Vy € Do(H) C D. Luegox € Do
y € D, lo que es una contradiccion. Asi, () es primo. ]

Proposicion 2.4.2. Sea A una WH-dlgebra, F' € Fi(A)y P € X(A). Si (F, P) € Sa, entonces
existe ) € X(A)talque F CQy (Q, P) € Sa.

Demostracion. Consideremos la familia
F={GeFi(A): FC Gy (G,P)e Sa}.

Como F' € F, tenemos que F # (). Es sencillo verificar que la familia (F, C) es inductiva, por
lo tanto, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal () en F el cual es un filtro propio
tal que ' C Qy (@, P) € Sa. Probaremos que () es primo. Sea a,b € A tal que a Vb € Q.
Supongamos que a,b ¢ (). Consideremos los filtros ), = Fi(QU{a}) y @, = Fi(QU{b}). Luego
Qa,Qy ¢ F,y en consecuencia (Q,, P) ¢ Sa y (Qv, P) ¢ Sa. Luego existen z,y,v,w € A tal
que z — Yy € Qg v = w € Qy, v,v € P,y y,w ¢ P. Entonces existe ¢q;,¢ € @ tal que
GNa<z—=>yy@pAb<v—w Seaq=q Nqg € Q. Notemosquez Ave PyyVw¢ P. Por
lo tanto,
gha<z—=y<(zAv)—=>y<(zAv)— (yVuw).

De una manera similar tenemos que
gNb<z—=y<(zAv)—=>y<(zAv)— (yVw).

Por lo tanto,
(gha)V(gAD)=qgA(aVb) < (zAv)— (yVuw).

Como g A (aVb) € Q, tenemos que (x Av) = (yVw) € Q,yyaque (Q,P) € SaAyxAv € P,
deducimos que y V w € P, lo que es una contradiccion. Asi () es primo. O

Recordemos la tabla de ecuaciones y condiciones de primer orden dada en la Seccién 2.3

Numero | Ecuacién Condicién
1 Oz <z Rp es reflexiva
2 r < O(x) Ry es reflexiva
3 Oz < O (x) Rg es transitiva
4 0% (z) < Qx R, es transitiva
5 O(x — y) <Oz — Oy | Va,y, 2 [Szy A Royz = Ju, v (Rozu A Royv A Suv Av < 2)]
5 Oz —y) <Oz — Qy | Va,y, 2 [Szy A Ryyz = Fu, v (Suv A Roxu A Ryyv A z < v)]
6 O = y) AOx < Qy | Yo,y [Roxy = Fu,v (Rozu A Suv Ay < v A Ryav)]
7 Ol = y) <Ox — Qy | Va,y, 2z [Roxy A Sxz = 3t (Syt A Rozt A Ryzt)]
9 Oz > y)ANOx <Oy | Ry C(RoNRy)oS™!
10 Or - Oy <0O(x —vy) | RoboS C So(RoNRy)

Table 2.2: Tabla de condiciones
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Teorema 2.4.3. Sea A una WHO-dlgebra. Entonces cada una de las ecuaciones de la
columna izquierda es vdlida sobre A si y sélo si su correspondiente condicién de primer
orden de la columna derecha es vdlida sobre su WHO-marco asociado F(A).

Demostraciéon. 1 =) Supongamos que para cada a € A se satisface la ecuacién Ca < aq,
probaremos que la relacién Rp es reflexiva. Sea P € X(A) y sea a € J'(P), entonces
Oa € P, lo que implica que a € P, por lo tanto (1-!(P) C P, es decir, R es reflexiva.

<) Por contraposicion, supongamos que la ecuaciéon a < a no es valida en A, es decir,
Oa £ a. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) de manera tal que Oa € Py a ¢ P, de donde
se sigue que a € J71(P) y a ¢ P. Dado que Ry es reflexiva, se sigue que (171 (P) C P, por lo
tanto a € P lo que es una contradiccion. Asi, (a < a es valida en A.

2. =) Supongamos que para cada a € A se satisface la ecuacién Ua < [(0?a, probaremos
que la relacion Ro es transitiva. En efecto, sean P,Q,Z € X(A) tal que O°}(P) C Qy
O0-YQ) C Zyseaa € O!(P), se sigue entonces que [Ja € P. Por nuestra hipétesis se tiene
que [?(a) € Py en consecuencia (a € U7(P) C @ por lo tanto Ua € Q. Se sigue entonces
que a € O°YQ) C Z, de donde se tiene que a € Z y en consecuencia (171 (P) C Z, es decir
(P,Z) € Ry resulta R transitiva.

<) Por contraposicién asumiremos que la ecuaciéon a < [1%a no es valida en A, es decir,
Oa £ O%a. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) de manera tal que Oa € Py [?a ¢ P. Te-
niendo en cuenta (1) de la Proposicion 2.1.11, existe Q € X(A) tal que (P, Q) € Rpy Ua ¢ Q.
Denuevo por la misma proposicién existe Z € X (A) tal que (@, Z) € Rny a ¢ Z. Por nuestra
hipétesis se sigue que (P, Z) € Rgy dado que Ua € P se sigue que a € 07(P) C Z, es decir,
a € Z lo que es una contradiccion. Por lo tanto, la ecuacién Cla < (J%a es valida sobre A.

3 =) Supongamos que la ecuacién a < Qa es valida en A. Probaremos que la relacién
R, es reflexiva. En efecto, sea P € R, y a € P, se sigue de nuestra hipétesis que ¢a € P por
lo tanto a € {~'(P), es decir, P C O~'(P) y R, resulta reflexiva.

<) Por contraposicién asumiremos que la ecuacién a < Qa no es valida sobre A, es decir
a £ Oa. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) tal que a € Py Oa ¢ P. Dado que R, es
reflexiva se sigue que a € P C {~'(P), es decir, Oa € P, lo que resulta imposible. Por lo
tanto, la ecuacion a < {a es valida sobre A.

4 =) Asumimos que la ecuacion ¢*a < Qa es valida sobre A, probaremos que la relacién
Ry es transitiva. Sean (P, Q) € Ry y (Q, Z) € Ry, veamos que P C (~'(Z). Seaa € P, ya que
P C O71(Q) se sigue que (a € Q. Teniendo en cuenta que Q C ¢~ (7) se sigue que (%a € Z.
Por nuestra hipétesis se sigue que ¢a € Z de donde se sigue que a € O~1(2).

<) Por contraposicién asumiremos que la ecuacion ¢%a < {a no es valida sobre A, es
decir, *a £ Qa. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) tal que ¢*a € Py Qa ¢ P. Teniendo
en cuenta que (%a € Py el apartado (2) de la Proposicién 2.1.11 existe Q € X(A) tal que
(P,Q) € Ry y Oa € Q. Denuevo, por (2) de la Proposiciéon 2.1.11 existe Z € X(A) tal que
(Q,7) € X(A)ya € Z. Dado que R, es transitiva, se sigue que (P,Z) € Ry, es decir,
Z C O"}P). Yaque a € Z se sigue que Qa € P lo que es una contradiccién. Luego, la
ecuacion (%a < Oa es valida sobre A.

5. =) Supongamos que la ecuaciéon O(ae — b) < Oa — b es valida sobre A y sean
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P,Q,D € X(A) tales que (P,Q) € Sa 'y (Q, D) € Rn. Probaremos que
D1y (074(Q)) € D.

Sea a € Dy-1(py)(07(Q)), entonces existe ¢ € 071(Q) tal que ¢ — a € O (P). Se sigue que
O(¢ — a) € Py teniendo en cuenta nuestra hipétesis se sigue que (g — Oa € P. Teniendo
en cuenta que g — Oa € P, (P,Q) € Sa y g € Q tenemos que [a € Q). Ya que (Q, D) € R,
deducimos que a € D. Por lo tanto, Dy-1(p)(07'(Q)) € D. Por la Proposicién 2.4.1 existe
Z € X(A) tal que O }(P) C Zy Dz(OYQ)) C D. Por el Corolario 1.7.10 existe K € X(A)
tal que (Z,K) € Sa, 0YQ) € Ky K C D. En conclusién, para P,Q,Z € Su tales que
(P,Q) € SAy (Q,D) € Rpexisten Z, K € X(A) tal que (P,Z) € Rn, (Q,K) € Rn, (Z,K) € Sa
y K C D, como queriamos probar.

<) Por contraposicién asumiremos que la ecuacién O(a — b) £ Oa — Ob, es decir, ex-
isten a,b € A tal que O(a — b) £ Oa — Ob. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) tal
que (@ — b) € Py Ua — Ob ¢ P. De esta ultima afirmacién y de el Corolario 1.7.9
existe ) € X(A) tal que (P,Q) € Sa, Oa € Q y b ¢ . Ya que b ¢ @, por (1) de la
Proposicién 2.1.11 existe D € X(A) tal que (Q,D) € Roy b ¢ D. Por nuestra hipétesis
existen Z, K € X(A) tal que O'(P) C Z, (Z,K) € Sa, 0 '(Q) C Ky K C D. Teniendo en
cuenta que O(a — b) € Py (P,Z) € Rp se sigue que a — b € Z. Teniendo en cuenta que
(Z,K) € Saya € K sesiguequeb e K C D. Asi, b € D lo que es una contradiccién y la
ecuacion (a — b) < Oa — b es valida sobre A.

6. =) Asumimos que la ecuacién ((a — b) < Oa — Qb es valida sobre A y sea P,Q, D €
X (A) tales que (P,Q) € Sa 'y (@, D) € Ry. Probaremos que

Do (py(D) N O7H(Q)° = 0.

En caso contrario, existe a € 0"1(Q)°y d € D tal que d — a € O7!(P), de donde se sigue
que [(d — a) € P. De nuestra hipdtesis, se sigue que ¢d — Qa € P. Ya que (P,Q) € Sa
y D C 074Q), tenemos que Qa € Q, lo que resulta una contradiccion. Asi, por el Teorema
1.7.8 existe un filtro primo Z tal que Dy-1(py(D) € Zy Z C ¢ '(Q). Teniendo en cuenta
que D C Do-py(D) C Z, tenemos que D C Z. Ademds, como (O°'(P),Z) € Sa, por la
Proposicién 2.4.1 existe K € X(A) tal que O (P) C Ky (K, Z) € Sa. En conclusion hemos
conseguido dos filtros primos Z y K talque 01 (P) C K, (K,Z) € SA,D C Z,y Z C 0" 1(Q).

<) Por contraposicién asumiremos que la ecuacion O(a — b) < ¢a — (b no es valida
sobre A, es decir, J(a — b) £ Oa — Ob para ciertos a,b € A. Por el Teorema 1.5.8 existe
P € X(A) de manera tal que O(a — b) € Py Oa — Qb ¢ P. Por el Corolario 1.7.9 existe
() € X(A) de manera tal que (P, Q) € Sa, Oa € Qy Ob ¢ Q. Luego, por la Proposicién 2.1.11
existe Z € X(A) de manera tal que (Q,Z) € Ry, a € Zy b ¢ Z. Por nuestra hipétesis,
existen D, K tal que O°'(P) C K, (K,D) € Sa,yZ C D C 0"Y(Q). Yaque O(a — b) € P
y O YP) C K se sigue que a — b € K. Ademds, yaque Z C Dy a € Z se tiene que
a € D. Teniendo en cuenta que (K,D) € Sa,a - b € Kya € D se sigue que b € D.
Yaque b € D C O71(Q) se sigue que Ob € Q, lo que es absurdo. Por lo tanto, la ecuacion
O(a — b) < Oa — Ob es valida sobre A.

7. =) Asumiremos que la ecuacién C(a — b) A Oa < Ob es valida sobre el algebra A 'y
sean P, () € X(A) tal que (P,Q) € Ry. Probaremos que

DD—l(p)(Q> N Q_I(P)c = (.
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En efecto, asumiremos por absurdo que existe a € Dp-1p)(Q) N 07! (P), se sigue entonces
que Oa ¢ Py que existe un elemento ¢ € Q C ¢~(P) tal que ¢ — a € '(P). Teniendo
en cuenta que ¢ — a € O°Y(P)y que ¢ € Q C O'(P), se sigue que (¢ — a) NOg € Py
por lo tanto se sigue que Ob € P lo que es una contradicciéon. Asi, existe D € X(A) tal que
Do-1p(Q) € D, (O Y(P),D) € Say D C O7'(P). Yaque (0! (P),D) € Sa tenemos por la
Proposicién 2.4.2 que existe K € X(A) tal que, 0" 1(P) C Ky (K, D) € Sa. Asi, 07 }(P) C K,
(K,D) € Sa,y Q C D C O~'(P), que era nuestro objetivo.

<) Por contraposicion, asumiremos que la ecuaciéon O(a — b) A Oa < Qb no es valida
sobre el dlgebra A, es decir, existen elementos a,b € A tales que O(a — b) A Ga £ Ob. Por
el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) tal que O(a — b) A Qa € Py Ob ¢ P. Por la Proposicion
2.1.11 existe ) € X(A) tal que (P,Q) € Ry y a € (). Luego existen K, D € X(A) tal que
OY(P) C K, (K,D) € Sa,yQ C D C O '(P). Yaque U(a — b) € P,y Qa € P se sigue que
a—>beKyaeQCD.Yaque (K,D) € Sa,be D,y en consecuencia (b € P, lo que es una
contradiccion. Asi, la ecuacién C(a — b) A Qa < Ob es valida sobre el algebra A.

8. =) Asumiremos que la ecuacién ¢(a — b) < Oa — Ob es valida sobre el algebra
A y sean (P,Q) € S,' o Ry,. Luego existe D € X(A) tal que (D,P) € Say (D,Q) € Ry.
Probaremos que
Do(@~H(P))N O~ (P) =1

Supongamos por absurdo que existe a € O"'(P)¢y p € O7'(P) tal que p — a € Q. Teniendo
en cuenta que Q C O~(D) se sigue que O(p — a) € D y por nuestra hipétesis se sigue que
Op — Qa € D. Yaque (D, P) € Sa yUp € P, tenemos que Qa € P, lo que es imposible puesto
que a € O~'(P)°. Por el Teorema 1.5.8 existe Z € X(A) tal que Do("*(P)) C Z C O~ 1(P).
Teniendo en cuenta que Do (" *(P)) C Z, se sigue que Dg(O'(P))NZ¢ = (). Por el Teorema
1.7.8 existe K € X(A) tal que Do(O"(P)) C K, (Q,K) € Say K C Z. Teniendo en cuenta
que O7'(P) C Do(O7*(P)) se sigue que ' (P) C K C Z C O Y(P)y (Q,K) € Sa. Asi,
(P,K) € RoNRyy (Q,K) € Sa.

<) Por contraposicién asumiremos que la ecuacion ¢(a — b) < Oa — (b no es valida
sobre el dlgebra A, es decir, asumiremos que existe a,b € A tal que O(a — b) £ Oa — Ob.
Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) de manera tal que O(a — b) € Py Oa — Ob ¢ P.
Por la Proposicion 2.1.11 existe ) € X(A) tal que (P,QQ) € Ry y a — b € ). Asimismo, por
Corolario 1.7.9 existe Z € X(A) tal que (P, Z) € Sa,0a € Zy Ob ¢ Z. Por nuestra hipétesis,
existe H € X(A) talque (Q,H) € SAy (Z,H) € RoN R,. Teniendo en cuenta que a — b € Q,
acOYZ)C Hy (Q,H) € Sa se sigue que b € H. Ya que (Z,H) € R, se sigue que Ob € Z
lo que es una contradiccién. Asi, la ecuacion ¢(a — b) < Oa — Ob es valida sobre el algebra
A.

9 =) Supongamos que la ecuaciéon O(a — b) A Oa < Ob es valida sobre el dlgebra A 'y
sean (P, Q) € Ry, probaremos que

Do(@ ' (P)) N O~} (P) = 0.

En efecto, supongamos por absurdo que existe a € Dg(O7'(P)) N O~*(P)°. Entonces
existe p € 0" }(P)talque p = a € Qy Qa ¢ P. Ya que, (P,Q) € Ry, tenemos que O(p —
a) € P. Como Op € P, tenemos que {(p — a) AOp € P. Por nuestra hipétesis, se sigue
que Qa € P, lo que es una contradiccién. Asi, por la Proposicién 1.7.8 existe Z € X(A)
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tal que Do(OY(P)) C Z, (Q,Z) € Say Z C O"'(P). Teniendo en cuenta que 0! (P) C
Do(O7Y(P)) C Z, se sigue que (P, Q) € (RoN Ry) o Sy .

<) Por contraposicion, asumiremos que la ecuaciéon ¢(a — b) A Oa < Qb no es valida
sobre el algebra A. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) tal que ¢(a - b)) Ala € Py
Ob ¢ P. De la Proposicién 2.1.11 existe () € X(A) tal que (P,Q) € Ry ya — b € Q. Por
hipétesis, existe 7 € X(A)tal que O }Y(P) C Z C 0" YP)y (Q,Z) € Sa. Yaque LJa € P
tenemos que a € Z. Yaquea > b€ @, (Q,Z) € Sa,y a € Z tenemos que b € Z. Final-
mente, ya que Z C {~!(P), tenemos que Ob € P, que es una contradiccion. Asi, la ecuacion
O(a — b) Aa < Ob es valida sobre A.

10 =) Supongamos que la ecuacién Qa — b < [(a — b) es valida sobre el algebra A y
sean (P, ()) € Rp o Sa mostraremos que existe D € X(A) con (P, D) € Sa, (D,Q) € RoN Ry.
Ya que (P,Q) € Roo Sa tenemos que (O71(P),Q) € Sa. Ademés notemos que

Dp(0(Q) N 1(O(Q7)) =0

En efecto, si x € Dp(0(Q)) N I((Q°)) entonces existe a € @, con ¢a — x € P,y z < g para
algin ¢ € @Q°. Ya que = < (g, tenemos que ¢a — = < Qa — g < O(a — q) € P. Se sigue
entonces que a — g € 7 1(P). Yaque (O"1(P),Q) € Sa,a —be O YP)ya e Q se sigue que
q € @, lo que es una contradiccién. Por el Teorema 1.7.8 existe D € X(A) con (P,D) € Sa'y
(D, Q) € Ry N Rp.

<) Por contraposicién, asumiremos que la ecuaciéon ¢a — [0b < [O(a — b) no es valida
sobre A. Por el Teorema 1.5.8 existe P € X(A) con a — Ob € P, O(a — b) ¢ P. Dela
Proposicién 2.1.11 existe Q € X(A) con (P,Q) € Roya — b ¢ @, se sigue por el Corolario
1.7.10 que existe Z7 € X(A) tal que (Q,Z) € Sa, a € Z, b ¢ Z. Por nuestra hipdtesis
(P,Z) € Sa o (RaN Ry), por lo tanto existe D € X(A) con (P, D) € Sa, (D,Z) € RnN R,. Ya
que Qa — b € P, a € Z se sigue que Qa € D,y b € D, por lo tanto b € Z lo que es una
contradiccion. Asi, la ecuaciéon Qa — Ob < O(a — b) es valida sobre A. O

Combinando los resultados obtenidos en el Teorema 2.3.1 de la Seccion 2.3 y el Teorema
2.4.3 de la presente seccion, se obtiene el siguiente Corolario.

Corolario 2.4.4. Si V es una subvariedad de WHO axiomatizada por las ecuaciones men-
cionadas en el Teorema 2.4.3 entonces cada miembro A de la variedad V es isomorfo a una
subdlgebra del dlgebra A(F(A)).



Capitulo 3

Logicas subintuicionistas modales

El término légica subintuicionista ha sido empleado en la literatura para hacer referencia
a sublégicas de la légica intuicionista. Este tipo de logicas son definidas semanticamente
mediante modelos de Kripke utilizando la misma interpretacion de los conectivos que en el
caso intuicionista pero sin imponer alguna (o todas) las condiciones que se requieren para
el caso intuicionista, a saber: la reflexividad, la transitividad o la persistencia. Existen
diferentes trabajos sobre en el estudio de este tipo de logicas (ver [7, 18, 24, 27, 52] entre
otros). En particular, en [18] se introduce un calculo de Gentzen adecuado para la menor
légica subintuicionista w kK, y se estudian diferentes extensiones de dicho calculo.

En este capitulo estudiaremos algunas expansiones de la légica subintuicionista wk,,.
En particular, introduciremos un calculo de Gentzen adecuado para el sistema deductivo
asociado a la variedad WHO. Por otra parte, utilizando los resultados obtenidos en el
Capitulo 2 de este trabajo, buscaremos determinar una semantica tipo Kripke para algunas
expansiones modales de wK, obteniendo asi una generalizacion de los resultados presenta-
dos en diferentes trabajos (ver [8, 29, 32, 53, 55] entre otros). Los resultados exhibidos en
el presente capitulo, en conjunto con los resultados del Capitulo 2, han sido enviados para
su publicacion en [21]. Dicho trabajo se encuentra actualmente en proceso de referato.

Comenzaremos este capitulo introduciendo algunas nociones y resultados elementales
sobre sistemas deductivos y calculos de Gentzen.

3.1 Sistemas deductivos

Sea £ un lenguaje de cierto tipo. Escribiremos Fm, para denotar el algebra absolutamente
libre de £-formulas construidas sobre un conjunto numerable de generadores el cual lla-
maremos variables proposicionales. Asimismo, indicaremos F'm, al universo del algebra
Fm/,. Diremos que una relaciéon - entre un conjunto (posiblemente vacio) de formulas y
una férmula es una relacion de consecuencia si satisface las siguientes propiedades:

1) Sigp € 'entonces ' - p !
2) Sil' ¢y AF ~vparacada~y €I entonces A F ¢
3) Sil'F pyo € End(Fm,) entonces o[l'| - o[¢]

1Como es usual escribiremos I' - ¢ para indicar a los pares (I',¢) €
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Diremos que un par S = (Fm,,Fs) es un sistema deductivo si g es una relacion de
consecuencia definida sobre F'm,. Un sistema deductivo S = (Fim,,+s) se dice finitario si
para cada conjunto de formulas I' y cada férmula ¢ se tiene que:

I' F5 ¢ siy s6lo si existe un subconjunto finito I'y C I" tal que I'y kg .

Un secuente es un par (I', ¢) donde I" es un conjunto finito de formulas (posiblemente
vacio) y ¢ es una férmula. Diremos que un secuente (I', ) es un secuente de un sistema
deductivo S = (Fm,,bg) cuando I' g ¢. En tal caso, la expresiéon I' F¢ ¢ indicara que
la formula ¢ es una S-consecuencia del conjunto de formulas I" o bien que ¢ se sigue del
conjunto I'. En caso de que ¢ se siga del conjunto vacio, en simbolos () 5 ¢, diremos que la
formula ¢ es un teorema del sistema deductivo S. Utilizaremos la notacion I > ¢ en lugar
de (I', ¢). El conjunto de todos los secuentes de un tipo algebraico £ es denotado por Seq,.
Si no existe riesgo de confusién escribiremos Seq en lugar de Seq,.

Sean S = (F'm,,s) un sistema deductivo definido sobre el algebra de formulas de tipo
L y I' un conjunto de L-férmulas. Diremos que I' es una teoria de S si es cerrado bajo
deducciones, es decir, si {¢: I' s ¢} C I'. El conjunto de todas las teorias de un sistema
deductivo S se indicara como Th(S) y tiene estructura de sistema de clausura inductivo de
donde se sigue que su operador de clausura asociado 7': P(Fm,) — P(Fm,), definido por

T(A) =({T € Th(S): A C T},
es un operador de clausura finitario. Es sencillo probar que
T(A)={p € Fm,: Ay s ¢ para algin A, subconjunto finito de A}.

Sea S = (Fmg,Fg) un sistema deductivo. Definimos la relacién de Frege asociada al
sistema deductivo S, la cual denotamos por A(S), como la relacién

(a, 8) e A(S)siysblosiatgs 8y Btsa.

La relacion de Frege A(S) es también llamada la relacién de interderivabilidad de S y es
inmediato verificar que es una relacion de equivalencia sobre Fm, . Mas aun, se sigue que

(a, B) € A(S) siy s6losiT(a) =T(5).

Un sistema deductivo S se dird autoextensional si su relaciéon de Frege A(S) es una
congruencia sobre Fm,. En tal caso, el algebra cociente Fm,/A(S) es un algebra del mismo
tipo que Fm, y es conocida como el algebra de Lindenbaum-Tarski asociada al sistema
deductivo S.

Una de las formas mas usuales de asignar una clase de algebras a un sistema deductivo
S es mediate la variedad V(Fm,/A(S)), la cudl indicaremos como V(S). Ademas, notemos
que

V(S)Ea= Bsiysolosi Fm /A(S) E a= §siysélosi(a,3) e A(S).
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3.1.1 Sistemas deductivos con conjuncion

Sean £ un lenguaje y S = (Fim,,+g) un sistema deductivo. Diremos que S tiene una con-
Jjuncion si existe un conectivo binario A € L tal que para cada par de variables proposi-
cionales p, ¢ se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) pAgbEsp.
(2) pAglsq.
(3) p,akspAg.

Una manera de definir los sistemas deductivos con conjuncion es a través de una clase
de algebras K basada en semireticulos. Esta clase de algebras las introduciremos a contin-
uacion:

Definicion 3.1.1. Sea L un lenguaje con un conectivo binario A\. Diremos que una clase
de dlgebras K, de tipo L, es una clase de dlgebras basada en semireticulos si para cada
miembro A € Ky cada a,b,c € A se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) an(bAc)=(aNb)Ac

(2) anb=DbAa.

3) aNa=a.

En este trabajo, todas las clases de algebras que consideramos son clases basadas en
semirreticulos. En particular, todo miembro A de las clases de algebras consideradas en
este trabajo, tiene un iltimo elemento 14, al cual simplemente lo notaremos como 1.
Definicion 3.1.2. Sea K una clase de L-dlgebras basada en semireticulos. El sistema de-

ductivo asociado a la clase K consta del par S (K) = (Fm,,sx)), donde la relacion g« se
define de la siguiente manera:

v, omb sy siysolosi KEy A Ay Aoy A Ay,
DbFswyp siysolosi KEp~l.

Asi, para secuentes arbitrarios (I', p) definimos
I' Fs) ¢ sty solo si existe {v1,..,7.} C I tal que {v1,.., 7} Fsx) ¥

Observacion 3.1.3. Notemos que si K es una clase de algebras basada en semireticulos
entonces para cada par de formulas («, 5) se sigue que

(a, B) € A(S(K)) siysdlosi K =a~p.

De donde se sigue que S(K) = S(V(K)). Més aun si K y K’ son dos clases de algebras tales
que S(K) = S(K’) entonces V(K) = V(K’)
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Los sistemas deductivos autoextensionales con conjunciéon mantienen una fuerte relacion
con las clases de algebras basadas en semireticulos. En efecto, si S = (F'm,,Fg) es un sis-
tema deductivo autoextensional con conjuncién entonces para ~q,..,v,,» € Fm, se sigue
que

{7, st Fspsiysolosi (i A Ay A, Y1 A=+ Ay,) € AS)
siys6losiV(S)Evi A Ay A=y A AT,

Donde V(S) resulta una variedad de algebras basada en semireticulos. Por otro lado, la
Definicién 3.1.2 nos permite asociar a cada clase de algebras basadas en semireticulos un
sistema deductivo autoextensional con conjuncion. Esta relacion se establece en el sigu-
iente resultado [35, Teorema 3.7]

Teorema 3.1.4. Para cada lenguaje algebraico L con un operador binaro N existe un iso-
morfismo dual entre el conjunto de todos los sistemas deductivos autoextensionales con con-
juncion ordenados por extension y el conjunto de todas las subvariedades de la variedad K,
donde K es la variedad axiomatizada por las ecuaciones de la Definicion 3.1.1

Sistema deductivo asociado a la variedad WHO: En adelante vamos a considerar el
lenguaje subintuicionista con operadores L, = {A,V,—,0,0, L, T} de tipo (2,2,2,1,1,0,0).
Escribiremos Fm/_ para denotar el algebra absolutamente libre de férmulas sobre un con-
junto numerable de variables proposicionales al cual denotaremos por Prop. Asimismo,
escribiremos F'm,_, para denotar el universo de dicha algebra.

Teniendo en cuenta la Definicién 3.1.2 definimos el sistema deductivo asociado a la var-
iedad WHO, el cual denotamos por S(WHO), como el par S(WHO) = <Fmﬁso, |—$(WH0)> donde
la relacion de consecuencia se define de la siguiente manera: si v, ...,7,, ¢ €s un conjunto
de L, -formulas definimos

{")/1,..,")/71} l_S(WHO)SO SiYS6IOSi WHO):”)/l/\/\’}/n/\(,D%’yl/\/\”)/n,
0 Fswroy ¢ siysolosi WHO =~ 1

SiI' es un conjunto arbitrario de £, ,-formulas y ¢ es una férmula del mismo tipo definimos

I' Fsewroy ¢ siy sélo si existe {v1,..,7,} C I tal que {v,.., 7} Fsowno) ¥

3.1.2 Sistema deductivo asociado a un calculo de Gentzen

En la presente seccion recordaremos algunas definiciones elementales sobre calculos y sis-
temas de Gentzen.

Sean L un lenguaje y I' > ¢ un L-secuente. Definimos la clausura por sustituciones del
secuente I' > p como el conjunto de £-secuentes

{h[l'] > h(p): h € End(Fm,)}.
Si IT es un conjunto de secuentes y h € End(Fm/,) definimos el conjunto

R = {h[A] > h(a) | A> « € 11},



3.1. SISTEMAS DEDUCTIVOS 59

Definicion 3.1.5. Sean L un lenguaje de cierto tipo y (II,T' > ¢) un par donde 11 es un
conjunto de L-secuentes y I' > ¢ un secuente del mismo tipo. La regla de Gentzen generada
porel par (II, T > ¢) es la clausura por sustituciones de dicho par, es decir

(ILT > @) = {(A[I], h[l] > h(p)) | h € End(Fm)}.

En tal caso, diremos que el par (II,I" > ¢) es un generador de la regla. Si (II,T' > ¢) es una
regla de Gentzen con 11 = () entonces se dird axioma de Gentzen. Un calculo de Gentzen K
es un conjunto de reglas de Gentzen.
Es usual escribir
II
'’

para denotar la regla de Gentzen (II,I" &> ¢). En este trabajo usaremos ambas notaciones
segun resulte conveniente.

Definicion 3.1.6. Sean K un cdlculo de Gentzen definido sobre el conjunto de L-secuentes,
IT un conjunto de L-secuentes y I' > ¢ un secuente del mismo tipo. Una K-prueba de I' > ¢
a partir del conjunto de secuentes 11 es una secuencia de L-secuentes A > aq,...,A\, > o, tal
que A, =T, a, =pyparacada i =1,...,n:

(1) A, > a; €110 bien

(2) {A;j>a;|j<i}l,I'> ) esunainstancia de alguna regla del cdlculo K.

En caso de que exista una K-prueba del secuente I' > ¢ a partir del conjunto de secuentes 11
diremos que I' > p es derivable del conjunto de secuentes 11 en el cdlculo K. En caso de que
el secuente ' > ¢ sea derivable del conjunto 11 = () diremos que T' > ¢ es derivable para el
cdlculo K

Sean £ un lenguaje y K un calculo de Gentzen definido sobre el conjunto de £L-secuentes.
La nocion de K-prueba nos permite definir una relacién de consecuencia sobre el conjunto de
las £-formulas y por lo tanto nos permite definir un sistema deductivo asociado al calculo de
Gentzen K. Para esto, es necesario que nuestro calculo de Gentzen contenga las siguientes
reglas:
0 ' e ' e>vy
M s . ’ .
o MWTuse O Ty
Estas reglas son conocidas como regla de identidad, monotonia (o debilitamiento) a izquierda
y corte, respectivamente.

D:

Definicion 3.1.7. Sea K un cdlculo de Gentzen definido sobre el conjunto de los L-secuentes
de manera tal que las reglas (I), (M) y (C) son reglas del cdlculo. El sistema deductivo
estdndar asociado al cdlculo K es el par Sx = (Fm,,tx) donde la relacién de consecuencia
Fi se define de la siguiente manera: Para cada ' conjunto finito de L-formulas y cada ¢
formula del mismo tipo

' ¢ sty solo siT' > pes derivable en K

Fic @ sty sélo si () > ¢ es derivable en K

Definicion 3.1.8. Sean L un lenguajey S = (Fm,,ts) un sistema deductivo definido sobre
el conjunto de las L-formulas. Diremos que un cdlculo de Gentzen K es adecuado para el
sistema deductivo S siy sélo si Sx = S.
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3.2 Un calculo de Gentzen adecuado para S(WHO)

El objetivo de la presente seccién es determinar un calculo de Gentzen adecuado para el
sistema deductivo S(WHO). Tomaremos como punto de partida el calculo de Gentzen dado
en [7, 18] para la menor légica subintuicionista wK, y lo extenderemos con ciertas reglas
necesarias para los operadores unarios.

Consideremos el siguiente calculo Gentzen G sobre el conjunto de L, -secuentes:

Axiomas de Gentzen
1) Lo
2) (a =) AN(a—=y)>a— (BAY).
3) (a=Y)NAN(B—=7)>(aVp) =7,
4) (= B)A(B—=7) > (=)
5) T OT.
6) 0L L.
7) OanOpB>0O(a A B).
8) Ola Vv Op) > Oa Vv OB.
Reglas de Gentzen

I- 0 ) I'>a C.RQDQFDQ
Doy "I a ' I'>e

l'a, I'>p Lape I

At Fr'canp 2 CiaANB> e

La>e T8> ¢ - I'>a Vo '>pg
Lavp>e > TraVp P Toavp

1-

>

o> Do - ar>f
Qp > O

Digostoy Do frang O

Teniendo en cuenta la Definicién 3.1.7 sobre el conjunto de las £, -formulas definimos
el sistema deductivo estandar asociado al calculo G, el cual vamos a denotar como el par
Sg = (F'm¢,,,Fs,), donde la relacién de consecuencia g, se define de la siguiente manera:

{7, s} Fs, @ siysélosil > ¢ es derivable en G.

0 ks, ¢ siysoélosildr ¢ esderivable en G.

Para el caso de secuentes arbitrarios, definimos

I'tg, ¢ siysélosi{v,.., 7} s, ¢ para algun subconjunto finito {~,...,7,} C T.
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Lema 3.2.1. Los siguientes L,,-secuentes son derivables en G

1) 0> — o

(2) > V.

(3) >V

4) p NP>

(B) Yy N>

(6) 1V, o> p A

Ademds

(a) El secuente {a — v: v €'} > a — ¢ se sigue del secuente I' > .
(b) El secuente 1) — o> ¢ — « se sigue del secuente ¢ 1> 1.
Demostracion. ver [7, Lema 3.1] O

Lema 3.2.2. Sean «,( dos L,,-formulas y Sg el sistema deductivo estdndar asociado al
cdlculo G. Entonces

(1) O(a A B) s, Do A DB,
(2) O(aVp) ks, CaV Op.
Demostracion. (1) Sean ' y 3 dos formulas. Por las reglas I y M se sigue que

0 0
{o,8}pa Y {a,f}> 8-

Luego, por la regla (A,) se sigue que

0 0
aANfB>a ¥ anBD>fS

Aplicando la regla ([J,) se sigue que

0 0
OaAp)>0a Y OaAp)>08

Por ultimo, usando la regla (/) se sigue que

0
O(a A B)>DOaAOp

De donde se sigue que el secuente Cl(a A ) > Oa A 5 es derivable en G y en consecuencia
O(a A B) kg, Oa AOB. Asimismo, teniendo en cuenta el axioma (7) del calculo G se sigue
que Do A0S Fg, O(a A ). La prueba para (2) es analoga. O
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Se sigue del Lema 3.2.1 que el sistema deductivo estandar Sg tiene conjuncién. Por lo
tanto dadas 7, ..., V., p Ls-formulas se sigue que

{71, Fsg psiysblosiy A Ay Abgg i A Ay A
Teniendo en cuenta el Lema 3.2.1 y el Lema 3.2.2 se tiene el siguiente resultado.
Lema 3.2.3. El sistema deductivo Sg es autoextensional.

Demostracion. Probaremos que la relacion A (Sg) definida por

(o, 1) € A(Sg) siy sélosip g, ¥,

es una congruencia sobre el algebra de £, -formulas. Debido a las reglas para los conec-
tivos del célculo G es sencillo verificar que si (p1,11) € A(Sg) ¥ (p2,12) € A(Sg) entonces
(p1 % 2,11 x1h9) € A(Sg) para x € {V,A}. Por lo tanto, sélo trataremos con el caso implica-
tivo y los casos modales. Supongamos que (¢1,%1) € A(Sg) ¥ (2, %2) € A(Sg). De el hecho
de que 7, =g, ¢1 se sigue que el secuente v, > ¢, es derivable. Teniendo en cuenta la regla
DT, se sigue que () > 1); — ¢ es también derivable en G. Utilizando la regla de monotonia
M se sigue que el secuente

1 — P2 D> Y1 — 1 3.1)

Es derivable en G. Por otro lado, dado que ¢, g, ¥, se sigue que ¢, > 1, es derivable en G.
Luego, por (a) del Lema 3.2.1 se sigue que

©1 = P2 B> 1 = Py (3.2)

Es también derivable en G. Asi, por el axioma (4) y la regla C tenemos que ¢; — ¢y Fg,
Y1 — 1. Un argumento similar muestra que ¢, — v, g5, ¢1 — ¢, de donde se sigue que
(1 = 2,91 = 1y) € A(Sg). Por tltimo, si (¢,v¢) € A(Sg) entonces tenemos que ¢ =g, 1/,
es decir los secuentes ¢ > ¥ y ¥ > ¢ son derivables en G. Teniendo en cuenta la regla
[J; tenemos que O(p) > O(v) y O(¥) > O(p) son derivables en G, por lo tanto se sigue
que (O(p),0(v)) € A(Sg). Una prueba similar muestra que si (¢,%) € A(Sg) entonces

(Op), 0(¥)) € A (Sg). [

Teniendo en cuenta que la relacion de Frege A (Sg) resulta una congruencia sobre el
algebra de L, formulas se sigue que el algebra

Fm, /A (Sg) = (chso//\ (Sg), A, V,—, 0,0, ()Fmﬁso//\(sg)7 1Fmaso//\(59)) ’

es un algebra en el lenguaje L., donde las operaciones son definidas de manera usual y
1Fmeg,/ASg) . — T/A(Sg) y oFmeso/ASg) . — 1/A(Sg)

Notemos ademas que para cualquier L, -ecuacion o =~ 3
Fm, /A (Sg) =a=~ fsiysodlosi (a,5) € A(Sg)

Lema 3.2.4. El dlgebra Fm,_ /A (Sg) es una WHO-dlgebra.
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Demostracion. Teniendo en cuenta las reglas estructurales I,M y C del calculo G y las reglas
para los conectivos A y V se sigue que

(Fm/A(Sg), A, V,1,0),

es un reticulo distributivo acotado, por lo tanto sera necesario probar que son validas las
identidades de la Definicion 1.7.1:

1) Sea ¢ una L,,-formula probaremos que
Fm/A(Sg) o= o~ T,

es decir probaremos que los secuentes ¢ — o> T y T > ¢ — ¢ son derivables en G. En
virtud de la regla I se sigue que el secuente ¢ > ¢ es derivable. Teniendo en cuenta la
regla DT, se sigue que () > ¢ — ¢ es derivable en G. Luego, por la regla de monotonia
M se sigue que T > ¢ — ¢ es derivable en G. Un razonamiento analogo muestra que
el secuente ¢ — ¢ > T es derivable.

2) Sean ¢, 1,0 L, formulas probaremos que

Fm/A(Sg) = = (P A6) = (¢ = ¥) Ap —0).

En virtud del axioma (2) del calculo G sélo sera necesario probar que el secuente
© — (VNI > (p — ) A (p — §) es derivable. En efecto, por la regla A, se sigue que los
secuentes (1) AJ) >y (¢ AJ) > 0 son derivables. Teniendo en cuenta la propiedad (a)
del Lema 3.2.1 se sigue que los secuentes ¢ — (VA > = vy o — (VA >p — J son
derivables. Luego, por regla A3 se sigue que el secuente ¢ — (Y A0)> (¢ — V) A(p — )
es derivable.

3) Sean ¢,1,6 L,, formulas probaremos que
Fm/A(Sg) = (e V) =6~ (¢ = 0) Ay —=9).

Teniendo en cuenta el axioma (3) del calculo G sélo sera necesario probar que el sen-
cuente (¢ Vi) = 6> (¢ — 0) A (p — 0) es derivable. Teniendo en cuenta las reglas
V1y Vs del calculo G se sigue que los secuentes o > ¢ V¢ y 1 > ¢ V ¢ son derivables.
Luego, por (b) del Lema 3.2.1 se sigue que (¢ V) > 0> @ =0y (pVh) = >p — 4
son derivables. Por la regla A; se sigue que el secuente (¢ V1)) = 6> (p — I) A (¥ — 0)
es derivable.

4) Sean p, 1,6 L,, formulas probaremos que

Fm/A(Sg) F (6 = ) A (W = 0)) A = ¢) = (g = ) A (Y = 9).

Esta identidad se satisface debido al axioma (4) del calculo G y al hecho de que S; es
un sistema deductivo con conjuncion.

Por 1ultimo, teniendo en cuenta el Lema 3.2.2 y los axiomas (5) y (6) del calculo G se puede
comprobar que
(Fm/A(Sg), 0, 0),

es un reticulo modal. Por lo tanto, se sigue que Fm/A(S,,,) es un miembro de la variedad
WHO. u
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Con el objetivo de hacer mas clara la prueba del siguiente resultado introduciremos una
transformacion de £,,-secuentes en L, -ecuaciones mediante la aplicacion

p(FDgp):/\F/\gp%/\F.

Teorema 3.2.5. El cdlculo de Gentzen G es adecuado para el sistema deductivo S(WHO).
Esto es, para cada conjunto de L,,-formulas I" y cada formula p del mismo tipo

I' s, p sty sélo siI' Fsewnhoy ¢

Demostraciéon. =) Como es usual debemos comprobar que la variedad WHO satisface la
ecuaciéon p (T > ¢€), para cada T > ¢ axioma del calculo G. Asimismo, debemos comprobar
que para cada (II, T > €) regla del calculo G la variedad WHO satisface la quasi-ecuacion:

{p(A>a): A>acll} = p(T>e¢)

Unos calculos directos bastan comprobar dichos enunciados. Luego, por induccion sobre la
longitud de la G-prueba de I' >> ¢ se sigue que I' Fgwro) ¢

<) Supongamos que I' Fswwro) ¢. Por la propia definicién del sistema S(WHO) se sigue
entonces que existe un subconjunto finito {71, ..,7,} C I tal que

WHO Ey A Ay Ap =y A A,

En particular, por el Lema 3.2.4, se sigue que Fm/A(Sg) € WHO. Teniendo en cuenta el
homomorfismo canénico v: Fm, , — Fm,_/A(S), se sigue que

0 I ARE AN AN ey o S AN T

Dado que Sg es autoextensional y con conjuncién se sigue que {vi,.., .} Fs, ¥, es decir,
r |_Sg 2 []

Logicas subintuicionistas modales: En este apartado vamos a introducir la nocion de
légica subintuicionista modal mediante la extension del sistema deductivo Sg utilizando la
siguiente lista de secuentes:

To: Oa >« wKpe: O(a = B) AQa>Op
Ty: a> Qa wKoe: O(a = B) AQa>Op
40: Oa > DPa FS;: 0 (a— p)>Ua— 0p
4o O%a > Qa wFS;: O (a— ) AOar> Op

Ko: O(a = f)>0a - 08 FSy: ¢a — 0 >0(a — )

Lista de secuentes

Definicion 3.2.6. Un sistema deductivo S = (S, ) se dird 16gica subintuicionista modal si
es una extension del sistema Sg.
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Teniendo en cuenta los resultados de [18, Seccion 5], existen naturalmente dos tipos
de extensiones para el sistema Sg. Dado I' > ¢ un L,,-secuente definimos las siguientes
extensiones:

¢ Sg(I'> @) el sistema deductivo estandar asociado al calculo de Gentzen G U {I" &> ¢}.

e Sg @ {I' > ¢} el menor sistema deductivo S = (Fm,
r l_S @.

Fg) tal que S extiende a Sg y

s0)

Las extensiones mencionadas en la siguientes lista son algunas légicas subintuicionistas
modales:

Sg (Tn) Sg(wKny) Sg@To  Sg @ wKpo
Sg(To)  Sg(wKmg) Sg&To  Sg & wKnp
So(dn) Sg(FS)  Sg@dn SgeFS,
Sg (4y)  Sg (wFSy) Sgddy SgdwFS,
So(Ko) Sg(FS) SgeKu SgaFS

Lista de extensiones 1

Existe una relacién entre las extensiones de la forma Sg(I" > ¢) y las extensiones de la
forma Sg @ I' > ¢ la cual se establece en el siguiente resultado (ver [18, Proposicién 5.3]):

Lema 3.2.7. Para cada R € {40, 4, To, Ty, Ko, Koy, wKng, FS1, wESy, FSa} el sistema deduc-
tivo Sg(R) es una extension propia del sistema deductivo Sg & R.

Demostracion. Dado que la prueba en todos los casos es analoga tomamos como ejemplo el
secuente
Ko: O(a — 8) > Oa — 0Op.

Por la propia definicién de Sg @ K se sigue que Sg(Kp) es una extension de Sg @ Kp.
Asimismo, por la regla DT se tiene que C(a — 5) — (HOa — Op) es un teorema de Sg(Kn).
Sin embargo, (o — §) — (Oa — 0F) no es un teorema de Sg @ K. Se sigue entonces que
Sg(Kn) es una extensién propia de Sg @ K. N

Por razones que resultaran evidentes en los préoximos resultados, en este trabajo sélo
vamos a considerar las extensiones de la forma Sg(I'>¢). En particular, vamos a considerar
los siguientes sistemas deductivos:

Sg (To)  Sg (wKmy)

Sg (To)  Sg (wKey)

Sg (40)  Sg (FS1)

Sg (o) Sg (WFSy)
( (

Lista de extensiones 2

A continuacion consideremos la siguiente tabla de £,,-secuentes y L,,-ecuaciones
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Secuente Ecuacion

T o > «o Ua <a

Ty a> Qo a < Qa

40 Oa > DPa Oa < CPa

4 Ola > Qo Oa < O%a

Kpn O(a — f) > UOa — 0 | D(a — b) <Oa — Ob

Kpo O(a— p)>0a— 0F | Ola— bA < Qa— Ob

wKoy | O(a = B) AQa>08 | O(a — b) AQa < Ob

FS; Ola—=pf)>Oa— OB | Ola—b) <Oa— Ob

wFS; | Ola—= B)AOa> 08 | Ola—b) Ala < Ob

F'S, Oa—06>0a— ) | ¢a— 0Ob<O(a —b)

Tabla de secuentes y ecuaciones

Teniendo en cuenta el Teorema 3.2.5 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.2.8. Para cada secuente I' > ¢ de la columna izquierda de la Tabla de secuente
y ecuaciones, el cdlculo G U {I"' > ¢} es adecuado para el sistema deductivo asociado a la

subvariedad de WHO que se obtiene al considerar la correspondiente ecuacion en la columna
derecha de la Tabla.

3.3 Semantica tipo Kripke para el sistema S(WHO)

El objetivo de esta seccion es el estudio de semanticas relacionales de tipo Kripke para el
sistema deductivo S(WHO) de manera que permita obtener una generalizacién adecuada
de la semantica de tipo Kripke utilizadas para la légica modal intuicionista (ver [8, 18, 29])
y de la semantica tipo Kripke subintuicionista (ver [7, 18]) simultaneamente.

Definicion 3.3.1. Sea 7 = (X, <,S,R,T) un WHO-marco. Una valuacion sobre F es una
funcion v: Prop — Up(X), donde Prop es el conjunto de las variables proposicionales. En
este caso, diremos que el par M = (F,v) es un WHO-modelo basado en el WHO-marco F.

Observaciéon 3.3.2. Sea v: Prop — Up(X) una valuaciéon. Dado que Fm/,_, es el algebra
absolutamente libre sobre el conjunto Prop la aplicacion v se extiende de manera tnica
mediante las siguientes clausulas
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Sea F = (X, <, S, R,T) es un WHO-marco. Consideremos las relaciones
Ro:=Ro < 'y Ry:=To<! (3.3)

Lema 3.3.3. Sea 7 = (X, <,S,R,T) un WHO-marco, v: Prop — Up(X) una funcion que se
extiende por las clausulas de la Observacién 3.3.2 y ¢ una L,,-formula. Entonces

(1) v(Op) ={z € X: Ra(x) Cu(p)}.
@) o(0¢) = {r € X+ Ro(a) N ulp) # 0}

Demostracion. Sélo haremos la prueba de (1). Teniendo en cuenta la Observaciéon 3.3.2 y
la Definicion 2.1.4 se sigue que

v(Op) = Or(v(p)).
Luego, por Lema 2.1.6 se sigue que

v(0p) = Ory(v(p))
que es lo que queriamos mostrar. La prueba para (2) es analoga. O

Si M = (F,v) es un modelo basado en el WHO-marco F entonces es posible definir una
funcién v*: P(Fm,_ ) — Up(X) definida por

U*(F):{ 9{0(7)37€F} si ;ig

si

Es claro que si I' = {¢} entonces v*(¢) = v(¢). En adelante usaremos la notacion v para
indicar a la aplicacion v* debido a que no genera confusién alguna y nos permite evualuar
conjuntos de férmulas.

Definicion 3.3.4. Sea ¢ una L,-formula y M = (F,v) un WHO-modelo basado en F.
Diremos que ¢ es vdlida en M si v(¢) = X. Diremos que ¢ es vdlida en F si es vdlida en
todo modelo M basado en F. Escibiremos M E oy F E ¢ para indicar que la formula ¢ es
vdlida sobre M y sobre F respectivamente.

Definicion 3.3.5. Sea I' > ¢ un L,,-secuente y M = (F,v) un WHO-modelo. Diremos que:

(1) El secuente I' > ¢ es localmente vdlido en M = (F,v) si v(I') C v(p). En este caso, lo
notaremos como M =, I' > ¢.

(2) El secuente I" > ¢ es localmente vdlido en el marco F si I' > ¢ es localmente vdlido en
todo modelo M basado en F. En este caso, lo notaremos con F =, T' > ¢

Utilizando las nociones de validez local de un secuente y la nocion de validez de una
formula sobre un WHO-modelo (WHO-marco) es posible definir el sistema deductivo local
para una clase de WHO-marcos:

Definicion 3.3.6. Sean M una clase de WHO-marcos, I un conjunto de L,,-formulasy ¢ una
formula del mismo tipo. La relacion de consecuencia local se define de la siguiente manera:

[ Fymy ¢ sty sélo si F = T' > ¢ para cada F marco de M.

Fim) ¢ sty sélo si F = ¢ para cada F marco de M.
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Dado S = (F'm,,,,ts) un sistema deductivo definido sobre el conjunto de L, -férmulas.
Diremos que S esta caracterizado por una clase de WHO-marcos M o bien que es fuerte-
mente completo respecto a la clase de WHO-marcos M si para cada I' conjunto de L,,-
formulas y cada ¢ formula del mismo tipo se tiene la siguiente propiedad:

I' Fg @ siysélosil Fym ¢

En la siguiente seccién estudiaremos la conexién entre la relaciéon de consecuencia lo-
cal definida por una clase de WHO-marcos con respecto al sistema deductivo S(WHO).
Mostraremos que el sistema deductivo S(WHO) es fuertemente completo respecto a la clase
de los WHO-marecos.

3.4 Completitud fuerte para el sistema S(WHO)

En la presente seccion haremos uso de los resultados obtenidos en la Seccién 2.4 para
comprobar que el sistema deductivo asociado a la variedad WHO es fuertemente completo
respecto a la légica definida por la relacién de consecuencia local asociada a la clase de todos
los WHO-marcos (ver Definicién 3.3.6). Es decir, para cada I' conjunto de £,,-férmulas y ¢
una féormula del mismo tipo se tiene que

r '_S(WHO) (2 si y solosiT ':l(WHO) @Y.

Asimismo, probaremos este mismo resultado para algunas subvariedades de WHO las
cuales son axiomatizadas por las ecuaciones mencionadas en el Teorema 2.4.3. Comen-
zaremos esta seccion introduciendo algunos operadores entre clases de marcos y clases de
algebras. Estos operadores seran de gran utilidad para el estudio de una semantica rela-
cional para el sistema deductivo S(WHO) y algunas de sus extensiones.

Sea K una clase de WHO-algebras. Teniendo en cuenta el WHO-marco asociado a cada
WHO-algebra (ver Definicion 2.2.5) es posible asociar una clase de WHO-marcos a la clase
K de la siguiente manera

Fr(K)={F(A): A € K}.

Asimismo, si M es una clase de WHO-marcos entonces teniendo en cuenta la WHO-
algebra asociada a cada marco (ver Definicién 2.2.4) definimos

Alg(M) = {A(F): F € M}.

Definicion 3.4.1. Sea K una clase de WHO-dlgebras. Diremos que una clase de WHO-
marcos M es una clase de WHO-marcos compaiiera de la clase K st Alg(M) CKy Fr(K) C M

En [15] se realiza un analisis semantico de diferentes légicas con negacién. En particu-
lar, se introduce la nocion de variedad de —-algebras candnica por —-marcos, la cual permite
establecer conexiones entre los sistemas deductivos asociados a las —-algebras y la relacion
de consecuencia local de diferentes clases de —-marcos. Teniendo en cuenta los resultados
mencionados, haremos la siguiente definiciéon:

Definicion 3.4.2. Una variedad de WHO-dlgebras V se dird canénica por WHO-marcos si
se verifica la siguiente condicion
Alg(Fr(V)) C V.
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Lema 3.4.3. Sea V una variedad de WHO-dlgebras. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) V tiene una clase de WHO-marcos compariera.
(2) V es canonica por WHO-marcos.

Demostraciéon. 1 = 2) Supongamos que V tiene una clase de WHO-marcos comparera.
Escribiremos M para denotarla. Dado que Fr(V) C My ademas Alg(M) C V se sigue que
Alg(Fr(V)) C V. Asi, V es canénica por WHO-marcos.

2 = 1) Supongamos que V es canénica por WHO-marcos. Es inmediato notar que Fr(V)
es una clase de WHO-marcos compariera de V. O

La prueba del siguiente resultado es analoga a la prueba de [15, Teorema 4.10].

Teorema 3.4.4. Sea V una variedad de WHO-dlgebras y M una clase de WHO-marcos
comparniera de V. Entonces para cada I' conjnuto de L,,-formulas y cada ¢ férmula del
mismo tipo

I' Fsevy @ siy sélo si T Fyjvy .

Demostracién. =) Comenzamos asumiendo que I' -5 ¢. Sean F € My v: Prop — Up(X)
una valuacién sobre F. Se sigue de la Observacién 3.3.2 que la valuacién v resulta un
homomorfismo de algebras v: Fm,,, — A(F). Dado que M es una clase de WHO-marcos
comparfiera de V se sigue que A(F) € V. Por nuestra hipétesis existe un subconjunto finito
{7, .., m} C T tal que

v(y1) Nv(y2) - Nulm) S u(e),

de donde se sigue que (), . v(7) € v(y) como queriamos mostrar.

<) Asumiremos ahora que I' K,y . Por absurdo, supongamos que I' /sy ¢. Se
sigue que existe un algebra A € V y un homomorfismo v: Fm,, — A tal que para cada
subconjunto finito {7, ...,7,} C I se tiene que

v(y) A Av(m) £ v(e).

Teniendo en cuenta el Lema 1.5.5 se sigue que v(y) ¢ Fi(v[I']). Por el Teorema 1.5.8 existe
P e X(A) tal que v[I'] € Py v(yp) ¢ P. Consideremos el WHO-marco F(A). Dado que
A €V se sigue que F(A) € M. Consideremos ademas la valuacion o} : Prop — Up(X(A)) es
definida por o} (p) = {P € X(A): v(p) € P}. Teniendo en cuenta nuestra hipétesis se sigue
que existe un subconjunto finito {74, ...,v,} C T tal que

oa(y) N Noa(m) S oalw),

de donde se sigue que o, [I'] C 04 (). Dado que v[I'] C P se sigue que P € o4 [I'] de donde se
sigue que P € o (¢) y en consecuencia v(yp) € P, lo que resulta imposible. O

Teniendo en cuenta el Teorema 3.4.4 se sigue que si V variedad de WHO-algebras que
tiene una clase de WHO-marcos companera M entonces el sistema deductivo S(V) es com-
pleto respecto de la consecuencia local asociada a la clase de WHO-marcos M. En particular,
cada secuente de la Tabla 3.1 tiene asociada una ecuacién y una condicién de primer orden.
Teniendo en cuenta los resultados del Teorema 3.2.5, el Corolario 2.4.4 y el Teorema 3.4.4
podemos establecer el siguiente resultado.
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Corolario 3.4.5. Para cada secuente I' > ¢ de la Tabla 3.1 se tiene que
Fsoureey = Pty = Fiw),

donde V es la subvariedad de WHO que se obtiene al considerar la ecuacién correspondiente
a el secuente I'>py M es la clase de WHO-marcos que satisface la condicién de primer orden
correspondiente al secuente I' > .
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Secuente Ecuacion Condiciéon de primer orden

Oa > « Oa < a R reflexiva

Do > Do %0 < Oa Rp transitiva

a> Qo a < da R, reflexiva

Oa > O Oa < 0% R, transitiva
O(a— B)>0a—08|0O(a—b) <Oa— 0Ob | Va,y, 2 [Sty A Royz = Fu,v (Rozu A Royv A Suv Av < z)]
O(a— p)>Oa— 0 | O(a—b) <OQa— Qb | Va,y,z[Szy A Ryyz = Fu, v (Suv A Rozu A Royv A z < v)]
O(a — B) AQa> Ob O(a—=b)AOa<Ob | Va,y [Roxy = Ju,v (Rozu A Suv Ay < v A Ryav)]

Ola— p)>Oa — Op
O(a— pB)ANDOar>0p
Oa—0OF>0(a— f)

O(a—b) <Oa— Ob
O(a—b)AOa < Ob
Qa—0Ob<O(a—0)

Va,y, z [Roxy A Sxz = 3t (Syt A Rozt A Ryzt))
mo Amﬁ_ N mov oS!
mDo%m MOAmDDmOV

Table 3.1: Tabla de secuentes, ecuaciones y condiciones de primer orden
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Capitulo 4

Sobre un operador modal de
necesidad en algunas subvariedades
de la variedad de las WH-algebras

En el inicio del Capitulo 2 del presente trabajo hemos definido dos tipos de operadores unar-
i0s. Por un lado, los infimo homomorfismos los cuales hemos denotado por [y por otra parte
los supremo homomorfismos que hemos denotado por ¢. Usualmente en la bibliografia el
operador [] es llamado operador modal de necesidad mientras que el operador ¢ es llamado
operador modal de posibilidad. Sin embargo, en este trabajo, hemos decidido reservar di-
chos nombres para ciertos casos particulares de operadores unarios. En particular, en el
presente capitulo introduciremos la nociéon de operador modal de necesidad sobre las sub-
variedades RWH y SRL de la variedad WH y buscaremos generalizar resultados obtenidos
en [13, 32, 47] para estudiar variedades de RWH-algebras y reticulos subresiduados con
operadores modales respectivamente. Los resultados exhibidos en este capitulo han sido
publicados en [22].

4.1 Operador de necesidad en RWH y SRL

Recordemos que si A = (A, A,V,—,0,1) es un algebra de Heyting y [1: A — A un operador
unario sobre A entonces diremos que el operador unario [1: A — A es un infimo homomor-
fismo si para cada a,b € A, se satisfacen las siguientes condiciones:

) O1=1
2) O(a A b) =0a ADOD

En tal caso diremos que (A,J) es una Hp-algebra (ver [13, Definicién 5.3]). La clase con-
formada por las Ho-algebras forman una variedad a la cual denotaremos por Hp.

Observacion 4.1.1. Sea A un algebra de Heyting y [J un operador unario sobre A tal que
(01 = 1. Entonces para cada a,b € A, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) O(aAb)=0aADb.
2) O(a — b) < Oa — Ob.

73
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A continuacion daremos un ejemplo de algebra de Heyting con un operador unario
0: A — A que sera muy util.

Ejemplo 6. Sea A el algebra de Boole de cuatro elementos, donde = y y son los atomos.
En particular, es un algebra de Heyting. Definimos el operador unario [J sobre A de la
siguiente manera (10 = 0, Ox = y, Oy = 2 y 1 = 1. Teniendo en cuenta que (01 = 1y
para cada a,b € A se verifica la condicién Cl(a A b) = Oa A b, se sigue que [J es un infimo
homomorfismo.

Teniendo en cuenta la Observacion 4.1.1 se sigue que las identidades O(a Ab) = Oa A b
y O(a — b) < Oa — [b son equivalentes en el marco de la variedad Hy. A continuacién
exhibiremos algunos ejemplos algebras (A, A, V,—,,0, 1) dotadas de un operador unario [
que demuestran dichas condiciones no son necesariamente equivalentes cuando el reducto
no modal no es un algebra de Heyting sino mas bien algin algebra mas general tal como
reticulos subresiduados o RWH-algebras.

Ejemplo 7. Sea A la cadena de tres elementos vista como reticulo acotado, y sea D = {0, 1}.
Es sencillo comprobar que el par A = (A, D) es un reticulo subresiduado, donde la operacién
— esta determinada por

— K O\L

1
1
1
1

oo ~lo
O~ |y

Consideremos ahora el operador unario [1: A — A definido por (00 = z, Ox = z y 01 = 1.
Notemos que (a A b) = Oa A Ob para cada a,b € A. Sin embargo,

O(1 —0)=x £ 0=01— O

Ejemplo 8. Sean A el algebra de Boole de cuatro elementos vista como reticulo distributivo
acotado, donde = e y son los atomos, y D = {0,1}. Es sencillo comprobar que el par (A, D)
es un reticulo subresiduado. M4s aun, la operacién — esta determinada por

-0 x y 1
O |1 1 1 1
z [0 1 0 1
y |0 0 1 1
110 0 0 1

Consideremos el operador unario [1: A — A definido por (0 = 0y Oz = Oy = 01 = 1.
Notemos que O(a — b) < Oa — b para cada a,b € A. Sin embargo,

Oz AOy=1<£0=0(zAy).
Los ejemplos 7 y 8 motivan la siguiente Definicion.

Definicion 4.1.2. Sea A una WH-dlgebra y [ un operador unario sobre A. Diremos que []
es un operador modal si las siguientes condiciones se satisfacen para cada a,b € A:

M1 Ol =1,



4.2. CONGRUENCIAS Y FILTROS ABIERTOS MODALES 75

M2) O(a A b) = Oa A O,
M3) O(a — b) < UOa — Ob.

Observacion 4.1.3. Notemos que si A es una RWH-algebra y [J es un operador unario
sobre A tal que satisface M2) o que satisface M1) y M3) entonces [J es una aplicacién
monoétona, es decir, Ja < [Jb cuando a < b. En efecto, asumiremos en primer lugar que
(0: A — A es un operador unario que satisface M2) y a,b € A son tales que a < b. En este
caso, vemos que

Oa = O(aAb)
= UaADb

de donde se sigue que Ca < [b.
Asumiremos ahora que [1: A — A satisface M1) y M3). Dados a,b € A tales que a < b se
sigue entonces que a — b = 1 y por lo tanto

1 = O(a—b)
< Oa — 0b

de donde se sigue que [la — b = 1 y por lo tanto (Ja < [0b. En particular, los operadores
modales resultaran operadores monétonos definidos sobre A.

Definicion 4.1.4. Un dlgebra A = (A A, V,—,0,0,1) de tipo (2,2,2,1,0,0) se dird RWH-
algebra modal, o bien KRWH-4lgebra, si (A, A,V,—,0,1) es una RWH-dlgebra y J es un
operador modal sobre A. Diremos que A = (A, \,V,—,,0,1) es un reticulo subresiduado
modal si A es un reticulo subresiduado y (] es un operador modal definido sobre A.

Es claro que la clase de algebras cuyos miembros son RWH-4algebras modales y la clase
de algebras cuyos miembros son reticulos subresiduados modales forman una variedad. Es-
cribiremos como KRWH a la variedad de algebras cuyos elementos son las RWH-algebras
modales e indicaremos como KSRL a la variedad de algebras cuyos elementos son los
reticulos subresiduados modales. Estas ultimas dos variedades seran las de mayor interés
en el desarrollo de este capitulo.

4.2 Congruencias y filtros abiertos modales

Un resultado de gran utilidad en el estudio de la variedad de las algebras de Heyting es la
descripcion del reticulo Con(A) de cada algebra de Heyting A en funcién del reticulo de los
filtros Fi(A). Esto es, para cada A algebra de Heyting la aplicacion /' — ©(F') definida por

OF) ={(a,b) e Ax A: (a = b)AN(b—a) € F},
y su inversa § — ©7'(6) definida por
070 ={a€ A: (a,1) € 0}

establecen un isomorfismo entre el reticulo de filtros Fi(A) y el reticulo Con(A). Este re-
sultado ha sido generalizado en dos sentidos. Por un lado, Celani (ver [13, Observacion
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5.6]), y de manera independiente Wolter (ver [53]) generalizan este resultado a la variedad
Hg, estableciendo que existe un isomorfismo de orden entre el reticulo de congruencias de
cualquier Hy-algebra y el reticulo sus filtros modales.

Por otro lado, en [27] los autores extienden el isomorfismo establecido sobre algebras de
Heyting a la variedad SRL. En particular, si A = (A, D) es un reticulo subresiduado en-
tonces las aplicaciones F — O(F) y 0 — ©71(0) establecen un isomorfismo entre el reticulo
de filtros Fi(D) y el reticulo Con(A) (ver [27, Teorema 2]). Asimismo, en [19] este isomor-
fismo se extiende a la variedad RWH. Sin embargo se debe tomar una definiciéon adecuada
de filtros, la cual introduciremos a continuacion.

Definicion 4.2.1. Sean A € WHy F C A. Diremos que F es un filtro abierto si es un filtro
y ademds para cada a € A, si a € I entonces 1 — a € F.

Escribiremos F°(A) para denotar el reticulo de filtros abiertos de A ordenados por la
inclusion. Es claro que F°(A) C Fi(A).

Observacion 4.2.2. Si A € H entonces las identidades (R) y (B) nos permiten observar que
para cada a € A se tiene que a = 1 — a, por lo tanto, la nocién de filtro abierto colapsa a
la nocién usual de filtro. Por otro lado, si (A4, D) es un reticulo subresiduado entonces todo
filtro del subreticulo D es un filtro abierto.

El siguiente resultado es el [19, Teorema 6.12]. Dicho resultado generaliza el isomor-
fismo entre congruencias y filtros abiertos obtenido en [27] para reticulos subresiduados.

Teorema 4.2.3. Sea A € RWH. Las aplicaciones 0 — 1/0 y F — O(F) definen un isomor-
fismo de reticulos entre el reticulo Con(A) y el reticulo F°(A).

Teniendo en cuenta que todo reticulo subresiduado es en particular una RWH-algebra
se tiene el siguiente Corolario.

Corolario 4.2.4. Sea A € SRL. Existe un isomorfismo de reticulos entre el reticulo Con(A)
y el reticulo F°(A), el cual es establecido por las aplicaciones 0 — 1/0y F — O(F).

Teniendo en cuenta estos resultados, en la presente secciéon estudiaremos el reticulo
Con(A) para cada miembro de la variedad KRWH. Mas precisamente, mostraremos que
para cada A € KRWH existe un isomorfismo de orden entre el reticulo de las congruen-
cias de A y el reticulo de los filtros abiertos modales de A (un filtro abierto modal de A es
un filtro abierto que es cerrado para el operador modal). Asimismo daremos una caracter-
izacion del filtro abierto modal generado por un subconjunto del universo de A. Ademas,
presentaremos una descripcion de las congruencias principales de A. Luego introduciremos
y estudiaremos una subvariedad de KRWH, la cual contiene propiamente a la subvariedad
de KRWH generada por la clase de todas las algebras totalmente ordenadas, haciendo uso
de un teorema del estilo del teorema del filtro primo

Comenzaremos con algunas nociones basicas que seran de utilidad para el desarrollo de
la presente seccion.

Definicion 4.2.5. Sean A € KRWH y ' C A. Diremos que F es un filtro abierto modal si F’
es un filtro abierto de A donde ademds se satisfacen la siguiente condicion: si a € F entonces
Ua € F.
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Dada A € KRWH, escribiremos F? (A) para indicar el conjunto parcialmente ordendado
de los filtros abiertos modales de A, cuyo orden parcial esta dado por la inclusion.

Teorema 4.2.6. Sea A € KRWH. Existe un isomorfismo de orden entre Con(A) y F2 (A), el
cual es establecido por las aplicaciones 0 — 1/0y ' — O(F).

Demostraciéon. Sea 6 € Con(A). Por el Teorema 4.2.3, sera suficiente probar que 1/60 es un
filtro modal de A. Sea a € 1/0, i.e., (a,1) € 6. En particular, (Ca,01) € 6, i.e.,, Oa € 1/6.
Reciprocamente, sea I’ € F2 (A). Nuevamente por el Teorema 4.2.3 sera suficiente probar
que para cada a,b € A, sia <> b € F entonces [a <> [Ob € F. En efecto, sean a,b € A
tal que a <+ b € F. Ya que F es un filtro abierto se sigue que U(a < b) € F. Ya que
O(a <> b) < Oa <> 0b tenemos que Ua <» 0b € F, por lo tanto (Ca,[0b) € O(F). O

En particular, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2.7. Sea A € KSRL. Existe un isomorfismo de orden entre Con(A)y F° (A), el
cual es establecido por las aplicaciones 0 — 1/0y ' — O(F).

Observacion 4.2.8. Sea A una WH-algebra. Es interesante notar que para que dichas
aplicaciones establezcan un isomorfismo entre Con(A) y F2 (A) es necesario que sea valida
la siguiente condicion para cada a,b € A:

(R) an(a—Db)<b
Por lo tanto, estos resultados s6lo pueden extenderse a KRWH y KSRL.

Corolario 4.2.9. Sean A es una RWH-dlgebra modal (reticulo subresiduado modal) y 0 €
Con(A). Entonces (a,b) € 0 siy solosi (1,a <> b) € 6.

Dada A € KRWH y a € A definimos el término unario o, (a) recursivamente como sigue:
1) ap(a) = aq,
2) ani1(a) = an(a) A O (a),
Ademss, para k € N definimos el término unario 1 —* (a) recursivamente como sigue:
D1 =a
2) 1 =1 (@) =1— (1-W (a))
Observacion 4.2.10. Si A € RWH entonces 1 — a < a. En particular, si m < n se sigue que
1 =" (a) <1-="(a),
Asimismo, si A € SRL entonces 1 — a =1 — (1 — a). En particular,
1-"(a)=1—a.
Por dltimo, dados n, k € N definimos el siguiente término unario:

th (@) = o (1 =% a).
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Proposicion 4.2.11. Sea A € KRWH, a € Ay j,k,n,m € N. Entonces
1) tFti(a) <1 — th(a).

2) 1t (a) < Ot a).

3) Si a < b entonces tk(a) < tk(b).

4) th(a) NtE(b) = th(a A D).

5) th(a) VtE(b) < th(a Vv b).

6) Si j < kym < nentonces tF(a) <t (a).

Demostracion. Sea a,b € Ayn,k € N.
Comenzaremos probando 1) como sigue:

1—th(a )zl—)[(1—>ka)/\~-'/\lj”(1—>ka)
= (1 —>k+1 a) A1 =01 ="a) A A (1= DO =" a))
= (1 =>"'a) A (01— 0O(1 —>’<f a)) A---A(O"(1) — O"(1 =F a))
> (1M a) A AO(1 =M a)
= t"(a).

Ahora probaremos 2):

O(th(a)) =01 =" a) A--- AD™(1 =" a))
=01 ="a)A--- A0 (1 =F a)
> (1="a) A0 =" a)A--- AO"H1 =F a)

= tp1a(a)

Para la prueba de 3), recordemos que si a < b entonces 1 — a < 1 — b. Iterando este
razonamiento vemos que 1 —* a < 1 —* b. Por lo tanto, ya que [J es un operador monétono,
se tiene que t*(a) < t5(b).

El siguiente calculo muestra 4):

@) A = [(1=F a) A A o SE QAL =R B) A AT = D))
=[(1="a)A (1 D) A - A O =% a) AO"(1 =% b)]
— (1 =* (@A b)) A -/\D"(1—>k(a/\b))
=t"(a AD)

La demostracion de 5) se sigue de 3).
Para probar 6) notemos que por (1) y por la condiciéon (R) se sigue que

) <1 6, (a)
< t,(a)
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Aplicando este argumento k — j veces se sigue que t* (a) < tJ (a). Ademds, notemos que

t,’i(a) =1—=aAN01—=a)A---AO(1 —k (a))
<(1—=a)AO(1 = a)A---AO™(1 =" (a))
= th (a)
< t],(a)
como queriamos mostrar. O

Observacion 4.2.12. Sea A € KRWH. La desigualdad t*(a Vv b) < t*(a) V t¥(b) no es nece-
sariamente valida. El Ejemplo 6 muestra que t*(z VvV y) = 1y t*(x) Vt£(y) = 0 (paran > 1).
Por lo tanto, t*(z vV y) £ t*(z) v t%(y) para cada n,k € N (n > 1).

Sean A una RWH-algebra modal y X un subconjunto no vacio del universo de A. Defin-
imos el filtro abierto modal generado por X de la siguiente manera:

Fo.(X) = [ {F € Fy,(A) | X C F}.

En particular, si a € A entonces escribiremos I, (a) en lugar de F,({a}). El término en una
variable ¥ tendrd un rol fundamental en la descripcion de el filtro abierto modal F2,(X).

Lema 4.2.13. Sea A ¢ KRWH y X C A. Entonces
Fo(X)={recA|IkeNy{z, . ,a;} CX:th(xy A---Agj) <z}
En particular, para cada a € A,
F° (a) = {r € A| In,k € N: t*(a) < z}.
Demostracion. Sea X C A. Definimos el conjunto
G={reA|IkeNy{zy,.,5;} CX:th(z; A ANaj) <}

Veamos primero que G es un filtro abierto modal. Es inmediato que G es un conjunto
creciente y que 1 € (G. Para probar que G es cerrado por A consideremos ni,no, ki, ks € Ny
L1, .., L), 21, ..., 2 € X tal que

th (e Ao Aay) <,

tﬁi(zl/\--~/\zr) <uy.
Sea n = max {nj;,n} y k = max {k;,ky}. Teniendo en cuenta la Proposicién 4.2.11
deducimos que

Ry A AT A A Az =t (o A A ) A (A A ) ST A

Asi, G es un filtro.

Veamos ahora que G es un filtro abierto. Sean n,k € Ny x1,..,z; € X tales que tF(z; A
- Azj) <z.Seaz=uzA---Az;. Es claro que, 1 — t¥(2) <1 — z. Por la Proposicion 4.2.11
se deduce que t*"1(z) <1 — t*(2). Entonces

thtl(z) <1 -,
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es decir, 1 — z € G. Por lo tanto, G es un filtro abierto.
Veamos ahora que G es cerrado por L. Sea z € A, z1,...,2; € X yn,k € N tal que
th(xy Ao Azj) <x.Seaz=uz; A--- Ax;. En particular, por Proposicién 4.2.11,

to1(2) < Ot (2)).
Ademas ya que [J es un operador monétono entonces tenemos que
O(ty(2)) < O,

es decir, ¥, (z) < Oz, lo que implica que Oz € G. Asi, hemos probado que G es un filtro
abierto modal. Es sencillo verificar que G es el menor filtro abierto que contiene a X. O

Sea A € KRWH, a € Ay n € N. Definimos

to(a) =t-(a) = (1 = a)A---AO"(1 = a).
Notemos que si A es un reticulo subresiduado modal entonces t*(a) = ¢,(a) para cada k > 1.
Corolario 4.2.14. Sea A € KSRLy X C A. Entonces

Fr(X)={xeA|IneN{r,...2;} STX:t (1 A--- ANxj) <z}
En particular, para cada a € A tenemos que
Fo(a)={x € A|In e N: t,(a) < x}.
Corolario 4.2.15. Sea A € KRWH, F € F° (A)y a € A. Entonces
Fo(Fu{a})={zx € A|3f € F,n,k € N: f Ath(a) < o).
En particular, si A € KSRL entonces
Fo(FU{a})={x € A|3f € FneN: fAt,(a) <z}

Sean A un algebra de tipo Ly S C A x A. Recordemos que 6(S) indicara la menor
congruencia  tal que S C 6. Si S = {(a1,b1),..., (an, b,)} escribiremos 0((ay,b1), ..., (an,by))
en lugarde 6({(a1,b1),...,(an,b,)}). Si.S = {(a,b)} escribiremos 6(a,b) en lugar de 6({(a,b)}).

Lema 4.2.16. Sea A €¢ KRWH y a,b € A. Entonces 1/6(a,b) = F? (a <> b).

Demostracion. Sea 6 una congruencia arbitraria de A. En particular, se sigue del Corolario
4.2.9 que (a,b) € O siysolosia+ be 1/6. Ya que 0(a,b) = ({0 € Con(A): (a,b) € 0}
entonces se sigue del Teorema 4.2.13 que
1/6(a,b) = ({1/6: (a,b) € 6}
=({1/6: a <> b€ 1/6}
— FS(a o b),

como queriamos demostrar. L]
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En la siguiente proposicion caracterizamos las congruencias principales de las algebras
de KRWH.

Proposicion 4.2.17. Sea A € KRWH y a,b,z,y € A. Entonces (x,y) € 0(a,b) si y sélo si
existen n,k € N tal que tF(a <+ b) < z <> y. Mds atn, si A € KSRL entonces (z,y) € 0(a,b) si
y solo si existe n € N tal que t,,(a < b) < x < .

Demostracién. Se sigue del Corolario 4.2.9 que (z,y) € 6(a,b) siy sélo si z <+ y € 1/60(a,b).
Teniendo en cuenta el Corolario 4.2.14 y el Lema 4.2.16 concluimos que (z,y) € 6(a,b) siy
solo si existen n, k € N tal que t*(a <+ b) < z <> y. O

Sean A € KSRL y a,b € A. La inclusién F (a vV b) C F9 (a) N F9,(b) se sigue inmediata-
mente teniendo en cuenta que a,b < aVb. Sin embargo, la inclusién F?, (a)NF?, (b) C F9 (aVb)
no es necesariamente valida. Notemos que el Ejemplo 6 muestra que F2,(z Vy) = {1} y
Fo (z) = F2, (y) = A, por lo tanto F2,(z) N F,(y) € F° (x V y).

Teorema 4.2.18. Sea A € KRWH. Entonces F2,(A) es un reticulo algebraico y distributivo
tal que para cada a,b € A, F° (a ANb) = F° (a) V F2, (b). Mds atin, los elementos compactos de
Fo (A) son los elementos de la forma F¢,(a) para a € A.

Demostraciéon. Sea A € KRWH. Se sigue del Teorema 4.2.6 que F° (A) es un reticulo alge-
braico y distributivo.

Sean a,b € A. Notemos que F? (a) V F° (b) = F2 ({a,b}). En lo que sigue veremos que
Fo (a A b) = F° ({a,b}). Dado que a,b € F° ({a,b}) entonces a A b € F? ({a,b}), de donde se
sigue que F° (a A b) C F9,({a,b}). Reciprocamente, dado que a A b < ay a A b < b entonces
a€F(anb)ybeF° (anb), porlotanto F° ({a,b}) C F2 (a Ab). Asi,

F° (a A D) = F°,(a) V F2, (D). (4.1)

Es conocido que los elementos compactos de Con(A) son los miembros finitamente gen-
erados 0((ay,b1),...,(an,b,)) de Con(A) (ver [9, Teorema 5.7]). Asi los elementos compactos
de F° (A) son aquellos de la forma 1/6((ay,b1),. .., (an, b,)). Pero

9((@1, b1)7 ceay (an, bn)) == 9((11, b1> VeV Q(CLTH bn>,
Luego, se sigue del Teorema 4.2.6, Lema 4.2.16 y (4.1) que
]‘/0((a1a b1)7 SRR (am bn)) = an((al < bl) AN (an « bn))

Por lo tanto, los elementos compactos de F?, (A) son los elementos de la forma F? (a) para
algin a € A. O

4.3 La subvariedad KRWH + {M, P}

Motivados por el estudio de los miembros de la variedad KRWH para los cuales es valida la
condicién
th(a v b) = th(a) V £ (D)

para cada a,by n, k € N, introducimos las siguientes identidades:
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P)1—=(aVvb)=(1—a)V(l—b),
M) (aVb)AO(aVb)=(aAOa)V (bADD).
Observacion 4.3.1. Notemos que la identidad M no es vdlida en el Ejemplo 6 ya que
(zvy)AOxVvy)=1y (xAOx)V(yAQy) =0.

Lema 4.3.2. Sea A una KRWH-dlgebra totalmente ordenada. Entonces las identidades P y
M son vdlidas sobre A

Demostracion. Sean a,b € A. Dado que A es totalmente ordenada se sigue entonces que
a < bobien b < a. Asumiremos que a < b, de donde se sigue que b = a V b y ademas
1 — a <1 — b. Notemos entonces que

l—(aVb) = 1—b
= (1—=a)V(1l—D

Asimismo, dado que [ es un operador monétono se sigue que (o < [Jb y por lo tanto
bADOb = (aAOa)V (bADD).
Luego, se sigue que

(avb)AO(avbd) = bADOD
= (aAnOa)V (bADD).

Concluimos entonces que toda KRWH-algebra totalmente ordenada satisface las identi-
dades P y M. O

Teniendo en cuenta el Lema 4.3.2 se sigue que la subvariedad de KRWH generada por
sus miembros totalmente ordenados esta contenida en la subvariedad KRWH + {P, M}.
Ademas, notemos que las identidades P y M son independientes. En efecto, consideremos
el reticulo subresiduado modal dado en el Ejemplo 8. Esta algebra dotada del operador
modal identidad es un miembro de la variedad KRWH que satisface la identidad M pero no
satisface la identidad P ya que

l-(xVvy)=1y (1-2)V(l—y) =0.

Por 1ltimo, notemos que el algebra exhibida en el Ejemplo 6 satisface la identidad P y no
satisface la identidad M (ver Observacion 4.3.1).

Lema 4.3.3. Sea A €¢ KRWH. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) A satisface la identidad M.

2) Para cada a,be Ayn €N, a,(aVb) = a,(a)V a,b).
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Demostracion. Supongamos que A satisface la identidad M. Haremos la prueba por in-
ducciéon. El caso n = 0 es inmediato. Supongamos que la identidad es valida para algun
n € N. Entonces se sigue de la hipétesis inductiva y de la identidad M que

ant1(a) V anga (0) = [an(a) AD(an(a))] V [an(b) AD(an(D))]
= (an(a) V an(b)) A D(an(a) V an(b))
= ay(a VvV b) AO(ay(a Vb))
= ayr1(aVb).

Asi, hemos probado que para cada a,b € Ayn €N, a,(aVb) = a,(a) Va,(b). La afirmaciéon
reciproca es inmediata (considerar el caso n = 1). O

Corolario 4.3.4. Sea A € KRWH. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A € KRWH + {P,M}.

(2) Para cada a,b € Ayn, k€N, th(aVvb) =tF(a)ViE D).

Mas atin, si A satisface M y P entonces para cada a,b € A, F° (aVb) =F? (a) NF2 (D).

Demostracion. Supongamos que es valida la afirmacién (1). Se sigue de la identidad P que
1 =" (avb)=(1—="a)Vv (1 =Fb)

para cada a,b € Ay k € N. Asi, se sigue del Lema 4.3.3 que para cada a,b € Ay n,k € N,
th(a v b) = tF(a) v t*(b). Reciprocamente, supongamos valida la afirmacion (2). De nuevo,
por el Lema 4.3.3, la identidad P se obtiene de considerar £k = 1, n = 0 y la identidad M
considerando £ = 0, n = 1.

Supongamos ahora que A € KRWH + {P, M}. Veremos que F?,(aVb) = F? (a) NF9,(b). La
inclusion F (a vV b) C F° (a) N F?,(b) es inmediata. Reciprocamente, sea = € F9 (a) N F?, (b),
entonces existen n;, no, ki, ks € N tales que ¥ (a) < z and t/2(b) < z. Sean n = max {n;, no}
y k = max {ki, k,}. En particular, t*(a) < z y tk(b) < z. Asi,

th(avb) =tF(a) v iE(b) <,
es decir x € F? (a V b). Por lo tanto, F?, (a V b) = F2 (a) N F2 (b). O

El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema del filtro primo en el marco de
la variedad KRWH + {P, M}.

Teorema 4.3.5. Sean A € KRWH + {P,M}, F € F2 (A) e I un ideal tales que F NI = (.
Entonces existe un filtro abierto modal primo P tal que F C Py PN 1 = ().

Demostracion. Consideremos la familia
Y={HeF, (A)|FCHand HNI = 0}.

Teniendo en cuenta que F' € F se sigue que ¥ # (). Es sencillo comprobar que la familia
Y es inductiva. Luego, por el Lema de Zorn existe un elemento maximal P en Y. Notemos
que en particular P # A.
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Para comprobar que P es primo supongamos que existen a,b € Atalque aVvb € Py
supongamos que a,b ¢ P. Consideremos los filtros P, = F2 (P U {a})y B, = F2,(P U {b}).
Dado que P es un subconjunto propio de P, y P, respectivamente, por la maximalidad de
Pen Y, se tiene que P, NI # )y P,N I # (. Teniendo en cuenta el Lema 4.2.15 existen
x,y € I, p1,ps € Pyny,ng, ki, ks € N tales que tﬁll(a) Apr<zy tfg(b) A pa < y. Consideremos
n = max {ni,ns}, k = max {ky,ko} ¥y p = p1 A po, €l cual es un elemento de P. Entonces
th(a) A\p < xy tF(b) Ap < y. En particular, tF(a) Ap < zy th(b) Ap < y. Asi, se sigue del
Corolario 4.3.4 y de la distributividad del reticulo subyacente de A que

tr(aVb) Ap=(tn(a) Ap)V (t.(b) Ap) <z VY.

Teniendo en cuenta que p € Py a Vb € P entonces t*(a\V b) Ap € P. Por tanto, z Vy € P, lo
que es una contradiccion, ya que x,y € [ e I es un ideal. O

Corolario 4.3.6. Sean A € KRWH + {P,M}, I € F° (A) y a ¢ F. Entonces existe P un filtro
abierto modal primo de A tal que F C Py a ¢ P.

Corolario 4.3.7. Sea A € KRWH + {P, M}. Entonces todo filtro abierto modal que es propio
se escribe como interseccion de filtros abiertos modales primos. Mds atin, si A no es trivial
entonces la interseccion de todos los filtros abiertos modales primos de A es igual a {1}.

Demostraciéon. Dado F' € F?, (A) propio. Es claro que
FC({PeXy(A): FCP}

Por otro lado, si a ¢ F se sigue entonces que F' N (a] = (. En efecto, si z € F N (a] entonces
z < ayademas z € F'. Dado que F' es abierto se sigue que 1 — z € F. Teniendo en cuenta
quel - 2 <1-—asesiguequel — a € F. Dado que 1 — a < a se sigue que a € F lo que es
una contradiccién. Por el Teorema 4.3.5 existe Q) € X9 (A) talque FF C Qya ¢ @, de donde
se sigue que

F=({PeXy(A): FCP},

lo que concluye la prueba. O]

4.4 Aplicaciones de los resultados obtenidos

En esta seccion utilizaremos los resultados obtenidos en la Seccién 4.3 con el objetivo de
estudiar las variedades KRWH y KSRL. Comenzaremos estudiando los miembros simples
y subdirectamente irreducibles de las variedades mencionadas por medio del estudio de los
filtros abiertos modales, obteniendo asi una caracterizacion en base al término unario es-
tudiado en la seccion previa. Asimismo, haremos uso de la descripcién de las congruencias
principales para estudiar las funciones compatibles en KRWH y KSRL.

4.4.1 Algebras simples y subdirectamente irreducibles

En esta secciéon buscaremos dar una caracterizaciéon de los miembros simples y subdirec-
tamente irreducibles de KRWH y KSRL. En particular, el siguiente resultado provee una
generalizacion de [19, Teorema 6.17] y [13, Teorema 5.11].
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Teorema 4.4.1. Sea A € KRWH. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) A es simple.
(2) Para cada a € A tal que a # 1 existen n, k € N tales que t¥(a) = 0.

Demostracién. 1 = 2) Supongamos que A es simple. Entonces F? (A) = {{1}, A}. Sea
a € A, a# 1. Es claro que F?,(a) # 1, por lo tanto F?,(a) = A. Dado que 0 € A entonces se
sigue del Lema 4.2.13 que existen n, k € N tales que t(a) = 0.

2 = 1) Reciprocamente, supongamos que para cada a € A tal que a # 1 existen n,k € N
tal que tales que t*(a) = 0. Sea ' € F°,(A) tal que F' # {1}. Es claro que existe a € F
con a # 1. Por hipétesis existen n, k € N tales que t*(a) = 0, lo que implica que 0 € F), i.e.,
F = A. Por lo tanto, A es simple. ]

Corolario 4.4.2. Sea A € KSRL. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) A essimple.
(2) Para cada a € A tal que a # 1 existe n € N tal que t,(a) = 0.
El siguiente resultado es una generalizacion de [19, Teorema 6.17] y [13, Teorema 5.13].

Teorema 4.4.3. Sea A € KRWH tal que A es no trivial. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A es subdirectamente irreducible.
(2) Existe a # 1 tal que para cada b # 1 existen n, k € N tales que t*(b) < a.

Demostracién. 1) = 2) Supongamos que A es subdirectamente irreducible. Entonces existe
F € F°(A)tal que F # {1} y FF C H paracada H € F? (A) tal que H # {1}. Dado que
F # {1} entonces existe a € F tal que a # 1. Sea b € A con b # 1. Entonces F?, (b) # {1}, por
lo tanto F' C F?,(b). Asi, a € F9,(b). Se sigue del Lema 4.2.13 que existen n,k € N tales que
th(b) < a.

2) = 1) Reciprocamente, supongamos que es valida la afirmacién 2). Entonces F¢ (a) #
{1}. Sea F € F¢ (A) tal que F' # {1}. Probaremos que F? (a) C F, lo que es equivalente a
probar que a € F. Teniendo en cuenta que F' # {1} existe b # 1 tal que b € F. Se sigue de la
hipétesis que existen n, k € N tales que t*(b) < a. Dado que b € F entonces t*(b) € F, por lo
tanto a € F. Se sigue del Teorema 1.2.4 que A es subdirectamente irreducible. O

Corolario 4.4.4. Sea A € KSRL tal que A es no trivial. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A es subdirectamente irreducible.

(2) Existe a # 1 tal que para cada b # 1 existe n € N tal que t,(b) < a.
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4.4.2 Funciones compatibles

Sea A un algebra de tipo Ly f : A® — A una funcién n-aria. Recordemos que [ se dice
compatible respecto de una congruencia 6 de A si verifica la siguiente condicion de compat-
ibilidad:

Si(a;,b;) € 0parai=1,...,nyar(f)=nentonces (f(a,...,a,), f(b1,...,b,)) € 0.

Diremos que f es una funcién compatible de A si es compatible con todas las congruencias
de A. Notemos que f es una funcién compatible si y sélo si Con(A) = Con(A, f). Una
funcién obtenida por composiciéon de operaciones basicas del algebra y por paramentros
(funcién polinémica) es compatible en cada algebra. Las funciones polinémicas ! son los
ejemplos mas simples que podemos exhibir de funciones compatibles.

El siguiente resultado es una consecuencia de los teoremas 4.2.3 y 4.2.6.

Lema 4.4.5. Sean A €¢ RWHy O : A — A un operador modal. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) O es compatible.
(2) F2(A) = F5,(A).

Proposicion 4.4.6. Sean A ¢ RWHy O : A — A un operador modal. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) O es compatible.
(2) Para cada a € A existe n € N tal que 1 —" a < Oa.

Demostracion. Supongamos que [] es compatible y sea a € A. Se sigue del Lema 4.4.5 que
F°(a) = F?,(a). Dado que a € F°(a) se sigue entonces que a € F°(a), por lo tanto existe
n € N tal que 1 =" a < Oa.

Reciprocamente, supongamos que para cada a € A existe n € N tal que 1 —" a < [a.
Veremos que F°(A) = F? (A). Dado que F?,(A) C F°(A), sera suficiente probar que F°(A) C
Fo (A). Sea F € F°(A) y a € F. Por hipétesis existe n € N tal que 1 =" a < Oa. Ya que
a € F entonces 1 —" a € F por lo tanto a € F. Asi, F' € F? (A). Entonces F°(A) = F9 (A).
Se sigue del Lema 4.4.5 que [J es compatible. O

Corolario 4.4.7. Sea A € SRLy O : A — A un operador modal. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) O es compatible.
(2) Para cada a € A es vdlida condicién 1 — a < Oa.

Mads atin, si A es un dlgebra de Heyting entonces [1 es compatible si y sélo si a < Ua para
cada a € A.

1Dado un nimero natural n, un polinomio n-ario sobre un algebra A es una funcién obtenida de evaluar
m — n variables de t4 por elementos fijos de A para cierto término m-ario t (m > n).
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Teniendo en cuenta el Corolario 4.4.7 surge naturalemente la siguiente pregunta. ;Ex-
iste un algebra de Heyting A y un operador modal sobre A tal que [J resulte ser no com-
patible? La respuesta es positiva. En efecto, consideremos el Ejemplo 6 y notemos que
x £ Oz. Entonces entonces se sigue del Corolario 4.4.7 que [J no es una funcién compatible.
Ejemplos de operadores modales compatibles sobre algebras de Heyting son los operadores
frontales introducidos y estudiados por Esakia en [28] (ver también [11]).

Sean A € KRWHy f: A — A una funciéon. Teniendo en cuenta la Proposicion 4.2.17 y el
hecho de que f es compatible si y sélo si (f(a), f(b)) € 0(a,b) para cada a,b € A, se obtiene
el siguiente resultado.

Lema 4.4.8. (1) Sea A € KRWH. Entonces f es compatible si y soélo si para cada a,b € A
existen n, k € N tales que t*(a <+ b) < f(a) + f(b).

(2) Sea A € KSRL. Entonces f es compatible si y sélo si para cada a,b € A existe n € N tal
que t,(a <> b) < f(a) < f(b).

Sean A un algebra de un tipo £, f : A" — A una funcién y a = (a4,...,a,) € A". Para
i=1,...,n definimos la funcién unaria f? : A — A de la siguiente manera:

fi&<b) = f(al, Ce ,Clifl,b, Aitly .- - ,CLn>.

Observacion 4.4.9. Notemos que es posible obtener la siguiente caracterizaciéon para la
compatibilidad de funciones n-arias f sobre un algebra A. Las siguientes condiciones son
equivalentes

(1) f: A™ — A es compatible.
(2) paracadaa € A"ycadai=1,...,n las funciones f?: A — A son compatibles.

1) = 2)Sean§ € Con(A), a = (ay,..,a,) € A”yi € {l,...,n}. Consideremos ademas (a,b) € 6.
Notemos que

fid(a) = f(alv'-7ai—17aaai+17-'7an>
= f(a17"7ai—17b7ai+17“7an)
= fi'(b)

de donde se sigue que f? es compatible.
2) = 1) Sean § € Con(A) y (a1,b1), ..., (an, b,) € 0. Notemos que

f(al, en) an) — f1(a1 ..... an)(al
= fl(al ,,,,, an)(bl
= f2(b1,a2 ..... an)(a2)
) )

~—

fartrt ()
f(bl,bg ..... an)(bn)

n

f(by, ..., by)

de donde se sigue que f : A" — A es compatible.
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Teniendo en cuenta el Lema 4.4.8 y la Observacion 4.4.9 es posible establecer una carac-
terizacion de las funciones compatibles n-arias como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 4.4.10. Sea A ¢ KRWHy f: A™ — A una funcion. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) f es compatible.

(2) Para cada a,b € A" existen j,k € N tales que
N\ tiai < b) < f(a) < f(D).
=1

Demostraciéon. Supongamos que f es compatible y sean a,b € A". Asi,paracadai=1,...,n
existen j;, k; € N tales que

<
k
tjj(ag g b2) <

t5m (an <> by) < f(b1, ... boo1,an) <> f(by, ..., by).

Sean j = max {ji,...,jn} Yy k = max {k;,...,k,}. Teniendo en cuenta que en la variedad
de RWH algebras se satisface la identidad (xr — y) A (y — z) < 2 — z, obtenemos, luego de
aplicar iteradamente dicha identidad, que

/\t?(ai “ b)) < f(a) < f(b).

Reciprocamente, supongamos que la condicién 2) es verdadera. Sean ¢ € Con(A) y a,be A"
tales que (a;,b;) € O paracadai = 1,...,n. Se sigue de la Observacion 4.2.9 que a; <+ b; € 1/6
para cada i = 1,...,n. Por lo tanto, ya que 1/6 € FJ,(A) obtenemos A, t¥(a; <> b;) € 1/6.
Dado que A}, tF(a; <> b;) < f(a) < f(b), se sigue que f(a) < f(b) € 1/0, i.e., (f(a), f(b)) € 0.
Por lo tanto, f es compatible. O

Corolario 4.4.11. Sean A € KSRLy [ : A" — A una funcioén. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) f es compatible.

(2) Para cada a,b € A" existe j € N tal que

Un algebra A se dira afin completa si cada funcion compatible de A esta dada por un
polinomio de A . Dicha algebra es localmente afin completa si cada funcién compatible de
A esta dada por un polinomio sobre cada subconjunto finito de A. Diremos que una var-
iedad de algebras es localmente afin completa si cada algebra de la misma es localmente
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afin completa. Es sabido que la variedad de algebras de Boole es afin completa y que la
variedad de algebras de Heyting es localmente afin completa pero no afin completa (ver
[10]).

En [47] se prueba que la variedad RWH es localmente afin completa. En lo que sigue
veremos que este resultado puede ser extendido al marco de la variedad KRWH.

Observacion 4.4.12. Sean A € KRWH, f: A™ — A una funcién compatible y B un subcon-
Junto finito de A". Sea jy k los mdximos de los niumeros naturales asociados en el Teorema
4.4.10 a todos los pares (b, ) donde z y b varia sobre todas las n-uplas de B. En particular,
se sigue de la Proposicion 4.2.11 que

/n\t;?(bi o z;) < f(0) & f(&).
=1
Teorema 4.4.13. Sean A €¢ KRWH, f : A" — A una funcion compatible, B un subconjunto
finitode A"y 1 € B. Sea
T; = {/n\t?(bi ;) A f(b):be B},
=1
donde j y k son los nimeros naturales dados en la Observacion 4.4.12. Entonces, f(1) =

\/ T

Demostracién. Sea & € B. Para cada b € B, se sigue de la Observacién 4.4.12 que
At 65 2 < £6) - £(3).
=1
Esta desigualdad implica que
Athibs e 20 1 106) < F0)
=1

Lo que prueba que f(%) es una cota superior de 7.
Por otro lado, ya que x; <> x; = 1 paracada:=1,...,n y [l = 1 se tiene que

/\tf(xi &) A f(E) = f(&),

Asi f(z) € T;. Por lo tanto, f(z) = \/ T;. O
Corolario 4.4.14. Las variedades KRWH y KSRL son localmente afin completas.

Parte de los resultados obtenidos en esta seccion sobre congruencias principales y fun-
ciones compatibles pueden verse como casos particulares de resultados presentados en [22].
Sin embargo, con el fin hacer esta tesis lo mas autocontenida posible hemos decidido hacer
en detalle todas las pruebas.
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4.5 La subvariedad de KRWH generada por cadenas

El objetivo principal de la presente seccién es dar una base ecuacional para la subvariedad
de KRWH generada por la subclase de sus miembros totalmente ordenados.
Un algebra de Heyting es llamada un algebra de Godel si satisface la identidad

(a—=b)V(b—a) =1

Estas algebras, también conocidas en la literatura bajo el nombre de algebras de Heyting
prelineales, son una clase particular de algebras basadas en t-normas de gran interés para
la l6gica difusa [34]. Las algebras de Godel fueron consideradas por Horn en [33] como un
paso intermedio entre los calculos proposicionales clasico e intuicionista respectivamente y
fueron estudiadas por Monteiro [40] y Martinez [39] entre otros. En particular, la variedad
cuyos miembros son las algebras de Godel coincide con la subvariedad cuyos miembros son
las algebras de Heyting generada por la clase de algebras de Heyting totalmente ordenadas.
En [5, Capitulo IX] y en [40] hay otras caracterizaciones de las algebras de Godel.
Consideremos las siguientes identidades en el lenguaje de las WH-algebras:

P1) (a—=b)V(b—a)=1.
P2) (anNb) —c=(a—c)V(b—c).
P3) a - (bVe)=(a—b)V(a— c).

En [12, Teorema 4.2] se prueba que en el marco de las WH-algebras las identidades P1,
P2 y P3 son equivalentes. Diremos que una RWH algebra es una weak Goédel algebra si
satisface alguna de las identidades equivalentes mencionadas.

Definicion 4.5.1. Una RWH-dlgebra modal se dird weak Godel dlgebra modal si satisface
la identidad M y su {A,V,—,0,1}-reducto es una weak Godel algebra.

Escribiremos MWG para indicar la variedad de las weak Godel algebras modales, i.e.,
MWG = KRWH + {P1, M}.

Notemos que el algebra considerada en el Ejemplo 6 es un miembro de KRWH + {P1} y
no es un miembro de KRWH + {M} (ver Observacion 4.3.1). Ademaéas notemos que toda
algebra de Heyting que no es un algebra de Godel puede ser considerada como un miembro
de la variedad KRWH + {M} (considerando como operador modal el operador identidad) y
ademas no es un miembro de la variedad KRWH + {P1}. Asi, las identidades P1 y M son
independientes.

Es interesante notar que la variedad MWG es una subvariedad propia de la variedad
KRWH+{P,M}. En efecto, cada dlgebra de Heyting que no es un algebra de Godel puede ser
considerada como un miembro de KRWH (considerando como operador modal al operador
identidad): esta algebra es un miembro de la variedad KRWH + {P, M} y no es un miembro
de la variedad MWG.

Escribiremos C para indicar la clase de los miembros totalmente ordenados de la var-
iedad KRWH y V(C) para la subvariedad de KRWH generada por la subclase C.

Teorema 4.5.2. V(C) = MWG.
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Demostracion. Comenzaremos por mostrar que C C MWG. En efecto, sea A una KRWH-
alegbra totalmente ordenada. Una prueba analoga al Lema 4.3.2 muestra que la identidad
M es valida sobre A. Asimismo, dados a,b € A se tiene que a < b o bien que b < a. Asumimos
a < b. Se sigue entonces que a — b = 1y por lo tanto (¢ — b) V (b — a) = 1, de donde se
sigue que la identidad P1 es valida en A. Asi,

V(C) € MWG.

Para mostrar la inclusion en el otro sentido, sera suficiente con mostrar que todo miembro
no trivial y subdirectamente irreducible de la variedad MWG es un miembro de la clase
C. Sea A un miembro no trivial y subdirectamente irreducible de la variedad MWG y
supongamos que existen a,b € Atalesquea £ byb £ a,ie,a -b#1yb— a# 1. Dado
que A € MWG tenemos que

(a—b)V(b—a)=1,

por lo tanto, se sigue del Corolario 4.3.4 que
Fo (a—b)NF)(b—a)={1}.

Se sigue que Con(A) — {A} no tiene elemento minimo. Por lo tanto, A no es un algebra
subdirectamente irreducible, lo que es una contradiccion. Por lo tanto A € C. O

Es interesante notar que dado que el operador identidad sobre cualquier RWH-algebra
es un operador modal entonces la siguiente propiedad se sigue de los argumentos usados
para probar el Teorema 4.5.2:

* Las variedades MWG y SRL + {M, P1} coinciden con las subvariedades de RWH y
SRL generada por la clase de sus miembros totalmente ordenados respectivamente
(esta propiedad se sigue también de los resultados de [12]). Mas aun, la variedad
de algebras de Godel coincide con la subvariedad de la variedad de las algebras de
Heyting generada por la clase de sus miembros totalmente ordenados.

Ademas, la misma prueba hecha en el Teorema 4.5.2 muestra la siguiente propiedad:

¢ La variedad KSRL + {M, P1} coincide con la subvariedad de SRL generada por la sub-
clase de sus miembros totalmente ordenados. Mas atun, la variedad de las algebras de
Godel modales (i.e., algebras de Heyting modales que satisfacen P1 y M) coincide con
la subvariedad de algebras de Heyting modales generadas por la clase de algebras de
Heyting modales totalmente ordenadas.

Finalizamos esta seccion dando una prueba alternativa del Teorema 4.5.2.
Teorema 4.5.3. MWG = ISP(C). En particular, V(C) = MWG.

Demostracién. La inclusién ISP(C) C MWG se sigue del hecho de que C C MWG. Para pro-
bar la inclusion reciproca, sea A € MWG. Se sigue de la Observacion 4.2.9 y del Corolario
4.3.7 que la aplicacion

p:A— ] A/ewp)

PeXg,(A)
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definida por ¢(a) = (a/O(P))pexs (a) €8 un monomorfismo. Ademas, se sigue de [12, Coro-
lario 4.8] que A/O(P) es una cadena para cada P € X?,(A). Asi, A € ISP(C). Por lo tanto,
hemos probado que

MWG = ISP(C).

Finalmente, dado que ISP(C) es una variedad concluimos que V(C) = ISP(C), i.e., V(C) =
MWG. 0



Capitulo 5

Dualidades topologicas para reticulos
subresiduados

Recordemos que un reticulo subresiduado es un par (A, D), donde A es un reticulo distribu-
tivo acotado y D es un subreticulo acotado de A que satisface la siguiente condicién de
residuacion restringida al subreticulo D: para cada a,b € A existe ¢ € D tal que para cada
deD,aNd<bsiyséblosid< c. El elemento c es denotado por a — b 1. M4s atin, se tiene
que

a—b=max{d € D:aNd<b} (5.1)

De esta manera un reticulo subresiduado (A, D) puede ser considerado como un algebra
en el lenguaje intuicionista {A,V,—,0,1} de tipo (2,2,2,0,0) donde el conectivo — definido
en 5.1 es muy cercano a la implicacién intuicionista. Mas aun, si D = A se sigue que (A, D)
es un algebra de Heyting. Asimismo, en [27] los autores establecen una base ecuacional que
caracteriza a la clase de los reticulos subresiduados probando asi que la clase conformada
por los reticulos subresiduados es una variedad de algebras que contiene propiamente a la
variedad de algebras de Heyting. En [19] se prueba que la variedad de reticulos subresid-
uados es equivalente a la subvariedad de WH cuyos miembros satisfacen las condiciones

(R) an(a—b)<b.
(T) a—b<c— (a—0D).

obteniendo asi una axiomatizacién de la variedad cuyos miembros son reticulos subresidu-
ados como subvariedad de WH. Dicha axiomatizacién permite especializar la dualidad tipo
Priestley para las WH-algebras presentada en [19] obteniendose asi una dualidad para la
categoria SRL cuyos objetos son reticulos subresiduados y las flechas son homomorfismos
de algebras.

Por otro lado, en [6] se prueba que para cada reticulo distributivo acotado A y cada
subreticulo D la familia {oa(a): a € D} es una base para una topologia sobre X (A) y que
ademas es mas gruesa que la topologia espectral usual asociada a A. Inspirados por este he-
cho y teniendo en cuenta el rol que tiene el subreticulo D en la definicién de la implicacién
5.1, en el presente capitulo desarrollaremos una dualidad bitopolégica para la categoria

1E] reticulo D dotado de la operacién a — b es un algebra de Heyting.

93
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SRL. Asimismo, desarrollaremos una dualidad de tipo espectral para la categoria SRL. Fi-
nalmente, buscaremos adaptar las dualidades obtenidas para reticulos subresiduados a el
caso particular de los reticulos subresiduados modales estudiados en el capitulo 4 de este
trabajo. Los resultados presentados en este capitulo han sido publicados en el articulo [20].

5.1 Dualidad de Priestley para reticulos subresiduados

En [19] S. Celani y R. Jansana consideran la categoria WH cuyos objetos son WH-algebras,
sus flechas son homomorfismos de WH-algebras, la composicion de flechas esta determi-
nada por la composicion usual de funciones y la identidad para la composicion esta determi-
nada por el homomorfismo identidad. Ademas, tomando como base la dualidad tipo Priest-
ley para reticulos distributivos acotados, determinan una dualidad tipo Priestley para la
categoria WH y para algunas subcategorias plenas. En particular, desarrollan una dualidad
de tipo Priestley para la subcategoria plena SRL, cuyos objetos son reticulos subresiduados.
En la presente seccion recordaremos dichos resultados.

Definiciéon 5.1.1. Diremos que una estructura (X,<,7,S) es un SRL-espacio de Priestley,
en adelante SRL-espacio, si se verifican las siguientes condiciones:

(1) (X,<,7)es un espacio de Priestley.

(2) (X,<,95) es un WH-marco.

(3) Para cada clopen creciente U, el conjunto S~(U) es un clopen.
(4) Para cada = € X, el conjunto S(x) es cerrado para la topologia T.
(5) La relacion S es reflexiva y transitiva.

Definicion 5.1.2. Diremos que una funcion f: (X, 1,<1,51) = (Xo, 7, <5,S52) es un mor-
fismo de SRL-espacios si satisface las siguientes propiedades:

(1) f: X1 — X, es continua y preserva el orden.
(2) Si (z,y) € S entonces (f(x), f(y)) € Sa.
(3) Si (f(z),y) € S, entonces existe z € X tal que (x,z) € Sy f(z) =y.

Escribiremos SRLS para denotar la categoria cuyos objetos son SRL-espacios, las flechas
son los morfismos entre estas estructuras, la composicion de flechas esta determinada por
la composicion usual de funciones y la identidad para la composicién esta determinada por
la funcion identidad.

Observacion 5.1.3. Teniendo en cuenta la Observacion 1.7.19 se sigue que los SRL-
espacios son una generalizacion natural de los espacios de Esakia utilizados para establecer
una dualidad para algebras de Heyting. En efecto, si (X, <, S5) es un SRL-espacio con S =<
entonces (X, <,S) colapsa a un marco de Kripke y la estructura (X, <,7,5) colapsa a un
espacio de Esakia (ver [6])
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A continuacion describiremos los funtores que nos permiten establecer la dualidad tipo
Priestley para la categoria SRL.

Consideremos el funtor D: SRLS — SRL definido de la siguiente manera:

Objetos: Dado (X, <,7,5) un objeto de la categoria SRLS. Teniendo en cuenta la dualidad
de Priestley para reticulos distributivos acotados sabemos que el algebra (D(X),N, U, 0, X)
es un reticulo distributivo acotado. En particular, en [19, Teorema 4.12 (2)] se prueba que

D(X) = (D(X),H,U,:Kg,@,X),
es un reticulo subresiduado.
Flechas Sea f: (X;,<y,7,S51) — (X3, <s,7,5) una flecha en la categoria SRLS. En

[19, Teorema 4.14 (1)] se prueba que la aplicaciéon D(f): D(X;) — D(X;) definida por
D(f)(U) = f~'(U) es una flecha en SRL.

Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley para la categoria BDL se sigue que las apli-
caciones X — D(X)y f+— D(f) definen un funtor contravariante D: SRLS — SRL.

Consideremos ahora el funtor X: SRL — SRLS definido de la siguiente manera:

Objetos Dado A un objeto de la categoria SRL. En particular, A posee un reducto de
reticulo distributivo acotado. Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley se tiene que
(X(A),7a, <) es un espacio de Priestley. En particular, en [19, Teorema 4.12 (1)] se prueba
que la estructura

X(A) = (X(A), C,7a, Sa).

es un SRL-espacio donde la relacion S, es la relacion definida en 1.4

Flechas Sea f: A; — A, una flecha en la categoria SRL. Consideremos la aplicacion
X(f): X(A2) — X(A4), definida por

X()(P)=f7(P).
En [19, Teorema 4.14 (2)] se prueba que X(f) es una flecha en la categoria SRLS.
Es sencillo verificar, teniendo en cuenta la dualidad de Priestley para BDL, que las apli-
caciones A — X(A)y f — X(f) definen un funtor contravariante X: SRL — SRLS.
Consideremos las transformaciones naturales
0:Isgt = (Do X) y e:Isps = (XoD),

definidas de la siguiente manera:

1) A es un objeto de SRL entonces o4 es la aplicacion de Stone
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2) Si (X, 7,<,S5) es objeto de SRLS entonces consideramos la aplicacién ex: X — X(D(X))
definida por
ex(x) ={U e D(X): z € U}.

Por los resultados de [19, Seccion 4.1] se sigue que la aplicacién o, es un isomorfismo
de reticulos subresiduados. Ademas, se sigue que ex es una flecha en SRLS. Obtenemos
entonces el siguiente resultado

Teorema 5.1.4. Los funtores X: SRL — SRLS ¥ D: SRLS — SRL, en conjunto con las trans-

formaciones naturales o y ¢, establecen una equivalencia dual entre las categorias SRL y
SRLS.

5.2 Dualidad espectral para reticulos subresiduados

Siguiendo la linea de la dualidad tipo Priestley para la categoria SRL y teniendo en cuenta
la estrecha relacion de las categorias Pries y Spec en la presente seccion estudiaremos una
dualidad de tipo espectral para la categoria SRL.

Comenzaremos por definir la categoria que tiene por objetos a los espacios espectrales
pre-ordenados y sus flechas seran funciones espectrales que satisfacen ciertas condiciones
respecto al pre-orden de los espacios.

Definicion 5.2.1. Un espacio topolégico espectral pre-ordenado, en adelante espacio p-
espectral, es una estructura (X, 1, S) que satisface las siguientes propiedades:

(1) (X, 1) es un espacio topolégico espectral.

(2) S es una relacion de pre-orden sobre X.

(38) STHU\ V)¢ € KO(X, 1) para cada U,V € KO(X, 7).
4) S(z) =({U € KO(X,7): S(x) CU} para cada x € X.

Diremos que una funcion f : (Xi,7,S51) — (Xa, 7, 5,) entre espacios p-espectrales es una
funcion p-espectral si satisface las siguientes condiciones:

(D) f:(Xy,11) = (Xo, ) es una funcion espectral.
(2) Para cada z,y € Xy, si (z,y) € Sy entonces (f(z), f(y)) € So.

(3) Para cada = € X,y z € Xy, si (f(z),2) € S, entonces existe y € X; tal que (x,y) € Sy y
fly) ==

Escribiremos pSpec para denotar a la categoria cuyos objetos son espacios p-espectrales
y las flechas son las funciones p-espectrales, donde ademas la composicién de flechas es la
composicion usual de funciones p-espectrales y la identidad para la composicion de flechas
es la funcion identidad.

Algunos comentarios con respecto a la definicion dada anteriormente:
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¢ En particular si (X, 7, 5) es un espacio topolégico p-espectral entonces X € KO(X, 1),
por lo tanto X =4 U € KO(X, 7) para cada U € KO(X, 7).

* Sif:X —Yesunafunciony U C X, definimos

flU=A{f(u):uelU}.

Las condiciones 2) y 3) de la definicion de morfismos en pSpec son equivalentes a la
siguiente condicién: para cada = € X, f[S1(z)] = So(f(z)).

Observacion 5.2.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico Ty. Es claro que (X, <,) es un poset.
Ya que cada conjunto abierto es un conjunto creciente entonces KO(X,7) C Up(X). Sea S
la relacién binaria sobre X tal que (X, <., S5) es un WH-marco. También supongamos que
KO(X, 1) es cerrado bajo N, U, =s y X. Entonces KO(X,7) y Up(X) pueden ser vistos como
algebras en el lenguaje {N,U, =g, 0, X }. Mas atn, KO(X, 7) es una subalgebra de Up(X) en
este sentido.

Consideremos el funtor D: pSpec — SRL definido de la siguiente manera:

Objetos Dado (X, 7,.5) un espacio topolégico p-espectral. Consideremos la estructura
D(X) = (KO(X,7),N, U, =s,0, X) .

Lema 5.2.3. Si (X, 7,S5) es un objeto de la categoria pSpec entonces ]5(X ) es un objeto de la
categoria SRL.

Demostraciéon. Sea (X, 7,S5) un espacio p-espectral. Teniendo en cuenta la Observacion
5.2.2 sdlo sera necesario probar que (X, <., 5) es un WH-marco. Sea (z,y) € <, o S, entonces
existe z € X tal que z <, zy (z,y) € S. Supongamos que (z,y) ¢ S, entonces existe
UeKOX,7)talquey ¢ Uy S(z) CU. Yaquey € S(z)yy ¢ U tenemos que S(z) € U, i.e.,
z € (X =5 U)°, el cual es un conjunto cerrado. Ya que = € {z} entonces z € (X =g U)". Asi,
S(z) € U, lo que es una contradiccién. O

Flechas Sea g : (Xi,7,51) = (Xs,72,52) una flecha de la categoria pSpec. Consideremos
la aplicacién D(g) : D(X3) — D(X;) definida por

D(g)(U) = g~ '(U).

Lema 5.2.4. Sea g : (X1, 71,51) — (X2, 2, S2) una flecha en la categoria pSpec. Entonces f)(g)
es una flecha de la categoria SRL.

Demostracién. Sea g : (X;,7,51) — (X3, 72,52) una flecha en la categoria pSpec. En par-
ticular, f)(g) es un morfismo de reticulos distributivos acotados. Ya que ¢ es una flecha
en pSpec entonces S»(g(z)) = g[Si(z)], asi, una comprobacién simple y directa muestra que
g U =g, V) = g H(U) =, ¢ '(V) para cada U,V € KO(X>, 7). Por lo tanto D(g) es una
flecha en SRL. O

Teniendo en cuenta la dualidad espectral para la categoria BDL se sigue que las aplica-
ciones X — D(X)y f — D(f) definen un funtor contravariante D: pSpec — SRL.

A continuacién vamos a construir el funtor X: SRL — pSpec:
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Objetos Sea A € SRL. Dado que el {A,V,0,1}-reducto de A es un reticulo distributivo
acotado se sigue que el par (X (A),7a) es un espacio espectral. En particular, consideremos
la estructura )

X(A) = (X(A),7a,SA),
donde S, es la relacion definida en la ecuacion 1.4.

Lema 5.2.5. Si A es un objeto de la categoria SRL entonces X(A) es un objeto de la categoria
pSpec.

Demostraciéon. Sea A € SRL. Se sigue de la dualidad espectral para BDL que (X(A), 7a)
es un espacio espectral y se sigue del Lema 1.7.13 que Sa es un pre-orden. Sean U,V €
KO(X(A),7a). Entonces existen a,b € A tales que U = oa(a) y V = oa(b). Se sigue del
Teorema 1.7.12 que U =5, V =oa(a — b) € KO(X(A),74). Por ultimo, veamos que

= ﬂ{UA(CL> : SA(P) Coala)}.

para cada P € X(A). Sean P € X(A)y Q € (({oa(a) : Sa(P) C oa(a)}. Supongamos que
Q) ¢ Sa(P), por lo tanto, existen a,b € Atalesquea — b€ P,a € @ and b ¢ (). Notemos que
l1—(a—b)=a—bya—bec Pentonces Sp(P) C oa(a — b). En particular,a — b € Q). Ya
que @ es un filtro tenemos que a A (a — b) € ). Teniendo en cuenta que a A (a — b) < by el
hecho de que () es un conjunto creciente deducimos que b € @, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, (N{ca(a) : Sa(P) C oa(a)} C Sa(P). La afirmacién reciproca es inmediata. [

Flechas Sea f 1A — A, una flecha en la categoria SRL. Consideremos la aplicacion
X(f) : X(Ay) = X(A,) definida por

X(f)(P) = f71(P).

De los resultados propios de la dualidad espectral para BDL se sigue que 5(( f) es una funcién
espectral. En particular del Teorema [19, Teorema 4.14] se sigue que X(f) es un morfismo
de espacios espectrales pre-ordenados.

Por la dualidad espectral para BDL se sigue que las aplicaciones A — X(A)y f — X(f)
definen un funtor contravariante X: SRL — pSpec. Asimismo, definimos las transforma-
ciones naturales

0: ISRL:>f)OX Yy €: Ipspec:>f(of),
donde 6(A) = oA y é(X) = ex. Es inmediato notar que la aplicacion o, es un isomorfismo
en la categoria SRL. El siguiente resultado nos ayudara a comprobar que la aplicacion
x: X — X(D(X)) es un isomorfismo en la categoria pSpec.

Lema 5.2.6. Sea (X, 7, S) un objeto de la categoria pSpec. Entonces ¢x: X — X(D(X)) es un
isomorfismo en la categoria pSpec.

Demostracion. Por la dualidad espectral para BDL sabemos que la aplicacion ey es un
homeomorfismo de espacios espectrales. Por lo tanto, sera suficiente probar que para cada
z,y € X, (z,y) € Ssiysblosi (é(x),é(y)) € Spx)- Sean z,y € X. Supongamos que (z,y) € S.
Sean U,V € KO(X,7) tales que U =g V € é(x) y U € é(y), i.e, S(x)NU C V y y eU.
Teniendo en cuenta que y € S(z) N U obtenemos que y € V. Asi, (ex(z),ex(y X)
Reciprocamente, supongamos que (x,y) ¢ S, entonces existe U € KO(X, 1) tal que Yy
y S(z) C U. Por lo tanto, X =5 U € ex(z), X € ex(y) yU ¢ ex(y). Asi, (ex(x),ex(y)) gZ
0

Sf)(X)'
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Teorema 5.2.7. Los funtores contravariantes X : SRL — pSpec y D : pSpec — SRL, en
conjunto con las transformaciones naturales 7 y ¢, establecen una equivalencia dual entre
las categorias SRL y pSpec.

5.3 Dualidad bitopolégica para reticulos subresiduados

En esta seccion estudiaremos una nueva dualidad de tipo bitopolégica para reticulos sub-
residuados. Ademas, estudiaremos la manera en la que se relaciona la dualidad bitopolégica
con las dualidades tipo Priestley y tipo espectral para los reticulos subresiduados.

Un espacio bitopolégico es una estructura (X, 7,7’) donde (X,7) y (X,7') son espacios
topolégicos. Teniendo en cuenta la definicion de reticulos subresiduados y los resultados ex-
hibidos en [6], presentaremos una categoria cuyos objetos son ciertos espacios bitopolégicos
y probaremos que esta categoria es dualmente equivalente a SRL.

Definicion 5.3.1. Un espacio bitopoldogico subresiduado es un espacio bitopoldogico (X, 7, 7’)
que satisface las siguientes condiciones:

(1) (X, 7) es un espacio espectral.

(2) (X, 7') es coherente.

(3) KO(X,7') C KO(X, 7).

(4) int.(U°UV) e KO(X,T) para cada U,V € KO(X, 7).

Definicion 5.3.2. Diremos que una funcion f : (Xy,7,7) — (Xs, 72, 75) es un morfismo de
espacios bitopologicos subresiduados si satisface las siguientes condiciones:

D) f:(Xy,7n) = (Xo,m)y f:(Xy, 1) = (Xo, 7)) son funciones espectrales.
(2) int, (f~H(UUV)) C f(inty(U°UV)) para cada U,V € KO(X;, 7).

Escribiremos BS para denotar la categoria cuyos objetos son espacios bitopolégicos sub-
residuados y cuyas flechas son los morfismos de espacios bitopolégicos subresiduados, donde
ademas la composicion de flechas esta dada por la composicion usual de funciones y la iden-
tidad para la composicion esta dada por la funcién identidad.

Algunos comentarios sobre la definicién anterior:
* Notemos que si (X, 7,7’) es un objeto de la categoria BS entonces 7/ C 7y ademas

KO(X,7) = KO(X,r)n7
= {U e KO(X,7) :int(U) =U}.

* Ademas, si f : (Xy,7,7) — (Xo,7,7) es una flecha en la categoria BS entonces
f:(Xy,m) = (Xo,m)y f:(X1,7]) — (X2, 75) son funciones continuas.
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Observacion 5.3.3. Sea f : (X;,7,7]) — (X2, 7, 75) una flecha en BS. Entonces
int; (fH(U° UV)) = f~ (inty (U UV))

para cada U,V € KO(X5, 7»). En vista de la definicion de morfismo de espacios bitopolégicos
subresiduados, solo serd necesario probar que f~'(int.,(U°UV)) C int,(f~'(U°UV)) para
cada U,V € KO(Xy, 7). En efecto, sean U,V € KO(Xs, 7). Ya que int(U°UV) C U UV
entonces f~!(inty(U°UV)) C f~1(U°UV). Teniendo en cuenta que f : (Xi,7{) = (X2.7)
es una funcién espectral deducimos que f~'(int,,(U°UV)) € 71, asi f~!(inty(U°UV)) C
int (f~HUUV)).

Consideremos el funtor G: BS — SRL definido de la siguiente manera:

Objetos Sea (X, 7,7') un espacio bitopolégico subresiduado. Para cada U,V € KO(X, 1)
definimos
U—. V= z'ntT/(Uc U V) (5.2)

Si no hay ambiguedad o confusion, escribiremos U — V en lugar de U —,, V. Sea (X, 7,7')
es un objeto de BS. Entonces, (KO(X,7),N,U, ), X) es un reticulo distributivo acotado. Mas
adn, se sigue que KO(X,7') = {U € KO(X,7) : X - U = U}y (KO(X,7),n,U,0, X) es
un subreticulo acotado de (KO(X,7),Nn,U,D, X). Se sigue de la definicion de los objetos
de BS que (KO(X,7),N,U,—,0,X) es un algebra ya que U — V € KO(X,7) para cada
U,V € KO(X, 7). Definimos la siguiente algebra de tipo (2,2,2,0,0):

G(X) = (KO(X,7),n,U,—, 0, X)

Lema 5.3.4. Si (X, 7,7') es un objeto de la categoria BS entonces G(X) es un objeto de la
categoria SRL.

Demostracién. Sea (X, 7,7') € BS. Sean U,V y W elementos de KO(X, 7). Es inmediato que
U — U= X. Ademas,

U—=VnW) = int.(UU(VNIW))
intT/(UC U V) N int7/<Uc U W)
= U-=>V)nU—-W)

Un argumento similar muestra que las ecuaciones (U UV) - W = (U - W)n (V. — W)
yU—=V)n({V —- W) CU — W son validas para cada U,V,WW € KO(X, 7). Para probar
queUNU —»V)CV,seaz e UN (U — V). Entonces x €c Uy x € int,(U°UV) CU°UV,
entonces x € V. Asi, U N (U — V) C V. Finalmente, teniendo en cuenta que int (U°U V) C
int(WeUint,(U°UV)) deducimos que U -V C W — (U = V). O

Flechas Sea f : (Xi,71,7) — (X2,7,75) una flecha en la categoria BS. Consideremos
la aplicaciéon G(f) : G(X,) — G(X;) definida por por G(f)(U) = f~(U). Esta funcién es
un homomorfismo de reticulos distributivos acotados. Mas atn, se sigue de la observacion
5.3.3 que

G(NU = V) =G()U) = G(HV)

para cada U,V € KO(X, 1,). Por lo tanto, obtenemos el siguiente Lema.
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Lema 5.3.5. Sea [ : (X, 7, 7) — (X2, 70, 7) una flecha en la categoria BS. Entonces G(f) es
una flecha en la categoria SRL.

Es sencillo verificar que las aplicaciones (X, 7,7') — G(X)y f — G(f) definen un funtor
contravariante G : BS — SRL.

A continuacion definimos el funtor F: SRL — BS de la siguiente manera:

Objetos Sea A € SRL. Recordemos que 75 ha sido definida como la topologia sobre X (A)
generada por la base {oa(a) : « € A}. Méas ain, yaque D = {a € A:a = 1 — a} es
un subreticulo acotado de A entonces es inmediato que {oa(a) : @ € D} es también una
base para una topologia sobre X (A), la cual sera denotada por 7. Teniendo en cuenta que
KO(X(A),7a) = {oa(a) : a € A}, en el siguiente lema probaremos que KO(X(A),7a) =
{oa(a):a € D}.

Lema 5.3.6. Sea A € SRL. Entonces KO(X(A),7p) = {oa(a) :a € D}.

Demostracion. Sea A € SRL. Sea U € KO(X(A),7a), entonces existen a;,...,a, € D tal
que U = oa(a1) U---Uoala,). Porlo tanto U = oa(a) cona = a; V---Va, YaqueD
es un subreticulo acotado de A entonces a € D. Reciprocamente consideremos el conjunto
U = oa(a) para algun a € D. En particular, o5(a) € To. Teniendo en cuenta que o (a) €
KO(X(A), 7a) concluimos que oa(a) € KO(X(A),Ta). O

Dado (A, Vv, A,0,1) un reticulo distributivo acotado y a,b,c € A. Notemos que a Ac < b
siy s6lo sioa(c) C oa(a)*Uoa(b). Esta observacion elemental sera usada en la prueba del
siguiente Lema.

Lema 5.3.7. Si A es un objeto de la categoria SRL, entonces (X(A),7a,Ta) es un objeto de la
categoria BS.

Demostraciéon. Sea A € SRL. En particular, (X(A),7a) es un espacio espectral. Se sigue
del Lema 5.3.6 que (X(A),Ta) es coherente. Es inmediato notar que KO(X(A),7a) C
KO(X(A),7a) ya que {oa(a) : a € D} C {oa(a) : a € A}. Finalmente veremos que
int,(U°UV') es un elemento de KO(X(A),7a) paracada U,V € KO(X(A),7a), donde 7/ = T 4.
Sean U,V € KO(X(A),7a). Entonces existen a,b € A tales que U = oa(a) y V = oa(b). Méas
aun, a — b € D. Veremos que

int;(oa(a)*Uoa(b)) =oala —b).

Sea P € int./(ca(a)*Uoca(b)). Entonces existe c € D tal que ¢ € Py oa(c) C oa(a)*Uaoal(b),
asiaAc<b Yaquea— (aAc)=a— centoncesa - c<a—b. Yaquec=1—c<a—egc,
entonces ¢ < a — b. Asi, a — b € P pues ¢ € P. Reciprocamente, sea P € oa(a — b),
entonces a — b € P. Yaque a A (a — b) < b concluimos que P € ga(a — b) C oa(a)Uoa(b).
Luego P € int./(ca(a)°Uaoa(b)). Por lo tanto, int, (ca(a)°Uoca(b)) = oala — D). O

Dado A un objeto en la categoria SRL, definimos F(A) = (X (A),7a,7TA)-
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Flechas Sea f: A; — A, una flecha en la categoria SRL. Definimos F(f) : F(As) — F(A;)
por F(f)(P) = f~*(P). En particular,

F(f)" (oa(a)) = oa,(f(a))
para cada a € A;. Usaremos este hecho en la demostracién del siguiente Lema.

Lema 5.3.8. Si f : A} — A, es una flecha en SRL, entonces la aplicacién F(f) es una flecha
en BS.

Demostracion. Sea f: A; — A, una flecha en la categoria SRL. En particular, la aplicacion
F(f) : (X(Az2),7a,) — (X (A1), 7a,) es una funcién espectral. Sea a € A, tal que 1 — a = q,
asi f(a) € Ay 1 — f(a) = f(a). Ademas, F(f) (ca,(a)) = oa,(f(a)). Se sigue del Lema
5.3.6 que la aplicacion F(f) : (X (A2),Ta,) — (X(A1),7Ta,) es una funcion espectral también.
Finalmente, sea U,V € KO(X (A1), 7a,). Entonces existen a,b € A; tales que U = oa,(a) y
V = oa,(b). Entonces se sigue de la prueba del Lema 5.3.7 que

intzy, (F(f)"" (04, ()" Uoa, (D)) = 0a,(f(a = b)),

F(f)" (intzy, (04, (a)* Uoa, (D)) = F(f) " (oas(a = b)).
Asi,
int?Az (F(f)_l(UAz (a’)c Uoa, (b))) = F(f)_l(int7A1 (O-Al (a)c Uoa, (b)))

Por lo tanto, F(f) es una flecha en la categoria BS. O

Asi, se sigue que las aplicaciones A — F(A) y f — F(f) definen un funtor contravariante
F:SRL — BS.

Sea (X, 7,7') un objeto de la categoria BS. Entonces se sigue de los Lemas 5.3.6, 5.3.7 y
5.3.4 que

KO(X(KO(X, T)),?Ko(xﬂ—)) = {UKO(X,T)(U> U € KO(X, 7') yX —-U= U}
= {okoxn(U): U e KO(X,7)Nn7'}
= {O-KO(XJ')(U) . U - KO(X, 7'/>}.

Por lo tanto,
KO(X(KO(X, 7)), Tko(x,r) = {oxox,»n(U) : U € KO(X, ')} (5.3)

Nuestro préximo objetivo es mostrar que si (X, 7,7') es un objeto de la categoria BS
entonces la aplicacion

ex (X, 1,7") = (X(KO(X, 7)), Tko(xX,7), TKO(X,7))
definida por ¢x(z) = {U € KO(X,7) : x € U} es un isomorfismo en BS.
Proposicion 5.3.9. Sea (X, 7,7') un objeto de la categoria BS. Entonces la funcion
ex (X, 7,7") = (X(KO(X, 7)), Tko(x,n), TkO(X 7))

es un isomorfismo en BS.
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Demostracién. Sea (X, 7,7’) un objeto de BS. En particular, €x : (X, 7) = (X(KO(X, 7)), Tko(x,r))
es un isomorfismo de espacios espectrales.
Consideremos ahora

ex (X, 7)) = (X(KO(X, 7)), Tko(x.)-

Consideremos un elemento de KO(X(KO(X, 7)), Tko(x,r)). Se sigue de (5.3) que este ele-
mento es de la forma oxo(x ) (U) para algin U € KO(X, 7). Ya que ¢y (okox.n(U)) = U
deducimos que €x es una funcién espectral. Por otro lado, consideremos la aplicacion

g;(l : (X(KO(X, T))aFKO(X,T)) — (X, 7'/).

Sea U € KO(X, 7). En particular, (€5') ' (U) = oko(x.(U). Se sigue de (5.3) que oxox.(U) €
KO(X(KO(X, 7)), Tko(x,r)- Asi, €5' es también una funcién espectral. Asi, €x y ¢y son fun-
ciones espectrales.

Ahora consideremos la aplicacién

€x : (Xa T, TI) — (X(KO(X; T))77A—KO(X,T)7FKO(X,T))

y dos elementos arbitrarios de KO(X(KO(X, 7)), 7ko(x,-))- Isos dos elementos tienen la
forma oko(x,+)(U) ¥ oxkocx,- (V) par algan U,V € KO(X, 7). Probaremos que

ex (oxox.n(U) = okoxn (V) = €' (oxox.n (U)) = €x' (okoxn (V).

Ya que oko(x,) s un isomorfismo de reticulos subresiduados tenemos que oko(x,)(U) —
okox,» (V) = okox,n(U — V), entonces

g)_(1(CTKO(X,T)(U) — okox,n(V)) = E)_gl(UKO(X,T)(U —V))
U—->V

= €y (okoxn)(U)) = ex' (oxox,n(V)).

Luego ¢x es una flecha en la categoria BS. Un argumento similar muestra que ¢;' es una
flecha en la categoria BS. Por lo tanto, ¢x es un isomorfismo en BS. O

Si A € SRL escribiremos o4 paralafuncién o : A — G(F(A)) definida por oa(a) = oa(a)
para cada a € A.

Proposicion 5.3.10. Sea A € SRL. Entonces la funcién oa : A — G(F(A)) es un isomor-
fismo en la categoria SRL.

Demostraciéon. Sea A € SRL. Claramente, ca es un homomorfismo de reticulos distribu-
tivos acotados. Sea 7/ = TAo. Se sigue de la prueba del Lema 5.3.7 que para cada a,b € A,
oala — b) = int(oa(a)*Uoa(d)), i.e., oala — b) = oa(a) = oa(b) . Por lo tanto, oo es un
isomorfismo en SRL. O

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.11. Los funtores contravariantes F : SRL — BSy G : BS — SRL definen un
equivalencia dual, cuyos isomorfismos naturales son ¢y e.
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Las dualidades para la categoria SRL presentadas en este capitulo pueden ser resumidas
en el siguiente diagrama

b . x
SRLS SRL pSpec

X D

BS

Teniendo en cuenta las dualidades presentadas resulta evidente que existe una fuerte
conexion entre las categorias SRLS, pSpec y BS. En efecto, en la siguiente seccién probare-
mos que las categorias mencionadas son isomorfas.

5.4 Isomorfismos de categorias

En el desarrollo de este capitulo hemos presentado diferentes categorias que son dualmente
equivalentes a la categoria SRL, a saber: la categoria SRLS, la categoria pSpec y la categoria
BS. El propésito de esta seccién es mostrar que, en efecto, las categorias SRLS, pSpec y BS
son isomorfas.

5.4.1 Isomorfismo de categorias SRLS y pSpec

En la presente subseccion presentaremos un par de funtores que establezcan un isomor-
fismo entre las categorias SRLS y pSpec.

Observacion 5.4.1. Recordemos que si (X, 7) es un espacio topolégico 7 entonces es posi-
ble definir el orden de especializacién de (X, 7) de la siguiente manera:

x <;ysiysélosizeCl({y}).

Si (X, 7) es un espacio topolégico coherente y =,y € X. Es claro que = <, y si y sdlo si
para cada U € KO(X,7), si z € U entonces y € U. Esta observacion elemental sera de gran
utilidad a lo largo de esta seccion.

Lema 5.4.2. Si (X, 7, 5) es un objeto en la categoria pSpec entonces (X, <,,7*,5) es un objeto
de SRLS.

Demostracion. Sea (X, 7,S) objeto de pSpec. En particular, (X, <,,7*) es un espacio de
Priestley y S es un pre-orden. Ahora probaremos que (X, <,,S5) es un WH-marco. Sea
r <, yYy (y,z) € S. Necesitamos probar que z € S(z). Notemos que por la reflexividad de
Syz <,yentoncesy € ([{V € KO(X,7): S(z) C V}. En efecto, sea VV € KO(X, 1) tal que
S(z) C V. Entonces = € S(z) C V, es decir x € V. Teniendo en cuenta que = <, y tenemos
que y € V. Asi,

ye[ {V eKO(X,7): S(x) SV} = S(x).
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Entonces (z,y) € Sy (y,2) € 5, teniendo en cuenta la transitividad de S se sigue que
z € S(z). Veamos ahora que S(z) es cerrado para (X,7*). Dado = € X consideremos
y ¢ S(x). Entonces existe U € KO(X,7) = D(X,7*) tal que y ¢ Uy S(x) C U, es decir
y € U° C S(z)°y U° es un abierto (X, 7*). Asi, S(z) es cerrado en (X, 7*) para cada = € X.
Finalmente, sea W un clopen en (X, 7*), Entonces existen U,V € D(X,7*) = KO(X, 1) tal
que W = U\ V. Luego S7!(W)* = S~H(U \ V)¢ € KO(X, 1) = D(X,7*). Por lo tanto S~*(W)
es un clopen en (X, 7). O

Recordemos que dado (X, 7, <) un espacio de Priestley entonces la estructura (X, 7,) es
un espacio topologico espectral, donde 7, = OpUp(X). Teniendo en cuenta esta observacion
se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.4.3. Sea (X, <,7,5) un objeto de la categoria SRLS. Entonces (X, s, S) es un objeto
de pSpec.

Demostracion. Es claro, por la relacion en las dualidades de reticulos distributivos, que
(X, 7s) es un espacio espectral y S es un pre-orden. Sea U,V € KO(X,7,) = D(X). Luego
S=H(U\V)¢ es un clopen en (X, 7). Ya que (X, <, 5) es un WH-marco se sigue que S(y) C S(z)
cuando z < y, lo cual implica que S~ (U \ V)¢ = {z € X : S(z) N U C V} es un conjunto
creciente en (X, <). Asi, S} U \ V)¢ € D(X) = KO(X,7,). Finalmente mostraremos que
para cada z € X tenemos que

S(z) = {U € KO(X,7.) : S(x) CU}.

Sear € X. Lainclusion S(z) C ({U € KO(X, 75) : S(x) C U} esinmediata. Reciprocamente,
seay ¢ S(x). Sabemos que S(x) es cerrado en (X,7). Ademas S(z) es un subconjunto
creciente para (X, <). En efecto, sea y,z € X tal que y € S(z) y y < 2. Teniendo en cuenta
que (X, <,5) es un WH-marco tenemos que S(z) C S(y). Ya que S es reflexiva se sigue que
z € S(z), por lo que z € S(y). Asi, (z,y) € Sy (y,2) € S, luego la transitividad de S implica
que z € S(z). Por lo tanto, S(z) es un conjunto creciente. Ya que y ¢ S(x) entonces se
sigue del Lema 1.6.2 que existe U € D(X) tal que S(z) CUyy ¢ U. Yaque U € KO(X, )
tenemos que y ¢ ({U € KO(X, 1) : S(z) C U}, que era nuestro objetivo. O

Especializando los funtores (—).: Pries — Spec y (—)*: Spec — Pries en las categorias
SRLS y pSpec respectivamente, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4.4. Las categorias SRLS y pSpec son isomorfas.

5.4.2 Isomorfismo de categorias SRLS y BS

Teniendo en cuenta los resultados de la subseccion previa, para mostrar que las categorias
SRLS, BS y pSpec son isomorfas, sera suficiente mostrar que las categorias BS y SRLS son
isomorfas.

Dado X un conjunto, U € P(X) y S una relaciéon binaria definida sobre X. Recordemos
que un subconjunto U se dira S-cerrado si S(z) C U para cada = € U. Sea (X, <,7,5) un
objeto de SRLS. Escribimos Dg(X) para indicar el subconjunto de D(X) que ademas son
S-cerrados. Ademas definimos 7¢ = {U € 7, : X =5 U = U}. Se sigue de la reflexividad de
S que 75 = {U € 7, : U es S-cerrado}. Notemos que (X, 75) es un espacio topolégico.



106 CAPITULO 5. DUALIDADES TOPOLOGICAS PARA RETICULOS SUBRESIDUADOS

Lema 5.4.5. Sea (X, <,7,5) es un objeto de SRLS. Entonces las siguientes condiciones se
satisfacen:

(1) U=35V € Dg(X) para cada U,V € Dg(X).
(2) Si (z,y) ¢ S entonces existe U € Dg(X)talquex € Uy y ¢ U.

(3) Dg(X) es una base para una topologia sobre X. Mds atin, la topologia generada por
Ds(X)esigual a 7sy Ds(X) = KO(X, 79).

Demostracién. Comencemos con la prueba de 1). Sea U,V € D(X). Se sigue del Teorema
1.7.12que U =5 V € D(X). El hecho de que U =5 V es S-cerrado se sigue de la reflexividad
y transitividad de S.

Ahora probaremos 2). Sea =,y € X tal que (z,y) ¢ S. Ya que S(x) es un subconjunto
cerrado es un espacio de Priestley entonces existen U,V € D(X) tal que S(x)N (U\V) =10
yyeU\V. Entonces x € U =5 Vyy ¢ U =5 V. En efecto, supongamos que y € U =5 V,
ie, S(yyNnU C V. Yaquey € S(y) NU entonces y € V, lo que es una contradiccién. El hecho
de que U =5 V € Dg(X) se sigue de la condicién 1).

3) Se sigue de una comprobacién directa que Ds(X) es una base para una topologia sobre
X. En lo que sigue probaremos que la topologia generada por la base Dg(X) es igual a 75.
Es inmediato que todo elemento de la topologia generada por Dg(X) es un elemento de 7.
Reciprocamente, consideremos U € 75 y = € U. En particular, S(z) C U. Seay ¢ U, entonces
(x,y) ¢ S. Asi, por la condicién 2) existe W, € Dg(X) tal que z € W, y ademas y ¢ W,,. Por lo
tanto, U® C (U, g5,y W,- Ya que U° es cerrado en (X, 7) y (X, <,7) es un espacio de Priestley
se sigue que U° es compacto en (X, 7). Entonces existe una cantidad finita W, ,..., W, tal
que U¢ C W7 U---UWg . Por lo tanto, z € W, N---N W, C U. Teniendo en cuenta que
Wy, N---NW,, € Dg(X), tenemos que la topologia generada por la base Dg(X) es 7s.

Por ultimo mostraremos que Dg(X) = KO(X, 75). Sea U € Dg(X), entonces U € D(X)
y U es S-cerrado. En particular, U € 75. Ademas, notemos que U es cerrado en (X, 7),
por lo tanto es compacto en (X, 7). Sea {U;}ic; € Dgs(X) tal que U C J,.;U;. Ya que
{U}ie; C 7 entonces existen finitos U;,,...,U; talque U C U;, U---UU;, . Asi, U € KO(X, 75).
Reciprocamente, sea U € KO(X,7s). Entonces existen Vj,..., Vi, € Dg(X) tal que V =
ViU--- UV, por lo tanto U € D(X). Mas aun, U es S-cerrado, ya que Vi,..., V) son S-
cerrados. Luego, U € Dg(X). Por lo tanto, Dg(X) = KO(X, 7). O

Lema 5.4.6. Sea (X, <,7,S) un objeto de SRLS. Entonces (X, 75, 7s) es un objeto de BS.

Demostracion. Sea (X, <,7,S5) un objeto de SRLS. En particular, (X, ) es un espacio es-
pectral. Se sigue del Lema 5.4.5 que (X, 75) es coherente. Sea U,V € KO(X, 1) = D(X).
Veamos que U =5 V = U — V, donde — fue definida en (5.2) de la Seccién 5.3. En
efecto, sea v € U =5 V. La reflexividad de S muestra que U =5 V C U°U V. Por
lo tanto, x € U — V. Reciprocamente, sea © € U — V. Luego existe W € Dg(X) tal
que x € W C U°UV. Por el Lema 5.4.5 tenemos que U =5 V € Dg(X), por lo que
S(z) CW CU°UV, esdecir S(zr)NU C V. Asi, z € U =5 V. Hemos probado que
U=sV =U — V. Se sigue del Teorema 5.1.4 que U =5 V € KO(X,7s), por lo tanto
U—V eKO(X, ). Asi, (X, 15, 7s) € BS. O

Sea (X, <;,7;) espacios de Priestley para i = 1,2. Escribiremos como (X, (;)s) en lugar
de (X, 7;,) parai=1,2.



5.4. ISOMORFISMOS DE CATEGORIAS 107

Lema 5.4.7. Sea f : (X1,<1,71,51) = (Xa,<s9,72,952) una flecha en la categoria SRLS. En-
tonces f: (X1, (m)s, 7s,) — (X2, (12)s, Ts,) es una flecha en la categoria BS.

Demostracion. Sea f : (X1, <i,71,51) — (X2, <9,7,S5) una flecha en la categoria SRLS. Es
sabido que f : (Xi,(71)s) — (Xa, (72)s) es una funcién espectral. Consideremos f : (X, 75,) —
(Xo,7s,). Sea U € KO(X,7s,) = Ds(X3). Yaque U € D(X5)y f es un morfismo de espacio
de Priestley entonces f~'(U) € D(X;). Una comprobacion directa basada en el hecho de
que U es Sy-cerrado y (f(z), f(y)) € S, cuando (x,y) € S; muestra que f~1(U) es S-cerrado.
Entonces f~'(U) € Dg(X;) = KO(X1,7s,). Asi, f es también una funcién espectral. Por
dltimo, sean U,V € KO(Xs, (12)s) = D(X3). Se sigue de la prueba del Lema 5.4.6 que U —
V =U =5 V. Ademas, se sigue del Teorema 5.1.4 que (U =g V) = fY(U) =5 [HV),
por lo que f~1(U — V) = f~1(U) — f~1(V). Por lo tanto, f : (X, (71)3,751) — (X2, (12)s, Ts,)
es una flecha en la categoria BS. O

Una prueba simple muestra que las aplicaciones (X, 7,<,5) — (X, 75,75) y f — [ definen
un funtor covariante de la categoria SRLS hacia la categoria BS.

Lema 5.4.8. Sea (X, 7,7') un objeto de BS. Entonces (X, <,, 7", <,/) es un objeto de SRLS.

Demostracién. Sea (X, 7,7') un objeto de BS. Entonces (X, <,,7*) es un espacio de Priestley
y <, es un preorden. Se sigue entonces que KO(X,7") C KO(X,7) y (X, 7’) es coherente y
que (X, <;,<.) es un WH-marco. El hecho de que (X,7’) es coherente también muestra
que <, (z) es cerrado en (X, 7*) para cada x € X. Ahora probaremos que para cada U,V &€
KOX,7),U=V =U —V,dondeU =V =U =<, V.SealU,V € KO(X,7). Seaz € U = V.
Entonces <., (z)NU C V, porlo que <., (z) CU“UV. Seay € U\V, se sigue que (z,y) ¢<,.
Ya que KO(X,7’) es coherente entonces existen W, € KO(X,7') tal que z € W, yy ¢ W,.
Hemos probado que U\ V' C |, Wy. Ya que cada W, € KO(X,7') C KO(X,7) = D(X)

()<
y U\ V es cerrado en el espacio de Prlestley (X, 7*) entonces existen W, ,..., W, tal que
U\NV CWgU---UWg. Asi, We n---nNWe €eryze W, n---nW; CUUV, por

loquez e U — V. Rec1pr0camente sear € U — V. Ya que (X, 7’) es coherente existen
W e KO(X,7')talque x € W C U°UV. Seay €<, (z)NU,ie,z <. yyy € U. Yaque
x € W entonces y € W, porloquey € V. Asi, x € U = V. Hemos probado que para cada
U,V € KO(X, ) tenemos que

U=V=U=V. (5.4)

Sea Z un clopen en (X, 7), entonces existen U,V € D(X) tal que Z = U \ V. Mas
aun, una comprobacion directa basada en que <, es un preorden muestra la igualdad
(<! (2))¢ = U = V. Pero por (5.4) tenemos que U = V = U — V, por lo que (<! (2))° =

U — V € KO(X, 7). Por lo tanto, <! (Z) es un clopen en (X, 7*). O

Sea (X, 7,7') € BS. Por el Lema 5.4.8 se sigue que (X, <,,7",<,/) € SRLS. Es interesante
notar que la relacion <, es un orden y que la relacion <, es un pre-orden el cual no es
necesariamente un orden.

Observacion 5.4.9. Sea (X, 7,7’) un objeto de BS. Por el Lema 5.4.8 tenemos que la estruc-
tura (X, <,, 7", <,) es un objeto de SRLS. Mas atin, teniendo en cuenta la prueba del Lema
5.4.8 se sigue que X = U = X — U para cada U € KO(X, 7). Entonces

Dc (X)) = {UeKOX,7): X=U=U}

{UeKOX,7): X - U=U}
= KO(X, 7).
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Por lo tanto,
D ,(X) =KO(X,7).

Lema 5.4.10. Sea f : (X,71,7) — (X2,7,7) una flecha en la categoria BS. Entonces
fo(X, a1 <) = (Xe, <0y, 73, <) es una flecha en la categoria SRLS.

Demostracién. Sea [ : (X, 7,7) — (X2, 7, 7;) una flecha en la categoria BS. Teniendo en
cuenta el isomorfismo de las categorias Pries y Spec se sigue que f : (X, <., 77) = (X2, <.,
,75) es un morfismo de espacios de Priestley. El hecho de que para cada x,y € X; es valido
que (f(z), f(y)) €< cuando (z,y) €<, se sigue de que f : (X1, <) — (X3,<;;) es una
funcion espectral.

Sea S; =<, parai = 1,2. Consideremos = € X, y z € X, tal que (f(z),2) € Sy. Necesi-
tamos probar que existe y € Si(x) tal que f(y) = z. Supongamos que para cada y € S;(x)
se tiene que f(y) # z. Entonces existen U,,V, € D(X;) = KO(X, ) tal que f(y) € U, \ V, ¥
z ¢ U, \'V,. Asi,

c U r'w\v.
y€51( )
Ya que Si(z) es cerrado en (X, 7{) entonces existe U,,,...,U,,,V,,,...,V,, tal que S;(z) C

U?:l fﬁl(in \ ‘/Z/L)? i'e'>
ﬂf (U5, U Vi) € Si(a)

Una comprobacién directa muestra que Si(x)¢ es abierto en (X, 7]). Entonces usando que
f es una flecha en la categoria BS obtenemos que

() intry (U5, UV,.) € 812,

i=1
lo que es equivalente a

Siw) € Uity (U5, UV, )P
=1
Ya que x € S1(z) entonces existe j = 1,...,n tal que f(z) ¢ int(Uy UV, ). Mas aun, ya que
z ¢ Uy, NV, entonces z ¢ int (U, ﬂVC) Se sigue de (f(z),z) € S2 que f(z) ¢ int,, (U, N V).
Asi, f ( ) 6 (Z) lo que es una contradlccmn N

Una comprobaciéon directa muestra que las aplicaciones (X, 7,7") — (X, 7%, <, <)y
f — f establecen un funtor covariante desde la categoria BS hacia la categoria SRLS.

Teorema 5.4.11. Las categorias SRLS y BS son isomorfas.

Demostracion. Sea (X, <, 7, S) un objeto de la categoria SRLS, entonces (X, 7s,7s) € BS.
Luego la estructura (X, <m +,<,s) € SRLS. Sabemos que <=<, . Ademas, para z,y € X
se sigue del Lema 5.4.5 que = <., y si y sélo si para cada U € Dg(X), si z € U entonces
y € U. De nuevo, por el Lema 5.4.5 la tltima condicién es equivalente a decir que (z,y) € S.

Asi, S =<,
Reciprocamente, sea (X, 7,7') € BS entonces (X, <,, 7", <./) € SRLS. Luego, la estructura
(X, 7,72 ) € BS. Sabemos que 7 = 7. Definimos S =<,,. Mostraremos que 7" = 7¢. El

hecho de que 7' C 7¢ es inmediato. Reciprocamente, sea U € 75. Sea v € U. Entonces
se sigue del Lema 5.4.5 que existe VV € Dg(X) tal que z € V C U, por lo tanto, por la
Observacion 5.4.9 se sigue que V € KO(X, 7). Luego, 75 C 7'. Por lo tanto, 7' = 75. O
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5.5 Dualidades topologicas para KSRL

En la presente seccion utilizaremos como base las dualidades para reticulos subresiduados
desarrolladas a lo largo de este capitulo para obtener una dualidad para reticulos subresid-
uados dotados de un operador modal de necesidad. En particular, buscaremos determinar
dualidades para reticulos subresiduados modales en términos los espacios de Priestley, es-
pectrales y bitopologicos subresiduados, respectivamente. Comenzaremos nuestro estudio
estableciendo la dualidad de tipo bitopolégica para reticulos subresiduados modales y luego,
utilizaremos los isomorfismos establecidos en las secciones 5.4.1 y 5.4.2 para determinar
la dualidad de tipo Priestley y la dualidad de tipo espectral para reticulos subresiduados
modales.

Recordemos que un reticulo subresiduado modal es un algebra A = (A, A,V,—,[0,0,1)
tal que A = (A, A,V,—,0,1) es un reticulo subresiduado y (J: A — A es un operador unario
tal que para cada a,b € A se satisfacen las siguientes condiciones:

1) O1=1
2) O(aAb) =0a A Db
3) (e — b) <Oa — Ob

Escribiremos KSRL para denotar la categoria cuyos objetos son reticulos subresiduados
modales y sus flechas son homomorfismos entre estas estructuras. Ademas, la composiciéon
de flechas y la flecha identidad estan determinados por la composicion usual de funciones
y el homomorfismo identidad, respectivamente.

Observacion 5.5.1. Sea A € KSRL y a € D entonces a« = 1 — a. En particular notemos
que
Oa=0(1—a) <01l - 0a=1— Ua.

Ademas, para cada a € A la condicion 1 — (a < Ca es valida sobre cada reticulo subresid-
uado modal, de donde se sigue que

Oa =1 — Ua.

Este hecho sera utilizado a lo largo de esta seccion.

5.5.1 Dualidad bitopolégica para KSRL

En esta seccion utilizaremos los resultados propios de la Seccion 4.3 para establecer una
dualidad de tipo bitopolégica para la categoria KSRL. Comenzaremos esta seccién intro-
duciendo los objetos y las flechas de la categoria que resultara dualmente equivalente a la
categoria a KSRL.

Definicion 5.5.2. Una estructura (X, 7,7, R) se dird espacio bitopolégico subresiduado
modal si satisface las siguientes condiciones:

(1) (X, 7,7) es un espacio bitopologico subresiduado,

(2) R(x) =({U € KO(X,7): R(z) CU} para cada = € X,
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(3) Para cada U € KO(X, 1) el conjunto Og(U) € KO(X,T) y
(4) Para cada U € KO(X,7') el conjunto Or(U) € KO(X, ')

Definicion 5.5.3. Diremos que una funcion f: (Xi,7,7, R1) — (X3, 7,7, R2) es un mor-
fismo de espacios bitopolégicos subresiduados modales si:

D) f: (Xy,71,7) = (Xo, 70, 75) es un morfismo de espacios bitopoligicos subresiduados,
(2) Si (z,y) € Ry entonces (f(x), f(y)) € R2
(3) Si (f(z),2) € Ry entonces existe y € Ry(z) tal que f(y) € Cl,(2).

Escribiremos KBS para denotar la categoria cuyos objetos son los espacios bitopolégicos
subresiduados modales y las flechas son los morfismos de espacios bitopolégicos subresid-
uados modales. Ademas, la composicion de flechas esta determinada por la composicion
usual de funciones y la identidad para dicha composicion sera la funcion identidad.

Definimos el funtor §: KBS — KSRL de la siguiente manera:

Objetos Sea (X, 7,7, R) un objeto de la categoria KBS. Consideremos la estructura
Q(X) = (KO(X7 7—)7 ﬁ, U7 77, DR7 (Z)a X)

Teorema 5.5.4. Si (X, 7,7, R) es un objeto de la categoria KBS entonces G(X) es un objeto
de la categoria KSRL.

Demostracion. Teniendo en cuenta el Lema 5.3.4 y la Definicién del operador (i sélo sera
necesario comprobar que se verifica la condicion Ogz(U — V) C Og(U) — Og(V) para cada
U,V € KO(X, 7). En efecto, consideremos =z € Ogr(U — V). Ya que U,V € KO(X, ) se sigue
que U — V € KO(X, 7). En particular, notemos que U — V € KO(X,7) N7 = KO(X,7')
por lo tanto resultara abierto en 7/, de donde se sigue que Cx(U — V) € KO(X, 7). Mas
aun, notemos que Ug(U — V) NOg(U) C Og(V). En efecto, sea x € (U — V) NDOg(U) y
consideremos y € R(x) entonces y € (U — V)N U C V de donde se sigue que R(z) C V, es
decir, z € Ox(V). Asi, se sigue que Ur(U — V) C Or(U) — Og(V) y por lo tanto §(X) es un
reticulo subresiduado modal. N

Flechas Sea f: (X;,7,7,R1) — (X2, 7,7}, Ry) una flecha en la categoria KBS. Consider-
emos la aplicacién G(f): §(X3) — G(X;) definida por

Teorema 5.5.5. Sea f: (Xi,7,7],R1) — (X2, 7,75, Re) una flecha en la categoria KBS en-
tonces G(f) es una flecha en la categoria KSRL.

Demostracion. Teniendo en cuenta el Lema 5.3.5 s6lo sera necesario probar

f_1<DR2(U)) = DRl(f_l(U))
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Para simplificar la notacién escribiremos
1(U) =g, (U) 'y Ox(U) = Ug,(U).

Consideremos z € f~(y(U)), es decir f(x) € Uy(U), probaremos que z € U, (f~'(U)). En
efecto, si y € R;(x) entonces (x,y) € R;. Ya que f es una flecha en la categoria KBS se sigue
que (f(x), f(y)) € Ry. Ya que f(z) € 0y(U) se sigue que f(y) € U, es decir y € f~1(U), de
donde se sigue que z € [0, (f~1(U)). Reciprocamente consideremos x € U, (f~!(U)) veamos
que r € f1(Oy(U)) i.e, f(z) € Oy(U). En efecto, sea z € Ry(f(x)) entonces (f(z),2) € Ro.
Ya que f es una flecha en la categoria KBS se sigue que existe y € X; tal que (z,y) € R y
ademas f(y) € Cl,,(z). Teniendo en cuenta que = € [J;(f~*(U)) se sigue que y € f~1(U), es
decir f(y) € U. Teniendo en cuenta que U € KO(X,73) y f(y) € U se sigue que z € U. Asi,
xr € f~HO,(U)) y por lo tanto se sigue que

O (f7H () = fFH(E:(0))
como queriamos mostrar. O

Una comprobacion directa muestra que las aplicaciones X — G(X)y f — G(f) definen
el funtor contravariante G: KBS — KSRL.

A continuaciéon vamos a construir el funtor F: KSRL — KBS de la siguiente manera:

Objetos Sea A un objeto de la categoria KSRL. Consideremos la estructura
?(A) = (X(A)a 7A_A7?A7 RD) >
donde

1) (X(A),7a,7a) es el espacio bitopolégico subresiduado asociado al reducto de reticulo
subresiduado

2) la relacion R es la definida en la ecuacion 2.2 de la Seccion 2.2.

Teorema 5.5.6. Si A es un objeto de la categoria KSRL entonces F(A) es un objeto de la
categoria KBS

Demostraciéon. Teniendo en cuenta el Lema 5.3.7 sera necesario comprobar las siguientes
condiciones:

1) Para cada P € X(A) el conjunto Ry(P) = ({U € KO(X(A),7a): Ro(P) C U}.

2) Para cada U € KO(X(A),7a) el conjunto Cz(U) € KO(X(A),7a) y

3) Para cada U € KO(X(A),7a) el conjunto Ox(U) € KO(X(A),Ta).
Comenzamos mostrando 1). Consideremos P € X(A). Notemos que

(P,Q) € Ry siysélosi O'(P)CQ
siysélosi @ € oa(a) paracadaa c O (P)
siysdlosi Q€[ ){oala): a € O7'(P)}
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Por la Proposicion 2.1.11 se sigue que
Ro(P) = {oa(a): Ro(P) C oaa)}.

Dado que U € KO(X(A),7a) siy s6lo si U = 0a(a) para algin a € A se sigue la afirmacién.

Mostraremos ahora 2). Consideremos U € KO(X(A),7a). Se sigue que U = oa(a) para
algiun elemento « € A. Teniendo en cuenta el Teorema de representacion para reticulos
modales se sigue que

oa(Ha) =gy (0al(a)).
Por dltimo, haremos la prueba de 3). Dado U € KO(X(A),7Ta). Se sigue que U = oa(a)
para algin a € D. Teniendo en cuenta la Observacion 5.5.1 se sigue que [la € D. Luego,
teniendo en cuenta el Teorema de representacion para reticulos modales se sigue que

DRD (O’A((I>> = O'A(DCL).

Dado que Cla € D se sigue la afirmacion. ]

Flechas Sea f: A; — A, una flecha en KSRL. Consideremos la aplicacién F(f): F(Az) —
F(A;) definida por

F(F)(P) = f\(P).
Lema 5.5.7. Si f: A; — A, es una flecha en KSRL entonces F(f) es una flecha en KBS.

Demostracion. Sea f: A; — A, una flecha en SRL. Por el Lema 5.3.8 sera necesario com-
probar que:

1) Si (P,Q) € Ry, entonces (f~1(P), f~4(Q)) € Ro, y

2) SiPe X(Ay)y Z € X(A,) son tales que (f~'(P),Z) € Ro, entonces existe Q € X(A,)
tal que f~'(Q) € Cls, (2).
Comenzamos comprobando 1). Sea a € 7! (f~!(P)) se sigue entonces que f (Ja) € P. Dado

que f es una flecha en KSRL se sigue que [I(f(a)) € Py por lo tanto f(a) € O (P) C Qy
por lo tanto a € f~1(Q), como queriamos mostrar.

Para la prueba de (2) asumiremos que P € X(A,y) y Z € X(A;) son filtros primos tales
que (f~1(P), Z) € Rn,. Debemos probar que existe Q € X (A,)talque I (P) C Qy f1(Q) €
Clz,, (7). Para esto, notemos que

O (P)NI(f(2°)) =0
En efecto, supongamos que a € O071(P)N I (f(Z¢)) entonces Ua € Py ademas existe z € Z¢
tal que a < f(z). Ya que Oa < O(f(z)) se sigue O(f(z)) € P. Teniendo en cuenta que f
es una flecha de KSRL se sigue que f((J(z)) € Py por lo tanto z € O '(f~(P)). Ya que

O-Y(f~1(P)) C Z se sigue que z € Z lo que resulta imposible. Por el Teorema 1.5.8 existe
Qe X(Ay)talque O H(P) CQy Qn f(Z°) = 0. Por lo tanto (P, Q) € Ro, y ademés

Z¢C [N (f(Z29) € FHQ),

de donde se sigue que f~'(Q) C Z. Afirmamos entonces que f~'(Q) € Cl;, (7). En efecto,
sea U € KO(X(Ay),7a,) tal que f71(Q) € U. Se sigue que U = oa,(a) y por lo tanto
a€ f1(Q) C Z,es decir Z € o4, (a) como queriamos mostrar. O
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Unos simples calculos mustran que las aplicaciones A — F(A)y f — F(f) establecen
un funtor contravariante F§: KSRL — KBS.

Teniendo en cuenta los resultados de la Seccion 5.3 se sigue que si A es un reticulo
subresiduado entonces la aplicacién g5 : A — G(F(A)) definida por ga(a) = oa(a) resulta
un isomorfismo en la categoria SRL. En particular, por el Corolario 2.1.12 se sigue que si A
un objeto de la categoria KSRL entonces la aplicacion g5: A — G(F(A)) es un isomorfismo
en la categoria KSRL. Asimismo, para cada (X, 7,7’) objeto de la categoria BS sabemos que
la aplicacién €x: X — F(G(X)) definida por €x(z) = ex(z) es un isomorfismo en la categoria
BS. Nuestro proximo objetivo sera mostrar que la aplicacion cx es una flecha en KBS.

Lema 5.5.8. Para cada (X, 7,7, R) objeto de la categoria KBS la aplicacion ex: X — F(G(X))
es un isomorfismo en la categoria KBS.

Demostracion. Sera suficiente comprobar que (z,y) € R siy sélo si (ex(z),ex(y)) € Rop.
En efecto, sea (z,y) € Ry consideremos U € [;'(éx(z)) entonces z € Cr(U) y por lo
tanto R(z) C U, de donde se sigue que y € U. Luego, U € €x(y) de donde se sigue que
(éx(z),ex(y)) € Ro,. Reciprocamente supongamos que (ex(x),ex(y)) € Rn,. Mostraremos
que (z,y) € R. En caso contrario (z,y) ¢ R. Dado que R(z) = ({U € KO(X,7): R(z) C U}
existe U € KO(X, 1) tal que R(z) CU yy ¢ U de donde se sigue que xz € (r(U) ey ¢ U. Por
la definicién de €x se sigue que U € (' (€x(7)) \ €x(y) de donde se sigue que (¢x(7),ex(y)) ¢
Rp,, 1o que es imposible. Luego, (z,y) € Ry el resultado se sigue. O

Teniendo en cuenta los resultado de esta secciéon tenemos el siguiente

Teorema 5.5.9. Los funtores F: KSRL — KBS y §: KBS — KSRL, en conjunto con las trans-
formaciones naturales 7 y ¢, establecen una equivalencia dual de categorias.

5.5.2 Dualidad de Priestley para KSRL

En esta seccion utilizaremos la dualidad bitopoldgica para la categoria KSRL y los resulta-
dos de la Seccion 5.4.1 para establecer una dualidad de Priestley para la categoria KSRLS.
Comenzaremos esta seccion definiendo los objetos y las flechas de la categoria que resultara
dual a KSRL.

Definicion 5.5.10. Una estructura (X, <,S, R,7) es un SRL espacio modal si satisface las
siguientes condiciones:

(1) (X,<,7,S5) es un SRL-espacio.

(2) Para cada U € D(X) el conjunto Or(U) € D(X)
(3) Para cada = € X, R(z) es cerrado creciente.

(4) Para cada U € Dg(X) el conjunto Or(U) € Dg(X)

Definicion 5.5.11. Sean (X;, <;, S;, R;, ;) con i = 1,2, SRL espacios modales. Una funcion
f: X1 — Xy es un morfismo de SRL espacios modales si verifica las siguientes condiciones:

(D) f: (X4, <0, 81, 11) — (Xo, <g,5,T2) es un morfismo de SRL-espacios.
(2) Si (z,y) € R, entonces (f(x), f(y)) € Ry
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(3) Si (f(z),z) € Ry entonces existe y € X tal que (x,y) € Ry f(y) < =

Escribiremos KSRLS para denotar la categoria cuyos objetos son SRL espacios modales
y sus flechas son morfismos de SRL espacios modales. Asimismo, la composicién de flechas
y la flecha identidad para dicha composicién estan dados por la composicion usual de fun-
ciones y la funcién identidad, respectivamente.

Observacion 5.5.12. De acuerdo con el isomorfismo de las categorias BS y SRLS tenemos
que si (X, 7,7') es un objeto de BS entonces (X, <., 7*, <,/) es un objeto de la categoria SRLS.
Mas aun:

1) UeKOX,7)siysolosiU € D(X,<,,7%)y
2) UeKO(X,7")siysolosiU € D (X, <, 7")

Lema 5.5.13. Si (X, 7,7/, R) es un objeto de la categoria KBS entonces (X, <,,7*,<., R) es
un objeto de la categoria KSRLS.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Observacion 5.5.12 sélo sera necesario comprobar
que para cada = € X el conjunto R(z) es un cerrado creciente de (X, <,,7*). Por nuestra
hipétesis se sigue que R(z) = ({U € KO(X,7): R(z) C U}. Dado que U € KO(X, 7) siy sélo
siU € D(X, <,,7") el resultado se sigue. O

Lema 5.5.14. Sea f : (Xy, 7,7, R1) — (X3, 72,7, R2) una flecha en la categoria KBS. En-
tonces f: (X1, <5, 71, <p, By) = (X2, <5y, 75, <5y, Ro) es una flecha en la categoria KSRLS.

Nuevamente, teniendo en cuenta el isomorfismo de las categorias BS y SRLS se sigue
que si (X, <,7,5) es un objeto de la categoria SRLS entonces (X, 7,,7s) es un objeto de la
categoria BS. Mas aun, se sigue que:

1) UeD(X)siysolosiU € KO(X, )y
2) U € Dg(X) siysoélosi U e KO(X, 7s)
Tenemos entonces los siguientes resultados:

Lema 5.5.15. Si (X, 7,<,S,R) es un objeto de la categoria KSRLS entonces (X, 7, 7s, R) es
un objeto de la categoria KBS.

Lema 5.5.16. Sea f : (Xi,<i,71,51, R1) — (X3, <5,7, 52, Ry) una flecha en la categoria
KSRLS. Entonces f : (X1, (71)s,Ts,, R1) = (X2, (T2)s, Ts,, R2) es una flecha en la categoria KBS.

Teniendo en cuenta los resultados presentados en esta seccion se sigue el
Corolario 5.5.17. Las categorias KSRLS y KBS son isomorfas.
Por dltimo, se sigue de una composicién adecuada de funtores el siguiente resultado.

Corolario 5.5.18. Las categorias KSRLS y KSRL son dualmente equivalentes.
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5.5.3 Dualidad espectral para KSRL

En la presente seccion utilizaremos la dualidad bitopolégica para la categoria KSRL y los
isomorfismos de la seccion 5.4.2 para establecer una dualidad espectral para la categoria
KSRL. Comenzaremos esta seccion introduciendo los objetos y flechas de la categoria que
sera dual a KSRL.

Definicion 5.5.19. Una estructura (X, 1, S, R) se dird p-espacio espectral modal si satisface
las siguientes condiciones:

(1) (X,7,95) es un p-espacio espectral

(2) Para cada © € X el conjunto R(x) es saturado para T

(3) Para cada U € KO(X, 1) los conjuntos Og(U) € KO(X, 1)

(4) Si U € KO(X,7)y es cerrado para S entonces Ur(U) € KO(X,7) y es cerrado para S.

Definicion 5.5.20. Una funcion f: (Xy, 71,51, R1) — (Xa, 79, o, Re) se dird funcién p-espectral
modal si satisface las siguientes condiciones:

(1) f es una funcion p-espectral.
(2) Si (z,y) € Ry entonces (f(z), f(y)) € Ro.
(3) Si (f(x),2) € Ry entonces existe y € Ry(z) tal que z € Cl.,({f(y)})

Escribiremos KpSpec para denotar la categoria cuyos objetos son p-espacios espectrales
modales y cuyas flechas son funciones p-espectrales modales. Ademas, la composicion de
flechas esta dada por la composicion usual de funciones y la identidad para dicha com-
posicion esta dada por la funcién identidad.

Dado (X, 7,7') un objeto de la categoria BS. Teniendo en cuenta los resultados de los
lemas 5.4.3 y 5.4.8 se sigue que (X, 7,<,/) es un objeto de la categoria pSpec. M4s aun, se
sigue que U € KO(X,7') siy s6lo si U € KO(X, 7) y ademas es cerrado para la relaciéon <...
Teniendo en cuenta esta observacion se tiene el siguiente resultado:

Lema 5.5.21. Si (X, 7,7, R) es un objeto de la categoria KBS entonces (X, 7,<.,R) es un
objeto de la categoria KpSpec. Ademds, st f: (X1, 71,7, R1) — (X2, 72,7, R2) es una flecha en
la categoria KBS entonces f: (X1, 71, <x, Ri) — (X2, 72, <, R») es una flecha en la categoria
KpSpec.

Asimismo, dado (X, 7,S) un objeto de la categoria pSpec se sigue de los lemas 5.4.2 y
5.4.6 que (X, 7, 7s) es un objeto de la categoria BS. Mas aun, U € KO(X, 7) y es cerrado para
la relaciéon S siy sélo si U € KO(X, 75). Tenemos entonces el siguiente resultado.

Lema 5.5.22. Si (X, 7,5, R) es un objeto de la categoria KpSpec entonces (X, 7,7s, R) es un
objeto de la categoria KBS. Ademds, si f: (X1, 7,51, R1) — (X2, T2, S2, Ry) es una flecha en la
categoria KpSpec entonces f: (X1,7,7s,, R1) = (X2, T2, Ts,, R2) es una flecha en la categoria
KBS.

Teniendo en cuenta los isomorfismos de la Seccion 5.4 tenemos el siguiente resultado
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Corolario 5.5.23. Las categorias KBS y KpSpec son isomorfas.

Asimismo, teniendo en cuenta la dualidad bitopolégica para la categoria KSRL tenemos
el siguiente resultado

Corolario 5.5.24. Las categorias KSRL y KpSpec son dualmente equivalentes.



Capitulo 6

Trabajo Futuro y Conclusiones

Para finalizar este trabajo en el presente capitulo mencionaremos algunas lineas de posi-
bles trabajos a futuro y desarrollaremos las conclusiones que se desprenden de los resulta-
dos obtenidos.

6.1 Propiedad de los modelos finitos

Dado S = (Fm,,tg) sistema deductivo definido sobre el conjunto de las férmulas de un tipo
L dado. Recordemos que S esta caracterizado por una clase de marcos de Kripke M si para
cada I" conjunto de £-formulas y cada ¢ formula del mismo tipo se tiene que

I'Fg @ siysélosil Fym ¢

Diremos que el sistema deductivo S tiene la propiedad de los modelos finitos si para cada
formula ¢ que no es un teorema de S existe un modelo finito de S el cual refuta ¢, es decir
para cada férmula ¢ tal que ) I/s ¢ existe un modelo finito M = (F,v) basado en un marco
F € F, tal que:

(1) Para cada i) € Fm, si -5 ¢ entonces M FE 1.
(2) MFo
En particular, por el Teorema 3.4.4 se sigue que para cada L,,-formula ¢,
0 Fsowro)y ¢ siy sélo si 0 Fywho) ¢

Existen diferentes técnicas para construir modelos finitos. Tomando como base los tra-
bajos [32, 51] donde se estudia la propiedad de los modelos finitos para légicas intuicionistas
modales, trataremos de extender estos resultados a diferentes légicas subintuicionistas
modales a través de la técnica de los filtrados.

Filtrados para WHO-modelos Sea M = (F,v) un modelo basado en el WHO-marco F =
(X,<,S,R,T) y ¥ un subconjunto finito de formulas cerrado bajo subférmulas. Definimos
la relacion de equivalencia ~y, sobre el conjunto X de la siguiente manera:

r~yysiysolosi (VpeX)[xrev(p) siysolosiy e v(p)] (6.1)

117



118 CAPITULO 6. TRABAJO FUTURO Y CONCLUSIONES

Si bien hemos introducido la notacién /0 para indicar la clase de equivalencia de un ele-
mento = por medio de la relacién de equivalencia ¢ y X /6 para indicar el conjunto cociente
en esta seccion utilizaremos la siguiente notacién: indicaremos como [z] la clase de equiva-
lencia del elemento z y [X] el conjunto cociente de X por la relacién de equivalencia ~sy.

Definicion 6.1.1. Sea M = (F,v) un WHO-modelo basado en F y Y. un conjunto finito de
formulas cerrado por subformulas. Una estructura

My, = ([X],<s, Sz, Ry, Tz, vy)
se dird filtracion de M a través del conjunto X si satisface las siguientes condiciones:
(1) Para cada p € Prop, vs(p) = {[z]: v € v(p)}
(2) Si z < yentonces [z] <y [y]
3) Si(x,y :
(4) Si (z,y) € R entonces ([z], [y]
(z,y :

Y
(5) Si (z,y) € T entonces ([z], [y]) € Tx

) € S entonces ([z],[y]) € S

)
)ERE
)
)

(6) Si[z] <syl, € Zyz € v(p) entonces y € v(p)
(7) Si ([z],[y]) € Rs, o € 071 (X)) y x € v((p)) entonces y € v(yp)
(8) Si ([x],[y]) € Ty, p € 071 (X) y y € v(p) entonces x € v(Oyp)

9 Si ([z],[y]) € S, p 2 €L, z€V(p =)y y €v(p)entoncesy € v ()

Sea My, una filtracién del WHO-modelo M = (F,v) a través del conjunto . La estruc-
tura
A (‘FZ) = (Up ([X]) MU, =555 DRE7 <>Tzv 07 [X]E) )

es un algebra en el lenguaje L,,. Mas aun, resulta una WHO-4algebra. Ademas, notemos
que la aplicacién vy: Prop — A (Fyx) puede ser extendida a un homomorfismo vs,: Fm, 6 —
A (Fx) siguiendo las clausulas de la Observaciéon 3.3.2. Teniendo en cuenta las condiciones
(2)-(9) de la Definicién 6.1.1 es posible probar el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2. Sea M = (F,v) un WHO-modelo basado en el WHO-marco F y sea My una
filtracion de M a través de un conjunto finito de formulas ¥. Entonces para cada formula
p € X se tiene que

vn(p) = {lz] € [X]: 2 € v(p)}

Demostracion. La prueba se sigue por induccion sobre la longitud en la construccion de la
formula ¢. Sera necesario probar la afirmacién para las férmulas O(p), O(p) y p — ¢ con
p,q € Prop. La prueba para las formulas modales puede encontrarse en [31], por lo tanto,
solo haremos la prueba el caso implicativo. Sea [z] € vs(p — q), (z,y) € Sy y € v(p). Luego
por la hipétesis inductiva, condicion (1) y condicién (3) de la Definiciéon 6.1.1 tenemos que
[y] € vs(p) ¥y ([z],[y]) € Ss. Por hipdtesis tenemos que [y] € vs(q), por lo tanto y € v(q) y
r €v(p — q).

Reciprocamente supongamos que =z € v(p —q), ([z],[y]) € Sz ¥ [y] € vs(p). Ya que
p — q € 3, por la condicién (8) de la Definicién 6.1.1 tenemos que y € v(q) lo que implica

que [y] € vs(q) y [z] € vs(p — @) o
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Observacion 6.1.3. Sean M = (F,v) es un WHO-modelo basado en el WHO-marco F =
(X,<,S,R,T) y ¥ un conjunto finito de férmulas cerrado bajo subférmulas. Notemos que
en general la estructura

Fr = ([X], <5, 5%, Rg, Tx)

no es un WHO-marco. Este hecho dependera en gran medida de la definiciéon de las rela-
ciones sobre el cociente.

A continuacion, a partir de un WHO-modelo M = (F,v) y de un conjunto de férmulas
cerrado por subformulas ¥, vamos a construir una estructura relacional sobre el conjunto
cociente [X] y probaremos que en efecto, dicha estructura es un WHO-marco.

Sea M = (F,v) un WHO-modelo basado en el WHO-marco F y ¥ un conjunto finito de
formulas cerrado por subformulas. Consideremos la estructura

M = ([X], <5 R, T, 57,07) (6.2)

donde [X] es el conjunto cociente por medio de la relacion definida en 6.1, v* es el homomor-
fismo obtenido por el Teorema 6.1.2 y las relaciones se definen de la siguiente manera:

(1) [z] <* [y] siy sblo si para todo ¢ € ¥, siz € v(p) entonces y € v(yp)
(2) ([z]
3) (]

(
(
(4) ([z],[y]) € S* siy s6lo siparacada p,i)conp — ) € 3, six € v(p — V), y € v(p) entonces
y €v(¥)

Lema 6.1.4. La estructura M* es un filtrado de M a través de ¥y ([X], <*, S*, R*,T*) es un
WHO-marco.

,[y]) € R* siy sélo si para toda ¢ € 07! (X), si z € v ((p)) entonces y € v(yp)
], [y]) € T* siy sélo si para toda p € O~' (X), siy € v (p) entonces z € v (Op)

T
T
T

Demostracion. Comenzaremos por mostrar que, en efecto, las relaciones <* .R*, T* y S* ver-
ifican las condiciones (2)-(9) de la Definicién 6.1.1, para esto solo sera necesario comprobar
las condiciones 2, 3,4 y 5.

(2) Sean z,y € X comprobaremos que [z] <* [y]. En efecto, sea ¢ € ¥ y sea = € v(p).
Teniendo en cuenta que M = (F,v) es un modelo y que v(¢) es un conjunto creciente se
sigue que y € v(y) y por lo tanto [z] <* [y]

(3) Sean z,y € X tales que (z,y) € R, comprobaremos que ([z], [y]) € Rf. En efecto, sea
o € O (X)) y z € v(Typ). Dado que R(z) C v(p) se sigue que y € v(p) que era nuestro
objetivo.

(4) Sean z,y € X tales que (z,y) € T, comprobaremos que ([z], [y]) € R;. En efecto, sea
0 € 0N X)) yy € v(p). Dado que y € T(x) Nv(yp) se sigue que = € v(Oy) que era nuestro
objetivo.

(5) Sean (z,y) € S comprobaremos que ([z], [y]) € S*. En efecto, sean ¢, ¢ formulas tales
que p — Y € X, x € v(p — Y) ey € v(p). Se sigue que S(z) Nv(e) C v(vh), por lo tanto
y € v(¥).

Se sigue entonces que M* es un filtrado de M a través de ¥. Ademas, es sencillo verificar
que <* es una relacién reflexiva y transitiva sobre [X]. Por tltimo, bastara comprobar que
se verifican las siguientes condiciones:
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1) S* OR* g R* o S*
2) §*71 OT* g T* o §*71
3) <F o S* C S

1) Supongamos que ([z], [y]) €<* o R* probaremos que ([z], [y]) € R*o <*. Por deﬁnicién
de la composicién de relaciones existe [z] € [X] con [z] <* [2] ¥ ([2],[y]) € R*. Sea p € O (%)
yz € v(d(p)). Ya que [x] <* [2] se sigue que z € v((y¢)) lo que implica que y € v(p) y
([x], [y]) € R*. Por la reflexividad de la relacién <* se sigue la prueba.

2) Una prueba analoga a la dada en (1) puede ser usada para probar esta propiedad.

3) Sea ([z], [y]) € <* oS* probaremos que ([z], [y]) € S*. Por hipétesis existe [z] € [X] tal
que [z] <* [2] ¥ ([z],[y]) € S*. Sea ¢ y ¢ formulas tales que ¢ — ¢ € £,z € v(p — V) y
y € v(p). Luego z € v(¢ — 1) lo que implica y € v (¢). Asi ([z], [y]) € S™*. O

Teniendo en cuenta los Teoremas 4.4.10, 6.1.2 y el Lema 6.1.4 es posible probar el sigu-
iente resultado

Teorema 6.1.5. El sistema deductivo S (WHO) tiene la propiedad de los modelos finitos

Demostracién. Sea ¢ una formula tal que /swnoy ¢. Por el Teorema 3.4.4 tenemos que
0 Hwho ¢ i.e., existe un WHO-marco F = (X, <, S, R, T) y una valuaciéon v: Prop — Up(X)
tal que v(¢) # X. Consideremos ¥ := Sub(yp) i.e., el conjunto finito de subférmulas de ¢
y consideremos la filtracion M*. Por el Lema 6.1.4 tenemos que M* es un WHO-modelo
basado en el WHO-marco F7* = ([X], <*,S*, R*,T*). Asimismo, el modelo M* = (F* v*) es
finito y por el Teorema 6.1.2 tenemos que v*(¢) # [X]| lo que concluye la prueba. O

Queda como trabajo pendiente estudiar si es posible encontrar una filtraciéon adecuada
para las subclases de WHO-marcos definidos por las condiciones de primer orden dadas en
la Tabla 2.2. Si es posible probar dicho resultado, las légicas subintuicionistas estudiadas
en este trabajo tendran también la propiedad de los modelos finitos.

6.2 Diferencia debil y algebras temporales

Recordemos que la l6gica proposicional intuicionista Int puede ser definida semanticamente
como el conjunto de todas las formulas validas por la clase de todos los modelos de Kripke
M = (F,v) donde F = (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y v: Prop — Up(X)
es una valuacion. Notemos que v puede ser extendida a un homomorfismo de algebras
v: Fm — A(F) donde

A(F) = (Up(X),N,U,=,0, X), (6.3)

y la implicacion U = V es definida por
U=V={zeX:[z)nU CV}

Diremos que una formula en el lenguaje intuicionista ¢ es valida sobre el modelo de Kripke
M = (F,v) si v(p) = X. Diremos que una férmula ¢ es valida sobre el marco de Kripke
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F = (X, <) si para toda valuacién v: Prop — A(F) se tiene que v(p) = X. Si este es el caso,
escribiremos F F ¢. Es sencillo comprobar que

() Fm¢ @ siy sélo si F E ¢ para cada F marco de Kripke,

para cada ¢ féormula en el lenguaje intuicionista.

Asimismo, desde el punto de vista algebraico es un hecho conocido que la semantica
algebraica para la légica proposicional intuicionista Int esta determinada por la variedad H
cuyos miembros son algebras de Heyting. Recordemos que un algebra A = (A, A,V,—,0,1)
es un algebra de Heyting si (A, A, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado y el par (A, —)
es un par residuado, es decir para cada a,b,c € A:

aANb<csiysolosib<a— c.

En [54] el autor propone el uso de un conectivo dual al conectivo de la implicacién,
propiamente llamado co-implicacion con el objetivo de obtener una ley de residuacion dual
respecto al conectivo de la disyuncion, es decir, este nuevo conectivo, al cual denotaremos
como a < b, debe satisfacer la siguiente ley de residuacion dual: para cada a,b,c € A

a+b<csiysolosib<aVe.

Diremos entonces que un algebra A = (A, A, V, —,<,0,1) es un dlgebra de Heyting Brouwer
si(A,A,V,—,0,1) es un algebra de Heytingy (A, A, V, <, 0, 1) es un algebra de Heyting dual
simultaneamente. Se define entonces la variedad HB cuyos miembros son algebras de Heyt-
ing Brouwer.

Consideremos el lenguaje Ly = {A,V,—,«, L, T} de tipo (2,2,2,2,0,0). Se define la
logica HB (a nivel de teoremas) como el conjunto de todas las formulas en el lenguaje L5
tales que HN = ¢ ~ 1.

Nuevamente en [54], se propone un estudio semantico para la 16gica HB desde el punto
de vista de la semantica relacional definida por la clase de todos los modelos de Kripke
M = (F,v) donde F = (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado, v: Prop — Up(X) es
una valuacién la cuél puede ser extendida a un homomorfismo v: Fm,,, — A(F) donde

A(F) = (Up(X),N,U,=, <, 0, X).
La implicacion = es definida como en 6.3 y la co-implicacion es definida por
U<V={zeX: (xln(U\V)+# 0} (6.4)

Si interpretamos con la semantica de Kripke a los elementos del conjunto X como puntos
en el tiempo la interpretacion de la co-implicaciéon ¢ < 1) en un momento z € X es dada por

x € v(p <+ ) siysoélosi(x]Nu(p)\v(Y) #0,

es decir, en algin momento del pasado la formula ¢ ha sido verdadera pero la formula v
no ha sido verdadera. Esto lleva a pensar a que en las algebras de Heyting-Brouwer los
conectivos de implicacién y co-implicacién se comportan como operadores temporales.

Se propone como trabajo futuro generalizar el trabajo [54] al contexto de la implicacion
estricta y al contexto de una co-implicacion mas general, llamada diferencia debil, que
permita establecer la conexién de la implicacién estricta y la diferencia débil con algebras
temporales. El trabajo esta actualmente en desarrollo en conjunto con el Dr. Sergio Celani
y el Dr. William Javier Zuluaga Botero.
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6.3 Conclusiones

En vista de los resultados obtenidos en este trabajo es claro que el estudio de operadores
unarios definidos sobre estructuras mas generales que las algebras de Heyting requieren
de un analisis cuidadoso desde diferentes enfoques:

(1) Desde un punto de vista algebraico en el Capitulo 4 de este trabajo se puede adver-
tir que algunos de los resultados conocidos sobre algebras de Heyting con un operador
modal de necesidad se generalizan de buena manera sobre ciertas subvariedades de
WH-algebras, en particular aquellas en las cuales es valida la ecuacién (R). aA(a — b) <
b. Sin embargo, sin esta ecuacion la mayoria de estos resultados no son validos. Sera
interesante entonces dar respuesta a las preguntas que surgen al pensar los resultados
del capitulo (3) sobre las variedades de algebras Basicas, THW-algebras y WH algebras
en general dotadas de un operador modal de necesidad. Asimismo en el Capitulo 2 es
posible observar que la interaccion de la implicacion estricta con los operadores modales
es diferente con la interaccién que se puede observar en el caso de la implicacion intu-
icionista.

(2) Desde un punto de vista l6gico se puede observar en el Capitulo 3 que en el marco de las
logicas subintuicionistas es posible definir diferentes logicas subintuicionistas modales,
las cuales pueden colapsar a una misma léogica en el caso de que el fragmento no modal
restulte una légica intuicionista.

(3) Desde el punto de vista relacional, es claro que la semantica relacional que hemos
definido para la légica subintuicionista modal es mas compleja que la utilizada para
el caso intuicionista modal. Asimismo, las condiciones de primer orden que caracteri-
zan los marcos adecuados para ciertas légicas subintuicionistas son mas complejas que
las condiciones de primer orden que caracterizan los marcos adecuados para las mismas
logicas intuicionistas modales.

(4) Por 1ultimo, en el Capitulo 5 hemos desarrollado una dualidad de tipo bitopolégica para
la categoria SRL. La interpretacion topoldgica de la implicacién estricta para el caso
subresiduado mantiene una interpretacion de la implicacién como el interior, respecto
de una topologia en particular, de un conjunto. Esta interpretacion es muy cercana
a la obtenida por Esakia en el caso de algebras de Heyting, sin embargo, en el caso
subresiduado la topologia a considerar es mas chica que la utilizada en el caso de las
algebras de Heyting. Aunque este tipo de dualidades es posible obtenerla en el caso SRL
no es posible obtener un resultado similar para subvariedades de WH mas generales, ya
que no es posible representar a la implicacion estricta como interior respecto de alguna
topologia para los casos mas generales.
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