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Introducción general

En lógica existen diversas formas de interpretar o formalizar la noción de implicación. En la
literatura existen una gran cantidad de lógicas proposicionales con distintas implicaciones
(clásica, intuicionista, relevante, etc). Una implicación conectada con los orı́genes de la
lógica modal clásica es la implicación estricta. La implicación estricta, denotada por φ→ ψ,
se interpreta de la siguiente forma: Necesariamente φ implica ψ . La noción de necesidad
y su dual, la noción posibilidad, son los objetivos principales de la lógica modal clásica. En
el contexto de la lógica modal normal la implicación estricta puede ser definida como una
noción derivada o definida a partir de la implicación material ⊃ y del operador modal □.
Más precisamente, si {∨,∧,□,¬,⊥,⊤} es el lenguaje de la lógica modal normal, entonces la
implicación estricta se define de la siguiente manera:

φ→ ψ : = □(φ ⊃ ψ).

Sin embargo, la implicación estricta también puede ser considerada como una noción
primitiva, y ası́ fue considerada como tal a principios de siglo en los trabajos de Lewis y
Langford [38]. Si consideramos a la lógica modal definida a partir de un lenguaje proposi-
cional {∨,∧,→,¬,⊥,⊤}, donde → denota el conectivo de la implicación estricta, entonces
el operador modal de necesidad □ es ahora un conectivo derivado definido de la siguiente
manera:

□φ := ⊤ → φ.

Naturalmente se plantea el problema de estudiar el fragmento {∨,∧,→,⊥,⊤} de la
lógica modal normal. El estudio de este fragmento está estrechamente relacionado con el
estudio de las lógicas subintuicionistas. Las lógicas subintuicionistas pueden ser definidas
como aquellas lógicas en el lenguaje proposicional intuicionista que resultan de debilitar
las condiciones de la semántica de Kripke para la lógica intuicionista. Es decir, la inter-
pretación del conectivo→ es igual a la interpretación de la implicación intuicionista en los
marcos de Kripke, pero sin pedir las otras condiciones exigidas en los marcos de Kripke de
la lógica intuicionista (ver [2, 3, 7, 18, 24, 27] entre otros).

La contraparte algebraica de las diferentes lógicas subintuicionistas está basada en sub-
clases de la clase de álgebras cuyos miembros son las álgebras de Heyting débiles (en inglés,
weak Heyting algebras). Más precisamente, un álgebra de Heyting débil (WH-álgebra
para abreviar) es una álgebra (A,∧,∨,→, 0, 1) de tipo (2, 2, 2, 0, 0) tal que (A,∧,∨, 0, 1) es
un retı́culo distributivo acotado y→ es una operación binaria llamada implicación estricta
para la cual se satisfacen las siguientes condiciones para cada a, b, c ∈ A:

1. a→ a = 1.

2. a→ (b ∧ c) = (a→ b) ∧ (a→ c).

7
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3. (a ∨ b)→ c = (a→ c) ∧ (b→ c).

4. (a→ b) ∧ (b→ c) ≤ a→ c.

Denotaremos por WH a la variedad de WH-álgebras. Dicha variedad y algunas de sus
subvariedades son introducidas y estudiadas en [19]. En particular, en esta tesis estamos
interesados en la subvariedad RWH, cuyos miembros son WH-álgebras que satisfacen la
desigualdad a ∧ (a → b) ≤ b, y en la subvariedad SRL cuyos miembros son las álgebras de
RWH que satisfacen la desigualdad a→ b ≤ c→ (a→ b) (conocidos como retı́culos subresid-
uados).

En esta tesis se estudian algunas variedades de WH-álgebras dotadas de operadores. En
lı́neas generales las contribuciones de este trabajo se basan en el estudio de la interacción
de la implicación estricta con respecto a cierto tipo de operadores unarios. Dicho estudio se
realiza utilizando diferentes enfoques, a saber: 1) mediante el estudio de la representación
de variedades de WH-álgebras con operadores utilizando ciertas estructuras relacionales,
2) mediante un estudio algebraico sobre un operador modal de necesidad definido sobre la
variedad de RWH-álgebras y retı́culos subresiduados y 3) mediante diferentes dualidades
topológicas y bitopológicas para la categorı́a SRL que tiene como objetos a retı́culos subresid-
uados y para la categorı́a KSRL que tiene como objetos retı́culos subresiduados modales.

Descripción de los capı́tulos Este trabajo está compuesto por 6 capı́tulos los cuales se
detallan a continuación:

1) El primer capı́tulo provee las definiciones y resultados elementales de conjuntos, con-
juntos ordenados, teorı́a de retı́culos, álgebra universal, topologı́a, teorı́a de categorı́as y
dualidades topológicas para retı́culos distributivos acotados. Todos estos elementos son
necesarios para el desarrollo de los contenidos de esta tesis.

2) En el segundo capı́tulo de este trabajo vamos a estudiar la variedad de WH-álgebras
con operadores y algunas de sus subvariedades. Puntualmente estudiaremos la rep-
resentación de WH-álgebras con operadores por medio de cierta clase de estructuras
relacionales y buscaremos especializar dicha representación en algunas subvariedades
que resultan de especial interés.

3) En el tercer capı́tulo de este trabajo buscaremos establecer un cálculo de Gentzen ade-
cuado para la lógica asociada a la variedad de WH-álgebras con operadores. En particular
estudiaremos diferentes expansiones de dicho cálculo dando origen a diferentes expan-
siones modales de la lógica subintuicionista. Dichas expansiones son llamadas lógicas
subintuicionistas modales. Asimismo, siguiendo las técnicas propias del estudio de la
lógica modal por medio de semánticas relacionales, se desarrolla una semántica rela-
cional para algunas lógicas subintuicionistas modales y se prueba que dicha semántica
es correcta y completa. Los resultados presentados en este capı́tulo, en conjunto con
los resultados del Capı́tulo 2, son parte del trabajo [21]. Actualmente dicho trabajo se
encuentra en proceso de referato.

4) El cuarto capı́tulo de este trabajo está dedicado al estudio de un operador modal de
necesidad sobre la variedad RWH y la variedad SRL respectivamente. Se realiza un
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estudio algebraico de dicho operador en el cuál se caracterizan las congruencias por
medio de cierta clase particular de filtros. Además se caracterizan las congruencias
principales, las álgebras simples y subdirectamente irreducibles, las funciones compati-
bles y se determina que la variedad de RWH-álgebras (retı́culos subresiduados) dotadas
de un operador modal es localmente afı́n completa. Asimismo se utilizan los resultados
obtenidos para dar una base ecuacional para la subvariedad de RWH-álgebras (retı́culos
subresiduados) dotados de un operador modal de necesidad y totalmente ordenadas. Los
resultados presentados en este capı́tulo han sido publicados en el trabajo [22].

5) En el quinto capı́tulo de este trabajo se estudia la interpretación topológica y bitopológica
de la implicación estricta definida en el contexto de la variedad SRL. Existen diferentes
dualidades topológicas para la categorı́a BDL cuyos objetos son retı́culos distributivos
acotados y sus flechas son los homomorfismos de retı́culos. Por un lado M. Stone ob-
tiene una dualidad para la categorı́a BDL en términos de espacios topológicos espec-
trales, mientras que por otro lado H. Priestley desarrolla una dualidad para la cate-
gorı́a BDL en términos de espacios topológicos ordenados, compactos y totalmente dis-
conexos en el orden. Tomando como base ambas dualidades, es posible establecer dual-
idades para estructuras más generales para las cuales el {∧,∨, 0, 1}-reducto resulte un
retı́culo distributivo acotado. En este capı́tulo haremos uso de dichas herramientas y
nos centraremos en el estudio de una dualidad de tipo espectral y una dualidad de tipo
bitopológica para retı́culos subdiresiduados. Además se estudian las conexiones de estas
dos dualidades desarrolladas con la dualidad tipo Priestley para retı́culos subresidua-
dos determinada por Celani y Jansana en [19]. Los resultados de este capı́tulo han sido
publicados en [20].

6) En el sexto capı́tulo de este trabajo comentaremos algunas lı́neas de trabajo futuro
tales como el estudio de la propiedad de los modelos finitos para ciertas lógicas subintu-
icionistas modales, la aplicación de la dualidad bitopológica para la caracterización de
ciertas ecuaciones modales y el estudio del conectivo de diferencia débil.
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Capı́tulo 1

Preliminares

En el presente capı́tulo introduciremos nociones elementales, notación y resultados clásicos
sobre conjuntos ordenados, álgebra universal, topologı́a y teorı́a de categorı́as que serán de
utilidad para el desarrollo de esta tesis. En particular, presentaremos algunos resultados
sobre álgebras de Heyting débiles. Dado que la intención de este primer capı́tulo es intro-
ducir nociones elementales y fijar notación intentaremos ser lo más breve y auto contenido
como sea posible. Remitimos al lector interesado a los excelentes y diversos textos en que
se detallan en cada sección.

1.1 Conjuntos, relaciones y conjuntos parcialmente or-
denados

Dado X un conjunto no vacı́o. Indicaremos P(X) a la familia de todos los subconjuntos
del conjunto X. Como es usual, para cada U, V ∈ P(X) indicaremos U ∩ V y U ∪ V a la
intersección y unión de U y V . Además, para U, V ∈ P(X) utilizaremos la notación U c para
indicar el complemento de U y U \ V para indicar la diferencia de U y V , es decir

U c = {x ∈ X : x /∈ U} y U \ V = {x ∈ X : x ∈ U ∧ x /∈ v}.

Si {Xi}ni=1 es una familia de conjuntos, definimos el producto cartesiano como el conjunto
de todas las n-uplas que podemos formar tomando un elemento de cada conjunto, es decir,

n∏
i=1

Xi = {(x1, ..., xn) : xi ∈ Xi para cada 1 ≤ i ≤ n}.

En particular, si Xi = X para cada 1 ≤ i ≤ n notaremos como
∏n

i=1X = Xn.

Sean X e Y conjuntos. Una relación binaria S definida sobre el producto X × Y es un
subconjunto del producto X × Y , es decir, S ⊆ X × Y . Si U ⊆ X y V ⊆ Y , indicaremos

S(U) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ S para algún x ∈ U} y S−1(V ) = {x ∈ X : S(x) ∩ V ̸= ∅}.

En particular, si U = {x} y V = {y} escribiremos S(x) en lugar de S({x}) y S−1(y) en lugar
de S−1({y}). En caso de X = Y diremos que S es una relación binaria definida sobre X.

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Sea R y S dos relaciones binarias definidas sobre X. Escribiremos como R ◦ S a la
composición de ambas relaciones, la cual se define del siguiente modo:

R ◦ S = {(x, z) : ∃y ∈ X : (x, y) ∈ R y (y, z) ∈ S}.

Sea S una relación binaria definida sobre un conjunto X. Diremos que S es un pre-orden
si la relación S es reflexiva y transitiva. Un pre-orden S se dirá relación de orden parcial si
S es antisimétrica. En general, y cuando no haya lugar a confusión, una relación de orden
parcial la denotaremos con el simbolo ≤ e indicaremos con x ≤ y a los pares (x, y) ∈≤.
Un par (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado si ≤ es una relación de orden parcial
sobre X. Una relación de orden parcial se dirá relación de orden total sobre el conjunto X
si x ≤ y o bien y ≤ x para cada x, y ∈ X. El par (X,≤) se dirá conjunto totalmente ordenado
(o cadena) si la relación ≤ es un orden total sobre X.

Dado (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado y U ∈ P(X), diremos que U es un con-
junto creciente (upset, en inglés) si para cada x, y ∈ X, si x ∈ U y x ≤ y entonces y ∈ U .
Indicaremos con Up(X) al conjunto de todos los subconjuntos crecientes de X. De manera
dual, diremos que V ∈ P(X) es un conjunto decreciente (downset, en inglés) si para cada
x, y ∈ X, si x ∈ V y y ≤ x entonces y ∈ V . Indicaremos con Do(X) al conjunto de todos los
subconjuntos decrecientes de X. Sea U ∈ P(X), el conjunto creciente generado por U y el
conjunto decreciente generado por U lo indicaremos como

[U) = {y ∈ X : u ≤ y para algún u ∈ U} y (U ] = {y ∈ X : y ≤ u para algún u ∈ U},

respectivamente. En particular, si U = {x} escribiremos [x) y (x] en lugar de [{x}) y ({x}].

Sean X e Y dos conjuntos. Una relación f ⊆ X×Y se dirá función si para cada elemento
x ∈ X existe un único elemento y ∈ Y tal que (x, y) ∈ f . Como es usual, si f es una función
definida sobre X × Y , la denotaremos como f : X → Y . Si U ⊆ X indicaremos la imagen
directa del conjunto U por medio de la función f como

f [U ] = {y ∈ Y : (x, y) ∈ f para algún x ∈ U}.

Si V ⊆ Y indicaremos la imagen inversa de V por medio de la función f como

f−1[V ] = {x ∈ X : f(x) ∈ V }.

Sean (X,≤) e (Y,≤) dos conjuntos parcialmente ordenados y f : X → Y una función.
Diremos que la función f preserva el orden (o bien que es monótona) si para cualesquiera
a, b ∈ X tales que a ≤ b se tiene que f(a) ≤ f(b). Diremos que f invierte el orden (o bien que
f es antimonótona) si para cada a, b ∈ X tales que a ≤ b se tiene que f(b) ≤ f(a). Diremos
que f es un isomorfismo de orden si es biyectiva y además para cada a, b ∈ X se tiene que
a ≤ b si y sólo si f(a) ≤ f(b). De manera dual, diremos que f es un isomorfismo de orden
dual si es una función biyectiva para cada a, b ∈ X se tiene que a ≤ b si y sólo si f(b) ≤ f(a).

Una relación binaria θ ⊆ X×X, se dirá relación de equivalencia si es reflexiva, simétrica
y transitiva. Si θ es una relación de equivalencia definida sobre un conjunto X y x es un
elemento, indicaremos como x/θ al conjunto de todos los elementos equivalentes a x, es
decir

x/θ = {y ∈ X : (x, y) ∈ θ}.
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Escribiremos por X/θ al conjunto cociente por medio de la relación θ el cual se define del
siguiente modo:

X/θ = {x/θ : x ∈ X}.

En general, si θ es una relación de equivalencia definida sobre el producto X×X, escribire-
mos ν : X → X/θ para indicar la aplicación canónica definida por ν(x) = x/θ.

1.2 Algebra universal
En la presente sección introduciremos algunas nociones elementales sobre álgebra univer-
sal y notación que será utilizada en los próximos capı́tulos. Para un tratado mayor sobre
las definiciones y resultados expuestos en esta sección remitimos al lector a los siguientes
textos [5, 9].

Un lenguaje algebraico (tipo algebraico) es un par (L, ar) donde L es un conjunto de
simbolos, los cuales son llamadas operaciones elementales y ar : L → N0 es una función que
asigna a cada simbolo f ∈ L un número natural ar(f), el cuál es llamado aridad de f .
Un álgebra A de tipo L es un par A = (A,L), donde A es un conjunto no vacı́o llamado
el universo de A y L es el tipo de A. En general indicaremos simplemente como A al
álgebra (A,L) cuando su lenguaje sea determinado por el contexto e indicaremos como A
a su universo. Si A es un álgebra de tipo L y f ∈ L es un simbolo n-ario del lenguaje
entonces el simbolo f induce una operación sobre el universo de A de la siguiente manera
fA : An → A, donde fA(a1, .., an) ∈ A.

Sean A y B álgebras de tipo L. Diremos que B es una subálgebra de A si B ⊆ A y
para cada operación n-aria f ∈ L, se satisface la condición fB(b1, .., bn) = fA(b1, .., bn). Un
subuniverso de A es un subconjunto B ⊆ A cerrado por las operaciones del lenguaje.

Sean A y B álgebras del mismo tipo. Una función α : A → B se dirá un homomorfismo
de álgebras si para cada operación n-aria del lenguaje f ∈ L, satisface la siguiente igualdad

α
(
fA(a1, .., an)

)
= fB (α(a1), .., α(an)) .

El conjunto de todos los homomorfismos lo indicaremos como Hom(A,B). Si α ∈ Hom(A,B),
diremos que:

1) α es un monomorfismo si α : A → B es una función inyectiva. En tal caso diremos que
la aplicación α : A → B es un embedding (inmersión) de A en B y lo indicaremos como
α : A ↪→ B.

2) α es un epimorfismo si α : A→ B es una función sobreyectiva. En este caso, diremos que
B es una imagen homomorfa de A.

3) α es un isomorfismo si α : A→ B es biyectiva, en tal caso diremos que A y B son isomor-
fas y lo indicaremos como A ∼= B.

Sea I un conjunto arbitrario de ı́ndices y {Ai}i∈I una familia de álgebras del mismo
tipo, indexadas por el conjunto I. Se define el álgebra producto

∏
i∈I Ai, cuyo universo es el



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

conjunto A =
∏

i∈I Ai y las operaciones se definen coordenada a coordenada, es decir

fA(a1, .., an)(i) = fAi(a1(i), ..., an(i)).

Sea A =
∏

i∈I Ai un producto de la familia de álgebras {Ai}i∈I todas del mismo tipo, se
define el homomorfismo πj : A → Aj, conocido como la proyección a la j-ésima coordenada,
como πj(a) = a(j).

Sea K una clase de álgebras del mismo tipo, indicaremos como H(K), I(K), S(K) y P(K)
a la clase de imágenes homomorfas, imágenes isomorfas, subálgebras y productos directos
de elementos de K respectivamente. Diremos que una clase de álgebras K es una variedad
si es cerrada por subálgebras, imágenes homomorfas y productos directos de elementos de
K, es decir, H(K) ⊆ K, S(K) ⊆ K y P(K) ⊆ K.

Sea A un álgebra de tipo L. Una relación de equivalencia θ ⊆ A×A es una congruencia
para el álgebra A, si para cada operación n-aria del lenguaje f ∈ L, se satisface la condición
de compatibilidad:

Si (a1, b1), .., (an, bn) ∈ θ entonces
(
fA(a1, .., an), f

A(b1, .., bn)
)
∈ θ.

Indicaremos como Con(A) el conjunto de las congruencias de A ordenado por la inclusión.
Indicaremos con ∆ a la congruencia identidad y ∇ la congruencia que identifica todos los
elementos del universo. Sean A es un álgebra de tipo L, θ ∈ Con(A) y f ∈ L operación
n-aria. La operación f define una operación n-aria sobre el cociente de la siguiente manera:

fA/θ(a1/θ, ...., an/θ) = fA(a1, ..., an)/θ.

De este modo, el cociente por medio de θ es un álgebra A/θ cuyo universo es A/θ. Un álgebra
A se dirá simple si Con(A) = {∆,∇}.
Definición 1.2.1. Sea A un álgebra de tipo L. Una representación subdirecta consta de
una familia de álgebras {Ai}i∈I del mismo tipo y una función α : A→

∏
i∈I Ai tales que:

(1) α : A→
∏

i∈I Ai es un embedding.

(2) para cada i ∈ I, πi ◦ α(A) = Ai.
Definición 1.2.2. Un álgebra A se dirá subdirectamente irreducible si para toda repre-
sentación subdirecta α : A →

∏
i∈I Ai existe un ı́ndice j ∈ I tal que πj ◦ α : A → Aj es un

isomorfismo.
El siguiente resultado es debido a Birckhoff y permite determinar que toda álgebra es

la representación subdirecta de algebras subdirectamente irreducibles.

Teorema 1.2.3. Toda álgebra A es producto subdirecto de álgebras subdirectamente ir-
reducibles. Más aún, si K es una variedad, entonces todo miembro A ∈ K es producto
subdirecto de algebras subdirectamente irreducibles de K.

Teniendo en cuenta el resultado anterior, resulta de gran interés caracterizar las álgebras
subdirectamente irreducibles de una clase de álgebras dada. El siguiente resultado permite
caracterizar a las álgebras subdirectamente irreducibles en términos de Con(A).

Teorema 1.2.4. Sea A un álgebra no trivial. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) A es subdirectamente irreducible.

(2)
⋂
{θ ∈ Con(A) : θ ̸= ∆} ≠ ∆.
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Términos, ecuaciones y quasi-ecuaciones Dado L un tipo algebraico y X un conjunto
numerable de variables. Se define el conjunto de los L-términos recursivamente de la
siguiente manera:

1) X ∪ {f ∈ L : ar(f) = 0} son L-términos.

2) Si f ∈ L es una operación n-aria del lenguaje y p1(x1, ..., xn), ..., pn(x1, ..., xn) son términos
entonces la expresión

f(p1(x1, ..., xn), ..., pn(x1, ..., xn))

es también un término.

Como es usual, utilizaremos la notación TmL(X)1 para indicar el conjunto de todos
los términos de tipo L definidos sobre el conjunto de variables X. Notemos que el par
(TmL(X),L) puede ser considerado como un álgebra de tipo L a la cual indicaremos como
TmL(X) y es generada por el conjunto de variables X. El álgebra de términos TmL(X) es
absolutamente libre, es decir, satisface la siguiente propiedad universal de extensión de ho-
momorfismos (universal mapping property): Para cada A álgebra de tipo L y cada función
f : X → A existe un único homomorfismo f̂ : TmL(X)→ A de manera tal que la restricción
de f̂ sobre el conjunto X coincide con f .

Dado p = (x1, ..., xn) ∈ TmL(X), escribiremos V ar(p) para indicar el conjunto de variables
{x1, ..., xn} que ocurren en p. Para cada L−álgebra A el término p(x1, ..., xn) define una
operación n-aria pA : An → A de la siguiente manera:

1) Si p(x1, ..., xn) = xi para algún i ∈ {1, ..., n}, entonces

pA(a1, ..., an) = ai

2) Si p(x1, ..., xn) = f(p1(x1, ..., xn), ..., pk(x1, ..., xn)) entonces

pA(a1, ..., an) = fA(p1(a1, ..., an), ...., pk(a1, ..., an))

Sean L un lenguaje algebraico y X un conjunto de generadores. Una L-ecuación (o L-
identidad) sobre X es un par (p, q) de L-términos generados por el conjunto X. En general,
escribiremos como

p(x1, ..., xn) ≈ q(x1, ..., xn),

para indicar la ecuación (p, q). El conjunto de todas las ecuaciones será indicado por Eq(X).
Si A es un álgebra del mismo tipo entonces diremos que la ecuación p(x1, ..., xn) ≈ q(x1, ..., xn)
es válida sobre A si para cada elección (a1, ..., an) ∈ An, se verifica la igualdad

pA(a1, ..., an) = qA(a1, ..., an).

Si la ecuación p(x1, ..., xn) ≈ q(x1, ..., xn) es válida en A escribiremos A |= p ≈ q. Si K es
una clase de algebras, diremos que la ecuación p ≈ q es válida sobre la clase K si para cada
A ∈ K se tiene que A |= p ≈ q. Escribimos K |= p ≈ q para indicar que la ecuación p ≈ q es
válida en la clase K. El siguiente Lema será de utilidad en los próximos capı́tulos de este
trabajo y es [9, Lema 11.2]:

1Si L es un lenguaje proposicional los términos son llamados fórmulas y escribiremos FmL(X) para indicar
el conjunto de L-fórmulas.
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Lema 1.2.5. Si K es una clase de álgebras de tipo L, X un conjunto no vacı́o de generadores
y p(x1, ..., xn) ≈ q(x1, ..., xn) es una L ecuación definida sobre X, entonces son equivalentes:

(1) K |= p(x1, ..., xn) ≈ q(x1, ..., xn).

(2) Para cada A ∈ K y para cada homomorfismo h : TmL(X)→ A se sigue que h(p) = h(q).

Dado Σ un conjunto de L-ecuaciones sobre un conjunto de generadores X, se define la
clase de sus L-modelos de la siguiente manera

Mod(Σ) = {A : A es L-álgebra y A |= Σ}.

Sea L un lenguaje y X un conjunto. Una quasi-ecuación (o quasi-identidad) de tipo L
definida sobre el conjunto X es una sentencia de primer orden

{pi ≈ qi : 1 ≤ i ≤ n} ⇒ p ≈ q,

donde p ≈ q y cada pi ≈ qi son L-ecuaciones para cada i ∈ {1, ..., n}. Si A es una L-álgebra
diremos que la quasi-ecuación es válida en A si A |= pi ≈ qi para cada 1 ≤ i ≤ n implica que
A |= p ≈ q. En este caso, escribiremos

A |= {pi ≈ qi : 1 ≤ i ≤ n} ⇒ p ≈ q,

para indicar que la quasi-ecuación es válida sobre el álgebra A. Si K es una clase de L-
álgebras diremos que la quasi-ecuación {pi ≈ qi : 1 ≤ i ≤ n} ⇒ p ≈ q es válida en K si la
quasi-ecuación es válida sobre cada miembro de la clase K. Escibiremos

{pi ≈ qi : 1 ≤ i ≤ n} |=K p ≈ q,

para indicar que la quasi-ecuación {pi ≈ qi : 1 ≤ i ≤ n} ⇒ p ≈ q es válida sobre la clase K.

Definición 1.2.6. Una clase de L-álgebras K se dirá clase ecuacional si existe un conjunto
de L-ecuaciones Σ tal que K = Mod(Σ).

El siguiente resultado será de gran utilidad en este trabajo.

Teorema 1.2.7. Una clase de L-álgebras K es una variedad si y sólo si existe un conjunto
de L-ecuaciones Σ tal que K = Mod(Σ).

1.3 Topologı́a
En el desarrollo de este trabajo sólo serán necesarias algunas nociones elementales de
topologı́a que recordaremos brevemente en esta sección. Para un tratado más general de
estos conceptos referimos al lector a [41].

Sea X un conjunto no vacı́o. Una topologı́a definida sobre X es una familia de subcon-
juntos τ ⊆ P(X) que satisface las siguientes condiciones:

1) ∅, X ∈ τ .

2) Si {Ui}i∈I ⊆ τ entonces
⋃

i∈I Ui ∈ τ
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3) Si {U1, .., Uk} ⊆ τ entonces
⋂k

i=1 Ui ∈ τ .

El par (X, τ) se dirá espacio topológico si τ es una topologı́a definida sobre el conjunto X.
Como es usual para un espacio topológico (X, τ) llamaremos conjuntos abiertos a los ele-
mentos de la familia τ . Diremos que un subconjunto V es cerrado si su complemento V c es
un conjunto abierto. Un conjunto U se dirá clopen si es abierto y cerrado simultáneamente.

Dado (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, el menor cerrado que contiene al conjunto A
se dirá la clausura de A respecto de la topologı́a τ y lo indicaremos como

Clτ (A) =
⋂
{V : A ⊆ V y V es τ -cerrado}.

Si no existe lugar a confusión, indicaremos como Cl(A) en lugar de Clτ (A). De manera dual,
para un conjunto A ⊆ X el mayor subconjunto abierto contenido en A se dirá interior de A
y lo indicaremos como

intτ (A) =
⋃
{O ∈ τ : O ⊆ A}.

Si no hay riesgo de confusión, indicaremos como int(A) en lugar de intτ (A).
Sea (X, τ) un espacio topológico y V ⊆ X un conjunto cerrado. Diremos que V es ir-

reducible si no contiene propiamente a ningún otro subconjunto cerrado. Diremos que un
espacio topológico es sober si cada subconjunto cerrado irreducible coincide con la clausura
de un punto.

Dado un conjunto X y dos topologı́as τ, τ ′ definidas sobre X. Diremos que la topologı́a τ
es más gruesa que la topologı́a τ ′ (dualmente τ ′ más fina que τ ) si todo abierto de τ es un
abierto de τ ′, en tal caso, lo indicaremos como τ ⊆ τ ′.

Sea X un conjunto. Una base para una topologı́a τ definida sobre X es una familia de
conjuntos B ⊆ X que satisface las siguientes condiciones:

1)
⋃

U∈B U = X

2) Si x ∈ U1 ∩ U2 con U1, U2 ∈ B entonces existe U3 ∈ B tal que x ∈ U3 ⊆ U1 ∩ U2.

Si B es una base para una topologı́a en X, entonces la topologı́a generada por B es la familia
de conjuntos que se obtienen al tomar uniones arbitrarias de los elementos de B.

Si (X, τ) es un espacio topológico. Una base B para el espacio topológico (X, τ) es una
familia de subconjuntos abiertos tales que forman una base y la topologı́a generada por
dicha base coincide con τ . Es decir, satisface las siguientes condiciones:

1) B ⊆ τ .

2) Para cada U ∈ τ y cada x ∈ U existe V ∈ B tal que x ∈ V ⊆ U .

Sea X conjunto. Una subbase para una topologı́a τ definida sobre X es una familia de
subconjuntos S ⊆ P(X) tal que

⋃
{U : U ∈ S} = X. Si S es una subbase para una topologı́a τ

entonces dicha topologı́a está conformada por la familia de conjuntos U ⊆ X que satisfacen
la siguiente condición: Para cada x ∈ U existen V1, .., Vn ∈ S tal que

x ∈ V1 ∩ · · · ∩ Vn ⊆ U.
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Sea (X, τ) un espacio topológico. Un cubrimiento por abiertos de X es una familia de
subconjuntos abiertos {Ui}i∈I tales que X =

⋃
i∈I Ui. Un espacio topológico se dirá compacto

si para cada cubrimiento abierto de X existe un subcubrimiento finito de X. De manera
análoga un subconjunto Y ⊆ X se dirá compacto si para todo cubrimiento de Y por abiertos
del espacio (X, τ) existe un subcubrimiento finito de Y . Escribiremos KO(X, τ) para indicar
la familia de abiertos compactos de un espacio topológico (X, τ). Diremos que un espacio
topológico (X, τ) es coherente si KO(X, τ) es cerrado por intersecciones finitas y es una base
para (X, τ).

Sea (X, τ) un espacio topológico, diremos que (X, τ) es T0 si dados x, y ∈ X con x ̸= y
existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U y y /∈ U , o bien x /∈ U y y ∈ U . Diremos que (X, τ)
es T2 (Hausdorff) si para cada x, y ∈ X con x ̸= y existen U, V ∈ τ tal que x ∈ U , y ∈ V y
U ∩ V = ∅.

Dado (X, τ) un espacio topológico. Se define la relación de preorden asociada al espacio
(X, τ) como sigue:

x ≤τ y si y sólo si x ∈ Clτ (y),

de manera equivalente,

x ≤τ y si y sólo si (∀U ∈ τ) [x ∈ U ⇒ y ∈ U ].

La relación de preorden (X,≤τ ) es conocida como la relación de preorden de especialización
de (X, τ). Dicha relación es una relación de orden si (X, τ) es un espacio T0.

Sean (X, τ), (Y, τ ′) espacios topológicos y f : X → Y una función. Diremos que f es
una función continua si la pre-imagen de todo conjunto τ ′ abierto es un conjunto τ -abierto.
Diremos que f : X → Y es un homeomorfismo si f es biyectiva, continua y f−1 es continua.
En caso de que f : X → Y sea un homeomorfismo, diremos que los espacios (X, τ) y (Y, τ ′)
son homeomorfos.

1.4 Categorı́as
Sólo unas nociones elementales sobre teorı́a de categorı́as serán suficientes para el desar-
rollo de esta tesis. Para un tratado profundo sobre categorı́as remitimos al lector a [1, 4].

Definición 1.4.1. Una categorı́a C consta de la siguiente información:

(1) Una colección de objetos, la cual indicaremos Ob(C).

(2) Una colección de flechas, la cual indicaremos Fle(C).

(3) Para cada flecha f existen dos objetos Dom(f) e Im(f) llamados propiamente dominio
de f e imagen de f .

(4) Si f, g son dos flechas tales que Im(f) = Dom(g) entonces existe una flecha h tal que
Dom(h) = Dom(f) e Im(h) = Im(g). En este caso, la flecha h se llama la composición de
las flechas f y g y la notaremos g ◦ f .
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(5) La composición de flechas es asociativa.

(6) Para cada objeto x existe una flecha identidad Ix, de manera tal queDom (Ix) = Im (Ix) =
x y además para cada flecha f la flecha Ix es la identidad respecto de la operación
composición.

Usualmente para una flecha f ∈ Fle(C), x = Dom(f) e y = Im(f) indicaremos f : x→ y,
donde x, y ∈ Ob(C). Diremos que una flecha f : x→ y es un isomorfismo si existe otra flecha
g : y → x tal que g ◦ f = Ix y f ◦ g = Iy. Indicaremos C(x, y) a la colección de todas las flechas
de C tal que f : x → y. Una categorı́a C se dirá pequeña si C(x, y) es un conjunto para cada
par de objetos x, y ∈ Ob(C). En el presente trabajo solo hemos de considerar categorı́as
pequeñas.

Si C es una categorı́a se define la categorı́a Cop cuyos objetos son exactamente los mismos
objetos de C y sus flechas son las mismas pero con el sentido opuesto, es decir, f ∈ Cop(x, y)
si y sólo si f ∈ C(y, x). Una subcategorı́a D de una categorı́a C es una categorı́a tal que todo
objeto de D es un objeto de C y D(x, y) ⊆ C(x, y). Diremos que la subcategorı́a D es plena si
D(x, y) = C(x, y) para cada x, y ∈ D.

Definición 1.4.2. Sea C y D dos categorı́as. Un funtor F es una aplicación tal que:

(1) Si x ∈ Ob(C) entonces F (x) ∈ Ob(D).

(2) Si f es una flecha en C entonces F (f) es una flecha en D.

(3) F (Ix) = IF (x).

(4) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Un funtor F se dirá covariante si mantiene el sentido de las flechas, i.e., si f ∈ C(x, y)
entonces F (f) ∈ D(F (x), F (y)). Usualmente escribiremos F : C → D para indicar que F
es un funtor covariante. Un funtor se dirá contravariante si invierte el sentido de las
flechas, es decir, si f ∈ C(x, y) entonces F (f) ∈ D(F (y), F (x)). Escribiremos F : Cop → D para
indicar que F es un funtor contravariante. Si C es una categorı́a entonces se define el funtor
identidad IC : C→ C tal que Ix = x para cada x ∈ Ob(C) y IC(f) = f para cada f ∈ Fle(C).

Definición 1.4.3. Sean F,G : C → D un par de funtores. Una transformación natural
η : F ⇒ G, es una aplicación que asigna a cada objeto x ∈ Ob(C) una flecha ηx : F (x)→ G(x),
de manera tal que para cada flecha f : x→ y se tiene que ηy ◦ F (f) = G(f) ◦ ηx.

Definición 1.4.4. Una equivalencia de categorı́as C y D consta de un par de funtores co-
variantes F : C → D y G : D → C y un par de transformaciones naturales σ : F ⇒ G y
ϵ : G⇒ F tales que para cada objeto C ∈ C y cada objeto D ∈ D, las flechas σC : IC → G ◦ F y
ϵD : ID → F ◦G son isomorfismos. En caso de que exista una equivalencia entre las categorı́as
C y D se dirán categorı́as equivalentes. Diremos que las categorı́as C y D son dualmente
equivalentes si los funtores F yG son contravariantes. Por último, diremos que las categorı́as
C y D son isomorfas si las transformaciones naturales σ y ϵ son exactamente la identidad.
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1.5 Retı́culos
Los retı́culos, en particular retı́culos distributivos acotados, son estructuras algebraicas
que estarán presentes como reducto de muchas estructuras algebraicas que presentaremos
en el desarrollo de esta tesis. En la presente sección brindaremos algunas definiciones y
resultados elementales que serán de utilidad para esta tesis.

Para un tratado profundo de los resultados presentados en esta sección referimos al
lector a los textos [5, 9, 30, 46].

Definición 1.5.1. Un álgebra L = (L,∧,∨) de tipo (2, 2) se dirá retı́culo si para cada
a, b, c ∈ L son válidas las siguientes condiciones:

(1) a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c y a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ c) ∨ b.

(2) a ∧ b = b ∧ a y a ∨ b = b ∨ a

(3) a ∧ a = a y a ∨ a = a

(4) a ∧ (b ∨ a) = a y a ∨ (b ∧ a) = a

La noción de retı́culo tiene una fuerte conexión con la noción de conjunto parcialmente
ordenado. En efecto, dado L = (L,∧,∨) un retı́culo es posible definir sobre el conjunto L
una relación de orden de la siguiente manera:

a ≤ b si y sólo si a = a ∧ b si y sólo si b = b ∨ a.

Por otro lado, si (L,≤) es un conjunto parcialmente ordenado para el cuál existe inf{a, b}
y sup{a, b} para cada a, b ∈ L entonces la estructura L = (L,∧,∨) puede ser considerada
como un retı́culo, donde las operaciones ∧ y ∨ corresponden al ı́nfimo y al supremo, respec-
tivamente. De esta manera es posible considerar a un retı́culo o bien como un conjunto
parcialmente ordenado (L,≤) para el cuál siempre existen los supremos e ı́nfimos de con-
juntos finitos, o bien como un álgebra L = (L,∧,∨) de tipo (2, 2) que satisface las condiciones
(1)-(4) de la Definición 1.5.1.

Definición 1.5.2. Sea L = (L,∧,∨) un retı́culo. Un elemento a ∈ L se dirá primer elemento
si a ∧ b = a para todo b ∈ L. De manera dual, el elemento a ∈ L se dirá ultimo elemento si
b ∨ a = a para todo b ∈ L. En general, si existen, indicaremos como 0 y 1 al primer y último
elemento de un retı́culo, respectivamente. El retı́culo L = (L,∧,∨) se dirá acotado si tiene
primer y último elemento.

Definición 1.5.3. Sea L = (L,∧,∨) un retı́culo. Diremos que L es distributivo si para cada
a, b, c ∈ L se verifica la siguiente condición:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). (1.1)

La condición 1.1 es equivalente a su condición dual, es decir:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Definición 1.5.4. Sea L = (L,∧,∨) un retı́culo. Un subconjunto no vacı́o F de L se dirá
filtro si:
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(1) F es un conjunto creciente respecto del orden de L.

(2) Si a, b ∈ F entonces a ∧ b ∈ F , es decir, es cerrado por ı́nfimos.

Un filtro F de L se dirá propio si F ⊂ L.

Notemos que si L es un retı́culo con último elemento entonces F es un filtro de L si y
sólo si 1 ∈ F , F es un conjunto creciente respecto del orden de L y es cerrado por ı́nfimos.

Sea P un filtro de L. Diremos que P es un filtro primo de L si es filtro propio y además
para cada a, b ∈ L, si a ∨ b ∈ P entonces a ∈ P o b ∈ P . Si L es un retı́culo distributivo en-
tonces escribiremos Fi(L) y X(L) para denotar al conjunto de todos los filtros de L y todos
los filtros primos de L, respectivamente.

Sea L un retı́culo con primer elemento. Notemos que la intersección arbitraria de filtros
es nuevamente un filtro, en particular la intersección de todos los filtros da como resultado
F = {1} que resulta el menor filtro de L. Si X es un subconjunto propio no vacı́o de L
entonces el conjunto

Fi(X) =
⋂
{F ∈ Fi(L) : X ⊆ F},

es el menor filtro que contiene a dicho conjunto. Este filtro se dirá el filtro generado por X
y está caracterizado por el siguiente Lema.

Lema 1.5.5. Sean L un retı́culo con último elemento y X un subconjunto no vacı́o de L.
Entonces

Fi(X) = {a ∈ L : ∃{x1, ..., xn} ⊆ X : x1 ∧ · · · ∧ xn ≤ a}.

Definición 1.5.6. Sea L = (L,∧,∨) un retı́culo. Un subconjunto no vacı́o I de L se dirá
ideal si:

(1) I es un conjunto decreciente respecto del orden de L.

(2) Si a, b ∈ I entonces a ∨ b ∈ I, es decir, es cerrado por supremos.

Un ideal I se dirá propio si I ⊂ L.

Notemos que si L es un retı́culo con primer elemento 0 entonces I es un ideal de L si y
sólo si 0 ∈ I, es decreciente respecto del orden de L y es cerrado por supremos.

Un ideal I se dirá ideal primo de L si es un ideal propio y además para cada a, b ∈ L si
a ∧ b ∈ I entonces a ∈ I o b ∈ I. Escribiremos Id(L) y J(L) para indicar al conjunto de los
ideales y al conjunto de los ideales primos de L respectivamente.

Sea L un retı́culo con primer elemento 0. Notemos que la intersección arbitraria de
ideales es nuevamente un ideal. En particular, la intersección de todos los ideales de L es
el ideal I = {0} que resulta el menor ideal de L. Si X es un subconjunto no vacı́o de L
entonces el conjunto

Id(X) =
⋂
{I ∈ Id(L) : X ⊆ I},

es el menor ideal que contiene a dicho conjunto. Este ideal se dirá el ideal generado por X
y está caracterizado por el siguiente Lema.
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Lema 1.5.7. Sean L un retı́culo con primer elemento y X un subconjunto no vacı́o de L.
Entonces

Id(X) = {a ∈ L : ∃{x1, ..., xn} ⊆ X : a ≤ x1 ∨ · · · ∨ xn}.

Es claro a, partir de las definiciones, que las nociones de filtro e ideal son nociones
duales. Más aún, si L = (L,∧,∨) es un retı́culo distributivo entonces P ∈ X(L) si y sólo si
X \ P ∈ J(L).

El siguiente resultado es de grán interés en la teorı́a de retı́culos distributivos acotado
y en particular en esta tesis.

Teorema 1.5.8. Sean L = (L,∧,∨, 0, 1) un retı́culo distributivo acotado, F ∈ Fi(L) y I ∈ Id(L).
Si F ∩ I = ∅ entonces existe P ∈ X(L) tal que F ⊆ P y P ∩ I = ∅.

Definición 1.5.9. Sean L1 = (L1,∧,∨) y L2 = (L2,∧,∨) retı́culos. Una función f : L1 → L2

se dirá homomorfismo de retı́culos si para cada a, b ∈ L1:

(1) f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b).

(2) f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b).

Es sencillo verificar que tanto la función identidad como la composición de homomorfis-
mos de retı́culos, en los casos que fuera posible hacerla, es nuevamente un homomorfismo
de retı́culos.

Definición 1.5.10. La categorı́a BDL es la categorı́a cuyos objetos son retı́culos distributivos
acotados y sus flechas son los homomorfismos de retı́culos. Además la composición de flechas
está definida como la composición usual de funciones y la identidad para dicha composición
estará determinada por la función identidad.

1.6 Dualidades para retı́culos distributivos acotados
Las dualidades topológicas para la categorı́a BDL proveen una herramienta de grán in-
terés para la representación y el estudio de diferentes estructuras algebraicas basadas en
retı́culos distributivos acotados. En la presente sección se recordará la dualidad de Priest-
ley y la dualidad espectral para la categorı́a BDL. Para un tratado profundo de estos resul-
tados referimos al lector a los siguientes textos [5, 6, 44, 50].

1.6.1 Dualidad de Priestley
En esta subsección comentaremos brevemente la dualidad de tipo Priestley para la cate-
girorı́a BDL. La dualidad que presentaremos a continuación difiere de la dualidad original
presentada en [44], ya que esta ultima utiliza como base el conjunto de los ideales primos
de un retı́culo distributivo acotado, mientras que la que presentaremos utiliza el espectro
de filtros primos de un retı́culo distributivo acotado. Para un tratado mas detallado de los
resultados presentados en esta sección el lector puede remitirse a [25, 44].

Definición 1.6.1. Un espacio de Priestley es una estructura (X,≤, τ) en donde
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(1) (X, τ) es un espacio topológico compacto.

(2) (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado.

(3) Para cada x, y ∈ X, si x ≰ y entonces existe U clopen creciente tal que x ∈ U e y /∈ U .

Una función f : (X1, τ1,≤1)→ (X2, τ2,≤2) es un morfismo de espacios de Priestley si:

(1) f : (X1, τ1)→ (X2, τ2) es continua.

(2) f : (X1,≤1)→ (X2,≤2) es monótona.

Escribiremos Pries para denotar la categorı́a cuyos objetos son espacios de Priestley y sus
flechas son los morfismos entre estas estructuras. La composición de flechas está definida
por la composición usual de funciones y la identidad para dicha composición es la función
identidad.

Dado (X, τ,≤) un espacio de Priestley. Utilizaremos la siguiente notación:

1) D(X) el conjunto de todos los clopen crecientes.

2) OpUp(X) el conjunto de todos los abiertos crecientes.

3) ClUp(X) el conjunto de todos los cerrados crecientes.

4) ∆(X) el conjunto de todos los clopen decrecientes.

5) OpDo(X) el conjunto de los abiertos decrecientes.

6) ClDo(X) el conjunto de todos los cerrados decrecientes.

El siguiente Lema es parte del folklore de los espacios de Priestley. Referimos al lector
a los artı́culos [6, 23, 25].

Lema 1.6.2. Sean (X,≤, τ) un espacio de Priestley, C un subconjunto cerrado creciente y
x ∈ X tal que x /∈ C. Entonces existe U ∈ D(X) tal que C ⊆ U y x /∈ C.

Como consecuencia del Lema 1.6.2 se tiene el siguiente resultado [6, Lema 3.2]:

Corolario 1.6.3. Sea (X, τ,≤) un espacio de Priestley. Entonces:

(1) Todo conjunto cerrado creciente es intersección de clopens crecientes.

(2) Todo conjunto cerrado decreciente es intersección de clopens decrecientes.

(3) Todo conjunto abierto creciente es unión de clopens crecientes.

(4) Todo conjunto abierto decreciente es unión de clopens decrecientes.

A continuación construiremos el funtor D: Pries→ BDL:

Objetos Dado (X, τ,≤) un espacio de Priestley. Consideremos la estructura

D(X) = (D(X),∩,∪, ∅, X).

La estructura D(X) es, en efecto, un retı́culo distributivo acotado.
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Flechas Sea f : (X1, τ1,≤1)→ (X2, τ2,≤2) una flecha en la categorı́a Pries, consideremos la
aplicación D(f) : D(X2)→ D(X1) definida por

D(f)(U) = f−1(U).

La aplicación D(f) es una flecha de la categorı́a BDL.

Unos simples cálculos muestran que las aplicaciones X → D(X) y f → D(f) definen un
funtor contravariante D: Pries→ BDL.

Definición 1.6.4. Dado L = (L,∧,∨, 0, 1) un retı́culo distributivo acotado. La función de
Stone asociada a L es una aplicación σL : L→ Up(X(L)) definida por

σL(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P}. (1.2)

A continuación construiremos el funtor X: BDL→ Pries:

Objetos Dado L un retı́culo distributivo acotado. Consideremos la estructura

X(L) = (X(L), τL),

donde τL es la topologı́a generada por la subbase

SA = {σL(a) : a ∈ L} ∪ {σL(a)c : a ∈ L}.

La estructura X(L) es un espacio de Priestley donde además

• D(X(L)) = {σL(a) : a ∈ L} y

• ∆(X(L)) = {σL(a)c : a ∈ L}.

Flechas Sea f : L1 → L2 una flecha en la categorı́a BDL. Consideremos la aplicación
X(f) : X(L2)→ X(L1) definida por

X(f)(P ) = f−1(P ).

Unos simples cálculos muestran que la aplicación X(f) es una flecha en la categorı́a Pries.

Unos cálculos adicionales muestran que las aplicaciones L → X(L) y f → X(f) definen
un funtor contravariante X: BDL→ Priest.

Definición 1.6.5. Sea (X, τ,≤) un espacio de Priestley. Definimos la aplicación ϵX : X →
X(D(X)), donde

ϵX(x) = {U ∈ D(X) : x ∈ U}. (1.3)

Notemos que las aplicaciones L → σL y X → ϵX definen las transformaciones naturales
σ : IBDL ⇒ (D ◦ X) y ϵ : IPriest ⇒ (X ◦D), respectivamente.

Teorema 1.6.6. El par de funtores X: BDL → Pries y D: Priest → BDL, en conjunto con las
transformaciones naturales σ y ϵ, establecen una equivalencia dual de las categorı́as BDL y
Pries.
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1.6.2 Dualidad espectral
En la presente subsección recordaremos la dualidad de tipo espectral para la categorı́a BDL,
la cual permite establecer una equivalencia dual de BDL con respecto a la categorı́a Spec,
cuyos objetos son ciertos espacios topológicos y sus flechas son un caso particular de fun-
ciones continuas entre estos espacios topológicos. Más detalles sobre esta dualidad puede
encontrarse en [6].

Sea (X, τ) un espacio topológico. Recordemos que (X, τ) es un espacio topológico coher-
ente si el conjunto KO(X, τ) de abiertos compactos es cerrado por intersecciones finitas y
además es una base para (X, τ). Asimismo, recordemos que (X, τ) se dirá sobrio (sober, en
inglés) si todo subconjunto cerrado irreducible de (X, τ) es la clausura de un punto.

Definición 1.6.7. Un espacio topológico (X, τ) se dirá espacio topológico espectral si es
compacto, coherente, T0 y sober. Una función f : (X1, τ1) → (X2, τ2) se dira función espectral
si para cada U ∈ KO(X2, τ2) se tiene que f−1(U) ∈ KO(X1, τ1).

Escribiremos Spec para indicar a la categorı́a cuyos objetos son espacios topológicos es-
pectrales y las flechas son las funciones espectrales. Además la composición de flechas está
definida como la composición usual de funciones espectrales y la identidad para la com-
posición resultará la función identidad. Es inmediato notar que toda función espectral es
en particular una función continua.

A continuación vamos a construir el funtor D̂ : Spec→ BDL de la siguiente manera:

Objetos Dado (X, τ) un espacio topológico espectral. Consideremos el álgebra

D̂(X) = (KO(X, τ),∩,∪, ∅, X).

Teniendo en cuenta que (X, τ) es coherente se sigue que la estructura D̂(X) es un retı́culo
distributivo acotado.

Flechas Sea f : (X1, τ1) → (X2, τ2) una flecha en la categorı́a Spec. Consideremos la apli-
cación D̂(f) : D̂(X2)→ D̂(X1) definida por

D̂(f)(U) = f−1(U).

Unos simples cálculos muestran que la aplicación D̂(f) es una flecha en BDL.

Es sencillo verificar que las aplicaciones X → D̂(X) y f → D̂(f) definen un funtor con-
travariante D̂ : Spec→ BDL.

A continuación construiremos el funtor X̂ : BDL→ Spec de la siguiente manera:

Objetos Dado L un objeto de la categorı́a BDL. Consideremos la estructura

X̂(L) = (X(L), τ̂L) ,

donde τ̂L es la topologı́a generada por la base {σL(a) : a ∈ L}. La estructura X̂(L) es en
efecto un espacio espectral.
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Flechas Sea f : L1 → L2 una flecha en BDL. Consideremos la aplicación X̂(f) : X̂(L2) →
X̂(L1) definida por

X̂(f)(P ) = f−1(P ).

Una comprobación simple muestra que X̂(f) es una flecha en Spec.

Dados IBDL : BDL → BDL y ISpec : Spec → Spec los funtores identidad en BDL y Spec. Con-
sideremos las transformaciones naturales σ̂ : IBDL ⇒ (D̂ ◦ X̂) y ϵ̂ : ISpec ⇒ (X̂ ◦ D̂), donde

σ̂(L) = σL y ϵ̂(X) = ϵX

Teorema 1.6.8. Los funtores X̂ : BDL → Spec y D̂ : Spec → BDL, en conjunto con las trans-
formaciones naturales σ̂ y ϵ̂ establecen una equivalencia dual entre las categorı́as BDL y
Spec.

1.6.3 Isomorfismo entre Priest y Spec

Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley y la dualidad espectral para la categorı́a BDL
es claro que existe una fuerte conexión entre las categorı́as Pries y Spec, en efecto, ambas
categorı́as son isomorfas. En esta sección mostraremos brevemente este isomorfismo ya
que estos resultados serán de gran utilidad en este trabajo . Para un tratado profundo de
los resultados de esta sección referimos al lector a [6, 12]

Sea (X, τ,≤) un espacio topológico de Priestley. Recordemos que D(X) denota el con-
junto de todos los clopen crecientes de (X, τ,≤). Asimismo, la familia de abiertos crecientes
de (X, τ,≤) se denota OpUp(X).

A continuación vamos a definir el funtor (−)∗ : Pries→ Spec:

Objetos Dado (X, τ,≤) un espacio topológico de Priestley, consideremos (X, τs) donde τs =
OpUp(X). En sencillo verificar que el espacio topológico (X, τs) es un espacio topológico
espectral, donde KO(X, τs) = D(X) y KO(X, τs) es una base para (X, τs). Por lo tanto,

(X,≤, τ)∗ = (X, τs) .

Flechas Si f : (X1, τ1,≤1) → (X2, τ2,≤2) es una flecha en la categorı́a Pries entonces la
misma función definida entre los espacios espectrales asociados f : (X1, (τs)1) → (X2, (τs)2)
es una función espectral. Por lo tanto, f∗ = f .

A continuación vamos a definir el funtor (−)∗ : Spec→ Pries:

Objetos Sea (X, τ) un espacio topológico espectral. Recordemos que el conjunto de todos
los subconjuntos abiertos y compactos, denotado por KO(X, τ), es una base para (X, τ) y
además es cerrado bajo intersecciones finitas. Consideremos la familia de conjuntos

∆(X, τ) = {X \ U : U ∈ KO(X, τ)}.
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Construimos el espacio topológico de Priestley (X, τ ∗,≤τ ) donde ≤τ es el orden de especial-
ización de (X, τ) y τ ∗ es la topologı́a generada por la subbase KO(X, τ) ∪∆(X, τ). Notemos
que D(X, τ ∗) = KO(X, τ) y ∆(X, τ ∗) = ∆(X, τ). Definimos entonces

(X, τ)∗ = (X, τ ∗,≤τ ) .

Flechas Si (X1, τ1) y (X2, τ2) son dos espacios espectrales y f : (X1, τ1) → (X2, τ2) es una
función espectral, entonces f : (X1, τ

∗
1 ,≤τ1)→ (X2, τ

∗
2 ,≤τ2) es una función continua y monótona.

Ası́, f ∗ = f .

Teorema 1.6.9. Los funtores (−)∗ : Pries→ Spec y (−)∗ : Spec→ Pries definen un isomorfismo
entre las categorı́as Pries y Spec.

1.7 Álgebras de Heyting débiles
En [19] Celani S. y Jansana R. desarrollan el estudio de una operacion binaria llamada
propiamente implicación estricta definida sobre retı́culos distributivos acotados, obteniendo
ası́ una variedad de álgebras en el lenguaje intuicionista {∧,∨,→, 0, 1} de tipo (2, 2, 2, 0, 0)
cuyos miembros son llamados álgebras de Heyting débiles o WH-álgebras. Dicha variedad
de álgebras generaliza diferentes variedades de álgebras tales como álgebras de Heyting,
retı́culos subresiduados y algebras básicas, entre otras. En la presente sección recordare-
mos algunas definiciones elementales sobre la variedad de algebras de Heyting débiles y
algunas de sus subvariedades que resultarán de interés en este trabajo.

Definición 1.7.1. Un álgebra de Heyting débil ó weak Heyting algebra , es un algebra A =
(A,∧,∨,→, 0, 1) de tipo (2, 2, 2, 0, 0) tal que (A,∧,∨, 0, 1) es un retı́culo distributivo acotado y
para cada a, b, c ∈ A se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) a→ (b ∧ c) = (a→ b) ∧ (a→ c).

(2) (a ∨ b)→ c = (a→ c) ∧ (b→ c).

(3) (a→ b) ∧ (b→ c) ≤ a→ c.

(4) a→ a = 1.

En adelante, utilizaremos el nombre en inglés para esta clase de álgebras, es decir weak
Heyting algebras. Para abreviar escribiremos la expresión A es una WH-álgebra en lugar
de A es una weak Heyting algebra. La clase de WH-álgebras es una variedad, la cual será
denotada por WH.

Sean A ∈WH y a, b ∈ A. Consideremos las siguientes condiciones:

(R) a ∧ (a→ b) ≤ b.

(T) a→ b ≤ c→ (a→ b).

(B) a ≤ 1→ a.
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Diremos que A es una RWH-algebra, si para cada a, b ∈ A es válida la condición:

(R) a ∧ (a→ b) ≤ b .

Es sencillo verificar que para cada RWH-álgebra se tiene que

a ≤ b si y sólo si a→ b = 1.

Por lo tanto, a = b si y sólo si a↔ b = 1, donde a↔ b = (a→ b) ∧ (b→ a).

Una WH-álgebra A se dirá TWH-álgebra si para cada a, b ∈ A satisface la condición

(T) a→ b ≤ c→ (a→ b).

Una álgebra básica es una WH-álgebra tal que para cada a, b ∈ A satisface la condición

(B) a ≤ 1→ a .

Un retı́culo subresiduado [27] es un par (A,D), donde A es un retı́culo distributivo
acotado, D es un subretı́culo acotado de A y para cada a, b ∈ A existe el máximo del
conjunto {d ∈ D : d ∧ a ≤ b}, el cual es denotado por a → b. Es sencillo probar que
D = {a ∈ A : 1 → a = a} = {1 → a : a ∈ A}. Notemos que los retı́culos subresiduados
pueden considerarse como álgebras (A,∧,∨,→, 0, 1) de tipo (2, 2, 2, 0, 0). Más aún, se sigue
de los resultados de [19, 27] que un álgebra es un retı́culo subresiduado si y sólo si es una
RWH-álgebra que satisface la condición (T).

En este trabajo nos centraremos en las subvariedades

1) RWH = WH + {R}.

2) TWH = WH + {T}.

3) SRL = WH + {R,T}.

4) B = WH + {B}.

5) H = WH + {B,R,T} = WH + {B,R}.

Escribiremos RWH, TWH, SRL, B y H para denotar las variedades de RWH-álgebras, TWH-
álgebras, retı́culos subresiduados, álgebras básicas y álgebras de Heyting respectivamente.
Es sencillo probar que las variedades mencionadas están ordenadas, vı́a la relación de
inclusión, obteniendose el siguiente retı́culo de subvariedades de la variedad WH:

H

SRL

RWHTWH

WH

B
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1.7.1 Representación de WH-álgebras por WH-marcos
En la presente sección recordaremos la representación por marcos de Kripke para las
álgebras de Heyting y extenderemos dicho resultado a la variedad WH y las subvariedades
que hemos mencionado previamente.

Definición 1.7.2. Una estructura (X,≤) se dirá marco de Kripke si X es un conjunto no
vacı́o y ≤ es una relación de orden parcial.

Sea F = (X,≤) un marco de Kripke. Sobre el conjunto Up(X) definimos el álgebra

A(F) = (Up(X),∩,∪,⇒, ∅, X),

donde la operación U ⇒ V se define de la siguiente manera

U ⇒ V = {x ∈ X : [x) ∩ U ⊆ V }.

Unos simples cálculos permiten mostrar que A(F) es un álgebra de Heyting. Por otro lado
si A = (A,∧,∨,→, 0, 1) es un álgebra de Heyting entonces la estructura F(A) = (X(A),⊆)
es un marco de Kripke.

Definición 1.7.3. Sea A un álgebra de Heyting. La estructura F(A) es el marco de Kripke
asociado a A.

Sea A un álgebra de Heyting. El marco de Kripke asociado al álgebra A permite es-
tablecer una representación de A por medio de la aplicación de Stone σA : A→ Up(X(A)).

Teorema 1.7.4. Toda álgebra de Heyting A es isomorfa a una subálgebra del álgebra aso-
ciada al marco de Kripke F(A)

Es posible extender la representación de álgebras de Heyting a variedades de álgebras
más generales tales como tales como WH-álgebras. Para esto se requieren estructuras
relacionales más complejas que los marcos de Kripke.

Definición 1.7.5. Diremos que una estructura relacional F = (X,≤, S) es un WH-marco si
satisface las siguientes condiciones:

(1) (X,≤) es un marco de Kripke.

(2) ≤ ◦S ⊆ S.

Unos cálculos directos muestran que si F es un WH-marco entonces el álgebra asociada
al WH-marco, definida por

A(F) = (Up(X),∩,∪,⇒S, ∅, X) ,

es una WH-álgebra, donde la implicación⇒S está definida de la siguiente manera

U ⇒S V = {x ∈ X : S(x) ∩ U ⊆ V }.

Definición 1.7.6. Dado F = (X,≤, S) un WH-marco. Diremos que A(F) es la WH-álgebra
asociada al WH-marco F .
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Sea A ∈WH. Definimos la relación binaria SA sobre Fi(A) de siguiente manera

(F,G) ∈ SA si y sólo si ∀(a, b ∈ A)[a→ b ∈ F, a ∈ G entonces b ∈ G] (1.4)

Sean A ∈ WH, F ∈ Fi(A) y X ⊆ A entonces es posible definir el operador de clausura
DF : P(A)→ P(A)

DF (X) =
{
a ∈ A : ∃Y ⊆f X :

∧
Y → a ∈ F

}
,

donde
∧
Y es el ı́nfimo de los elementos del subconjunto Y , el cuál siempre está definido ya

que Y es un subconjunto finito. Además, si Y = ∅, diremos que
∧
Y = 1.

Proposición 1.7.7. Sea A ∈WH, F ∈ Fi(A) y X ⊆ A, entonces

(1) DF (X) es un filtro de A

(2) (F,DF (X)) ∈ SA. Más aún, DF (X) es el menor filtro G tal que X ⊆ G y (F,G) ∈ SA.

(3) (F,G) ∈ SA si y sólo si DF (G) = G

Demostración. Ver [19, Proposición 3.4].

El siguiente resultado se encuentra en [19, Lema 3.7] y brinda una generalización del
teorema del filtro primo para retı́culos distributivos que resulta fundamental para estable-
cer un teorema de representación de WH-algebras por medio de WH-marcos.

Teorema 1.7.8. Sean A ∈ WH, F ∈ Fi(A), I ∈ Id(A) y X ⊆ A un subconjunto del universo
de A tales que DF (X) ∩ I = ∅. Entonces existe P ∈ X(A) tal que X ⊆ P , (F, P ) ∈ SA y
P ∩ I = ∅.

Corolario 1.7.9. Sean A ∈ WH, P ∈ X(A) y a, b ∈ A. Entonces a → b ∈ P si y sólo si para
cada Q ∈ X(A), si (P,Q) ∈ SA y a ∈ Q, entonces b ∈ Q.

Corolario 1.7.10. Sean A ∈ WH, P,D ∈ X(A) y F ∈ Fi(A). Si DP (F ) ⊆ D entonces existe
Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ SA, F ⊆ Q y Q ⊆ D

Sea A ∈WH. Consideremos la estructura

F(A) = (X(A),⊆A, SA)

donde SA es la relación definida en 1.4. Es sencillo verificar que F(A) es un WH-marco.

Definición 1.7.11. Sea A una WH-álgebra. Diremos que la estructura relacional F(A) es
el WH-marco asociado a la WH-álgebra A.

Nuevamente utilizando la aplicación de Stone σA : A → A(F(A)) se tiene el siguiente
Teorema de representación para WH-algebras:

Teorema 1.7.12. Toda WH-álgebraA es isomorfa a una subálgebra del álgebra asociada a
su WH-marco canónico via la aplicación de Stone σA : A→ A(F(A)).

Demostración. ver [19, Teorema 3.14]
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Representacion para subvariedades: En este apartado mostraremos de que man-
era se puede especializar el Teorema 1.7.12 a las subvariedades RWH, TWH, SRL, B y H
respectivamente.

Lema 1.7.13. Sea A ∈WH. Entonces

(1) La ecuación (R) es válida en A si y sólo si SA es reflexiva.

(2) La ecuación (T) es válida en A si y sólo si SA es transitiva.

Demostración. Ver [19, Proposición 4.17]

El siguiente resultado es una prueba alternativa del [19, Corolario 4.19]:

Lema 1.7.14. Sea F = (X,≤, S) un WH-marco modal. Entonces

(1) La relación S es reflexiva si y sólo si la ecuación (R) es válida sobre A(F)

(2) La relación S es transitiva si y sólo si la ecuación (T) es válida sobre A(F)

Demostración. 1⇒) Supongamos que la relación S es reflexiva, probaremos que para cada
U, V ∈ Up(X) se verifica U ∩ (U ⇒S V ) ⊆ V . Sea x ∈ U ∩ (U ⇒S V ), se sigue que x ∈ U y
S(x) ∩ U ⊆ V . Ya que S es reflexiva, se sigue que x ∈ S(x) ∩ U ⊆ V de donde x ∈ V como
querı́amos mostrar.
⇐) Por contraposición supongamos que S no es reflexiva, es decir, existe un elemento

x ∈ X tal que (x, x) /∈ S. Buscaremos un par de conjuntos U, V ∈ Up(X) de manera tal
que U ∩ (U ⇒s V ) ̸⊆ V . Consideremos U = [x) y V = (x]c. Es claro que x ∈ U , veamos que
x ∈ U ⇒S V . En efecto, sea y ∈ S(x) ∩ U entonces (x, y) ∈ S y x ≤ y. Si y /∈ V entonces
y ≤ x de donde se sigue que x = y y (x, x) ∈ S, lo que resulta imposible. Por lo tanto, y ∈ V
y se sigue que x ∈ U ∩ (U ⇒S V ). Pero además, x ≤ x de donde se sigue que x /∈ V . Ası́, la
ecuación (R) no es válida en A(F).

2 ⇒) Supongamos que la relación S es transitiva, probaremos que para cada U, V y
W ∈ Up(X) se verifica U ⇒S V ⊆ W ⇒S (U ⇒S V ). Sea x ∈ U ⇒S V y sea y ∈ S(x) ∩W
veamos que S(y) ∩ U ⊆ V . Sea z ∈ S(y) ∩ U , se sigue que (x, y) ∈ S y (y, z) ∈ S. Ya que S es
transitiva, se sigue que (x, z) ∈ S, por lo tanto z ∈ S(x) ∩ U . Dado que x ∈ U ⇒S V se sigue
que z ∈ V . Ası́, x ∈ W ⇒S (U ⇒S V ).
⇐) Por contraposición supongamos que la relación S no es transitiva, es decir, existen

x, y, z ∈ S tal que (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ S y (x, z) /∈ S. Buscaremos conjuntos U, V y W ∈ Up(X)
tal que U ⇒S V ̸⊆ W ⇒S (U ⇒S V ). Consideremos los conjuntos U = [z), V = (z]c y W = [y).
Probaremos que x ∈ U ⇒S V y x /∈ W ⇒S (U ⇒S V ). En efecto, sea a ∈ S(x) ∩ U , entonces
(x, a) ∈ S y z ≤ a. Notemos que a ∈ V , de lo contrario, si a ∈ V c se sigue que a ≤ z, es decir,
a = z y (x, z) ∈ S, lo que es una contradición. Ası́, x ∈ U ⇒S V . Por otro lado, notemos que
y ∈ S(x) ∩W . Sin embargo, ya que z ∈ S(y) ∩ U y z /∈ V , se sigue que y /∈ U ⇒S V , por lo
tanto, x /∈ W ⇒S (U ⇒S V ).

Combinando los Lemas 1.7.13 y 1.7.14 con el Teorema 1.7.12 se tiene el siguiente Coro-
lario:

Corolario 1.7.15. Toda RWH-álgebra A (TWH-álgebra, retı́culo subresiduado) es isomorfa
a una subálgebra de la RWH-álgebra (TWH-álgebra, retı́culo subresiduado) asociada a
F(A)
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A continuación estudiaremos la representación para algebras básicas.

Lema 1.7.16. Sean A ∈WH y F(A) su WH-marco asociado. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) La ecuación (B) es válida sobre A

(2) Para cada P,Q ∈ X(A), si (P,Q) ∈ SA entonces P ⊆ Q

Demostración. Ver [19, Proposición 4.20]

El siguiente resultado es una prueba alternativa de [19, Corolario 4.21]

Lema 1.7.17. Sea F = (X,≤, S) un WH-marco. Entonces, son equivalentes:

(1) La relación S está contenida en la relación de orden parcial ≤

(2) La ecuación (B) es válida sobre el álgebra A(F)

Demostración. 1⇒ 2) Supongamos que la relación S está contenida en la relación de orden
parcial ≤, mostraremos que para cada U ∈ Up(X) se verifica U ⊆ X ⇒S U . En efecto, sea
x ∈ U y sea y ∈ S(x). Ya que S está contenida en la relación de orden ≤, se sigue que x ≤ y.
Teniendo en cuenta que U es un conjunto creciente, se sigue que y ∈ U . Ası́, x ∈ X ⇒S U .

2⇒ 1) Por contraposición, asumiremos que la relación S no está contenida en la relación
de orden ≤, es decir, existe un par (x, y) ∈ S y x ≰ y. Probaremos que la ecuación (B) no
es válida en el álgebra A(F). Consideremos el conjunto U = (y]c. Es inmediato notar que
x ∈ U . Asimismo, x /∈ X ⇒S U , en efecto, ya que y ≤ y se sigue que y ∈ S(x) \ U . Por lo
tanto, la ecuación (B) no es válida sobre A(F).

Combinando los Lemas 1.7.16 y 1.7.17 con el Teorema 1.7.12 tenemos el siguiente Coro-
lario.

Corolario 1.7.18. Toda álgebra básica A es isomorfa a una subálgebra básica del álgebra
asociada a su WH-marco canónico.

Observación 1.7.19. Sea A = (A,∧,∨,→, 0, 1) una WH-álgebra y F(A) = (X(A), SA,⊆) su
WH-marco canónico. Notemos que si la ecuación (R) es válida sobre A entonces la relación
de orden ⊆ está contenida en la relación SA. Asimismo, por el Lema 1.7.16 se sigue que
SA está contenida en la relación de orden ⊆. En particular, si las ecuaciones (R) y (B) son
válidas sobre A entonces A es un álgebra de Heyting y además SA =⊆. Ası́, se sigue que
sobre álgebras de Heyting, la noción de WH-marco colapsa a la noción de marco de Kripke
usual.



Capı́tulo 2

Álgebras de Heyting débiles con
operadores

En la literatura, la lógica modal intuicionista ha sido ampliamente estudiada desde difer-
entes enfoques. En particular, mediante el uso de técnicas y herramientas propias del
estudio de la lógica modal clásica se han desarrollado semánticas relacionales para diver-
sas lógicas modales intuicionistas, caracterizando ası́ a dichas lógicas como el conjunto de
todas las fórmulas válidas en todos los modelos de Kripke dotados de ciertas relaciones
binarias (ver, por ejemplo [8, 26, 29, 32]).

Desde un enfoque algebraico, se sabe que la semántica algebraica para la lógica intu-
icionista está determinada por la variedad de las álgebras de Heyting (ver [30, 46]). Ex-
isten diferentes trabajos ([29, 44, 53], entre otros) en los cuales se introducen expansiones
modales para la lógica intuicionista, llamadas propiamente lógicas intuicionistas modales,
probando además que dichas lógicas tienen como contraparte algebraica subvariedades de
la variedad de álgebras de Heyting dotadas de operadores unarios, los cuales son llamados
operadores modales. Desde este punto de vista, el estudio de variedades de álgebras de
Heyting dotadas de operadores unarios cobra un grán interés. En particular, el estudio
de la representación de álgebras de Heyting modales, permite relacionar la semántica al-
gebraica y la semántica relacional estableciendo ası́ conexiones entre las estructuras que
permiten modelar lógicas intuicionistas modales.

Siguiendo esta lı́nea, y teniendo en cuenta que las lógicas subintuicionistas tienen como
contrapartida algebraica subvariedades de la variedad de las WH-álgebras (ver [7, 18]), en
el presente capı́tulo estudiaremos operadores unarios definidos sobre la variedad de WH-
álgebras. En particular estudiaremos la representación de WH-álgebras con operadores
unarios por medio de cierta clase de WH-marcos dotados de relaciones binarias que per-
miten dar una interpretación a los operadores. En el desarrollo de este capı́tulo se combi-
nan resultados propios de la representación de WH-álgebras por WH-marcos y de la rep-
resentación de retı́culos distributivos acotados dotados dotados de operadores unarios por
medio de estructuras relacionales. Es por esto que comenzaremos este capı́tulo recordando
dichos resultados.

33
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2.1 Retı́culos modales
En la presente sección recordaremos algunas definiciones y resultados elementales sobre
operadores unarios definidos en retı́culos distributivos acotados y álgebras de Heyting.
Comentaremos brevemente algunas lógicas para las cuales su semántica algebraica esta
basada en retı́culos modales, tales como lógicas modales positivas o lógicas intuicionistas
modales. En particular, analizaremos la interacción de los operadores unarios con la impli-
cación intuicionista.

Sean A un retı́culo distributivo acotado y f : An → A. Diremos que f es un operador si
preserva supremos (o ı́nfimos) en cada coordenada. En particular, si f : A→ A, diremos que
f es un operador unario. Siguiendo la terminologı́a de [23] diremos que un operador unario
□ : A → A es un ı́nfimo homomorfismo si para cada a, b ∈ A se satisfacen las siguientes
condiciones:

1) □1 = 1.

2) □(a ∧ b) = □a ∧□b.

Asimismo, diremos que un operdor unario ♢ : A→ A es un supremo homomorfismo si para
cada a, b ∈ A se satisfacen las siguientes condiciones:

1) ♢0 = 0.

2) ♢(a ∨ b) = ♢(a) ∨ ♢(b).

Definición 2.1.1. Un retı́culo modal es un álgebra A = (A,∨,∧,□,♢, 0, 1) de tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0)
donde (A,∧,∨, 0, 1) es un retı́culo distributivo acotado, □ es un ı́nfimo homomorfismo y ♢ es
un supremo homomorfismo.

Escribiremos ML para denotar la variedad de retı́culos modales (ver [13, 14, 48, 49]).
Es inmediato notar que si A es un retı́culo modal entonces los operadores □ y ♢ resultan
monótonos i.e. para cada a, b ∈ A si a ≤ b entonces □a ≤ □b y ♢a ≤ ♢b.

Existen diferentes estructuras algebraicas que tienen un reducto de retı́culo modal. A
continuación brindamos algunos ejemplos de dichas estructuras:

a) Un retı́culo modal A se dirá álgebra modal positiva (ver [16, 17]) si para cada a, b ∈ A
se satisfacen las siguientes condiciones:

1) □(a ∨ b) ≤ □a ∨ ♢b.
2) □a ∧ ♢b ≤ ♢(a ∧ b).

Es sencillo verificar que la clase de álgebras conformada por las álgebras modales
positivas es una subvariedad propiamente contenida en la variedad ML. La variedad
de algebras modales positivas conforman la semántica algebraica de la lógica modal
positiva la cual resulta al considerar el fragmento sin negación de la consecuencia
local definida por la clase de modelos de Kripke.

b) Una estructura (B, G,H) se dirá álgebra temporal si B es un álgebra de Boole y G,H
son operadores unarios definidos sobre B tales que para cada a, b ∈ B se satisfacen las
siguientes condiciones:
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1) G(1) = H(1) = 1.

2) G(a ∧ b) = G(a) ∧G(b) y H(a ∧ b) = H(a) ∧H(b).

3) a ≤ G(¬(H(¬a)) y a ≤ H(¬(G(¬a)).

Es claro que los operadores G y H resultan ı́nfimo homomorfismos. Asimismo, se de-
finen sus operadores duales P (a) = ¬H(¬a) y F (a) = ¬G(¬a) respectivamente. Es
sencillo verificar que los operadores P y F resultan supremo homomorfismos. Se
sigue que la clase álgebras conformada por las álgebras temporales es una variedad y
además resulta ser la semántica algebraica de la menor lógica temporal Kt (ver [37]).
Es claro que para cada álgebra temporal (B, H,G) se tiene como reducto un retı́culo
modal.

c) Una IK-álgebra es una estructura A = (A,→,□,♢) , donde (A,→) es un álgebra de
Heyting, (A,□,♢) es un retı́culo modal y además para cada a, b ∈ A se satisfacen las
siguientes condiciones:

1) ♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b.

2) ♢a→ □b ≤ □(a→ b).

La lógica intuicionista modal básica IK (ver [32, 36, 42, 43, 44, 45, 50]) es una lógica
análoga a la lógica modal normal clásica K basada en la lógica intuicionista. La
semántica algebraica de la lógica IK es determinada por la clase de IK-álgebras.

Teniendo en cuenta que toda IK-álgebra es en particular un álgebra de Heyting, puede
probarse que para cada a, b ∈ A la condición ♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b es equivalente a diferentes
condiciones como se muestra en el siguiente resultado.

Lema 2.1.2. Sean A un álgebra de Heyting, □ : A→ A un ı́nfimo homomorfismo y ♢ : A→ A
un supremo homomorfismo. Entonces para cada a, b ∈ A las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) ♢a ∧□b ≤ ♢(a ∧ b).

(2) □(a→ b) ≤ ♢a→ ♢b.

(3) □(a→ b) ∧ ♢a ≤ ♢b.

(4) ♢(a→ b) ∧□a ≤ ♢b.

(5) ♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b

Demostración. Notemos que las condiciones (2) y (3) son trivialmente equivalentes debido
a la ley de residuación. Asimismo, las condiciones (4) y (5) son trivialmente equivalentes.
Por lo tanto, será suficiente comprobar que las condiciones (1) y (2) son equivalentes y las
condiciones (1) y (5) también lo son.

1 ⇒ 2) Supongamos que la condición (1) es válida para cada a, b ∈ A. En particular,
tenemos que

♢a ∧□(a→ b) ≤ ♢(a ∧ (a→ b)).
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Más aún, dado que la ecuación a ∧ (a → b) ≤ b es válida sobre toda álgebra de Heyting y ♢
es un operador monótono se sigue que

♢a ∧□(a→ b) ≤ ♢(a ∧ (a→ b)) ≤ ♢b.

Ası́, ♢a ∧□(a→ b) ≤ ♢b. Teniendo en cuenta la ley de residuación se sigue la ecuación (2).

2 ⇒ 1) Supongamos que la condición (2) es válida. Sean a, b ∈ A. Teniendo en cuenta
que b ≤ a→ b y a→ b = a→ (a ∧ b) se sigue que

□b ≤ □(a→ b) = □(a→ (a ∧ b)) ≤ ♢a→ ♢(a ∧ b).

Por lo tanto, ♢a ∧□b ≤ ♢(a ∧ b).

1⇒ 5) Supongamos que la condición (1) es válida. Sean a, b ∈ A, se sigue que

♢(a→ b) ∧□a ≤ ♢((a→ b) ∧ a).

Dado que a ∧ (a→ b) = a ∧ b y ♢ es un operador monótono se sigue que

♢(a→ b) ∧□a ≤ ♢(a ∧ b) ≤ ♢b,

por lo tanto
♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b.

5 ⇒ 1) Supongamos que la condición (5) es válida. Sean a, b ∈ A. Dado que A es un
álgebra de Heyting se sigue que

a ≤ b→ a = b→ (a ∧ b),

Dado que ♢ es monótono se sigue que ♢a ≤ ♢(b → (a ∧ b)). Teniendo en cuenta nuestra
hipótesis se sigue que

♢a ≤ ♢(b→ (a ∧ b)) ≤ □b→ ♢(a ∧ b),

Nuevamente por la ley de residuación se sigue que ♢a ∧□b ≤ ♢(a ∧ b).

2.1.1 Representación de retı́culos modales
Como hemos mencionado en el comienzo de este capı́tulo, los modelos que se utilizan para
el estudio de la lógica modal intuicionista están principalmente basados en dos tipos de
estructuras, a saber: estructuras algebraicas, las cuales son llamadas álgebras de Heyting
modales, y estructuras relacionales, conocidas como marcos de Kripke modales. La repre-
sentación de álgebras por medio de estructuras relacionales permite establecer conexiones
entre ambas estructuras.

El objetivo de la presente sección es recordar algunos resultados sobre marcos de Kripke
modales (ver [8, 14, 16, 32, 44] entre otros). En particular, recordaremos la representación
de retı́culos modales por medio de dichas estructuras.

Definición 2.1.3. Una estructura relacional (X,≤, R, T ) se dirá marco de Kripke modal si
se satisfacen las siguientes condiciones:
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(1) (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado.

(2) ≤ ◦R ◦ ≤= R ◦ ≤.

(3) ≤−1 ◦ T ◦ ≤−1= T ◦ ≤−1.

En ([8, 31, 44], entre otros) se prueba que las condiciones (2) y (3) de la Definición 2.1.3
resultan equivalentes a las siguientes condiciones:

≤ ◦R ⊆ R ◦ ≤ y ≤−1 ◦T ⊆ T ◦ ≤−1,

respectivamente.

Definición 2.1.4. Sean F = (X,≤, R, T ) un marco de Kripke modal y U ∈ Up(X). Definimos
los operadores

□R(U) = {x ∈ X : R(x) ⊆ U} y ♢T (U) = {x ∈ X : T (x) ∩ U ̸= ∅}.

El siguiente resultado es [44, Proposición 2.0.8]:

Lema 2.1.5. Sean F un marco de Kripke modal y U ∈ Up(X). Entonces

(1) □R (U) ∈ Up(X) si y sólo si ≤ ◦ R ⊆ R ◦ ≤.

(2) ♢T (U) ∈ Up(X) si y sólo si ≤−1 ◦ T ⊆ T ◦ ≤−1.

Demostración. Sólo haremos la prueba de (1), la prueba para (2) es análoga. Supongamos
que para cada U ∈ Up (X) es válido que □R (U) ∈ Up (X) probaremos que ≤ ◦R ⊆ R ◦ ≤.
Por absurdo, supongamos que existe un par (x, y) de manera tal que (x, y) ∈ ≤ ◦ R y
(x, y) /∈ R ◦ ≤. Se sigue entonces que existe un z ∈ X tal que x ≤ z y (z, y) ∈ R y para
cada t ∈ X se sigue que (x, t) /∈ R o bien t ≰ y, por lo tanto se tiene que x ∈ □R ((y]c). Por
nuestra hipótesis tenemos que □R ((y]c) es un conjunto creciente y x ∈ □R ((y]c) por lo tanto
z ∈ □R ((y]c). Ya que y ∈ R(z) tenemos que y ≰ y lo que es una contradicción. Ası́, tenemos
que ≤ ◦ R ⊆ R ◦ ≤.

Recı́procamente supongamos que ≤ ◦ R ⊆ R ◦ ≤ y U ∈ Up (X). Probaremos que
□R (U) ∈ Up (X). Sea x ∈ □R (U) y x ≤ y. Si z ∈ R(y) entonces (x, z) ∈ ≤ ◦ R luego
por nuestra hipótesis tenemos que (x, z) ∈ R ◦ ≤ i.e., existe t ∈ X tal que (x, t) ∈ R y t ≤ z.
Ya que x ∈ □R (U) tenemos que t ∈ U por lo tanto z ∈ U . Ası́ y ∈ □R (U).

Asimismo consideremos las relaciones

R□ := R ◦ ≤ y R♢ := T ◦ ≤−1 . (2.1)

Lema 2.1.6. Sea F = (X,≤, R, T ) un marco de Kripke modal y U ∈ Up(X). Entonces

(1) □R(U) = □R□
(U).

(2) ♢T (U) = ♢R♢(U).

Demostración. Sólo haremos la prueba para (1) ya que la prueba de (2) es análoga. Sea
U ∈ Up(X) y sea x ∈ □R(U) mostraremos que R□(x) ⊆ U . En efecto, sea y ∈ R□(x). Se
sigue de la definición de R□ que existe z ∈ X tal que (x, z) ∈ R y además z ≤ y. Teniendo
en cuenta que x ∈ □R(U) se sigue que z ∈ U . Usando que U es creciente se sigue que
y ∈ U . Recı́procamente, consideremos x ∈ □R□

(U) probaremos que R(x) ⊆ U . Sea y ∈ R(x).
Por la reflexividad de la relación de orden parcial ≤ se sigue que (x, y) ∈ R□. Usando que
R□(x) ⊆ U se sigue que y ∈ U , como querı́amos probar. Ası́, □R(U) = □R□

(U).
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Sea F = (X,≤, R, T ) un marco de Kripke modal. Combinando los resultados del Lema
2.1.5 y el Lema 2.1.6 se sigue que la estructura

A(F) =
(
Up(X),∩,∪,□R□

,♢R♢ , ∅, X
)

es un álgebra en el lenguaje de los retı́culos modales.

Lema 2.1.7. Sea F un marco de Kripke modal. Entonces A(F) es un retı́culo modal.

Demostración. Es sencillo verificar que el álgebra

A(F) = (Up(X),∩,∪, ∅, X) ,

es un retı́culo distributivo acotado. Sólo será necesario verificar que el operador □R□
es un

ı́nfimo homomorfismo y el operador ♢R♢ es un supremo homomorfismo. En efecto:

1) Veamos primero que □R□
(X) = X. Es inmediato notar que □R□

(X) ⊆ X. Por otro
lado, dado x ∈ X se sigue que R□(x) ⊆ X, de donde se sigue que X ⊆ □R□

(X). Ası́,
□R□

(X) = X.

2) Dados U, V ∈ Up(X) se sigue que

x ∈ □R□
(U ∩ V ) si y sólo si R□(x) ⊆ U ∩ V

si y sólo si R□(x) ⊆ U y R□(x) ⊆ V

si y sólo si x ∈ □R□
(U) ∩□R□

(V ).

Una prueba análoga puede hacerse para mostrar que ♢R♢ es un supremo homomorfismo.
Concluimos entonces que A(F) es un retı́culo modal.

Definición 2.1.8. Dado F un marco de Kripke modal. Diremos que la estructura A(F) es
el retı́culo modal asociado al marco F .

Sea A un retı́culo modal. Consideremos la estructura

F(A) = (X(A),⊆, R□, R♢),

donde las relaciones R□ y R♢ se definen de la siguiente manera:

(P,Q) ∈ R□ si y sólo si (∀a ∈ A)[□a ∈ P ⇒ a ∈ Q]. (2.2)

(P,Q) ∈ R♢ si y sólo si (∀a ∈ A)[a ∈ Q⇒ ♢a ∈ P ]. (2.3)

Dado A un retı́culo modal y P ∈ X(A). Definimos los conjuntos

□−1(P ) = {a ∈ A : □a ∈ P} y ♢−1(P ) = {a ∈ A : ♢a ∈ P}

Unos simples cálculos nos permiten verificar que para cada filtro primo P el conjunto
□−1(P ) es un filtro y el conjunto ♢−1(P ) es un co-ideal, es decir, su complemento es un ideal.
Además, sigue que las relaciones dadas en 2.2 y 2.3 pueden reescribirse de una forma más
clara:

(P,Q) ∈ R□ si y sólo si □−1(P ) ⊆ Q y (P,Q) ∈ R♢ si y sólo si Q ⊆ ♢−1(P ),

respectivamente.
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Lema 2.1.9. Si A un retı́culo modal entonces la estructura F(A) es un marco de Kripke
modal.

Demostración. Es inmediato que (X(A),⊆) es un conjunto parcialmente ordenado. Veamos
ahora las condiciones (2) y (3) de la Definición 2.1.3. Para probar (2), bastará con probar
que ⊆ ◦R□ ⊆ R□ ◦ ⊆. En efecto, supongamos que (P,Q) ∈ ⊆ ◦R□ de donde se sigue que
P ⊆ Z y □−1(Z) ⊆ Q para algún Z ∈ X(A). Sea a ∈ □−1(P ), se sigue que □a ∈ Z ⊆ Q de
donde se sigue que a ∈ Q, por lo tanto (P,Q) ∈ R□. De la reflexividad de la inclusión se
sigue que (P,Q) ∈ R□ ◦ ⊆. La prueba para la propiedad (3) es análoga.

Definición 2.1.10. Dado A un retı́culo modal. Diremos que la estructura F(A) es el marco
de Kripke modal asociado a A.

Proposición 2.1.11. Sea A un retı́culo modal y P ∈ X(A). Entonces

(1) □a /∈ P si y sólo si existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R□ y a /∈ Q.

(2) ♢a ∈ Q si y sólo si existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R♢ y a ∈ Q.

Demostración. Haremos la prueba de (1) ya que la prueba para (2) es análoga. Comenzare-
mos asumiendo que □a /∈ P de donde se sigue que a /∈ □−1(P ). Teniendo en cuenta que
□−1(P ) es un filtro, se sigue entonces que □−1(P ) ∩ (a] = ∅. Por el Teorema del filtro primo
para retı́culos distributivos acotados existe Q ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ Q y a /∈ Q, es decir
(P,Q) ∈ R□ y a /∈ Q. Recı́procamente, supongamos que existe Q ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ Q
y a /∈ Q. Se sigue que a /∈ □−1(P ) y por lo tanto □a /∈ P .

Sean A un retı́culo modal y σA la aplicación de Stone. Como consecuencia de la Proposición
2.1.11 tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.1.12. Sean A un retı́culo modal, a ∈ A y σA la aplicación de Stone. Entonces

(1) σA(□a) = □R□
(σA(a)).

(2) σA(♢a) = ♢R♢(σA(a)).

Teniendo en cuenta el Corolario 2.1.12 y el hecho de que la aplicación de Stone σA es un
monomorfismo de retı́culos distributivos acotados tenemos el siguiente

Corolario 2.1.13. Todo retı́culo modal A es isomorfo a una subálgebra del álgebraA(F(A)).
Dicho isomorfismo está determinado por la aplicación de Stone σA.

2.2 Operadores unarios sobre WH-álgebras
El Lema 2.1.2 muestra que, en el contexto de la variedad de álgebras de Heyting, exis-
ten diferentes condiciones que resultan equivalentes. Esto se debe fuertemente a la ley
de residuación. Naturalmente surge el problema de estudiar la interacción del conectivo
de implicación estricta con los operadores unarios en un contexto más general en el cual
la ley de residuación no sea válida. Teniendo en cuenta que la variedad de álgebras de
Heyting está contenida propiamente en la variedad de las WH-álgebras, en la presente
sección estudiaremos operadores unarios definidos sobre WH-álgebras. Analizaremos la
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interacción de dichos operadores con el conectivo de implicación estricta, obteniendo ası́ al-
gunas subvariedades que resultan del estudio de dicha interacción. Asimismo, combinando
los resultados sobre la representación de WH-álgebras y la representación para retı́culo
modales, estudiaremos la representación de WH-álgebras con operadores.

Definición 2.2.1. Diremos que un álgebra A = (A,∧,∨,→,□,♢, 0, 1) de tipo (2, 2, 2, 1, 1, 0, 0)
es una WH-álgebra con operadores o WHO-álgebra, si las siguientes condiciones se satis-
facen:

(1) (A,∧,∨,→, 0, 1) es una WH-álgebra.

(2) (A,□,♢) es un retı́culo modal.

Se sigue de la Definición 2.2.1 que la clase de álgebras conformada por WHO-álgebras
es una variedad y escribiremos WHO para denotarla. Esta variedad de álgebras generaliza
diferentes estructuras que hemos mencionado previamente. Por ejemplo, diremos que una
WHO-álgebra A es una KWHO-álgebra si para cada a, b ∈ A se satisfacen las siguientes
condiciones:

• □(a→ b) ≤ □a→ □b.

• □(a→ b) ≤ ♢a→ ♢b.

Asimismo, diremos que una KWHO-álgebra A es una FSWHO-álgebra si para cada a, b ∈ A
se satisfacen las siguientes condiciones:

• ♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b.

• ♢a→ □b ≤ □(a→ b).

Notemos que, por el Lema 2.1.2, si (A,→,□,♢) es un álgebra donde (A,→) es un álgebra
de Heyting y (A,□,♢) es un retı́culo modal entonces la ecuación □(a → b) ≤ ♢a → ♢b es
equivalente a la ecuación ♢(a → b) ≤ □a → ♢b. Desde este punto de vista, parece que la
ecuación □(a → b) ≤ ♢a → ♢b es redundante en la definición de FSWHO-álgebras. Sin
embargo, este hecho no es necesariamente verdadero en el contexto de la variedad WHO. A
continuación veremos algunos ejemplos de WHO-álgebras para los cuales las equivalencias
de las identidades del Lema 2.1.2 no son necesariamente ciertas.

Ejemplo 1. Consideremos ({0, a, b, 1},∧,∨, 0, 1}) el retı́culo distributivo acotado de 4 ele-
mentos:

0

ba

1

Teniendo en cuenta la implicación→ : A×A→ A definida por x→ y = 1 para cada x, y ∈ A.
Se sigue que A = ({0, a, b, 1},∧,∨,→, 0, 1}) es una WH-álgebra. Consideremos los oper-
adores
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x □x ♢x
0 0 0
a b a
b a b
1 1 1

Es sencillo verificar que A = ({0, a, b, 1},∧,∨,→,□,♢, 0, 1}) es una WHO-álgebra. Además,
notemos que las condiciones (2),(4) y (5) son válidas sobre A. Sin embargo notemos que

• ♢a ∧□b = a ∧ a ≰ ♢(a ∧ b) = 0.

• □(a→ b) ∧ ♢a = a ≰ ♢b = b.

Por lo tanto las condiciones (1) y (3) no son válidas sobre A.

Ejemplo 2. Sea A = ({0, a, b, 1},∧,∨, 0, 1}) el retı́culo distributivo acotado de 4 elementos
como en el ejemplo anterior, donde a y b son los átomos. Consideremos la aplicación →
definida por

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 1 1 1 1
b 0 0 1 1
1 0 0 1 1

Una prueba directa muestra que A = ({0, a, b, 1},∧,∨,→, 0, 1}) es una TWH-álgebra. Más
aún, consideremos los operadores unarios:

x □x ♢x
0 0 0
a b b
b a a
1 1 1

Es sencillo verificar que A = ({0, a, b, 1},∧,∨,→,□,♢, 0, 1}) resulta una TWH-álgebra con
operadores y en particular una WHO-álgebra. Además, notemos que para cada a, b ∈ A es
válida la condición

♢a ∧□b ≤ ♢(a ∧ b).

Sin embargo, notemos que:

• 1 = □(a→ b) ≰ ♢a→ ♢b = 0.

• b = □(a→ b) ∧ ♢a ≰ ♢b = 0.

• b = ♢(a→ b) ∧□a ≰ ♢b = 0.

• 1 = ♢(a→ b) ≰ □a→ ♢b = 0.

Se sigue entonces que la condición (1) es válida sobre A pero las condiciones (2), (3), (4) y
(5) no son válidas sobre A.
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Ejemplo 3. Consideremos ahora A = ({0, a, b, 1},∧,∨,→, 0, 1}) la TWH-álgebra definida
en el Ejemplo 2. Consideremos además los operadores unarios

x □x ♢x
0 0 0
a b 0
b a 1
1 1 1

Es sencillo verificar que para cada a, b ∈ A tenemos que □(a → b) ∧ ♢a ≤ ♢b. Sin embargo,
notemos que

• b = ♢(a→ a) ∧□a ≰ ♢a = 0.

• b = ♢b ∧□a ≰ ♢(b ∧ a) = 0.

• 1 = ♢(a→ a) ≰ □a→ ♢a = 0.

Por lo tanto, la condición (3) es válida en A. Sin embargo, las condiciones (1), (4) y (5) no
son válidas sobre A.

Ejemplo 4. Sean A = ({0, a, b, 1},∧,∨, 0, 1}) el retı́culo distributivo acotado de 4 elementos
y D = {0, a, 1}. Notemos que el par (A,D) es un retı́culo subresiduado, donde la implicación
está determinada por la siguiente tabla:

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 0 1 0 1
b a a 1 1
1 0 a 0 1

Se sigue entonces que A = ({0, a, b, 1},∧,∨,→, 0, 1}) es un retı́culo subresiduado y en par-
ticular una WH-álgebra. Consideremos además los siguientes operadores unarios:

x □x ♢x
0 0 0
a 0 1
b 1 0
1 1 1

Notemos que para cada a, b ∈ A tenemos que □(a→ b) ≤ ♢a→ ♢b. Sin embargo vemos que:

• 1 = ♢(b→ 0) ≰ □b→ ♢0 = 0.

• 1 = ♢(b→ 0) ∧□b ≰ ♢0 = 0.

Por lo tanto la condición (2) es válida sobre A, pero las condiciones (4) y (5) no son válidas
sobre A.

Ejemplo 5. Consideremos ({0, a, 1},∧,∨, 0, 1}) la cadena de tres elementos con 0 < a < 1.
Definimos la operación binaria→:
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→ 0 a 1
0 1 1 1
a 1 1 1
1 0 0 1

Es sencillo verificar que A = ({0, a, 1},∧,∨,→, 0, 1}) es una TWH-álgebra. Consideremos
además los siguientes operadores unarios:

x □x ♢x
0 0 0
a 0 1
1 1 1

Se sigue que el álgebra A = (A,→,□,♢) es una TWH-álgebra con operadores y en particular
una WHO-álgebra. Notemos que para cada a, b ∈ A las condiciones

♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b y ♢(a→ b) ∧□a ≤ ♢b

son válidas sobre A. Sin embargo,

1 = □(a→ 0) ≰ ♢a→ ♢0 = 0.

Ası́, las condiciones (4) y (5) son válidas sobre A mientras que la condición (2) no es válida
sobre A.

Observación 2.2.2. Los ejemplos 1,2 y 3 muestran que la condición (1) no es equivalente
a las condiciones (2), (3), (4) y (5). Los ejemplos 4 y 5 muestran que la condición (2) no es
equivalente con las condiciones (4) y (5). Los ejemplos 1 y 3 muestran que la condición (3)
no es equivalente con las condiciones (4) y (5). Por último, ya que en cada WH-álgebra no
es válida la ley de residuación se sigue que las condiciones (2) y (3) no son equivalentes,
al igual que las condiciones (4) y (5). Basta tomar como operadores unarios la función
identidad.

2.2.1 Representación de WHO-álgebras
Teniendo en cuenta la representación de WH-álgebras por WH-marcos y la representación
de retı́culos modales por medio de marcos de Kripke modales introduciremos a continuación
una cierta clase de WH-marcos dotados de relaciones binarias, la cual nos permite dar un
teorema de representación de WHO-álgebras.

Definición 2.2.3. Una estructura F = (X,≤, S, R, T ) se dirá WHO-marco si se verifican las
siguientes condiciones:

(1) (X,≤, S) es un WH-marco.

(2) (X,≤, R, T ) es un marco de Kripke modal.

Escribiremos WHO para denotar la clase de todos los WHO-marcos.

Dado F ∈ WHO. Consideremos el álgebra

A(F) =
(
Up(X),∩,∪,⇒S,□R□

,♢R♢ , ∅, X
)
. (2.4)

Teniendo en cuenta el Lema 2.1.7, la Definición 1.7.6 y la Definición 2.2.1 se sigue queA(F)
es una WHO-álgebra.
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Definición 2.2.4. Para cada F ∈ WHO el álgebra A(F) se dirá WHO-álgebra asociada al
WHO-marco F .

Por otro lado, combinando los resultados de la Sección 1.7.1 y del Lema 2.1.9 se sigue
que si A ∈WHO entonces la estructura

F(A) = (X(A),⊆, SA, R□, R♢) , (2.5)

es un WHO-marco.

Definición 2.2.5. Sea A una WHO-álgebra. La estructura F(A) es el WHO-marco asociado
a A.

Combinando el Teorema 1.7.12 y el Corolario 2.1.13 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.6. Toda WHO-álgebra A es isomorfa a una subálgebra de A(F(A)) vı́a la
aplicación de Stone σA.

Los resultados presentados en esta sección son simplemente una combinación de los
resultados sobre representación de WH-álgebras y la representación de retı́culos modales
ya conocidos. En lo que sigue del presente capı́tulo estudiaremos la representación para
algunas subvariedades de WHO-álgebras. En particular, buscaremos estudiar la repre-
sentación para aquellas WHO-álgebras que satisfacen condiciones en las cuales la impli-
cación mantiene algı́n tipo de interacción con los operadores unarios.

2.3 Ecuaciones y condiciones de primer orden
En la Sección 1.7 de este trabajo han sido caracterizados, mediante condiciones de primer
orden, aquellos WH-marcos para los cuales su WH-álgebra asociada A(F) satisface alguna
ecuación en particular. En la presente sección nos damos a la tarea de caracterizar aquellos
WHO-marcos para los cuales su álgebra asociada A(F) satisface alguna de las ecuaciones
que nos resultan de interés, ya que dichas ecuaciones permiten la interacción de el conec-
tivo de implicación estricta con operadores unarios.

Consideremos la siguiente tabla de ecuaciones y condiciones

Teorema 2.3.1. Sea F = (X,≤, S, R, T ) un WHO-marco. Entonces cada ecuación en la
columna izquierda de la Tabla 2.1 es válida sobre A(F) si y sólo si su correspondiente
condición de primer orden de la columna derecha se satisface en F .

Demostración. 1 ⇒) Por contraposición, asumiremos que R□ no es reflexiva. Se sigue
entonces que existe x0 ∈ X tal que (x0, x0) /∈ R□. Buscaremos determinar un conjunto
U ∈ Up(X) de manera tal que □R□

(U) ̸⊆ U . Consideremos el conjunto U = R□(x0). Por la
propia definición de la relación R□ se sigue que U es un conjunto creciente. Además, note-
mos que el elemento x0 es tal que R□(x0) ⊆ R□(x0) por lo tanto, x0 ∈ □R□

(U). Sin embargo,
x0 /∈ R□(x0), por lo tanto, x0 /∈ U . Ası́, □R□

(U) ̸⊆ U como queriamos mostrar.
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Número Ecuación Condición
1 □x ≤ x R□ es reflexiva
2 x ≤ ♢(x) R♢ es reflexiva
3 □x ≤ □2(x) R□ es transitiva
4 ♢2(x) ≤ ♢x R♢ es transitiva
5 □(x→ y) ≤ □x→ □y ∀x, y, z [Sxy ∧R□yz ⇒ ∃u, v (R□xu ∧R□yv ∧ Suv ∧ v ≤ z)]
5 □(x→ y) ≤ ♢x→ ♢y ∀x, y, z [Sxy ∧R♢yz ⇒ ∃u, v (Suv ∧R□xu ∧R♢yv ∧ z ≤ v)]
6 □(x→ y) ∧ ♢x ≤ ♢y ∀x, y [R♢xy ⇒ ∃u, v (R□xu ∧ Suv ∧ y ≤ v ∧R♢xv)]
7 ♢(x→ y) ≤ □x→ ♢y ∀x, y, z [R♢xy ∧ Sxz ⇒ ∃t (Syt ∧R□zt ∧R♢zt)]
9 ♢(x→ y) ∧□x ≤ ♢y R♢ ⊆ (R□ ∩R♢) ◦ S−1

10 ♢x→ □y ≤ □(x→ y) R□ ◦ S ⊆ S ◦ (R□ ∩R♢)

Table 2.1: Tabla de condiciones

⇐) Consideremos ahora R□ una relación reflexiva, debemos probar que para todo con-
junto creciente U se tiene que □R□

(U) ⊆ U . Sea x ∈ □R□
(U) se sigue que R□(x) ⊆ U .

Teniendo en cuenta que R□ es reflexiva se sigue que x ∈ U como querı́amos mostrar.

2 ⇒) Por contraposición, asumiremos que R♢ no es reflexiva. Bucaremos determinar
un conjunto creciente U tal que U ̸⊆ ♢R♢(U). Dado que R♢ no es reflexiva se sigue que
(x, x) /∈ R♢ para algún x ∈ X. Consideremos el conjunto U = R♢(x0)

c. Por la propia
definición de la relación R♢ se sigue que U es un conjunto creciente. Además, se sigue
que x ∈ U . Por otro lado, ya que R♢(x) ∩R♢(x)

c = ∅ se sigue que x /∈ ♢R♢(U).
⇐) Asumiremos ahora que R♢ es reflexiva. Dado U subconjunto creciente vamos a com-

probar que U ⊆ ♢R♢(U). En efecto, sea x ∈ U . Dado que R♢ es reflexiva se sigue que
R♢(x) ∩ U ̸= ∅, por lo tanto x ∈ ♢R♢(U) como querı́amos probar.

3⇒) Por contraposición, supongamos que R□ no es transitiva, entonces existen x, y, z ∈
X tales que (x, y) ∈ R□, (y, z) ∈ R□ y (x, z) /∈ R□. Buscaremos un subconjunto creciente
U ⊆ X tal que

□R□
(U) ̸⊆ □2

R□
(U).

Consideremos el subconjunto creciente U = R□(x). Notemos que x ∈ □R□
(U), ya que

R□(x) ⊆ R□(x). Asimismo, x /∈ □2
R□

(U), ya que por nuestra hipótesis y ∈ R□(x), pero
notemos que y /∈ □R□

(U) ya que z ∈ R□(y) pero z /∈ U = R□(x). Por lo tanto, se sigue que
□R□

(U) ̸⊆ □2
R□

(U).
⇐) Consideremos ahora R□ relación transitiva y U un subconjunto creciente, probare-

mos que □R□
(U) ⊆ □2

R□
(U). En efecto, sea x ∈ □R□

(U) veremos que R□(x) ⊆ □R□
(U). Sea

y ∈ R□(x), debemos probar que R□(y) ⊆ U . Sea z ∈ R□(y) y y ∈ R□(x), se sigue de la transi-
tividad de R□ que z ∈ R□(x) ⊆ U , de donde se tiene que z ∈ U .

4⇒) Por contraposición, supongamos que la relación R♢ no es transitiva entonces existe
x, y, z ∈ X tales que (x, y) ∈ R♢, (y, z) ∈ R♢ y (x, z) /∈ R♢. Consideremos el subconjunto
creciente U = R♢(x)

c. Notemos que y ∈ R♢(x) y además z ∈ R♢(y)∩U , de donde se sigue que
y ∈ R♢(x) ∩ ♢R♢(U), es decir, x ∈ ♢2

R♢
(U). Sin embargo, ya que R♢(x) ∩ R♢(x)

c = ∅ se sigue
que x /∈ ♢R♢(U). Ası́, se sigue que ♢2

R♢
(U) ̸⊆ ♢R♢(U) como querı́amos mostrar.
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⇐) Sea U un conjunto creciente debemos probar que ♢2
R♢

(U) ⊆ ♢(U). En efecto, sea
x ∈ ♢2

R♢
(U), se sigue que R♢(x) ∩ ♢R♢(U) ̸= ∅, es decir, existe y ∈ R♢(x) ∩ ♢R♢(U). Ya que

y ∈ ♢R♢(U), se sigue que R♢(y)∩U ̸= ∅, por lo tanto existe z ∈ R♢(y)∩U . De la transitividad
de R♢ se sigue que z ∈ R♢(x) ∩ U , es decir, x ∈ ♢R♢(U).

5 ⇒) Por contraposición, asumiremos que la condición de primer orden no es válida en
F , es decir, asumiremos que existen x, y, z ∈ X tales que (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ R□ y para todo
u, v ∈ X se verifica alguna de las siguientes condiciones (x, u) /∈ R□ ó (u, v) /∈ S ó (y, v) /∈ R□

ó v ≰ z. Buscaremos conjuntos crecientes U y V de manera tal que

□R□
(U ⇒S V ) ̸⊆ □R□

(U)⇒S □R□
(V ).

Consideremos los conjuntos U = R□(y) y V = (z]c. Notemos que x ∈ □R□
(U ⇒S V ). En

efecto, mostraremos que R□(x) ⊆ U ⇒S V . Sea a ∈ R□(x), debemos probar que S(a)∩U ⊆ V .
Sea b ∈ S(a) ∩ U entonces (x, a) ∈ R□, (a, b) ∈ S y (y, b) ∈ R□ por lo tanto b ≰ z, es decir
b ∈ V . Por otro lado, afirmamos que x /∈ □R□

(U) ⇒S □R□
(V ). En efecto, probaremos que

S(x) ∩ □R□
(U) ̸⊆ □R□

(V ). Notemos que y ∈ S(x) ∩ □R□
(U), sin embargo ya que z ∈ R□(y) y

z ≤ z se sigue que y /∈ □R□
(V ). Por lo tanto, se tiene que

x ∈ □R□
(U ⇒S V ) \□R□

(U)⇒S □R□
(V ),

como querı́amos demostrar.
⇐) Supongamos que para todo x, y, z ∈ X si (x, y) ∈ S y (y, z) ∈ R□ entonces existen

u, v ∈ X tal que (x, u) ∈ R□, (y, v) ∈ R□, (u, v) ∈ S y v ≤ z. Probaremos que para cada par de
conjuntos U, V ∈ Up(X) se tiene que

□R□
(U ⇒S V ) ⊆ □R□

(U)⇒S □R□
(V ).

Sea x ∈ □R□
(U ⇒S V ) probaremos que x ∈ □R□

(U) ⇒S □R□
(V ), es decir S(x) ∩ □R□

(U) ⊆
□R□

(V ). En efecto, si y ∈ S(x)∩□R□
(U) y tomamos z ∈ R□(y). Por nuestra hipótesis existen

u, v ∈ X tales que (x, u) ∈ R□, (y, v) ∈ R□, (u, v) ∈ S y v ≤ z. Teniendo en cuenta que
x ∈ □R□

(U ⇒S V ) tenemos que u ∈ U ⇒S V i.e., S(u)∩U ⊆ V . Luego v ∈ S(u)∩U por lo que
v ∈ V . Ya que V es un conjunto creciente tenemos que z ∈ V . Ası́ y ∈ □R□

(V ).

6 ⇒) Por contraposición, asumiremos que la condición de primer orden no se satisface
en el marco F , es decir, asumiremos que existen x, y, z ∈ X tales que (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ R♢ y
para cada u, v ∈ X algunas de las siguientes condiciones se satisfacen (u, v) /∈ S ó (x, u) /∈ R□

ó (y, v) /∈ R♢ ó z ≰ v. Buscaremos un par de conjuntos U, V ∈ Up(X) de manera tal que

□R□
(U ⇒S V ) ̸⊆ ♢R♢(U)⇒S ♢R♢(V ).

Consideremos los conjuntos U = [z) y V = R♢(y)
c. Afirmamos que x ∈ □R□

(U ⇒S V ). En
efecto, probaremos que R□(x) ⊆ U ⇒S V . Sea (x, a) ∈ R□, veamos que S(a) ∩ U ⊆ V . Sea
b ∈ S(a) ∩ U , se sigue que (x, a) ∈ R□, (a, b) ∈ S y z ≤ b por lo tanto (y, b) /∈ R♢, por lo
tanto b ∈ V . Por otro lado notemos que x /∈ ♢R♢(U) ⇒S ♢R♢(V ). En efecto, notemos que
y ∈ S(x) ∩ ♢R♢(U), pero y /∈ ♢R♢(V ). Ası́, x /∈ ♢R♢(U)⇒S ♢R♢(V ).
⇐) Supongamos que para cada x, y, z ∈ X, si (x, y) ∈ S y (y, z) ∈ R♢ entonces existen

u, v ∈ X tal que (x, u) ∈ R□, (u, v) ∈ S, (y, v) ∈ R♢ y v ≤ z. Probaremos que para cada par de
conjuntos U, V ∈ Up(X) se tiene que

□R□
(U ⇒S V ) ⊆ ♢R♢(U)⇒S ♢R♢(V ).
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Sea x ∈ □R□
(U ⇒S V ), probaremos que S(x) ∩ ♢R♢(U) ⊆ ♢R♢(V ). Sea y ∈ S(x) ∩ ♢R♢(U)

entonces existe z ∈ R♢(y) ∩ U . Por hipótesis existen u, v ∈ X tal que (x, u) ∈ R□, (u, v) ∈ S,
(y, v) ∈ R♢ y z ≤ v. Ya que x ∈ □R□

(U ⇒S V ) se sigue que R□(x) ⊆ U ⇒S V . Teniendo en
cuenta que (x, u) ∈ R□ se sigue que u ∈ U ⇒S V , es decir, S(u) ∩ U ⊆ V . Por otro lado, ya
que z ∈ U , z ≤ v y además U es un conjunto creciente, se sigue que v ∈ S(u) ∩ U y por lo
tanto, v ∈ V . Ya que v ∈ R♢(y) ∩ V , se sigue que y ∈ ♢R♢(V ), como querı́amos mostrar.

7⇒) Por contraposición, asumiremos que la condición de primer orden no es válida en el
marco F , es decir, asumiremos que existen x, y ∈ X tal que (x, y) ∈ R♢ y para cada u, v ∈ X
se verifican algunas de las siguientes condiciones: (x, u) /∈ R□ o (u, v) /∈ S o (x, v) /∈ R♢ o
bien y ≰ v. Buscaremos un par de subconjuntos U, V ∈ Up(X) de manera tal que

□R□
(U ⇒S V ) ∩ ♢R♢(U) ̸⊆ ♢R♢(V ).

Consideremos los conjuntos U = [y) y V = R♢(x)
c. Afirmamos que

x ∈ □R□
(U ⇒S V ) ∩ ♢R♢(U) \ ♢R♢(V ).

En efecto, comenzaremos probando que x ∈ □R□
(U ⇒S V ) ∩ ♢R♢(U). Veamos que x ∈

□R□
(U ⇒S V )), es decir R□(x) ⊆ U ⇒S V . Consideremos a ∈ R□(x), veamos que S(a) ∩ U ⊆

V . Sea b ∈ S(a) ∩ U entonces (x, a) ∈ R□, (a, b) ∈ S y y ≤ b por lo tanto de nuestra
hipótesis se sigue que (x, b) /∈ R♢, i.e, b ∈ V . Además ya que R♢(x) ⊆ R♢(x) se sigue que
x ∈ ♢R♢(U). Veamos ahora que x /∈ ♢R♢(V ). Teniendo en cuenta que R♢(x) ⊆ R♢(x), se sigue
que R♢(x) ∩R♢(x)

c = ∅, de donde se sigue que R♢(x) ∩ V = ∅. Ası́ x /∈ ♢R♢(V ).
⇐) Supongamos que la condición de primer orden es válida sobre el marco F , es decir,

asumiremos que para todo x, y ∈ X si (x, y) ∈ R♢ entonces existen u, v ∈ X tal que (x, u) ∈
R□, (x, v) ∈ R♢, (u, v) ∈ S y y ≤ v. Probaremos que para cada par de conjuntos U, V ∈ Up(X)
se tiene que

□R□
(U ⇒S V ) ∩ ♢R♢(U) ⊆ ♢R♢(V ).

Sea x ∈ □R□
(U ⇒S V ) ∩ ♢R♢(U) debemos probar que R♢(x) ∩ V ̸= ∅. Ya que x ∈ ♢R♢(U)

entonces existe y ∈ R♢(x)∩U . Además, ya que x ∈ □R□
(U ⇒S V ), es decir, R□(x) ⊆ U ⇒S V .

Por nuestra hipótesis existen u, v tal que (u, v) ∈ S, (x, u) ∈ R□, (x, v) ∈ R♢ y y ≤ v. Teniendo
en cuenta que R□(x) ⊆ U ⇒S V se sigue que u ∈ U ⇒S V , por lo tanto S(u) ∩ U ⊆ V . Ya que
(u, v) ∈ S, y ∈ U y y ≤ v se sigue que v ∈ S(u) ∩ U ⊆ V , de donde se sigue que v ∈ R♢(x) ∩ V .
Ası́ x ∈ ♢R♢(V ).

8⇒) Por contraposición asumiremos que la condición de primer orden no es válida sobre
el marco F , es decir, asumiremos que existen x, y, z ∈ X tal que (x, y) ∈ R♢, (x, z) ∈ S y para
cada t ∈ X se satisface alguna de las siguientes condiciones (z, t) /∈ (R□ ∩R♢) ó (y, t) /∈ S.
Buscaremos determinar un par de subconjuntos U, V ∈ Up(X) de manera tal que

♢R♢(U ⇒S V ) ̸⊆ □R□
(U)⇒S ♢R♢(V ).

Consideremos los subconjuntos U = R□(z) y V = R♢(z)
c. Probaremos que x ∈ ♢R♢(U ⇒S V ))

y x /∈ □R□
(U) ⇒S ♢R♢(V ). En efecto, sabemos que y ∈ R♢(x) y además si u ∈ S(y) ∩ U

entonces (x, y) ∈ R♢, (y, u) ∈ S y (z, u) ∈ R□. Por nuestra hipótesis, se sigue que u ∈
R♢(z)

c = V . Luego, se sigue que y ∈ R♢(x) ∩ U ⇒S V y por lo tanto, x ∈ ♢R♢(U ⇒S V ).
Probaremos ahora que x /∈ □R□

(U) ⇒S ♢R♢(V ), en efecto (x, z) ∈ S y R□(z) ⊆ R□(z), de
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donde se sigue que z ∈ S(x) ∩ □R□
(U), sin embargo R♢(z) ∩ R♢(z)

c = ∅, de donde se sigue
que z /∈ ♢R♢(V ), de donde se sigue que x /∈ □R□

(U)⇒S ♢R♢(V ).
⇐) Asumiremos que la condición de primer orden es válida en el marco F , es decir,

asumiremos que para todo x, y, z ∈ X si (x, y) ∈ R♢ y (x, z) ∈ S entonces existe t ∈ X tal que
(y, t) ∈ S, (z, t) ∈ R□ y (z, t) ∈ R♢. Probaremos que para cada par de conjuntos U, V ∈ Up(X)
se tiene que

♢R♢(U ⇒S V ) ⊆ □R□
(U)⇒S ♢R♢(V ).

Supongamos que x ∈ ♢R♢(U ⇒S V ) entonces existe y ∈ R♢(x) ∩ U ⇒S V . Probaremos que
S(x) ∩ □R□

(U) ⊆ ♢R♢(V ). Supongamos que z ∈ S(x) ∩ □R□
(U) entonces por hipótesis existe

t ∈ X tal que (y, t) ∈ S, (z, t) ∈ R□ y (z, t) ∈ R♢. Teniendo en cuenta que z ∈ □R□
(U) y

t ∈ R□(z) se sigue que t ∈ S(y) ∩ U . Ya que y ∈ U ⇒S V se sigue que S(y) ∩ U ⊆ V y por lo
tanto t ∈ V . Además (z, t) ∈ R♢ por lo tanto, R♢(z)∩V ̸= ∅ de donde se sigue que z ∈ ♢R♢(V )
y por lo tanto, x ∈ □R□

(U)⇒S ♢R♢(V ).

9⇒) Por contraposición asumiremos que la condición de primer orden no es válida sobre
el marco F , es decir existe un par (x, y) tal que (x, y) ∈ R♢ y (x, y) /∈ (R□ ∩R♢) ◦ S−1. Por lo
tanto, para cada t ∈ X se satisface alguna de las siguientes condiciones o bien (x, t) /∈ R□

ó (x, t) /∈ R♢ ó (y, t) /∈ S. Buscaremos determinar un par de subconjuntos U, V ∈ Up(X) de
manera tal que

♢R♢(U ⇒S V ) ∩□R□
(U) ̸⊆ □R□

(V ).

Consideremos los subconjuntos U = R□(x) y V = R♢(x)
c. Notemos que x ∈ □R□

(U) y
x /∈ ♢R♢(V ). Además y ∈ R♢(x), veamos ahora que y ∈ U ⇒S V . En efecto, si z ∈ S(y) ∩ U
entonces (x, y) ∈ R♢, (x, z) ∈ R□ y (z, y) ∈ S−1. Por nuestra hipótesis, se sigue que (x, z) /∈ R♢,
es decir, z ∈ V y por lo tanto y ∈ R♢(x) ∩ U ⇒S V , de donde se sigue que x ∈ ♢R♢(U ⇒S

V ) ∩□R□
(U) y x /∈ ♢R♢(V ).

⇐) Asumimos ahora que nuestra condición de primer orden en válida en el marco F , es
decir, para cada x, y ∈ X si (x, y) ∈ R♢ entonces (x, y) ∈ (R□ ∩R♢) ◦ S−1. Probaremos que
para cada par de conjuntos U, V ∈ Up(X) se tiene que

♢R♢(U ⇒S V ) ∩□R□
(U) ⊆ ♢R♢(V ).

Supongamos que x ∈ ♢R♢(U ⇒S V ) ∩ □R□
(U) entonces existe y ∈ R♢(x) ∩ U ⇒S V y

x ∈ □R□
(U). Por hipótesis existe t ∈ X tal que (x, t) ∈ R♢, (x, t) ∈ R□ y (y, t) ∈ S. Ya

que (x, t) ∈ R□ y además x ∈ □R□
(U) se sigue que t ∈ U . Además, ya que y ∈ U ⇒S V ,

(y, t) ∈ S se sigue que t ∈ S(y) ∩ U ⊆ V , por lo que t ∈ R♢(x) ∩ V . Ası́ x ∈ ♢R♢(V ).

10 ⇒) Por contraposición, asumiremos que la condición de primer orden no es válida
sobre el marco F , es decir, existe un par (x, y) tal que (x, y) ∈ R□ ◦ S y (x, y) /∈ S ◦ (R□ ∩R♢),
por lo tanto existe z ∈ X con (x, z) ∈ R□ y (z, y) ∈ S. Además para cada t ∈ X tenemos que
o bien (x, t) /∈ S ó (t, y) /∈ R□ ó (t, y) /∈ R♢. Buscaremos determinar un par de subconjuntos
U, V ∈ Up(X) de manera tal que

♢R♢(U)⇒S □R□
(V ) ̸⊆ □R□

(U ⇒S V ).

Consideremos U = [y) y V = (y]c. Probaremos que x ∈ ♢R♢(U) ⇒S □R□
(V ) y x /∈ □R□

(U ⇒S

V ). Probaremos primero que x ∈ ♢R♢(U)⇒S □R□
(V ), es decir, si a ∈ S(x)∩♢R♢(U) entonces

R□(a) ⊆ (y]c. Comenzaremos probando que si a ∈ S(x) ∩ ♢R♢(U) entonces (a, y) /∈ R□. En
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efecto, si a ∈ S(x) ∩ ♢R♢(U) entonces se sigue que (x, a) ∈ S y R♢ (a) ∩ [y) ̸= ∅, por lo tanto
existe t ∈ X tal que (a, t) ∈ R♢ y y ≤ t. Teniendo en cuenta que R♢◦ ≤−1= R♢ tenemos que
(a, y) ∈ R♢. Por nuestra hipótesis tenemos que (a, y) /∈ R□.

Probaremos ahora que R□(a) ⊆ (y]c. Supongamos por absurdo que b ∈ R□(a) y b ≤ y.
Teniendo en cuenta que R□ = R□◦ ≤ tenemos que (a, y) ∈ R□ lo que es una contradicción.
Ası́ x ∈ ♢R♢(U)⇒S □R□

(V ).
Probaremos ahora que x /∈ □R□

(U ⇒S V )). En efecto, notemos que (x, z) ∈ R□ y además
y ∈ S(z) ∩ U , pero y /∈ V , por lo tanto, R□(x) ̸⊆ U ⇒S V y por lo tanto x /∈ □R□

(U ⇒S V ).
⇐) Asumiremos ahora que la condición de primer orden es válida sobre el marco F , es

decir, asumiremos que R□ ◦ S ⊆ S ◦ (R□ ∩R♢). Probaremos que para cada par de conjuntos
U, V ∈ Up(X) se tiene que

♢R♢(U)⇒S □R□
(V ) ⊆ □R□

(U ⇒S V ).

Supongamos que x ∈ ♢R♢(U) ⇒S □R□
(V ) y y ∈ R□(x) veremos que S(y) ∩ U ⊆ V . Si

z ∈ S(y) ∩ U entonces (x, z) ∈ R□ ◦ S. Por hipótesis existe un elemento t ∈ X tal que
(x, t) ∈ S y (t, z) ∈ (R□ ∩R♢). Teniendo en cuenta que S(x) ∩ ♢R♢(U) ⊆ □R□

(V ) tenemos que
t ∈ □R□

(V ), por lo que z ∈ V . Ası́ x ∈ ♢R♢(U)⇒S □R□
(V ).

2.4 Representación para algunas subvariedades de la
variedad WHO

En la presente sección vamos a estudiar la representación de los miembros de las subvar-
iedades de la variedad WHO que se obtienen al considerar las ecuaciones de la Tabla 2.1.
Para esto, mostraremos que la validez de cada una de estas ecuaciones sobre cada WHO-
álgebra A corresponde a una condición de primer orden sobre el marco F(A). Comenzare-
mos la presente sección probando algunos resultados sobre la existencia de filtros primos
en WH-álgebras que serán necesarios para el resto de la misma.

Proposición 2.4.1. Sea A una WHO-álgebra. Sea F,H ∈ Fi(A), y sea D ∈ X(A). Si
DF (H) ⊆ D, entonces existe Q ∈ X(A) tal que F ⊆ Q y DQ(H) ⊆ D.

Demostración. Consideremos la familia

F = {G ∈ Fi(A) : F ⊆ G y DG(H) ⊆ D} .

Como F ∈ F , tenemos que F ̸= ∅. Es sencillo verificar que la familia (F ,⊆) es inductiva, por
lo tanto, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal Q en F el cual es un filtro propio
tal que F ⊆ Q y DQ(H) ⊆ D. Probaremos que Q es primo. Sea a, b ∈ A tal que a∨ b ∈ Q pero
a, b /∈ Q. Consideremos los filtros Qa = Fi(Q ∪ {a}) y Qb = Fi(Q ∪ {b}). Entonces Qa, Qb /∈ F ,
y en consecuencia DQa(H) ⊈ D y DQb

(H) ⊈ D. Ası́, existen x ∈ DQa(H)\D e y ∈ DQb
(H)\D.

Por lo tanto, existen h1, h2 ∈ H tal que h1 → x ∈ Qa y h2 → y ∈ Qb. Entonces existe q1, q2 ∈ Q
tal que q1 ∧ a ≤ h1 → x y q2 ∧ b ≤ h2 → y. Sea q = q1 ∧ q2 ∈ Q y h = h1 ∧ h2 ∈ H. Se sigue que

q ∧ a ≤ h1 → x ≤ h→ x ≤ h→ (x ∨ y)

y
q ∧ b ≤ h2 → x ≤ h→ y ≤ h→ (x ∨ y).
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Luego
(q ∧ a) ∨ (q ∧ b) = q ∧ (a ∨ b) ≤ h→ (x ∨ y).

Ya que q ∧ (a ∨ b) ∈ Q tenemos que h→ (x ∨ y) ∈ Q, i.e., x ∨ y ∈ DQ(H) ⊆ D. Luego x ∈ D o
y ∈ D, lo que es una contradicción. Ası́, Q es primo.

Proposición 2.4.2. Sea A una WH-álgebra, F ∈ Fi(A) y P ∈ X(A). Si (F, P ) ∈ SA, entonces
existe Q ∈ X(A) tal que F ⊆ Q y (Q,P ) ∈ SA.

Demostración. Consideremos la familia

F = {G ∈ Fi(A) : F ⊆ G y (G,P ) ∈ SA} .

Como F ∈ F , tenemos que F ̸= ∅. Es sencillo verificar que la familia (F ,⊆) es inductiva, por
lo tanto, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal Q en F el cual es un filtro propio
tal que F ⊆ Q y (Q,P ) ∈ SA. Probaremos que Q es primo. Sea a, b ∈ A tal que a ∨ b ∈ Q.
Supongamos que a, b /∈ Q. Consideremos los filtrosQa = Fi(Q∪{a}) yQb = Fi(Q∪{b}). Luego
Qa, Qb /∈ F , y en consecuencia (Qa, P ) /∈ SA y (Qb, P ) /∈ SA. Luego existen x, y, v, w ∈ A tal
que x → y ∈ Qa, v → w ∈ Qb, x, v ∈ P , y y, w /∈ P . Entonces existe q1, q2 ∈ Q tal que
q1 ∧ a ≤ x→ y y q2 ∧ b ≤ v → w. Sea q = q1 ∧ q2 ∈ Q. Notemos que x ∧ v ∈ P y y ∨ w /∈ P . Por
lo tanto,

q ∧ a ≤ x→ y ≤ (x ∧ v)→ y ≤ (x ∧ v)→ (y ∨ w).

De una manera similar tenemos que

q ∧ b ≤ x→ y ≤ (x ∧ v)→ y ≤ (x ∧ v)→ (y ∨ w).

Por lo tanto,
(q ∧ a) ∨ (q ∧ b) = q ∧ (a ∨ b) ≤ (x ∧ v)→ (y ∨ w).

Como q ∧ (a ∨ b) ∈ Q, tenemos que (x ∧ v) → (y ∨ w) ∈ Q, y ya que (Q,P ) ∈ SA y x ∧ v ∈ P ,
deducimos que y ∨ w ∈ P , lo que es una contradicción. Ası́ Q es primo.

Recordemos la tabla de ecuaciones y condiciones de primer orden dada en la Sección 2.3

Número Ecuación Condición
1 □x ≤ x R□ es reflexiva
2 x ≤ ♢(x) R♢ es reflexiva
3 □x ≤ □2(x) R□ es transitiva
4 ♢2(x) ≤ ♢x R♢ es transitiva
5 □(x→ y) ≤ □x→ □y ∀x, y, z [Sxy ∧R□yz ⇒ ∃u, v (R□xu ∧R□yv ∧ Suv ∧ v ≤ z)]
5 □(x→ y) ≤ ♢x→ ♢y ∀x, y, z [Sxy ∧R♢yz ⇒ ∃u, v (Suv ∧R□xu ∧R♢yv ∧ z ≤ v)]
6 □(x→ y) ∧ ♢x ≤ ♢y ∀x, y [R♢xy ⇒ ∃u, v (R□xu ∧ Suv ∧ y ≤ v ∧R♢xv)]
7 ♢(x→ y) ≤ □x→ ♢y ∀x, y, z [R♢xy ∧ Sxz ⇒ ∃t (Syt ∧R□zt ∧R♢zt)]
9 ♢(x→ y) ∧□x ≤ ♢y R♢ ⊆ (R□ ∩R♢) ◦ S−1

10 ♢x→ □y ≤ □(x→ y) R□ ◦ S ⊆ S ◦ (R□ ∩R♢)

Table 2.2: Tabla de condiciones
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Teorema 2.4.3. Sea A una WHO-álgebra. Entonces cada una de las ecuaciones de la
columna izquierda es válida sobre A si y sólo si su correspondiente condición de primer
orden de la columna derecha es válida sobre su WHO-marco asociado F(A).

Demostración. 1 ⇒) Supongamos que para cada a ∈ A se satisface la ecuación □a ≤ a,
probaremos que la relación R□ es reflexiva. Sea P ∈ X(A) y sea a ∈ □−1(P ), entonces
□a ∈ P , lo que implica que a ∈ P , por lo tanto □−1(P ) ⊆ P , es decir, R□ es reflexiva.
⇐) Por contraposición, supongamos que la ecuación □a ≤ a no es válida en A, es decir,

□a ≰ a. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) de manera tal que □a ∈ P y a /∈ P , de donde
se sigue que a ∈ □−1(P ) y a /∈ P . Dado que R□ es reflexiva, se sigue que □−1(P ) ⊆ P , por lo
tanto a ∈ P lo que es una contradicción. Ası́, □a ≤ a es válida en A.

2. ⇒) Supongamos que para cada a ∈ A se satisface la ecuación □a ≤ □2a, probaremos
que la relación R□ es transitiva. En efecto, sean P,Q, Z ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ Q y
□−1(Q) ⊆ Z y sea a ∈ □−1(P ), se sigue entonces que □a ∈ P . Por nuestra hipótesis se tiene
que □2(a) ∈ P y en consecuencia □a ∈ □−1(P ) ⊆ Q por lo tanto □a ∈ Q. Se sigue entonces
que a ∈ □−1(Q) ⊆ Z, de donde se tiene que a ∈ Z y en consecuencia □−1(P ) ⊆ Z, es decir
(P,Z) ∈ R□ y resulta R□ transitiva.
⇐) Por contraposición asumiremos que la ecuación □a ≤ □2a no es válida en A, es decir,

□a ≰ □2a. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) de manera tal que □a ∈ P y □2a /∈ P . Te-
niendo en cuenta (1) de la Proposición 2.1.11, existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R□ y □a /∈ Q.
Denuevo por la misma proposición existe Z ∈ X(A) tal que (Q,Z) ∈ R□ y a /∈ Z. Por nuestra
hipótesis se sigue que (P,Z) ∈ R□ y dado que □a ∈ P se sigue que a ∈ □−1(P ) ⊆ Z, es decir,
a ∈ Z lo que es una contradicción. Por lo tanto, la ecuación □a ≤ □2a es válida sobre A.

3 ⇒) Supongamos que la ecuación a ≤ ♢a es válida en A. Probaremos que la relación
R♢ es reflexiva. En efecto, sea P ∈ R♢ y a ∈ P , se sigue de nuestra hipótesis que ♢a ∈ P por
lo tanto a ∈ ♢−1(P ), es decir, P ⊆ ♢−1(P ) y R♢ resulta reflexiva.
⇐) Por contraposición asumiremos que la ecuación a ≤ ♢a no es válida sobre A, es decir

a ≰ ♢a. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) tal que a ∈ P y ♢a /∈ P . Dado que R♢ es
reflexiva se sigue que a ∈ P ⊆ ♢−1(P ), es decir, ♢a ∈ P , lo que resulta imposible. Por lo
tanto, la ecuación a ≤ ♢a es válida sobre A.

4⇒) Asumimos que la ecuación ♢2a ≤ ♢a es válida sobre A, probaremos que la relación
R♢ es transitiva. Sean (P,Q) ∈ R♢ y (Q,Z) ∈ R♢, veamos que P ⊆ ♢−1(Z). Sea a ∈ P , ya que
P ⊆ ♢−1(Q) se sigue que ♢a ∈ Q. Teniendo en cuenta que Q ⊆ ♢−1(Z) se sigue que ♢2a ∈ Z.
Por nuestra hipótesis se sigue que ♢a ∈ Z de donde se sigue que a ∈ ♢−1(Z).
⇐) Por contraposición asumiremos que la ecuación ♢2a ≤ ♢a no es válida sobre A, es

decir, ♢2a ≰ ♢a. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) tal que ♢2a ∈ P y ♢a /∈ P . Teniendo
en cuenta que ♢2a ∈ P y el apartado (2) de la Proposición 2.1.11 existe Q ∈ X(A) tal que
(P,Q) ∈ R♢ y ♢a ∈ Q. Denuevo, por (2) de la Proposición 2.1.11 existe Z ∈ X(A) tal que
(Q,Z) ∈ X(A) y a ∈ Z. Dado que R♢ es transitiva, se sigue que (P,Z) ∈ R♢, es decir,
Z ⊆ ♢−1(P ). Ya que a ∈ Z se sigue que ♢a ∈ P lo que es una contradicción. Luego, la
ecuación ♢2a ≤ ♢a es válida sobre A.

5. ⇒) Supongamos que la ecuación □(a → b) ≤ □a → □b es válida sobre A y sean
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P,Q,D ∈ X(A) tales que (P,Q) ∈ SA y (Q,D) ∈ R□. Probaremos que

D□−1(P )(□
−1(Q)) ⊆ D.

Sea a ∈ D□−1(P )(□−1(Q)), entonces existe q ∈ □−1(Q) tal que q → a ∈ □−1(P ). Se sigue que
□(q → a) ∈ P y teniendo en cuenta nuestra hipótesis se sigue que □q → □a ∈ P . Teniendo
en cuenta que □q → □a ∈ P , (P,Q) ∈ SA y □q ∈ Q tenemos que □a ∈ Q. Ya que (Q,D) ∈ R□,
deducimos que a ∈ D. Por lo tanto, D□−1(P )(□−1(Q)) ⊆ D. Por la Proposición 2.4.1 existe
Z ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ Z y DZ(□−1(Q)) ⊆ D. Por el Corolario 1.7.10 existe K ∈ X(A)
tal que (Z,K) ∈ SA, □−1(Q) ⊆ K y K ⊆ D. En conclusión, para P,Q, Z ∈ SA tales que
(P,Q) ∈ SA y (Q,D) ∈ R□ existen Z,K ∈ X(A) tal que (P,Z) ∈ R□, (Q,K) ∈ R□, (Z,K) ∈ SA

y K ⊆ D, como querı́amos probar.
⇐) Por contraposición asumiremos que la ecuación □(a → b) ≰ □a → □b, es decir, ex-

isten a, b ∈ A tal que □(a → b) ≰ □a → □b. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) tal
que □(a → b) ∈ P y □a → □b /∈ P . De esta última afirmación y de el Corolario 1.7.9
existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ SA, □a ∈ Q y □b /∈ Q. Ya que □b /∈ Q, por (1) de la
Proposición 2.1.11 existe D ∈ X(A) tal que (Q,D) ∈ R□ y b /∈ D. Por nuestra hipótesis
existen Z,K ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ Z, (Z,K) ∈ SA, □−1(Q) ⊆ K y K ⊆ D. Teniendo en
cuenta que □(a → b) ∈ P y (P,Z) ∈ R□ se sigue que a → b ∈ Z. Teniendo en cuenta que
(Z,K) ∈ SA y a ∈ K se sigue que b ∈ K ⊆ D. Ası́, b ∈ D lo que es una contradicción y la
ecuación □(a→ b) ≤ □a→ □b es válida sobre A.

6. ⇒) Asumimos que la ecuación □(a → b) ≤ ♢a → ♢b es válida sobre A y sea P,Q,D ∈
X(A) tales que (P,Q) ∈ SA y (Q,D) ∈ R♢. Probaremos que

D□−1(P )(D) ∩ ♢−1(Q)c = ∅.

En caso contrario, existe a ∈ ♢−1(Q)c y d ∈ D tal que d → a ∈ □−1(P ), de donde se sigue
que □(d → a) ∈ P . De nuestra hipótesis, se sigue que ♢d → ♢a ∈ P . Ya que (P,Q) ∈ SA

y D ⊆ ♢−1(Q), tenemos que ♢a ∈ Q, lo que resulta una contradicción. Ası́, por el Teorema
1.7.8 existe un filtro primo Z tal que D□−1(P )(D) ⊆ Z y Z ⊆ ♢−1(Q). Teniendo en cuenta
que D ⊆ D□−1(P )(D) ⊆ Z, tenemos que D ⊆ Z. Además, como (□−1(P ), Z) ∈ SA, por la
Proposición 2.4.1 existe K ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ K y (K,Z) ∈ SA. En conclusion hemos
conseguido dos filtros primos Z y K tal que □−1(P ) ⊆ K, (K,Z) ∈ SA, D ⊆ Z, y Z ⊆ ♢−1(Q).
⇐) Por contraposición asumiremos que la ecuación □(a → b) ≤ ♢a → ♢b no es válida

sobre A, es decir, □(a → b) ≰ ♢a → ♢b para ciertos a, b ∈ A. Por el Teorema 1.5.8 existe
P ∈ X(A) de manera tal que □(a → b) ∈ P y ♢a → ♢b /∈ P . Por el Corolario 1.7.9 existe
Q ∈ X(A) de manera tal que (P,Q) ∈ SA, ♢a ∈ Q y ♢b /∈ Q. Luego, por la Proposición 2.1.11
existe Z ∈ X(A) de manera tal que (Q,Z) ∈ R♢, a ∈ Z y b /∈ Z. Por nuestra hipótesis,
existen D,K tal que □−1(P ) ⊆ K, (K,D) ∈ SA, y Z ⊆ D ⊆ ♢−1(Q). Ya que □(a → b) ∈ P
y □−1(P ) ⊆ K se sigue que a → b ∈ K. Además, ya que Z ⊆ D y a ∈ Z se tiene que
a ∈ D. Teniendo en cuenta que (K,D) ∈ SA, a → b ∈ K y a ∈ D se sigue que b ∈ D.
Ya que b ∈ D ⊆ ♢−1(Q) se sigue que ♢b ∈ Q, lo que es absurdo. Por lo tanto, la ecuación
□(a→ b) ≤ ♢a→ ♢b es válida sobre A.

7. ⇒) Asumiremos que la ecuación □(a → b) ∧ ♢a ≤ ♢b es válida sobre el álgebra A y
sean P,Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R♢. Probaremos que

D□−1(P )(Q) ∩ ♢−1(P )c = ∅.
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En efecto, asumiremos por absurdo que existe a ∈ D□−1(P )(Q) ∩ ♢−1(P )c, se sigue entonces
que ♢a /∈ P y que existe un elemento q ∈ Q ⊆ ♢−1(P ) tal que q → a ∈ □−1(P ). Teniendo
en cuenta que q → a ∈ □−1(P ) y que q ∈ Q ⊆ ♢−1(P ), se sigue que □(q → a) ∧ ♢q ∈ P y
por lo tanto se sigue que ♢b ∈ P lo que es una contradicción. Ası́, existe D ∈ X(A) tal que
D□−1(P )(Q) ⊆ D, (□−1(P ), D) ∈ SA y D ⊆ ♢−1(P ). Ya que (□−1(P ), D) ∈ SA tenemos por la
Proposición 2.4.2 que existe K ∈ X(A) tal que, □−1(P ) ⊆ K y (K,D) ∈ SA. Ası́, □−1(P ) ⊆ K,
(K,D) ∈ SA, y Q ⊆ D ⊆ ♢−1(P ), que era nuestro objetivo.
⇐) Por contraposición, asumiremos que la ecuación □(a → b) ∧ ♢a ≤ ♢b no es válida

sobre el álgebra A, es decir, existen elementos a, b ∈ A tales que □(a → b) ∧ ♢a ≰ ♢b. Por
el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) tal que □(a → b) ∧ ♢a ∈ P y ♢b /∈ P . Por la Proposición
2.1.11 existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R♢ y a ∈ Q. Luego existen K,D ∈ X(A) tal que
□−1(P ) ⊆ K, (K,D) ∈ SA, y Q ⊆ D ⊆ ♢−1(P ). Ya que □(a → b) ∈ P , y ♢a ∈ P se sigue que
a→ b ∈ K y a ∈ Q ⊆ D. Ya que (K,D) ∈ SA, b ∈ D, y en consecuencia ♢b ∈ P , lo que es una
contradicción. Ası́, la ecuación □(a→ b) ∧ ♢a ≤ ♢b es válida sobre el álgebra A.

8. ⇒) Asumiremos que la ecuación ♢(a → b) ≤ □a → ♢b es válida sobre el álgebra
A y sean (P,Q) ∈ S−1

A ◦ R♢. Luego existe D ∈ X(A) tal que (D,P ) ∈ SA y (D,Q) ∈ R♢.
Probaremos que

DQ(□
−1(P )) ∩ ♢−1(P )c = ∅.

Supongamos por absurdo que existe a ∈ ♢−1(P )c y p ∈ □−1(P ) tal que p → a ∈ Q. Teniendo
en cuenta que Q ⊆ ♢−1(D) se sigue que ♢(p → a) ∈ D y por nuestra hipótesis se sigue que
□p→ ♢a ∈ D. Ya que (D,P ) ∈ SA y □p ∈ P , tenemos que ♢a ∈ P , lo que es imposible puesto
que a ∈ ♢−1(P )c. Por el Teorema 1.5.8 existe Z ∈ X(A) tal que DQ(□−1(P )) ⊆ Z ⊆ ♢−1(P ).
Teniendo en cuenta que DQ(□−1(P )) ⊆ Z, se sigue que DQ(□−1(P ))∩Zc = ∅. Por el Teorema
1.7.8 existe K ∈ X(A) tal que DQ(□−1(P )) ⊆ K, (Q,K) ∈ SA y K ⊆ Z. Teniendo en cuenta
que □−1(P ) ⊆ DQ(□−1(P )) se sigue que □−1(P ) ⊆ K ⊆ Z ⊆ ♢−1(P ) y (Q,K) ∈ SA. Ası́,
(P,K) ∈ R□ ∩R♢ y (Q,K) ∈ SA.
⇐) Por contraposición asumiremos que la ecuación ♢(a → b) ≤ □a → ♢b no es válida

sobre el álgebra A, es decir, asumiremos que existe a, b ∈ A tal que ♢(a → b) ≰ □a → ♢b.
Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) de manera tal que ♢(a → b) ∈ P y □a → ♢b /∈ P .
Por la Proposición 2.1.11 existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R♢ y a → b ∈ Q. Asimismo, por
Corolario 1.7.9 existe Z ∈ X(A) tal que (P,Z) ∈ SA, □a ∈ Z y ♢b /∈ Z. Por nuestra hipótesis,
existe H ∈ X(A) tal que (Q,H) ∈ SA y (Z,H) ∈ R□∩R♢. Teniendo en cuenta que a→ b ∈ Q,
a ∈ □−1(Z) ⊆ H y (Q,H) ∈ SA se sigue que b ∈ H. Ya que (Z,H) ∈ R♢ se sigue que ♢b ∈ Z
lo que es una contradicción. Ası́, la ecuación ♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b es válida sobre el álgebra
A.

9 ⇒) Supongamos que la ecuación ♢(a → b) ∧ □a ≤ ♢b es válida sobre el álgebra A y
sean (P,Q) ∈ R♢, probaremos que

DQ(□
−1(P )) ∩ ♢−1(P )c = ∅.

En efecto, supongamos por absurdo que existe a ∈ DQ(□−1(P )) ∩ ♢−1(P )c. Entonces
existe p ∈ □−1(P ) tal que p → a ∈ Q y ♢a /∈ P . Ya que, (P,Q) ∈ R♢, tenemos que ♢(p →
a) ∈ P . Como □p ∈ P , tenemos que ♢(p → a) ∧ □p ∈ P . Por nuestra hipótesis, se sigue
que ♢a ∈ P , lo que es una contradicción. Ası́, por la Proposición 1.7.8 existe Z ∈ X(A)
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tal que DQ(□−1(P )) ⊆ Z, (Q,Z) ∈ SA y Z ⊆ ♢−1(P ). Teniendo en cuenta que □−1(P ) ⊆
DQ(□−1(P )) ⊆ Z, se sigue que (P,Q) ∈ (R□ ∩R♢) ◦ S−1

A .
⇐) Por contraposición, asumiremos que la ecuación ♢(a → b) ∧ □a ≤ ♢b no es válida

sobre el álgebra A. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) tal que ♢(a → b) ∧ □a ∈ P y
♢b /∈ P . De la Proposición 2.1.11 existe Q ∈ X(A) tal que (P,Q) ∈ R♢ y a → b ∈ Q. Por
hipótesis, existe Z ∈ X(A) tal que □−1(P ) ⊆ Z ⊆ ♢−1(P ) y (Q,Z) ∈ SA. Ya que □a ∈ P
tenemos que a ∈ Z. Ya que a → b ∈ Q , (Q,Z) ∈ SA, y a ∈ Z tenemos que b ∈ Z. Final-
mente, ya que Z ⊆ ♢−1(P ), tenemos que ♢b ∈ P , que es una contradicción. Ası́, la ecuación
♢(a→ b) ∧□a ≤ ♢b es válida sobre A.

10⇒) Supongamos que la ecuación ♢a → □b ≤ □(a → b) es válida sobre el álgebra A y
sean (P,Q) ∈ R□ ◦ SA mostraremos que existe D ∈ X(A) con (P,D) ∈ SA, (D,Q) ∈ R□ ∩R♢.
Ya que (P,Q) ∈ R□ ◦ SA tenemos que (□−1(P ), Q) ∈ SA. Además notemos que

DP (♢(Q)) ∩ I(□(Qc)) = ∅

En efecto, si x ∈ DP (♢(Q)) ∩ I(□(Qc)) entonces existe a ∈ Q, con ♢a→ x ∈ P , y x ≤ □q para
algún q ∈ Qc. Ya que x ≤ □q, tenemos que ♢a → x ≤ ♢a → □q ≤ □(a → q) ∈ P . Se sigue
entonces que a→ q ∈ □−1(P ). Ya que (□−1(P ), Q) ∈ SA, a→ b ∈ □−1(P ) y a ∈ Q se sigue que
q ∈ Q, lo que es una contradicción. Por el Teorema 1.7.8 existe D ∈ X(A) con (P,D) ∈ SA y
(D,Q) ∈ R♢ ∩R□.
⇐) Por contraposición, asumiremos que la ecuación ♢a → □b ≤ □(a → b) no es válida

sobre A. Por el Teorema 1.5.8 existe P ∈ X(A) con ♢a → □b ∈ P , □(a → b) /∈ P . De la
Proposición 2.1.11 existe Q ∈ X(A) con (P,Q) ∈ R□ y a → b /∈ Q, se sigue por el Corolario
1.7.10 que existe Z ∈ X(A) tal que (Q,Z) ∈ SA, a ∈ Z, b /∈ Z. Por nuestra hipótesis
(P,Z) ∈ SA ◦ (R□ ∩ R♢), por lo tanto existe D ∈ X(A) con (P,D) ∈ SA, (D,Z) ∈ R□ ∩ R♢. Ya
que ♢a → □b ∈ P , a ∈ Z se sigue que ♢a ∈ D, y □b ∈ D, por lo tanto b ∈ Z lo que es una
contradicción. Ası́, la ecuación ♢a→ □b ≤ □(a→ b) es válida sobre A.

Combinando los resultados obtenidos en el Teorema 2.3.1 de la Sección 2.3 y el Teorema
2.4.3 de la presente sección, se obtiene el siguiente Corolario.

Corolario 2.4.4. Si V es una subvariedad de WHO axiomatizada por las ecuaciones men-
cionadas en el Teorema 2.4.3 entonces cada miembro A de la variedad V es isomorfo a una
subálgebra del álgebra A(F(A)).



Capı́tulo 3

Lógicas subintuicionistas modales

El término lógica subintuicionista ha sido empleado en la literatura para hacer referencia
a sublógicas de la lógica intuicionista. Este tipo de lógicas son definidas semánticamente
mediante modelos de Kripke utilizando la misma interpretación de los conectivos que en el
caso intuicionista pero sin imponer alguna (o todas) las condiciones que se requieren para
el caso intuicionista, a saber: la reflexividad, la transitividad o la persistencia. Existen
diferentes trabajos sobre en el estudio de este tipo de lógicas (ver [7, 18, 24, 27, 52] entre
otros). En particular, en [18] se introduce un cálculo de Gentzen adecuado para la menor
lógica subintuicionista wKσ y se estudian diferentes extensiones de dicho cálculo.

En este capı́tulo estudiaremos algunas expansiones de la lógica subintuicionista wKσ.
En particular, introduciremos un cálculo de Gentzen adecuado para el sistema deductivo
asociado a la variedad WHO. Por otra parte, utilizando los resultados obtenidos en el
Capı́tulo 2 de este trabajo, buscaremos determinar una semántica tipo Kripke para algunas
expansiones modales de wKσ obteniendo ası́ una generalización de los resultados presenta-
dos en diferentes trabajos (ver [8, 29, 32, 53, 55] entre otros). Los resultados exhibidos en
el presente capı́tulo, en conjunto con los resultados del Capı́tulo 2, han sido enviados para
su publicación en [21]. Dicho trabajo se encuentra actualmente en proceso de referato.

Comenzaremos este capı́tulo introduciendo algunas nociones y resultados elementales
sobre sistemas deductivos y cálculos de Gentzen.

3.1 Sistemas deductivos
Sea L un lenguaje de cierto tipo. Escribiremos FmL para denotar el álgebra absolutamente
libre de L-fórmulas construidas sobre un conjunto numerable de generadores el cual lla-
maremos variables proposicionales. Asimismo, indicaremos FmL al universo del álgebra
FmL. Diremos que una relación ⊢ entre un conjunto (posiblemente vacı́o) de fórmulas y
una fórmula es una relación de consecuencia si satisface las siguientes propiedades:

1) Si φ ∈ Γ entonces Γ ⊢ φ 1

2) Si Γ ⊢ φ y ∆ ⊢ γ para cada γ ∈ Γ entonces ∆ ⊢ φ

3) Si Γ ⊢ φ y σ ∈ End(FmL) entonces σ[Γ] ⊢ σ[φ]
1Como es usual escribiremos Γ ⊢ φ para indicar a los pares (Γ, φ) ∈ ⊢
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Diremos que un par S = ⟨FmL,⊢S⟩ es un sistema deductivo si ⊢S es una relación de
consecuencia definida sobre FmL. Un sistema deductivo S = ⟨FmL,⊢S⟩ se dice finitario si
para cada conjunto de fórmulas Γ y cada fórmula φ se tiene que:

Γ ⊢S φ si y sólo si existe un subconjunto finito Γ0 ⊆ Γ tal que Γ0 ⊢S φ.

Un secuente es un par (Γ, φ) donde Γ es un conjunto finito de fórmulas (posiblemente
vacı́o) y φ es una fórmula. Diremos que un secuente (Γ, φ) es un secuente de un sistema
deductivo S = ⟨FmL,⊢S⟩ cuando Γ ⊢S φ. En tal caso, la expresión Γ ⊢S φ indicará que
la fórmula φ es una S-consecuencia del conjunto de fórmulas Γ o bien que φ se sigue del
conjunto Γ. En caso de que φ se siga del conjunto vacı́o, en sı́mbolos ∅ ⊢S φ, diremos que la
fórmula φ es un teorema del sistema deductivo S. Utilizaremos la notación Γ ▷ φ en lugar
de (Γ, φ). El conjunto de todos los secuentes de un tipo algebraico L es denotado por SeqL.
Si no existe riesgo de confusión escribiremos Seq en lugar de SeqL.

Sean S = ⟨FmL,⊢S⟩ un sistema deductivo definido sobre el álgebra de fórmulas de tipo
L y Γ un conjunto de L-fórmulas. Diremos que Γ es una teorı́a de S si es cerrado bajo
deducciones, es decir, si {φ : Γ ⊢S φ} ⊆ Γ. El conjunto de todas las teorı́as de un sistema
deductivo S se indicará como Th(S) y tiene estructura de sistema de clausura inductivo de
donde se sigue que su operador de clausura asociado T : P(FmL)→ P(FmL), definido por

T (∆) =
⋂
{Γ ∈ Th(S) : ∆ ⊆ Γ},

es un operador de clausura finitario. Es sencillo probar que

T (∆) = {φ ∈ FmL : ∆0 ⊢S φ para algún ∆0 subconjunto finito de ∆}.

Sea S = ⟨FmL,⊢S⟩ un sistema deductivo. Definimos la relación de Frege asociada al
sistema deductivo S, la cual denotamos por Λ(S), como la relación

(α, β) ∈ Λ(S) si y sólo si α ⊢S β y β ⊢S α.

La relación de Frege Λ(S) es también llamada la relación de interderivabilidad de S y es
inmediato verificar que es una relación de equivalencia sobre FmL. Más aún, se sigue que

(α, β) ∈ Λ(S) si y sólo si T (α) = T (β).

Un sistema deductivo S se dirá autoextensional si su relación de Frege Λ(S) es una
congruencia sobre FmL. En tal caso, el álgebra cociente FmL/Λ(S) es un álgebra del mismo
tipo que FmL y es conocida como el álgebra de Lindenbaum-Tarski asociada al sistema
deductivo S.

Una de las formas más usuales de asignar una clase de álgebras a un sistema deductivo
S es mediate la variedad V(FmL/Λ(S)), la cuál indicaremos como V(S). Además, notemos
que

V(S) |= α ≈ β si y sólo si FmL/Λ(S) |= α ≈ β si y sólo si (α, β) ∈ Λ(S).
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3.1.1 Sistemas deductivos con conjunción
Sean L un lenguaje y S = ⟨FmL,⊢S⟩ un sistema deductivo. Diremos que S tiene una con-
junción si existe un conectivo binario ∧ ∈ L tal que para cada par de variables proposi-
cionales p, q se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) p ∧ q ⊢S p.

(2) p ∧ q ⊢S q.

(3) p, q ⊢S p ∧ q.

Una manera de definir los sistemas deductivos con conjunción es a través de una clase
de álgebras K basada en semiretı́culos. Esta clase de álgebras las introduciremos a contin-
uación:

Definición 3.1.1. Sea L un lenguaje con un conectivo binario ∧. Diremos que una clase
de álgebras K, de tipo L, es una clase de álgebras basada en semiretı́culos si para cada
miembro A ∈ K y cada a, b, c ∈ A se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c.

(2) a ∧ b = b ∧ a.

(3) a ∧ a = a.

En este trabajo, todas las clases de álgebras que consideramos son clases basadas en
semirretı́culos. En particular, todo miembro A de las clases de álgebras consideradas en
este trabajo, tiene un último elemento 1A, al cual simplemente lo notaremos como 1.

Definición 3.1.2. Sea K una clase de L-álgebras basada en semiretı́culos. El sistema de-
ductivo asociado a la clase K consta del par S (K) = ⟨FmL,⊢S(K)⟩, donde la relación ⊢S(K) se
define de la siguiente manera:

{γ1, .., γn} ⊢S(K) φ si y sólo si K |= γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ ≈ γ1 ∧ · · · ∧ γn,
∅ ⊢S(K) φ si y sólo si K |= φ ≈ 1.

Ası́, para secuentes arbitrarios (Γ, φ) definimos

Γ ⊢S(K) φ si y sólo si existe {γ1, .., γn} ⊆ Γ tal que {γ1, .., γn} ⊢S(K) φ.

Observación 3.1.3. Notemos que si K es una clase de álgebras basada en semiretı́culos
entonces para cada par de fórmulas (α, β) se sigue que

(α, β) ∈ Λ(S(K)) si y sólo si K |= α ≈ β.

De donde se sigue que S(K) = S(V(K)). Más aún si K y K′ son dos clases de álgebras tales
que S(K) = S(K′) entonces V(K) = V(K′)
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Los sistemas deductivos autoextensionales con conjunción mantienen una fuerte relación
con las clases de álgebras basadas en semiretı́culos. En efecto, si S = ⟨FmL,⊢S⟩ es un sis-
tema deductivo autoextensional con conjunción entonces para γ1, .., γn, φ ∈ FmL se sigue
que

{γ1, ..., γn} ⊢S φ si y sólo si (γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ, γ1 ∧ · · · ∧ γn) ∈ Λ(S)

si y sólo si V(S) |= γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ ≈ γ1 ∧ · · · ∧ γn

Donde V(S) resulta una variedad de álgebras basada en semiretı́culos. Por otro lado, la
Definición 3.1.2 nos permite asociar a cada clase de álgebras basadas en semiretı́culos un
sistema deductivo autoextensional con conjunción. Esta relación se establece en el sigu-
iente resultado [35, Teorema 3.7]

Teorema 3.1.4. Para cada lenguaje algebraico L con un operador binaro ∧ existe un iso-
morfismo dual entre el conjunto de todos los sistemas deductivos autoextensionales con con-
junción ordenados por extensión y el conjunto de todas las subvariedades de la variedad KL
donde KL es la variedad axiomatizada por las ecuaciones de la Definición 3.1.1

Sistema deductivo asociado a la variedad WHO: En adelante vamos a considerar el
lenguaje subintuicionista con operadores Lso = {∧,∨,→,□,♢,⊥,⊤} de tipo (2, 2, 2, 1, 1, 0, 0).
Escribiremos FmLso para denotar el álgebra absolutamente libre de fórmulas sobre un con-
junto numerable de variables proposicionales al cuál denotaremos por Prop. Asimismo,
escribiremos FmLso para denotar el universo de dicha álgebra.

Teniendo en cuenta la Definición 3.1.2 definimos el sistema deductivo asociado a la var-
iedad WHO, el cual denotamos por S(WHO), como el par S(WHO) =

〈
FmLso ,⊢S(WHO)

〉
donde

la relación de consecuencia se define de la siguiente manera: si γ1, ..., γn, φ es un conjunto
de Lso-fórmulas definimos

{γ1, .., γn} ⊢S(WHO) φ si y sólo si WHO |= γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ ≈ γ1 ∧ · · · ∧ γn,
∅ ⊢S(WHO) φ si y sólo si WHO |= φ ≈ 1

Si Γ es un conjunto arbitrario de Lso-fórmulas y φ es una fórmula del mismo tipo definimos

Γ ⊢S(WHO) φ si y sólo si existe {γ1, .., γn} ⊆ Γ tal que {γ1, .., γn} ⊢S(WHO) φ.

3.1.2 Sistema deductivo asociado a un cálculo de Gentzen
En la presente sección recordaremos algunas definiciones elementales sobre cálculos y sis-
temas de Gentzen.

Sean L un lenguaje y Γ ▷ φ un L-secuente. Definimos la clausura por sustituciones del
secuente Γ▷ φ como el conjunto de L-secuentes

{h[Γ]▷ h(φ) : h ∈ End(FmL)}.

Si Π es un conjunto de secuentes y h ∈ End(FmL) definimos el conjunto

h[Π] = {h[∆]▷ h(α) | ∆▷ α ∈ Π}.
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Definición 3.1.5. Sean L un lenguaje de cierto tipo y (Π,Γ ▷ φ) un par donde Π es un
conjunto de L-secuentes y Γ ▷ φ un secuente del mismo tipo. La regla de Gentzen generada
por el par (Π,Γ▷ φ) es la clausura por sustituciones de dicho par, es decir

⟨Π,Γ▷ φ⟩ = {(h[Π], h[Γ]▷ h(φ)) | h ∈ End(FmL)}.

En tal caso, diremos que el par (Π,Γ ▷ φ) es un generador de la regla. Si ⟨Π,Γ ▷ φ⟩ es una
regla de Gentzen con Π = ∅ entonces se dirá axioma de Gentzen. Un calculo de Gentzen K
es un conjunto de reglas de Gentzen.

Es usual escribir
Π

Γ▷ φ
,

para denotar la regla de Gentzen ⟨Π,Γ ▷ φ⟩. En este trabajo usaremos ambas notaciones
según resulte conveniente.

Definición 3.1.6. Sean K un cálculo de Gentzen definido sobre el conjunto de L-secuentes,
Π un conjunto de L-secuentes y Γ ▷ φ un secuente del mismo tipo. Una K-prueba de Γ ▷ φ
a partir del conjunto de secuentes Π es una secuencia de L-secuentes ∆1 ▷ α1,...,∆n ▷ αn tal
que ∆n = Γ, αn = φ y para cada i = 1, ..., n:

(1) ∆i ▷ αi ∈ Π o bien

(2) ⟨{∆j ▷ αj | j < i},Γ▷ φ⟩ es una instancia de alguna regla del cálculo K.

En caso de que exista una K-prueba del secuente Γ▷ φ a partir del conjunto de secuentes Π
diremos que Γ ▷ φ es derivable del conjunto de secuentes Π en el cálculo K. En caso de que
el secuente Γ ▷ φ sea derivable del conjunto Π = ∅ diremos que Γ ▷ φ es derivable para el
cálculo K

Sean L un lenguaje y K un cálculo de Gentzen definido sobre el conjunto de L-secuentes.
La noción deK-prueba nos permite definir una relación de consecuencia sobre el conjunto de
las L-fórmulas y por lo tanto nos permite definir un sistema deductivo asociado al cálculo de
Gentzen K. Para esto, es necesario que nuestro cálculo de Gentzen contenga las siguientes
reglas:

(I) : ∅
φ▷ φ

(M) : Γ▷ φ
Γ, ψ ▷ φ

(C) : Γ▷ φ Γ, φ▷ ψ
Γ▷ ψ

.

Estas reglas son conocidas como regla de identidad, monotonı́a (o debilitamiento) a izquierda
y corte, respectivamente.

Definición 3.1.7. Sea K un cálculo de Gentzen definido sobre el conjunto de los L-secuentes
de manera tal que las reglas (I), (M) y (C) son reglas del cálculo. El sistema deductivo
estándar asociado al cálculo K es el par SK = ⟨FmL,⊢K⟩ donde la relación de consecuencia
⊢K se define de la siguiente manera: Para cada Γ conjunto finito de L-fórmulas y cada φ
fórmula del mismo tipo

Γ ⊢K φ si y sólo si Γ▷ φ es derivable en K

⊢K φ si y sólo si ∅▷ φ es derivable en K
Definición 3.1.8. Sean L un lenguaje y S = ⟨FmL,⊢S⟩ un sistema deductivo definido sobre
el conjunto de las L-fórmulas. Diremos que un cálculo de Gentzen K es adecuado para el
sistema deductivo S si y sólo si SK = S.
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3.2 Un cálculo de Gentzen adecuado para S(WHO)

El objetivo de la presente sección es determinar un cálculo de Gentzen adecuado para el
sistema deductivo S(WHO). Tomaremos como punto de partida el cálculo de Gentzen dado
en [7, 18] para la menor lógica subintuicionista ωKσ y lo extenderemos con ciertas reglas
necesarias para los operadores unarios.

Consideremos el siguiente cálculo Gentzen G sobre el conjunto de Lso-secuentes:

Axiomas de Gentzen

1) ⊥▷ φ.

2) (α→ β) ∧ (α→ γ)▷ α→ (β ∧ γ).

3) (α→ γ) ∧ (β → γ)▷ (α ∨ β)→ γ.

4) (α→ β) ∧ (β → γ)▷ (α→ γ).

5) ⊤▷□⊤.

6) ♢⊥▷⊥.

7) □α ∧□β ▷□(α ∧ β).

8) ♢(α ∨ ♢β)▷ ♢α ∨ ♢β.

Reglas de Gentzen

I :
∅

φ▷ φ
M :

Γ▷ α
Γ, β ▷ α

C :
Γ, α▷ φ, Γ▷ α

Γ▷ φ

∧1 :
Γ▷ α , Γ▷ β

Γ▷ α ∧ β ∧2 :
Γ, α▷ φ Γ, β ▷ φ

Γ, α ∧ β ▷ φ

∨1 :
Γ, α▷ φ Γ, β ▷ φ

Γ, α ∨ β ▷ φ
∨2 :

Γ▷ α
Γ▷ α ∨ β ∨3 :

Γ▷ β
Γ▷ α ∨ β

□1 :
φ▷ ψ

□φ▷□ψ
DT0 :

α▷ β
∅▷ α→ β

♢1 :
φ▷ ψ

♢φ▷ ♢ψ

Teniendo en cuenta la Definición 3.1.7 sobre el conjunto de las Lso-fórmulas definimos
el sistema deductivo estandar asociado al cálculo G, el cual vamos a denotar como el par
SG = ⟨FmLso ,⊢SG⟩, donde la relación de consecuencia ⊢SG se define de la siguiente manera:

{γ1, ..., γn} ⊢SG φ si y sólo si Γ▷ φ es derivable en G.

∅ ⊢SG φ si y sólo si ∅▷ φ es derivable en G.
Para el caso de secuentes arbitrarios, definimos

Γ ⊢SG φ si y sólo si {γ1, ..., γn} ⊢SG φ para algun subconjunto finito {γ1, ..., γn} ⊆ Γ.
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Lema 3.2.1. Los siguientes Lso-secuentes son derivables en G

(1) ∅▷ φ→ φ.

(2) φ▷ φ ∨ ψ.

(3) ψ ▷ φ ∨ ψ.

(4) φ ∧ ψ ▷ φ.

(5) ψ ∧ ψ ▷ φ.

(6) ψ, φ▷ φ ∧ ψ.

Además

(a) El secuente {α→ γ : γ ∈ Γ}▷ α→ φ se sigue del secuente Γ▷ φ.

(b) El secuente ψ → α▷ φ→ α se sigue del secuente φ▷ ψ.

Demostración. ver [7, Lema 3.1]

Lema 3.2.2. Sean α, β dos Lso-fórmulas y SG el sistema deductivo estándar asociado al
cálculo G. Entonces

(1) □ (α ∧ β) ⊣⊢SG □α ∧□β.

(2) ♢ (α ∨ β) ⊣⊢SG ♢α ∨ ♢β.

Demostración. (1) Sean α y β dos fórmulas. Por las reglas I y M se sigue que

∅
{α, β}▷ α y

∅
{α, β}▷ β .

Luego, por la regla (∧2) se sigue que

∅
α ∧ β ▷ α y

∅
α ∧ β ▷ β

Aplicando la regla (□1) se sigue que

∅
□(α ∧ β)▷□α y

∅
□(α ∧ β)▷□β

Por último, usando la regla (∧1) se sigue que

∅
□(α ∧ β)▷□α ∧□β

De donde se sigue que el secuente □(α ∧ β)▷□α ∧□β es derivable en G y en consecuencia
□(α ∧ β) ⊢SG □α ∧ □β. Asimismo, teniendo en cuenta el axioma (7) del cálculo G se sigue
que □α ∧□β ⊢SG □(α ∧ β). La prueba para (2) es análoga.
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Se sigue del Lema 3.2.1 que el sistema deductivo estándar SG tiene conjunción. Por lo
tanto dadas γ1, ..., γn, φ Lso-fórmulas se sigue que

{γ1, .., γn} ⊢SG φ si y sólo si γ1 ∧ · · · ∧ γn ⊣⊢SG γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ.

Teniendo en cuenta el Lema 3.2.1 y el Lema 3.2.2 se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.2.3. El sistema deductivo SG es autoextensional.

Demostración. Probaremos que la relación Λ (SG) definida por

(φ, ψ) ∈ Λ (SG) si y sólo si φ ⊣⊢SG ψ,

es una congruencia sobre el álgebra de Lso-fórmulas. Debido a las reglas para los conec-
tivos del cálculo G es sencillo verificar que si (φ1, ψ1) ∈ Λ (SG) y (φ2, ψ2) ∈ Λ (SG) entonces
(φ1 ∗ φ2, ψ1 ∗ ψ2) ∈ Λ (SG) para ∗ ∈ {∨,∧}. Por lo tanto, sólo trataremos con el caso implica-
tivo y los casos modales. Supongamos que (φ1, ψ1) ∈ Λ (SG) y (φ2, ψ2) ∈ Λ (SG). De el hecho
de que ψ1 ⊢SG φ1 se sigue que el secuente ψ1 ▷ φ1 es derivable. Teniendo en cuenta la regla
DT0 se sigue que ∅▷ ψ1 → φ1 es también derivable en G. Utilizando la regla de monotonı́a
M se sigue que el secuente

φ1 → φ2 ▷ ψ1 → φ1 (3.1)

Es derivable en G. Por otro lado, dado que φ2 ⊢SG ψ2 se sigue que φ2 ▷ ψ2 es derivable en G.
Luego, por (a) del Lema 3.2.1 se sigue que

φ1 → φ2 ▷ φ1 → ψ2 (3.2)

Es también derivable en G. Ası́, por el axioma (4) y la regla C tenemos que φ1 → φ2 ⊢SG

ψ1 → ψ2. Un argumento similar muestra que ψ1 → ψ2 ⊢SG φ1 → φ2 de donde se sigue que
(φ1 → φ2, ψ1 → ψ2) ∈ Λ (SG). Por último, si (φ, ψ) ∈ Λ (SG) entonces tenemos que φ ⊣⊢SG ψ,
es decir los secuentes φ ▷ ψ y ψ ▷ φ son derivables en G. Teniendo en cuenta la regla
□1 tenemos que □(φ) ▷ □(ψ) y □(ψ) ▷ □(φ) son derivables en G, por lo tanto se sigue
que (□(φ),□(ψ)) ∈ Λ (SG). Una prueba similar muestra que si (φ, ψ) ∈ Λ (SG) entonces
(♢(φ),♢(ψ)) ∈ Λ (SG).

Teniendo en cuenta que la relación de Frege Λ (SG) resulta una congruencia sobre el
álgebra de Lso fórmulas se sigue que el álgebra

FmLso/Λ (SG) =
(
FmLso/Λ (SG) ,∧,∨,→,□,♢, 0FmLso/Λ(SG), 1FmLso/Λ(SG)

)
,

es un álgebra en el lenguaje Lso donde las operaciones son definidas de manera usual y

1FmLso/Λ(SG) := ⊤/Λ (SG) y 0FmLso/Λ(SG) := ⊥/Λ (SG)

Notemos además que para cualquier Lso-ecuación α ≈ β

FmLso/Λ (SG) |= α ≈ β si y sólo si (α, β) ∈ Λ (SG)

Lema 3.2.4. El álgebra FmLso/Λ (SG) es una WHO-álgebra.
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Demostración. Teniendo en cuenta las reglas estructurales I,M y C del cálculo G y las reglas
para los conectivos ∧ y ∨ se sigue que

(Fm/Λ (SG) ,∧,∨, 1, 0) ,

es un retı́culo distributivo acotado, por lo tanto será necesario probar que son válidas las
identidades de la Definición 1.7.1:

1) Sea φ una Lso-fórmula probaremos que

Fm/Λ(SG) |= φ→ φ ≈ ⊤,

es decir probaremos que los secuentes φ→ φ▷⊤ y ⊤▷φ→ φ son derivables en G. En
virtud de la regla I se sigue que el secuente φ▷ φ es derivable. Teniendo en cuenta la
regla DT0 se sigue que ∅▷ φ→ φ es derivable en G. Luego, por la regla de monotonı́a
M se sigue que ⊤ ▷ φ → φ es derivable en G. Un razonamiento análogo muestra que
el secuente φ→ φ▷⊤ es derivable.

2) Sean φ, ψ, δ Lso fórmulas probaremos que

Fm/Λ(SG) |= φ→ (ψ ∧ δ) ≈ (φ→ ψ) ∧ (φ→ δ).

En virtud del axioma (2) del cálculo G sólo será necesario probar que el secuente
φ→ (ψ∧ δ)▷ (φ→ ψ)∧ (φ→ δ) es derivable. En efecto, por la regla ∧2 se sigue que los
secuentes (ψ ∧ δ)▷ ψ y (ψ ∧ δ)▷ δ son derivables. Teniendo en cuenta la propiedad (a)
del Lema 3.2.1 se sigue que los secuentes φ→ (ψ∧δ)▷φ→ ψ y φ→ (ψ∧δ)▷φ→ δ son
derivables. Luego, por regla ∧3 se sigue que el secuente φ→ (ψ∧δ)▷(φ→ ψ)∧(φ→ δ)
es derivable.

3) Sean φ, ψ, δ Lso fórmulas probaremos que

Fm/Λ(SG) |= (φ ∨ ψ)→ δ ≈ (φ→ δ) ∧ (ψ → δ).

Teniendo en cuenta el axioma (3) del cálculo G sólo será necesario probar que el sen-
cuente (φ ∨ ψ) → δ ▷ (φ → δ) ∧ (ψ → δ) es derivable. Teniendo en cuenta las reglas
∨1 y ∨2 del cálculo G se sigue que los secuentes φ ▷ φ ∨ ψ y ψ ▷ φ ∨ ψ son derivables.
Luego, por (b) del Lema 3.2.1 se sigue que (φ ∨ ψ)→ δ ▷ φ→ δ y (φ ∨ ψ)→ δ ▷ ψ → δ
son derivables. Por la regla ∧1 se sigue que el secuente (φ∨ψ)→ δ▷ (φ→ δ)∧ (ψ → δ)
es derivable.

4) Sean φ, ψ, δ Lso fórmulas probaremos que

Fm/Λ(SG) |= ((φ→ ψ) ∧ (ψ → δ)) ∧ (φ→ ψ) ≈ (φ→ ψ) ∧ (ψ → δ).

Esta identidad se satisface debido al axioma (4) del cálculo G y al hecho de que SG es
un sistema deductivo con conjunción.

Por último, teniendo en cuenta el Lema 3.2.2 y los axiomas (5) y (6) del cálculo G se puede
comprobar que

(Fm/Λ (SG) ,□,♢) ,

es un retı́culo modal. Por lo tanto, se sigue que Fm/Λ(SLso) es un miembro de la variedad
WHO.
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Con el objetivo de hacer más clara la prueba del siguiente resultado introduciremos una
transformación de Lso-secuentes en Lso-ecuaciones mediante la aplicación

ρ (Γ▷ φ) =
∧

Γ ∧ φ ≈
∧

Γ.

Teorema 3.2.5. El cálculo de Gentzen G es adecuado para el sistema deductivo S(WHO).
Esto es, para cada conjunto de Lso-fórmulas Γ y cada fórmula φ del mismo tipo

Γ ⊢SG φ si y sólo si Γ ⊢S(WHO) φ.

Demostración. ⇒) Como es usual debemos comprobar que la variedad WHO satisface la
ecuación ρ (Υ▷ ϵ), para cada Υ ▷ ϵ axioma del cálculo G. Asimismo, debemos comprobar
que para cada ⟨Π,Υ▷ ϵ⟩ regla del cálculo G la variedad WHO satisface la quasi-ecuación:

{ρ(∆▷ α) : ∆▷ α ∈ Π} ⇒ ρ(Υ▷ ϵ)

Unos cálculos directos bastan comprobar dichos enunciados. Luego, por inducción sobre la
longitud de la G-prueba de Γ▷ φ se sigue que Γ ⊢S(WHO) φ.
⇐) Supongamos que Γ ⊢S(WHO) φ. Por la propia definición del sistema S(WHO) se sigue

entonces que existe un subconjunto finito {γ1, .., γn} ⊆ Γ tal que

WHO |= γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ ≈ γ1 ∧ · · · ∧ γn.

En particular, por el Lema 3.2.4, se sigue que Fm/Λ(SG) ∈ WHO. Teniendo en cuenta el
homomorfismo canónico ν : FmLso → FmLso/Λ(S), se sigue que

γ1 ∧ · · · ∧ γn ∧ φ ⊣⊢SG γ1 ∧ · · · ∧ γn.

Dado que SG es autoextensional y con conjunción se sigue que {γ1, .., γn} ⊢SG φ, es decir,
Γ ⊢SG φ.

Lógicas subintuicionistas modales: En este apartado vamos a introducir la noción de
lógica subintuicionista modal mediante la extensión del sistema deductivo SG utilizando la
siguiente lista de secuentes:

T□ : □α▷ α wK□♢ : □ (α→ β) ∧ ♢α▷ ♢β

T♢ : α▷ ♢α wK□♢ : □ (α→ β) ∧ ♢α▷ ♢β

4□ : □α▷□2α FS1 : ♢ (α→ β)▷□α→ ♢β

4♢ : ♢2α▷ ♢α wFS1 : ♢ (α→ β) ∧□α▷ ♢β

K□ : □ (α→ β)▷□α→ □β FS2 : ♢α→ □β ▷□ (α→ β)

Lista de secuentes

Definición 3.2.6. Un sistema deductivo S = ⟨S,⊢S⟩ se dirá lógica subintuicionista modal si
es una extensión del sistema SG.
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Teniendo en cuenta los resultados de [18, Sección 5], existen naturalmente dos tipos
de extensiones para el sistema SG. Dado Γ ▷ φ un Lso-secuente definimos las siguientes
extensiones:

• SG(Γ▷ φ) el sistema deductivo estándar asociado al cálculo de Gentzen G ∪ {Γ▷ φ}.

• SG ⊕ {Γ ▷ φ} el menor sistema deductivo S = ⟨FmLso ,⊢S⟩ tal que S extiende a SG y
Γ ⊢S φ.

Las extensiones mencionadas en la siguientes lista son algunas lógicas subintuicionistas
modales:

SG (T□) SG (wK□♢) SG ⊕ T□ SG ⊕ wK□♢

SG (T♢) SG (wK□♢) SG ⊕ T♢ SG ⊕ wK□♢

SG (4□) SG (FS1) SG ⊕ 4□ SG ⊕ FS1

SG (4♢) SG (wFS1) SG ⊕ 4♢ SG ⊕ wFS1

SG (K□) SG (FS2) SG ⊕K□ SG ⊕ FS2

Lista de extensiones 1

Existe una relación entre las extensiones de la forma SG(Γ ▷ φ) y las extensiones de la
forma SG ⊕ Γ▷ φ la cual se establece en el siguiente resultado (ver [18, Proposición 5.3]):

Lema 3.2.7. Para cada R ∈ {4□, 4♢,T□,T♢,K□,K□♢, wK□♢,FS1, wFS1,FS2} el sistema deduc-
tivo SG(R) es una extensión propia del sistema deductivo SG ⊕R.

Demostración. Dado que la prueba en todos los casos es análoga tomamos como ejemplo el
secuente

K□ : □(α→ β)▷□α→ □β.

Por la propia definición de SG ⊕ K□ se sigue que SG(K□) es una extensión de SG ⊕ K□.
Asimismo, por la regla DT0 se tiene que □(α → β)→ (□α → □β) es un teorema de SG(K□).
Sin embargo, □(α→ β)→ (□α→ □β) no es un teorema de SG ⊕K□. Se sigue entonces que
SG(K□) es una extensión propia de SG ⊕K□.

Por razones que resultarán evidentes en los próximos resultados, en este trabajo sólo
vamos a considerar las extensiones de la forma SG(Γ▷φ). En particular, vamos a considerar
los siguientes sistemas deductivos:

SG (T□) SG (wK□♢)

SG (T♢) SG (wK□♢)

SG (4□) SG (FS1)

SG (4♢) SG (wFS1)

SG (K□) SG (FS2)

Lista de extensiones 2

A continuación consideremos la siguiente tabla de Lso-secuentes y Lso-ecuaciones
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Secuente Ecuación
T□ □α▷ α □a ≤ a
T♢ α▷ ♢α a ≤ ♢a
4□ □α▷□2α □a ≤ □2a
4♢ ♢2α▷ ♢α ♢a ≤ ♢2a
K□ □(α→ β)▷□α→ □β □(a→ b) ≤ □a→ □b
K□♢ □(α→ β)▷ ♢α→ ♢β □(a→ b)∧ ≤ ♢a→ ♢b
wK□♢ □(α→ β) ∧ ♢α▷□β □(a→ b) ∧ ♢a ≤ ♢b
FS1 ♢(α→ β)▷□α→ ♢β ♢(a→ b) ≤ □a→ ♢b
wFS1 ♢(α→ β) ∧□α▷ ♢β ♢(a→ b) ∧□a ≤ ♢b
FS2 ♢α→ □β ▷□(α→ β) ♢a→ □b ≤ □(a→ b)

Tabla de secuentes y ecuaciones

Teniendo en cuenta el Teorema 3.2.5 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.2.8. Para cada secuente Γ▷φ de la columna izquierda de la Tabla de secuente
y ecuaciones, el cálculo G ∪ {Γ ▷ φ} es adecuado para el sistema deductivo asociado a la
subvariedad de WHO que se obtiene al considerar la correspondiente ecuación en la columna
derecha de la Tabla.

3.3 Semántica tipo Kripke para el sistema S(WHO)

El objetivo de esta sección es el estudio de semánticas relacionales de tipo Kripke para el
sistema deductivo S(WHO) de manera que permita obtener una generalización adecuada
de la semántica de tipo Kripke utilizadas para la lógica modal intuicionista (ver [8, 18, 29])
y de la semántica tipo Kripke subintuicionista (ver [7, 18]) simultáneamente.

Definición 3.3.1. Sea F = (X,≤, S, R, T ) un WHO-marco. Una valuación sobre F es una
función v : Prop → Up(X), donde Prop es el conjunto de las variables proposicionales. En
este caso, diremos que el parM = (F , v) es un WHO-modelo basado en el WHO-marco F .

Observación 3.3.2. Sea v : Prop → Up(X) una valuación. Dado que FmLso es el álgebra
absolutamente libre sobre el conjunto Prop la aplicación v se extiende de manera única
mediante las siguientes clausulas

(1) v (⊤) = X.

(2) v (⊥) = ∅.

(3) v (φ ∧ ψ) = v (φ) ∩ v (ψ) .

(4) v (φ ∨ ψ) = v (φ) ∪ v (ψ) .

(5) v(φ→ ψ) = {x ∈ X : S(x) ∩ v(φ) ⊆ v(ψ)}.

(6) v(□(φ)) = {x ∈ X : R(x) ⊆ v(φ)}.

(7) v(♢(φ)) = {x ∈ X : T (x) ∩ v(φ) ̸= ∅}.
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Sea F = (X,≤, S, R, T ) es un WHO-marco. Consideremos las relaciones

R□ := R ◦ ≤ y R♢ := T◦ ≤−1 (3.3)

Lema 3.3.3. Sea F = (X,≤, S, R, T ) un WHO-marco, v : Prop → Up(X) una función que se
extiende por las clausulas de la Observación 3.3.2 y φ una Lso-fórmula. Entonces

(1) v(□φ) = {x ∈ X : R□(x) ⊆ v(φ)}.

(2) v(♢φ) = {x ∈ X : R♢(x) ∩ v(φ) ̸= ∅}.

Demostración. Sólo haremos la prueba de (1). Teniendo en cuenta la Observación 3.3.2 y
la Definición 2.1.4 se sigue que

v(□φ) = □R(v(φ)).

Luego, por Lema 2.1.6 se sigue que

v(□φ) = □R□
(v(φ))

que es lo que querı́amos mostrar. La prueba para (2) es análoga.

SiM = (F , v) es un modelo basado en el WHO-marco F entonces es posible definir una
función v∗ : P(FmLso)→ Up(X) definida por

v∗(Γ) =

{ ⋂
{v(γ) : γ ∈ Γ} si Γ ̸= ∅

X si Γ = ∅

Es claro que si Γ = {φ} entonces v∗(φ) = v(φ). En adelante usaremos la notación v para
indicar a la aplicación v∗ debido a que no genera confusión alguna y nos permite evualuar
conjuntos de fórmulas.

Definición 3.3.4. Sea φ una Lso-fórmula y M = (F , v) un WHO-modelo basado en F .
Diremos que φ es válida en M si v(φ) = X. Diremos que φ es válida en F si es válida en
todo modeloM basado en F . EscibiremosM ⊨ φ y F ⊨ φ para indicar que la fórmula φ es
válida sobreM y sobre F respectivamente.

Definición 3.3.5. Sea Γ▷ φ un Lso-secuente yM = (F , v) un WHO-modelo. Diremos que:

(1) El secuente Γ ▷ φ es localmente válido en M = (F , v) si v(Γ) ⊆ v(φ). En este caso, lo
notaremos comoM ⊨l Γ▷ φ.

(2) El secuente Γ ▷ φ es localmente válido en el marco F si Γ ▷ φ es localmente válido en
todo modeloM basado en F . En este caso, lo notaremos con F ⊨l Γ▷ φ

Utilizando las nociones de validez local de un secuente y la noción de validez de una
fórmula sobre un WHO-modelo (WHO-marco) es posible definir el sistema deductivo local
para una clase de WHO-marcos:

Definición 3.3.6. Sean M una clase de WHO-marcos, Γ un conjunto de Lso-fórmulas y φ una
fórmula del mismo tipo. La relación de consecuencia local se define de la siguiente manera:

Γ ⊨l(M) φ si y sólo si F ⊨l Γ▷ φ para cada F marco de M.

⊨l(M) φ si y sólo si F ⊨l φ para cada F marco de M.
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Dado S = (FmLso ,⊢S) un sistema deductivo definido sobre el conjunto de Lso-fórmulas.
Diremos que S está caracterizado por una clase de WHO-marcos M o bien que es fuerte-
mente completo respecto a la clase de WHO-marcos M si para cada Γ conjunto de Lso-
fórmulas y cada φ fórmula del mismo tipo se tiene la siguiente propiedad:

Γ ⊢S φ si y sólo si Γ ⊨l(M) φ.

En la siguiente sección estudiaremos la conexión entre la relación de consecuencia lo-
cal definida por una clase de WHO-marcos con respecto al sistema deductivo S(WHO).
Mostraremos que el sistema deductivo S(WHO) es fuertemente completo respecto a la clase
de los WHO-marcos.

3.4 Completitud fuerte para el sistema S(WHO)

En la presente sección haremos uso de los resultados obtenidos en la Sección 2.4 para
comprobar que el sistema deductivo asociado a la variedad WHO es fuertemente completo
respecto a la lógica definida por la relación de consecuencia local asociada a la clase de todos
los WHO-marcos (ver Definición 3.3.6). Es decir, para cada Γ conjunto de Lso-fórmulas y φ
una fórmula del mismo tipo se tiene que

Γ ⊢S(WHO) φ si y sólo si Γ ⊨l(WHO) φ.

Asimismo, probaremos este mismo resultado para algunas subvariedades de WHO las
cuales son axiomatizadas por las ecuaciones mencionadas en el Teorema 2.4.3. Comen-
zaremos esta sección introduciendo algunos operadores entre clases de marcos y clases de
álgebras. Estos operadores serán de gran utilidad para el estudio de una semántica rela-
cional para el sistema deductivo S(WHO) y algunas de sus extensiones.

Sea K una clase de WHO-álgebras. Teniendo en cuenta el WHO-marco asociado a cada
WHO-álgebra (ver Definición 2.2.5) es posible asociar una clase de WHO-marcos a la clase
K de la siguiente manera

Fr(K) = {F(A) : A ∈ K}.
Asimismo, si M es una clase de WHO-marcos entonces teniendo en cuenta la WHO-

álgebra asociada a cada marco (ver Definición 2.2.4) definimos

Alg(M) = {A(F) : F ∈ M}.

Definición 3.4.1. Sea K una clase de WHO-álgebras. Diremos que una clase de WHO-
marcos M es una clase de WHO-marcos compañera de la clase K si Alg(M) ⊆ K y Fr(K) ⊆ M

En [15] se realiza un análisis semántico de diferentes lógicas con negación. En particu-
lar, se introduce la noción de variedad de ¬-álgebras canónica por ¬-marcos, la cuál permite
establecer conexiones entre los sistemas deductivos asociados a las ¬-álgebras y la relación
de consecuencia local de diferentes clases de ¬-marcos. Teniendo en cuenta los resultados
mencionados, haremos la siguiente definición:

Definición 3.4.2. Una variedad de WHO-álgebras V se dirá canónica por WHO-marcos si
se verifica la siguiente condición

Alg(Fr(V)) ⊆ V.
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Lema 3.4.3. Sea V una variedad de WHO-álgebras. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) V tiene una clase de WHO-marcos compañera.

(2) V es canónica por WHO-marcos.

Demostración. 1 ⇒ 2) Supongamos que V tiene una clase de WHO-marcos compañera.
Escribiremos M para denotarla. Dado que Fr(V) ⊆ M y además Alg(M) ⊆ V se sigue que
Alg(Fr(V)) ⊆ V. Ası́, V es canónica por WHO-marcos.

2⇒ 1) Supongamos que V es canónica por WHO-marcos. Es inmediato notar que Fr(V)
es una clase de WHO-marcos compañera de V.

La prueba del siguiente resultado es análoga a la prueba de [15, Teorema 4.10].

Teorema 3.4.4. Sea V una variedad de WHO-álgebras y M una clase de WHO-marcos
compañera de V. Entonces para cada Γ conjnuto de Lso-fórmulas y cada φ fórmula del
mismo tipo

Γ ⊢S(V) φ si y sólo si Γ ⊨l(M) φ.

Demostración. ⇒) Comenzamos asumiendo que Γ ⊢S(V) φ. Sean F ∈ M y v : Prop→ Up(X)
una valuación sobre F . Se sigue de la Observación 3.3.2 que la valuación v resulta un
homomorfismo de álgebras v : FmLso → A(F). Dado que M es una clase de WHO-marcos
compañera de V se sigue que A(F) ∈ V. Por nuestra hipótesis existe un subconjunto finito
{γ1, ..., γn} ⊆ Γ tal que

v(γ1) ∩ v(γ2) · · · ∩ v(γn) ⊆ v(φ),

de donde se sigue que
⋂

γ∈Γ v(γ) ⊆ v(φ) como querı́amos mostrar.
⇐) Asumiremos ahora que Γ ⊨l(M) φ. Por absurdo, supongamos que Γ ̸⊢S(V) φ. Se

sigue que existe un álgebra A ∈ V y un homomorfismo v : FmLso → A tal que para cada
subconjunto finito {γ1, ..., γn} ⊆ Γ se tiene que

v(γ1) ∧ · · · ∧ v(γn) ≰ v(φ).

Teniendo en cuenta el Lema 1.5.5 se sigue que v(φ) /∈ Fi(v[Γ]). Por el Teorema 1.5.8 existe
P ∈ X(A) tal que v[Γ] ⊆ P y v(φ) /∈ P . Consideremos el WHO-marco F(A). Dado que
A ∈ V se sigue que F(A) ∈ M. Consideremos además la valuación σ∗

A : Prop→ Up(X(A)) es
definida por σ∗

A(p) = {P ∈ X(A) : v(p) ∈ P}. Teniendo en cuenta nuestra hipótesis se sigue
que existe un subconjunto finito {γ1, ..., γn} ⊆ Γ tal que

σ∗
A(γ1) ∩ · · · ∩ σ∗

A(γn) ⊆ σ∗
A(φ),

de donde se sigue que σ∗
A[Γ] ⊆ σ∗

A(φ). Dado que v[Γ] ⊆ P se sigue que P ∈ σ∗
A[Γ] de donde se

sigue que P ∈ σ∗
A(φ) y en consecuencia v(φ) ∈ P , lo que resulta imposible.

Teniendo en cuenta el Teorema 3.4.4 se sigue que si V variedad de WHO-álgebras que
tiene una clase de WHO-marcos compañera M entonces el sistema deductivo S(V) es com-
pleto respecto de la consecuencia local asociada a la clase de WHO-marcos M. En particular,
cada secuente de la Tabla 3.1 tiene asociada una ecuación y una condición de primer orden.
Teniendo en cuenta los resultados del Teorema 3.2.5, el Corolario 2.4.4 y el Teorema 3.4.4
podemos establecer el siguiente resultado.
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Corolario 3.4.5. Para cada secuente Γ▷ φ de la Tabla 3.1 se tiene que

⊢SG∪{Γ▷φ} = ⊢S(V) = ⊨l(M),

donde V es la subvariedad de WHO que se obtiene al considerar la ecuación correspondiente
a el secuente Γ▷φ y M es la clase de WHO-marcos que satisface la condición de primer orden
correspondiente al secuente Γ▷ φ.
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Table 3.1: Tabla de secuentes, ecuaciones y condiciones de primer orden
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Capı́tulo 4

Sobre un operador modal de
necesidad en algunas subvariedades
de la variedad de las WH-álgebras

En el inicio del Capı́tulo 2 del presente trabajo hemos definido dos tipos de operadores unar-
ios. Por un lado, los ı́nfimo homomorfismos los cuales hemos denotado por □ y por otra parte
los supremo homomorfismos que hemos denotado por ♢. Usualmente en la bibliografı́a el
operador □ es llamado operador modal de necesidad mientras que el operador ♢ es llamado
operador modal de posibilidad. Sin embargo, en este trabajo, hemos decidido reservar di-
chos nombres para ciertos casos particulares de operadores unarios. En particular, en el
presente capı́tulo introduciremos la noción de operador modal de necesidad sobre las sub-
variedades RWH y SRL de la variedad WH y buscaremos generalizar resultados obtenidos
en [13, 32, 47] para estudiar variedades de RWH-álgebras y retı́culos subresiduados con
operadores modales respectivamente. Los resultados exhibidos en este capı́tulo han sido
publicados en [22].

4.1 Operador de necesidad en RWH y SRL

Recordemos que si A = (A,∧,∨,→, 0, 1) es un álgebra de Heyting y □ : A → A un operador
unario sobre A entonces diremos que el operador unario □ : A→ A es un ı́nfimo homomor-
fismo si para cada a, b ∈ A, se satisfacen las siguientes condiciones:

1) □1 = 1

2) □(a ∧ b) = □a ∧□b

En tal caso diremos que (A,□) es una H□-álgebra (ver [13, Definición 5.3]). La clase con-
formada por las H□-álgebras forman una variedad a la cuál denotaremos por H□.

Observación 4.1.1. Sea A un álgebra de Heyting y □ un operador unario sobre A tal que
□1 = 1. Entonces para cada a, b ∈ A, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) □(a ∧ b) = □a ∧□b .

2) □(a→ b) ≤ □a→ □b.

73
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A continuación daremos un ejemplo de álgebra de Heyting con un operador unario
□ : A→ A que será muy útil.

Ejemplo 6. Sea A el álgebra de Boole de cuatro elementos, donde x y y son los átomos.
En particular, es un álgebra de Heyting. Definimos el operador unario □ sobre A de la
siguiente manera □0 = 0, □x = y, □y = x y □1 = 1. Teniendo en cuenta que □1 = 1 y
para cada a, b ∈ A se verifica la condición □(a ∧ b) = □a ∧ □b, se sigue que □ es un ı́nfimo
homomorfismo.

Teniendo en cuenta la Observación 4.1.1 se sigue que las identidades □(a∧ b) = □a∧□b
y □(a → b) ≤ □a → □b son equivalentes en el marco de la variedad H□. A continuación
exhibiremos algunos ejemplos álgebras (A,∧,∨,→,□, 0, 1) dotadas de un operador unario □
que demuestran dichas condiciones no son necesariamente equivalentes cuando el reducto
no modal no es un álgebra de Heyting sino mas bien algún álgebra más general tal como
retı́culos subresiduados o RWH-álgebras.

Ejemplo 7. Sea A la cadena de tres elementos vista como retı́culo acotado, y sea D = {0, 1}.
Es sencillo comprobar que el par A = (A,D) es un retı́culo subresiduado, donde la operación
→ está determinada por

→ 0 x 1
0 1 1 1
x 0 1 1
1 0 0 1

Consideremos ahora el operador unario □ : A → A definido por □0 = x, □x = x y □1 = 1.
Notemos que □(a ∧ b) = □a ∧□b para cada a, b ∈ A. Sin embargo,

□(1→ 0) = x ≰ 0 = □1→ □x.

Ejemplo 8. Sean A el álgebra de Boole de cuatro elementos vista como retı́culo distributivo
acotado, donde x e y son los átomos, y D = {0, 1}. Es sencillo comprobar que el par (A,D)
es un retı́culo subresiduado. Más aún, la operación→ está determinada por

→ 0 x y 1
0 1 1 1 1
x 0 1 0 1
y 0 0 1 1
1 0 0 0 1

Consideremos el operador unario □ : A → A definido por □0 = 0 y □x = □y = □1 = 1.
Notemos que □(a→ b) ≤ □a→ □b para cada a, b ∈ A. Sin embargo,

□x ∧□y = 1 ≰ 0 = □(x ∧ y).

Los ejemplos 7 y 8 motivan la siguiente Definición.

Definición 4.1.2. Sea A una WH-álgebra y □ un operador unario sobre A. Diremos que □
es un operador modal si las siguientes condiciones se satisfacen para cada a, b ∈ A:

M1) □1 = 1,
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M2) □(a ∧ b) = □a ∧□b,

M3) □(a→ b) ≤ □a→ □b.

Observación 4.1.3. Notemos que si A es una RWH-álgebra y □ es un operador unario
sobre A tal que satisface M2) o que satisface M1) y M3) entonces □ es una aplicación
monótona, es decir, □a ≤ □b cuando a ≤ b. En efecto, asumiremos en primer lugar que
□ : A → A es un operador unario que satisface M2) y a, b ∈ A son tales que a ≤ b. En este
caso, vemos que

□a = □(a ∧ b)
= □a ∧□b

de donde se sigue que □a ≤ □b.
Asumiremos ahora que □ : A → A satisface M1) y M3). Dados a, b ∈ A tales que a ≤ b se

sigue entonces que a→ b = 1 y por lo tanto

1 = □(a→ b)

≤ □a→ □b

de donde se sigue que □a → □b = 1 y por lo tanto □a ≤ □b. En particular, los operadores
modales resultarán operadores monótonos definidos sobre A.

Definición 4.1.4. Un álgebra A = (A,∧,∨,→,□, 0, 1) de tipo (2, 2, 2, 1, 0, 0) se dirá RWH-
álgebra modal, o bien KRWH-álgebra, si (A,∧,∨,→, 0, 1) es una RWH-álgebra y □ es un
operador modal sobre A. Diremos que A = (A,∧,∨,→,□, 0, 1) es un retı́culo subresiduado
modal si A es un retı́culo subresiduado y □ es un operador modal definido sobre A.

Es claro que la clase de álgebras cuyos miembros son RWH-álgebras modales y la clase
de álgebras cuyos miembros son retı́culos subresiduados modales forman una variedad. Es-
cribiremos como KRWH a la variedad de álgebras cuyos elementos son las RWH-álgebras
modales e indicaremos como KSRL a la variedad de álgebras cuyos elementos son los
retı́culos subresiduados modales. Estas últimas dos variedades serán las de mayor interés
en el desarrollo de este capı́tulo.

4.2 Congruencias y filtros abiertos modales
Un resultado de gran utilidad en el estudio de la variedad de las álgebras de Heyting es la
descripción del retı́culo Con(A) de cada álgebra de Heyting A en función del retı́culo de los
filtros Fi(A). Esto es, para cada A álgebra de Heyting la aplicación F → Θ(F ) definida por

Θ(F ) = {(a, b) ∈ A× A : (a→ b) ∧ (b→ a) ∈ F},

y su inversa θ → Θ−1(θ) definida por

Θ−1(θ) = {a ∈ A : (a, 1) ∈ θ}

establecen un isomorfismo entre el retı́culo de filtros Fi(A) y el retı́culo Con(A). Este re-
sultado ha sido generalizado en dos sentidos. Por un lado, Celani (ver [13, Observación
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5.6]), y de manera independiente Wolter (ver [53]) generalizan este resultado a la variedad
H□, estableciendo que existe un isomorfismo de orden entre el retı́culo de congruencias de
cualquier H□-álgebra y el retı́culo sus filtros modales.

Por otro lado, en [27] los autores extienden el isomorfismo establecido sobre álgebras de
Heyting a la variedad SRL. En particular, si A = (A,D) es un retı́culo subresiduado en-
tonces las aplicaciones F → Θ(F ) y θ → Θ−1(θ) establecen un isomorfismo entre el retı́culo
de filtros Fi(D) y el retı́culo Con(A) (ver [27, Teorema 2]). Asimismo, en [19] este isomor-
fismo se extiende a la variedad RWH. Sin embargo se debe tomar una definición adecuada
de filtros, la cual introduciremos a continuación.

Definición 4.2.1. Sean A ∈ WH y F ⊆ A. Diremos que F es un filtro abierto si es un filtro
y además para cada a ∈ A, si a ∈ F entonces 1→ a ∈ F .

Escribiremos Fo(A) para denotar el retı́culo de filtros abiertos de A ordenados por la
inclusión. Es claro que Fo(A) ⊆ Fi(A).

Observación 4.2.2. Si A ∈ H entonces las identidades (R) y (B) nos permiten observar que
para cada a ∈ A se tiene que a = 1 → a, por lo tanto, la noción de filtro abierto colapsa a
la noción usual de filtro. Por otro lado, si (A,D) es un retı́culo subresiduado entonces todo
filtro del subretı́culo D es un filtro abierto.

El siguiente resultado es el [19, Teorema 6.12]. Dicho resultado generaliza el isomor-
fismo entre congruencias y filtros abiertos obtenido en [27] para retı́culos subresiduados.

Teorema 4.2.3. Sea A ∈ RWH. Las aplicaciones θ 7→ 1/θ y F 7→ Θ(F ) definen un isomor-
fismo de retı́culos entre el retı́culo Con(A) y el retı́culo Fo(A).

Teniendo en cuenta que todo retı́culo subresiduado es en particular una RWH-álgebra
se tiene el siguiente Corolario.

Corolario 4.2.4. Sea A ∈ SRL. Existe un isomorfismo de retı́culos entre el retı́culo Con(A)
y el retı́culo Fo(A), el cual es establecido por las aplicaciones θ 7→ 1/θ y F 7→ Θ(F ).

Teniendo en cuenta estos resultados, en la presente sección estudiaremos el retı́culo
Con(A) para cada miembro de la variedad KRWH. Más precisamente, mostraremos que
para cada A ∈ KRWH existe un isomorfismo de orden entre el retı́culo de las congruen-
cias de A y el retı́culo de los filtros abiertos modales de A (un filtro abierto modal de A es
un filtro abierto que es cerrado para el operador modal). Asimismo daremos una caracter-
ización del filtro abierto modal generado por un subconjunto del universo de A. Además,
presentaremos una descripción de las congruencias principales de A. Luego introduciremos
y estudiaremos una subvariedad de KRWH, la cual contiene propiamente a la subvariedad
de KRWH generada por la clase de todas las álgebras totalmente ordenadas, haciendo uso
de un teorema del estilo del teorema del filtro primo

Comenzaremos con algunas nociones básicas que serán de utilidad para el desarrollo de
la presente sección.

Definición 4.2.5. Sean A ∈ KRWH y F ⊆ A. Diremos que F es un filtro abierto modal si F
es un filtro abierto de A donde además se satisfacen la siguiente condición: si a ∈ F entonces
□a ∈ F .
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Dada A ∈ KRWH, escribiremos Fo
m(A) para indicar el conjunto parcialmente ordendado

de los filtros abiertos modales de A, cuyo orden parcial está dado por la inclusión.

Teorema 4.2.6. Sea A ∈ KRWH. Existe un isomorfismo de orden entre Con(A) y Fo
m(A), el

cual es establecido por las aplicaciones θ 7→ 1/θ y F 7→ Θ(F ).

Demostración. Sea θ ∈ Con(A). Por el Teorema 4.2.3, será suficiente probar que 1/θ es un
filtro modal de A. Sea a ∈ 1/θ, i.e., (a, 1) ∈ θ. En particular, (□a,□1) ∈ θ, i.e., □a ∈ 1/θ.
Recı́procamente, sea F ∈ Fo

m(A). Nuevamente por el Teorema 4.2.3 será suficiente probar
que para cada a, b ∈ A, si a ↔ b ∈ F entonces □a ↔ □b ∈ F . En efecto, sean a, b ∈ A
tal que a ↔ b ∈ F . Ya que F es un filtro abierto se sigue que □(a ↔ b) ∈ F . Ya que
□(a↔ b) ≤ □a↔ □b tenemos que □a↔ □b ∈ F , por lo tanto (□a,□b) ∈ Θ(F ).

En particular, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2.7. Sea A ∈ KSRL. Existe un isomorfismo de orden entre Con(A) y Fo
m(A), el

cual es establecido por las aplicaciones θ 7→ 1/θ y F 7→ Θ(F ).

Observación 4.2.8. Sea A una WH-álgebra. Es interesante notar que para que dichas
aplicaciones establezcan un isomorfismo entre Con(A) y Fo

m(A) es necesario que sea válida
la siguiente condición para cada a, b ∈ A:

(R) a ∧ (a→ b) ≤ b

Por lo tanto, estos resultados sólo pueden extenderse a KRWH y KSRL.

Corolario 4.2.9. Sean A es una RWH-álgebra modal (retı́culo subresiduado modal) y θ ∈
Con(A). Entonces (a, b) ∈ θ si y sólo si (1, a↔ b) ∈ θ.

Dada A ∈ KRWH y a ∈ A definimos el término unario αn(a) recursivamente como sigue:

1) α0(a) = a,

2) αn+1(a) = αn(a) ∧□n+1(a),

Además, para k ∈ N definimos el término unario 1→k (a) recursivamente como sigue:

1) 1→0 (a) = a

2) 1→k+1 (a) = 1→
(
1→(k) (a)

)
Observación 4.2.10. Si A ∈ RWH entonces 1→ a ≤ a. En particular, si m ≤ n se sigue que

1→n (a) ≤ 1→m (a),

Asimismo, si A ∈ SRL entonces 1→ a = 1→ (1→ a). En particular,

1→n (a) = 1→ a.

Por último, dados n, k ∈ N definimos el siguiente término unario:

tkn(a) = αn(1→k a).
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Proposición 4.2.11. Sea A ∈ KRWH, a ∈ A y j, k, n,m ∈ N. Entonces

1) tk+1
n (a) ≤ 1→ tkn(a).

2) tkn+1(a) ≤ □(tkn(a)).

3) Si a ≤ b entonces tkn(a) ≤ tkn(b).

4) tkn(a) ∧ tkn(b) = tkn(a ∧ b).

5) tkn(a) ∨ tkn(b) ≤ tkn(a ∨ b).

6) Si j ≤ k y m ≤ n entonces tkn(a) ≤ tjm(a).

Demostración. Sea a, b ∈ A y n, k ∈ N.
Comenzaremos probando 1) como sigue:

1→ tkn(a) = 1→ [
(
1→k a

)
∧ · · · ∧□n

(
1→k a

)
]

=
(
1→k+1 a

)
∧ (1→ □(1→k a)) ∧ · · · ∧ (1→ □n(1→k a))

=
(
1→k+1 a

)
∧ (□1→ □(1→k a)) ∧ · · · ∧ (□n(1)→ □n(1→k a))

≥
(
1→k+1 a

)
∧ · · · ∧□n(1→k+1 a)

= tk+1
n (a).

Ahora probaremos 2):

□(tkn(a)) = □((1→k a) ∧ · · · ∧□n(1→k a))

= □(1→k a) ∧ · · · ∧□n+1(1→k a)

≥ (1→k a) ∧□(1→k a) ∧ · · · ∧□n+1(1→k a)

= tkn+1(a)

Para la prueba de 3), recordemos que si a ≤ b entonces 1 → a ≤ 1 → b. Iterando este
razonamiento vemos que 1→k a ≤ 1→k b. Por lo tanto, ya que □ es un operador monótono,
se tiene que tkn(a) ≤ tkn(b).

El siguiente cálculo muestra 4):

tkn(a) ∧ tkn(b) = [(1→k a) ∧ · · · ∧□n(1→k a)] ∧ [(1→k b) ∧ · · · ∧□n(1→k b)]

= [(1→k a) ∧ (1→k b)] ∧ · · · ∧ [□n(1→k a) ∧□n(1→k b)]

= (1→k (a ∧ b)) ∧ · · · ∧□n(1→k (a ∧ b))
= tkn(a ∧ b)

La demostración de 5) se sigue de 3).
Para probar 6) notemos que por (1) y por la condición (R) se sigue que

tj+1
m (a) ≤ 1→ tjm(a)

≤ tjm(a)
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Aplicando este argumento k − j veces se sigue que tkm(a) ≤ tjm(a). Además, notemos que

tkn(a) = (1→ a) ∧□(1→ a) ∧ · · · ∧□n(1→k (a))

≤ (1→ a) ∧□(1→ a) ∧ · · · ∧□m(1→k (a))

= tkm(a)

≤ tjm(a)

como querı́amos mostrar.

Observación 4.2.12. Sea A ∈ KRWH. La desigualdad tkn(a ∨ b) ≤ tkn(a) ∨ tkn(b) no es nece-
sariamente válida. El Ejemplo 6 muestra que tkn(x ∨ y) = 1 y tkn(x) ∨ tkn(y) = 0 (para n ≥ 1).
Por lo tanto, tkn(x ∨ y) ≰ tkn(x) ∨ tkn(y) para cada n, k ∈ N (n ≥ 1).

Sean A una RWH-álgebra modal y X un subconjunto no vacı́o del universo de A. Defin-
imos el filtro abierto modal generado por X de la siguiente manera:

Fo
m(X) =

⋂
{F ∈ Fo

m(A) | X ⊆ F}.

En particular, si a ∈ A entonces escribiremos Fo
m(a) en lugar de Fo

m({a}). El término en una
variable tkn tendrá un rol fundamental en la descripción de el filtro abierto modal Fo

m(X).

Lema 4.2.13. Sea A ∈ KRWH y X ⊆ A. Entonces

Fo
m(X) = {x ∈ A | ∃n, k ∈ N y {x1, .., xj} ⊆ X : tkn (x1 ∧ · · · ∧ xj) ≤ x}.

En particular, para cada a ∈ A,

Fo
m(a) = {x ∈ A | ∃n, k ∈ N : tkn(a) ≤ x}.

Demostración. Sea X ⊆ A. Definimos el conjunto

G = {x ∈ A | ∃n, k ∈ N y {x1, .., xj} ⊆ X : tkn (x1 ∧ · · · ∧ xj) ≤ x}.

Veamos primero que G es un filtro abierto modal. Es inmediato que G es un conjunto
creciente y que 1 ∈ G. Para probar que G es cerrado por ∧ consideremos n1, n2, k1, k2 ∈ N y
x1, .., xj, z1, ..., zr ∈ X tal que

tk1n1
(x1 ∧ · · · ∧ xj) ≤ x,

tk2n2
(z1 ∧ · · · ∧ zr) ≤ y.

Sea n = max {n1, n2} y k = max {k1, k2}. Teniendo en cuenta la Proposición 4.2.11
deducimos que

tkn(x1 ∧ · · · ∧ xj ∧ z1 ∧ · · · ∧ zr) = tkn (x1 ∧ · · · ∧ xj) ∧ tkn(z1 ∧ · · · ∧ zr) ≤ x ∧ y.

Ası́, G es un filtro.
Veamos ahora que G es un filtro abierto. Sean n, k ∈ N y x1, .., xj ∈ X tales que tkn(x1 ∧

· · · ∧ xj) ≤ x. Sea z = x1 ∧ · · · ∧ xj. Es claro que, 1→ tkn(z) ≤ 1→ x. Por la Proposición 4.2.11
se deduce que tk+1

n (z) ≤ 1→ tkn(z). Entonces

tk+1
n (z) ≤ 1→ x,
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es decir, 1→ x ∈ G. Por lo tanto, G es un filtro abierto.
Veamos ahora que G es cerrado por □. Sea x ∈ A, x1, . . . , xj ∈ X y n, k ∈ N tal que

tkn(x1 ∧ · · · ∧ xj) ≤ x. Sea z = x1 ∧ · · · ∧ xj. En particular, por Proposición 4.2.11,

tkn+1(z) ≤ □(tkn(z)).

Además ya que □ es un operador monótono entonces tenemos que

□(tkn(z)) ≤ □x,

es decir, tkn+1(z) ≤ □x, lo que implica que □x ∈ G. Ası́, hemos probado que G es un filtro
abierto modal. Es sencillo verificar que G es el menor filtro abierto que contiene a X.

Sea A ∈ KRWH, a ∈ A y n ∈ N. Definimos

tn(a) = t1n(a) = (1→ a) ∧ · · · ∧□n(1→ a).

Notemos que si A es un retı́culo subresiduado modal entonces tkn(a) = tn(a) para cada k ≥ 1.

Corolario 4.2.14. Sea A ∈ KSRL y X ⊆ A. Entonces

Fo
m(X) = {x ∈ A | ∃n ∈ N, {x1, ..., xj} ⊆ X : tn(x1 ∧ · · · ∧ xj) ≤ x}.

En particular, para cada a ∈ A tenemos que

Fo
m(a) = {x ∈ A | ∃n ∈ N : tn(a) ≤ x}.

Corolario 4.2.15. Sea A ∈ KRWH, F ∈ Fo
m(A) y a ∈ A. Entonces

Fo
m(F ∪ {a}) = {x ∈ A | ∃f ∈ F, n, k ∈ N : f ∧ tkn(a) ≤ x}.

En particular, si A ∈ KSRL entonces

Fo
m(F ∪ {a}) = {x ∈ A | ∃f ∈ F, n ∈ N : f ∧ tn(a) ≤ x}.

Sean A un álgebra de tipo L y S ⊆ A × A. Recordemos que θ(S) indicará la menor
congruencia θ tal que S ⊆ θ. Si S = {(a1, b1), . . . , (an, bn)} escribiremos θ((a1, b1), . . . , (an, bn))
en lugar de θ({(a1, b1), . . . , (an, bn)}). Si S = {(a, b)} escribiremos θ(a, b) en lugar de θ({(a, b)}).

Lema 4.2.16. Sea A ∈ KRWH y a, b ∈ A. Entonces 1/θ(a, b) = Fo
m(a↔ b).

Demostración. Sea θ una congruencia arbitraria de A. En particular, se sigue del Corolario
4.2.9 que (a, b) ∈ θ si y sólo si a ↔ b ∈ 1/θ. Ya que θ(a, b) =

⋂
{θ ∈ Con(A) : (a, b) ∈ θ}

entonces se sigue del Teorema 4.2.13 que

1/θ(a, b) =
⋂
{1/θ : (a, b) ∈ θ}

=
⋂
{1/θ : a↔ b ∈ 1/θ}

= Fo
m(a↔ b),

como querı́amos demostrar.
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En la siguiente proposición caracterizamos las congruencias principales de las álgebras
de KRWH.

Proposición 4.2.17. Sea A ∈ KRWH y a, b, x, y ∈ A. Entonces (x, y) ∈ θ(a, b) si y sólo si
existen n, k ∈ N tal que tkn(a ↔ b) ≤ x ↔ y. Más aún, si A ∈ KSRL entonces (x, y) ∈ θ(a, b) si
y sólo si existe n ∈ N tal que tn(a↔ b) ≤ x↔ y.

Demostración. Se sigue del Corolario 4.2.9 que (x, y) ∈ θ(a, b) si y sólo si x ↔ y ∈ 1/θ(a, b).
Teniendo en cuenta el Corolario 4.2.14 y el Lema 4.2.16 concluimos que (x, y) ∈ θ(a, b) si y
sólo si existen n, k ∈ N tal que tkn(a↔ b) ≤ x↔ y.

Sean A ∈ KSRL y a, b ∈ A. La inclusión Fo
m(a ∨ b) ⊆ Fo

m(a) ∩ Fo
m(b) se sigue inmediata-

mente teniendo en cuenta que a, b ≤ a∨b. Sin embargo, la inclusión Fo
m(a)∩Fo

m(b) ⊆ Fo
m(a∨b)

no es necesariamente válida. Notemos que el Ejemplo 6 muestra que Fo
m(x ∨ y) = {1} y

Fo
m(x) = Fo

m(y) = A, por lo tanto Fo
m(x) ∩ Fo

m(y) ⊈ Fo
m(x ∨ y).

Teorema 4.2.18. Sea A ∈ KRWH. Entonces Fo
m(A) es un retı́culo algebraico y distributivo

tal que para cada a, b ∈ A, Fo
m(a ∧ b) = Fo

m(a) ∨ Fo
m(b). Más aún, los elementos compactos de

Fo
m(A) son los elementos de la forma Fo

m(a) para a ∈ A.

Demostración. Sea A ∈ KRWH. Se sigue del Teorema 4.2.6 que Fo
m(A) es un retı́culo alge-

braico y distributivo.
Sean a, b ∈ A. Notemos que Fo

m(a) ∨ Fo
m(b) = Fo

m({a, b}). En lo que sigue veremos que
Fo
m(a ∧ b) = Fo

m({a, b}). Dado que a, b ∈ Fo
m({a, b}) entonces a ∧ b ∈ Fo

m({a, b}), de donde se
sigue que Fo

m(a ∧ b) ⊆ Fo
m({a, b}). Recı́procamente, dado que a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b entonces

a ∈ Fo
m(a ∧ b) y b ∈ Fo

m(a ∧ b), por lo tanto Fo
m({a, b}) ⊆ Fo

m(a ∧ b). Ası́,

Fo
m(a ∧ b) = Fo

m(a) ∨ Fo
m(b). (4.1)

Es conocido que los elementos compactos de Con(A) son los miembros finitamente gen-
erados θ((a1, b1), . . . , (an, bn)) de Con(A) (ver [9, Teorema 5.7]). Ası́ los elementos compactos
de Fo

m(A) son aquellos de la forma 1/θ((a1, b1), . . . , (an, bn)). Pero

θ((a1, b1), . . . , (an, bn)) = θ(a1, b1) ∨ · · · ∨ θ(an, bn),

Luego, se sigue del Teorema 4.2.6, Lema 4.2.16 y (4.1) que

1/θ((a1, b1), . . . , (an, bn)) = Fo
m((a1 ↔ b1) ∧ . . . ∧ (an ↔ bn)).

Por lo tanto, los elementos compactos de Fo
m(A) son los elementos de la forma Fo

m(a) para
algún a ∈ A.

4.3 La subvariedad KRWH+ {M,P}
Motivados por el estudio de los miembros de la variedad KRWH para los cuales es válida la
condición

tkn(a ∨ b) = tkn(a) ∨ tkn(b)

para cada a, b y n, k ∈ N, introducimos las siguientes identidades:
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P) 1→ (a ∨ b) = (1→ a) ∨ (1→ b),

M) (a ∨ b) ∧□(a ∨ b) = (a ∧□a) ∨ (b ∧□b).

Observación 4.3.1. Notemos que la identidad M no es válida en el Ejemplo 6 ya que

(x ∨ y) ∧□(x ∨ y) = 1 y (x ∧□x) ∨ (y ∧□y) = 0.

Lema 4.3.2. Sea A una KRWH-álgebra totalmente ordenada. Entonces las identidades P y
M son válidas sobre A

Demostración. Sean a, b ∈ A. Dado que A es totalmente ordenada se sigue entonces que
a ≤ b o bien b ≤ a. Asumiremos que a ≤ b, de donde se sigue que b = a ∨ b y además
1→ a ≤ 1→ b. Notemos entonces que

1→ (a ∨ b) = 1→ b

= (1→ a) ∨ (1→ b)

Asimismo, dado que □ es un operador monótono se sigue que □a ≤ □b y por lo tanto

b ∧□b = (a ∧□a) ∨ (b ∧□b) .

Luego, se sigue que

(a ∨ b) ∧□(a ∨ b) = b ∧□b

= (a ∧□a) ∨ (b ∧□b) .

Concluimos entonces que toda KRWH-álgebra totalmente ordenada satisface las identi-
dades P y M.

Teniendo en cuenta el Lema 4.3.2 se sigue que la subvariedad de KRWH generada por
sus miembros totalmente ordenados está contenida en la subvariedad KRWH + {P,M}.
Además, notemos que las identidades P y M son independientes. En efecto, consideremos
el retı́culo subresiduado modal dado en el Ejemplo 8. Esta álgebra dotada del operador
modal identidad es un miembro de la variedad KRWH que satisface la identidad M pero no
satisface la identidad P ya que

1→ (x ∨ y) = 1 y (1→ x) ∨ (1→ y) = 0.

Por último, notemos que el álgebra exhibida en el Ejemplo 6 satisface la identidad P y no
satisface la identidad M (ver Observación 4.3.1).

Lema 4.3.3. Sea A ∈ KRWH. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) A satisface la identidad M.

2) Para cada a, b ∈ A y n ∈ N, αn(a ∨ b) = αn(a) ∨ αn(b).



4.3. LA SUBVARIEDAD KRWH+ {M,P} 83

Demostración. Supongamos que A satisface la identidad M. Haremos la prueba por in-
ducción. El caso n = 0 es inmediato. Supongamos que la identidad es válida para algún
n ∈ N. Entonces se sigue de la hipótesis inductiva y de la identidad M que

αn+1(a) ∨ αn+1(b) = [αn(a) ∧□(αn(a))] ∨ [αn(b) ∧□(αn(b))]

= (αn(a) ∨ αn(b)) ∧□(αn(a) ∨ αn(b))

= αn(a ∨ b) ∧□(αn(a ∨ b))
= αn+1(a ∨ b).

Ası́, hemos probado que para cada a, b ∈ A y n ∈ N, αn(a ∨ b) = αn(a) ∨ αn(b). La afirmación
recı́proca es inmediata (considerar el caso n = 1).

Corolario 4.3.4. Sea A ∈ KRWH. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A ∈ KRWH+ {P,M}.

(2) Para cada a, b ∈ A y n, k ∈ N, tkn(a ∨ b) = tkn(a) ∨ tkn(b).

Más aún, si A satisface M y P entonces para cada a, b ∈ A, Fo
m(a ∨ b) = Fo

m(a) ∩ Fo
m(b).

Demostración. Supongamos que es válida la afirmación (1). Se sigue de la identidad P que

1→k (a ∨ b) = (1→k a) ∨ (1→k b)

para cada a, b ∈ A y k ∈ N. Ası́, se sigue del Lema 4.3.3 que para cada a, b ∈ A y n, k ∈ N,
tkn(a ∨ b) = tkn(a) ∨ tkn(b). Recı́procamente, supongamos válida la afirmación (2). De nuevo,
por el Lema 4.3.3, la identidad P se obtiene de considerar k = 1, n = 0 y la identidad M
considerando k = 0, n = 1.

Supongamos ahora que A ∈ KRWH+ {P,M}. Veremos que Fo
m(a∨ b) = Fo

m(a)∩Fo
m(b). La

inclusión Fo
m(a ∨ b) ⊆ Fo

m(a) ∩ Fo
m(b) es inmediata. Recı́procamente, sea x ∈ Fo

m(a) ∩ Fo
m(b),

entonces existen n1, n2, k1, k2 ∈ N tales que tk1n1
(a) ≤ x and tk2n2

(b) ≤ x. Sean n = max {n1, n2}
y k = max {k1, k2}. En particular, tkn(a) ≤ x y tkn(b) ≤ x. Ası́,

tkn(a ∨ b) = tkn(a) ∨ tkn(b) ≤ x,

es decir x ∈ Fo
m(a ∨ b). Por lo tanto, Fo

m(a ∨ b) = Fo
m(a) ∩ Fo

m(b).

El siguiente resultado es una generalización del Teorema del filtro primo en el marco de
la variedad KRWH+ {P,M}.

Teorema 4.3.5. Sean A ∈ KRWH + {P,M}, F ∈ Fo
m(A) e I un ideal tales que F ∩ I = ∅.

Entonces existe un filtro abierto modal primo P tal que F ⊆ P y P ∩ I = ∅.

Demostración. Consideremos la familia

Σ = {H ∈ Fo
m(A) | F ⊆ H and H ∩ I = ∅}.

Teniendo en cuenta que F ∈ F se sigue que Σ ̸= ∅. Es sencillo comprobar que la familia
Σ es inductiva. Luego, por el Lema de Zorn existe un elemento maximal P en Σ. Notemos
que en particular P ̸= A.
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Para comprobar que P es primo supongamos que existen a, b ∈ A tal que a ∨ b ∈ P y
supongamos que a, b /∈ P . Consideremos los filtros Pa = Fo

m(P ∪ {a}) y Pb = Fo
m(P ∪ {b}).

Dado que P es un subconjunto propio de Pa y Pb respectivamente, por la maximalidad de
P en Σ, se tiene que Pa ∩ I ̸= ∅ y Pb ∩ I ̸= ∅. Teniendo en cuenta el Lema 4.2.15 existen
x, y ∈ I, p1, p2 ∈ P y n1, n2, k1, k2 ∈ N tales que tk1n1

(a) ∧ p1 ≤ x y tk2n2
(b) ∧ p2 ≤ y. Consideremos

n = max {n1, n2}, k = max {k1, k2} y p = p1 ∧ p2, el cual es un elemento de P . Entonces
tkn(a) ∧ p ≤ x y tkn(b) ∧ p ≤ y. En particular, tkn(a) ∧ p ≤ x y tkn(b) ∧ p ≤ y. Ası́, se sigue del
Corolario 4.3.4 y de la distributividad del retı́culo subyacente de A que

tkn(a ∨ b) ∧ p = (tkn(a) ∧ p) ∨ (tn(b) ∧ p) ≤ x ∨ y.

Teniendo en cuenta que p ∈ P y a ∨ b ∈ P entonces tkn(a ∨ b) ∧ p ∈ P . Por tanto, x ∨ y ∈ P , lo
que es una contradicción, ya que x, y ∈ I e I es un ideal.

Corolario 4.3.6. Sean A ∈ KRWH+ {P,M}, F ∈ Fo
m(A) y a /∈ F . Entonces existe P un filtro

abierto modal primo de A tal que F ⊆ P y a /∈ P .

Corolario 4.3.7. Sea A ∈ KRWH+ {P,M}. Entonces todo filtro abierto modal que es propio
se escribe como intersección de filtros abiertos modales primos. Más aún, si A no es trivial
entonces la intersección de todos los filtros abiertos modales primos de A es igual a {1}.

Demostración. Dado F ∈ Fo
m(A) propio. Es claro que

F ⊆
⋂
{P ∈ Xo

m(A) : F ⊆ P}.

Por otro lado, si a /∈ F se sigue entonces que F ∩ (a] = ∅. En efecto, si z ∈ F ∩ (a] entonces
z ≤ a y además z ∈ F . Dado que F es abierto se sigue que 1 → z ∈ F . Teniendo en cuenta
que 1→ z ≤ 1→ a se sigue que 1→ a ∈ F . Dado que 1→ a ≤ a se sigue que a ∈ F lo que es
una contradicción. Por el Teorema 4.3.5 existe Q ∈ Xo

m(A) tal que F ⊆ Q y a /∈ Q, de donde
se sigue que

F =
⋂
{P ∈ Xo

m(A) : F ⊆ P},

lo que concluye la prueba.

4.4 Aplicaciones de los resultados obtenidos
En esta sección utilizaremos los resultados obtenidos en la Sección 4.3 con el objetivo de
estudiar las variedades KRWH y KSRL. Comenzaremos estudiando los miembros simples
y subdirectamente irreducibles de las variedades mencionadas por medio del estudio de los
filtros abiertos modales, obteniendo ası́ una caracterización en base al término unario es-
tudiado en la sección previa. Asimismo, haremos uso de la descripción de las congruencias
principales para estudiar las funciones compatibles en KRWH y KSRL.

4.4.1 Álgebras simples y subdirectamente irreducibles
En esta sección buscaremos dar una caracterización de los miembros simples y subdirec-
tamente irreducibles de KRWH y KSRL. En particular, el siguiente resultado provee una
generalización de [19, Teorema 6.17] y [13, Teorema 5.11].
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Teorema 4.4.1. Sea A ∈ KRWH. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es simple.

(2) Para cada a ∈ A tal que a ̸= 1 existen n, k ∈ N tales que tkn(a) = 0.

Demostración. 1 ⇒ 2) Supongamos que A es simple. Entonces Fo
m(A) = {{1}, A}. Sea

a ∈ A, a ̸= 1. Es claro que Fo
m(a) ̸= 1, por lo tanto Fo

m(a) = A. Dado que 0 ∈ A entonces se
sigue del Lema 4.2.13 que existen n, k ∈ N tales que tkn(a) = 0.

2 ⇒ 1) Recı́procamente, supongamos que para cada a ∈ A tal que a ̸= 1 existen n, k ∈ N
tal que tales que tkn(a) = 0. Sea F ∈ Fo

m(A) tal que F ̸= {1}. Es claro que existe a ∈ F
con a ̸= 1. Por hipótesis existen n, k ∈ N tales que tkn(a) = 0, lo que implica que 0 ∈ F , i.e.,
F = A. Por lo tanto, A es simple.

Corolario 4.4.2. Sea A ∈ KSRL. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es simple.

(2) Para cada a ∈ A tal que a ̸= 1 existe n ∈ N tal que tn(a) = 0.

El siguiente resultado es una generalización de [19, Teorema 6.17] y [13, Teorema 5.13].

Teorema 4.4.3. Sea A ∈ KRWH tal que A es no trivial. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A es subdirectamente irreducible.

(2) Existe a ̸= 1 tal que para cada b ̸= 1 existen n, k ∈ N tales que tkn(b) ≤ a.

Demostración. 1)⇒ 2) Supongamos que A es subdirectamente irreducible. Entonces existe
F ∈ Fo

m(A) tal que F ̸= {1} y F ⊆ H para cada H ∈ Fo
m(A) tal que H ̸= {1}. Dado que

F ̸= {1} entonces existe a ∈ F tal que a ̸= 1. Sea b ∈ A con b ̸= 1. Entonces Fo
m(b) ̸= {1}, por

lo tanto F ⊆ Fo
m(b). Ası́, a ∈ Fo

m(b). Se sigue del Lema 4.2.13 que existen n, k ∈ N tales que
tkn(b) ≤ a.

2) ⇒ 1) Recı́procamente, supongamos que es válida la afirmación 2). Entonces Fo
m(a) ̸=

{1}. Sea F ∈ Fo
m(A) tal que F ̸= {1}. Probaremos que Fo

m(a) ⊆ F , lo que es equivalente a
probar que a ∈ F . Teniendo en cuenta que F ̸= {1} existe b ̸= 1 tal que b ∈ F . Se sigue de la
hipótesis que existen n, k ∈ N tales que tkn(b) ≤ a. Dado que b ∈ F entonces tkn(b) ∈ F , por lo
tanto a ∈ F . Se sigue del Teorema 1.2.4 que A es subdirectamente irreducible.

Corolario 4.4.4. Sea A ∈ KSRL tal que A es no trivial. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A es subdirectamente irreducible.

(2) Existe a ̸= 1 tal que para cada b ̸= 1 existe n ∈ N tal que tn(b) ≤ a.
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4.4.2 Funciones compatibles
Sea A un álgebra de tipo L y f : An → A una función n-aria. Recordemos que f se dice
compatible respecto de una congruencia θ de A si verifica la siguiente condición de compat-
ibilidad:

Si (ai, bi) ∈ θ para i = 1, . . . , n y ar(f) = n entonces (f(a1, . . . , an), f(b1, . . . , bn)) ∈ θ.

Diremos que f es una función compatible de A si es compatible con todas las congruencias
de A. Notemos que f es una función compatible si y sólo si Con(A) = Con(A, f). Una
función obtenida por composición de operaciones básicas del álgebra y por parámentros
(función polinómica) es compatible en cada álgebra. Las funciones polinómicas 1 son los
ejemplos mas simples que podemos exhibir de funciones compatibles.

El siguiente resultado es una consecuencia de los teoremas 4.2.3 y 4.2.6.

Lema 4.4.5. Sean A ∈ RWH y □ : A → A un operador modal. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) □ es compatible.

(2) Fo(A) = Fo
m(A).

Proposición 4.4.6. Sean A ∈ RWH y □ : A → A un operador modal. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) □ es compatible.

(2) Para cada a ∈ A existe n ∈ N tal que 1→n a ≤ □a.

Demostración. Supongamos que □ es compatible y sea a ∈ A. Se sigue del Lema 4.4.5 que
Fo(a) = Fo

m(a). Dado que a ∈ Fo(a) se sigue entonces que □a ∈ Fo(a), por lo tanto existe
n ∈ N tal que 1→n a ≤ □a.

Recı́procamente, supongamos que para cada a ∈ A existe n ∈ N tal que 1 →n a ≤ □a.
Veremos que Fo(A) = Fo

m(A). Dado que Fo
m(A) ⊆ Fo(A), será suficiente probar que Fo(A) ⊆

Fo
m(A). Sea F ∈ Fo(A) y a ∈ F . Por hipótesis existe n ∈ N tal que 1 →n a ≤ □a. Ya que

a ∈ F entonces 1 →n a ∈ F por lo tanto □a ∈ F . Ası́, F ∈ Fo
m(A). Entonces Fo(A) = Fo

m(A).
Se sigue del Lema 4.4.5 que □ es compatible.

Corolario 4.4.7. Sea A ∈ SRL y □ : A→ A un operador modal. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) □ es compatible.

(2) Para cada a ∈ A es válida condición 1→ a ≤ □a.

Más aún, si A es un álgebra de Heyting entonces □ es compatible si y sólo si a ≤ □a para
cada a ∈ A.

1Dado un número natural n, un polinomio n-ario sobre un álgebra A es una función obtenida de evaluar
m− n variables de tA por elementos fijos de A para cierto término m-ario t (m ≥ n).
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Teniendo en cuenta el Corolario 4.4.7 surge naturalemente la siguiente pregunta. ¿Ex-
iste un álgebra de Heyting A y un operador modal sobre A tal que □ resulte ser no com-
patible? La respuesta es positiva. En efecto, consideremos el Ejemplo 6 y notemos que
x ≰ □x. Entonces entonces se sigue del Corolario 4.4.7 que □ no es una función compatible.
Ejemplos de operadores modales compatibles sobre álgebras de Heyting son los operadores
frontales introducidos y estudiados por Esakia en [28] (ver también [11]).

Sean A ∈ KRWH y f : A→ A una función. Teniendo en cuenta la Proposición 4.2.17 y el
hecho de que f es compatible si y sólo si (f(a), f(b)) ∈ θ(a, b) para cada a, b ∈ A, se obtiene
el siguiente resultado.

Lema 4.4.8. (1) Sea A ∈ KRWH. Entonces f es compatible si y sólo si para cada a, b ∈ A
existen n, k ∈ N tales que tkn(a↔ b) ≤ f(a)↔ f(b).

(2) Sea A ∈ KSRL. Entonces f es compatible si y sólo si para cada a, b ∈ A existe n ∈ N tal
que tn(a↔ b) ≤ f(a)↔ f(b).

Sean A un álgebra de un tipo L, f : An → A una función y â = (a1, . . . , an) ∈ An. Para
i = 1, . . . , n definimos la función unaria f â

i : A→ A de la siguiente manera:

f â
i (b) = f(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an).

Observación 4.4.9. Notemos que es posible obtener la siguiente caracterización para la
compatibilidad de funciones n-arias f sobre un álgebra A. Las siguientes condiciones son
equivalentes

(1) f : An → A es compatible.

(2) para cada â ∈ An y cada i = 1, . . . , n las funciones f â
i : A→ A son compatibles.

1)⇒ 2) Sean θ ∈ Con(A), â = (a1, .., an) ∈ An y i ∈ {1, ..., n}. Consideremos además (a, b) ∈ θ.
Notemos que

f â
i (a) = f(a1, .., ai−1, a, ai+1, .., an)

≡ f(a1, .., ai−1, b, ai+1, .., an)

= f â
i (b)

de donde se sigue que f â
i es compatible.

2)⇒ 1) Sean θ ∈ Con(A) y (a1, b1), ..., (an, bn) ∈ θ. Notemos que

f(a1, ..., an) = f
(a1,...,an)
1 (a1)

≡ f
(a1,...,an)
1 (b1)

= f
(b1,a2,...,an)
2 (a2)

≡ f
(a1,a2,...,an)
2 (b2)

...
...

= f (b1,b2,...,an)
n (an)

≡ f (b1,b2,...,an)
n (bn)

= f(b1, ..., bn)

de donde se sigue que f : An → A es compatible.
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Teniendo en cuenta el Lema 4.4.8 y la Observación 4.4.9 es posible establecer una carac-
terización de las funciones compatibles n-arias como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 4.4.10. Sea A ∈ KRWH y f : An → A una función. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) f es compatible.

(2) Para cada â, b̂ ∈ An existen j, k ∈ N tales que
n∧

i=1

tkj (ai ↔ bi) ≤ f(â)↔ f(b̂).

Demostración. Supongamos que f es compatible y sean â, b̂ ∈ An. Ası́, para cada i = 1, . . . , n
existen ji, ki ∈ N tales que

tk1j1 (a1 ↔ b1) ≤ f(a1, a2, . . . , an)↔ f(b1, a2, . . . , . . . , an)

tk2j2 (a2 ↔ b2) ≤ f(b1, a2, . . . , an)↔ f(b1, b2, a3, . . . , an)

...
tknjn (an ↔ bn) ≤ f(b1, . . . , bn−1, an)↔ f(b1, . . . , bn).

Sean j = max {j1, . . . , jn} y k = max {k1, . . . , kn}. Teniendo en cuenta que en la variedad
de RWH álgebras se satisface la identidad (x → y) ∧ (y → z) ≤ x → z, obtenemos, luego de
aplicar iteradamente dicha identidad, que

n∧
i=1

tkj (ai ↔ bi) ≤ f(â)↔ f(b̂).

Recı́procamente, supongamos que la condición 2) es verdadera. Sean θ ∈ Con(A) y â, b̂ ∈ An

tales que (ai, bi) ∈ θ para cada i = 1, . . . , n. Se sigue de la Observación 4.2.9 que ai ↔ bi ∈ 1/θ
para cada i = 1, . . . , n. Por lo tanto, ya que 1/θ ∈ Fo

m(A) obtenemos
∧n

i=1 t
k
j (ai ↔ bi) ∈ 1/θ.

Dado que
∧n

i=1 t
k
j (ai ↔ bi) ≤ f(â)↔ f(b̂), se sigue que f(â)↔ f(b̂) ∈ 1/θ, i.e., (f(â), f(b̂)) ∈ θ.

Por lo tanto, f es compatible.

Corolario 4.4.11. Sean A ∈ KSRL y f : An → A una función. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) f es compatible.

(2) Para cada â, b̂ ∈ An existe j ∈ N tal que
n∧

i=1

tj(ai ↔ bi) ≤ f(â)↔ f(b̂).

Un álgebra A se dirá afı́n completa si cada función compatible de A está dada por un
polinomio de A . Dicha álgebra es localmente afı́n completa si cada función compatible de
A está dada por un polinomio sobre cada subconjunto finito de A. Diremos que una var-
iedad de álgebras es localmente afı́n completa si cada álgebra de la misma es localmente
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afı́n completa. Es sabido que la variedad de álgebras de Boole es afı́n completa y que la
variedad de álgebras de Heyting es localmente afı́n completa pero no afı́n completa (ver
[10]).

En [47] se prueba que la variedad RWH es localmente afı́n completa. En lo que sigue
veremos que este resultado puede ser extendido al marco de la variedad KRWH.

Observación 4.4.12. Sean A ∈ KRWH, f : An → A una función compatible y B un subcon-
junto finito de An. Sea j y k los máximos de los números naturales asociados en el Teorema
4.4.10 a todos los pares (b̂, x̂) donde x̂ y b̂ varı́a sobre todas las n-uplas de B. En particular,
se sigue de la Proposición 4.2.11 que

n∧
i=1

tkj (bi ↔ xi) ≤ f(b̂)↔ f(x̂).

Teorema 4.4.13. Sean A ∈ KRWH, f : An → A una función compatible, B un subconjunto
finito de An y x̂ ∈ B. Sea

Tx̂ = {
n∧

i=1

tkj (bi ↔ xi) ∧ f(b̂) : b̂ ∈ B},

donde j y k son los números naturales dados en la Observación 4.4.12. Entonces, f(x̂) =∨
Tx̂.

Demostración. Sea x̂ ∈ B. Para cada b̂ ∈ B, se sigue de la Observación 4.4.12 que

n∧
i=1

tkj (bi ↔ xi) ≤ f(b̂)→ f(x̂).

Esta desigualdad implica que

n∧
i=1

tkj (bi ↔ xi) ∧ f(b̂) ≤ f(x̂).

Lo que prueba que f(x̂) es una cota superior de Tx̂.
Por otro lado, ya que xi ↔ xi = 1 para cada i = 1, . . . , n y □1 = 1 se tiene que

n∧
i=1

tkj (xi ↔ xi) ∧ f(x̂) = f(x̂),

Ası́ f(x̂) ∈ Tx̂. Por lo tanto, f(x̂) =
∨
Tx̂.

Corolario 4.4.14. Las variedades KRWH y KSRL son localmente afı́n completas.

Parte de los resultados obtenidos en esta sección sobre congruencias principales y fun-
ciones compatibles pueden verse como casos particulares de resultados presentados en [22].
Sin embargo, con el fin hacer esta tesis lo más autocontenida posible hemos decidido hacer
en detalle todas las pruebas.
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4.5 La subvariedad de KRWH generada por cadenas
El objetivo principal de la presente sección es dar una base ecuacional para la subvariedad
de KRWH generada por la subclase de sus miembros totalmente ordenados.

Un álgebra de Heyting es llamada un álgebra de Gödel si satisface la identidad

(a→ b) ∨ (b→ a) = 1.

Estas álgebras, también conocidas en la literatura bajo el nombre de álgebras de Heyting
prelineales, son una clase particular de álgebras basadas en t-normas de gran interés para
la lógica difusa [34]. Las álgebras de Gödel fueron consideradas por Horn en [33] como un
paso intermedio entre los cálculos proposicionales clásico e intuicionista respectivamente y
fueron estudiadas por Monteiro [40] y Martı́nez [39] entre otros. En particular, la variedad
cuyos miembros son las álgebras de Gödel coincide con la subvariedad cuyos miembros son
las álgebras de Heyting generada por la clase de álgebras de Heyting totalmente ordenadas.
En [5, Capı́tulo IX] y en [40] hay otras caracterizaciones de las álgebras de Gödel.

Consideremos las siguientes identidades en el lenguaje de las WH-álgebras:

P1) (a→ b) ∨ (b→ a) = 1.

P2) (a ∧ b)→ c = (a→ c) ∨ (b→ c).

P3) a→ (b ∨ c) = (a→ b) ∨ (a→ c).

En [12, Teorema 4.2] se prueba que en el marco de las WH-álgebras las identidades P1,
P2 y P3 son equivalentes. Diremos que una RWH álgebra es una weak Gödel álgebra si
satisface alguna de las identidades equivalentes mencionadas.

Definición 4.5.1. Una RWH-álgebra modal se dirá weak Gödel álgebra modal si satisface
la identidad M y su {∧,∨,→, 0, 1}-reducto es una weak Gödel algebra.

Escribiremos MWG para indicar la variedad de las weak Gödel álgebras modales, i.e.,

MWG = KRWH+ {P1,M}.

Notemos que el álgebra considerada en el Ejemplo 6 es un miembro de KRWH + {P1} y
no es un miembro de KRWH + {M} (ver Observación 4.3.1). Además notemos que toda
álgebra de Heyting que no es un álgebra de Gödel puede ser considerada como un miembro
de la variedad KRWH + {M} (considerando como operador modal el operador identidad) y
además no es un miembro de la variedad KRWH + {P1}. Ası́, las identidades P1 y M son
independientes.

Es interesante notar que la variedad MWG es una subvariedad propia de la variedad
KRWH+{P,M}. En efecto, cada álgebra de Heyting que no es un álgebra de Gödel puede ser
considerada como un miembro de KRWH (considerando como operador modal al operador
identidad): esta álgebra es un miembro de la variedad KRWH+ {P,M} y no es un miembro
de la variedad MWG.

Escribiremos C para indicar la clase de los miembros totalmente ordenados de la var-
iedad KRWH y V(C) para la subvariedad de KRWH generada por la subclase C.

Teorema 4.5.2. V(C) = MWG.
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Demostración. Comenzaremos por mostrar que C ⊆ MWG. En efecto, sea A una KRWH-
álegbra totalmente ordenada. Una prueba análoga al Lema 4.3.2 muestra que la identidad
M es válida sobre A. Asimismo, dados a, b ∈ A se tiene que a ≤ b o bien que b ≤ a. Asumimos
a ≤ b. Se sigue entonces que a → b = 1 y por lo tanto (a → b) ∨ (b → a) = 1, de donde se
sigue que la identidad P1 es válida en A. Ası́,

V(C) ⊆ MWG.

Para mostrar la inclusión en el otro sentido, será suficiente con mostrar que todo miembro
no trivial y subdirectamente irreducible de la variedad MWG es un miembro de la clase
C. Sea A un miembro no trivial y subdirectamente irreducible de la variedad MWG y
supongamos que existen a, b ∈ A tales que a ≰ b y b ≰ a, i.e., a → b ̸= 1 y b → a ̸= 1. Dado
que A ∈ MWG tenemos que

(a→ b) ∨ (b→ a) = 1,

por lo tanto, se sigue del Corolario 4.3.4 que

Fo
m(a→ b) ∩ Fo

m(b→ a) = {1}.

Se sigue que Con(A) − {∆} no tiene elemento mı́nimo. Por lo tanto, A no es un álgebra
subdirectamente irreducible, lo que es una contradicción. Por lo tanto A ∈ C.

Es interesante notar que dado que el operador identidad sobre cualquier RWH-álgebra
es un operador modal entonces la siguiente propiedad se sigue de los argumentos usados
para probar el Teorema 4.5.2:

• Las variedades MWG y SRL + {M,P1} coinciden con las subvariedades de RWH y
SRL generada por la clase de sus miembros totalmente ordenados respectivamente
(esta propiedad se sigue también de los resultados de [12]). Más aún, la variedad
de álgebras de Gödel coincide con la subvariedad de la variedad de las álgebras de
Heyting generada por la clase de sus miembros totalmente ordenados.

Además, la misma prueba hecha en el Teorema 4.5.2 muestra la siguiente propiedad:

• La variedad KSRL+ {M,P1} coincide con la subvariedad de SRL generada por la sub-
clase de sus miembros totalmente ordenados. Más aún, la variedad de las álgebras de
Gödel modales (i.e., álgebras de Heyting modales que satisfacen P1 y M) coincide con
la subvariedad de álgebras de Heyting modales generadas por la clase de álgebras de
Heyting modales totalmente ordenadas.

Finalizamos esta sección dando una prueba alternativa del Teorema 4.5.2.

Teorema 4.5.3. MWG = ISP(C). En particular, V(C) = MWG.

Demostración. La inclusión ISP(C) ⊆ MWG se sigue del hecho de que C ⊆ MWG. Para pro-
bar la inclusión recı́proca, sea A ∈ MWG. Se sigue de la Observación 4.2.9 y del Corolario
4.3.7 que la aplicación

φ : A→
∏

P∈Xo
m(A)

A/Θ(P )
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definida por φ(a) = (a/Θ(P ))P∈Xo
m(A) es un monomorfismo. Además, se sigue de [12, Coro-

lario 4.8] que A/Θ(P ) es una cadena para cada P ∈ Xo
m(A). Ası́, A ∈ ISP(C). Por lo tanto,

hemos probado que
MWG = ISP(C).

Finalmente, dado que ISP(C) es una variedad concluimos que V(C) = ISP(C), i.e., V(C) =
MWG.



Capı́tulo 5

Dualidades topológicas para retı́culos
subresiduados

Recordemos que un retı́culo subresiduado es un par (A,D), donde A es un retı́culo distribu-
tivo acotado y D es un subretı́culo acotado de A que satisface la siguiente condición de
residuación restringida al subretı́culo D: para cada a, b ∈ A existe c ∈ D tal que para cada
d ∈ D, a ∧ d ≤ b si y sólo si d ≤ c. El elemento c es denotado por a → b 1. Más aún, se tiene
que

a→ b = max{d ∈ D : a ∧ d ≤ b} (5.1)

De esta manera un retı́culo subresiduado (A,D) puede ser considerado como un álgebra
en el lenguaje intuicionista {∧,∨,→, 0, 1} de tipo (2, 2, 2, 0, 0) donde el conectivo → definido
en 5.1 es muy cercano a la implicación intuicionista. Más aún, si D = A se sigue que (A,D)
es un álgebra de Heyting. Asimismo, en [27] los autores establecen una base ecuacional que
caracteriza a la clase de los retı́culos subresiduados probando ası́ que la clase conformada
por los retı́culos subresiduados es una variedad de álgebras que contiene propiamente a la
variedad de álgebras de Heyting. En [19] se prueba que la variedad de retı́culos subresid-
uados es equivalente a la subvariedad de WH cuyos miembros satisfacen las condiciones

(R) a ∧ (a→ b) ≤ b.

(T) a→ b ≤ c→ (a→ b).

obteniendo ası́ una axiomatización de la variedad cuyos miembros son retı́culos subresidu-
ados como subvariedad de WH. Dicha axiomatización permite especializar la dualidad tipo
Priestley para las WH-álgebras presentada en [19] obteniendose ası́ una dualidad para la
categorı́a SRL cuyos objetos son retı́culos subresiduados y las flechas son homomorfismos
de álgebras.

Por otro lado, en [6] se prueba que para cada retı́culo distributivo acotado A y cada
subretı́culo D la familia {σA(a) : a ∈ D} es una base para una topologı́a sobre X(A) y que
además es más gruesa que la topologı́a espectral usual asociada a A. Inspirados por este he-
cho y teniendo en cuenta el rol que tiene el subretı́culo D en la definición de la implicación
5.1, en el presente capı́tulo desarrollaremos una dualidad bitopológica para la categorı́a

1El retı́culo D dotado de la operación a→ b es un álgebra de Heyting.
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SRL. Asimismo, desarrollaremos una dualidad de tipo espectral para la categorı́a SRL. Fi-
nalmente, buscaremos adaptar las dualidades obtenidas para retı́culos subresiduados a el
caso particular de los retı́culos subresiduados modales estudiados en el capı́tulo 4 de este
trabajo. Los resultados presentados en este capı́tulo han sido publicados en el artı́culo [20].

5.1 Dualidad de Priestley para retı́culos subresiduados
En [19] S. Celani y R. Jansana consideran la categorı́a WH cuyos objetos son WH-álgebras,
sus flechas son homomorfismos de WH-álgebras, la composición de flechas está determi-
nada por la composición usual de funciones y la identidad para la composición está determi-
nada por el homomorfismo identidad. Además, tomando como base la dualidad tipo Priest-
ley para retı́culos distributivos acotados, determinan una dualidad tipo Priestley para la
categoria WH y para algunas subcategorı́as plenas. En particular, desarrollan una dualidad
de tipo Priestley para la subcategorı́a plena SRL, cuyos objetos son retı́culos subresiduados.
En la presente sección recordaremos dichos resultados.

Definición 5.1.1. Diremos que una estructura (X,≤, τ, S) es un SRL-espacio de Priestley,
en adelante SRL-espacio, si se verifican las siguientes condiciones:

(1) (X,≤, τ) es un espacio de Priestley.

(2) (X,≤, S) es un WH-marco.

(3) Para cada clopen creciente U , el conjunto S−1(U) es un clopen.

(4) Para cada x ∈ X, el conjunto S(x) es cerrado para la topologı́a τ .

(5) La relación S es reflexiva y transitiva.

Definición 5.1.2. Diremos que una función f : (X1, τ1,≤1, S1) → (X2, τ2,≤2, S2) es un mor-
fismo de SRL-espacios si satisface las siguientes propiedades:

(1) f : X1 → X2 es continua y preserva el orden.

(2) Si (x, y) ∈ S1 entonces (f(x), f(y)) ∈ S2.

(3) Si (f(x), y) ∈ S2 entonces existe z ∈ X tal que (x, z) ∈ S1 y f(z) = y.

Escribiremos SRLS para denotar la categorı́a cuyos objetos son SRL-espacios, las flechas
son los morfismos entre estas estructuras, la composición de flechas está determinada por
la composición usual de funciones y la identidad para la composición está determinada por
la función identidad.

Observación 5.1.3. Teniendo en cuenta la Observación 1.7.19 se sigue que los SRL-
espacios son una generalización natural de los espacios de Esakia utilizados para establecer
una dualidad para álgebras de Heyting. En efecto, si (X,≤, S) es un SRL-espacio con S =≤
entonces (X,≤, S) colapsa a un marco de Kripke y la estructura (X,≤, τ, S) colapsa a un
espacio de Esakia (ver [6])
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A continuación describiremos los funtores que nos permiten establecer la dualidad tipo
Priestley para la categorı́a SRL.

Consideremos el funtor D: SRLS→ SRL definido de la siguiente manera:

Objetos: Dado (X,≤, τ, S) un objeto de la categorı́a SRLS. Teniendo en cuenta la dualidad
de Priestley para retı́culos distributivos acotados sabemos que el álgebra (D(X),∩,∪, ∅, X)
es un retı́culo distributivo acotado. En particular, en [19, Teorema 4.12 (2)] se prueba que

D(X) = (D(X),∩,∪,⇒S, ∅, X) ,

es un retı́culo subresiduado.

Flechas Sea f : (X1,≤1, τ1, S1) → (X2,≤2, τ2, S2) una flecha en la categorı́a SRLS. En
[19, Teorema 4.14 (1)] se prueba que la aplicación D(f) : D(X2) → D(X1) definida por
D(f)(U) = f−1(U) es una flecha en SRL.

Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley para la categorı́a BDL se sigue que las apli-
caciones X 7→ D(X) y f 7→ D(f) definen un funtor contravariante D: SRLS→ SRL.

Consideremos ahora el funtor X: SRL→ SRLS definido de la siguiente manera:

Objetos Dado A un objeto de la categorı́a SRL. En particular, A posee un reducto de
retı́culo distributivo acotado. Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley se tiene que
(X(A), τA,⊆) es un espacio de Priestley. En particular, en [19, Teorema 4.12 (1)] se prueba
que la estructura

X(A) = (X(A),⊆, τA, SA) ,

es un SRL-espacio donde la relación SA es la relación definida en 1.4

Flechas Sea f : A1 → A2 una flecha en la categorı́a SRL. Consideremos la aplicación
X(f) : X(A2)→ X(A1), definida por

X(f)(P ) = f−1(P ).

En [19, Teorema 4.14 (2)] se prueba que X(f) es una flecha en la categorı́a SRLS.

Es sencillo verificar, teniendo en cuenta la dualidad de Priestley para BDL, que las apli-
caciones A 7→ X(A) y f 7→ X(f) definen un funtor contravariante X: SRL→ SRLS.

Consideremos las transformaciones naturales

σ : ISRL ⇒ (D ◦ X) y ϵ : ISRLS ⇒ (X ◦D),

definidas de la siguiente manera:

1) A es un objeto de SRL entonces σA es la aplicación de Stone
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2) Si (X, τ,≤, S) es objeto de SRLS entonces consideramos la aplicación ϵX : X → X(D(X))
definida por

ϵX(x) = {U ∈ D(X) : x ∈ U}.

Por los resultados de [19, Sección 4.1] se sigue que la aplicación σA es un isomorfismo
de retı́culos subresiduados. Además, se sigue que ϵX es una flecha en SRLS. Obtenemos
entonces el siguiente resultado

Teorema 5.1.4. Los funtores X: SRL → SRLS y D: SRLS → SRL, en conjunto con las trans-
formaciones naturales σ y ϵ, establecen una equivalencia dual entre las categorı́as SRL y
SRLS.

5.2 Dualidad espectral para retı́culos subresiduados
Siguiendo la lı́nea de la dualidad tipo Priestley para la categorı́a SRL y teniendo en cuenta
la estrecha relación de las categorı́as Pries y Spec en la presente sección estudiaremos una
dualidad de tipo espectral para la categorı́a SRL.

Comenzaremos por definir la categorı́a que tiene por objetos a los espacios espectrales
pre-ordenados y sus flechas serán funciones espectrales que satisfacen ciertas condiciones
respecto al pre-orden de los espacios.

Definición 5.2.1. Un espacio topológico espectral pre-ordenado, en adelante espacio p-
espectral, es una estructura (X, τ, S) que satisface las siguientes propiedades:

(1) (X, τ) es un espacio topológico espectral.

(2) S es una relación de pre-orden sobre X.

(3) S−1(U \ V )c ∈ KO(X, τ) para cada U, V ∈ KO(X, τ).

(4) S(x) =
⋂
{U ∈ KO(X, τ) : S(x) ⊆ U} para cada x ∈ X.

Diremos que una función f : (X1, τ1, S1) → (X2, τ2, S2) entre espacios p-espectrales es una
función p-espectral si satisface las siguientes condiciones:

(1) f : (X1, τ1)→ (X2, τ2) es una función espectral.

(2) Para cada x, y ∈ X1, si (x, y) ∈ S1 entonces (f(x), f(y)) ∈ S2.

(3) Para cada x ∈ X1 y z ∈ X2, si (f(x), z) ∈ S2 entonces existe y ∈ X1 tal que (x, y) ∈ S1 y
f(y) = z.

Escribiremos pSpec para denotar a la categorı́a cuyos objetos son espacios p-espectrales
y las flechas son las funciones p-espectrales, donde además la composición de flechas es la
composición usual de funciones p-espectrales y la identidad para la composición de flechas
es la función identidad.

Algunos comentarios con respecto a la definición dada anteriormente:
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• En particular si (X, τ, S) es un espacio topológico p-espectral entonces X ∈ KO(X, τ),
por lo tanto X ⇒S U ∈ KO(X, τ) para cada U ∈ KO(X, τ).

• Si f : X → Y es una función y U ⊆ X, definimos

f [U ] = {f(u) : u ∈ U}.

Las condiciones 2) y 3) de la definición de morfismos en pSpec son equivalentes a la
siguiente condición: para cada x ∈ X1, f [S1(x)] = S2(f(x)).

Observación 5.2.2. Sea (X, τ) un espacio topológico T0. Es claro que (X,≤τ ) es un poset.
Ya que cada conjunto abierto es un conjunto creciente entonces KO(X, τ) ⊆ Up(X). Sea S
la relación binaria sobre X tal que (X,≤τ , S) es un WH-marco. También supongamos que
KO(X, τ) es cerrado bajo ∩,∪,⇒S y X. Entonces KO(X, τ) y Up(X) pueden ser vistos como
álgebras en el lenguaje {∩,∪,⇒S, ∅, X}. Más aún, KO(X, τ) es una subálgebra de Up(X) en
este sentido.

Consideremos el funtor D̂ : pSpec→ SRL definido de la siguiente manera:

Objetos Dado (X, τ, S) un espacio topológico p-espectral. Consideremos la estructura

D̂(X) = (KO(X, τ),∩,∪,⇒S, ∅, X) .

Lema 5.2.3. Si (X, τ, S) es un objeto de la categorı́a pSpec entonces D̂(X) es un objeto de la
categorı́a SRL.

Demostración. Sea (X, τ, S) un espacio p-espectral. Teniendo en cuenta la Observación
5.2.2 sólo será necesario probar que (X,≤τ , S) es un WH-marco. Sea (x, y) ∈≤τ ◦S, entonces
existe z ∈ X tal que x ≤τ z y (z, y) ∈ S. Supongamos que (x, y) /∈ S, entonces existe
U ∈ KO(X, τ) tal que y /∈ U y S(x) ⊆ U . Ya que y ∈ S(z) y y /∈ U tenemos que S(z) ⊈ U , i.e.,
z ∈ (X ⇒S U)

c, el cual es un conjunto cerrado. Ya que x ∈ {z} entonces x ∈ (X ⇒S U)
c. Ası́,

S(x) ⊈ U , lo que es una contradicción.

Flechas Sea g : (X1, τ1, S1) → (X2, τ2, S2) una flecha de la categorı́a pSpec. Consideremos
la aplicación D̂(g) : D̂(X2)→ D̂(X1) definida por

D̂(g)(U) = g−1(U).

Lema 5.2.4. Sea g : (X1, τ1, S1)→ (X2, τ2, S2) una flecha en la categorı́a pSpec. Entonces D̂(g)
es una flecha de la categorı́a SRL.

Demostración. Sea g : (X1, τ1, S1) → (X2, τ2, S2) una flecha en la categorı́a pSpec. En par-
ticular, D̂(g) es un morfismo de retı́culos distributivos acotados. Ya que g es una flecha
en pSpec entonces S2(g(x)) = g[S1(x)], ası́, una comprobación simple y directa muestra que
g−1(U ⇒S2 V ) = g−1(U) ⇒S1 g

−1(V ) para cada U, V ∈ KO(X2, τ2). Por lo tanto D̂(g) es una
flecha en SRL.

Teniendo en cuenta la dualidad espectral para la categorı́a BDL se sigue que las aplica-
ciones X 7→ D̂(X) y f 7→ D̂(f) definen un funtor contravariante D̂ : pSpec→ SRL.

A continuación vamos a construir el funtor X̂ : SRL→ pSpec:
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Objetos Sea A ∈ SRL. Dado que el {∧,∨, 0, 1}-reducto de A es un retı́culo distributivo
acotado se sigue que el par (X(A), τ̂A) es un espacio espectral. En particular, consideremos
la estructura

X̂(A) = (X(A), τ̂A, SA),

donde SA es la relación definida en la ecuación 1.4.

Lema 5.2.5. Si A es un objeto de la categorı́a SRL entonces X̂(A) es un objeto de la categorı́a
pSpec.

Demostración. Sea A ∈ SRL. Se sigue de la dualidad espectral para BDL que (X(A), τ̂A)
es un espacio espectral y se sigue del Lema 1.7.13 que SA es un pre-orden. Sean U, V ∈
KO(X(A), τ̂A). Entonces existen a, b ∈ A tales que U = σA(a) y V = σA(b). Se sigue del
Teorema 1.7.12 que U ⇒SA

V = σA(a→ b) ∈ KO(X(A), τ̂A). Por último, veamos que

SA(P ) =
⋂
{σA(a) : SA(P ) ⊆ σA(a)}.

para cada P ∈ X(A). Sean P ∈ X(A) y Q ∈
⋂
{σA(a) : SA(P ) ⊆ σA(a)}. Supongamos que

Q /∈ SA(P ), por lo tanto, existen a, b ∈ A tales que a→ b ∈ P , a ∈ Q and b /∈ Q. Notemos que
1→ (a→ b) = a→ b y a→ b ∈ P entonces SA(P ) ⊆ σA(a→ b). En particular, a→ b ∈ Q. Ya
que Q es un filtro tenemos que a ∧ (a→ b) ∈ Q. Teniendo en cuenta que a ∧ (a→ b) ≤ b y el
hecho de que Q es un conjunto creciente deducimos que b ∈ Q, lo que es una contradicción.
Por lo tanto,

⋂
{σA(a) : SA(P ) ⊆ σA(a)} ⊆ SA(P ). La afirmación recı́proca es inmediata.

Flechas Sea f : A1 → A2 una flecha en la categorı́a SRL. Consideremos la aplicación
X̂(f) : X̂(A2)→ X̂(A1) definida por

X̂(f)(P ) = f−1(P ).

De los resultados propios de la dualidad espectral para BDL se sigue que X̂(f) es una función
espectral. En particular del Teorema [19, Teorema 4.14] se sigue que X(f) es un morfismo
de espacios espectrales pre-ordenados.

Por la dualidad espectral para BDL se sigue que las aplicaciones A 7→ X̂(A) y f 7→ X̂(f)
definen un funtor contravariante X̂ : SRL → pSpec. Asimismo, definimos las transforma-
ciones naturales

σ̂ : ISRL ⇒ D̂ ◦ X̂ y ϵ̂ : IpSpec ⇒ X̂ ◦ D̂,
donde σ̂(A) = σA y ϵ̂(X) = ϵX . Es inmediato notar que la aplicación σA es un isomorfismo
en la categorı́a SRL. El siguiente resultado nos ayudará a comprobar que la aplicación
ϵX : X → X̂(D̂(X)) es un isomorfismo en la categorı́a pSpec.

Lema 5.2.6. Sea (X, τ, S) un objeto de la categorı́a pSpec. Entonces ϵX : X → X̂(D̂(X)) es un
isomorfismo en la categorı́a pSpec.

Demostración. Por la dualidad espectral para BDL sabemos que la aplicación ϵX es un
homeomorfismo de espacios espectrales. Por lo tanto, será suficiente probar que para cada
x, y ∈ X, (x, y) ∈ S si y sólo si (ϵ̂(x), ϵ̂(y)) ∈ SD̂(X). Sean x, y ∈ X. Supongamos que (x, y) ∈ S.
Sean U, V ∈ KO(X, τ) tales que U ⇒S V ∈ ϵ̂(x) y U ∈ ϵ̂(y), i.e., S(x) ∩ U ⊆ V y y ∈ U .
Teniendo en cuenta que y ∈ S(x) ∩ U obtenemos que y ∈ V . Ası́, (ϵX(x), ϵX(y)) ∈ SD̂(X).
Recı́procamente, supongamos que (x, y) /∈ S, entonces existe U ∈ KO(X, τ) tal que y /∈ U
y S(x) ⊆ U . Por lo tanto, X ⇒S U ∈ ϵX(x), X ∈ ϵX(y) y U /∈ ϵX(y). Ası́, (ϵX(x), ϵX(y)) /∈
SD̂(X).



5.3. DUALIDAD BITOPOLÓGICA PARA RETÍCULOS SUBRESIDUADOS 99

Teorema 5.2.7. Los funtores contravariantes X̂ : SRL → pSpec y D̂ : pSpec → SRL, en
conjunto con las transformaciones naturales σ̂ y ϵ̂, establecen una equivalencia dual entre
las categorı́as SRL y pSpec.

5.3 Dualidad bitopológica para retı́culos subresiduados
En esta sección estudiaremos una nueva dualidad de tipo bitopológica para retı́culos sub-
residuados. Además, estudiaremos la manera en la que se relaciona la dualidad bitopológica
con las dualidades tipo Priestley y tipo espectral para los retı́culos subresiduados.

Un espacio bitopológico es una estructura (X, τ, τ ′) donde (X, τ) y (X, τ ′) son espacios
topológicos. Teniendo en cuenta la definición de retı́culos subresiduados y los resultados ex-
hibidos en [6], presentaremos una categorı́a cuyos objetos son ciertos espacios bitopológicos
y probaremos que esta categorı́a es dualmente equivalente a SRL.

Definición 5.3.1. Un espacio bitopológico subresiduado es un espacio bitopológico (X, τ, τ ′)
que satisface las siguientes condiciones:

(1) (X, τ) es un espacio espectral.

(2) (X, τ ′) es coherente.

(3) KO(X, τ ′) ⊆ KO(X, τ).

(4) intτ ′(U c ∪ V ) ∈ KO(X, τ) para cada U, V ∈ KO(X, τ).

Definición 5.3.2. Diremos que una función f : (X1, τ1, τ
′
1) → (X2, τ2, τ

′
2) es un morfismo de

espacios bitopológicos subresiduados si satisface las siguientes condiciones:

(1) f : (X1, τ1)→ (X2, τ2) y f : (X1, τ
′
1)→ (X2, τ

′
2) son funciones espectrales.

(2) intτ ′1(f
−1(U c ∪ V )) ⊆ f−1(intτ ′2(U

c ∪ V )) para cada U, V ∈ KO(X2, τ2).

Escribiremos BS para denotar la categorı́a cuyos objetos son espacios bitopológicos sub-
residuados y cuyas flechas son los morfismos de espacios bitopológicos subresiduados, donde
además la composición de flechas está dada por la composición usual de funciones y la iden-
tidad para la composición está dada por la función identidad.

Algunos comentarios sobre la definición anterior:

• Notemos que si (X, τ, τ ′) es un objeto de la categorı́a BS entonces τ ′ ⊆ τ y además

KO(X, τ ′) = KO(X, τ) ∩ τ ′
= {U ∈ KO(X, τ) : intτ ′(U) = U}.

• Ademas, si f : (X1, τ1, τ
′
1) → (X2, τ2, τ

′
2) es una flecha en la categorı́a BS entonces

f : (X1, τ1)→ (X2, τ2) y f : (X1, τ
′
1)→ (X2, τ

′
2) son funciones continuas.
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Observación 5.3.3. Sea f : (X1, τ1, τ
′
1)→ (X2, τ2, τ

′
2) una flecha en BS. Entonces

intτ ′1(f
−1(U c ∪ V )) = f−1(intτ ′2(U

c ∪ V ))

para cada U, V ∈ KO(X2, τ2). En vista de la definición de morfismo de espacios bitopológicos
subresiduados, solo será necesario probar que f−1(intτ ′2(U

c ∪ V )) ⊆ intτ ′1(f
−1(U c ∪ V )) para

cada U, V ∈ KO(X2, τ2). En efecto, sean U, V ∈ KO(X2, τ2). Ya que intτ ′2(U
c ∪ V ) ⊆ U c ∪ V

entonces f−1(intτ ′2(U
c ∪ V )) ⊆ f−1(U c ∪ V ). Teniendo en cuenta que f : (X1, τ

′
1) → (X2.τ

′
2)

es una función espectral deducimos que f−1(intτ ′2(U
c ∪ V )) ∈ τ ′1, ası́ f−1(intτ ′2(U

c ∪ V )) ⊆
intτ ′1(f

−1(U c ∪ V )).

Consideremos el funtor G: BS→ SRL definido de la siguiente manera:

Objetos Sea (X, τ, τ ′) un espacio bitopológico subresiduado. Para cada U, V ∈ KO(X, τ)
definimos

U →τ ′ V = intτ ′(U
c ∪ V ). (5.2)

Si no hay ambiguedad o confusión, escribiremos U → V en lugar de U →τ ′ V . Sea (X, τ, τ ′)
es un objeto de BS. Entonces, (KO(X, τ),∩,∪, ∅, X) es un retı́culo distributivo acotado. Más
aún, se sigue que KO(X, τ ′) = {U ∈ KO(X, τ) : X → U = U} y (KO(X, τ ′),∩,∪, ∅, X) es
un subretı́culo acotado de (KO(X, τ),∩,∪, ∅, X). Se sigue de la definición de los objetos
de BS que (KO(X, τ),∩,∪,→, ∅, X) es un álgebra ya que U → V ∈ KO(X, τ) para cada
U, V ∈ KO(X, τ). Definimos la siguiente álgebra de tipo (2, 2, 2, 0, 0):

G(X) = (KO(X, τ),∩,∪,→, ∅, X)

Lema 5.3.4. Si (X, τ, τ ′) es un objeto de la categorı́a BS entonces G(X) es un objeto de la
categorı́a SRL.

Demostración. Sea (X, τ, τ ′) ∈ BS. Sean U, V y W elementos de KO(X, τ). Es inmediato que
U → U = X. Además,

U → (V ∩W ) = intτ ′(U
c ∪ (V ∩W ))

= intτ ′(U
c ∪ V ) ∩ intτ ′(U c ∪W )

= (U → V ) ∩ (U → W )

Un argumento similar muestra que las ecuaciones (U ∪ V ) → W = (U → W ) ∩ (V → W )
y (U → V ) ∩ (V → W ) ⊆ U → W son válidas para cada U, V,W ∈ KO(X, τ). Para probar
que U ∩ (U → V ) ⊆ V , sea x ∈ U ∩ (U → V ). Entonces x ∈ U y x ∈ intτ ′(U c ∪ V ) ⊆ U c ∪ V ,
entonces x ∈ V . Ası́, U ∩ (U → V ) ⊆ V . Finalmente, teniendo en cuenta que intτ ′(U c ∪ V ) ⊆
intτ ′(W

c ∪ intτ ′(U c ∪ V )) deducimos que U → V ⊆ W → (U → V ).

Flechas Sea f : (X1, τ1, τ
′
1) → (X2, τ2, τ

′
2) una flecha en la categorı́a BS. Consideremos

la aplicación G(f) : G(X2) → G(X1) definida por por G(f)(U) = f−1(U). Esta función es
un homomorfismo de retı́culos distributivos acotados. Más aún, se sigue de la observación
5.3.3 que

G(f)(U → V ) = G(f)(U)→ G(f)(V )

para cada U, V ∈ KO(X, τ2). Por lo tanto, obtenemos el siguiente Lema.
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Lema 5.3.5. Sea f : (X1, τ1, τ
′
1)→ (X2, τ2, τ

′
2) una flecha en la categorı́a BS. Entonces G(f) es

una flecha en la categorı́a SRL.

Es sencillo verificar que las aplicaciones (X, τ, τ ′) 7→ G(X) y f 7→ G(f) definen un funtor
contravariante G : BS→ SRL.

A continuación definimos el funtor F: SRL→ BS de la siguiente manera:

Objetos Sea A ∈ SRL. Recordemos que τ̂A ha sido definida como la topologı́a sobre X(A)
generada por la base {σA(a) : a ∈ A}. Más aún, ya que D = {a ∈ A : a = 1 → a} es
un subretı́culo acotado de A entonces es inmediato que {σA(a) : a ∈ D} es también una
base para una topologı́a sobre X(A), la cual será denotada por τA. Teniendo en cuenta que
KO(X(A), τ̂A) = {σA(a) : a ∈ A}, en el siguiente lema probaremos que KO(X(A), τA) =
{σA(a) : a ∈ D}.

Lema 5.3.6. Sea A ∈ SRL. Entonces KO(X(A), τA) = {σA(a) : a ∈ D}.

Demostración. Sea A ∈ SRL. Sea U ∈ KO(X(A), τA), entonces existen a1, . . . , an ∈ D tal
que U = σA(a1) ∪ · · · ∪ σA(an). Por lo tanto U = σA(a) con a = a1 ∨ · · · ∨ an. Ya que D
es un subretı́culo acotado de A entonces a ∈ D. Recı́procamente consideremos el conjunto
U = σA(a) para algun a ∈ D. En particular, σA(a) ∈ τA. Teniendo en cuenta que σA(a) ∈
KO(X(A), τ̂A) concluimos que σA(a) ∈ KO(X(A), τA).

Dado (A,∨,∧, 0, 1) un retı́culo distributivo acotado y a, b, c ∈ A. Notemos que a ∧ c ≤ b
si y sólo si σA(c) ⊆ σA(a)

c ∪ σA(b). Esta observación elemental será usada en la prueba del
siguiente Lema.

Lema 5.3.7. Si A es un objeto de la categorı́a SRL, entonces (X(A), τ̂A, τA) es un objeto de la
categorı́a BS.

Demostración. Sea A ∈ SRL. En particular, (X(A), τ̂A) es un espacio espectral. Se sigue
del Lema 5.3.6 que (X(A), τA) es coherente. Es inmediato notar que KO(X(A), τA) ⊆
KO(X(A), τ̂A) ya que {σA(a) : a ∈ D} ⊆ {σA(a) : a ∈ A}. Finalmente veremos que
intτ ′(U

c∪V ) es un elemento de KO(X(A), τ̂A) para cada U, V ∈ KO(X(A), τ̂A), donde τ ′ = τA.
Sean U, V ∈ KO(X(A), τ̂A). Entonces existen a, b ∈ A tales que U = σA(a) y V = σA(b). Más
aún, a→ b ∈ D. Veremos que

intτ ′(σA(a)
c ∪ σA(b)) = σA(a→ b).

Sea P ∈ intτ ′(σA(a)c ∪ σA(b)). Entonces existe c ∈ D tal que c ∈ P y σA(c) ⊆ σA(a)
c ∪ σA(b),

ası́ a ∧ c ≤ b. Ya que a→ (a ∧ c) = a→ c entonces a→ c ≤ a→ b. Ya que c = 1→ c ≤ a→ c,
entonces c ≤ a → b. Ası́, a → b ∈ P pues c ∈ P . Recı́procamente, sea P ∈ σA(a → b),
entonces a→ b ∈ P . Ya que a ∧ (a→ b) ≤ b concluimos que P ∈ σA(a→ b) ⊆ σA(a)

c ∪ σA(b).
Luego P ∈ intτ ′(σA(a)c ∪ σA(b)). Por lo tanto, intτ ′(σA(a)c ∪ σA(b)) = σA(a→ b).

Dado A un objeto en la categorı́a SRL, definimos F(A) = (X(A), τ̂A, τA).
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Flechas Sea f : A1 → A2 una flecha en la categorı́a SRL. Definimos F(f) : F(A2)→ F(A1)
por F(f)(P ) = f−1(P ). En particular,

F(f)−1(σA1(a)) = σA2(f(a))

para cada a ∈ A1. Usaremos este hecho en la demostración del siguiente Lema.

Lema 5.3.8. Si f : A1 → A2 es una flecha en SRL, entonces la aplicación F(f) es una flecha
en BS.

Demostración. Sea f : A1 → A2 una flecha en la categorı́a SRL. En particular, la aplicación
F(f) : (X(A2), τ̂A2) → (X(A1), τ̂A1) es una función espectral. Sea a ∈ A1 tal que 1 → a = a,
ası́ f(a) ∈ A2 y 1 → f(a) = f(a). Además, F(f)−1(σA1(a)) = σA2(f(a)). Se sigue del Lema
5.3.6 que la aplicación F(f) : (X(A2), τA2)→ (X(A1), τA1) es una función espectral también.
Finalmente, sea U, V ∈ KO(X(A1), ˆτA1). Entonces existen a, b ∈ A1 tales que U = σA1(a) y
V = σA1(b). Entonces se sigue de la prueba del Lema 5.3.7 que

intτA2
(F(f)−1(σA1(a)

c ∪ σA1(b))) = σA2(f(a→ b)),

F(f)−1(intτA1
(σA1(a)

c ∪ σA1(b))) = F(f)−1(σA1(a→ b)).

Ası́,
intτA2

(F(f)−1(σA2(a)
c ∪ σA2(b))) = F(f)−1(intτA1

(σA1(a)
c ∪ σA1(b))).

Por lo tanto, F(f) es una flecha en la categorı́a BS.

Ası́, se sigue que las aplicaciones A 7→ F(A) y f 7→ F(f) definen un funtor contravariante
F : SRL→ BS.

Sea (X, τ, τ ′) un objeto de la categorı́a BS. Entonces se sigue de los Lemas 5.3.6, 5.3.7 y
5.3.4 que

KO(X(KO(X, τ)), τKO(X,τ)) = {σKO(X,τ)(U) : U ∈ KO(X, τ) y X → U = U}
= {σKO(X,τ)(U) : U ∈ KO(X, τ) ∩ τ ′}
= {σKO(X,τ)(U) : U ∈ KO(X, τ ′)}.

Por lo tanto,

KO(X(KO(X, τ)), τKO(X,τ)) = {σKO(X,τ)(U) : U ∈ KO(X, τ ′)}. (5.3)

Nuestro próximo objetivo es mostrar que si (X, τ, τ ′) es un objeto de la categorı́a BS
entonces la aplicación

ϵ̃X : (X, τ, τ ′)→ (X(KO(X, τ)), τ̂KO(X,τ), τKO(X,τ))

definida por ϵ̃X(x) = {U ∈ KO(X, τ) : x ∈ U} es un isomorfismo en BS.

Proposición 5.3.9. Sea (X, τ, τ ′) un objeto de la categorı́a BS. Entonces la función

ϵ̃X : (X, τ, τ ′)→ (X(KO(X, τ)), τ̂KO(X,τ), τKO(X,τ))

es un isomorfismo en BS.
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Demostración. Sea (X, τ, τ ′) un objeto de BS. En particular, ϵ̃X : (X, τ)→ (X(KO(X, τ)), τ̂KO(X,τ))
es un isomorfismo de espacios espectrales.

Consideremos ahora

ϵ̃X : (X, τ ′)→ (X(KO(X, τ)), τKO(X,τ)).

Consideremos un elemento de KO(X(KO(X, τ)), τKO(X,τ)). Se sigue de (5.3) que este ele-
mento es de la forma σKO(X,τ)(U) para algún U ∈ KO(X, τ ′). Ya que ϵ̃−1

X (σKO(X,τ)(U)) = U
deducimos que ϵ̃X es una función espectral. Por otro lado, consideremos la aplicación

ϵ̃−1
X : (X(KO(X, τ)), τKO(X,τ))→ (X, τ ′).

Sea U ∈ KO(X, τ ′). En particular, (ϵ̃−1
X )−1(U) = σKO(X,τ)(U). Se sigue de (5.3) que σKO(X,τ)(U) ∈

KO(X(KO(X, τ)), τKO(X,τ)). Ası́, ϵ̃−1
X es también una función espectral. Ası́, ϵ̃X y ϵ̃−1

X son fun-
ciones espectrales.

Ahora consideremos la aplicación

ϵ̃X : (X, τ, τ ′)→ (X(KO(X, τ)), τ̂KO(X,τ), τKO(X,τ))

y dos elementos arbitrarios de KO(X(KO(X, τ)), τ̂KO(X,τ)). Esos dos elementos tienen la
forma σKO(X,τ)(U) y σKO(X,τ)(V ) par algún U, V ∈ KO(X, τ). Probaremos que

ϵ̃−1
X (σKO(X,τ)(U)→ σKO(X,τ)(V )) = ϵ̃−1

X (σKO(X,τ)(U))→ ϵ̃−1
X (σKO(X,τ)(V )).

Ya que σKO(X,τ) es un isomorfismo de retı́culos subresiduados tenemos que σKO(X,τ)(U) →
σKO(X,τ)(V ) = σKO(X,τ)(U → V ), entonces

ϵ̃−1
X (σKO(X,τ)(U)→ σKO(X,τ)(V )) = ϵ̃−1

X (σKO(X,τ)(U → V ))
= U → V
= ϵ̃−1

X (σKO(X,τ)(U))→ ϵ̃−1
X (σKO(X,τ)(V )).

Luego ϵ̃X es una flecha en la categorı́a BS. Un argumento similar muestra que ϵ̃−1
X es una

flecha en la categorı́a BS. Por lo tanto, ϵ̃X es un isomorfismo en BS.

Si A ∈ SRL escribiremos σ̃A para la función σ̃A : A→ G(F(A)) definida por σ̃A(a) = σA(a)
para cada a ∈ A.

Proposición 5.3.10. Sea A ∈ SRL. Entonces la función σ̃A : A → G(F(A)) es un isomor-
fismo en la categorı́a SRL.

Demostración. Sea A ∈ SRL. Claramente, σ̃A es un homomorfismo de retı́culos distribu-
tivos acotados. Sea τ ′ = τA. Se sigue de la prueba del Lema 5.3.7 que para cada a, b ∈ A,
σ̃A(a → b) = intτ ′(σA(a)

c ∪ σA(b)), i.e., σ̃A(a → b) = σ̃A(a) →τ ′ σ̃A(b) . Por lo tanto, σ̃A es un
isomorfismo en SRL.

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.11. Los funtores contravariantes F : SRL → BS y G : BS → SRL definen un
equivalencia dual, cuyos isomorfismos naturales son σ̃ y ϵ̃.
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Las dualidades para la categorı́a SRL presentadas en este capı́tulo pueden ser resumidas
en el siguiente diagrama

SRLS
D //

SRL
X

oo

X̂ //

F

��

pSpec
D̂

oo

BS

G

OO

Teniendo en cuenta las dualidades presentadas resulta evidente que existe una fuerte
conexión entre las categorı́as SRLS, pSpec y BS. En efecto, en la siguiente sección probare-
mos que las categorı́as mencionadas son isomorfas.

5.4 Isomorfismos de categorı́as
En el desarrollo de este capı́tulo hemos presentado diferentes categorı́as que son dualmente
equivalentes a la categorı́a SRL, a saber: la categorı́a SRLS, la categorı́a pSpec y la categorı́a
BS. El propósito de esta sección es mostrar que, en efecto, las categorı́as SRLS, pSpec y BS
son isomorfas.

5.4.1 Isomorfismo de categorı́as SRLS y pSpec

En la presente subsección presentaremos un par de funtores que establezcan un isomor-
fismo entre las categorı́as SRLS y pSpec.

Observación 5.4.1. Recordemos que si (X, τ) es un espacio topológico T0 entonces es posi-
ble definir el orden de especialización de (X, τ) de la siguiente manera:

x ≤τ y si y sólo si x ∈ Clτ ({y}).

Si (X, τ) es un espacio topológico coherente y x, y ∈ X. Es claro que x ≤τ y si y sólo si
para cada U ∈ KO(X, τ), si x ∈ U entonces y ∈ U . Esta observación elemental será de gran
utilidad a lo largo de esta sección.

Lema 5.4.2. Si (X, τ, S) es un objeto en la categorı́a pSpec entonces (X,≤τ , τ
∗, S) es un objeto

de SRLS.

Demostración. Sea (X, τ, S) objeto de pSpec. En particular, (X,≤τ , τ
∗) es un espacio de

Priestley y S es un pre-orden. Ahora probaremos que (X,≤τ , S) es un WH-marco. Sea
x ≤τ y y (y, z) ∈ S. Necesitamos probar que z ∈ S(x). Notemos que por la reflexividad de
S y x ≤τ y entonces y ∈

⋂
{V ∈ KO(X, τ) : S(x) ⊆ V }. En efecto, sea V ∈ KO(X, τ) tal que

S(x) ⊆ V . Entonces x ∈ S(x) ⊆ V , es decir x ∈ V . Teniendo en cuenta que x ≤τ y tenemos
que y ∈ V . Ası́,

y ∈
⋂
{V ∈ KO(X, τ) : S(x) ⊆ V } = S(x).
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Entonces (x, y) ∈ S y (y, z) ∈ S, teniendo en cuenta la transitividad de S se sigue que
z ∈ S(x). Veamos ahora que S(x) es cerrado para (X, τ ∗). Dado x ∈ X consideremos
y /∈ S(x). Entonces existe U ∈ KO(X, τ) = D(X, τ ∗) tal que y /∈ U y S(x) ⊆ U , es decir
y ∈ U c ⊆ S(x)c y U c es un abierto (X, τ ∗). Ası́, S(x) es cerrado en (X, τ ∗) para cada x ∈ X.
Finalmente, sea W un clopen en (X, τ ∗), Entonces existen U, V ∈ D(X, τ ∗) = KO(X, τ) tal
que W = U \ V . Luego S−1(W )c = S−1(U \ V )c ∈ KO(X, τ) = D(X, τ ∗). Por lo tanto S−1(W )
es un clopen en (X, τ ∗).

Recordemos que dado (X, τ,≤) un espacio de Priestley entonces la estructura (X, τs) es
un espacio topológico espectral, donde τs = OpUp(X). Teniendo en cuenta esta observación
se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.4.3. Sea (X,≤, τ, S) un objeto de la categorı́a SRLS. Entonces (X, τs, S) es un objeto
de pSpec.

Demostración. Es claro, por la relación en las dualidades de retı́culos distributivos, que
(X, τs) es un espacio espectral y S es un pre-orden. Sea U, V ∈ KO(X, τs) = D(X). Luego
S−1(U \V )c es un clopen en (X, τ). Ya que (X,≤, S) es un WH-marco se sigue que S(y) ⊆ S(x)
cuando x ≤ y, lo cual implica que S−1(U \ V )c = {x ∈ X : S(x) ∩ U ⊆ V } es un conjunto
creciente en (X,≤). Ası́, S−1(U \ V )c ∈ D(X) = KO(X, τs). Finalmente mostraremos que
para cada x ∈ X tenemos que

S(x) =
⋂
{U ∈ KO(X, τs) : S(x) ⊆ U}.

Sea x ∈ X. La inclusión S(x) ⊆
⋂
{U ∈ KO(X, τs) : S(x) ⊆ U} es inmediata. Recı́procamente,

sea y /∈ S(x). Sabemos que S(x) es cerrado en (X, τ). Además S(x) es un subconjunto
creciente para (X,≤). En efecto, sea y, z ∈ X tal que y ∈ S(x) y y ≤ z. Teniendo en cuenta
que (X,≤, S) es un WH-marco tenemos que S(z) ⊆ S(y). Ya que S es reflexiva se sigue que
z ∈ S(z), por lo que z ∈ S(y). Ası́, (x, y) ∈ S y (y, z) ∈ S, luego la transitividad de S implica
que z ∈ S(x). Por lo tanto, S(x) es un conjunto creciente. Ya que y /∈ S(x) entonces se
sigue del Lema 1.6.2 que existe U ∈ D(X) tal que S(x) ⊆ U y y /∈ U . Ya que U ∈ KO(X, τs)
tenemos que y /∈

⋂
{U ∈ KO(X, τs) : S(x) ⊆ U}, que era nuestro objetivo.

Especializando los funtores (−)∗ : Pries → Spec y (−)∗ : Spec → Pries en las categorı́as
SRLS y pSpec respectivamente, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4.4. Las categorı́as SRLS y pSpec son isomorfas.

5.4.2 Isomorfismo de categorı́as SRLS y BS

Teniendo en cuenta los resultados de la subsección previa, para mostrar que las categorı́as
SRLS, BS y pSpec son isomorfas, será suficiente mostrar que las categorı́as BS y SRLS son
isomorfas.

Dado X un conjunto, U ∈ P(X) y S una relación binaria definida sobre X. Recordemos
que un subconjunto U se dirá S-cerrado si S(x) ⊆ U para cada x ∈ U . Sea (X,≤, τ, S) un
objeto de SRLS. Escribimos DS(X) para indicar el subconjunto de D(X) que además son
S-cerrados. Además definimos τS = {U ∈ τs : X ⇒S U = U}. Se sigue de la reflexividad de
S que τS = {U ∈ τs : U es S-cerrado}. Notemos que (X, τS) es un espacio topológico.
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Lema 5.4.5. Sea (X,≤, τ, S) es un objeto de SRLS. Entonces las siguientes condiciones se
satisfacen:

(1) U ⇒S V ∈ DS(X) para cada U, V ∈ DS(X).

(2) Si (x, y) /∈ S entonces existe U ∈ DS(X) tal que x ∈ U y y /∈ U .

(3) DS(X) es una base para una topologı́a sobre X. Más aún, la topologı́a generada por
DS(X) es igual a τS y DS(X) = KO(X, τS).

Demostración. Comencemos con la prueba de 1). Sea U, V ∈ D(X). Se sigue del Teorema
1.7.12 que U ⇒S V ∈ D(X). El hecho de que U ⇒S V es S-cerrado se sigue de la reflexividad
y transitividad de S.

Ahora probaremos 2). Sea x, y ∈ X tal que (x, y) /∈ S. Ya que S(x) es un subconjunto
cerrado es un espacio de Priestley entonces existen U, V ∈ D(X) tal que S(x) ∩ (U \ V ) = ∅
y y ∈ U \ V . Entonces x ∈ U ⇒S V y y /∈ U ⇒S V . En efecto, supongamos que y ∈ U ⇒S V ,
i.e., S(y)∩U ⊆ V . Ya que y ∈ S(y)∩U entonces y ∈ V , lo que es una contradicción. El hecho
de que U ⇒S V ∈ DS(X) se sigue de la condición 1).

3) Se sigue de una comprobación directa queDS(X) es una base para una topologı́a sobre
X. En lo que sigue probaremos que la topologia generada por la base DS(X) es igual a τS.
Es inmediato que todo elemento de la topologı́a generada por DS(X) es un elemento de τS.
Recı́procamente, consideremos U ∈ τS y x ∈ U . En particular, S(x) ⊆ U . Sea y /∈ U , entonces
(x, y) /∈ S. Ası́, por la condición 2) existe Wy ∈ DS(X) tal que x ∈ Wy y además y /∈ Wy. Por lo
tanto, U c ⊆

⋃
y/∈S(x)W

c
y . Ya que U c es cerrado en (X, τ) y (X,≤, τ) es un espacio de Priestley

se sigue que U c es compacto en (X, τ). Entonces existe una cantidad finita Wy1 , . . . ,Wyn tal
que U c ⊆ W c

y1
∪ · · · ∪W c

yn. Por lo tanto, x ∈ Wy1 ∩ · · · ∩Wyn ⊆ U . Teniendo en cuenta que
Wy1 ∩ · · · ∩Wyn ∈ DS(X), tenemos que la topologı́a generada por la base DS(X) es τS.

Por último mostraremos que DS(X) = KO(X, τS). Sea U ∈ DS(X), entonces U ∈ D(X)
y U es S-cerrado. En particular, U ∈ τS. Además, notemos que U es cerrado en (X, τ),
por lo tanto es compacto en (X, τ). Sea {Ui}i∈I ⊆ DS(X) tal que U ⊆

⋃
i∈I Ui. Ya que

{U}i∈I ⊆ τ entonces existen finitos Ui1 , . . . , Uin tal que U ⊆ Ui1 ∪· · ·∪Uin. Ası́, U ∈ KO(X, τS).
Recı́procamente, sea U ∈ KO(X, τS). Entonces existen V1, . . . , Vk ∈ DS(X) tal que V =
V1 ∪ · · · ∪ Vk, por lo tanto U ∈ D(X). Más aún, U es S-cerrado, ya que V1, . . . , Vk son S-
cerrados. Luego, U ∈ DS(X). Por lo tanto, DS(X) = KO(X, τS).

Lema 5.4.6. Sea (X,≤, τ, S) un objeto de SRLS. Entonces (X, τs, τS) es un objeto de BS.

Demostración. Sea (X,≤, τ, S) un objeto de SRLS. En particular, (X, τs) es un espacio es-
pectral. Se sigue del Lema 5.4.5 que (X, τS) es coherente. Sea U, V ∈ KO(X, τs) = D(X).
Veamos que U ⇒S V = U → V , donde → fue definida en (5.2) de la Sección 5.3. En
efecto, sea x ∈ U ⇒S V . La reflexividad de S muestra que U ⇒S V ⊆ U c ∪ V . Por
lo tanto, x ∈ U → V . Recı́procamente, sea x ∈ U → V . Luego existe W ∈ DS(X) tal
que x ∈ W ⊆ U c ∪ V . Por el Lema 5.4.5 tenemos que U ⇒S V ∈ DS(X), por lo que
S(x) ⊆ W ⊆ U c ∪ V , es decir S(x) ∩ U ⊆ V . Ası́, x ∈ U ⇒S V . Hemos probado que
U ⇒S V = U → V . Se sigue del Teorema 5.1.4 que U ⇒S V ∈ KO(X, τs), por lo tanto
U → V ∈ KO(X, τs). Ası́, (X, τs, τS) ∈ BS.

Sea (X,≤i, τi) espacios de Priestley para i = 1, 2. Escribiremos como (X, (τi)s) en lugar
de (X, τis) para i = 1, 2.
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Lema 5.4.7. Sea f : (X1,≤1, τ1, S1) → (X2,≤2, τ2, S2) una flecha en la categorı́a SRLS. En-
tonces f : (X1, (τ1)s, τS1)→ (X2, (τ2)s, τS2) es una flecha en la categorı́a BS.

Demostración. Sea f : (X1,≤1, τ1, S1) → (X2,≤2, τ2, S2) una flecha en la categorı́a SRLS. Es
sabido que f : (X1, (τ1)s)→ (X2, (τ2)s) es una función espectral. Consideremos f : (X1, τS1)→
(X2, τS2). Sea U ∈ KO(X, τS2) = DS(X2). Ya que U ∈ D(X2) y f es un morfismo de espacio
de Priestley entonces f−1(U) ∈ D(X1). Una comprobación directa basada en el hecho de
que U es S2-cerrado y (f(x), f(y)) ∈ S2 cuando (x, y) ∈ S1 muestra que f−1(U) es S-cerrado.
Entonces f−1(U) ∈ DS(X1) = KO(X1, τS1). Ası́, f es también una función espectral. Por
último, sean U, V ∈ KO(X2, (τ2)s) = D(X2). Se sigue de la prueba del Lema 5.4.6 que U →
V = U ⇒S V . Además, se sigue del Teorema 5.1.4 que f−1(U ⇒S V ) = f−1(U) ⇒S f

−1(V ),
por lo que f−1(U → V ) = f−1(U) → f−1(V ). Por lo tanto, f : (X1, (τ1)s, τS1) → (X2, (τ2)s, τS2)
es una flecha en la categorı́a BS.

Una prueba simple muestra que las aplicaciones (X, τ,≤, S) 7→ (X, τs, τS) y f 7→ f definen
un funtor covariante de la categorı́a SRLS hacia la categorı́a BS.

Lema 5.4.8. Sea (X, τ, τ ′) un objeto de BS. Entonces (X,≤τ , τ
∗,≤τ ′) es un objeto de SRLS.

Demostración. Sea (X, τ, τ ′) un objeto de BS. Entonces (X,≤τ , τ
∗) es un espacio de Priestley

y ≤τ ′ es un preorden. Se sigue entonces que KO(X, τ ′) ⊆ KO(X, τ) y (X, τ ′) es coherente y
que (X,≤τ ,≤τ ′) es un WH-marco. El hecho de que (X, τ ′) es coherente también muestra
que ≤τ ′ (x) es cerrado en (X, τ ∗) para cada x ∈ X. Ahora probaremos que para cada U, V ∈
KO(X, τ), U ⇒ V = U → V , donde U ⇒ V = U ⇒≤τ ′

V . Sea U, V ∈ KO(X, τ). Sea x ∈ U ⇒ V .
Entonces ≤τ ′ (x)∩U ⊆ V , por lo que ≤τ ′ (x) ⊆ U c∪V . Sea y ∈ U \V , se sigue que (x, y) /∈≤τ ′.
Ya que KO(X, τ ′) es coherente entonces existen Wy ∈ KO(X, τ ′) tal que x ∈ Wy y y /∈ Wy.
Hemos probado que U \ V ⊆

⋃
(x,y)/∈≤τ ′

W c
y . Ya que cada Wy ∈ KO(X, τ ′) ⊆ KO(X, τ) = D(X)

y U \ V es cerrado en el espacio de Priestley (X, τ ∗) entonces existen Wy1 , . . . ,Wyn tal que
U \ V ⊆ W c

y1
∪ · · · ∪ W c

yn. Ası́, W c
y1
∩ · · · ∩ W c

yn ∈ τ ′ y x ∈ W c
y1
∩ · · · ∩ W c

yn ⊆ U c ∪ V , por
lo que x ∈ U → V . Recı́procamente, sea x ∈ U → V . Ya que (X, τ ′) es coherente existen
W ∈ KO(X, τ ′) tal que x ∈ W ⊆ U c ∪ V . Sea y ∈≤τ ′ (x) ∩ U , i.e., x ≤τ ′ y y y ∈ U . Ya que
x ∈ W entonces y ∈ W , por lo que y ∈ V . Ası́, x ∈ U ⇒ V . Hemos probado que para cada
U, V ∈ KO(X, τ) tenemos que

U ⇒ V = U → V. (5.4)

Sea Z un clopen en (X, τ), entonces existen U, V ∈ D(X) tal que Z = U \ V . Más
aún, una comprobación directa basada en que ≤τ ′ es un preorden muestra la igualdad
(≤−1

τ ′ (Z))c = U ⇒ V . Pero por (5.4) tenemos que U ⇒ V = U → V , por lo que (≤−1
τ ′ (Z))c =

U → V ∈ KO(X, τ). Por lo tanto, ≤−1
τ ′ (Z) es un clopen en (X, τ ∗).

Sea (X, τ, τ ′) ∈ BS. Por el Lema 5.4.8 se sigue que (X,≤τ , τ
∗,≤τ ′) ∈ SRLS. Es interesante

notar que la relación ≤τ es un orden y que la relación ≤τ ′ es un pre-orden el cual no es
necesariamente un orden.

Observación 5.4.9. Sea (X, τ, τ ′) un objeto de BS. Por el Lema 5.4.8 tenemos que la estruc-
tura (X,≤τ , τ

∗,≤τ ′) es un objeto de SRLS. Más aún, teniendo en cuenta la prueba del Lema
5.4.8 se sigue que X ⇒ U = X → U para cada U ∈ KO(X, τ). Entonces

D≤τ ′
(X) = {U ∈ KO(X, τ) : X ⇒ U = U}

= {U ∈ KO(X, τ) : X → U = U}
= KO(X, τ ′).
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Por lo tanto,
D≤τ ′

(X) = KO(X, τ ′).

Lema 5.4.10. Sea f : (X1, τ1, τ
′
1) → (X2, τ2, τ

′
2) una flecha en la categorı́a BS. Entonces

f : (X1,≤τ1 , τ
∗
1 ,≤τ ′1

)→ (X2,≤τ2 , τ
∗
2 ,≤τ ′2

) es una flecha en la categorı́a SRLS.

Demostración. Sea f : (X1, τ1, τ
′
1) → (X2, τ2, τ

′
2) una flecha en la categorı́a BS. Teniendo en

cuenta el isomorfismo de las categorı́as Pries y Spec se sigue que f : (X1,≤τ1 , τ
∗
1 ) → (X2,≤τ2

, τ ∗2 ) es un morfismo de espacios de Priestley. El hecho de que para cada x, y ∈ X1 es válido
que (f(x), f(y)) ∈≤τ ′2

cuando (x, y) ∈≤τ ′1
se sigue de que f : (X1,≤τ ′1

) → (X2,≤τ ′2
) es una

función espectral.
Sea Si =≤τ ′i

para i = 1, 2. Consideremos x ∈ X1 y z ∈ X2 tal que (f(x), z) ∈ S2. Necesi-
tamos probar que existe y ∈ S1(x) tal que f(y) = z. Supongamos que para cada y ∈ S1(x)
se tiene que f(y) ̸= z. Entonces existen Uy, Vy ∈ D(X1) = KO(X, τ1) tal que f(y) ∈ Uy \ Vy y
z /∈ Uy \ Vy. Ası́,

S1(x) ⊆
⋃

y∈S1(x)

f−1(Uy \ Vy).

Ya que S1(x) es cerrado en (X1, τ
∗
1 ) entonces existe Uy1 , . . . , Uyn , Vy1 , . . . , Vyn tal que S1(x) ⊆⋃n

i=1 f
−1(Uyi \ Vyi), i.e.,

n⋂
i=1

f−1(U c
yi
∪ Vyi) ⊆ S1(x)

c.

Una comprobación directa muestra que S1(x)
c es abierto en (X1, τ

′
1). Entonces usando que

f es una flecha en la categorı́a BS obtenemos que
n⋂

i=1

f−1(intτ ′2(U
c
yi
∪ Vyi)) ⊆ S1(x)

c,

lo que es equivalente a

S1(x) ⊆
n⋃

i=1

[f−1(intτ ′2(U
c
yi
∪ Vyi)]c.

Ya que x ∈ S1(x) entonces existe j = 1, . . . , n tal que f(x) /∈ intτ ′2(U
c
yj
∪ Vyj). Más aún, ya que

z /∈ Uyj ∩V c
yj

entonces z /∈ intτ ′2(Uyj ∩V c
yj
). Se sigue de (f(x), z) ∈ S2 que f(x) /∈ intτ ′2(Uyj ∩V c

yj
).

Ası́, f(x) ∈ ∅, lo que es una contradicción.

Una comprobación directa muestra que las aplicaciones (X, τ, τ ′) 7→ (X, τ ∗,≤τ ,≤τ ′) y
f 7→ f establecen un funtor covariante desde la categorı́a BS hacia la categorı́a SRLS.

Teorema 5.4.11. Las categorı́as SRLS y BS son isomorfas.

Demostración. Sea (X,≤, τ, S) un objeto de la categorı́a SRLS, entonces (X, τs, τS) ∈ BS.
Luego la estructura (X,≤τs , τ

∗
s ,≤τS) ∈ SRLS. Sabemos que ≤=≤τs. Además, para x, y ∈ X

se sigue del Lema 5.4.5 que x ≤τS y si y sólo si para cada U ∈ DS(X), si x ∈ U entonces
y ∈ U . De nuevo, por el Lema 5.4.5 la última condición es equivalente a decir que (x, y) ∈ S.
Ası́, S =≤τS .

Recı́procamente, sea (X, τ, τ ′) ∈ BS entonces (X,≤τ , τ
∗,≤τ ′) ∈ SRLS. Luego, la estructura

(X, τ ∗s , τ
∗
≤τ ′

) ∈ BS. Sabemos que τ = τ ∗s . Definimos S =≤τ ′. Mostraremos que τ ′ = τ ∗S. El
hecho de que τ ′ ⊆ τ ∗S es inmediato. Recı́procamente, sea U ∈ τ ∗S. Sea x ∈ U . Entonces
se sigue del Lema 5.4.5 que existe V ∈ DS(X) tal que x ∈ V ⊆ U , por lo tanto, por la
Observación 5.4.9 se sigue que V ∈ KO(X, τ ′). Luego, τ ∗S ⊆ τ ′. Por lo tanto, τ ′ = τ ∗S.
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5.5 Dualidades topológicas para KSRL

En la presente sección utilizaremos como base las dualidades para retı́culos subresiduados
desarrolladas a lo largo de este capı́tulo para obtener una dualidad para retı́culos subresid-
uados dotados de un operador modal de necesidad. En particular, buscaremos determinar
dualidades para retı́culos subresiduados modales en términos los espacios de Priestley, es-
pectrales y bitopológicos subresiduados, respectivamente. Comenzaremos nuestro estudio
estableciendo la dualidad de tipo bitopológica para retı́culos subresiduados modales y luego,
utilizaremos los isomorfismos establecidos en las secciones 5.4.1 y 5.4.2 para determinar
la dualidad de tipo Priestley y la dualidad de tipo espectral para retı́culos subresiduados
modales.

Recordemos que un retı́culo subresiduado modal es un álgebra A = (A,∧,∨,→,□, 0, 1)
tal que A = (A,∧,∨,→, 0, 1) es un retı́culo subresiduado y □ : A→ A es un operador unario
tal que para cada a, b ∈ A se satisfacen las siguientes condiciones:

1) □1 = 1

2) □(a ∧ b) = □a ∧□b

3) □(a→ b) ≤ □a→ □b

Escribiremos KSRL para denotar la categorı́a cuyos objetos son retı́culos subresiduados
modales y sus flechas son homomorfismos entre estas estructuras. Además, la composición
de flechas y la flecha identidad están determinados por la composición usual de funciones
y el homomorfismo identidad, respectivamente.

Observación 5.5.1. Sea A ∈ KSRL y a ∈ D entonces a = 1 → a. En particular notemos
que

□a = □(1→ a) ≤ □1→ □a = 1→ □a.

Además, para cada a ∈ A la condición 1 → □a ≤ □a es válida sobre cada retı́culo subresid-
uado modal, de donde se sigue que

□a = 1→ □a.

Este hecho será utilizado a lo largo de esta sección.

5.5.1 Dualidad bitopológica para KSRL

En esta sección utilizaremos los resultados propios de la Sección 4.3 para establecer una
dualidad de tipo bitopológica para la categorı́a KSRL. Comenzaremos esta sección intro-
duciendo los objetos y las flechas de la categorı́a que resultará dualmente equivalente a la
categorı́a a KSRL.

Definición 5.5.2. Una estructura (X, τ, τ ′, R) se dirá espacio bitopológico subresiduado
modal si satisface las siguientes condiciones:

(1) (X, τ, τ ′) es un espacio bitopológico subresiduado,

(2) R(x) =
⋂
{U ∈ KO(X, τ) : R(x) ⊆ U} para cada x ∈ X,
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(3) Para cada U ∈ KO(X, τ) el conjunto □R(U) ∈ KO(X, τ) y

(4) Para cada U ∈ KO(X, τ ′) el conjunto □R(U) ∈ KO(X, τ ′)

Definición 5.5.3. Diremos que una función f : (X1, τ1, τ
′
1, R1) → (X2, τ2, τ

′
2, R2) es un mor-

fismo de espacios bitopológicos subresiduados modales si:

(1) f : (X1, τ1, τ
′
1)→ (X2, τ2, τ

′
2) es un morfismo de espacios bitopológicos subresiduados,

(2) Si (x, y) ∈ R1 entonces (f(x), f(y)) ∈ R2

(3) Si (f(x), z) ∈ R2 entonces existe y ∈ R1(x) tal que f(y) ∈ Clτ2(z).

Escribiremos KBS para denotar la categorı́a cuyos objetos son los espacios bitopológicos
subresiduados modales y las flechas son los morfismos de espacios bitopológicos subresid-
uados modales. Además, la composición de flechas está determinada por la composición
usual de funciones y la identidad para dicha composición será la función identidad.

Definimos el funtor G : KBS→ KSRL de la siguiente manera:

Objetos Sea (X, τ, τ ′, R) un objeto de la categorı́a KBS. Consideremos la estructura

G(X) = (KO(X, τ),∩,∪,→τ ′ ,□R, ∅, X)

Teorema 5.5.4. Si (X, τ, τ ′, R) es un objeto de la categorı́a KBS entonces G(X) es un objeto
de la categorı́a KSRL.

Demostración. Teniendo en cuenta el Lema 5.3.4 y la Definición del operador □R sólo será
necesario comprobar que se verifica la condición □R(U → V ) ⊆ □R(U) → □R(V ) para cada
U, V ∈ KO(X, τ). En efecto, consideremos x ∈ □R(U → V ). Ya que U, V ∈ KO(X, τ) se sigue
que U → V ∈ KO(X, τ). En particular, notemos que U → V ∈ KO(X, τ) ∩ τ ′ = KO(X, τ ′)
por lo tanto resultará abierto en τ ′, de donde se sigue que □R(U → V ) ∈ KO(X, τ ′). Más
aún, notemos que □R(U → V ) ∩ □R(U) ⊆ □R(V ). En efecto, sea x ∈ □R(U → V ) ∩ □R(U) y
consideremos y ∈ R(x) entonces y ∈ (U → V ) ∩ U ⊆ V de donde se sigue que R(x) ⊆ V , es
decir, x ∈ □R(V ). Ası́, se sigue que □R(U → V ) ⊆ □R(U)→ □R(V ) y por lo tanto G(X) es un
retı́culo subresiduado modal.

Flechas Sea f : (X1, τ1, τ
′
1, R1) → (X2, τ2, τ

′
2, R2) una flecha en la categorı́a KBS. Consider-

emos la aplicación G(f) : G(X2)→ G(X1) definida por

G(f)(U) = f−1(U).

Teorema 5.5.5. Sea f : (X1, τ1, τ
′
1, R1) → (X2, τ2, τ

′
2, R2) una flecha en la categorı́a KBS en-

tonces G(f) es una flecha en la categorı́a KSRL.

Demostración. Teniendo en cuenta el Lema 5.3.5 sólo será necesario probar

f−1(□R2(U)) = □R1(f
−1(U))
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Para simplificar la notación escribiremos

□1(U) = □R1(U) y □2(U) = □R2(U).

Consideremos x ∈ f−1(□2(U)), es decir f(x) ∈ □2(U), probaremos que x ∈ □1(f
−1(U)). En

efecto, si y ∈ R1(x) entonces (x, y) ∈ R1. Ya que f es una flecha en la categorı́a KBS se sigue
que (f(x), f(y)) ∈ R2. Ya que f(x) ∈ □2(U) se sigue que f(y) ∈ U , es decir y ∈ f−1(U), de
donde se sigue que x ∈ □1(f

−1(U)). Recı́procamente consideremos x ∈ □1(f
−1(U)) veamos

que x ∈ f−1(□2(U)) i.e, f(x) ∈ □2(U). En efecto, sea z ∈ R2(f(x)) entonces (f(x), z) ∈ R2.
Ya que f es una flecha en la categorı́a KBS se sigue que existe y ∈ X1 tal que (x, y) ∈ R1 y
además f(y) ∈ Clτ2(z). Teniendo en cuenta que x ∈ □1(f

−1(U)) se sigue que y ∈ f−1(U), es
decir f(y) ∈ U . Teniendo en cuenta que U ∈ KO(X, τ2) y f(y) ∈ U se sigue que z ∈ U . Ası́,
x ∈ f−1(□2(U)) y por lo tanto se sigue que

□1(f
−1(U)) = f−1(□2(U))

como querı́amos mostrar.

Una comprobación directa muestra que las aplicaciones X 7→ G(X) y f 7→ G(f) definen
el funtor contravariante G : KBS→ KSRL.

A continuación vamos a construir el funtor F : KSRL→ KBS de la siguiente manera:

Objetos Sea A un objeto de la categorı́a KSRL. Consideremos la estructura

F(A) = (X(A), τ̂A, τA, R□) ,

donde

1) (X(A), τ̂A, τA) es el espacio bitopológico subresiduado asociado al reducto de retı́culo
subresiduado

2) la relación R□ es la definida en la ecuación 2.2 de la Sección 2.2.

Teorema 5.5.6. Si A es un objeto de la categorı́a KSRL entonces F(A) es un objeto de la
categorı́a KBS

Demostración. Teniendo en cuenta el Lema 5.3.7 será necesario comprobar las siguientes
condiciones:

1) Para cada P ∈ X(A) el conjunto R□(P ) =
⋂
{U ∈ KO(X(A), τ̂A) : R□(P ) ⊆ U}.

2) Para cada U ∈ KO(X(A), τ̂A) el conjunto □R(U) ∈ KO(X(A), τ̂A) y

3) Para cada U ∈ KO(X(A), τA) el conjunto □R(U) ∈ KO(X(A), τA).

Comenzamos mostrando 1). Consideremos P ∈ X(A). Notemos que

(P,Q) ∈ R□ si y sólo si □−1(P ) ⊆ Q

si y sólo si Q ∈ σA(a) para cada a ∈ □−1(P )

si y sólo si Q ∈
⋂
{σA(a) : a ∈ □−1(P )}
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Por la Proposición 2.1.11 se sigue que

R□(P ) =
⋂
{σA(a) : R□(P ) ⊆ σA(a)}.

Dado que U ∈ KO(X(A), τ̂A) si y sólo si U = σA(a) para algún a ∈ A se sigue la afirmación.

Mostraremos ahora 2). Consideremos U ∈ KO(X(A), τ̂A). Se sigue que U = σA(a) para
algún elemento a ∈ A. Teniendo en cuenta el Teorema de representación para retı́culos
modales se sigue que

σA(□a) = □R□
(σA(a)).

Por último, haremos la prueba de 3). Dado U ∈ KO(X(A), τA). Se sigue que U = σA(a)
para algún a ∈ D. Teniendo en cuenta la Observación 5.5.1 se sigue que □a ∈ D. Luego,
teniendo en cuenta el Teorema de representación para retı́culos modales se sigue que

□R□
(σA(a)) = σA(□a).

Dado que □a ∈ D se sigue la afirmación.

Flechas Sea f : A1 → A2 una flecha en KSRL. Consideremos la aplicación F(f) : F(A2)→
F(A1) definida por

F(f)(P ) = f−1(P ).

Lema 5.5.7. Si f : A1 → A2 es una flecha en KSRL entonces F(f) es una flecha en KBS.

Demostración. Sea f : A1 → A2 una flecha en SRL. Por el Lema 5.3.8 será necesario com-
probar que:

1) Si (P,Q) ∈ R□2 entonces (f−1(P ), f−1(Q)) ∈ R□1 y

2) Si P ∈ X(A2) y Z ∈ X(A1) son tales que (f−1(P ), Z) ∈ R□1 entonces existe Q ∈ X(A2)
tal que f−1(Q) ∈ Clτ̂A1

(Z).

Comenzamos comprobando 1). Sea a ∈ □−1 (f−1(P )) se sigue entonces que f (□a) ∈ P . Dado
que f es una flecha en KSRL se sigue que □(f(a)) ∈ P y por lo tanto f(a) ∈ □−1(P ) ⊆ Q y
por lo tanto a ∈ f−1(Q), como querı́amos mostrar.

Para la prueba de (2) asumiremos que P ∈ X(A2) y Z ∈ X(A1) son filtros primos tales
que (f−1(P ), Z) ∈ R□1. Debemos probar que existeQ ∈ X(A2) tal que □−1(P ) ⊆ Q y f−1(Q) ∈
Clτ̂A1

(Z). Para esto, notemos que

□−1(P ) ∩ I (f (Zc)) = ∅

En efecto, supongamos que a ∈ □−1(P ) ∩ I (f (Zc)) entonces □a ∈ P y además existe z ∈ Zc

tal que a ≤ f(z). Ya que □a ≤ □(f(z)) se sigue □(f(z)) ∈ P . Teniendo en cuenta que f
es una flecha de KSRL se sigue que f(□(z)) ∈ P y por lo tanto z ∈ □−1(f−1(P )). Ya que
□−1(f−1(P )) ⊆ Z se sigue que z ∈ Z lo que resulta imposible. Por el Teorema 1.5.8 existe
Q ∈ X(A2) tal que □−1(P ) ⊆ Q y Q ∩ f(Zc) = ∅. Por lo tanto (P,Q) ∈ R□2 y además

Zc ⊆ f−1 (f(Zc)) ⊆ f−1(Q)c,

de donde se sigue que f−1(Q) ⊆ Z. Afirmamos entonces que f−1(Q) ∈ Clτ̂A1
(Z). En efecto,

sea U ∈ KO(X(A1), τ̂A1) tal que f−1(Q) ∈ U . Se sigue que U = σA1(a) y por lo tanto
a ∈ f−1(Q) ⊆ Z, es decir Z ∈ σA1(a) como querı́amos mostrar.
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Unos simples calculos mustran que las aplicaciones A → F(A) y f → F(f) establecen
un funtor contravariante F : KSRL→ KBS.

Teniendo en cuenta los resultados de la Sección 5.3 se sigue que si A es un retı́culo
subresiduado entonces la aplicación σ̃A : A → G(F(A)) definida por σ̃A(a) = σA(a) resulta
un isomorfismo en la categorı́a SRL. En particular, por el Corolario 2.1.12 se sigue que si A
un objeto de la categorı́a KSRL entonces la aplicación σ̃A : A → G(F(A)) es un isomorfismo
en la categorı́a KSRL. Asimismo, para cada (X, τ, τ ′) objeto de la categorı́a BS sabemos que
la aplicación ϵ̃X : X → F(G(X)) definida por ϵ̃X(x) = ϵX(x) es un isomorfismo en la categorı́a
BS. Nuestro próximo objetivo será mostrar que la aplicación ϵ̃X es una flecha en KBS.

Lema 5.5.8. Para cada (X, τ, τ ′, R) objeto de la categorı́a KBS la aplicación ϵ̃X : X → F(G(X))
es un isomorfismo en la categorı́a KBS.

Demostración. Será suficiente comprobar que (x, y) ∈ R si y sólo si (ϵ̃X(x), ϵ̃X(y)) ∈ R□R
.

En efecto, sea (x, y) ∈ R y consideremos U ∈ □−1
R (ϵ̃X(x)) entonces x ∈ □R(U) y por lo

tanto R(x) ⊆ U , de donde se sigue que y ∈ U . Luego, U ∈ ϵ̃X(y) de donde se sigue que
(ϵ̃X(x), ϵ̃X(y)) ∈ R□R

. Recı́procamente supongamos que (ϵ̃X(x), ϵ̃X(y)) ∈ R□R
. Mostraremos

que (x, y) ∈ R. En caso contrario (x, y) /∈ R. Dado que R(x) =
⋂
{U ∈ KO(X, τ) : R(x) ⊆ U}

existe U ∈ KO(X, τ) tal que R(x) ⊆ U y y /∈ U de donde se sigue que x ∈ □R(U) e y /∈ U . Por
la definición de ϵ̃X se sigue que U ∈ □−1

R (ϵ̃X(x)) \ ϵ̃X(y) de donde se sigue que (ϵ̃X(x), ϵ̃X(y)) /∈
R□R

lo que es imposible. Luego, (x, y) ∈ R y el resultado se sigue.

Teniendo en cuenta los resultado de esta sección tenemos el siguiente

Teorema 5.5.9. Los funtores F : KSRL → KBS y G : KBS → KSRL, en conjunto con las trans-
formaciones naturales σ̃ y ϵ̃, establecen una equivalencia dual de categorı́as.

5.5.2 Dualidad de Priestley para KSRL

En esta sección utilizaremos la dualidad bitopológica para la categorı́a KSRL y los resulta-
dos de la Sección 5.4.1 para establecer una dualidad de Priestley para la categorı́a KSRLS.
Comenzaremos esta sección definiendo los objetos y las flechas de la categorı́a que resultará
dual a KSRL.

Definición 5.5.10. Una estructura (X,≤, S, R, τ) es un SRL espacio modal si satisface las
siguientes condiciones:

(1) (X,≤, τ, S) es un SRL-espacio.

(2) Para cada U ∈ D(X) el conjunto □R(U) ∈ D(X)

(3) Para cada x ∈ X, R(x) es cerrado creciente.

(4) Para cada U ∈ DS(X) el conjunto □R(U) ∈ DS(X)

Definición 5.5.11. Sean (Xi,≤i, Si, Ri, τi) con i = 1, 2, SRL espacios modales. Una función
f : X1 → X2 es un morfismo de SRL espacios modales si verifica las siguientes condiciones:

(1) f : (X1,≤1, S1, τ1)→ (X2,≤2, S2, τ2) es un morfismo de SRL-espacios.

(2) Si (x, y) ∈ R1 entonces (f(x), f(y)) ∈ R2
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(3) Si (f(x), z) ∈ R2 entonces existe y ∈ X1 tal que (x, y) ∈ R1 y f(y) ≤ z.

Escribiremos KSRLS para denotar la categorı́a cuyos objetos son SRL espacios modales
y sus flechas son morfismos de SRL espacios modales. Asimismo, la composición de flechas
y la flecha identidad para dicha composición están dados por la composición usual de fun-
ciones y la función identidad, respectivamente.

Observación 5.5.12. De acuerdo con el isomorfismo de las categorı́as BS y SRLS tenemos
que si (X, τ, τ ′) es un objeto de BS entonces (X,≤τ , τ

∗,≤τ ′) es un objeto de la categorı́a SRLS.
Más aún:

1) U ∈ KO(X, τ) si y sólo si U ∈ D(X,≤τ , τ
∗) y

2) U ∈ KO(X, τ ′) si y sólo si U ∈ D≤τ ′
(X,≤τ , τ

∗)

Lema 5.5.13. Si (X, τ, τ ′, R) es un objeto de la categorı́a KBS entonces (X,≤τ , τ
∗,≤τ ′ , R) es

un objeto de la categorı́a KSRLS.

Demostración. Teniendo en cuenta la Observación 5.5.12 sólo será necesario comprobar
que para cada x ∈ X el conjunto R(x) es un cerrado creciente de (X,≤τ , τ

∗). Por nuestra
hipótesis se sigue que R(x) =

⋂
{U ∈ KO(X, τ) : R(x) ⊆ U}. Dado que U ∈ KO(X, τ) si y sólo

si U ∈ D(X,≤τ , τ
∗) el resultado se sigue.

Lema 5.5.14. Sea f : (X1, τ1, τ
′
1, R1) → (X2, τ2, τ

′
2, R2) una flecha en la categorı́a KBS. En-

tonces f : (X1,≤τ1 , τ
∗
1 ,≤τ ′1

, R1)→ (X2,≤τ2 , τ
∗
2 ,≤τ ′2

, R2) es una flecha en la categorı́a KSRLS.

Nuevamente, teniendo en cuenta el isomorfismo de las categorı́as BS y SRLS se sigue
que si (X,≤, τ, S) es un objeto de la categorı́a SRLS entonces (X, τs, τS) es un objeto de la
categorı́a BS. Más aún, se sigue que:

1) U ∈ D(X) si y sólo si U ∈ KO(X, τs) y

2) U ∈ DS(X) si y sólo si U ∈ KO(X, τS)

Tenemos entonces los siguientes resultados:

Lema 5.5.15. Si (X, τ,≤, S, R) es un objeto de la categorı́a KSRLS entonces (X, τs, τS, R) es
un objeto de la categorı́a KBS.

Lema 5.5.16. Sea f : (X1,≤1, τ1, S1, R1) → (X2,≤2, τ2, S2, R2) una flecha en la categorı́a
KSRLS. Entonces f : (X1, (τ1)s, τS1 , R1)→ (X2, (τ2)s, τS2 , R2) es una flecha en la categorı́a KBS.

Teniendo en cuenta los resultados presentados en esta sección se sigue el

Corolario 5.5.17. Las categorı́as KSRLS y KBS son isomorfas.

Por último, se sigue de una composición adecuada de funtores el siguiente resultado.

Corolario 5.5.18. Las categorı́as KSRLS y KSRL son dualmente equivalentes.
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5.5.3 Dualidad espectral para KSRL

En la presente sección utilizaremos la dualidad bitopológica para la categorı́a KSRL y los
isomorfismos de la sección 5.4.2 para establecer una dualidad espectral para la categorı́a
KSRL. Comenzaremos esta sección introduciendo los objetos y flechas de la categorı́a que
será dual a KSRL.

Definición 5.5.19. Una estructura (X, τ, S,R) se dirá p-espacio espectral modal si satisface
las siguientes condiciones:

(1) (X, τ, S) es un p-espacio espectral

(2) Para cada x ∈ X el conjunto R(x) es saturado para τ

(3) Para cada U ∈ KO(X, τ) los conjuntos □R(U) ∈ KO(X, τ)

(4) Si U ∈ KO(X, τ) y es cerrado para S entonces □R(U) ∈ KO(X, τ) y es cerrado para S.

Definición 5.5.20. Una función f : (X1, τ1, S1, R1)→ (X2, τ2, S2, R2) se dirá función p-espectral
modal si satisface las siguientes condiciones:

(1) f es una función p-espectral.

(2) Si (x, y) ∈ R1 entonces (f(x), f(y)) ∈ R2.

(3) Si (f(x), z) ∈ R2 entonces existe y ∈ R1(x) tal que z ∈ Clτ2({f(y)})

Escribiremos KpSpec para denotar la categorı́a cuyos objetos son p-espacios espectrales
modales y cuyas flechas son funciones p-espectrales modales. Además, la composición de
flechas está dada por la composición usual de funciones y la identidad para dicha com-
posición está dada por la función identidad.

Dado (X, τ, τ ′) un objeto de la categorı́a BS. Teniendo en cuenta los resultados de los
lemas 5.4.3 y 5.4.8 se sigue que (X, τ,≤τ ′) es un objeto de la categorı́a pSpec. Más aún, se
sigue que U ∈ KO(X, τ ′) si y sólo si U ∈ KO(X, τ) y además es cerrado para la relación ≤τ ′.
Teniendo en cuenta esta observación se tiene el siguiente resultado:

Lema 5.5.21. Si (X, τ, τ ′, R) es un objeto de la categorı́a KBS entonces (X, τ,≤τ ′ , R) es un
objeto de la categorı́a KpSpec. Además, si f : (X1, τ1, τ

′
1, R1) → (X2, τ2, τ

′
2, R2) es una flecha en

la categorı́a KBS entonces f : (X1, τ1,≤τ ′1
, R1) → (X2, τ2,≤τ ′2

, R2) es una flecha en la categorı́a
KpSpec.

Asimismo, dado (X, τ, S) un objeto de la categorı́a pSpec se sigue de los lemas 5.4.2 y
5.4.6 que (X, τ, τS) es un objeto de la categorı́a BS. Más aún, U ∈ KO(X, τ) y es cerrado para
la relación S si y sólo si U ∈ KO(X, τS). Tenemos entonces el siguiente resultado.

Lema 5.5.22. Si (X, τ, S,R) es un objeto de la categorı́a KpSpec entonces (X, τ, τS, R) es un
objeto de la categorı́a KBS. Además, si f : (X1, τ1, S1, R1)→ (X2, τ2, S2, R2) es una flecha en la
categorı́a KpSpec entonces f : (X1, τ1, τS1 , R1) → (X2, τ2, τS2 , R2) es una flecha en la categorı́a
KBS.

Teniendo en cuenta los isomorfismos de la Sección 5.4 tenemos el siguiente resultado
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Corolario 5.5.23. Las categorı́as KBS y KpSpec son isomorfas.

Asimismo, teniendo en cuenta la dualidad bitopológica para la categorı́a KSRL tenemos
el siguiente resultado

Corolario 5.5.24. Las categorı́as KSRL y KpSpec son dualmente equivalentes.



Capı́tulo 6

Trabajo Futuro y Conclusiones

Para finalizar este trabajo en el presente capı́tulo mencionaremos algunas lineas de posi-
bles trabajos a futuro y desarrollaremos las conclusiones que se desprenden de los resulta-
dos obtenidos.

6.1 Propiedad de los modelos finitos
Dado S = ⟨FmL,⊢S⟩ sistema deductivo definido sobre el conjunto de las fórmulas de un tipo
L dado. Recordemos que S está caracterizado por una clase de marcos de Kripke M si para
cada Γ conjunto de L-fórmulas y cada φ fórmula del mismo tipo se tiene que

Γ ⊢S φ si y sólo si Γ ⊨l(M) φ.

Diremos que el sistema deductivo S tiene la propiedad de los modelos finitos si para cada
fórmula φ que no es un teorema de S existe un modelo finito de S el cual refuta φ, es decir
para cada fórmula φ tal que ∅ ̸⊢S φ existe un modelo finitoM = (F , v) basado en un marco
F ∈ F , tal que:

(1) Para cada ψ ∈ Fm, si ⊢S ψ entoncesM ⊨ ψ.

(2) M ⊭ φ

En particular, por el Teorema 3.4.4 se sigue que para cada Lso-fórmula φ,

∅ ⊢S(WHO) φ si y sólo si ∅ ⊢l(WHO) φ

Existen diferentes técnicas para construir modelos finitos. Tomando como base los tra-
bajos [32, 51] donde se estudia la propiedad de los modelos finitos para lógicas intuicionistas
modales, trataremos de extender estos resultados a diferentes lógicas subintuicionistas
modales a través de la técnica de los filtrados.

Filtrados para WHO-modelos SeaM = (F , v) un modelo basado en el WHO-marco F =
(X,≤, S, R, T ) y Σ un subconjunto finito de fórmulas cerrado bajo subfórmulas. Definimos
la relación de equivalencia ∼Σ sobre el conjunto X de la siguiente manera:

x ∼Σ y si y sólo si (∀φ ∈ Σ) [x ∈ v (φ) si y sólo si y ∈ v (φ)] (6.1)

117
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Si bien hemos introducido la notación x/θ para indicar la clase de equivalencia de un ele-
mento x por medio de la relación de equivalencia θ y X/θ para indicar el conjunto cociente
en esta sección utilizaremos la siguiente notación: indicaremos como [x] la clase de equiva-
lencia del elemento x y [X] el conjunto cociente de X por la relación de equivalencia ∼Σ.

Definición 6.1.1. SeaM = (F , v) un WHO-modelo basado en F y Σ un conjunto finito de
fórmulas cerrado por subfórmulas. Una estructura

MΣ = ([X],≤Σ, SΣ, RΣ, TΣ, vΣ)

se dirá filtración deM a través del conjunto Σ si satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada p ∈ Prop, vΣ(p) = {[x] : x ∈ v(p)}

(2) Si x ≤ y entonces [x] ≤Σ [y]

(3) Si (x, y) ∈ S entonces ([x], [y]) ∈ SΣ

(4) Si (x, y) ∈ R entonces ([x], [y]) ∈ RΣ

(5) Si (x, y) ∈ T entonces ([x], [y]) ∈ TΣ

(6) Si [x] ≤Σ [y], φ ∈ Σ y x ∈ v(φ) entonces y ∈ v(φ)

(7) Si ([x], [y]) ∈ RΣ, φ ∈ □−1 (Σ) y x ∈ v (□(φ)) entonces y ∈ v(φ)

(8) Si ([x], [y]) ∈ TΣ, φ ∈ ♢−1 (Σ) y y ∈ v(φ) entonces x ∈ v(♢φ)

(9) Si ([x], [y]) ∈ SΣ, φ→ ψ ∈ Σ, x ∈ v (φ→ ψ) y y ∈ v (φ) entonces y ∈ v (ψ)

SeaMΣ una filtración del WHO-modeloM = (F , v) a través del conjunto Σ. La estruc-
tura

A (FΣ) = (Up ([X]) ,∩,∪,⇒SΣ
,□RΣ

,♢TΣ
, ∅, [X]Σ) ,

es un álgebra en el lenguaje Lso. Más aún, resulta una WHO-álgebra. Además, notemos
que la aplicación vΣ : Prop → A (FΣ) puede ser extendida a un homomorfismo vΣ : FmLso →
A (FΣ) siguiendo las cláusulas de la Observación 3.3.2. Teniendo en cuenta las condiciones
(2)-(9) de la Definición 6.1.1 es posible probar el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2. SeaM = (F , v) un WHO-modelo basado en el WHO-marco F y seaMΣ una
filtración deM a través de un conjunto finito de fórmulas Σ. Entonces para cada fórmula
φ ∈ Σ se tiene que

vΣ(φ) = {[x] ∈ [X] : x ∈ v(φ)}

Demostración. La prueba se sigue por inducción sobre la longitud en la construcción de la
formula φ. Será necesario probar la afirmación para las fórmulas □(p), ♢(p) y p → q con
p, q ∈ Prop. La prueba para las fórmulas modales puede encontrarse en [31], por lo tanto,
solo haremos la prueba el caso implicativo. Sea [x] ∈ vΣ(p→ q), (x, y) ∈ S y y ∈ v (p). Luego
por la hipótesis inductiva, condición (1) y condición (3) de la Definición 6.1.1 tenemos que
[y] ∈ vΣ(p) y ([x], [y]) ∈ SΣ. Por hipótesis tenemos que [y] ∈ vΣ(q), por lo tanto y ∈ v(q) y
x ∈ v(p→ q).

Recı́procamente supongamos que x ∈ v (p→ q), ([x], [y]) ∈ SΣ y [y] ∈ vΣ (p). Ya que
p → q ∈ Σ, por la condición (8) de la Definición 6.1.1 tenemos que y ∈ v(q) lo que implica
que [y] ∈ vΣ(q) y [x] ∈ vΣ(p→ q).
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Observación 6.1.3. Sean M = (F , v) es un WHO-modelo basado en el WHO-marco F =
(X,≤, S, R, T ) y Σ un conjunto finito de fórmulas cerrado bajo subfórmulas. Notemos que
en general la estructura

FΣ = ([X],≤Σ, SΣ, RΣ, TΣ)

no es un WHO-marco. Este hecho dependerá en gran medida de la definición de las rela-
ciones sobre el cociente.

A continuación, a partir de un WHO-modelo M = (F , v) y de un conjunto de fórmulas
cerrado por subfórmulas Σ, vamos a construir una estructura relacional sobre el conjunto
cociente [X] y probaremos que en efecto, dicha estructura es un WHO-marco.

SeaM = (F , v) un WHO-modelo basado en el WHO-marco F y Σ un conjunto finito de
formulas cerrado por subformulas. Consideremos la estructura

M∗ = ([X],≤∗, R∗, T ∗, S∗, v∗) , (6.2)

donde [X] es el conjunto cociente por medio de la relación definida en 6.1, v∗ es el homomor-
fismo obtenido por el Teorema 6.1.2 y las relaciones se definen de la siguiente manera:

(1) [x] ≤∗ [y] si y sólo si para todo φ ∈ Σ, si x ∈ v(φ) entonces y ∈ v(φ)

(2) ([x], [y]) ∈ R∗ si y sólo si para toda φ ∈ □−1 (Σ), si x ∈ v (□(φ)) entonces y ∈ v(φ)

(3) ([x], [y]) ∈ T ∗ si y sólo si para toda φ ∈ ♢−1 (Σ), si y ∈ v (φ) entonces x ∈ v (♢φ)

(4) ([x], [y]) ∈ S∗ si y sólo si para cada φ, ψ con φ→ ψ ∈ Σ, si x ∈ v (φ→ ψ), y ∈ v(φ) entonces
y ∈ v(ψ)

Lema 6.1.4. La estructuraM∗ es un filtrado deM a través de Σ y ([X],≤∗, S∗, R∗, T ∗) es un
WHO-marco.

Demostración. Comenzaremos por mostrar que, en efecto, las relaciones≤∗ .R∗, T ∗ y S∗ ver-
ifican las condiciones (2)-(9) de la Definición 6.1.1, para esto solo será necesario comprobar
las condiciones 2, 3, 4 y 5.

(2) Sean x, y ∈ X comprobaremos que [x] ≤∗ [y]. En efecto, sea φ ∈ Σ y sea x ∈ v(φ).
Teniendo en cuenta que M = (F , v) es un modelo y que v(φ) es un conjunto creciente se
sigue que y ∈ v(φ) y por lo tanto [x] ≤∗ [y]

(3) Sean x, y ∈ X tales que (x, y) ∈ R, comprobaremos que ([x], [y]) ∈ R∗
□. En efecto, sea

φ ∈ □−1 (Σ) y x ∈ v(□φ). Dado que R(x) ⊆ v(φ) se sigue que y ∈ v(φ) que era nuestro
objetivo.

(4) Sean x, y ∈ X tales que (x, y) ∈ T , comprobaremos que ([x], [y]) ∈ R∗
♢. En efecto, sea

φ ∈ ♢−1(Σ) y y ∈ v(φ). Dado que y ∈ T (x) ∩ v(φ) se sigue que x ∈ v(♢φ) que era nuestro
objetivo.

(5) Sean (x, y) ∈ S comprobaremos que ([x], [y]) ∈ S∗. En efecto, sean φ, ψ formulas tales
que φ → ψ ∈ Σ, x ∈ v(φ → ψ) e y ∈ v(φ). Se sigue que S(x) ∩ v(φ) ⊆ v(ψ), por lo tanto
y ∈ v(ψ).

Se sigue entonces queM∗ es un filtrado deM a través de Σ. Además, es sencillo verificar
que ≤∗ es una relación reflexiva y transitiva sobre [X]. Por último, bastará comprobar que
se verifican las siguientes condiciones:
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1) ≤∗ ◦R∗ ⊆ R∗ ◦ ≤∗

2) ≤∗−1 ◦T ∗ ⊆ T ∗ ◦ ≤∗−1

3) ≤∗ ◦S∗ ⊆ S∗

1) Supongamos que ([x], [y]) ∈≤∗ ◦R∗ probaremos que ([x], [y]) ∈ R∗ ◦ ≤∗. Por definición
de la composición de relaciones existe [z] ∈ [X] con [x] ≤∗ [z] y ([z], [y]) ∈ R∗. Sea φ ∈ □−1 (Σ)
y x ∈ v (□(φ)). Ya que [x] ≤∗ [z] se sigue que z ∈ v (□(φ)) lo que implica que y ∈ v(φ) y
([x], [y]) ∈ R∗. Por la reflexividad de la relación ≤∗ se sigue la prueba.

2) Una prueba análoga a la dada en (1) puede ser usada para probar esta propiedad.

3) Sea ([x], [y]) ∈≤∗ ◦S∗ probaremos que ([x], [y]) ∈ S∗. Por hipótesis existe [z] ∈ [X] tal
que [x] ≤∗ [z] y ([z], [y]) ∈ S∗. Sea φ y ψ fórmulas tales que φ → ψ ∈ Σ, x ∈ v(φ → ψ) y
y ∈ v(φ). Luego z ∈ v(φ→ ψ) lo que implica y ∈ v (ψ). Ası́ ([x], [y]) ∈ S∗.

Teniendo en cuenta los Teoremas 4.4.10, 6.1.2 y el Lema 6.1.4 es posible probar el sigu-
iente resultado

Teorema 6.1.5. El sistema deductivo S (WHO) tiene la propiedad de los modelos finitos

Demostración. Sea φ una fórmula tal que ̸⊢S(WHO) φ. Por el Teorema 3.4.4 tenemos que
∅ ⊭WHO φ i.e., existe un WHO-marco F = (X,≤, S, R, T ) y una valuación v : Prop → Up(X)
tal que v(φ) ̸= X. Consideremos Σ := Sub(φ) i.e., el conjunto finito de subfórmulas de φ
y consideremos la filtración M∗. Por el Lema 6.1.4 tenemos que M∗ es un WHO-modelo
basado en el WHO-marco F∗ = ([X],≤∗, S∗, R∗, T ∗). Asimismo, el modelo M∗ = (F∗, v∗) es
finito y por el Teorema 6.1.2 tenemos que v∗(φ) ̸= [X] lo que concluye la prueba.

Queda como trabajo pendiente estudiar si es posible encontrar una filtración adecuada
para las subclases de WHO-marcos definidos por las condiciones de primer orden dadas en
la Tabla 2.2. Si es posible probar dicho resultado, las lógicas subintuicionistas estudiadas
en este trabajo tendrán también la propiedad de los modelos finitos.

6.2 Diferencia debil y álgebras temporales
Recordemos que la lógica proposicional intuicionista Int puede ser definida semánticamente
como el conjunto de todas las fórmulas válidas por la clase de todos los modelos de Kripke
M = (F , v) donde F = (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado y v : Prop → Up(X)
es una valuación. Notemos que v puede ser extendida a un homomorfismo de álgebras
v : Fm→ A(F) donde

A(F) = (Up(X),∩,∪,⇒, ∅, X) , (6.3)

y la implicación U ⇒ V es definida por

U ⇒ V = {x ∈ X : [x) ∩ U ⊆ V }

Diremos que una fórmula en el lenguaje intuicionista φ es válida sobre el modelo de Kripke
M = (F , v) si v(φ) = X. Diremos que una fórmula φ es válida sobre el marco de Kripke
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F = (X,≤) si para toda valuación v : Prop→ A(F) se tiene que v(φ) = X. Si este es el caso,
escribiremos F ⊨ φ. Es sencillo comprobar que

∅ ⊢Int φ si y sólo si F ⊨ φ para cada F marco de Kripke,

para cada φ fórmula en el lenguaje intuicionista.
Asimismo, desde el punto de vista algebraico es un hecho conocido que la semántica

algebraica para la lógica proposicional intuicionista Int está determinada por la variedad H
cuyos miembros son álgebras de Heyting. Recordemos que un álgebra A = (A,∧,∨,→, 0, 1)
es un álgebra de Heyting si (A,∧,∨, 0, 1) es un retı́culo distributivo acotado y el par (∧,→)
es un par residuado, es decir para cada a, b, c ∈ A:

a ∧ b ≤ c si y sólo si b ≤ a→ c.

En [54] el autor propone el uso de un conectivo dual al conectivo de la implicación,
propiamente llamado co-implicación con el objetivo de obtener una ley de residuación dual
respecto al conectivo de la disyunción, es decir, este nuevo conectivo, al cuál denotaremos
como a← b, debe satisfacer la siguiente ley de residuación dual: para cada a, b, c ∈ A

a← b ≤ c si y sólo si b ≤ a ∨ c.

Diremos entonces que un álgebra A = (A,∧,∨,→,←, 0, 1) es un álgebra de Heyting Brouwer
si (A,∧,∨,→, 0, 1) es un álgebra de Heyting y (A,∧,∨,←, 0, 1) es un álgebra de Heyting dual
simultáneamente. Se define entonces la variedad HB cuyos miembros son algebras de Heyt-
ing Brouwer.

Consideremos el lenguaje LHB = {∧,∨,→,←,⊥,⊤} de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0). Se define la
lógica HB (a nivel de teoremas) como el conjunto de todas las fórmulas en el lenguaje LHB

tales que HN |= φ ≈ 1.
Nuevamente en [54], se propone un estudio semantico para la lógica HB desde el punto

de vista de la semántica relacional definida por la clase de todos los modelos de Kripke
M = (F , v) donde F = (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado, v : Prop → Up(X) es
una valuación la cuál puede ser extendida a un homomorfismo v : FmLHB

→ A(F) donde

A(F) = (Up(X),∩,∪,⇒,⇐, ∅, X) .

La implicación⇒ es definida como en 6.3 y la co-implicación es definida por

U ⇐ V = {x ∈ X : (x] ∩ (U \ V ) ̸= ∅} (6.4)

Si interpretamos con la semántica de Kripke a los elementos del conjuntoX como puntos
en el tiempo la interpretación de la co-implicación φ← ψ en un momento x ∈ X es dada por

x ∈ v(φ← ψ) si y sólo si (x] ∩ v(φ) \ v(ψ) ̸= ∅,

es decir, en algún momento del pasado la fórmula φ ha sido verdadera pero la formula ψ
no ha sido verdadera. Esto lleva a pensar a que en las álgebras de Heyting-Brouwer los
conectivos de implicación y co-implicación se comportan como operadores temporales.

Se propone como trabajo futuro generalizar el trabajo [54] al contexto de la implicación
estricta y al contexto de una co-implicación más general, llamada diferencia debil, que
permita establecer la conexión de la implicación estricta y la diferencia débil con álgebras
temporales. El trabajo está actualmente en desarrollo en conjunto con el Dr. Sergio Celani
y el Dr. William Javier Zuluaga Botero.
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6.3 Conclusiones
En vista de los resultados obtenidos en este trabajo es claro que el estudio de operadores
unarios definidos sobre estructuras más generales que las álgebras de Heyting requieren
de un análisis cuidadoso desde diferentes enfoques:

(1) Desde un punto de vista algebraico en el Capı́tulo 4 de este trabajo se puede adver-
tir que algunos de los resultados conocidos sobre álgebras de Heyting con un operador
modal de necesidad se generalizan de buena manera sobre ciertas subvariedades de
WH-álgebras, en particular aquellas en las cuales es válida la ecuación (R). a∧(a→ b) ≤
b. Sin embargo, sin esta ecuación la mayoria de estos resultados no son válidos. Será
interesante entonces dar respuesta a las preguntas que surgen al pensar los resultados
del capı́tulo (3) sobre las variedades de álgebras Basicas, THW-álgebras y WH álgebras
en general dotadas de un operador modal de necesidad. Asimismo en el Capı́tulo 2 es
posible observar que la interacción de la implicación estricta con los operadores modales
es diferente con la interacción que se puede observar en el caso de la implicación intu-
icionista.

(2) Desde un punto de vista lógico se puede observar en el Capı́tulo 3 que en el marco de las
lógicas subintuicionistas es posible definir diferentes lógicas subintuicionistas modales,
las cuales pueden colapsar a una misma lógica en el caso de que el fragmento no modal
restulte una lógica intuicionista.

(3) Desde el punto de vista relacional, es claro que la semántica relacional que hemos
definido para la lógica subintuicionista modal es más compleja que la utilizada para
el caso intuicionista modal. Asimismo, las condiciones de primer orden que caracteri-
zan los marcos adecuados para ciertas lógicas subintuicionistas son mas complejas que
las condiciones de primer orden que caracterizan los marcos adecuados para las mismas
lógicas intuicionistas modales.

(4) Por último, en el Capı́tulo 5 hemos desarrollado una dualidad de tipo bitopológica para
la categorı́a SRL. La interpretación topológica de la implicación estricta para el caso
subresiduado mantiene una interpretación de la implicación como el interior, respecto
de una topologı́a en particular, de un conjunto. Esta interpretación es muy cercana
a la obtenida por Esakia en el caso de álgebras de Heyting, sin embargo, en el caso
subresiduado la topologı́a a considerar es más chica que la utilizada en el caso de las
álgebras de Heyting. Aunque este tipo de dualidades es posible obtenerla en el caso SRL
no es posible obtener un resultado similar para subvariedades de WH más generales, ya
que no es posible representar a la implicación estricta como interior respecto de alguna
topologı́a para los casos más generales.
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