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cl concepto cde oLjeto jeométrico ha =stado bajo la atencidn de los

)e

nacematicos desde los conicnzos de este siclos Muclios fueron los intentos

{

realizazdos peara clarificar y desarrollor 21 tema hasta la aparicibn en
19256--37 de los resultados publicados por J.i. Shouten, Je.iiaanties y A,
Wundheiler. 4 p.rtir de entonces la navoria de las punlicaciones estuvies
ron dedicadas al estudio de situaciones »articulares o a la clasificacidn
ce los objatos geométricos, (ecié&n en 1952, con la tesis de .. ilijenhuis,
aparecidé un trotamiento cownleto de la teoria. <n este trabhsjo el proble-
ma se encora desde un punto de vista -ue podriamos llamar clisico o numé-
rico: un objeto en un punto F de una variedad M es una corres.ondencia cue
asigna a cada sistema coordenado dafinido en ' un conjunto de N nGueros
llanados componentes. i1 &nfasis estd puesto en el hecho de cue si 2l ob-.
jeto es un objeto ¢eométrico las itransformacicnes de sus componentes son

repres<ntaciones del grupoide de elementos de transformaciones de la va-

o

riedad Ii,

Nuevos intentos de formular la teoria de objetos (eométricos fueron
heciios por Haantjes-~Lanan(1l957%) y ‘uiper-¥ano(l9~5), Zn ambos casos un
campo de objetos ceomitricos es una seccidn de un fibrado sue coze de es-
peciales nropyiedandes, pero en la primera de las nullicaciones el esgacio
del objcto y el crupo de transformaciones ~ue opera sobre €l son los ele-

rnentos de mavor importancia.

.iosotros presaentumos agui un tratauniento funtorial de la teoria de ob-
jetos geométiicos inspirada en el ~fibrndo natura de .. wijenauis(1953)
[6]. in la seccidn 1 defininos un fibrado de objetos geowétricos cowo cl
dato de una variedad M y una “estructura natural’ sobre eclla, (Hj 5,7,B),
donde m: S — M es la proyveccidén y B es un funtor covariante de la
categoria de los avicrtos de M y difeomorfis.ios locales entre esos abler-
tos y la categoria de los :liertos de & v las aplicaciones c® cntre di-
chos abiertos. Las dife.encias entre la definicidn de AJijenhuis y la

nuestra son:?:



l. Nuestro fibrado no necesita ser localmonte trivial,

2. No imponeinos condiciones restrictivas ni a las fi>ras de E ni al aqrupo
.. aque pueda actuar sobre ellas,

Je Pedimos a B cue satisfaga una condicién adicional (iii), £sta condicidn,

que es una idea no publicada del Dr, .I, Calabi, nace posible definir en

la seccidn 4 la derivaeda de Lie de un campo de objetos ceométricos,

En la seccidn 2 definimos el levantamiento a E de una familiaz de cam~
pos vectoriales con dominio en la variedad M, ‘sto permite levantar un cam-
po vectorial del gue se de2sconoce su crupo local monoparamétrico de difeo-
nmorfismos, pero del que se sabe es un elemento de una familia de campos.
vectoriales cuya familia de difeomorfismos locales puede ser construida,
Lste es el caso del corchete de campos vectoriales cuyo levantamiento y

propiedades son estudiadas en la seccibn 3,

Cn la seccibn 4 definimos la derivada de Lie de un.campo de objetos

geométricos y probamos algunas propiedades de la misma,

En la seccidn 5 definimos, nara un campo fijo ¢ de objetos geométricos,
dos operadores diferenciacles lineales B Y L) entre fibrados vectoriales
de base M, Mostramos que en abiertos convenientemente elegidos esos opera-
dores tienen orden finito e igual en cada punto y probanos varias propieca=

des de los mismos,.

Deseo expresar aqul mi profundo acradecimiento al Dr. XAeNijenhuis,
cuien durante mi estadia en 1la Universidad de Fennsylvania(U,3.Ae)cOmo be-
caria del C.N.I.C.T., me asesord y alentd en la preparacidn de este trabajo,
2sf mismo debo mi gratitud al Dr, M,lerrera quien avala esta tesis como mi
asesor cientifico y cuien con su gufa y consejo hizo posible la conclusidn
de la misma. ror (Gltimo deseo exprcsar mi reconocimiento al Prof. J..3osch

° . . [ 4 . .
con quien inicié& el estudio de la teoriz de objetos geométricos.

Sarah JSalvioli

La rlata, marzo de 1970



l.. FIBRADO DE OBJETOS GEOMETRICOS

l.1, Notacibn,
a, Las variedades que utilizaremos en este trabéjo serfn todas varieda-
des diferenciables Ca>por lo que omitiremos indicarlo mientras ello

no conduzca a confusién,

b As{ mismo las secciones de fibrados deber&n siempre suponerse apli-
caciones diferenciables Caz en particular cuando dichas secciones
sean campos vectoriales,
Coe Si ft M —— N es una aplicacidn diferenciable entre variedades, deno=
taremos con df la aplicacidn tangente inducida
df: TM—4TN
Una notacibén equivalente que utilizaremos en el caso de curvas
) Y R ~=——M
serd
Yo! TR = TM

d. C®M) denotar§ el anillo de las funciones Ca= a valores reales sobre
Me S1 4 es un fibrado u = (E,n M), Caiu) denctard el conjunto de las
secclones de pe S1 U es un abierto de M, c“iplu) denotar§ el conjunto

de las secciones de § con dominio restringido a U,

e, Si a= (al,...,an) es una n-upla de enteros no negativos, pondremos

lel= @ +esedd Y X = all...anl.

1
Si x= (xl....,xn) es una n-upla de nimeros reales, pondremos

&

x?- xllo..xnn y llamaremos p® al operador diferencial
a a'“'
D=
* *n
axl oo oaxn



fo S1 p es un fibrado diferenciable, denotaremos con Jz(p) al espacio de
los k-jets de u en p, Yy con j_k(f)p al k-jet de f en p, para
£ e cCw. ([9), (10)).

l.2. Definicibn, Una "estructura natural" sobre una variedad M esti dada

por una terna (E,x,B) donde

E es una variledad

X E =~ M es una aplicacidn Ca%proyeccién)

B: EM'——ﬂ EE es un funtor covariante llamado "funtor natural”™ que sa-
tisface:

1) s1 U € ObJ. (&), B(U) = W 1(U) ¢ Obje (X, ).

ii) si £ ¢ Morf.(EM) con f: U = Ut

B(£) ¢ n'I(U)-——¢-n"1

B(f) € Morf.(EE) y satisface:

(U*),

a. si f(x) = vy, B(f)(n—l(x)) = W’l(y), es decir =B(f) = fwm,
be 8L W € ObJ.(E,), WeU, BE|T™ () = B(£IW),

iii) si N es una variedad cualesquiera y para cada n € N, f M — M

es un difeomorfismo tal que la aplicacién

H Nx M == N x M

(n,m)--ﬂ»(n,fn(m))
es también un difeomorfismo, entonces la aplicacidn

H¢: Nx E ==+ Nx E
(n,&)~—ea" (n,E(fn)(e))

es también un difeomorfismo,.

Notae, Si en la definicibn anterior imponemos a E la condicidn dimE > dim.M

Yy a ® la condicidn de que su diferencial d=: TE —— TM, sea suryec-

tivo, es posible obtener sobre u'l(x) para todo x € M, una estructura



de variedad diferenciable C® con dim.x Y (x) = dim.E-dim.M.

le3e Definicidn. Una variedad M junto con una "estructura natural" (E,n,B)

es un fibrado de objetos geométricos que notaremos (M} E,mn,B). Una

secciébn ¢ de n: E —> M, definida sobre un subconjunto abierto U de M es

un campo de objetos geométricos sobre U y para cada x £ U, $(x) es un ob-

jeto geométrico en x.

l.4, Dado un elemento f € Morf.(T, ), £: U—>U', y un campo $ de obje-
tos geométricos con dominio en U, podemos definir un nucvo campo &

de' objetos geométricos de la siguiente maneras
d*(x) = BIEHO(£(x))

Que §* es un campo de objetos geométricos sobre U se sigue de la conmuta=-

tividad del siguiente diagrama?

U S S

£ l \ 1B(f”1)

o =L )

— T

Diremos que ¢* es inducido por ¢ mediante £,

l.5. Supongamos ahora que el fibrado de objetos geométricos (M3 E,n,B) es
un fibrado localmente trivial con sistema de coordenadas (Ui’ pi).

Esto significa que para alguna variedad F (fibra), la aplicacibn

. =1
Byt (Ui) ----*Ui-x F

es un difeomorfismo para cada i y que los Ui's cubren M, Podemos entonces

mirar a cada campo ¢ de objetos geométricos definido sobre un abierto
U de M, como & una correspondencia que a cada sistema coordenado (Ui,pi),

Uif\U £ P, y cada x € Uiﬂ U hace corresponder un elemento de F en tal



forma que sl (UJ, ¥.) es otro sistema coordenado en x, el cambio de los

3
elementos correspondientes de F esti dado por un elemento gij(x) e G, don~
de G es el grupo de transformaciones de F:

n"l(x)

l.6. Ejemplos de fibrados de objetos geométricos, M&s adelante haremos u-

so de fibrados de objetos geométricos derivados de uno dado, sea

(My E,n,B), por lo tanto nos parece Util estudiar los mismos ahora.

A, Fibrado tangente a M., Este es obviamente un fibrado de objetos geomé-
tricos donde el funtor

[ 33
Bt: EM'———* ET(M)

estd dado por:
1) si U € Obj.(T,), B'(U) = TU,
i1) si f ¢ Morf.(ﬂ:M)-.,B'(f) = df.

Claramente df satisface ii)a) y ii)b) de la definicidn 1.2, Veremos que
también satisface iii), Sea para ello

H: Nx M == Nx M

con H(n,m) = (n,fn(m)), un difeomorfismo donde N es una variedad cuales-
quiera y fnr M— M es también un difeomorfismo para cada n € N, En-

tonces la aplicacién df : TM —> TM es también un difeomorfismo as{ co-

mo dH: T(Nx M) —> T(Nx M), De esto resulta que la aplicacién

H*: Nx TM = N x TM

que. puede factorizarse de la siguiente manera:



NxTM === TN x TM = -+ TN x TM =———————e——p TN x TM

(n,vim)) ==—== (0(n),v(m))oceaes (O(n),dfnv(m))-#(n,dfnv(m))
es un difeomorfismo,

B. Resulta evidente que si llamamos =%*: TE — M, a la proyeccidn

n'(ve)»a n(e), vy B*: EM ——*»ETE, al funtor
1) B*(U) = T("1(0)), U e Obi.(E,),
i1) B*(f) = dB(f), f ¢ Morf.(IM),

-
enténces (M3 TE, ® ,B*) es un fibrado de objetos geométricos.

Ce Supongamos que el fibrado de objetos geométricos (Mj E,n,B) satis-
face las condiciones:

de dimeE m m)» n = dim.M

be dnt TE —> TM suryectivae

La teorfa de variedades diferenciables nos asegura entonces que R-l(x)

tiene una dGnica estructura de variedad tal que (n-l(x), 1) es una sub=-

variedad de M, donde i1 es la inclusibdn, Ademés dim.n-l(x) = m-n. Obvia-

mente T(ﬂ-l(x)) es también una varfedad de dimensibén 2(m-n), De esto

resulta que

-1
X = )&-E/M ("t (x))

es una subvariedad cerrada de TE de dimensibn 2m-n. Podemos entonces
construir un nuevo fibrado de objetos geométricos sobre M con los datos
(Xymt*,B*), donde:

N2 X w—me—e M

es tal que n'(ve) = t(e), es decir que n' es la composicidn de

p'¢t TE——> E y ®, ambas aplicaciones Ca>y ambas con diferenciales sur=

yectivas por lo que d®R' es suryectiva,

'e
B EM ——*'Ix

es un funtor covariante que satisface



1) si U € 0bJu(T,), B'(U) = m7H(0) & Yozl

1) si £ € Morf.(L,), £: U —>U', B'(f) = dB(f)

Las condiciones ii)a) y 11)b) de la definiciédn 1l.2. se cumplen obvia-
mente, sblo nos falta ver que i1iil) también es satisfecha, Para ello s2c

N una variedad cualesquiera y sea
H: Nx M —— NxM

un difeomorfismo tal que H(n,x) = (n,fn(x)), con £ : M -—>M difeomor-
fismo para cada n € N, Como (Mj E,n,B) es un fibrado de objetos geou=-

métricos
H*: Nx E = Nx L

con H*(n,e) = (n,B(fn)(e)), es un difeomorfismo y luego dH* también 1lo

es, Debemos probar que
H**? Nx X ===t Nx X

con H“(n,ve) = (n,dB(fn)(ve)), es un difeomorfismo. Para ello basta

factorizar la aplicacibn de la siguiente maneras

L b
NIXMNITEMTNXTEQ{—'TNXTE ->» N x TE -» Nx &

(n,ve)-—a(n,ve) ——— (On,ve)---+ (On,dB(fn)ve)-a»(n,dm(fn)ve)-a(n,dmﬁgweb

Resulta pues que en las condiciocnes a) y b) impuestas al comienzo,

(My X,n* ,B*) es un subfibrado de objetos geométricos de (Kj; TE,x*,B*),

r .
De Fibrado J (b) de jets de orden r de b= (Mj E,n,B), Sea U un abierto

B bl L T

de My sean ¢, ¥ € c(6{U), § vy ¥ pertenecen al mismo jet de orden r
en x € U si y sblo si D% ¢(x) = D% $(x) la]€ r. E1 conjunto J;(b)



J;(b) = | jf{(dﬂ, b e c®o), x ¢ M}

constituye la fibra en x del fibrado de objetos geométricos

(M3 I5(6) ynn B")

donde

r .
l, J(8) B}L[gM

J;(ﬁ) tiene estructura de variedad diferenciable (Ehresman

Les prolongements d'une variété différentiablej Taormina, 1951)

2e n":\Jr(f)) —> M, n"(jid)) -=x, esC®

3¢ B": Ly ——>T,r &, satisface

M

wiy) o \J 5F
i) si U e Obj.(¢M), B"(U) = Jx(b)

’" r ) o
1i) si £ & Morf.(T,), B"(£)(J $) = jf(x)(m(f)¢)

111) si H: Nx M ——e Nx M
(n,x)----(n,fn(xD

es un difeomorfismo,

He®*: Nx J (8) —— Nx JIT(6)

(n(fn)w»)

(ny 3 (O ——— <n,m"(fn)<j§(¢» = (n,j‘f’ ()
n

es difeomorfismo si se tiene en cuenta que el r-jet de § en x es el conjun-

to de todas las derivadas parciales de § de orden menor o igual a r en x

Yy que fn Y B(fn) son difeomorfismOS'[9].



2+ LEVANTAMIENTO DE UNA FAMILIA DE CAMPOS VECTORIALES EN UN FIBRADO DE
OBJETOS GEOMETRICOS

21le Sea W un abierto de Rx M, donde R es la recta real Y M una variedad.

Una familia {v de campos vectoriales sobre uz(w)c:ﬂ, es una apli-

¢!
cacién (7]
ve W ———4>T(n2(w))

con v(t,x) = vt(x), ct en t vy c® en x, que hace conmutativo el diagrama

)

W — — T(m, (W)
T, \\\' w////;'
M

La teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias asegura que cada par

(sy,y) € W determina una curva integral g v de {vt} definida para todo
. .

t de un entorno abierto de s € R, tal que

v.ic (£)) =c_ . (8= Y

t s,y S,y * dr cs,y(s) -y (*)

donde'%; es el vector unitario en el origen de la recta real R, Estas cur-

vas integrales tienen entre otras las dos siquientes propiedades:

a, cada curva integral estd contenida en una curva integral maximal,

b, dos curvas integrales tienen un punto de WCRxM en comin s{ y sblo
sl son uniblec( si ccinciden en un punto comin de sus dominios coinci-

den en la interseccibn de los mismos y la unibdn de las curvas es la cur-

va definida en la unidn de sus dominios)

La familia {vt} de campos vectoriales define as{ mismo una aplicacién

f: RxRxM =—~——> M
dada por
£(s,t,y) = € (t)

Y



1(W)C:R y todo t del dominio de c, ¥ (maximal), Para cada
4

par (s,t) fijo, f define un difeomorfismo local sobre M

para 8 € X

S,t

Y para cada 8 fljo, una familia {f de difeomorfismos locales sobre M

o)
que se dira generada por la familia {vt}. La aplicacién f goza de las

siguientes propiedades:

)(r) -

Ce ft r(fs,t(y)) = fs,r(y)° En efecto ft,r(fs,t(y)) = ct,c (t
! S,Y
= C (r) = f (y) .
8¢Y S "',
-1
de fs,t(ft,s(y)) - c&_"ct Y(s)(t) = ct,y(t) = Y, luego fs,t - ft,s .
9
e, f = 1d. para todo s,

si la familia {v, ] de campos vectoriales no depende del pardmetro t,
la misma se reduce a un sblo campo vectorial v = v, Ppara todo t, defi-
nido sobre un abierto U de M y por lo tanto la familia {ft} de difeo-

morfismos locales generada por ella satisface la condicibn:

4 = f
S,t O,t-s
En efecto, como la curva ¢ y es una reparametrizacibn de g .y? al
' ? ]
ser Vv,= Vv , resultan ambas curvas soluciones de la misma ecuacibn

t t=-s

diferencial’ que pasan por el mismo punto., Luego

= t“ ®
cs’y(t) co,y( s)

Poniendo ft - fo,t’ se tiene?

cle fsf - fs+t para todo s,t tal que s+t pertenezca al dominio de

t

Co.x? X € U, En efectoy, s1 u = t=-8 se tiene?
?
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Ffe = fo,sfo,t = £, t-u fo,u+s = %t fsu=f g " feen

1l
9 .
d'e f_s - fs pues fo,s fo, s ™ fo,o = id,.

et, £ -fooﬂid.

En consecuencia, cuando la familia {vt} se reduce a un solo elemento

vy éste genera un pseudo-grupo {ft} de difeomorfismos locales,

Dada pues la familia {vt} de campos vectoriales definidos sobre un a=-
bierto U de una variedad M, y dada una funcibén k € CG%U), podemos escri-

bir teniendo en cuenta (*):

d
(f (x)) (k) a — k £ (x)
Vto syt X dt'tsto st

expresibén que, cuando no induzca a error, escribiremos omitiendo s. Si se

tiene en cuenta ademas que fto’to = i1d, y que fto,t = fs,t fto,s =

= £ :l'."_:L

s.t fg.t ! obtenemos la siguiente fbrmula que en la practica resulta
? 9
o)

mas conveniente:

4| k £ g1

d

o dt't=t_ Tt _,

o sea, omitiendo s

d -1
v, (x)(k) = 3t leet K £ fg (x) (1)
o o o

S1 la familia {Vt}no depende del parimetro t, la expresidn anterior se
se reduce a

d
v(ft(x))(k) - dt't k ft(x)

ad
vix)(k) 'laz't-o k ft(x) (2)



il

2.2, Si (M} E,n%,B) es un fibrado de objetos geométricos, {vt} una familia
de campos vectoriales sobre un abierto U de M vy {ft} la familia de *
difeomorfismos locales generada por {vt}, nosotros podemos, mediante el

funtor B, definir una nueva familia {B(ft)} de difeomorfismos locales so=-

bre el abierto n-l(U) de E, Mediante ella podemos as{ mismo construir u-

na familia de campos vectoriales sobre n-l(U), dada por

B(v) (B(f ))(b)(h) = E?It-t h B(ft)(b)
%o %
donde el parametro s ha sido suprimido, h € qun-l(U)) y be n-l(U).

O como antes:

B(v) o(b)(h) = EE'tst h B(fto’ Y(b) = EE't £ h B(f IB(E, o)(b) (3

Si la familia {vt} no depende del parimetro t obtenemos

B(v)(b)(h) = EElt h B(£,)(b) (4)
2.3, Lema, La familia {B(v)t} de difeomorfismos locales sobre ﬂ-l(U), de-

finida mis arriba, satisface las siguientes dos propiedades:

a) si {vt] Y {vé] son dos familias de campos vectoriales sobre U,

B(v+v')t - B(v)t + B(v')t

0 o o
.

b) S a* R — R es una aplicaciébn c® Y {vt} una familia de campos vec-

toriales sobre U,

= '
B(a.v)t a(to).B(v )t
o o
Demostracibén. a) sSi {f } oy {f') son las familias de difeomorfismos loca-
les generadas por {vt} y {vt} respectivamente, para una funcidn cuales-

quiera Kk € CG%U), se tiene!
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d d d
-— x £ £, (x) = 5] k f (x) + — k £' (x) =
= (Vt (x) + vé (x)) (k).
o o
i ¢ = [
Pero puede escribirse ft t ft ot ft ! por lo tanto
o o o
| d
(v, + v! )(x)(K) = — k £? (x)
to to dt tsto to,t

y aplicando la férmula (3) de 2.2, se tiene para b € u’l(U), h € Cckn-HU»

. d .
B{(v+y? )t (b)(h) = a-E- Lt h B(ft ,t)(b) =
o o o

- S h BCE ) B(E?

dt tﬂt t ’t . t ,t)(b) L
o o o

- -g- ¢ hBE, (D) + -g--| ., B(EL )(b) =

rr=t_ T s s=t_ 0!

- (B(v)t + B(v')t ){b)(h),

o o

bd S1 & R —> R es una funcibn Caz la misma puede considerarse como un

campo vectorial sobre R que define a su vez un grupo monoparamétrico .
de difeomorfismos locales {gt}, tal que
d
a(gt(to)) = 3t't gt(to)

En particular

d
a(to) = a(go.(to)) = 3t t=o gt(to).

sea k € c™u) Y sea {ft} la familia de difeomorfismos locales ge-
nerada por {v,}. Entonces

d d d
— k f . (x) = | kf (x) o=}, g,lt)=
dt't=o go(to).gt(to) dgtztos gt(to)sato to,gttto) dt t=0"t o

- a(to).vto(x)(k) - (a.v)to(x)(k).
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Este resultado junto con la férmula (3) de 2.2, nos conduce a la sigui-

ente expresidn, para b € n'l(U) y he Cain'l(u)):

d
B{a.v) (b)(h) = —| h B(f )(b) =
t, dt' t=o to,gt(to)
d d |
- I h B(f )(b) « —Il, g (t )
dgt(to) gt(to)-to to’gt(to) dt't=0"t

= a(t ) B(v) (b)o
o to

2.4, La familia {B(v)t} estara bien definida si dadas dos familias de

campos vectoriales {vt} Y _{vé‘ con dominio en U, tales que v_=v!

L 4

sobre un abierto V contenido en U, entonces B(v)o = B(v')o sobre n-l(ﬁL

En otras palabras, considerando las propiedades de {B(v)t} probadas més
arriba, lo que se debe cumplir es que, si el elemento v de una familia
de campos vectoriales { t} definida sobre U, es idéntlcamente nulo sobre
un ablerto V contenido en U, entonces B(v)o = 0 sobre ® (U). Para de-

mostrar que esto es clerto necesitamos el siguiente Lema [8]:

2.4,1, Lema,Si {vt} es una familia de campos vectoriales definida sobre
un conjunto abierto U contenido er B xM, donde M es una variedadq

tal que
vit,x) = vt(x) para cada t fijo,

v{0,x) = vo(x) = O para todo x € nz(U),
entonces existe otra familia de campos vectorlales {wt} con el mismo
dominio que {_vt} y tal que

vt(x) = t wt(X) para cada t.

Demostracibn. Sea x € 7, (U) vy sea {xi} un sistema coordenado en x, en-

0
v(x)-Zv(x "a";"i

tonces para cada t e nl(U)
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Definimos {wt} de la siguiente manera:

i 1 bvi
wt(x) - . (sifd(ts,x) ds

lo cual nos da

B 1l 1
wt(x) = vt(x)

t
Y
i ) 1
wt(x) e Z wt(x) ‘a";" = 'E vt(x).

i i

Volviendo entonces a nuestro problema vemos que existe una familia
de campos vectoriales {wt} sobre U tal que {v }=|{t wt}, y en particu=-
lar v, - Owo = 0, Entonces, poniendo

fv Y=l £ w = { aa. v}
por la propiedad b) del Lema 2.3., tenemos:

[B(w),} ={Bide w) .} ={t BW | y B(v) = o0B(W_=o,

14
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%+ LEVANTAMIENTO DE UN CORCHETE DE CAMPOS VECTORIALES EN UN FIBRADO
DE OBJETOS GEOMETRICOS,

3ele Sea (Mj E,n,B) un fibrado de objetos geométricos y sean u y v,
dos campos vectoriales definidos sobre un abierto U de M, Si {gt}

Y {ft} son los grupos de difeomorfismos locales generados pjor u Yy Vv

respectivamente, podemos definir una familia de difeomorfismos locales

sobre U poniendo para cada t:

h =

" %n O W

La familia {ht} genera una familia {wt} de campos vectoriales sobre U,
con w_ = {vou] ((1}, p.18). Esto es, si k € CG%U), por (1) de 2.1, Yy

teniendo en cuenta que ho = jdey sSe cumple

d
w (x)(k) = =l ok h (x) = (v, u] (x) (k)

y por fbébrmula (3) de 2.1,.,, para k' € Ca%u-l(U)), b e n’l(U), se obtie-

ne
B( (v, u) ) {(0)(k') = B(w) _(b)(k') =

- ok'B(h)t (b) =

-4y, k'Blg IB(f )B(g IB(f )(b)a
dt t=o0 -ﬁ ; _\rﬁ \‘—t ﬁ

= (B(v), B(u)](b)(k*)
' )

Por lo tanto

(B(v), B(wW] = B([v, u]) (5)
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4, LA DERIVADA DE LIE DE UN CAMPO DE OBJEZTOS GEOMETRICOS,

4.1, Sea v un campo vectorial definido sobre un abierto U de una variedad
M. Podemos considerar a v como al elemento- v, de una familia{vt§
de campos vectorlales, tal que si (ft} es la familia de difeomorfismos
locales generada por {vt}, es f_ = id., En efecto, si v representa una
familia que no depende del parémetro t, vav_y {ft} es un grupo de difeo-
morfismos locales, luego fo = id.s Si por el contrario, v es el elemento

Ve de una familia {vt}de campos vectorliales que genera una familia {ft}
o

de difeomorfismos locales, se puede definir una nueva familia {gt} de di-

feomorfismos locales poniendo, para cada t

~1
9y = e £t
o) o

lo que implica.go = 1d,s Llamemos {v{} a la familia de campos vectoriales

que genera a igé, entonces para k € c®u) y x e U, se tiene

d

X) = a-{ t=0

Vé(x)(k) - = k 9y 9o k gt(x)s-

» ‘a'; sat k fs ft - Vt (x)(k)
o o o

4.2 Sea v un campo vectorial definido en un abierto U de de una varie-
dad M, base de un fibrado de objetos geométricos (M} E,x,B), Supon-
gamos que v es el elemento v, de la familia{vt} de campos vectoriaies
sobre U y que esta familia genera a su vez a la familia {ft} de difeomor-
fismos locales con fonid.. Sea § un campo de objetos geométricos sobre U

Y para emdm x € U sea U CU un entorno de x tal que para algin €> 0O

' <
£,(U_)CU para |t|l<e

Definimos 1la curva

1)

Y, (=€,8) — T
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-1 -1
Yx(t) = B(ft ) ¢ EW

(x)
ft(x)

La curva Y, €S una curva Ca’pues es la composici6h de las siguientes a=-

plicaciones:
(~€,6) ~> (=€,€) X U = (~g,€)x n-l(U) S (-€,€) xn"l(U)-—-» n'l(u)
t —— el (t’ft(X))--"‘" (t’bf (x)) ------ -> (t’B(f;1)¢f (x) )-"B(le)¢f w
t ‘ t t

donde la aplicacién c¢ es C® por condicién 1ii) de la definicidn de B,

4.%. Definicibn, Sea ¢ un campo de objetos geométricos y sea v un campo

vectorial, ambos definidos sobre un abierto U de la variedad M, base
de un fibrado de objetos geométricos, y tales que ambos satisfacen las

condiciones establecidas en 4.,2. La derivada de Lie del campo ¢ de objetos

geométricos con respecto al campo vectorial v, en x € U, esta dada, para
h € Ca%n';(u)), por

d -1
L ¢x (h) = —]| h m(ft ) ¢

dt t=0 ft(X) (1)

Si {ft} es el grupo de difeomorfismos locales de v, (1) se escribe

d
L ¢x (h) = dtltgo h B(f_t) ¢ft(x) (2)
Si v es un elemento v_ de {vt}, considerando 4.l., (1) se escribe
o
L (h) = 9—[ h B(f £71) ¢, -1
vV X dt ' t=t t Tt f £ “(x) (3)
o o t to

4,4, La derivada de Lie L ¢x "del campo $ de objetos geométricos con res-
pecto al campo vectorial v, seglin fué expresada en el pirrafo ante-

rior, esta bien definida., Esto es, si existen dos familias de campos vec-
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toriales {_vt} y {v{} tales que v es el elemento v, de la primera y el
elemento v! de la segunda, deberd cumplirse
AR

X 1
O (o)

X
Para probarlo necesitamos el siguiente Lema de la teorfia de familias de

campos vectoriales,((Z], [7]).

4e4.1s Lema, Si {yt] Y {ut} son familias de campos vectoriales definidas
. sobre un abierto U de una variedad M, las cuales generan las famie-
lias {ft} Y {lel de difeomorfismos locales, respectivamente, se cumple

la siguiente igualdad para cada t

Vt T - dft ut (4)

Demostracibdn, De acuerdo con .lo expuesto en la seccidén 2.1l,, la familia

de campos vectoriales {vt‘ define una aplicaciébn

f!: RxRx M ——> M
dada por
f(s,t,y) = ¢ (t)

S,Y

tal que para {(s,t) fijos se expresa

f(s,t,y) = f (y)

Syt

Si fijamos s y lo omitimos como hemos venido haciendo hasta ahora, se

puede considerar a £ como la aplicacidn
f: Rx M = M

que para cada t fijo se escribe



Luego, si hacemos

aplicaciones

gsatisfacen:?

En particular

En efecto, si

g, = £~ para lt| < €, € determinado por {v

f: (=£,€)%x U —= U

g: (-€,e)x U ———7U
df: T(~-€,€)x U = TU
dg: T{~€£,£)x U =——> TU

dE(ryt) y(m,0) = tov (£ (m)

d
t(r) = Egls=o ks(r)

para h € c®u) se tiene

¢

Por lo tanto:

d d

= 33 smo h f(ks(r),m) = T3 g=0
«edee | hf (m)e t(s) =
dks(r) 8=0 ks(r) ¢

= te Vv (f (m))(h).
r r

0 = dglr,t),df(@,t),(m,00) = dglirst) £ (m),t v ) =

- dg((r,O),(fr(m),t vr)) + dg((r,t),(fr(m),O)) -

= dgr(t vr(fr(m))) + t ur(gr(fr(m))).

Entonces

hf

k (r)
S

y las

(m)=

19



20

dgr(vr(fr(mn) - -ur(m)

1

(df "v )(m) = ~u (m)
r r r

Volviendo a nuestro planteo inicial vemos que para probar que

= L
%obx vé¢x (5)

lo que debemos ver es que, si {ft} es la familia de difeomorfismos loca-

les generada por {yt} Y {fé} la generada por {vé}, entonces, para

h e cXn~tu)
4

4
dt t=o0

£,(x) Tt t= oh B(fL “He

-1
h B(£. )¢ £2(x)

Pero el primer miembro puede escribirse

-1 d
h B(ft 1) - —

£, (x) at | taol BUEL "’ + S h‘bft(x)

<
dt t=o0 dt t=o0

y de igual manera el segundo miembro. Luego, si como en el Lema probado
mas arriba, llamamos {u } a la familia de campos vectoriales generada

por {f } y i t} a la generada por {fé 1}, se tiene:

d -]
3¥|t-oh B(f, )¢ft(x) = B(uo)bx + ab v (x) = (por el Lema)=

= d vo(x) - m(vomx (6)
%E't- h B(f )¢ .(x) = B(u$)¢x + db vo(x) = (por el Lema)=

= ' - '

ad vi(x) - B(v!)O_ (7)
Como v_ = v!, resulta, por lo visto en 2.4., que (6) y (7) implican (5),

4,5 De lo expresado en las secciones 4.3%. Yy 4.4, se obtienen dos impor-

tantes conclusiones:

a) Las fb6rmulas (1)=(3) muestran que L @x es un vector tangente a la
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curva yx(t)cz n-l(xD en el punto @x. Esto significa que %¢x € T¢ E.
x

Es decir que la derivada de Lie de un campo de objetos geométricos es un
nuevo campo de objetos geométricos del fibrado (Mj TE,n*,B*)(ver (l.6.B)),
Pero si tenemos en cuenta que para toda funcién h € CG{E), constante so-

bre n-lfx), es %¢x(h) = 0, podemos decir que

-1
% ¢x € T(m “(x)

Yy en el caso en que dim,E> dimeM y dn sea suryvectiva (ver (1.6,C.)
% bx es en cada punto de su dominio un objeto geométrico del fibrado

(M3 X,n',B') y un subobjeto de (M; TE,n*,B*),

b) La férmula (6) obtenida mis arriba es un importante resultado de la teo-
rf{a de la derivada de Lie de objetos geométricos que puede generalizarw

se medlante el Lema 4.,4.1l. ¥y la fébrmula (3), Como en lo que sigue haremos

frecuente uso de ella, resultari conveniente enunciar la siguiente propo-

sicién:

4.5.1s Proposicibne S,a v un campo vectorial definido en un abierto U de
una variedad M, base de un fibrado de objetos geométricos y sea ¢
un campo de objetos geométricos con dominio en U, Entonces para cada x € U

se tiene
Lo = db(v)(x) - B} (8)

Si v es un elemento Ve de una familia { vt} de campces vectoriales que
o

genera la familia {ft} de difeomorfismos locales sobre U, se tendr}

-1 -1
L ¢x = d¢(dft vy ) (%) = (dn(ft )B(v)t ¢x (9)
to o O o o

4,6, Proposicidn. si (m; E,n,B) es un fibrado de objetos geométricos, ¢

un campo de objetos geométricos sobre un abierto U de M, f: U = M,
un difeomorfismo y v wun campo vectorial sobre U, entonces la siguiente

expresién es satisfecha:
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dB(f) L ¢ = L EB(Ff) ¢
v X dfv

Demostracidne Supongamos que v es el elemento Vo de una familia de

campos vectoriales, tal que la familia de difeomorfismos locales que gene-

ra satisface la condicibn fos 0. Entonces, para h € CGD(F-I(U)L

(L B(E) &_)(h) - Sl hB(f YY) BE) B =
. 3t t=o t £F £ (x)
d (£) B(£Y) (0F)
= '&"E =0 \h B fl) B(ft ( f ft(f-l(x)) -
s %(@f)f-l(x)(hm(fn -

=(dB(£f) L ¢_)(h)
v X

4,7 Corolario, En el caso particular en que el difeomorfismo f de la

Proposicibn anterior es un elemento ft del grupo de difeomorfismos

locales generado por el campo vectorial v, se tiene, para h € Cain-l(Un,

d o
aB(f_ )L ®f (x)(b) = %(B(f )>¢ oy () a‘aglt h m(‘_t)¢f (x)®
t ) t t
Demostracidn, |
d |
E?lth B(f )¢ft(X) = dsls=oh B(f-s-t) 471’ (x)
s+t
d
= E;lsgoh B(£f_) B(£f_) ¢f £ (x) ™
s t
=L B(£f_,) ¢ft(x)(h) = dB(f_,) d? ¢f (x)™
£’

= dB(f_ ) L ¢f (x)*

puesto que en este caso es (dftv)(x) = v(x) para cada t,

4,8, Proposicidn, Sea ¢ un campo de objetos geométricos definido sobre un

abierto U de una variedad M y sean v, u, dos campos vectoriales con

dominio en U, Entonces, para cada par de nGmeros reales a, b, se satisfa-
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ce la siguiente expresibn:

av&bu X = a % ¢x + D & tbx

Demostracibne Se deduce a partir de la Proposicién 4.5.1l. y de la lineali-

dad de d$¢ vy del operador v — B(V),

4.9, Definicibn. Sea (Mj E,n,B) un fibrado de objetos geométricos y sea

{ft} una familia de difeomorfismos locales definida sobre un abierto
(—=e,e) x U de Rx M, Un campo ¢ de objetos geométricos es invariante bajo
la deformacidn {ft} si:

ae dominiof ft) C dominio($)

imagen(f )€ imagen($) para cada |tl< €

be '(ft)¢ = ¢ft(x) para cada x e U vy |ti¢€ e,

4,9.1, Corolario. 5i un campo de objetos geométricos es invariante bajo

la deformacidn {f sy s invariante bajo {f:}}.

e}

Demostracibn. Supongamos B(ft)¢ = ¢f (x) y llamemos ysle(x)

-1 -1
B(f, )¢x = B(f, (x)e

-1
)¢ft(y) = B(£ ") B(ft)®y - ¢ = ¢ :1

4.10, Proposicibne. Sea (Mj E,n,B) un fibrado de objetos geométricos y sea

{vt} una familia de campos vectoriales sobre un abierto U de M, la

cual genera la familia {f de difeomorfismos locales, Un campo ¢ de ob-

t} .
jetos geométricos definido en U es invariante bajo la deformacibn {ft}

si y sblo si L ¢x = 0 para cada xeU y |tl|< e,

Demostracibne

le S1 ¢ es invariante bajo la deformacidn {f }, por Core 4+9.1e l0 es
también bajo {f }, por lo tantoy, si h e C = (U)L se tiene!
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d -1 d
L ¢.(h) == h B(f ) - —— h ¢ =0
vto X dt t=t toet fto't(x) dt t=t = "x

= < =
20 Sea L ¢x O para cada x e U y |t|< e, entonces L Of () =0

t t
o o

1 +
) % ¢f (x) ™ 0, Por lo tanio

o) t t
o o

para |t°|( €, Y por linealidad dB(f;
para h € Ca%nnlﬂUD se tiene:

-1
0 = % ¢f (x)(h m(ft ) =

to to o
d -1 -1
= = h B(f,_ ) B(f, £ ) ¢_ _-1
dt't=t t, t_“t £.£, (£, (x)) =
o o]
d ~1
* 4t t=toh B(f, ) ¢ft(x).

Bsto implica que la curva yx(t) = B(f:1)®f (x) tiene tangente 0 en cada
t

punto, entonces es constante

-1

¢ft(X) = B(ft)¢x

4,11.Lema, Sean (Mj E,n,B) un fibrado de objetos geométricos y ¢ un cam-
po de objetos geométricos sobre UCM, Si las familias de campos vec -

toriales {v } y {u ] definidas sobre U, satisfacen la condicién

L =L ¢ =0
Vtx utx

para todo x e U y I|ti<e, £> 0, entonces, si {ft} es la familia de

difeomorfismos locales generada por {vt}, se cumple

L bx = 0 para |tl<e, |si<e
df ‘u
s t
En particular L ¢x <0, para [t|< e, Isli<e.
' | dfsvt



Demostracién, S L ¢ = 0 es ¢ invariante bajo las deformaciones {f ]
t

Y {f;l} . Luego

L & = L B(f £7) iy
X S S
df u df u

s t s t

1

£ O£ (x)
S S

-]
= dB(fs) L m(fS ) ¢f f—l(x)
t s s

= dB(f) L ¢f—1
t s

(x) = ©

1

4,12, Lema. Sea (Mj E,n,B) un fibrado de objetos geométricos y llamemos'f

al fibrado tangente sobre M

% = (TM,p,M)

Si ¢ es un campo de objetos geométricos definido sobre un abierto U de M,

el conjunto

G(U,$) = {v@ vV € c“iﬁlu), L ¢x = 0, para todo x € U},

es un subespacio vectorial de c®%lu), y el conjunto

c%(U,d),e:) = {{ft}; {ft} generado por{vt}‘, v, E G(U,d), Itl(e}

es un pseudogrupo bajo la composicidn {ft}.{gts n‘»ft°gt}°

Demostracibne.

le al Lo = dd 0(x) = B(B)¢x = 0, entonces O € G(U,b),
0

b) si v £ G(U,}), L ¢x - -L ¢x = 0, entonces -v € G(U,$)

c) si vy u e G(U,$), a,b £ R, avFbu @x = (al + bL) ¢x = 0, entonces.

av+bu € G(U,$)

2. a) La familia {ft} con £, = id. para todo t esta en czr(u,¢,e) puzs

t
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0 € G(U,P).
-1 ’
b) si {ft} € C?(U,¢,e), entonces {f } tambien pertenece,
c) sean [ft} y {gt} > Cﬁ(U,¢,E), tales que la composicién f g, existe

para |t] < €. Entonces si k & c®uU) y |t0|( €,

d -1 _-1
Sl K(E e ) (g e ED ) (x) =
(o] o (o
d -1 -1 d -1 _~1
"arieat K fp9 G f e ol Kk fL g g f () e
O o) o O O s o O

=, (x)(k) + (dft u, J(x) (k) =
Qo O o]

=(v, + df_u )x)(k) e G(U,d)
) o ©

por la primera parte de este Lema y Lema 4,.1ll. Luego'{fi.gt] es un ele-
mento de %g(U,¢,8).
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5. LOS OPERADORES DIFSRENCIALES LINEALES B¢ Y Lé,

5.1, Definicidn, Sea M una

variedad y sean 4 y @ dos fibrados dife-

renciables sobre M, Un operador diferencial lineal P de y en w
es una aplicacibn C-lineal
p: C®qp) — cNo)
tal que
sop.(P(s)) C sop.(s) (10)

para cada s € Caiu).
El operador F se dice

(k€£a, tal que para cada
jk(f)m = 0

5.2+ Recordaremos aqul una

rema de Peetre: S5ea M
fibrados vectoriales sobre
m €
wlu

gido a los mismos tiene la

b en w, entonces cada

to N de R", tal que

donde, si s,r son los rangos de p y w resectivamente, los aa(m)

s r=matrices,

Notae. El teorema de Peetre dice que para cada

ablerto U de m donde

tanto el orden seré finito

si k es el menor entero positivo

f e CCD(}L) (ver 1l.1.)

de orden k

me M y cada
implica P{(f)(m) = O,

versidn debida a R.Narasimhan [4], de un teo-

una variedad de dimensidén n y sean p y ® dos

Me S1 P es un operador diferencial lineal de

M tiene un entorno U difeomorfo a un abier-

y wlU son triviales y el operador restrin-
forma
% a (m) D" (11)
Jalsk<w
son

m € M existe un entorno
el orden k del operador es finito. For lo

en todo abierto relativamente compacto de M,
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5¢3% Sea (M} E,n,B) un fibrado de objetos yeométricos y sea § un campo

de objetos geométricos definido sobre un abierto U de M. Si
(T2,p'4E) es el fibrado tangente a E, su restriccibdn a n-l(U) es un nuevo
fibrado vectorial (Tﬂ-l(U),p'.ﬁ-l(U», y el "pull back” de este fibrado
por ¢ ([3]), pag.38,39)

de((n~Lum 2 | rx~leuy

e (p") | l P’

)

es un fibrado vectorial u donde

. -1 -1
b (T(n~ LU = }E;:Ju Ty (FTHU)

X

b*(p') = np' (con las corresp. restric.)

pe (L) Ty (RTHU, de(pt) U
X

XE
si llamamos nuevamente § al fibrado tangente sobre M

¥ = (TM, p, M)
podemos definir el operador

BO : C™E|U) —— cp)
dado por

BO(v)(x) = BV

i) B(d(v)) es una seccidn de p
ii) B$ es un operador diferencial lineal:
a) es lineal por Lema 2.3,

b) satisface la condicibdn (1C)de la definicibn 5.1l. En efecto:

80pe(V) = {x € doﬁ;(v); v{x) #01, por lo tanto ((sop.(v)) es abierto y si
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z € ¢(sop.(Vv) existe un entorno U, de z tal que sz\(sop.(v» = @.En-
tonces v(y) = 0 para todo vy ¢ u_ Y BO(v)(2z) = B(v)¢z = 0 por 2.4,
(z no puede ser punto frontera),

Entonces por 5.2, para cada x € UCM, existe un entero 0<&kd{

J

tal que |
BO(v)(x) = E b_(x) D% (v) (x) (12)
lalgk< @

con las identificaciones ¥ s R", P ~R' (ma dim.Z),

Con lo que queda probado que B es un operador diferencial lineal.

Supongamos ahora que el fibrado de objetos geométricos (Mj E,n,B) es

tal que cada fibra n-l(x) es una subvariedad (cerrada) de E, Entonces

(ver (10608»

, -]
X = )&-{4 r(r~*(x))

es una subvariedad cerrada de Te y el fibrado (X,p';E) es un subfibrado

vectorial del fibrado tangente a E (TE,p',E). En estas condicilones si
¢ es un campo de objetos geométricos definido sobre un abierto U de M,

el "pull back" de (X,p',E) por ¢

d=(X) pe(®)

ot(pl) po

U i -> E

es un nuevo fibrado vectorial ®w donde

de(x) = \UJ Ty, (x~L(x)
X

xeU

$*(p') = mp'=n' (con las coresp. restric.)

o =(\J 1, (x"t(xn, 7 U)
xeU X

ot al
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Podemos entonces definir un nuevo operador

Lo : c®Ylu) — cHw)
dado por
LP(v)(x) = %¢x

Por proposicibdn 4.5.1l. sabemos que

L ¢x = dd(v)(x) - B(v)¢x

= dd(v)(x) - Z b, (x) D% (v) (x)
Jal€k € @

esto es

x
% d)x - Z: aa(x). D (v)(x) (13)
|| €k ¢

De donde resulta evidente que L es un operadér diferencial lineal

que en cada x € U tiene el mismo orden que B¢,

5.4, Supongamos ahora que ¢ y ¢* son dos campos de objetos geométricos

definidos sobre un abierto U de M, con

¢>xo = ¢>;:o

y supongamos que para algln abierto WU existen k y k' tales que, si
X € W
B(wd = ) b (x) 0w X
X o
| i€k <

E : a
n(v)¢; = ba(X) D (v){(x)
| 11 ¢k ¢ @

¢
Como ¢x - Ox resulta

° ° B(v)¢x - B(v)bé
o o
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Y entonces se tiene
k = k*
b {x ) = b*'(x )
s SN o SN0)

para cada a, |al£k = k?*,

5.5. Lema, Sea L¢: c®$lu) —> c®w), el operador diferencial lineal

definido en 5.3, Si el orden de L) es k< ® en un abierto WCU
y si f: U—> f(U)CM es un difeomorfismo, entonces el orden de
LB(f)$ es también k.

)

Demostracidn. Si el orden de L en W es k, significa que k es el me-

nor entero positifo tal que para v € CHE|U) y xe W

J (v){x) = 0 dimplica Ld(v)(x) = O
31 u € c“%flf(u)) resulta que jk(u)(f(x» = 0 implica jk(df-lu)(x) = 0
En efecto, sean {xi} y {xif}=} yi} sistemas coordenados en x y f(x)

respectivamente, entonces

p*(ae~twit(x) = p%¢ 2___ u (£{x)) A=D1 (£(x)) =
oy
]
[l -11i
=> (> ( )Dm"(3 ud (£(x)) Da(d(f > X£(x))
=1 ypigia) 10 ° ¥y

donde (5=n (pl,...,pn) recorre todas las n-uplas que satisfacen?
Pi=a; si Ifl = |al
pigo st Ipl < lal

3o cada P debe ser repetida hasta que la suma de sus Pi's de cxi, si

P; € 250 33 £ 0.

Es decir que, siendo f difeomorfismo, DH(u)(£(x)) = O (la|€ k) implica

0*(af™u) (x) = 0 (lal £k), luego L,
: df "u

¢(x). Entonces
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0= L B(£L) B(EF) & (x) = dB(E2) L(B(EI) (£(x) = 0
- 1 ¥ 4
df "u
s decir que
si DM(u)(£(x) = 0 (|algk) entonces '%(B(f)lb)(f(x)) = O,

siendo k el menor entero positivo que satisface esta condicibdn. Si hu -
biese un entero k' ¢k gue la cumpliese, realizando el preceso en forma

inversa resultarfa k' el orden de L,

5.6 Seay, como antes

X = (TM,p,M)

\

y sea U un abierto de M tal que U sea honeomorfo a R y ¥lu triviales Es
posible introducir una topologla en c™$|U) definiendo un sistema funda .

mental de entornos para cada v £ C(3}lU), de la siguiente maneral4l|:
B « {ue cRtIm; K
R myveKye) ={u e CLEIU); Ju-vil > < e}

donde m es un entero positivo arbitrario, K recorre todos los subcone
juntos compactos de U y £ todos los nlmeros reales positivos, Recorde-

mos que si u e cXY|U) y Scu

I U||;.= E '%: sup|Da u(x)| (=00 s1 S§ compacto)
T XES

ol € m
Esta topologla satisface:
a) tiene una base numerable

b) {vi}——*'v‘euh D%y, ~—s D%y uniformemente sobre conjuntos compactos,

i
para lalék (todo a si v e c™$lu
c) es metrizable

d) es completa,

5«7. Sea ahora un subconjunto abierto W de M, homeomorfo a un abierto |
L de Rn, tal que $lw vy wIW, tal como se definieron en 5.3%., sean

triviales y para el cual la expresidn (1l1l) de 5.2, aplicada a L¢ sea
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sea satisfecha. El teorema de Peetre nos asegura la existencia de tal a-

biertoe.

5¢7.1. Lema., Sea {vi}iel una sucesidn de campos vectoriales en C($|w),
tal que
{Vilijer 7™V
uniformemente sobre cada compacto S¢C€W, Si para un campo de objetos

qgeométricos ¢ definido en W, x € W y todo 1 € I, se cumple

entonces

L b =0 para todo x € W,

Demostracibne. Supongamos que L = Z aa(-) Da, sobre W, kEntonces

lal€m

.
0 = %i®x = 2 aa(x)-D (vi)(x)

fe]lém< @
Y —
_a @ E . a .
0 = ig)k aa(x) D (Vi)(X) = aa(x) %5g9 (vi)(x)
_,/ |aldm< @ | x]€m<a

F 4

o
= E aa(x) D7(v)(x) = % ¢x
fa|l{ m<m

50702« Lema, Sean W y ¢ los mismos elementos definidos mis arriba, enton=

ces

G(w,0) ={vy vecRElw, %¢)x’ 0 para todo x € W }

es un subespacib vectorlal cerrado Qe Cq%}IW).

Demostracidn.

ae G(W,$) es un subespacio vectorial de Ca%flw) por Lema 4,12,
b. Si {vi} estd en G(W,$), v {vi}——*'v, por Lema S.7.1e Vv € G(Wy ),
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