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INTRODUCCIÓN

El concepto de objeto geométrico ha estado bajo la atención de los matemáticos desde los comienzos de este siglo∙ Muchos fueron los intentos realizados para clarificar y desarrollar el tema hasta la aparición en 1936-37 de los resultados publicados por J.A. Shouten, J.Haantjes y A. Wundheiler. A partir de entonces la mayoría de las publicaciones estuvieron dedicadas al estudio de situaciones particulares o a la clasificación de los objetos geométricos. Recién en 1952, con la tesis de A. Nijenhuis, apareció un tratamiento completo de la teoría. En este trabajo el problema se encara desde un punto de vista que podríamos llamar clasico o numérico: un objeto en un punto P de una variedad M es una correspondencia que asigna a cada sistema coordenado definido en i un conjunto de N números llamados componentes. El énfasis está puesto en el hecho de que si el objeto es un objeto geométrico las transformaciones de sus componentes son representaciones del grupoide de elementos de transformaciones de la variedad M.
Nuevos intentos de formular la teoría de objetos geométricos fueron hechos por Haantjes-Laman(1953) y Kuiper-Yano(1955). En ambos casos un campo de objetos geométricos es una sección de un fibrado que goza de especiales propiedades, pero en la primera de las publicaciones el espacio del objeto y el grupo de transformaciones que opera sobre él son los elementos de mayor importancia.
Nosotros presentemos aquí un tratamiento funtorial de la teoría de objetos geométricos inspirada en el fibrado natural de A. Nijenhuis (1953) (6). En la sección 1 definimos un fibrado de objetos geométricos como el dato de una variedad M y una estructura natural sobre ella, (N; d; p, I), donde π: J -----> M es la proyección y I es un funtor covariante de lacategoría de los abiertos de M y difeomorfismos locales entre esos abiertos y la categoría de los abiertos de E y las aplicaciones C entre dichos abiertos. Las diferencias entre la definición de A.Nijenhuis y lanuestra son:



1> Muestro fibrado no necesita ser localmente trivial·2. No imponemos condiciones restrictivas ni a las fiiras de E ni al grupo.. que pueda actuar sobre ellas·3· Pedimos a B que satisfaga una condición adicional (iii). Esta condición, que es una idea no publicada del í)r» d. Calabi, nace posible definir en la seccj-ón 4 la derivada de Lie de un campo de objetos Geométricos·
En la sección 2 definimos el levantamiento a E de una familia de campos vectoriales con dominio en la variedad M. Esto permite levantar un campo vectorial del que se desconoce su grupo local monoparamétrico de difeo- raorfismos, pero del que se sabe es un elemento de una familia de campos vectoriales cuya familia de difeomorfismos locales puede ser construida. Este es el caso del corchete de campos vectoriales cuyo levantamiento y propiedades son estudiadas en la sección 3·
En la sección 4 definimos la derivada de Lie de un-campo de objetos geométricos y probamos algunas propiedades de la misma·
En la sección 5 definimos, para un campo fijo φ de objetos geométricos, dos operadores diferenciales lineales ≡φ y Lφ entre fibrados vectoriales de base Mt Mostramos que en abiertos convenientemente elegidos esos operadores tienen orden finito e igual en cada punto y probamos varias propiedades de los mismos·
Deseo expresar aquí mi profundo aς∙radecimiento al Dr∙ AtNijennuis, quien durante.mi estadía en la Universidad de IennsylvaniaCUtJtA∙)como be- caria del CtNtItCtTt me asesoró y alentó en la preparación de este trabajo. Así mismo debo mi gratitud al Er. MtI-Ierrera quien avala esta tesis como mi asesor científico y rulen con su guía y consejo hizo posible la conclusión de la misma· Por último deseo expresar mi reconocimiento al Prof∙ JeEosch con quien inicié el estudio de la teoría de objetos geométricos·

Sarah JalvioliLa Flata1 marzo de 1970



FIBRADO DE OBJETOS GEOMETRICOS
1∙1∙ Notación·
a∙ Las variedades que utilizaremos en este trabajo serán todas varieda— des diferenciables C por lo que omitiremos indicarlo mientras ello no conduzca a confusión·
b∙ Asi mismo las secciones de fibrados deberán siempre suponerse apli— caciones diferenciables C t en particular cuando dichas secciones sean campos vectoriales·
c. Si ft M —-→ N es una aplicación diferenciable entre Variedadest denotaremos con df la aplicación tangente inducidadf s TM---- ► TNUna notación equivalente que utilizaremos en el caso de curvas γ Γ R —* Ms eró

γφ: TR ---- ► TM
*

d∙ Ccd(M) denotará el anillo de las funciones Cαζ a valores reales sobreMe Sl μ es un fibrado μ - (EtK9M)9 Cαtμ) denotará el conjunto de la secciones de μ∙ Si U es un abierto de Mt Cα⅜μ∣U) denotará el conjunto 
de las secciones de μ con dominio restringido a Ua
e∙ Si α≡ (α.9∙>*,α ) es una n-upla de enteros no negativos, pondremos 1 n∣α∣- α.+.∙,+α y α∣- aj...a Li n i nSl x- (x. 9∙*∙fx ) es una n-upla de números realest pondremos ·i nα α a
χa∙ x.i∙∙∙x n y llamaremos Dσ al operador diferencial
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*

f∙ Si μ es un fIbrado diferenciablet denotaremos con Jp(μ) al espacio de los k-jets de μ en pt y con j^íf)^ Ic-Jet de f en pt paraf β cαtu). ((9), (lθ)).
1∙2∙ Definición· Una "estructura natural” sobre una variedad M está dada por una terna (EtπtB) donde
E es una variedad
κ: E —* M es una aplicación Cαo( proyección)
B: IDw —→ ≡e es un funtor covariante llamado "funtor natural” que satisface:i) si U ε Obj.(Kκ), B(U) » π"1(U) ε Obj. COC ).ii) si f e Morf.(Im) con f: U ---- ► U»M

B(f)r π~1(u) —+√1(U')1B(f) e Morfa (<C_) y satisface:a· si f(x) ≡ y, B(f) (π~^,(χ)) ≈ πr^(y)t es decir κB(f) « fπab. si W e Obj.(C ), Wcu, B(f)∣π^1(W) - B(f∣W).iii) si N es una variedad cualesquiera y para cada η ε Nt ^n:M * * w es un difeomorfismo tal que la aplicación
Hr NxM —-* N*M(ntm)-→ (ntf (m))

es también un difeomorfismo1 entonces la aplicación
H*: NxE ---- - NmE(nte)—* (ntB(f )(e))nes también un difeomorfismo·

Nota» Si en la definición anterior imponemos a E la condición di∏⅛E> dim∙M y a K la condición de que su diferencial dπ: TE —→ TMt sea suryec· tivot es posible obtener sobre π~∖x) para todo x ε Mt una estructura



de variedad diferenciable Cqd con dim.π~1(x) » dim.E-dim.M»
1»3» Definición» Una variedad M junto con una "estructura natural" (E1K1JB) es un fibrado de objetos geométricos que notaremos (M; E1π1B). Una sección φ de π: E ——» M1 definida sobre un subconjunto abierto U de M es un campo de objetos geométricos sobre U y para cada x ε U1 φ(x) es un objeto geométrico en x.
1.4. Dado un elemento f ε Morf .(Cjwj)1 f? U —U11 y un campo φ de objetos geométricos con dominio en U1 podemos definir un nuevo campo Φ* de' objetos geométricos de la Sicjuiente manera»

Φ∙(x) «= B(f~1)φ(f(x))
Que φ∙ es un campo de objetos geométricos sobre U se sigue de la conmuta- tividad del siguiente diagrama?

Diremos que φ* es inducido por φ mediante f»
1∙5∙ Supongamos ahora que el fibrado de objetos geométricos (M1 E1K1B) es un fibrado localmente trivial con sistema de coordenadas (U^1 ) ·Esto significa que para alguna variedad F (fibra), la aplicación
es un difeomorfismo para cada i y que los U^’s cubren Me Podemos entonces mirar a cada campo φ de objetos geométricos definido sobre un abiertoU de M1 como a una correspondencia que a cada sistema coordenadoU^H U ∕ 01 y cada x ε U^Λ U hace corresponder un elemento de F en tal
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forma que si (Ujt ¥j) es otro sistema coordenado en x, el cambio de los elementos correspondientes de F esté dado por un elemento C Gt donde G es el grupo de transformaciones de Fi

1∙6∙' Ejemplos de fIbrados de objetos geométricos» Más adelante haremos υβό de fibrados de objetos geométricos derivados de uno dado, sea(M⅞ EtπtB)t por lo tanto nos parece útil estudiar los mismos ahora»A» Fibrado tangente a M» Este es obviamente un fibrado de objetos geométricos donde el funtorB*: Cm ■■■ * C_/mSM T(M)está dado por?i) si U ε Obje(Cw)t B∙(U) » TU»ii) si f ε Morf»(CM)t.B,(f) ≡ df»Claramente df satisface ii)a) y ii)b) de la definición 1»2» Veremos que también satisface iii)» Sea para ello
H: Nm M ------ ► NxM

con H(ntm) » (ntf (m))t un difeomorfismo donde N es una variedad cuales- n «quiera y f r M —→ M es también un difeomorfismo para cada η ε N» Entonces la aplicación df^: TM —► TM es también un difeomorfismo así como dH? T(Nx M) T(N x M)» De esto resulta que la aplicación
H*: N x TM ------ ► N * TMque puede factorizarse de la siguiente manera:
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N * TM ■■■■■■» TN κ TM -------- » TN x TM ——→ TN x TM(n9v(m)) ——♦ (0(n) 9v(m) )——·♦· (O(n) 9df^v(m))—√n9dfnv(m))

es un difeomorfismo∙
B· Resulta evidente que si llamamos π∙: TE M9 a la proyección π∙(v ) ≡ π(e)9 y B*: Ckj, —÷ C„9 al funtor e ’ M TEji) B∙(U) - T(π-1(U)), u e Obj.(E),il) B∙(f) - d≡(f), f ε Morf.(Em).entbnces (M9 TE9 π tB*) es un fibrado de objetos geométricos·
C∙ Supongamos que el fibrado de objetos geométricos (M9 EtπtB) satisface las condiciones:a∙ dimaE - m > n ≡ dim∙Mbe dπ: TE —→ TM suryectiva·La teoría de variedades diferenciables nos asegura entonces que π ¾x) tiene una única estructura de variedad tal que (π"^(x)t i) es una subvariedad de Mt donde i es la inclusión· Además dim∙π~^,(x) ■ m-n· Obviamente T(ιΓ∖x)) es también una variedad de dimensión 2(m-n)∙ De esto resulta que
es una subvariedad cerrada de TE de dimensión 2m-n∙ Podemos entonces construir un nuevo fibrado de objetos geométricos sobre M con los datos (X9Kf9Bt)9 donde:

π∙: x ——∙-Mes tal que x,(v ) ■ π(e)9 es decir que πf es la composición de
<Dp∣∙ te —→ E y π9 ambas aplicaciones C y ambas con diferenciales sur— yectivas por lo que dK^t es suryectiva·

es un funtor covariante que satisface
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i) si U ε Obj.dM), Bt(U) - πt**1(u) . V T(π~1(x))
ii) sife Morf.(Em), f: U —>ut, B’(f) « dB(f)Las condiciones ii)a) y ii)b) de la definición 1∙2∙ se cumplen obviamente! sólo nos falta ver que iii) también es satisfecha· Para ello S3∏ N una variedad cualesquiera y sea

HtNxM ------ ► NxM
un difeomorfismo tal que H(n.x) «· (n.f (x))t con f t M —→ M difeomor-fismo para cada η ε N· Como (M⅛ Etπ,B) es un fibrado de objetos geométricos H*: Nm E ------ > N* E
con Ha(n,e) » (ntB(f∏)(e))1 es un difeomorfismo y luego dH· también lo es· Debemos probar que

H**: NxX ------- Nm X
con Ha*(n.v > « (n.dB(f )(v ))1 es un difeomorfismo· Para ello basta, e f n e ’factorizar la aplicación de la siguiente maneras
NxX---- --  N * TE ------ ► TN x TE TN x TE ------------- ► N * TE ------------- > NxX(nfv )-→(n,v ) — → (O tv )——► (O tdB(f )v )-→ (n,d≡(f )v )—>(n,dMf >/ ) ’e ,e n’e n’ne ’ne ’ne

Resulta pues que en las condiciones a) y b) impuestas al Comienzo1 
(MJ Xtπ,tB,) es un Subfibrado de objetos geométricos de (H; TEtπ∙fB*)∙ 
d∙ Fibrado J (fr) de jets de orden r de frs (M1 E1πrB)∙ Sea U un abiertode M y sean φl ψ ε Cαo(δ∣U)1 Φ y Φ pertenecen al mismo jet de orden r en x ε U si y sólo si Dα φ(x) « Da φ(x) ∣a∣∙i r∙ El conjunto Jr(6)



Ί

constituye la fibra en χ del fibrado de objetos geométricos
I («í; Jr(δ),ιt",B∙∙)

donde1. Jr(δ) o u, Jr(δ) tiene estructura de variedad diferenciable (EhresmannlχεΜ x JLes prolongements dtune variété Uifferentiable1 Taormina1 1951)2. κ"tιJr(⅛) ---- *∙M, π,'(Jrφ) » x , es C®3∙ Bπ≡ ≡m ■■—■■■> CCjrsatisfacei) si Ue Obj. (Im) t B,*(U) ≈ U J^(δ)ii) si f e Morf.(<Elu,), B"(f)(jr φ) - jξ. √B(f)φ)M, jX jf(x)iii) si H? N⅜ M —» NkM(n1x)——(n1f (x))es un difGomorfismoj
H∙∙∙: NxJr(S) ——» Hχjr(⅛)(n,jr(φ))------> (n,B"(f )(jr(φ)) = (n,j* . √B(f )(φ)))’Jx ’ n jx ,Jf (x) nnes difeomorfismo si se tiene en cuenta que el r-jet de Φ en x es el conjun to de todas las derivadas parciales de φ de orden menor o igual a r en x y que f y BCf^) son difeomorfismos (9).
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2∙ LEVANTAMIENTO DE UNA FAMILIA DE CAMPOS VECTORIALES EN UN FIBRADO DE OBJETOS GEOMETRICOS
2∙1∙ Sea W un abierto de Rx Mt donde R es la recta real y M una variedad· Una familia ^v^ de campos vectoriales sobre es una aplicación [ 7) VJ W —→T(π2<w))

X CDcon v(ttx) « v^(x)t Cx en t y Cw en xt que hace conmutativo el diagrama

La teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias asegura que cada par (s.y) ε W determina una curva integral cβ de {v^} definida para todo t de un entorno abierto de s ε R9 tal que 
(♦)

donde — es el vector unitario en el origen de la recta real R* Estas curvas integrales tienen entre otras las dos siguientes propiedades: a· cada curva integral está contenida en una curva integral maximal· b· dos curvas integrales tienen un punto de WCRxM en común sí y sólo si son unibler( si coinciden en un punto común de sus dominios coinciden en la intersección de los mismos y la unión de las curvas es la curva definida en la unión de sus dominios)La familia {v^} de campos vectoriales define así mismo una aplicación f: RχR*M ------ > Mdada por f(stt9y) ■ e (t)3 »y
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para a £ It-(W)CR y todo t del dominio de c (maximal)· Para cada i s f ypar (s∣t) fijo, f define un difeomorfismo local sobre M
f(s,tty) - fstt(y)

y para cada s fijo, una familia {f^} de difeomorfismos locales sobre M que se dirá generada por la familia {v ∣∙ La aplicación f goza de las
W —siguientes propiedades:

c∙ fttr(fs,t(y)) “ fs,r(y)* En efecto ft,r(fs,t(y)) “ ct,c8ty(t)(r) ’ ≡ c (r) — f (y) ·s9y str , rd∙ fs,t(ft,s(y)) “ cs,c. (s)(t) - ct,y(t) “ y∙ lue9o .>y
e. f «id. para todo s·

S9S <Si la familia (v^} de campos vectoriales no depende del parámetro t1 la misma se reduce a un sólo campo vectorial v ≡ para todo t, definido sobre un abierto U de M y por lo tanto la familia (f] de difeo- morfismos locales generada por ella satisface la condición:
f . - f . s9t o9t-sEn efecto, como la curva c es una reparametrización de c 9 al o>y s>yser v ■ v. · resultan ambas curvas soluciones de la misma ecuación t t-s ’diferencial*que pasan por el mismo punto· Luegoc (t) « c (t-s). ≡ιy o9yPoniendo f. · f ..se tiene:t o9t,c,∙ f f. · f . para todo s9t tal que s+t pertenezca al dominio de S v S+lc 1 x ε U. En efecto, si u · t-s se tiene:o9x, ’
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%ft " fO 1 S^O,1 " ^o,t-u ^o,u+s * fu ,t ^-s,u " ^-s,t " ^t+s
d,∙ f ■ pues f f ■ f ■ id.

-S S O1S O1-S O1Oe∙. f - f ≡ id.
O O1OEn consecuencia, cuando la familia (v.) se reduce a un solo elemento V1 éste genera un pseudo-qrupo (f^} de difeomorfismos locales.Dada pues la familia {v^} de campos vectoriales definidos sobre un a— bierto U de una variedad M1 y dada una función k ε C (U)1 podemos escribir teniendo en cuenta (·):

expresión que, cuando no induzca a error, escribiremos omitiendo s∙ Si se tiene en cuenta además que f » id. y que f « f f «t «t t ∙t s∙t t ,sO1 o o’ ’ o’■ f . f \ , obtenemos la siguiente fórmula que en la práctica resulta
S1C

Omás conveniente:

o seat omitiendo s
(1)

Si la familia (vjno depende del parámetro t1 la expresión anterior sese reduce a
o (2)
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2∙2∙ Si (MJ Elπ,B) es un fibrado de objetos geométricos, { v^] una familia de campos vectoriales sobre un abierto U de M y (f J la familia de · difeomorfismos locales generada por 9 nosotros podemos, mediante el funtor B9 definir una nueva familia ∣ B(f^)} de difeomorfismos locales sobre el abierto π~∖u) de Ee Mediante ella podemos así mismo construir u- na familia de campos vectoriales sobre π~∖u)9 dada por

GO — Ί —1donde el parámetro s ha sido suprimidot h ε Cιπ (U)) y b ε π” (U)e0 como antes:

Si la familia no depende del parámetro t obtenemos
(4)

2eJe Lemae La familia { B(v)^} de difeomorfismos locales sobre π"*¼U)9 definida más arriba9 satisface las siguientes dos propiedades:a) Si [V*,) y {v^} son dos familias de campos vectoriales sobre U,
b) Si α:* R —► R es una aplicación C y } una familia de campos vectoriales sobre U9
Pemostraci6ne a) Sl {f } y {f∙) son las familias de difeomorfismos Ioca- les generadas por {vfc} y [v£^ respectivamente9 para una función cualesquiera k ε C (U)9 se tiene:
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Pero puede escribirse f f· ■ f∙ t por lo tantoo,t o’ oft
y aplicando la formula (3) de 2.2. se tiene para b ε h ε Cc‰~⅛))

b) Si αr R ——* R es una función Cαo, la misma puede considerarse como un campo vectorial sobre R que define a su vez un grupo monoparamétrico de difeomorfismos locales [g^j, tal que
En particular

Sea k ε Cao(U) y sea {f^} la familia de difeomorfismos locales generada por {vt∣∙ Entonces
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Este resultado junto con la formula (3) de 2·2» nos conduce a la siguiente expresión, para b ε π’ ̂ 1(U) y h ε Cα¾ιt~1(U)):

2.4. Ea familia ∣B(v)^j estará bien definida si dadas dos familias de campos vectoriales {vfc | y con dominio en Ut tales que vθ∙v^sobre un abierto V contenido en Ut entonces B(v) ≡ B(v∙) sobre π""¾⅜⅛∙ ooEn otras palabras, considerando las propiedades de ∣B(v)^∣ probadas más arriba, lo que se debe cumplir es que, si el elemento vθ de una familia de campos vectoriales definida sobre U, es idénticamente nulo sobreun abierto V contenido en Ut entonces B(v) «■ O sobre ιc""∖v)∙ Para de- τ omostrar que esto es cierto necesitamos el siguiente Lema (δ):
2∙4∙1. Lema»Si {v^J es una familia de campos vectoriales definida sobre un conjunto abierto U contenido en BxM, donde M es una varieda⅛ tal que v(t,x) ∙ v^Cx) para cada t fijo,y v(0tx) « vθ(x) « O para todo x ε K^(U),
entonces existe otra familia de campos vectoriales con el mismodominio que { v0 y tal que ν^(x) ≡ t (x) para cada t.
Demostración. Sea x ε π^(U) Y sea íx4 I υn sistema coordenado en x, entonces para cada t ε π^(U)
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Definimos de la siguiente manera:
lo cual nos da 
y

Volviendo entonces a nuestro problema vemos que existe una familia de campos vectoriales sobre U tal que {vt}■ t wt∣* βn Part^cu- Iar vθ∙ Ow^ ≡ 0· Entonces» poniendo{vtl≡ l t wj≈ I (id. w)t}
por la propiedad b) del Lema 2*3·» tenemos:

∣B(v)∖t∣ « ∣B(id< β {t B(w>tJ y B(v>o ■ 0B(w)θ ■ 0»



1>
3. LEVANTAMIENTO DE UN CORCHETE DE CAMPOS VECTORIALES EN UN FIBRADO DE OBJETOS GEOMETRICOS»
3∙1∙ sθa (M∣ EtπtB) un fibrado de objetos geométricos y sean u y Vt dos campos vectoriales definidos sobre un abierto U de M» Si ∣g^| y |f | son los grupos de difeomorfismos locales generados por u y v respectivamentet podemos definir una familia de difeomorfismos locales sobre U poniendo para cada t*

La familia genera una familia de campos Vectorialew sobre Uf con wθ « [vfu) ((1]f p.18). Esto esf si k e cβhn, por (1) de 2.1· y teniendo en cuenta que hθ » id.f se cumple
w (x)(k) · —■ I k h, (x) ≡ (vf u) (x)(k)O Qt t≡O ty por fórmula (3) de 2.1. f para k* e Cαo((U)) f b ε π*^(U)t se obtiene

Por lo tanto
[B(v)t B(u)) ■ B((v, u)) (5)
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4. LA DERIVADA DE LIE DE UN CAMPO DE OBJETOS GEOMETRICOS.

4.1. Sea v un campo vectorial definido sobre un abierto U de una variedadM. Podemos considerar a v como al elemento vθ de una familia (v*.} de campos Vectoriales9 tal que si es ^a de difeomorfismoslocales generada por {ν^|9 es f « id∙. En efecto9 si v representa una familia que no depende del parámetro t9 v«v y {f J es un grupo de difeo- morfismos Iocales9 luego f ∙ id.. Si por el Contrario9 v es el elemento de una familia {Vfc∣de campos vectoriales que genera una familiade difeomorfismos Iocales9 se puede definir una nueva familia { g^.} de di- feomorfismos locales poniendo9 para cada t
lo que implica gθ « id.. Llamemos ( v£} a la que genera a IgJ9 entonces para k e cαtu) familia de campos vectoriales y x ε U9 se tiene

4.2. Sea v un campo vectorial definido en un abierto U de de una variedad M9 base de un fibrado de objetos geométricos (M9 E9π9B). Supongamos que v es el elemento νθ de la familia (VfcJ de campos vectoriales sobre U y que esta familia genera a su vez a la familia c*e difeomor—fiemos locales con fθ≡id.. Sea φ un campo de objetos geométricos sobre U y para ≡⅛∙ x ε U sea U CU un entorno de x tal que para algún ε > Offc(Uχ)CU para ∣t∣^ε
Definimos la curva γ J (-ε,ε) ——» π-1(U)
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por

CDLa curva γ es una curva C pues es la composición de las siguientes a- plicaciones:

donde la aplicación c es Ccd por condición iii) de la definición de B.
4.3» Definición» Sea φ un campo de objetos geométricos y sea v un campo vectorial, ambos definidos sobre un abierto U de la variedad M, base de un fibrado de objetos geométricos, y tales que ambos satisfacen las condiciones establecidas en 4.2∙ La derivada de Lie del campo φ de objetos geométricos con respecto al campo vectorial v, en x ε U, esta dada, para h ε Cσt(U)), por

(1)
Si {f*J es el grupo de difeomorfismos locales de v, (1) se escribe

(2)
Si v es un elemento v de (v ], considerando 4∙1∙, (1) se escribe to

(3)
4.4» La derivada de Lie L φ del campo φ de objetos geométricos con res pecto al campo vectorial v, según fué expresada en el párrafo anterior, está bien definida. Esto es, si existen dos familias de campos vec-
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toriales { y {v^} tales que v es el elemento vθ de la primera y el elemento v£ de la segunda, deberá cumplirse

Para probarlo necesitamos el siguiente Lema de la teoría de familias de campos vectoriales,((2J , (7]).
4∙4∙1∙ Lema» Si y | u*J son familias de campos vectoriales definidassobre un abierto U de una variedad Mf las cuales generan las familias y de Oifeomorfismos locales, respectivamente, se cumplela siguiente igualdad para cada t

v ≡ — df. u (4)t i tDemostración» De acuerdo con lo expuesto en la sección 2»1», la familia de campos vectoriales {v^∣ define una aplicación
f ί RxRxM ------ > Mdada por f(s,t,y) · c (t)s,y

tal que para (s,t) fijos se expresaf(s,t,y) » fsft<y>
Si fijamos s y lo omitimos como hemos venido haciendo hasta ahora, se puede considerar a f como la aplicación

f: RxM ------ ► M
que para cada t fijo se escribe

f(t,y) > ft<y)
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Luego, si hacemos g^ ■ para |t|< e, ε determinado por , lasaplicaciones f: (-ε9ε) ⅜ U ■-■■■· ug: (-ε9ε) × U ■ ■— » Uy df: T((-ε,ε)χ U ^→ TUdg: T((-ε9ε)xU------ * TU
satisfacen: g(t,f(t,m)) · m' dg((r,t) 9df ((r9t) 9(m,v))) ≡ v(m)En particular df ((r 9t) y (m90)) ≡ t∙v (f (m))» > » r rEn efecto, si t(r) . |-| k (r)ds s≈o spara h ε Cqd(U) se tiene

Por lo tanto:≡ dg((r ,t) 9df ((r,t), Cm9O))) « dg((r,t) ,f^(m),t v^)) ·
■ dg((r,0) 9(fr<m) ,t v^)) ÷ dg((r9t), (fjc(ra) ,0)) -
» dg (t v (f (m))) + t u (g (f (m)))·=»r r r r ^r r

Entonces
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o dg (v (f (m))) · -u (m) r r r r
Volviendo a nuestro planteo inicial vemos que para probar que

(5)
lo que debemos ver es que, si es la familia de difeomorfismos locales generada por {v^j y |f^j Ia generada por {v£J, entonces, para h e C*(π~1(u))
Pero el primer miembro puede escribirse
y de igual manera el segundo miembro. Luego9 si como en el Lema probado más arriba, llamamos {u J a la familia de campos vectoriales generada1 1por { f ~ } y a generada por » se tiene:

(6)
(7)

Como vθ ≡ v^, resulta, por lo visto en 2∙4∙, que (6) y (7) implican <5^·
4.5∙ θe expresado en las secciones 4·3· y 4.4· se obtienen dos importantes conclusiones:a) Las fórmulas (l)-(3) muestran que L φχ es un vector tangente a la 
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curva γ (t) C π ¼χ)) en el punto φ · Esto significa que Lφ ε Ti E.X X V X ΦXEs decir que la derivada de Lie de un campo de objetos geométricos es un nuevo campo de objetos geométricos del fibrado (Mj TE1π∙1B∙)(ver (1∙6.B)). Pero si tenemos en cuenta que para toda función h ε Cao(E)t constante sobre K ^,(x)1 es Lφ (h) =■ 0, podemos decir queL φ ε T(π"1(x))V Xy en el caso en que dim∙E> dim.M y drc sea Suryectiva (ver (1.6.C∙))L φ es en cada punto de su dominio un objeto geométrico del fibrado(Mt X1π∙1B∙) y un subobjeto de (≡t TE1π∙1B*).
b) La fórmula (6) obtenida más arriba es un importante resultado de la teoría de la derivada de Lie de objetos geométricos que puede generalizar?»se mediante el Lema 4·4.1» y la fórmula (3)· Como en lo que sigue haremos frecuente uso de ella, resultará conveniente enunciar la siguiente proposición:
4.5.I. Proposición. Sea v un campo vectorial definido en un abierto U de una variedad M1 base de un fibrado de objetos geométricos y sea φ un campo de objetos geométricos con dominio en U. Entonces para cada x € U se tiene L φ adφ(v)(x)-B(v)φ (8)V X XSi v es un elemento v^ de una familia { v^_^ de campos vectoriales que togenera la familia {f^} de difeomorfismos locales sobre U1 se tendrá

(9)
4.6« Proposición. Si (Ht E1π1B) es un fibrado de objetos geométricos1 φ un campo de objetos geométricos sobre un abierto U de M1 f: U —» M1 un difeomorfismo y v un campo vectorial sobre U1 entonces la siguiente expresión es satisfecha:
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dB(f) L φ - L B(f) φV X XdfvDemostración. Supongamos que v es el elemento v de una familia de■ ■■ ocampos vectoriales, tal que la familia de difeomorfismos locales que genera satisface la condición fθ≡ 0. Entonces, para h ε Cβ0 (π~¾U)),

4·7* Corolario» En el caso particular en que el difeomorfismo f de laProposición anterior es un elemento del grupo de difeomorfismoslocales generado por el campo vectorial Vt se tiene, para h c Cαtπ-1(u))t
Demostración·

puesto que en este caso es (df^vXx) · v(x) para cada t·
4.8. Proposición· Sea φ un campo de objetos geométricos definido sobre un abierto U de una variedad M y sean v, u, dos campos vectoriales con dominio en U· Entonces, para cada par de números reales a, b, se satisfa
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ce la siguiente expresión:
Demostración. Se deduce a partir de la Proposición 4∙5∙1∙ y de la Iineali- dad de dφ y del operador v ...  » B(v).
4.9. Definición. Sea (≡9 E,πtB) un fibrado de objetos geométricos y sea ^f I una familia de difeomorfismos locales definida sobre un abierto(—efε) μ U de RxMt Un campo φ de objetos geométricos es invariante bajo la deformación {f^) si:a. dominio(f^)Gdominio(φ). / x · f a \ para cada 111 < εimagen(fG ιmagen(φ) r
b. B(f.)φ ≡ Φ- , . , „ Ul/t f (x) para cada x ε U y ∣t∣≤ ε.
4.9.1. Corolario. Si un campo de objetos geométricos es invariante bajo la deformación ∣f∣,)> θs invariante bajo {f~J,}∙
Demostración. Suponqamos B(f. )φ ≡ φ_ z λ -- <--l, %----- --------------- r * t x f^íx) y llamemos y≡f^ (x)

4.10. Proposición» Sea (M; E,πtB) un fibrado de objetos geométricos y sea {v } una familia de campos vectoriales sobre un abierto U de la cual genera la familia {f^} de difeomorfismos locales. Un campo φ de objetos geométricos definido en U es invariante bajo la deformación (f^J si y sólo si L φ ■ 0 para cada xεU y ∣t∣< ε.
Demostración»1» Si φ es invariante bajo la deformación (f }f por Cor. 4.9.1» lo es también bajo por lo tanto1 si h ε Cα°(π-^(U))t se tiene:
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K *×<h> ■ ⅛lt-t h "fi11t,∖ <x> - ⅛∣t-t h φ« -°t O O, t 1t OO Ot2∙ Sea L φ ■ O para cada x ε U y ∣t∣<et entonces L φ , . ≡0 ∣ Ir ¾» t to opara ∣t ∣< ε, y por Iinealidad dE(fΓ^) L φ_ , λ « O. Por lo tanto o j tv^fj-κχ)Otto opara h ε Cφ(τΓ¾U)) se tiene:

Esto implica que la curva tiene tangente O en cadapunto, entonces es constante
y
4.11.Lema∙ ^jean (M; EyπyB) un fibrado de objetos geométricos y φ un campo de objetos geométricos sobre UGM. Si las familias de campos vectoriales {vfc} y definidas sobre Uy satisfacen la condición
para todo x ε U y ∣t∣<ε, ε>0, entonces, si ( f } es la familia deUifeomorfismos locales generada por {, se cumplepara It∣<ε, ∣s|< ε
En particular L φ «O, para ∣t∣< ε, ∣s∣<ε∙ df v x s t
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Demostración. Si L φ. ≡ 0 es φ invariante bajo las deformaciones (f^j Vf x t.y {f~1}∙ Luego

4.12. Lema. Sea (M9 EtπtB) un fibrado de objetos geométricos y llamemos al fibrado tangente sobre M≡ (TM,p,M)Si φ es un campo de objetos geométricos definido sobre un abierto U de Mt el conjunto ♦G(Utφ) ≡s ^v9 v ε Cφ<3∣U)t L φ* ∙ Ot para todo x ε ü}t
es un Subespacio vectorial de C00(^lU)t y el conjunto^(UtΦtε) ® {{ft! * (iti 9enerado por (vJ9 v^ ε G(Utφ)t ∣t∣<ε) 
es un pseudogrupo bajo la composición [f^J.^g^J ® ft∙9t}∙
Demostración.1. a) L φ ≡ dφ 0(x) - B(O)φ ≈ 0, entonces 0 ε G(Utφ).— V Yob) si v ε G(Utφ)t L φ » -L φ ≡ Ot entonces -v ε G(Utφ)

JC JCc) si vt u ε G(Utφ)t a.b ε Rt L. φ ≡ (aL ÷ bL) φ ≡ Ot entoncesf ’ f f ’ av+bu x VUXfav+bu ε G(Utφ)
2. a) La familia {f^} con f^ · id· para todo t está en Q∣'(Utφtε) pues
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por la primera parte de este Lema y Lema 4∙11∙ Luego { j es un elemento de C^(Utφtε)e
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5∙ LOS OPERADORES DIFERENCIALES LINEALES Bφ Y Lφ.

5.1. Definición. Sea M una variedad y sean μ y ω dos fibrados dife- renciabies sobre M. Un operador diferencial lineal P de μ en ω es una aplicación C-Iineal
P: Cα,(μ) ------ - Cα°(ω)tal que sop.(P(s)) C sop∙(s) (10)

para cada s ε Cαo(μ).El operador P se dice de orden k si k es el menor entero positivo (k^<n), tal que para cada m ε M y cada f ε Cα°(μ) (ver 1.1.)
j. (f) b 0 implica P(f)(m) - 0.K m5·2. Recordaremos aquí una versión debida a R.Narasimhan (4), de un teorema de Peetre? Sea M una variedad de dimensión n y sean μ y ω dos fibrados vectoriales sobre M. Si P es un operador diferencial lineal de μ en ωt entonces cada m ε M tiene un entorno U difeomorfo a un abierto ∩ de Rn1 tal que μ∣U y ω∣U son triviales y el operador restringido a los mismos tiene la forma

(11)
donde, si s,r son los rangos de μ y ω resectivamente, los aflt(m) son S* r-matrices.
Nota. El teorema de Peetre dice que para cada m ε M existe un entorno abierto U de m donde el orden k del operador es finito. Por lo tanto el orden será finito en todo abierto relativamente compacto de M.
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5∙3∙ Sea (M9 EtπfB) un fibrado de objetos geométricos y sea φ un campode objetos geométricos definido sobre un abierto U de M∙ Si(TEtp∙tE) es el fibrado tangente a Et su restricción a π ^,(U) es un nuevo fibr¿ido vectorial (Tπ~^(U) tp∙ tπ~∖u))t y el "pulí back” de este fibrado por φ ( (.3) t pag.38t39)

es un fibrado vectorial μ donde
φ∙(p∙) ≡ πp, (con las corresp∙ restric·)

Si llamamos nuevamente 5 aI fibrado tangente sobre M
«= (TM, p, M)podemos definir el operador Bφ : C*(f∣U) ------ * C®(p)dado por Bφ(v)(x) « B(v)φx

i) B(φ( v)) es una sección de μii) Βφ es un operador diferencial lineal:a) es lineal por Lema 2.3.b) satisface la condición (IC) de la definición 5∙1∙ En efecto:
sop∙(v) « {x ε dom. (v)9 v(x) ¿0 }t por lo tanto C(sop.(v)) es abierto y si
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z ε ς(sop∙(v)) existe un entorno U de z tal que U ∩ (sop∙(v)) · p.En- Z Ztonces v(y) ≡ 0 para todo y ε U y Bφ(v)(z) ≡ B(v)φ ≡ 0 por 2.4. Z Z(z no puede ser punto frontera).Entonces por 5*2· para cada x ε UCM1 existe un entero 0<k<®tal que (12)
con las identificaciones <χ√ Rni μ e-*Rm (m≡ dim.E).

X XCon lo que queda probado que Bφ es un operador diferencial lineal. Supongamos ahora que el fibrado de objetos geométricos (M∣ EtπtB) es tal que cada fibra π*"¼χ) es una subvariedad (cerrada) de E. Entonces (ver (1.6.B))
es una subvariedad cerrada de Te y el fibrado (Xtp,,E) es un Subfibrado vectorial del fibrado tangente a E (TEtp∙1E). En estas condiciones si Φ es un campo de objetos geométricos definido sobre un abierto U de Mt el "pulí backn de (XtpttE) por Φ

es un nuevo fibrado vectorial ω donde
φ∙(p∙) » πp,=π∙ (con las coresp. restric.)
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Podemos entonces definir un nuevo operador

Lφ : Cφφu) ------ >Cα5(ω)dado por L<∣>( v) (x) » Lφv x
Por proposición 4∙5∙1∙ sabemos que

L φ = dφ(v)(x) - B(v)φ VX X
esto es (13)
De donde resulta evidente que Lφ es un operador diferencial lineal que en cada x ε U tiene el mismo orden que Bφ∙
5·4. Supongamos ahora que φ y φτ son dos campos de objetos geométricos definidos sobre un abierto U de Mt conφ α φ 'X Xo oy supongamos que para algún abierto WgU existen k y k· tales quet si x ε W

Como φ ∙ φt resulta x x o o
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y entonces se tiene k « ktb <x ) ≡ b, (x )α o a opara cada <x, ∣α∣^k ■ k’«
5∙5∙ Lema» Sea Lφ: Cα°<5∣U) ——> C00(ω)l el operador diferencial lineal definido en 5∙3∙ Si el orden de Lφ es k< ∞ en un abierto WCU y si f: U —→ f(U)cM es un difeomorfismo, entonces el orden de LB(f)φ es también k·1Demostración» Si el orden de Lφ en W es ki significa que k es el menor entero positivo tal que para v ε Cα°(J∣U) y x ε Wj (v)(x) ≡ 0 implica Lφ(v)(x) ≡ 0Si u ε Cα°(51f(U)) resulta que Jk(u)(f(x)) « 0 implica jfc(df"*1u) (x) ≡∙ 0 En efecto, sean ∣ x^} y ∣x^f}≡∣ y^| sistemas coordenados en x y f(x) respectivamente» entonces

donde recorre todas las n—uplas que satisfacen: 1∙ J3i° αi si Ifl-Ial2. ∫ii4ai si ∣P∣ < Ial3. cada p debe ser repetida hasta que la suma de sus p ·s de si Pi < pi ≠ o.
Es decir que, siendo f difeomorfismo, Da(u)(f(x)) « 0 (|a|í k) implica Da(df ^^u)(x) ≡ 0 ( I aI < k), luego L φ(x)∙ Entoncesdf u
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O- L B(f~1) B(f) φ (χ) = dB(f^1) L(B(f)φ) (f(x)) - 0 df~iU “Es decir que si Dα(u)(f(x)) ≡ 0 (∣α∣4k) entonces L(B(f )φ) (f (x)) ≡ 0·usiendo k el menor entero positivo que satisface esta condición. Si hu - biese un entero k∙ < k que la cumpliese, realizando el preceso en forma inversa resultaría k* el orden de Lφ.

5.6. Sea, como antes sJ = (TM,p,M)%y sea U un abierto de M tal que U sea Homeomorfo a Rn y ,J∣U trivial. Es posible introducir una topología en C ∣U) definiendo un sistema fundamental de entornos para cada v ε Cqd(^∣U), de la siguiente manera∣4∣:
donde m es un entero positivo arbitrario, K recorre todos los subcon— juntos compactos de U y ε todos los números reales positivos# Recordemos que si u ε Cα°(^∣U) y ScU ( ≡od si compacto)
Esta topología satisface:a) tiene una base numerableb) {v^}' > v <≡≡⅜ Dctv^—■■1» Dαv uniformemente sobre conjuntos compactos,para ∣α∣^ k (todo a si v ε Cqd(J∣U)).c) es metrizabled) es completa.

í

5.7. Sea ahora un subconjunto ¿ibierto Vi de M, Homeomorfo a un abierto Λ de Rn, tal que J∣W y ω∣W, tal como se definieron en 5∙3∙, sean triviales y para el cual la expresión (11) de 5·2· aplicada a Lφ sea 
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sea satisfecha· El teorema de Peetre nos asegura la existencia de tal a- bierto.
5∙7∙1. Lema· Sea una sucesión de campos vectoriales en Cαtl∣W)ttal que ivJiεI ------ * vuniformemente sobre cada compacto ScW. Si para un campo de objetos geométricos φ definido en Wt x ε W y todo i ε I1 se cumple
entonces para todo x e Wa
Demostración. Supongamos que sobre W. Entonces

y

5.7·2· Lema. Sean W y φ los mismos elementos definidos más arriba, entonaces
es un subespacio vectorial cerrado de Cα⅞!∣W).Demostración.a∙ G(Wtφ) es un subespacio vectorial de Cαtj∣W) por Lema 4.12.b∙ Si {v^} está en G(Wtφ)t y |v^| Vt por Lema 5∙7∙L∙ v ε G(Wtφ).
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