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INTRODUCCION

£
Las potencias complejas A , ^CÍ^de un operador pseudo—diferen 

cial, elíptico e invertible A, que actúa sobre una variedad compacta 

y sin borde M , fueron definidas, bajo ciertas condiciones, por 

Seeleyeen 1966 ([7]). Tales potencias son operadores pseudo-diferen

cíales,de orden si m es el orden de A (b7>o),y por lo
r

tanto tienen núcleo continuo si Rete) es suficientemente negati

vo. Además Ks (*,x)  , la evaluación de dicho núcleo en la diagonal, 

se extiende como función meromorfa de S con polos simples sobre el 

eje real, y regular en los enteros S = o/ z, .. . , obteniéndose for 

muías explícitas para el cálculo de y de los residuos en los

polos mencionados.

Una consecuencia de estos resultados es la obtención de una for 

muía analítica para el índice de un operador, según un argumento de 

Atiyah y Bott (Seeley [7]). También dan la extensión meromorfa de la 

función £ de Riemann asociada al operador A » definida como 71 Aj , 

si A es normal y (Aj)j sus autovalores. La función £ es utilizada 

para el estudio del comportamiento asintótico de los autovalores, o 

para definir el determinante regularizado de un operador elíptico usa 

do en aplicaciones a la física teórica (Ver sección 3).

La finalidad de este trabajo es estudiar las potencias comple- 

jas de un operador diferencial elíptico cuyos coeficientes son sólo 

finitamente derivables. Por lo tanto,las estimaciones necesarias para 

construir tales potencias y analizar sus núcleos, se realizan preci

sando la cantidad de derivadas usadas en cada caso. Por otra parte,



- 3 -

se estudia la función J de Riemann de un operador pseudo—diferencial 

con coeficientes , dependiente de un parámetro.

En la sección 1 se prueban los resultados básicos que se utili

zarán mas adelante, relativos a la continuidad de operadores defini

dos por una amplitud con finita cantidad de derivadas, estimándose sus 

normas en términos de tal amplitud. Se estudian amplitudes de orden 

negativo u 1 nogéneas de grado complejo S con í?e(s)só . El método 

empleado par probar la continuidad en Z-*  de un operador definido por 

una amplitud de orden negativo (Teorema 1.1.1) es de A.P. Calderón .

En la sección 2 se considera un operador diferencial elíptico, 

invertible, con coeficientes finitamente derivables, definido sobre una 

variedad compacta y sin borde, y con un cono de direcciones de mínimo 

crecimiento (direcciones en las que el símbolo principal no tiene

autovalores) ( Agmond [1]). Pueden entonces definirse las potencias A , i 

si Pe(S)<O , mediante la fórmula espectral

As = ¿ / (A-A)"
T

donde P es un camino adecuadamente elegido en el plano complejo,que 

recorre una semirrecta de mínimo crecimiento sobre la cual la norma en 

L? de (A"^) es del orden de l-AI * • Esto se prueba construyendo 

una parametriz de A -A , cuyo orden de- aproximación depende de la can 

tidad de derivadas de los coeficientes de A •

A partir de lo anterior se demuestra que A admite un desarro^- 

11o, hasta un cierto orden, en operadores definidos por símbolos homo

géneos, y se estudia el núcleo KS(* (J‘) obteniéndose la extensión mero- 

morfa de Ks(^,x) a ffe(S)< C (c depende de la cantidad de derivadas de 
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los coeficientes de y de la dimensión de la variedad Al ).Las únicas 

singularidades de K»(x,x) ^son polos simples én S * T? *.<L jso,4,... > salvo
«

en los enteros , que son puntos regulares.

Finalmente en la sección 3 se prueba la dependencia analítica
s

respecto de un parámetro £ , de la extensión del núcleo de Ag eva

luado en la diagonal, guando (Ag)^ es una familia de operadores que 

depende analíticamente de

La notación usada será la habitual. Indicaremos con

(o 6 ) el espacio, de las funciones infinitamente derivables,

6© (o 6* ) el de las que tienen, además, soporte compacto

y 5 el de las funciones rápidamente decrecientes. Si * s xh)

es un elemento del espacio euclídeo , y ( ^4,..., % ) uji muJL

ti-índice ( que denotaremos siempre con letras griegas), utilizaremos 

las abreviaturas siguientes *

En general, II será la norma en un espacio X ,

la norma de un operador T entre los espacios X e Y La letra C indi^ 

cara constantes, que pueden ser distintas en cada caso.
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Utilizaremos la siguiente definición de la transformada de Fourier ’
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1. OPERADORES DEFINIDOS POR AMPLITUDES Y SIMBOLOS

I1.1. Continuidad en L

Sea una función continua definida para X 9 9

en IR Consideraremos los operadores T<, , £> o 9 definidos

por:

donde 6. t£o

Llamaremos -Ur, 7>& cuando tal límite existe.
€-» o

Definición: Diremos que el operador P está definido por la amplitud

y lo indicaremos ( 0 más brevemen

te P- (9p(p)) .
b

Teorema 1.1.1: Sea la función con derivadas con

tinuas respecto de , tales que

(1.1)

para cierto <£>O Entonces, si Hp{oo y 6 L » existe
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y se verifica

con c x C (vi,8).

Además, P no depende de la función

Demostración: Podemos suponer que £ £ 4 

Dada -f C. , escribimos

con

Por las propiedades de p , está acotada por una^fun

ción integrable en (ti 1 e independiente de £ Para probarlo,

consideraremos í tal que líu Vi +• i , luego:

(1.2)

Dado que £. < C (A+iy Y sobre el soporte de 9 , el integrando
O

está acotado por^ CT£»Ca+- donde C. solo depende de V) y

es la constante del enunciado. En consecuencia

Probaremos también que está acotado por una función
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integrable en l'fcJO • Más precisamente:

(1.3)

con C x C • Por lo tanto, si es la función característica

de

y se obtiene

Veamos (1.3). Dadas las propiedades de , escribimos

lo tanto:

con Por

si i i/t') , t>o Si calculamos la trans

formada de Fourier respecte^ de ( que indicamos ), resulta:

(1.5)
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Estimemos el integrando en (1.4). Si

Luego, por la acotación de las derivadas de p en (1.1) y el hecho 

que ig tiene soporte en 2. ,

Por lo tanto,

(1.6)

donde C depende solo de vi y de Luego, de (1.5) y

(1.6) obtenemos:

haciendo el cambio de variables l"tl Esta última integral es
l t

finita. Hemos probado (1.3).

Veamos que converge en L cuando •» o Sean

OUa <
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por (1.5); y usando 1-a estimación de (1.6),

La integral tiende a cero con > Y está acotada en Z .

Por otra parte, como en (1.2) tenemos:

donde la integral tiende a cero con <£4 , 62 , si = y no

depende de

Dado lo anterior, se obtiene:

Solo falta probar que *= ÍIaaa í no depende de *7
£->o c

Sean e tales que < £ Por lo tanto, con

la notación anterior,

Si llamamos con
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obtenemos

Si

por lo anterior,

donde la transformada de Fourier conmuta con la integral gracias a 

la introducción de la función

Podemos estimar el integrando de la fórmula anterior de la

misma manera que en (1.6) ya que para |P£ se verifica también

con la constante C independiente de £. .
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Entonces

Esta última integral tiende a cero con £ y está acotada en T .

Por otra parte, nuevamente (1.2) da

si | | 4 ,

Luego,

tiende a cero en L cuando o , si 4$p$oo

c. q • d.

Definición: diremos que es una amplitud de orden negativo

si cumple la condición (1.1) del teorema, para algún S > O
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Observación: es una consecuencia del teorema que la integral

j e <Vj «Kfe

tiende a cero en |_ 4A|p$o0 cuando <£-> O , si ^(V^Opara

Ifelf: 1 y |oC*.'a Jfe') es una amplitud de orden negativo, pues

podemos escribir . a con €-^*o  , *2  í, =■ 1 si l SI í 1 •

—§—

Trataremos ahora el caso de operadores definidos por una am

plitud fe?) homogénea de grado complejo i.lo en , para

, b€. IR . Esto es

|=> . 'ü , "t fe') ■= tu'° |3tx ,-y ,V) 1 , t » L .

si <r(x,V) es una función de X , IR f que no depende de

N entonces con la notación definida antes, <Pp(<3-\ resulta

para -f- G. Se dice que el operador C<r) está definido por

el símbolo Enunciaremos un resultado conocido para es

te tipo de operadores.

Lema 1.1.2: Sea homogénea de grado ¿b , IOG.1R j en

con nvl derivadas continuas en tal que
I

entonces (PpCs5"^ es continuo en L , 1 oo ? y

II *> b £ Q. t
L. j L
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con C - C Qn ) .

Teorema 1.1.3: Sea |p , homogénea de grado «.lo en 1» 5

con 4- 2. derivadas en y una en las variables continuas f

tales que

I si x,'ye(Rh, ISl ¿ 1

l°* I L , l/bl i Vt + 2.

Entonces, si e. lT > existe el lim Te?="?£• en lT
£-“* O

y se verifica

con C - C (n >8} .

Además-, V no depende de la función

Demostración: puesto que la función tiene una derivada continua

en ,

con

Por lo tanto, para

(1.7)

El operador es continuo en L?* por el lema anterior, y
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En (1.7) debemos justificar la existencia del límite en ¿ y la 

continuidad del operador que define. Tenemos:

.Rj es una amplitud de orden negativo en K , por lo tanto, por

LJo 
, cuando

Ó-* O y

El segundo término se puede escribir como

(1.8)

donde

Procediendo como en la demostración del Teorema 1.1.1, si

con

se obtiene

(1.9)
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Puesto que

por las propiedades de p , entonces se tienen las mismas estimacio

nes para y podemos acotar el integrando en (1.9) por

Luego,

La integral tiende a cero con £ y está acotada en "B .

Además, si 1^01 * ^4- A.

En consecuencia está acotada por una función de "Z. que

tiende a cero en L Luego (1.8) tiende a cero en LT cuando 

£ o

c.q.d.
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1.2. Normas de operadores y funciones

Dada una función |o(x t xeU,1L abierto en R" con

V» derivadas continuas en x y t derivadas continuas en y da

do Uc IR def inimbs la norma

Si la función depende además de la variable ^^OjL^con ir de

rivadas continuas en y, definimos análogamente

Nota: Cuando no nos interese la cantidad de derivadas de p en la
h. variable no lo indicaremos en la norma. Por ejemplo II NI" *será 

11 Pl Para algún t
u,t

Buscamos estimaciones de las normas de operadores definidos 

por una amplitud en términos de las normas definidas

antes. En los dos lemas que siguen se obtienen dichas estimaciones 

para el caso de amplitudes,de orden negativo u homogéneas de grado 

6 en , con ‘Rel^r O.

Indicamos con || ||^ la norma de un operador entre los es

pacios de Sobolef Hb y H1
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Lema 1.2.1: Sea jo(x función definida en 4Lx 4¿x/R Con 

soporte compacto en las variables X e J y con derivadas continuas 

de modo que la norma

t,k enteros

sea finita. Entonces, está bien definido como operador

de H* en y además

donde la constante C depende de fc, k y 8

Demostración: Sea

donde £ C y .Por el Teorema

1.1.1, (Pp ( p IÍu^a. ya que
’ o

Supongamos en primer lugar que t>,o y sea leí. I ’< t + k

Luego,
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Parac(|4c( como Id-Uj $ t •+ k. se puede elegir —tal que

W-OKt y lí|4k ; por lo tanto

e integrando por partes respecto de , obtenemos la siguiente ex

presión para

( a depende de 0(4 ).

Como

* ?se tiene , aplicando el Teorema 1.1.1, que existe el límite en L.

de , cuando O y

Luego, considerando *I> en el sentido de las distribuciones, se 

comprueba que

Por lo tanto,
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y tenemos la acotación deseada para CPp (

Para el caso "t < 0 4*1:4^ basta estimar la norma en del

operador T> CDptp') 7D , para Tenemos

integrando por partes respecto a y calculando ox Nueva

mente , como

se obtiene que el existe en LX y

se cumple

Finalmente, si t + el resultado se obtiene aplicando la

primera parte de la demostración ya que



- 21

y el adjunto de (9p t p C*es

Lema 1.2.2: Sean t , Ift. enteros, k>,o si |oCx,vf,V) , definida
».

en ÍÁ X IX. X ÍR* , con soporte compacto en las variables X e y ,es 

homogénea de grado S G C J Re (bV-k. en { y tiene derivadas

continuas de modo que en cada caso las normas indicadas sean finitas, 

entonces C0p ( p (xes un operador de H en H y se verifica

i) si t>zo «Whtít+kL ¿

ü) sit<oít+n ic i\iptt;k+fe

iii)si t4-k<0 4 C »Hl

Demostración: Se procede como en el lema anterior, estimando me

diante el Teorema 1.1.3 las normas de operadores definidos por una 

amplitud homogénea de grado cb en , y por el Teorema 1.1.1
i

cuando la homogeneidad es de grado 5 con 12e (6/) < O .

c • q • d •

Nota: En los lemas 1.2.1 y 1.2.2, si IX =- IR puede eliminarse la hi

pótesis relativa al soporte compacto en X e La demostración no

cambia.
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2. POTENCIAS COMPLEJAS DE UN OPERADOR ELIPTICO

2.1 El operador A •

Sea M una variedad de clase , compacta, sin borde,

de dimensión vi Sea una medida en M tal que, en cada sistema de

coordenadas se expresa como .. . Ax* con % G. & , ^*>o .

Sea A un sistema de operadores diferenciales, elíptico, de 

orden > o » sobre la variedad M 9 tal que si es un

abierto coordenado de M y ít un mapa definido en 'IL

(2.1) si

Los coeficientes Oc^ son matrices ( cuadradas ) tales que

Llamaremos 41* a la aplicación dada por (•?5S T*t.,

y a su inversa. Consideraremos mapas que puedan

extenderse a un entorno de la clausura de u Por lo tanto, tam- 

bien podemos suponer que y sus derivadas son funciones aco

tadas en

Sea

Luego
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y Ü~( A - 22> te. es el símbolo

de & l¿* .

Supondremos que en cada sistema de coordenadas el símbolo

principal d^ tiene la siguiente propiedad:

(2.2) U-^ - X X es invertible para todo X f |^|^4 , A €/\ •

donde /X es la región del plano complejo

A= jx IXU &o o U^\-ee\ t.

para ciertos Oo , £4 j <Sq. con > O .
En estas condiciones puede ser modificada para \i>\< A

definiendo d^ de modo que d(xsea invertible para 

todo 5 , y además d^tx ^acotada para xgU> ,

Definimos entonces para cada sistema de coordenadas en M las

n í 71siguientes funciones de 5^ A) € * A ( Seeley )

(2.3)

Lema 2.1.1: Sea

Entonces:
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i) está definida si l < c y es homogénea de grado

- <Q en (kj^^Jpara I \ A .

oí, A>ii ) 3X existe y es continua si r-Z , |p>l<oo y

se cumple

y

para

111) existe si y

se verifica

En ii), iii) la constante C sólo depende de K y (b .

Demostración: Probemos en primer lugar

si I A , Q. WA t > está acotado, por lo tanto c ixr
para IM >, C« ; si l%>| < | y |X\ C< , $ C Por la

continuidad de O-w» Para el caso i%hzi ,

En consecuencia, I | $ C IXl cuando i I Cq,|X|

sí e»
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y obtenemos

Las estimaciones para las derivadas de se prueban

por inducción sobre 10( | , II . Las restantes, para •£ > O , se 

obtienen de las anteriores, usando la fórmula (2.3).

c.q.d.
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2.2 Las normas ^|| II * *

Las acotaciones del lema 2.1.1 nos inducen a definir, para 

funciones A) , X £ ¿ € í? , £ A ? abierto de

í? ( o |° ty. / § j A ) las normas si

guientes :

II hllk ~ *ul°
A11 ''“.t

JeíFJeA

PC*, 5, A)

(< + I5’| + /A|'/*)_’h (/+

JIM* = Su* /l
$€«?*», AeA

Sx sy

Í/M4 v,

Las derivadas consideradas se suponen continuas.

Observación 2.2.1: Notar que para estas normas y las definidas en

§2.1 valen las desigualdades siguientes:

1) SÍ

2)

y
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3) para

Observación 2.2.2: Con las normas definidas, el lema 2.1.1, iii)

puéde. escribirse

para todo

En consecuencia

para todo

Notación

Llamaremos H (M) ( o simplemente H ) a los espacios

de Sobolef sobre la variedad Si H*W) , indicaremos

con su norma; y IIQIIHGlIj,ser¿ la
norma del operador G entre los espacios W ) y /“/ ¿(¿1 )

Si h > 0 , diremos que un operador 6 es regularizante de 

orden k , si e : H* —> H * para algún valor de i . Y que es 

regularizante,si lo es de algún orden positivo.

Dado un operador 8^ H diremos que 8^

es una parametriz de , si H > H y además 8< ”
(o e4s -1 ) es un operador regularizante.
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2.3 Parametriz para ZjQ—•

Sea un cubrimiento finito por abiertos coordenados de la va

riedad M . En cada uno de ellos,, consideramos el operador ex- 

presado mediante el correspondiente sistema de coordenadas como en 

(2.1) y construimos los coeficientes j (^j } 4 ) como en

(2.3). LuegOjSi es uno de dichos abiertos coordenados, y

<0 £ K £. r- consideramos el operador

(2.4)

donde ¿ Ap son funciones de (^t) tales que = Y
ú

las funciones V constituyen una partición de la unidad subordinada 

al cubrimiento mencionado.

Sea 8k) la suma de los operadores dados en (2.4) sobre 

los abiertos del cubrimiento.

Veremos que es una parametriz para A -'I ¿Previamente

estimaremos su norma entre dos espacios de Sobolef en función del 

parámetro <4

Proposición 2.3.1: Sean i y 9 enteros tales que ° 9 S M

It4 * -S | * r“ y _(r_4) < »? <, r A¡=9 = 0

Entonces 8^(4) se extiende como operador continuo de en

H* 9 * Además, dado ¿ > O
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donde la constante C depende de 5 y j 9>0 > de las norman 

Jl b-*-i «L
A « U+h>-9/jh + i .

Antes de demostrar la proposición veamos:

Lema 2.3.2: Si [o (.^ t y > A ) tiene derivadas continuas que 

cumplen

para

entonces

para o <? ¿ $ m

Demostración: Escribiendo

se obtiene

y de aquí,sigue la acotación de la tesis.

c • q • d.

Demostración de la proposición: Podemos suponer que (pues 
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el caso general se deduce de éste).

Estimaremos la norma II J| úe ^os °Peraúo-

res V •í* <P/i» ( ¥> f j - o, •, ■K o' lo que es

equivalente, la norma l| de su expresión en fíh,

esto es (V*

Para ello supongamos en primer lugar 9 * f Luego

por el lema 1.2.1 y las desigualdades entre las normas señaladas en la 

observación 2.2.1. Esta última expresión es finita para J =

si I -t + ») - g ( < r-K por las propiedades de las funciones

Si ahora suponemos ? = para el caso J <7 podemos aplicar

nuevamente el lema 1.2.1 y la desigualdad

Esta última norma está a su vez acotada por

( Ver Observación 2.2.1) que es finita y no depende de A

Por lo tanto sólo resta tratar el caso 9 s ° > é ~ ° 

Para ello, escribiremos el operador (A)) V' como
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Como (.0) es una función homogénea de 5* en 15*| £ 4 la 

norma del segundo operador puede ser estimada aplicando el lema 

1.2.2 Obtenemos 

y estas normas son finitas para en las condiciones de la propo- 

sición.

Finalmente, como ( por el lema 2.1.1 iv ) )

-t

para tenemos, por lo probado en el lema 2.3.2,que

Y

por el lema 1.2.1.

Luego, tenemos la tesis.

c • q • d •
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2.4 El operador I-(A~A)

Dada la. expresión del operador BK(4) ; I ~ ( A “ Á) será

una suma finita de términos de la forma

(2.5)

Si A se expresa en el sistema de coordenadas como

donde i tiene derivadas en

( Ver §2.1 ), tendremos.

con

( El último término aparece sólo si i K ); y ~ Q^-íver
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52.1) por lo tanto (*/si I1TI > 4 .

Las funciones tienen las siguientes propiedades:

i) = O si x¿s^(1P*-f) Y |£|>fjpara í $ ¡(>

por la definición de las funciones b_w_j en (2.3).

ii) ^ll Af II r_^ u para todo u , y i = 4, } K+ 7* } por las

propi dades de las funciones y de las normas involucra

das ( 01 rvaciones 2.2.1 y 2.2.2 ).

Dado que el operador de

(2.5) se reduce a

donde hemos llamado
K

í? = V* Z- .
4 = 0

A partir de lo anterior probaremos el siguiente resultado:

Teorema 2.4.1: Si es un entero tal que O £ K r-*» entonces , 

dado ó > O ?

para 9 , *£ enteros tales que O <. 9 < vn , 9 ,

Demostración: basta acotar la norma de los operadores definidos por 
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las funciones y 0 . Supongamos que íif y 9^4,

Por el lema 1.2.1 y las propiedades de la función í?

pues |i+K*4£ r-K ya que ( Observación 2.2.1 )tpara todo

por ser de soporte compacto en

'Exactamente la misma estimación vale para si

4 } /<M- 4 9 ya que también

es finita ( por propiedad ii) de las funciones ) pues

It + tí + t-ql £ r-m - K .

Si 4 £ £ /< escribimos

donde y si • Acotamos la norma del pri

mer término de la derecha del mismo modo que lo hicimos con el ope
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rador definido por R •

Estudiemos ahora (<-?)) Como S’,'* ) -O

si ’Jc ° sea en un entorno del tenemos

integrando por partes en Jf y usando el hecho que, si lí^l > °

en el sentido de L 9 por la observación del Teorema 1.1.1 ya que 

la amplitud que define este operador es de orden negativo en 5* 

y suficientemente derivable ( esto es, que su norma || es

finita ).

Por otra parte,

para todo

En consecuencia si € 4 2 tenemos nuevamente
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Si g « O las acotaciones anteriores deben ser modificadas. 

Salvo el operador » que trataremos separadamente, los

restantes están definidos por una amplitud de orden

en ; por lo tanto

Notemos que la cota obtenida es uniforme en A •
Para estimar la norma de ( ^44^)) Ia escribidnos

como:

Puesto que ¿K44 es homogénea de orden -(***4) en f

por el lema 1.2.2

Estas normas son finitas por las hipótesis establecidas sobre t
Finalmente
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por el lema 2.3.1 ya que, para |a|£ f'-K

( Esto se deduce del lema 2.1.1 iv) y de la fórmula que define

)•

Luego, por el lema 1.2.1,

c.q.d.

Corolario 2.4.2: Si y 9 entonces

Demostración: Tomando K-O , ?a=4 en el Teorema anterior.

c.q.d.

A partir del corolario, si A A y Mi suf icientemente 

grande, tenemos || I* ( A * 8O(^) II t e < 4 para lt| G

Luego podemos considerar el operador

que es un inverso a derecha de A Por la condición (2.2)
*

el símbolo principal de A ~ A es homotópico a la identidad; por lo 

tanto, A " A tiene índice cero y un inverso a derecha también lo 

es a izquierda.

Más precisamente, vale el siguiente resultado:
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Corolario 2.4.3: Existe R > o tal que si A £ f\ y ( A | 

entonces A “A tiene inverso y para todo

si o < h £ wi y .

Demostración: Por las observaciones anteriores
■ ' - ■ -I ■ ■ -

si

y por la proposición 2.3.1, tomando K = ° =■ r -

Luego, tenemos la tesis.
c.q.d.
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2.5 Los operadores 4 y

Sea el operador como en §2.1. En virtud de las condiciones

de derivabilidad de sus coeficientes, está definido como operador de 

H í^l) en I I (tf) , para — , Supondremos de

aquí en adelante que A H (M) H (A/¡) es invertible; se prue

ba entonces que también lo es como operador de en

( Calderón ).

En estas condiciones, el corolario 2.4.3 nos permite adoptar 
la definición de A 5 dada por Seeley para operadores con 

coeficientes té* •

(2.6) para

donde es un camino en el plano complejo elegido del si

guiente modo. Como s/o(Z\) no es todo el plano, se reduce a una su

cesión sin puntos de acumulación finitos ( Agmond ), y puede

elegirse,por el corolario citado, una semirrectaR contenida en A j 

que no interseque a sj»(A) Como í S/°(A) existe un disco de ra

dio fuera del espectro. Sea I*1 entonces el camino que va

desde 00 hasta la circunferencia , a lo largo de R , re-

corre tal circunferencia 4n el sentido de las agujas del reloj,y 

vuelve a por la semirrecta R .

La definición (2.6) es correcta pues IM (A es

del orden de IA| f COn ¿ >O y arbitrariamente peque
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ño para 1^1 sr-»» . Tenemos entonces

Lema 2.5.1: a) As A< = AS4í si í?e(S)*<b

b) A-j - A si j entero positivo

( A está considerado como operador de en )

t• *
c) A s-j A ~ A 5 y A A 5_j = A s si (?) O

j entero positivo, tal que J <. r ,

Demostración: El argumento para probar a) es clásico. Sea P un 

camino que contiene a ^^(A) , interior a P y próximo a él. Luego, 

en (2.6) se puede reemplazar P por P . Entonces:

La última integral sobre se anula pues está fuera de P

Veamos b). Para J entero, J > °
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donde P es la circunferencia 13.1-6 pues las integrales sobre la 

semirrecta se cancelan. Tomando ¿c » y/|

n 1pues s/> () está en el interior de P .

De a) y b) se deduce c). La condición J es

necesaria para la existencia de A^ .
c • q • d •

Veremos en el teorema siguiente que A g admite en cada sis-
‘y

tema de .coordenadas un desarrollo en operadores definidos por símbo

los homogéneos de grados foS, y difiere de

tal desarrollo en un operador regularizante de orden r- -a 4 . Esto

permitirá probar que As verifica propiedades características 

de los operadores pseudo-diferenciales.

Si b^ , b,^.^... son las funciones definidas en §2.1 en un de

terminado sistema de coordenadas de M , entonces llamamos 

(2.7)

para Séí* tal que l?e(^)<°

Observar que, si J > O , es una función analítica en

í?e«)<4 , pues é C (+ ('-HSI)''-*’ ( Lema

2.1.1, ii). Si y se extiende analíticamen-
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te a todo <C .

Además, por las propiedades de , Cj (S) es homogénea de

grado en . Y depende analíticamente de S en 4,
€ entero, , en la norma II . para todo •

f

Teorema 2.5.2: Si ReCS)<0 t el operador verifica

i) Si es un entorno coordenado de la variedad M y

G entonces, para o < K £

Rm/ÍS) está definido para y se cumple

Además, (s) depende analíticamente de S en tal norma.

ii) Si (M) tienen soportes disjuntos, entonce^ 

con las mismas condiciones sobre ¿ , 9< ,9* que en í)«

Además, A s depende analíticamente de S en tal 

norma.
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Demostración: Dadas como en i) , sea 9} G (2¿) tal que

«4 en ; y %>< g €^(R) en <& U <4>< .
Elegimos una partición de la unidad ( ) ¿ en M subordi

nada a entornos coordenados CiQ). , tal que es la función

considerada antes; y funciones tales qüe

» Vt’4 en . Luego, consideramos el operador

definido en §2.3 mediante esta partición víV )t* y las funciones 

^í)* » tenemos

(2.8)

con

Calculando el primer término en (2.8) se obtiene

(2.9)

donde C?(S) son las funciones definidas en (2.7). Por lo tanto 
xJ

Basta ahora acotar la norma de Esto es consecuencia inme

diata de las estimaciones piguientes:
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validas por las hipótesis establecidas sobre t , K , y Q, que 

permiten la aplicación del Teorema 2.4.1 y corolario 2.4.3.

Si ahora consideramos como en ii), cada uno de los

operadores <$> ( C/CS*))  ^Pz está definido en í? ”, por

una amplitud del tipo S5) con 'fyi'^z foncio-

nes cuyos soportes son disjuntos. Se verifica entonces, para un en

tero I?

integrando por partes respecto de £ en la expresión que define 

el operador y aplicando el Teorema 1.1.1, ya que se trata de ampli

tudes de orden negativo. Finalmente

Esta última norma es finita tomando k suficientemente grande y

It + K-Hl r-K .

Por lo tanto, aplicando lo anterior en la expresión (2.9) y 

las estimaciones de 6?^(S) , queda probado ii).

c • q • d.



2.6. Las funciones CJ&) .

Como función analítica de S ? se extiende a todo

el plano complejo. Esto puede probarse directamente a partir de la 

fórmula (2.7) que la define, o bien a través de la relación recursi 

va que establece el teorema siguiente, y que utilizaremos más ade- 

lante.

Teorema 2.6.1: Si c $ 4. T- y O se verifica que

(2.10)

para ITI 4 .

Demostración: Llamaremos ?,$-<) al segundo miembro de (2.10)

y sean Cf, (%) • Luego, tomando

9^=^ □ en el Teorema 2.5.2, obtenemos:

(2.11)

con

Puesto que As - A As-< > C2-11) coincide con

- 45 -
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donde hemos tomado (P-^4 .en un entorno de C(\ .
Si calculamos esta última expresión, resulta

(2.12)

con

Por lo tanto

Observemos además que, para

aplicando el lema 1.2.1. La última norma es finita pues (S-i)
es homogénea de grado $*-j en y tiene derivadas en X.
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Finalmente, igualando (2.11) y (2.12) obtenemos

con o - * .

Puesto que la descomposición de un operador como suma de opera

dores definidos por símbolos homogénenos más un regularizante de or

den mayor es única ( Alvarez Alonso y Calderón >[3] obtenemos

en lf¡ >, 1

c.q.d.

Por la fórmula del teorema anterior, se ve que la extensión

de conserva las propiedades de homogeneidad en

y derivabilidad en

/iSea £ un entero positivo tal que r , entonces

está definido y es un operador diferencial con coeficientes al menos 

continuos. En un sistema de coordenadas A , sea A*°V) =

• C'X’/í) el símbolo de A ? es homo-
** * •

génea de grado j en §* ), Entonces

(2.13)

ya que A * - * •

Si definimos, para 



- 48 -

a partir de la fórmula (2.13) y del Teorema 2.6.1 se prueba lo si

guiente:

Corolario 2.6.2: Si *»£*•* “ entonces
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2.7. Las potencias A* .

Antes de definir A veremos algunos resultados previos.

Observación: Notemos en primer lugar que de la demostración del

Teorema 2.5.2 se obtiene, tomando ^^.-=4

con II II. . *=> si í?e(s)<2_ , |£| <rAdemás -

= 9 II £©«) |( Nc ; y se tiene analiticidad respecto de
r-

S en las normas indicadas.

Por lo tanto, como II (5}) 4**11 ¿ ~ é.,
podemos extender As con continuidad a O , como opera

dores de en , para 1^1 £ r“

Lema 2.7.1*: Si O y lt¡ £ # entonces

" fiis i, í + NeC^-)] *

Además, si € es un entero, depende analíticamen-

te de S en-ty-f < íjet7* * como operador de H en H .Y

depende continuamente de S en -?>j-4 < ^e(^s) O , como operador 

de en H* •

Demostración: Obsérvese que si (S) < O resulta O £.f-í?eC^5)J £

, Luego, la prueba se obtiene del Teorema 2.5.2 tomando K=O*
X] -<j4 - ; y estimando la norma de

zomo en la observación anterior, mediante los lemas 1.2.1 y 1.2.2 .

c.q.d.
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Hasta ahora 4$ sólo está definida en t para •

Veamos que puede extenderse a todos los espacios , con HÍSP*

Lema 2.7.2: Si —4-^ es un operador de A en

C , para todo que verifica

Además, la segunda parte del lema anterior vale para todo i tal 

que -r •£ £ é g < r~

Demostración: Por simplicidad supongamos r- = o . Luego si

Ambos operadores coinciden en H por el lema 2.5.1 si íy) < o, 

y por continuidad vale lo mismo para íO . por lo tanto,
ll-fy lo

se extiende como operador de ri en rt .Y, por el teorema de

interpolación ,

para

Para el caso O £ < •“/ se procede análogamente.

c.q.d.

En general tenemos el siguiente resultado i
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Lema 2.7.3: Si

entonces

Además, si r entero no negativo y — r < £-*•€ £ z*
J

entonces, depende analíticamente de ¿ en como

operador de en ’H ; y depende continuamente de y en

Demostración: Sea un entero >,O , tal que -4 < £■O .Pues

to que A$-A 4 9 aplicando el lema 2.7.2 se obtiene

Si tfoCfas) < - ¿ , £ entero, y

podemos elegir -€f , enteros, tales que , O < S

y además

Se obtiene entonces

donde A o depende analíticamente de $ en la norma indicada, 
1 $+ *4
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por el lema 2.7.2 puesto que

c.q.d.

Ahora estamos en condiciones de definir las potencias de /\

Definición: Sea el máximo entero tal que a si

Scé' tal que , definimos

si

si

Notar que n ° está definido por la condición £ r y

es un operador diferencial con coeficientes continuos.

Veamos que /l^ tiene las propiedades esperadas.

Lema 2.7.4: a) Sea Q un entero £ . Si <.

depende analíticamente de S* como operador de 

en H para 1^1 IiiI r ; si

(tfeCs) £ £ , depende continuamente de S .

b) ¿ ^eCé)} son £ .

c) 1 ; ^es invertible si ,

<•> + si -’r4 *?'*’>**<•
%

Demostración: b) se deduce de a) y del lema 2.5.1 a) por prolonga- 



- 53 -

cion analítica. Los demás resultados son consecuencia inmediata 

de lemas anteriores.
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2.8. El núcleo de A .

Para ciertos £ , A resulta un operador integral respecto

de la medida dada en la variedad /VI . Llamemos a su núcleo,

esto es:

Probaremos lo siguiente:

Teorema 2.8.1: Sea M = J +4

i) Si r 3 A/-»? entonces A es un operador integral con nú

cleo continuo > para ffe(S) <

En este caso £ —»> es una función analítica de

en éótyrty) -

ii) Sea ¿ entero, tal que y

r + + 4 .

Entonces K$¿x/x') se extiende desde a

como función meromorfa de S , con polos sólo en S= — * j = o X z .

Dichos polos son simples y los residuos están dados por

( OC es la imagen de X £ M en )
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Si S es un entero positivo o cero, S« f , el residuo se 

anula y el valor de 5c) está dado por

(2.14)

( — & es la semirrecta recorrida por el camino T )

Demostración: Para probar i) escribiremos AS como en (2.9) en la

demostración del teorema 2.5.2

con Se satisfacen entonces las condiciones

del Teorema 2.3.2 i) con ■= O ¿ ± = - A/ Además, por

las hipótesis establecidas sobre r A/ y se tiene que £ + + % ^4/

Luego, obtenemos que 

y ^Kís-> depende analíticamente de £ en dicha norma. Por lo tanto 

es un operador integral con núcleo continuo ¡4 t Qy C5)) - 
/'

- < S-x, *) } , y éste es una función analítica de 3 (

es la delta de Dirac en el punto 2t £ ; luego es

una aplicación continua de M en H^) por el lema de Sobolef

ya que *1 - Í ).
«G
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Si , entonces

es un operador integral con núcleo continuo cuya expresión en el 

mapa es

pues C-ÍS) es homogénea de grado en £ 4

Luego, tenemos i).

Para probar ii) consideremos 2 en las condiciones allí esta-
)

blecidas y Sea un entorno coordenado y

Como nos interesa el núcleo de 4S en la diagonal *?C3^r, basta estudiar

el de (p ® (f . Entonces, si ’F € - 1 en

es un operador diferencial cuyo símbolo, en el sistema de coor

denadas Z es G"(X)= X— T) > es homogénea

de grado ¿ en J , y -tiene r-^ derivadas en ?c . Por lo

tanto, expresando ¿ 4 como en el Teorema 2.5.2 i),

obtenemos

(2.15)
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donde cij fue definido en §2.6 ; hemos llamado

y

Luego

Esta última norma es finita para í?e (S) * 4 + , en virtud

de la estimación del Teorema 2.5.2 i) para el operador , si

elegimos ~ ( Esto es posible por

la hipótesis establecida sobre r* 9 "h -9^ y ■£ )

Así mismo, existe &>Ó tal que

fc
para /¡?e($) <■4 + £ , <♦< « B , puesto que

Por lo anterior, <P*í^/a( ¿~ Cí-€) es

un operador integral con núcleo continuo , para A

-t¡¿¡ ; y éste depende analíticamente de

Para <*?e  (S5) < - t£¡" > el núcleo de A en la

diagonal 9c « *r es entonces
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4
Por la homogeneidad de dj en 15’1^ 1 las integrales pueden calcu

larse como

de donde se deduce que se extienden analíticamente a ffe ($) < 4 4 ~ 

con polos simples en S » j - S - - K .

Por el corolario 2.6.2, dj(s-.e) = (3) en lT¡H ;
por lo tanto,los residuos en dichos polos están dados por

* J — >La formula anterior se anula cuando 5 = -2-2— es un entero no nega- 

tivo.

Sólo resta probar entonces que , si S es un entero,

5 £, puede calcularse por la fórmula (2.13).

Sea G (x^jA el núcleo del operador

en (2.15). Probaremos lo siguiente

Lema: a) Si le , la prolongación analítica de *6$(x, yJ ¿ en
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S » Í se anula.

b) Si también admite extensión analítica a

^e(5) «. £ + y ésta se anula en 5 =• £ .

c) La extensión de ) está dada por el miembro derecho

de (2.13) en -4 .

Sabemos que

admite extensión analítica , y ésta es continua, aún en Ks . Por 

el lema si Luego K C*,  -€) - & o sea

(/*."<)  - 0$i’*','*)  si ?C G y utilizando c) tenemos la

fórmula (2.14) ( Solo debemos elegir adecuadamente la función W )

Demostración: Por simplicidad supondremos -e = C7 .

Notemos que para — 6?e (S5) < O podemos eliminar la parte

circular del camino P } haciendo tender su radio a cero. Luego 

(2.16)

y tenemos
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integrando por partes en í , si .

Por lo tanto

y aplicando las estimaciones del lema 2.1.1 ii) vemos que las 

integrales admiten extensión analítica a 4 . Luego, por

el factor 6? 4 , Go C^z Jf) - O

Para probar b) consideramos , <¡^ con soportes disjuntos

Por el Teorema 2.5.2 ii) y las condiciones sobre r ,

y tendremos que

para

y es una función analítica de 5 en tal norma; por lo

tanto, su núcleo admite-extensión analí

tica a (S) < ~ a valores en . Obtenemos entonces
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pues - T . Luego s£

Veamos c).

Por (2.16) y el lema 2.1.1 ii) nuevamente, los términos con ¿>O 

se anulan en salvo si j - . Resulta entonces: *

Los primeros términos coinciden pues

en S = O

Hemos obtenido (2.14).

c.q.d.
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3. OPERADORES ELIPTICOS DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO

3.1. Función de Riemann y determinante de un operador elíptico

Ciertos problemas físicos, de la Mecánica Cuántica, plantea

dos mediante la integral funcional de Feynman, conducen formalmente

*■ * nal calculo del determinante de un operador diferencial (o pseudo- 

diferencial) elíptico, definido en las secciones de un fibrado vec

torial de dimensión finita, sobre una varjíedad compacta y sin borde 

([6]). Un método empleado para dar sentido a tal determinante (o pro 

ducto de los autovalores del operador), es el de la función £ de 

Riemann.

Si A es un operador pseudo-diferencial elíptico, invertible, 

de orden m > o , definido en la variedad AA , tal que en cada sistema 

de coordenadas su símbolo tiene un desarrollo asintótico en funciones 

homogéneas, y tal que su símbolo principal cumple la hipótesis de 

Seeley (2.2) de § 2.1, entonces están definidas las potencias AS y 

la extensión meromorfa de su núcleo evaluado en la diagonal

(Seeley [7]). Si son los autovalores de A , se define

la función £ de‘Riemann de A » como

Si A es un operador normal ( AA = A A) , tiene entonces

base ortonormal de autofunciones, y se exPresa como



- 63 -

( indica la traza de la matriz ). Por lo tanto, es analí

tica en , y admite extensión meromorfa a todo el plano' 

complejo, regular en 5 = o .

Se define entonces el determinante regularizado de A , f/|) 

como

Tal definición es natural pues, formalmente,

Si el operador A depende de un parámetro £ ( A (£) ) » nos in 

teresa conocer el comportamiento del 2>g¿(A(£)) respecto de £ • Tal de. 

pendencia puede provenir de una perturbación en el operador original, 

o de un cambio de variable en la integral funcional, interpretado como 

un cambio en el operador.

3.2. Potencias complejas de operadores dependientes de un parámetro.

Sea una familia de operadores pseudo-diferenciales

en las condiciones señaladas en §3.1. Llamaremos a

la extensión meromorfa del núcleo de A(&) evaluado en la diagonal.

Recordemos que A(£) es un operador pseudo-diferencial de orden
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** cuyos símbolos tienen desarrollos asintóticos en funciones homogé

neas si:

i) Dados entorno coordenado en

Mentonces

para cierta función ct tal que, existen funciones (£/*., J)

7»*, 4Z... homogéneas de grado en , para (?/ ¿4 ,

e infinitamente derivables en x y J que cumplen

para todo

ii) Si tienen soportes dis juntos, entonces

<F, A (£) M’z es un operador integral, respecto de la 

medida en M } con núcleo 9 infinitamente deriva-

ble en x e .

Diremos que la familia (A(£))6 depende analíticamente de ¿ , si en
K

i) las funciones y Q(^)- Z. Q »,_;(£) dependen analí
*

ticamente de £ en las normas II 11^ y II H*,^*1* respectiva

mente, para todo ; así como los núcleos gn ii) considera

dos como funciones a valores en .

Probaremos entonces: /

Teorema 3.2.1: Si (Aí^))^ depende analíticamente de 6 , entonces 

sucede lo mismo con y todas sus derivadas respecto de S

para , como funciones a valores en .
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Demostración: Probaremos la analiticidad en £ « 0 . El resultado se obten 

drí como consecuencia de tres lernas.

Notemos, en primer lugar que A(€) resúlta una función analítica 

de £ en la norma II de les operadores de H*en /-/*’*’’, para

todo ¿ . Por lo tanto, basta suponer que A (o) es invertible para que lo 

sea A(c) , con £ suficientemente próximo a cero. Análogamente, si 

es invertible para salvo finitos puntos (Ver § 2.5) entonces

A(£)-/! también lo es si y IA-A¿|>i , para algún í>o y |£|<£«7 

pues

< >
con II ( A(f)- A (O)) ( A(o)-A) II para 4 y £ en las condiciones an

teriores.

Luego, la elección del camino P para definir A(£) ( § 2.5) pue^

de hacerse independientemente de £ , para £ pequeño.

Construimos como en §2.3 una parametriz para A (e) -A

mediante los coeficientes ) .Conservando la nota-

ción empleada en la sección 2, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3,2,2,;
l

i) ^.^ •(£) es una función analítica de £ , en =4 , respec^

to de las normas ftjl Wcon cualesquiera.

ii) Las funciones dadas por

sí fi?eis)<o
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y si í?e te) < k>

entero positivo (ver §2.5 y §2.6) y sus derivadas respecto de S 

son analíticas en 8 = ¿2 t uniformemente para X en compactos. 

Demostración: Dado que a^(£) = Z. . en las normas II II

te ,Ar cualesquiera, obtenemos

La analiticidad de , para ¿ , se prueba por inducción a pa_r

tir de la fórmula recursiva que los define.

La prueba de ii) es consecuencia de lo anterior y de la fórmula 

que define las funciones Cj ^5) (Observar que desaparecen las

restricciones que en § 2.6 imponía la cantidad finita de derivadas) 

c.q.d.

Como en (2.8) de § 2.5, escribimos

Luego, la analiticidad de es consecuencia de las propiedades de

las normas, señaladas en la observación 2.2.1, y de
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(3.1)

El primer término es un operador integral si < - 2L (teorema

2.8.1) tal que la extensión meromorfa de su núcleo evaluado en la diago 

nal está dada, en cada sistema de coordenadas,por

por lo tanto, en virtud del lema anterior dicha extensión y sus deriva

das respecto de S son funciones analíticas en 6 = o , uniformemente pa

ra x en compactos.

Lema 3.2.3: Si K ¿Al y ¿>O

depende analíticamei e de £ en € = ° , en la norma II 11.^ , unifor

memente para £ A

Demostración: I - ( £, A) ( ) es una suma finita de operadores

de la forma

(3.2)
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(Ver § 2.4) . Sea G a 6© CU), & • 4 en . Luego

donde •/!* (4-G) A (£) es un operador integral con núcleo (%,£)€. £**(*(**{) 

que es analítico en 8=0 , él y sus derivadas.

Además

con

son funciones analíticas en , en dichas normas.

Luego (3.2) es sunja de los tres operadores

&

donde Te es un operador integral, definido por el núcleo *

Probaremos el resultado del lema para cada uno de estos operadores.

Tenemos

por la proposición 2.3.1; además depende analíticamente de £

en esa norma, por el lema 3.2.2. Por otra parte
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Luego y O + 1A]) ^(¿,1) es
Ae^ '

una función analítica en E = o en esa norma

Vale lo mismo para R¿(£,A) , ya que tenemos, por él lema 1.2.1

Luego de un cálculo extenso, pero habitual para el desarrollo asin- 

tótico del símbolo de la composición de dos operadores pseudo-diferencia 

les (Calderón (5) ), se obtiene '

donde t se expresa en términos de las funciones y .

Por las propiedades de éstas

para todo ***,% w

y t es analítica en dicha norma respecto de £ . Luego, como

pues K , tenemos la tesis.
c.q.d.
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Lema 3.2.4: Si i>o t U+M/)*  $ * depende analíticamen

te de £ en , en la norma || II uniformemente para P .

Demostración: Si escribimos

el resultado es consecuencia de la analiticidad de la familia (Z) (£)k. 

y de la estimación análoga a la del corolario 2.4.3, para el caso de ope^ 

radores pseudo-diferenciales (Seeley [7] )•

----------  § ---------

De los lemas 3.2.3 y 3.2.4 se deduce que el segundo término de (3.2) 

es una función analítica en £ =0 , en la norma || |\_^ , unifor

memente para S en compactos de I tfe(s) < I ] .Luego, se trata de 

un operador integral con núcleo continuo, y éste' así como sus derivadas 

respecto de s tienen la misma propiedad en la norma II ' *

Se completa así la demostración del teorema 3.2.1 ,
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