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Nota: T'sta es una edicién previa a la publicacidén del presente
. Fd
trabajo en la revista."Cahiers de Topologie et Gébmétrie Diffe-

rentielle" que dirige Thresmann.

Catégories de variétés abstraites

Par Marta Sagastume et Jorge Bosch

21s- Introduction

1.1. Terminologie. Cet article est le developpement de notre note

D]y~avec quelques légers changements.les topologies de..Grothen—
dieck seront appelées G-topologies; leur définition est celle de.
B]. Dans tout ce qui suit, ns est la catégorie des ensambles et
fonctions, et G=Tns est la G-topologie qu'on obtient dé Ins en
ajoutant, comme Cov(G-Ins), la famille des ensambles q; de-
morphismes tels que, pour chaque QP , les images des fonctions
appgrténant.é %3 recouvrent au sens habituel un certain ensamble
V4. On fera usage des foncteurs et transformations généralisés
introduites par Ehresmann(f?ﬁ: un foncteur généralisé F, de la
catégorie C dans la catégorié C', associe a chaque objet de C une
classe non vide de morphigmes dc C'y de telle facon que, si e
est 1l'unité de 1l'objet A de C, F(e) est la classe des unités des
objets de F(A); et si h = g ¢ £ dans C, alors

®(h) = F(g)oF(£) = Z/J u « F(f) et 3y £ F(g) avec z =¥ 0 l_l{’.
Notre définition de transformation généralisé sera légé-

rement différente de celle de "hresmann: si T et F' sont des
foncteurs généralisés de C dans C', une transformation générali-
sée t, de F dans F', associe & chaqué objét A A& une classe de
morphismes qui ont pour source un objet de F(A) et pour but un
objet de F'(ﬂ),de telle maniere que: (i) Pour tout X € F(A) 3
au moins une fléche de t(A) dont la source est X; (ii) Si X &€ F(4),
X'« F(B), YER'(A), YT e P (B), ut ¥ ~ Y avec U« £(A), v X' =i yv"™
avec v-1(B), et g P(f) avec f£: A -~ B et g: X —>X', alors
1l existe f'+ A —B et h: ¥ —=Y' telles que h % F'(f) ct

hou = vog. n-compose les transformations généraliségzde C dans
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C',“ﬁér la formile: (gzojl)(A) = EQ(A)ojiCA0.~On obtient ainsi
une catégorie dont les objets sont .les foncteurs généralisés de
C. dans C' et dont les morthismes sont les transformations généra-—
lisées entrc des tels foncteurs. Si 1é second foncteur T' est
constant , alors pour chaque € F(A) 11 ya- exacteément un mor-—
phisme apparténant a E(A)'dont 14 source est X.

Une transformation généralisée t: F —=F' (foncteurs générali-

gés de C dans ') telle que, pour tout objet A de C et pour touf

h gﬁt(A), h soit un isomorph;sme dans C', sera difévgﬁuivéignce
faible dec 7 dans F', | |
Un foncteur généralisé de la G-topologie T daps 1g G-topologile
T' est un foncteur généralisé F: Qg%mim_q.cat T' tel que les deux
conditiqns suivantes sont remplies: (i):Pqur tout cnsamble
{¥, v,—=vl ¢ Cov T et pour chaque X € F(V), si P est la fami-
1le de .tous ies,morphismes~dg.1a forme g: Y -+ X avec g & F(q&)
pour au moins un indice i, glors @3 ¢ Cov T'. (ii) Pour tout dia-

gramme de produit fibré dans at T:

2>
@/I{{:
Ul‘ / 2
iy U L=
¢t pour toute paire de morphismes dans Cat T'y gli Xli-gX,
&,° X2—‘>X, avec X, F(Ui);”X-ﬁ (U) c% giw"Valéurs" de P, il
existc ‘un diagramme dc produit fibré dans Cat T': ¥
1@, ‘i‘
oo P
O-.“ ‘-X.&-.)-:'(

avece _9_1 < F(-Bl)’ _gll £ F(il)a is= 1,2.

Il y a une notion évidente de cofoncteur généralisé et de

transformation généralisée entre des tels cofoncteurs.

1. 2 lhcorcme de Kan sur 1'existence de 11m1tos 11 y a une notion

ev1dentc dc 11m1uC d‘un fonctcur (ou’ d'un co* oncteur) generallse,
par rapport a une transformation gene1allseg ot le théordme 4d'éxis—

tence de Kan“[}l cst v@iable sous la forme suivantes
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Théordme de Kan pour les foncteurs généralisés dans Ins.

A tout foncteur généralisé F: ¢ -—:Tns on peut agsoéier, de facon
canonique, un. ensamble A et une transformation-généra}iség t, de
maniére quc A soit limite directe de F par rapport a t.

La démonstration suit le schéma de celle de [4].Dans lten-

scmble des triplets (U,V,x) tels que Us ¢b(C), V. FU) et x€V,

on définit une relation (reflexive et transitive), notée s , par
la condition suivante: (U,V,x) ~. (U',V',x') si et seulement s'il
existe des morphismes f£: U-->U' et g: V—>V!' tels que g ¢ F(F)
et g(x) = x'. Soit R la relation d'équivalence engendrée par ~.:
(U,Vx) R (U',V',x') si et seulement s'il existe une suite finie
de triplets t ,...,% , telle que = (U,Y,x), b, = (U, vi,x'),
EOS El""’in—l S En’ ou S est définic par la condition: & S %'
si ct seulement si: T~ 1! ou t'~ t. Soit A 1l'ensemble quotient
par R, ‘m définit une transformation généralisée t, de F.dans le
foncteur "constant" de domaine C et 'valeur" A, en définissanf con-—
me £(U) 1'ensamble des.arpications £(U),: V-—A (ou Ve I(U))
données - par i(U>V(§) = (ﬁjﬁ?i?, ol la barre indique la classe 4'é-
quivalence par rapport & R. Alors A est limite directe de F par
rapport a t.

,Bans tout ce qui .suit, nous écrivons simplement “limite"

au lieu de "limite dircecte".

2, Atlas abstraits

2.1. Définition: Un atlas abstraif est un triplet (F,X,s), ol P’

est un foncteur généralisé de la G-topologie T dans 1a’G—€opologie
T,X cst une limite de T par rapport 3 une transformation générali-
sée t, et s est une équivalence faible de 7 dans le foncteur iden—
tique sur Cat Ts ceci implique que -at T doit €tre une sous-caté-
gorie de Cat 2, Feus dirons que X est le support de l'atlas abstralt

¢t quc t cst la transformation associée a cet atlas.

_2.2..Application-anx atlas d#firentiablcs. Nous dirons qu'un atlas

{ﬁf, différentiable de nlsse Cr, ou C'-atlas dans le sens de {5],
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cst héréditaire, .si les deux.conditions suivantes sont remplies.

(i) si , aveC A .U, si B A est un ouvert et V. U
est un ouvert, alors % B , ot {v)

(ii) Si = , avec A .U, pour tout espacc dc Banach i,

intcrvénant dans la dévinition dc , pour tout:-ouvert V. I, ct

:_- , r . . .
pour-tcut C —-isomorphisme £- U 7, ona~ f o

¢ r ’ ’ . . ,
Soit * un C -atlas héréditaire. NFous appellerons Cat T la ca-
1 . . . . .

tégoric dont les objets sont lcs buts des cartes de , ¢t dont

les morphismes sont: lcs changements de carte de 7 , les inclu-
sions entrc des objets Ae fat T, ct les vomposés (en nombre fini

quclconque) de tels morphismcs. Soit Cov T la famille des cnsembles

de Méfphismes de 7at T qui sont des inclusions &t qui rccouvrent
un éertain objet de Cat T au sens habitucl. "n obticnt ainsi la G-
topoldgio T, Soit T la G-topologie que nous avens appclée G-ins
(1.1). Soit ™ le “oncteur généralisé de T dans T construit de la
fagon suivante: si U est un cbjet de fat T, ®(U) est la classe des
sourccs des cartes drnt lc but est U. Pour un morphisme '#- U -V
dans ”at'T; on envisage treis cas: si est une équivalence (chan-
gement de carte), T ) est la classc des identités des objets ap-
partenant a (1) (V): si est une inclusion, alors pour tout V'
tel qué'i , ¢ V' -V seit une carte de 't , «n posec U' = ;;%(U), et
1'on définit F( ) comme &tant 1la classc de toutes 1és inclusions
de la forme U' _V'; gsi cst une composition d'équivalences et
inclusions, on définit ®(-; ) dc wanicre ¢vidente on prenant toutes
les Qompositions possibles. Soit "X ltensemble-sous-jacent a 1'atlas
. Alors X est limitec de T par rapport a une transFormation génil-
raliséc t qui & chague objet U de Cat T assceie 1'ensemble des inclu-

sions U' ..X, ou U' parcourt ™(U). Soit maintenant s la:-transforma-

tion généralisée de F dans le fonctcur id:ntique sur Cat T, qui a

chaque objet.U de Cat T associe la classe des @rtes ‘de i dont 1c
but est U: c'est une équivalence faible. Te triplet (F,%,s) est un

atlas abstrait, de support X ¢t de tfansformation associde t.

~
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2.3. 'SbuSﬁcatégories indlusivqg. Nous appéﬁéns'ainsi toute sous-ca-
tégoric D de ¢ telle que Cb(D) = Tb(C), ¢t pour A et B objets quel-
conques de D, 1'ecnsemble D(A,B) . D(B,A) ait au plus un élément.

I'exemple typique de sous catégorie inclusive ¢st la sous-catégo-

rie de "ns dont les morphismes sont toukcs les inclusions.

2.4. .C?—catégories, Seit S un ensemble d'cespaces de Banach; une ca-
tégorie sera dite Cr—cafégorie, de type S, si ses objets sont des
ouverts des espaccs de S et ses morphismces sont: soit dcs Cr;isomor-
phismcs, soit des inclusions,scit des composés de tels morphiSmes(én
nombre fini qu.lednque), avec la propriété suivante: tout ouvert in-
clus dans un objet cst unﬂbbjct, toutes les inclusions entre des ob-
jets sont- des moirphismés, ot tout Cr—isomofphisme d'un objet sur un
ouvert d'un espace appartenant a S est un morphisme.

Une Cr-G—tdpo1ogie dc type S, eshdne r-topologie T telle que
fat T est une G -catégorie de typc S ¢t CGov T cst la famille dcs
cnscmbles d'inclusiors qui rec. uvyent au sens habituel un certain

objet de Cat ™,

$3.- DPassagc de 1l'atlas abstrait a

Ll'atlas différentiable.

3.1. Théoreéme. Soit (¥,X,s), avee #: T G="ns, un atlds abs-

trait, dc transformation associée t, tel que-

(i) ™ est unchr—G—tnpologie dc type S.

(ii) T prend ses valcurs dans une sous-catégorie inclusive de Gat T=
= "ns.

Alors il existe un ¢ -atlas héréditaire , de type S,dont 1'en-
scmble sous-jacent est ¥ et dont les cartes sont les composés de
la“forme h o g71, avec’h s(U), g¢ t(U), ¢t ou g ¢st la respric-
tion de g-a son image. '

Démonstrations -Nous. prouverons d'abord que, pour tout £:0,—U,

dans Gat T, -ot pour towt g (L), l'application g e¢st injective.

‘SuppdSOHS"g:“Vi‘agvza Caume ‘s est une transformation généralisée
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de F dans 1¢ foncteur identiquce esur fat T, 11 existe Qf&uﬁ(Ul);
k = s(U,), avec h: Vi ~Uy, k* V, -U,. Tar définition de transfor-
mation géndéralisée, il cxiste donc un morphisme £': U ~U,, tel que

f'oh =k o g. Mais f' (étant un morphismc de Cat T) ist injectif,
et h cst injectif parce que s est unc éguivalence faible. Donc g est
injectif.

Soit maintenant V < F(U), et appelons E(U)v? V =X, l'unique
application de source V, appartenant a E(U). Nous prouverons que
cette application est injecctive. Il suffit de faire la démonstration
pour 1lc¢ cas ou X ¢st la limite de F par rapport a t, construite de
manicre canonique par application du théoréme de Kan (1.2).

Supposons E(U)V(E) = E(U)V(X)‘ Donec (U,V,x) = (U,V;l);‘Alprs
il existe unce suite finic de triplets Eo,o.., En’ tellce que!(avec
les notations de 1.2) L Ei’ pour i = 1,...,n, ct Eo: (U,V,x),

—i-1
= (U,V,y). Pour n = 0, on a x = y. Supposons n = 1l; donc il exis-

te f: U. -U, g« V -V, avec g W(f) et g(x) =y, ou bien g(y)

Par 1'hypothcsc (ii) de 1'énoncé du théorime on a g = 1., donc x=y.

Supposons maintcnant n = 2. Alors il existe (Ul,Vl,ﬁl) tel que 1l'un

dcs cas sulvantes ert vérifié-

(2) (U,V,x) .. (Uq,V,% ) (U, Y, x) 5 () (U, V,5) (U, x)~ (U,V,%);
(e). (4,V,x).  (U},V ,x)) et (U,V,5)  (U},V %005

(a) (U (U,V,x) et (U,Vy,%)-- (U,V,x).

17V1r%g) 1’
Dans cc qui <uit on supwore toujours 51 & F(ii) y 1 =1, 2.
Dans le cas (a) on a £, 0 U, £,0 Uy -+ U, gyt Ve Vo,

g, Vl-w>V, avec gz(gl(x)) = y. Mais 8,0 &= 1V’ donc x = y. Le cas

“(b) est analoguce. Dans lc cas (c) il exiscte £, £,0. U0y,

g1 g2° V“"Vl’ avee gl(x) = gz(l) Mais, d'aprés cc .gu'on a prouvé

au début dc cctte démonstration, gleqt injective, ct d’apres l'hy-

pothése (ii), g = &% done x = y. Te cas (d) est aralegue.
On ‘démontrera par induction que; s'il existe une- suite de n tri-

plcts io,fy., t., avec les Dropflées_dega énoncées, alors x = y.

.Ceci vient d'&tre démontré pour n = &, 2.. Supposons-le vrai pour
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nx=2, ¢t supposons qu'il y ait uhe suite de longueur n+l avec les

s 12 : t. o] urait une
que 12 jFn et tg 1 Ej £j+l’ ou Ej+l Ej fJ—l’ n aurai
suite de longueur n avec les mimes propriétés, car le relation -+

propriétés enoncées: Toreees B S'id existait un indice j tel

est transitive; donc, en vertu de 1l'hypothése inductive, le théoréme
serait démontré. Alors, en remplacant le syobole par  une fléche,...

il ne reste & conridérer gque les deux cas suivants:

(1) (U, V,x) .~ (U5,V,,%) « (U, V) X5) (__U3,V3,§3)...
(2) (U,V,%) =~ (U Vo)) = (Uy, Vyyx, ) e (03,755%,)...
Dans le oas (1) on a un diagramme non ncccssalrcmcnt commutatlf
ook
B, VW
vyl 0, ,
\;Ui/

avee u ¢ s(U), ve s(0y), w < s(U,).

Mais, commé“g est une trans‘ormation ginéralisée, il existe fI!,
£ dans %at T tels que le diagramme suivant commute: .
V. V D V
: g
u t
24 :
U "--:-E."'*-) Uli-—z—' U2
fiomme gl(x) = (X ) = X,, On & ii(ﬂ(z)) = f'(W(X )) = V(Xl),

donc U = Im iiﬂ\ Im fé bst un ouvcrt-non vide inclus dans Ul donc
par hypothésé (i) on‘a U & Ob(Cat T). Si l'on pose donc

1o |"l
- (fi ot

on a dans Cat T le diagramme de produit Tibré:

Alors, par deflnltlon de foncteur gcncrallse entre G—topologles

(l.1), il existe dans ﬂat T un diagramme de produit fibré:



a
VC" ) ":'V

avec Ei Q~F(§i) et gi ,F(i{). Mais par 1'hypothcse (ii) 4l vient:
5&-5 g donc il existe X ¢ V tel que 51( (x)) g?(k (x)) Ky ct
par 1'injcctivité établic au début de ccttc demonstrat10n~on a
k. (x) =x, k (x) = X9
mcs, allant de (U,v,x) wers (U,V,y):

(U, 7,5) e = (T,F,5) = (U, V,0x,) = (Uy,V5,x5) .o

ou l'on a deux *lcchhs consecutlvcs db méme scns; donc‘ob ¢st ramcné

et cececi donne une suite de triplets a n+l ter-—

a unc suite de longucur r, cec gui donnc X =Y. Pour le oas (2) 1a
démonstration est analogue.

On a donc prouvé quc, pour tout U & Ob(fat T) c¢t pour tout g s
t(U), g cst injoctive. Si 1'on appelle g la restriction de g 4 son
imagc, il ecxiste les cartes dc la forme h o g_l, avec h ¢« s(U), et il
cst clair que leurs domaines rccouvrent X.. Il reste 4 .prouver quc
los: changements der carte sont des Cr—isomorphismes. Soient donc

h ct QZO ggl des cartcs de méme dowmaine A et buts Ul’ U2 res-—.

hio g
pectivement. ™n doit démontrer que lc composé
w1 -1 .
) k=hyoB,0g oly U0
cst une C -équivalence. Il est évidemment-bijectif, donc il suffit

de demontrcr que c'est localement un isomorphisme dc classe ¢’

501rnt X & Ui, x2_ k(x ), 1= Q;l(x ), Y= 4, (x ) “Donc
51(11) gz(yz), ¢t comme g & t(U ) v, on a (Ul,Vl,yj) " (U2,V2,X2)
I1 y a donc une suite: B
(7, 2052))5(,, 85, 2,)5. . 5(Y, 2,3 ),
avec (Wl, 1,zl) (Ul’ 1,yl) et (Wn,Zn,gn)“= (U2,V2,X2).

Alors, pour chaque i = 1,..., n-1, il'& a un mo}phismc ii appartcnant

3 v W .« m(w W . = . N -
a Cat T(Li"i+1)“ Cat T('i+1’“i) ¢t un morphismc a; appartenant a

i, Cat T(Z

+1)1_ 7. ), avee a1~u F(ii) tel qﬁé

Cat T(Zi,ZE L1
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ou gi(g_ ) = z.. (%)

2;(z;) i+1’ T2

Z .
=i+1
Par d4éfinition de transformation généralisée, il y a pour chaque

i=1,...,n, un isomorphisme dans Cat T, m Zi"“'wi’ tel que

- £ e . .
m., &€ s(W,)s; nous prendrons m, = h m = h,, Incorc par dé¢finition
=i ~ _( 1)7 p __1 __l’ —-n __2 p X
dc transformation génlraliséc, 11 existe §i, de méme .source et méme
but que £, (i =1,..., n=1), tcl que le carré formé par miy“a 1+1’

£i, cst commutatif. Compte tenue de ce fait ¢t de (=), on voit qu 11

+ § 7 ki — c & 71 W
existe dcs ouveyts Li n (i =1,..., n), avec x < W, x € Jn 5

¢t dcs Cr—isomorphismes i;'(; =1,..., n-1) tels que ﬁg est la ress. -
triction dc f' a. W' ct Wi+1,»ct les f” ou lcurs invcrses (convcna—‘
blement ch0151s ,pour chaque 1) donncnt par composition un o —-isomor-
C We TV LWV 5 n = € C x3 &2 Wi & ;
phisme f": 1 o3 avee £ (51) Xy Soit maintcnant xj £ W3, ¢t soit
+1’

£1o, il

-1 Ry
- 1 & dec 2 . .
yi = by (51). Par commutativité des carrés m., a;, 0 £}

X e SR : 5 o
existce ¥ ¢ Zn’ x5 & Y tels que

£(x1) hy(y3) = xp ()

= .}_(_é 5
Mais, commec a; £ P(f ), on-a (Ul’ 1,Vl) R (U z,zé),mggnc
v 1 — ]

De la scconde formule (=x) et de (=xx) on déduit'

(h,0 g21o g0 1] )(x ) =

. i . - o - - g
-Alors le C”-isomorphismc f" coincide avcc k dans un voisinage

. . ro. :
de-x,, ce qui montrec que k est localément un C° -isomorphismc.

17
;;éf Provosition, - Soit un CT-atlas héréditaimeu(agnsenS'de
2.2), de ensemble sous-jacent X, ct sdit (T,X,s) 1'at1aé abstrait
associé a lui par la méthode dé(2.2), avec F: T —» G-Ins. Alors
(7, X ,n) vérific 1cs hypothescs du théoréme 3.1, ot l'applicétion de
cc théoréme a (T,7%, s) donne 1l'atlas itif:

™n c¢ffct, §1 S est 1l'cnsemble dcs espaces de Banach intervenant
dans la définition de 1'atlas <*¥, la G-topologie T vérifie la condi-

tion (i) de 3.1 puisque ' cest héréditaire, et le foncteur P:vérifie
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la condition (ii) de 3.1 par construction (2.2). T.e reste de la dé-

monstration cst évident .

| W liforphismes d'atlas abstraits

4,1, DCéfinition. tant donné unc classe C d'atlas abstraits

g(Fi,Xi,gi)!-, pour i ¢ I, telle que pour tout i€ I, Fi soit un

foncteur généralisé de 1la G-topologic T, dans la G-topologie T (avoc

T constante), on dira quc la (G-topologie K est intermédiaire vpour la

classc G, -si les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) ¥ cst unc ‘scus-G-topologic de T.

(ii) Pour tout i € T, Ti est une. sous-G-topologic de K.

(iii) Pour tout i & I ot pour tout objet U de Cat T., si
¥

1
f.: U.—>U! € Cov K, alors & U,—>Ut € Cov T
\iF Yy Uy o© o oa iy i i

. T e
4.2. Lxcmple. Si C est une classe de C -atlas héréditaires, on

pcut prendre comme b(Cat XK) la réunion des classeéidnobjcts des
oafégbries Cat T, obtenucs par la méthode dc 2.2, comme morphismes
de Cat K toutes les applicationé,CF—différcﬂtiables entre tels objcts,
et comme Cov K la réunion de toutes.}es Cov ?i' On obtient ainsi

une G-topologie K, intermédiaire pour la classc C.

4.3, Définition. Soient (El’xl’il)’ (FZ’X2’§2) des atlas abstraits

> T rl_‘l- : > T VG- g 0 nati 7] 5061 é:
avcc,Fl Tl T, F2 ?2 'y, ¢t transformations associces El’ 32.

Soit K unc ‘G-topologic intcrmédiaire” pour la classc formée par ces
atlas. Un K-morphisme de (lexl,gi)gdans (?2,X?,§2) ¢st un morphismc

de Cat T: f: Xl-»ahX2,

tel que, pour tout diagramme de¢ Cat le

U g.yfm.-—--‘-'U "_2—-?- X

T 1
avee U' € Fl(U), h < EI(U)"E‘Q‘ﬁl(U)’ il existe
L —= U €
1Fy Ugm= U5 5¢ g5 Cov Ty
tel que, pour chaque j & J il existe un diagramme dans Cat T2:

n k
V. e V9I=.,X
J.( J - 2

avec Vj & F2(v§), k¢ £2(Vj)’ ne s (Vj)’ ¢t un morphisme de Cat K,

2
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f.: U.—_man, de fagon que lc :diagramme suivant soit commutatifs

f
n % S
Il -~ o=
-1, . ,
i !
] P (1)
. /1.
U*\.\ t ;R
\;P. AR _-___-_q- LV
J J

4.4, Proposition. Soit C unc classe d'atlas abstraits, ct soit K

t

une G-topologie intermédiaire pour C., Si 1l'on prend comme classe
d'objets la classe C, comme morphismes lcs.ﬁ~morphismcs enyre les a-
tlas dc C d'apres 4.3, et comme composition celle de T (f étant la
G-topologie "but” pour teus les atlas de C), alors on obtieﬁf'@ne
catégoric. o

In cffet: pour teout atlas (F,X{é)ej C, l'application 1X est un
K-morphisme de ¢t atlas dans.-lui meme; pour le voir, il suffit de
prcndre comme §<?.: U.-*ﬁ7 la classe d'un ¢lément %IUE ; comme
Vj lc mCme objet U, comme fJ ltldcntlte lU s €t n = @,:5 = h.

D¢ plus, si f: (F Xp8 ) —a(P X2,§2), g: (F2,X2,§2) (P X 3),
sont des K-morphismes, le composé g 0 f est un K-morphisme dans le
troisidme. f@ur le voir, soit dans Cat Tl'lé»diagrammqugELﬂUj—Eijl

comme dans 4.3. Puisque f ¢st un K-morphisme, il existe

"' ;.0 ‘ — ? 4 ": & ( \ : e 171 d 1 B
ijv U, »US jea ¢lément de Cov Tl, el que, pour tout je Jd
il existe. ij: Ujﬂﬁivj dans Cat K et 1lc¢ diagramme commutatif (1). Mais,
¢ [ . n k

¢tant donné le diagramme Vjewww-V5-~~»X2 dans Cat'TZ, Ct puisque-

o SR S, SR e
g ¢st un K-morphismec, 1l existe L ¥jrr er » V Jj re R(‘ Cov T2,

¢t pour chaque r £ R un morphisme dc Cat K, 5 er_d'wr de fagon
qu'il y a un diagrammc commutatif:
X — 8 . X

k _»"72 T3
Vi NS
-1 13 ~
n Tr (2)
v, :
Jos 2 ///j;



-~ ~ wr . T T o "{‘,j‘ _ by . — i t _
avee u & £3(.r), q = §3( r). Comme = wjrﬂ er Vj} £ Cov
T,, on a ifr-é Cov X puisque T, est une sous;GAiqpologie de K.

Donc, si 1l'on appelle er X Uj le prqguit fibré de er par Uj sur

N

: . : ( ) :
V. Rl 0 a - f., . P - V. . —a U. K.
3 pa apport N et £ on a * Vi X UJ U33 ré. Cov K

Jr : -

Mais K est intermédiairc ct Ujﬁz "b(Cat Tl); donc & € Cov Tl' A-
lors: Z” = V., x U, U,-2>0 {. - Cov T..

e J J Y, 1

Posons 7., = idﬂsj pour s < S. Pour chaque s<¢ S il existe.
un morphisme de Cat K, gs: er“x Uj"wnlwr’ obtenu par composition
dc la projection dec produit Tibré. V{r x Ujum¢ er , avce
8¢ er.»=wr. On voit alors facilement quec le diagramme suivant cst
commutatif-
x. &% +
’1'_1--’" 1 7 3e u
- i
UI
m"'l T Wt
- 7 T
‘\\ g'S /’1

s ™V, xU. w74

= Jr J r
ce qui prouve la proposition.
4,5, Proposition. Soicnt -ﬁtl, Clvzﬁ des Cr—atlas.héréditaires,

de type S, dont les cnsembl:'s scus-jaccnts sont_Xl, X2, rcspective—
mcnt. Soit Ag (i =1, 2) 1l'atlas abstrait obtenu de iﬁ.i par appli-
catiqn de 2.2 scient- K la G-topologie intermédiaire décrite dans
4.2, en prenant comme G la classc i(lq} (312} , et

f: Xl—-~—» X2

unc foncticn. Alors, f est unc Cr—applioation différcntiagic de 1la
structure dc G —variété différentiable définie par {Eﬂ.l dans celle
définic par i o si ¢t seulwment si f est un K-morphisme dc Al

dans A2 au scns de¢ 4.3.

4.6. Proposition. Scicnt: Al, A2, des atlas abstraits qui satis-

Sy

font les hypothéscs (i) et .(ii) du.théoréme 3.13. i:i]j AP les
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Cr—atlas corresponddnys par abpllcatlon du theorcmc 3.1; K 1la G—tow
pologic intermédigire poud la classe %,;;/1, p 2, , décrite dans
4.23 et j:-Xl-a«uXe une fonction (Y ~ctant lc support.de A. ,1—1 2)
Soit 1% la CT-variété définie par liatlas X . Alors £ oot un

K-morphisme de Al dans A?, dans lc sens de 4.3, si ¢t sculement si
f ¢st une application C T_différentiable de “lgﬁl dans m\xﬁé.

§5. Variétés abstraites

5.1. Définifion. Soit C une classe d'atlas abstraits et soit

K unc G-topologie intermédiairc pour C. Scient Al (F X. ,sl).b
pour i = 1, 2. “n dira que A, est K-équivalent a A-2 ssi X, =X, ¢t

1y est un K-morphismc de Al dans A2 et de A2 dans Al (et;c'est done
un isomorphisme).

C'est une relation d'équivalence dans C.

5.2, Définition. Dans les conditions de.5.1, on appelle K-va-

riité abstraitc chacunc des classcs d'équivalencc dans C par la re-

lation de K-équivalence. Un K-morphisme. entre tulles variétés est un
K-morphisme¢ cntre des réprésentants respectifs.,

',.

5.3. Théoréme, Dans les conditions de 5.2, les K-variltés abs-

traites et les F-morphismes entrc elles forment une catégoric.

5.4. Proposition. S0it A un atlas abstrait qui satisfasse (i)--

¢t (ii) de 3.1. Scicnt Y. le C'-atlas obtenu par application dc 3. 1
¢t A' 1l'atlas abstrait obtenu de _¥. par application de 2.2. Alors

A ct A' sont K-équivalents (K ¢tant comme dans 4.2) ¢t ils appartien-
ncnt done a la mémc K—variété abstraite.

n effet: soit IJ~~»[V~BL¢X dans Cat T, avee.U' € F(U), 1
m ¢ s(U), h &€ t(U). Il existe ZIU: Uaf»tlﬁ € Cov T, lc diagramme
dans Cat T2= Cat T U;_qgﬁu_ n(u') < _<X,et le mdrphismé-lU_(é la.

blaoc‘ﬁé'ﬁj), tels que 1, satisfait la définition dc morphisme 4.3.


support.de
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Réciproquement: étant donné le di%gramme
U.b_ﬂgkmmm«"E(U')CL_,,x ,

le recouvrement -f'lUs U —= U,) , le diagramme Ue£- Ut --£~>-X,

s

r

.

et 1le morphisme de “at K, 1U: U —= U, permettent d'établir que 1

; X
est un morphisme de A' dans A.

5.5, Théoréme. S0it S une classe d'espaces de Banach, et soit

K la G-topologie définie comme il suit les objets de Cat K sont
les ouverts des espaces de S, les morphismes de Cat K sont les appli-
cations 0 -différentiables entre ces objets, et les élémeﬁ%s de

Cov K “sont .les .classes d'inclusions entre dés objets -de Cat K qui
recouvrent au -sens habituel U (ou U parcourt Cb(CGat K) ). Soit VT

la catégorie des ¢¥variétés de type .S et des Cr-morphismes, et svit
VAT 1a catégorie suivante: les objets de vaT sont les variétés abs-
traites construites sur.des Cr—topologies,de type S (au .sens de 2.4)
d 1l'aide de foncteurs généralisés qui prennent leurs valeurs dans
des sous-catégories inclusives de ns; les morphismes de VAT sont
les K—moyphismes entre ces objets. Alors, la construction 2.2 et la.
proposition 4.5 définissent un foncteur ordinaire de Vr.dans VAr,

et le théoréme 3.1 et la proposition 4.6 définissent un foncteur de
VA? dans Ve, Ces fqncteu?s sont inverses l'un de lfautre? et les

. , T r .
catégories V° et VA~ sont donc isomorphes.

5.6, Remarguc. Dans tout cet article on peut remplacer "espaccs

de Banach" par "espaces localement convexes", et "C' variété" par

"variété différentiable"” au sens de {Q}.
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