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Nota : lista es una edición previa a la publicación del presente 

trabajo en la revista."Cahiers de Topologie et Geometrie Diffe­

rentielle" qué dirige Ehresmann.

Catégories de varietés abstraites

Par Marta Sagastume et Jorge Bosch

§ 1 ; - Introduction
1.1. Terminologie. Cet article est le develôppement de notre noté 

Γι'), avec quelques légers changement s. le s topologiesde.Grothen­

dieck seront appelées G-topologies; leur définition est cell_e dé.. 

|3] ♦ Dans tout ce qui suit, '¿hs~ est la catégorie des ensambles et 

fonctions, et G-Ens est la G-topologie qu’on obtient de Ehs en 

ajoutant, comme Cov(G-EnsJ, la famille des ensambles φ de 

morphismes tels que, pour chaque φ , les images des fonctions 
appartenant á φ recouvrent au sens habituel un certain ensamble 

Y%. θη fera usage des foncteurs et transformations généralisés 

introduites par Ehresmann ( ¡2J); un foncteur généralisé‘F, de la 

catégorie C dans la catégorie C’, associe à chaque objet de C une 

classe non vide de morphismes do C·., do telle façon que, si e 

est l'unité de l’objet A de C, F(e) est la classe des unités des 

objets de F(A); et si h = g σ f dans C, alors

F(h) = F(g)oF(f) = {z/j u F(f) et lv £.F(g) avec z = v o u | 

Notre définition de transformation généralisé sera légè­

rement différente de celle de Ehresmann? si F et F’ sont des 

foncteurs généralisés de C dans C’, une transformation générali­

sée t, de F dans, F.', associe à chaque objet A dè“E une classé de 

morphismes qui ont pour source un objet de F(A) et pour but un 

objet de F'(A),çLe telle manière que: (i) Pour tout X i F(A) J 

au moins une flèche de t(A) dont la source est X; (ii) Si X¿ F(A), 

X’F(B), Y£. F’(A), Y’eF’(B), ù: X avec u<t(A'), v: 

avec v-t(B), et g F(f) avec f? A — B et g; X —*X‘, alors 

il existe f ' r A —>B et h: Y —- Y' telles que h < F'(f^ et 

-°3 = ï0^· En-compose les transformations généralisé^de C dans
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G’,“par la fôrmùle; (t^o^MA) = t^fA)0^^). On obtient -.ainsi 

une catégorie dont les objets sont.les foncteurs généralisés de

C. dans G’ et dont les morjiemes sont les transformations généra­

lisées entre des tels Joncteurs. Si le second foncteur F' est 

constant , alors pour chaque” X < F(A) il y a. -exact-ément un mor­

phisme appartenant ’à t(A) dont la source est X.

Une transformation généralisée t? F---- *.F' (foncteurs générali­

sés de 0 dans G’) t,çlle que, pour tout objet A de 0 et pour tout 

h _Ç;t(A), h soit un isomorphisme dans G ’, sera dite equivalence 

faible de .F dans. F’*

Un foncteur généralisé .de la G—topologie T dans la G—topologie 

T' est un foncteur généralisé F: Cat T — >Cat T’ tel que les deux

conditions suivantes sont remplies? (i) Pour tout ensamble
í % VI—άΗ £ Cov T et pour chaque X € F(V), si Φ est la fami­

lle de .tous les. morphismes · de la forme g; Y X avec ge FC^· ) 

pour· au moins un indice i, alors Ô & Cov T’, (i.i) Pour, tout dia­

gramme de produit fibre dans r'at T?

1.2. Theoreme de Kan sur l’existence de limites. Il y a une notion 

évidente de limite d’ùn foncteur (ou d'un cofoncteur) généralisé, 

par rapport à une transformation généralisée, et le théorème d’exis­

tence de Kan~[3l est valable sous la forme suivantes

et pour toute paire de morphismes dans Cat T’y g^j X^t—.X, 

g^ ’ ^2 — avec F(lh)< X < F(U) et g^’’valeurs” de F, il 

existe un .diagramme de produit fibre dans Cat T’

avec ^ ί ^¿ρ, g· € F(f±), 1 = ^^

Il y a une notion évidente de cofoncteur généralisé et de 

transformation’généralisée entre des tels cofoncteurs.
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Théorème de Kan pour les fondeurs généralisés dans 12ns.

A tout foncteur généralisé F? 0 —*Bns on peut associer, de façon 

canonique, un. ensamble- A et une transformation -généralisée t, de 

manière quo A soit limite directe de F par rapport à t.

La démonstration suit le schéma de celle de [fl.Dans l’en­

semble des triplets (U,V,x) tels que UÍ ùb(C), V F(U) et xé V, 

on définit une relation (reflexive et transitive), notées ,· par 

la condition suivante? (U,V,x) ^(U’,V',x’) si et seulement s’il 

existe des morphismes fs U—>U’ et g? V ’’V tels que g t F(f) 

et &(x) = X1· Soit B. la relation d’équivalence engendrée par 

(U,V,x) R (υ',ν,χ’) si et seulement s’il existe une suite finie 

de triplets to,...,t , telle que ΐθ = (U,V,x), t^ = (υ',ν’,χ’), 

t S tn,...,t n St, où S est définie par la condition? t S t’ —ο -Γ —n-1 —n’--------------------------------------------------------------------- —
si et seulement si? t^t? ou t’^ t. Soit A l'ensemble quotient 

par R. ' n définit une transformation généralisée t, de F .dans le 

foncteur "constant" de domaine C; et "valeur" A, en définissant coa- 

me t(U) 1'ensamble des,.applications t(U) ; V—>A (où V< F(U)) 

données-par t(U) (χ) = (U,V,x), où la barre indique la classe d’é­

quivalence par rapport à R. Alors A est limite directe de F par 

rapport à t.

Dans tout ce qui .suit, nous écrivons simplement "limite" 

au lieu de "limite directe".

§ 2. - Atlas abstraits

2.1. .Définition ? Un atlas abstrait est un triplet (F,X,s), où F 

est un foncteur généralisé de la G—topologie T dans la G—topologie 

TjXcst une limite de F par rapport à une transformation générali­

sée t, et £ est une équivalence faible de .7 dans le foncteur iden­

tique sur fiat T; ceci implique que at T doit etre une sôus-caté- 

gorie de Cat T. Fous dirons que X est le support de l'atlas abstrait· 

et que t est la transformation associée à cet atlas.

2.2. .Application -aux atlas différentiables. Nous dirons qu'un atlas 
C , différentiable de classe Cr, ou Cr-atlas dans le sens de ¡5] ,
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est h g ré dita ire,· si les .deux, conditions suivantes sont remplies..

( i) Si , avec A .U, si B A est“· un ouvert et V c U

est un ouvert, alors , ct; Vr)
(ii) Si , avec A :U, pour tout espace de· Banach 1,

intervenant d’ans la définition de , pour tout· ouvert V B, et 
- r

pour-tout C -isomorphisme f- U V, on a* f o

Soit un C -atlas héréditaire. Fous appellerons Cat T la ca- 
z 1 'tegoric dont les objets sont les buts des cartes do , et dont

les morphismes sont? les changements de carte de ' , les inclu­

sions entre; des objets; de '-at T, et les composes (en nombre fini

quelconque) de tels morphismes. Soit Cov T la famille des ensembles’ 

de mörphismes de Cat T qui sont des inclusions et qui recouvrent 

un ce-rtain objet de Cat T au sens habituel, 'n obtient ainsi la G- 

topolögic T. Soit T la G-topologie- que nous avens appelée G-uns 

(1.1). Soit 7 le Joncteur généralisé de T dans T construit de la 

façon 'suivante? si U est un objet de C-at T, ?(U) est la classe des

sources des cartes dont le but est U. PÔur un morphisme f U -^V 

dans Cat T, on envisage trois cas' si. est une équivalence (‘chan­

gement de carte), F( ) est la classe des identités des objets ap­

partenant à ?(U) F(v)? si est une inclusion, alors pour tout V'
tel qué f^p V’ -^V soit une carte de 'J , vn pose U’ = f ‘¡’(U), et 

l’on définit F( ) comme étant la classe de toutes lés inclusions

de la forme U' „V’; si est une composition d'équivalences et 

inclusions, on définit ?(·; ) de maniere évidente en prenant toutes 

les compositions possibles. Soit "X 1’nen sembler-sous-jacent a l'atl’a-s

,.Alors X est limite de F par rapport a une transformation géné­

ralisée t qui à chaque objet U de Cat T associe l'ensemble des inclu­

sions U' ¿4.vX, où U' parcourt ^(U). Soit maintenant £ la- trans¿€orma- 

.tion généralisée de F dans le Joncteur identique sur Gat T, qui â 

chaque objet.U de Cat T associe la classe des (artes‘de * dont le 

but est U? c'est une équivalence faible. le· triplet (F,X,s) est un 

atlas abstrait, de support X et de. transformation associée t.
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2,3. Sousércatégories inclusives. Nous appelions ainsi toute sous-ca­

tegorie D de U telle que Ct(D) - 213(0), et pour A et B objets quel­

conques de B, l’ensemble D(A,B)xJ D(B,A) ait au plus un élément.

L'exemple typique de sous catégorie inclusive est la. sous-catégo­

rie de En s d-onf les morphismes sont toutes les inclusions.

r z . .2.4. C -categories. Soit S un ensemble d'espaces de Banach, une ca- 

tegorie sera c>ite C -categorie, de type S, si ses objets sont des 

ouverts des espaces de S et ses morphismes sont; soit des C -isomor­

phismes, soit dos inclusions,soit des composés de tels morphismes(en 

nombre fini quelconque), avec la propriété suivante; tout ouvert in­

clus dans un objet est un., objet, toutes les inclusions entre des ob— 
 rjets sont-des morphismes, et tout C -isomorphisme d'un objet sur un 

ouvert d'un espace appartenant à S est un morphisme.
r .....

Une C -G—topologie de type S, estune G—topologie T telle que 
r z ·Gat T est une C -categorie de typo S et Cov T est la famille des 

ensembles d'inclusions qui roc. uvrent au sens habituel un certain 

objet de Cat T.

§3.- Passage de l'atlas abstrait à

1 'atlas différentiable.

3.1. Théorème. Soit (F,X,s), avec ?: T G- ns, un atlas abs­

trait, de transformation associée t, tel que·’

(i) T est une 0 -G-topologie de type S.

(ii) F prend s^s valeurs dans une sous-catégorie inclusive de Cat T= 

~ 2£θ· 
r z z

Alors il c-xiste un G -atlas héréditaire , de type S,dont l'en­

semble sous-jacent est X et dont les cartes sont les composés de 
la." forme h o g: \ avec h s(U), g < t(U), et où g est la restric­

tion· de g-ason image.

Démonstration/ Nous prouverons d’abord que, pour tout fiU^-'U^ 

dans Gat T-, ht pour tout g F( f),; 11 application g est injective.

Supposons g;·v^·^ Commets est une transformation généralisée
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de F dans 1g Joncteur identique sur .Oat T, il/existe hf s(U^), 

ï " θί^), avec hj V^ 'U^, k? V^ >U^. Par définition de transfor­

mation généralisée, il existe donc un morphisme f ’ ? U^ ^U^, tel que 
f’o h = k o g. Mais f’ (étant un morphisme de Cat T) est injectif, 

et h est injectif parce que s est une équivalence faible. Donc g est 

injectif.

Soit maintenant V « F(U), et appelons t(U)^; V ·>Χ, l’unique 

application de source V, appartenant â t(U). Nous prouverons que 

cette application est injective. Il suffit de faire la démonstration 

pour 1g cas où X est la limite de F par rapport à t, construite de 

manière canonique par application du théorème de Kan (1.2).

Supposons t(U) (x) = 1(U)V(^). Donc (U,V,x) =. (U,V,^). Alors 

il existe une suite "inic de triplets t^*.., t , telle que /avec 

les notations de 1.2) t ^S t^, pour i = Ι,.,.,η, et t = (U,V,x)? 

t = (U,V,^). Pour n = 0, on a x = y. Supposons n = 1; donc il exis­

te f: U- -* U, g: V > V, avec g F(f) et g(x) = y, ou bien g(y) = x- 

Par l’hypothèse (ii) do l’énoncé du théorème on a g = ^, donc x=^. 

Supposons maintenant n = 2. Alors il existe (υ^,ν^,χ^) tel que l’un 

dos cas suivantes est vérifié··

Dans ce qui cuit on suppose toujours ¿ $ F(f ) , i = 1, 2.

Dans le Cas (a) on a f^ U -’U^, f 2 - U^ -* U, ^; V — V^, 

g^ V1^V, avec ^(^(x)) = £. Nais g2o 1^ donc x = y. Le cas 

■(b) est analogue. Dans le cas ( c) il existe f^, f2 - U U^, 

£ , ^2Γ avGC ê^x) = g2^' Wie’ dîaP^ôs ce qu’on a prouvé

au début de cette démonstration, g^est injective, et d’après l’hy­

pothèse (ii), g^ = g2 donc x = y. Le cas (d) est analogue.

On ’démontrerà par induction que,· s’il existe une suite de n tri­

plets t ..... t· , avec les propriétés déjà énoncées, alors x = y.
-o ’ ’ -n ' ” ‘ “

Ced'i- vient d’etre démontré pour h = _®, 1# 2., Supposons-le vrai pour
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η<2, et supposons qu'il y ait une suite de longueur n+1 avec les 
propriétés énoncées; t ..... t S'il existait un indice j tel —o —n+1 —
que 1i j ? n et t. Ί t. t. _, ou t. n t. t. _, on aurait une

-J-ι -J -J+l -J+l z -J -J-l
suite de longueur n avec les memes propriétés, car le relation 

est transitive; donc, en¿vertu de l'hypothèse inductive, le théorême_ 

serait démontré. Alors, en remplaçant le sÿobole par' une flèche·, .̂

il ne reste à considérer que les deux cas suivants;

Darrs le oas (1) on a un diagramme non nécessairement commutatif?

avec μ t s(U), v> 3(11^), w < θί^).

Mais, commets est une transformation généralisée, il existe f|, 

f^'dans Cat T tels que le diagramme suivant commute?

Comme ^(x) = ggt^) = Ξχ» on Q íq/uW) = í^™^^ = -^-l^ 

donc U = Im f^**^ Imf^ est un ouvcrt"non vide inclus dans U^, donc 

par"hypothèse (i) on'a U ê Ob(Cat T). Si l’on pose donc

on a dans Caf T le diagramme de produit fibré?

Alors, par définition de foncteur généralisé entre G—topologie's 

(1·1), il existe dans Cat T un diagramme de produit fibré?
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avec L ^ F(h^) et g^ ^(fp·· Mais par 1'hypothèse (ii) il vient s 

^i’·“ ^i’ donc.jl exista x i V tel que ^(^(x)) = ^(^(.x)) = x-jj Gt 
par l’injectivité établie au début de cette démonstration on a

k^(x) = X, ^(x) = -¿’ G^ cecd-« donne une suite de triplets à n+1 ter­

mes, allant de (U,Y,x) ..vers (U,V,y)r

où l'on a doux’flèches consécutives de meme sens; donc on est ramené 

à une suite de longueur n, ce qui donne x = y. Pour le cas (2) la 

démonstration est analogue.

On a donc prouvé que, pour tout U c Ob(Cat T) et pour tout g i 

t(U), g est injective. Si l'on appelle g la restriction de g â son 
image, il existe les cartes de la forme h o g \ avec h < s(U), et il 

est clair que leurs domaines recouvrent X.. Il reste à .prouver que 
rles; changements de’ carte sont des G -isomorphismes. Soient donc 

h^o g 1 et h^o g^ des cartes de meme domaine A et buts U^, U^ res­

pectivement. On doit démontrer que le composé

est une 0 -équivalence. Il est évidemment· bijectif, donc il suffit
de démontrer que c'est localement un isomorphisme de classe Cr.

Soient: Xq - Uq» ^= ^ip’ Zp= ^t^)? ^2 = ^(x.j. Donc 

^1^1^ = ^2^2·’ 6t cora.mG ^i e Í(UiV’ On a ^i»7!’^) R iU2’V2^2^

Il y a donc une suiter:

V-i)sC··^

avec (W ,Z ,z ) = (U ,V y ) et (W Z ,z )*·= (U ,V ,y ). X

Alors, pour chaque i = 1,__ _ n-l, il y a un morphisme f appartenant

à Cat _ K, Cat T(W. et un morphisme a. appartenant âi+l i+l i —i

Cat 'HZ^Z^K; Cat T(Z ,Z.), avec a;. £ F(f.) tel que
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Par definition de transformation généralisée, il y a pour chaque 

i = Ι,.,.,η, un isomorphisme dans Cat T, m^ c Z^-~VL, tel que 

m. G s(W.)e nous prendrons m =hn, m = h_, Lncorc par définition 

de transformation' généralisée:, il existe f^, de même -so-urc e-· et meme 

hut que il (i = 1,..., n-1), tel que le carré formé par ÎDp'a/fm^^, 

P, est commutatif. Compte tenue de ce fait et de (s), on voit qu’il 

existe des ouverts W! ’Γ·. , ( i = 1,. . . , n), avec χΊ ^ W', x_ £ W ,

et des C -isomorphismes f ^ 1 ( i = 1,..., n-1) tels que f^ est la res^. _ 

friction de f] a. W’ et ^7! , et les f? ou leurs inverses (convena-·—i i i+l —i
blement choisis,pour chaque i) donnent par composition un C. -isomor­

phisme f" ; V’ w» v avec Γ(χΊ) = x^. Soit maintenant x' £ et soit— 1 n’ — —1—2 —11
y’ = h., (xJ )♦ Far commutativité des carrés m., a., m. f! , il—1 —1—1' -i’ —i’ —i+l’ —i

existe yA ζ Z , x ' £ tels que-2 n’ -2:1 n’ 

Mais, comme æ € Pff), on · a (U-^V^yp R (U^V^yp, donc

( m)

De la seconde formule (sx) et de (xxx) on déduit;

..Alors le C -isomorphisme f:i coïncide avec k dans un voisinage 
rdex^, °c qui montre que k est localement un C -isomorphisme.

ài^· Proposition. - Soit un C -atlas héréditaire ( au- sens 'de 

2.2), dé ensemble sous-jacent .X, et sóit (F,X,^) l’atlas abstrait 

associé à lui par la méthode de (2.2), avec F? T ^» G-Pns. Alors 

(F,X,s) vérifie les hypothèses du théorème 3.1, et Inapplication de 

ce théorème a (?,ï,s) donne l'atlas <¿t·

Fn effet, si S est l'ensemble des espaces de Banach intervenant 

dans la définition de l'atlas CX , la G—topologie T vérifie la condi­

tion (i) de 3.1 puisque PX^GSt héréditaire, et le foncteur F;vérifie
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la condition (ii) de 3.1 par construction (2.2). le reste de la dé­

monstration est évident .

§ 4. Morphismes d'atlas abstraits

4>1. Definition, tant donne une classe C d’atlas abstraits

t (FpX^,sp [ , pour i t. I, telle que pour tout i£ I, F^ soit un 

foncteur généralisé de la G-topologic T^ dans la G-topologie T (avec 

T constante), on dira que la G-topologie K est intermediaire pour la 

classe G, -si les conditions suivantes sont satisfaites;

(i) K est une sous-G-topo! ogie de T.

(ii) Pour tout i € ï, T^ est unr sous—G—topologie de K.·

(iii) Pour tout i C I et pour tout objet U de Cat T., si

r , ,hZt .exemple. Si C est une classe de C -atlas héréditaires, on 

peut prendre comme ûb(Cat K) la réunion des classes" d·objcts des 

catégories Cat T^ obtenues par la méthode de 2.2, comme morphismes 
- r , de Cat K toutes les applications. C--différentiables entre tels objets, 

et comme Cov K la réunion do toutes les Cov T., On obtient ainsi

une G-topologie K, intermédiaire pour la classe C.

4 > 3. Définition. Soient (F ,;^,^..), (Ρ^,Χ^,β ) des atlas abstraits 

avec F^ T^-'-’T, F^: T^—T, et - transformations associées t^, t^

Soit K une G-topologic intermédiaire- pour la classe formée par ces 

atlas* Un K-morphismc de (F ,X .,s )pdans ('^J^j^Î -s^ un raorP^ismÇ 

de Cat T? f: ΧΊ —■tel que, pour tout diagramme de Cat ΤΊ ;

avec U’ C F-AU), h £ tJU), ma-, ,s (U), il existe

tel que, pour chaque j C J il existe un diagramme dans Cat TQ:

avec V’. £ F (V-;·), k% i?(V.), n £ s (V.), et un morphisme de Cat K,'
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f.; U.—^V.., de façon quo lo diagramme suivant soit commutatif;

(I)

4,4. Proposition, Soit C une classe d’atlas abstraits, et soit K 

une G-^topologie intermediaire pour C. Si l’on prend comme classe 

d'objets la classe C, comme morphismes les TT—morphismes enÿre les a- 

tlas de C d'apres 4.3, et comme composition celle de T (T étant la 

G-topologie "but" pour tous les atlas do C), alors on obtient une 

catégorie.

En effet; pour tout atlas (. F, X, s)< C, l’application 1 est un 

K—morphisme de set atlas dans.-lui même; pour le voir, il suffit de 
prendre comme ! 'P.; U.-^U? la classe d'un élément \ 1TT ' à comme 

V. le meme objet U, comme f. 1.Lid entité 1, , et n = m-, k = h.
3 3

De plus, si f: (^,Χ^) ^(F^X^sp, g; (P^Xj.s^lPpX^sp, 

sont des K-morphismes, le compose g o f est un K-morphisme dans le 

troisième. Po'ur le voir, soit dans Cat T^ lé diagramme U<—- U'——?X^ 

comme dans 4.3·. Puisque f est un K-morphisme, il existe
^Pp U.—*U( , élément de Cov T , ’.tel que, pour tout jé.J·
1'3*3 I 3 t, J i

il existe f . ; U. —* V . dans Cat K et le diagramme commutatif (1). Mais, 
/ z 'n k
étant donne le diagramme V>—- V^---- ’"^^2 élans Cat T^, et puisque- 

g est un K-mofphismc, il existe !ψ. ; V.-... C Cov 
- ' P 3r 3?..........3 j ré R 2’
et pour chaque r < R un morphisme de Cat K, g^ W^, de faqon

qu'il y a un diagramme commutatif:

(2)
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avec uê tJ’’r q sJ,rr ). Comme V = ; Ψ. ; V. —» V < é Cov--

T^, on a Ψ C Cov K puisque T^ est une sous-G—topologie de K. 

Donc, si l'on appelle V. x U. le produit fibre de V- par U. sur 
V. par rapport à ψ. et f., on a 4 = IV. x U . —· U . £ Cov K.

Mais K est intermediaire et U <6 Ob(Çat T^) ; donc φ £ Cov T^. A- 

lors: / =- ! V. x U. U.—’U { . h Cov Tn .! Or j j !j,r" 1

Posons /_, = ^ g¡ pour s e S. Pour chaque s ¿ $ il existe..

un morphisme de Cat K, d : V. X U. ··—->’7 , obtenu par composition -s jr o r’ J
de la projection de produit fibre. V.' x U_ V. , avec a jr

g ; V. —*W . On voit alors facilement que le diagramme suivant est r Q r r 
commutatif

ce qui prouve la proposition.

4i5ï““ Proposition. Soient des C -atlas héréditaires,

de type S, dont les ensembles sous-jacents sont ΧΊ, X„, respective— 

ment. Soit A^ (i = 1, 2) l’atlas abstrait obtenu de OL par appli­

cation de 2.2^ soient- K la G-topologie intermediaire décrite ians 

4.2, en. prenant comme C la c-lasse p ^V ^'^ 2 ) ’ e^

une. fonction. Alors, f est une Cr-application différentiable de la 

structure de C -variété différentiable iéfinie par dans celle

définie par ÓX , si et seulement si f est un K-morphisme de A^ 

dans Ao au sens de 4.3. 2 r

4.6. Proposition. Soient: A^, A^, des atlas abstraits q.ui satis­

font les hypothèses (i) et .(ii) du : théorème 3.1, U. ^ CX £? les
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C -atlas correspondents par application du. théorème 3.1·; K la G-tQ7 

pologie intermédiaire po.ut la classe | X 2 j , décrite dans

4.2^ et f r X »X une fonction (X.* étant le support.de Α^ι=1,2).· 

Soit ,/ .· la G -variété definie par l'atlas Alors f est un

K-morphisme de A^ dans A^, dans 1g sens de 4.3, si et seulement si 
r' z ,w ^^ Ί ^f est une application G -differentiable de [/ ^ dans U ^

§ 5. Variétés abstraites

5.1. Définition. Soit C une classe d'atlas abstraits et soit 

K une G-topologie intermédiaire pour C. Soient A^= (^>^>£p - C, 

pour i = 1, ’2. '"n dira que A^ est K-équivalent a A^ ssi X^ = X^ et 

1^. est un K-morphisme de A^ dans A^ et de A^ dans A^ (et c'est donc 

un isomorphisme).

G'est une relation d'équivalence dans C.

1l?l Définition. Dans les conditions de¡5.1, on appelle K—va— 

riétc abstraite chacune des classes d '.équivalence dans C .par la re­

lation de K-équivalence. Un K-morphisme. entre telles variétés est un 

K-morphisme entre des réprésentants respectifs,

5J¿ Théorème. Dans les conditions de 5.2, les K-variétés abs­

traites et les K-morphismes entre elles forment une catégorie.

5.4. Proposition. Soit A un atlas abstrait qui satisfasse (i)’- 

et (ii) de 3.1. Soient ft le C -atlas obtenu par application de 3.1, 

et A' l'atlas abstrait obtenu de LA par application de 2.2. Alors 

A et A' sont K-équivalents (K étant comme dans 4.2) et ils appartien­

nent donc à la même K-variété abstraite.
Un effet?, boit u*-^-U'—^--^X dans Cat T·, avec. U' t P(U), i

m è s(U), h € t(U). Il existe L s U—^UÍ £ Cov T, le diagramme, 

dans Cat T^= Cat T U h(U') .J»>X,;et le morphisme · 1^, (à la.

place1 de f’.), tels que lv satisfait la définition de morphisme 4.3·· 
3

support.de
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le recouvrement [1^? U —>uj ., le diagramme u^B— U’—«-»·Χ, 

et le morphisme de -at K, 1 ? U —» U, permettent d’établir que 1 

est un morphisme de A' dans A.

5 « 5 « Théorème. Soit S une classe d’espaces de Banach, et soit 

K la G-topologie définie comme il suit les objets de Cat K sont 

les ouverts des espaces de S, les morphismes de Cat K sont les appli- 

cations C -différentiables entre ces objets, et les elements de 

Cov K‘sont .les classes d’inclusions entre dès objets de Cat K qui 

recouvrent au sens habituel U (où U parcourt Cb(Cat K) J. Soit V 
z r z z rlà categorie des C -variétés de type S et des C -morphismes, et s^it 

r z r , ,VA la categorie suivante? les objets de VA sont les variétés abs- 

traites construites sur.des C -topologies de type S (au.sens de 2.4) 

à l’aide de foncteurs généralisés qui prennent leurs valeurs dans 

des sous-categories inclusives dé hs; les morphismes cle VA., sont.

les K-morphismes entre ces objets. Alors, la construction 2.2 et. la.. 
, r rproposition 4.5 définissent un foncteur ordinaire de V dans VA , 

et le théorème 3.1 et la proposition 4.6 définissent un foncteur de 
r rVA... dans V·. Ces foncteurs sont inverses l’un de l’aütre, et les 

z r r "categories V et VA sont donc isomorphes.

5.6. Remarque. Bans tout cet article on peut remplacer ’’espaces 

de Banach” par "espaces localement convexes", et "C variété” par 

’’variété différentiable” au sens de (61.
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