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RESUMEN

Los procedimientos no paramétricos esténdar para testear la hipbte-
sis nula de que no hay efectos de los tratamientos en un disefio de bloques
aleatorizados completos usan solamente la informacidén dentro de cada blo-
que. Estos tests pueden mejorarse multiplicando los rangos usados en ellos
por ponderaciones dependientes de la variabilidad observada en cada bloque.
Este nuevo procedimiento, propuesto por Quade (1972,1979) se basa en un
estadistico que tiene asintdticamente distribucién chi-cuadrado, bajo
ciertas condicicnes.

En este trabajo se estudia la eficiencia asintética relativa de
Pitman de esta familia de tests no paramétricos con respecto al test de
Friedman para diferentes ponderacicnes de los bloques.

Ademis por medio de un estudio de Monte Carlo se calculd la potencia
de estos tests y se la compard con la potencia de otros competidores para-

métricos y no paramétricos.
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1.- INTRODUCCION

1.1.- Planteo del problema

j & n, observaciones correspondientes a un
J < b

SeanZij, lgigm 1g
disefio de bloques aleatorizados completos con m tratamientos y n bloques.

Supongamos que las variables aleatorias Zij son independientes y que

la funcién de distribucién de Zij es G(z—ei—uj) donde G es continua y

Zei=o'
121

Nos interesa testear la hip&tesis nula de que no hay efectos de los

tr'atamientos
(1.1.1)

contra la alternativa

Si G es la funcién de distribucién de una variable aleatoria normal,

un test Sptimo es el test F, el cual rechaza la hipStesis H si

F> 1, 1)0n1)

donde



T 2
n I (2; -2..%/(m1)

_ 1=1 )
F= m n 2
Y ) (Z..-Z. -2 .+Z..)°/(m-1)(n-1)
iZ1 5=1 1] 1. .]
y
n m m
Z; = Zi Zij/n 3 z.j _121 Zij/m. 3 Zo. =} Z; - /m.

3 1=1

Bajo H, F tiene la distribucién de Snedecor con (m-1) y (m-1) (n-1)

grados de libertad y por lo tanto Fm—i (aa es el correspondiente

s (m-1)(n-1)
(1-a) percentil.

Si G no es normal, el test F no tandrd el nivel de significacién co-
rrecto. Para muestras grandes y G con varianza finita, el nivel de signi-
ficacién serd aproximadamente correcto, pero el test puede resultar inefi
ciente,

Un test no paramétrico, para la hipétesis nula H, fue propuesto por
Friedman (1937). El1 test de Friedman rechaza H si Q » ka, donde

m
Q=12 ) (R-n(m+1)/2)°/mm(m+1),
i=1

n
R; = jZ Rij 3 R;; es el rango de Zij en el bloque j, y k es definido
por By Q >,ka) = a.

(P4 denota la probabilidad bajo la hipétesis H).

la eficiencia asintStica relativa de Pitman del test de Friedman con



respecto al test F estd dada por
e (G) = mh(@)/(m+ 1)
Q,F

<9

2
donde h(G) = 12 cz(G) r gz(z) dz : oz(G) es la varianza de G y

. -}

g(x) = 6'(x). (Ver capitulo 7 de Puri y Sen (1971)).
Si G es normal , e F(G) = 3m/(r (m+1)). Por lo tanto el test de
b
Friedman resulta eficiente, bajo normalidad, para m grande: pero para m

pequefio el test se convierte en ineficiente como lo muestra la siguiente

tabla:
m 2 3 u 5 10 15 20 ™

—ﬂ*—(?nig 0,637 0,716 0,764 0,796 0,868 0,895 0,910 0,955

Asi la pérdida de eficiencia es mis del 20% para m<5 y mis del 10%
“-Ara m< 18,

la pérdida de eficiencia para pocos tratamientos se debe a que no se
compara entre bloques, sino dentro de cada bloque.

Para el caso particular m = 2, un test no paramétrico eficiente es

el test de Wilcoxon signado. Este test se basa en el estadistico

)

V= X. S.
5= J 3]
donde Sfl es el rango de |21:.l - szl v Xj es la funcidn indicadora del even-

to Zij') sz, para j=1,...,n.

Bajo H, V tiene media n(n+ 1)/4 y varianza n (n+1) (2n+1)/24, Paran pe-



- quefio la distribucién exacta de V ha sido tabulada y para n grande es
asintéticamente normal. '

la eficiencia asintética relativa de Pitman de este test con respec-
to al test F estf dada por h(G). Si G es normal esta eficiencia es igual
a 3/m=.

Hodges and Lehmann (1962) propusieron para m > 2, €l siguiente méto-
do basado en rangos alineados. En el i-&simo bloque se calcula alguna me-
dida de posicién Vj = G(Z jo eee ij), donde la funcién § es simétrica
en sus m argumentos y es 'ta.l que 6(x1+c, cees xm+c)= 6(x1, cen s xm)+c,
para cualquier constante ¢ (por ejemplo la media o la mediana).

luego para j=1, ... , N, i=1, ... , m se definen observaciones ali-
neadas iij = Zij —Vj , de las cuales el efecto del bloque es suprimido. En-
tonces, si ﬁij es el rango de iij dentro del conjunto de las mn observa--

ciones alineadas, se define el estadistico

m

~ m1 } (R. -n(m#+1)/2)2
Q - Iil z , i=1 1. °
(R R .)
i=1 j=1 .3
. n .
donde R; = Z Ris/m s .. z R 5/ms

Bajo H, el estadfstico (3 es libre: de distribucin solamente condicio
nalmente. La distribucién de (5 depende de la muestra y por lo tanto no se
puede tabular. Pero, la distribucién asintética de E), bajo H, es
chi-cuadrado central con (m-1) grados de libertad.



Una expresién general de la eficiencia asintStica relativa de
Pitnan (ef (6)) del test alineado Q con respecto al test de Friedman Q
fue obtenida por Mehra y Sarangi (1967), quienes muestran que ea,Q(G)
decrece cuando m crece y cuando G es normal se tiene los siguientes valo-

res

e5,0(® 1,5 1,355 1,263 1,210 1

Si m=2 6 es, para n grande, equivalente al test de Wilcoxon signado.
Por lo tanto serd necesario encontrar tests mis simples y eficientes

para m pequefio (m > 3).

1.2.- Método de rangos ponderados

Con el prdposito de obtener tests no paramétricos mis eficientes,
Quade (1972,1979) propuso multiplicar los rangos Rij de las observaciones
Zij por ponderaciones dependientes de la variabilidad observada en
cada bloque.

A cada bloque se le asocia una medida Dj = xp(Z1 ij) donde la

Gorees

la funcidn ¢ es simftrica en sus m argumentos y es tal que
w(xlic, ceesXpte) = ¥(xq,... %)

para toda constante c. Estas condiciones son satisfechas por la varianza,

rango, diferencia interquartil, desviacidn media. Por simplicidad vamos a
suponer P(Dj- = Dj') = 0 para j=j' (3=1,...,n 3 j'=1,...,n).

Sea Qj el rango de Dj y Sn,Qj el peso asignado al j-€simo bloque pa-

ra j=1,...,n, donde Sp.12e S son constantes tales que
9

n,m



Sh,1 S .o €85, (por ejemplo 5n,3 = j (

b
=1, ... , n); Sh,1° 0, Sn,5" 1

29

Finalmente si Rij es el rango de Zij

m m
- 2 T = . ) .
tales que ) (t; D2>0yt=] t;/m (por ejemplo t;

1=1 1=1
el estadistico propuesto para testear H es

GE

=1

j=1, ... , D) Sn,j

2, ... ,0)).

y t1, s o tm son constantes

i (i=1,...,m),

B3 ‘>] 2
(m-1) s o (t, -
i iz1)551 ™Y Ry

1'21 s2 . Iil (t,-D)°

nE R = B

Bajo H, W es lsbre de distribucién.

El estadfstico V del test de Wilcoxon

so particular de W. Pues si m=2, t1=—1, t,
(j=1, ... , n), se tiene
) )
s (t - = - s (t
=1 ™Y Ry 71 ™Y Ry
y

_2 (V-n(n+1) /4)?
n(n+1)(2n+1)

W=

signado es equivalente a un ca-

=1, Djzlzij_zzjl, y Sn,j=3

) = 2{V-n(n+1)/u4}

El test Q de Friedman también es un caso particular tcmando

s -=1(j=1, ... , My ti=i-(m+1)/2 (i=1, ... , m.

n,Jj

Bajo H, W tiene asintbticamente una distribucién chi-cuadrado central

con (m-1) grados de libertad, si la sucesién de pesos s 3 para j=1,...,n

b



-

y n=1,2, ... satisfacen la condicidn de Wald-Wolfowitz -

2 r

"2'1 (Sn,j - s.)

J= - o 1-r/2 _

5 = 0(n ) para r=3,4, ... (1.2.1)
( ) (s 5" Sn)2 )r/2

=1 M

n

donde S_ =j§1 sn,j/n (Quade (1972)).

Si ti=i—(m+1)/2 (=1, ... ,my Sp j=j (j=1, ... , n) W se reduce
9

m. 2
72 ) TS
i=1 7
m(m+1)n(n+1)(2n+1)

W=

donde T.= '121 Qj (Rij—(m+1)/2) (i=1, ... , m), y su distribucién exacta
bajo H ha ggdo tabulada por Quade (1972) para las siguientes combinacio-
nes de my n: (3,3), (3,4, (3,5), (3,6), (3,7), (4,3), (4,4) y (5,3).

En su tesis doctoral Silva (1977) realizb, por el método de Monte
Carlo, un estudio de la eficiencia de estos tests de rangos ponderados.

Para G normal o uniforme y Sn,j=j (=1, ... , n) sus resultados
miestran considerable ventajas de estos tests con respecto al test de
Friedman para n pequefio (y m=3,4,5) y para n grande (y m=2,3,4,5).

Para G doble exponencial y Sn,jzj (=1, ... , n) los resultados
fueron mixtos.

Ademis fueron considerados los pesos sn’1=0, Sn,j=1 (i=2, ... 4 M),

pero los resultados no fueron tan buenocs.



Por otra parte en el trabajo de Silva se observa que los resultados
no parecen sensibles a la eleccidén de la medida Dj .

En este trabajo solamente fueron considerados los pesos de los trata-
mientos de la forma ti=i—(m+1)/2 (i=1, ... , m),

Para m=3, Sn,jzj (=1, ... , n), tl.=i (1=1,2,3) y

D- = max Zi- - mi-rl Zi- (j=1, LI 9 n), YOhai (1981) (VeI"‘ teOPaTEl.S
I 1qig3 T 13 W

A1, A2 y A3 del Apéndice) mostr§ que la eficiencia asintética relativa de
Pitman del test W con respecto al test de Friedman es aproximadamente

-1,255, bajo normali-lad.

1.3 .- Objetivos del trabajo

En la seccién 2 se muestra una expresién de la eficiencia asintéti-
ca relativa de Pitman (eW,Q(G)) del test W basado en rangos ponderados
con respecto al test Q de Friedman, para diferentes asignaciones de ponde
raciones de los bloq :is (sn,j=(j/n)k, k=1,2, ... ¥ sn’j=f(j/n), donde f

es una funcidén que ad1iite un desarrollo en series de potencias

f(x)= Z c; xl, siendo los coeficientes c; constantes que verifican

1=0
) Jes] <=, t,=1 (=1, ... ,m) yD.= max Z..- min Z...
. 1 1 . 1 . 1
1=0 1gigm ] 1gagm J

En la seccién 3 se realiza el anilisis de ew’Q(G) para m=3 y en la
seccibn 4 para m=4. En particular fueron consideradas dos funciones de
distribucién (normal con varianza uno y Cauchy con pardmetro de escala
uno) para m=3 y la funcién de distribucién normal con varianza uno para

m=k,



Por otra parte en la seccién 5 es dado un test no paramétrico pro-
puesto por Yohai para testear la hipdStesis nula de que no hay efectos de
los tratamientos en un disefio de bloques aleatorizados campletos con
cuatro tratamientos. Se muestra que este test se basa en un estadistico
cuya distribucibén asintética es chi-cuadrado con tres grados de libertad
(central bajo la hip6tesis nula; no central bajo altermativa). Ademis se
estudia 1a eficiencia asintStica relativa de Pitman de este test con res
pecto al test W de rangos ponderados.

En la seccidn 6 se muestra un estudio de Monte Carlo, donde se
calcul§ la potencia del test W de rangos ponderados y se compard con la
potencia de otros tests: test F, Friedman, y los tests alineados (con la

‘

media y la mediana).
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2.- EFICTENCTIA ASINTOTICA DEL TEST W DE RANGOS PONDERADOS

De aqui en adelante usaremos la notacién Hij =ty - t.
1]

Supongamos que la sucesién de pesos s : para j=1, ... , ny

9

n=1,2, ... satisfacen la condicién (1.2.1).

n
Sin pérdida de generalidad podemos suponer )

521 sn,j=n. Luego
T2
)} s% .= 0(n)y por lo tanto
j=1 n,J
n , m
) s2 | ) (t.-D)2
j=1 Modizg
J = 0(1)
(m-1)n

Consideramos la sucesidén de hipdtesis alternativas locales

Kn : Gij(x)=G(x—ein - uj) (2.1)

/2 ¥ o s =
9 -z 61-_0 (1—1, se0s 9 m; :]"1, ese 9 n)-

donde 6i = (Si/n1
n 1=1

Bajo Kn’ el estadistico

m n 2
m-1) } | ] s H..
W= i:l[j: n_,gj iljJ
Izl 3121 . Iil (t, D)2
j=1 Ml iz 7

tiene asintSticamente una distribucién chi-cuadrado no central con paré-

metro de no centralidad A = lim A, donde
I
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A_= m-1 Iil Izl E (H.. s 2
n m i71 421 % I n,Qj)
I 52 Z

i=1 3 ]

(E.Q denota la esperanza bajo la alternmativa Kn) . (Ver Silva (1981)).
n

FEl siguiente teorema da una expresidn de A :

Teorema 2.1
m
g = —(m=1in (@) ?m/@m1)? T 2 + o(1)
n m 2 n i=1 1
) (t.-D
i=1 521 ’3

donde a(G) = (aE’Q(Hﬂs ,Q )/<561)e = g y EQ, « znota “a esperanza bajo
1 e

§ = (845055 oo 5 6.

Demostracién: Sea I(,Q) E,?,(H 1SQ ) (1¢ism). Desa .ollando I en una serie
1
de Taylor alrededor de 0 = (0,0, ... , 0) y ponier »

8= 8% =(61_n,92n, cee s Gmn) obtenemos

- .
-1/2

E  (H.,s )=E_ (H. )+ (3E (H 15, )/36,) ._~ +o(n

’an 11 n,Q1 ,Q 11 n9Q1 k=1 ]Gl ;Q, ’Qj_ k '?,-’(1);

1/2
Como EJg (Hilsn,Q1)=0 v 8,76, /(n)™" ", tenemos

kn k
1/2’%1

).

8, (3E, (H, 5 )/ae-) ron 172y,

R A

Por otra parte, para todo i1 (i=1,2, ... , m)

E.Q (H:Llsn,Q1 =

(BE,Q(Hilsn,Qi)/aei)g ‘(BE’Q(Hn n,Q )/391)g;g=a(G)3 y para todo

itk (i=1,2, ves s m 3 k=1,2, ... , m)



- 12 -

(3E (H., s )/3%6,) = (3E.(H )/386,)

% i1 °n,Q " Pk g=Q o 11 Sn,Q1 2'p=p"

Puesto que E,Q(Hil Sn,Qi) =0 si ej = 8g (j=1,...,m), se tiene
H = - _1).
(BE,Q( 11 Sn,Ql)/BBZ)Q#g (aE’?‘(H11 sn’Ql)/ael)ng/(m 1)
Por lo tanto:
H. -

E'Qn( i1 Sn,Ql)

o2 ¥ s E 0,/ n V2 s, (oE (H., s )/26.) __+
k=1 K [} i1 S k Q-Q 1 ) 11 n,Q1 1 Q=Q
k=1

+ o(n_l/z) =

= /2 If 8 (-(E,(H,, s )/36,) _ /(m-1)) + n /2%, ;C3E, (H; )/38.)
oq K 811 "n,Q, " k’p=g 9 i1%h n,Q, " Yip=(
k=1

m
+ o /2y - n71/2 ) 8, (-a(@)/(m-1)) + 025, a(@) +otn™1/?) =
k=1 *
k=1
m
= 0% a@ (/1) § 5 +6) + o VP =
k=1 *
k=1
m

=02 2 (-1/m1)) (] 8y - 6. + 8 +oa P =

k=1

-1/2

n—l/:2 a(@) (m/(m-1)) Gi + o(n

) .

De esta manera tenemos
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m n 2
A= — il ) [ } (7 2a@ (/(m-12)6 Hon™ 2)] =
2 2 i=1] j=1
iz:l('ti t) jzl Sn,j
m -2
SR 5 Z[a(G)(m/(m—l))6.+o(1)].
V.2 § &2, i *
i=1 1 =1 nyJ
L, 9 2
Z Sn,j Z (‘ti—a
Ahora bien, como =1 =1 = 0(1), se concluye que
(m-1)n
m
p = mln @) 2/ m-1)? § 62 +o(1).
2 2 i=1
izri(ti—a jzl S

Por lo tanto la demostracidn esti completa.
El Teorema 2.2, da una expresién de A, para diferentes pesos s 3
b

{i=1, ... , n).Pero antes veremos el siguiente lems .

iema 2.2 Sea j un nimero natural mayor que cero ¥

1 siQ, >
M, = 17 % , (k=1, ... , M.

1k 0 siQ <Q
Luego
j+1

n . ' +
1im (3E_(H, . ( /m)3yree.). = (BE(H,, I M, .)/38,.). ..
m £3E g kzi M 19=9 g 11l M137/28106=0

Demostracién:
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n . n .
(Y M. ./md) =5 @H,( /m + 1/n)d) =
21 1k 01 kzzMik

_ 1 (3 j-h T h
= E (h> (1/n) E'Q (Hli( kz Mlk/n) ).

h=0 2
Tuego,
(EH, (] My /m /20,0 = % ) amyd e ¢ oM M/s0,)
[ 1°8=0 420 P g 1152, Mk 1°8=0

Como

o h h
(3E,(H, ., ( )Y )/38,),._n = O(n) , h=0,1, ... , j-1 se tiene, para
911 k-Z-2 M 1%p=0 ’ ’ > )

h=0,1, ... , j-1

. . n
lim ]) (1/n)3 (3E, (H, ,( )h)/ae ) =0 (2.1)
oo (h 'Q 11 ]('22 Mjk 1 Q":Q,

Ademis

n N
(3E, (H, . ( /m)Isae,), . =
g 11C L M 1’9=0

ktl p
I M;)/ael) =

1=2 1 'Q='Q

(1/n) ) (§1/r,tr ..o 1) (OE, (H
r2>0,...,rn>0 2”3 n g 11

r'2+'. . .'*".I:‘n:j.

oD+ W) § ) ... } GE® 3 )20
1,22 1,2 1,2 8 1 o718
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. j+1
= ¢ 5y /pd
= 0(1) + ((n-1)(n-2)...(n-j)/n”) (aE,Q(Hll iI:12 Mii)/ael)g=g (2.2)
Luego de (2.1) y (2.2) se tiene
n 3 J+1
lim (3E,(H, . ( M,./n)’)/36,) . _~ = (3E (H i .)/36.) . .
me & 11 kZ:L T 17870 R N
Por lo tanto el lema 2.2 queda demostrado.
k+1 _
Definamos ak(G) = (BE'Q(Hn i]=12 M1i)/ae1)g=g para k=1,2, ... , donde

M. . es la funcién indicadora del evento D,>D. (i=1.2, ... , n).
11 171 27 4

Teorema 2.2

. . 1
(a) si Sn,5 = G/m)y- , 1=1,2, ... ,

b

2 m
p =W () (1 & (a@’
2 i=1 *
(m-1) Z('ti—a
i=1

(b) Supongamos que Sn,j - f(j/n), siendo f una funcidén que admite un desa-
b

rrollo en serie de potencias f{x) = } c; %', donde las constantes c; son
o i=0
tales que ) |e.| < .
j=o0
Luego
2 § 2
m° ) &% o
A = 1 - (cy ay(6) + [ @)?
= ¢ g Loc5ay 3

m
1) J (£,-0% [T (£6? ax =1
1=1

=



donde cy = (BE,Q(Hil)/ael)g=Q
Demostracién:
(a) En primer lugar,
T2 v 21
Lim (1/n) ] s . = lim (1/n) ] (G/m) = 1/(22+1).
jpan j=1 J e j=1
m
Por otra parte, como Qi = Z M‘lk’ se tiene
k=1

n
1
E (H,,s, ) =E (H ( /n)7).
g M1%,” ~ Fptha kgl Mk

Luego, por Lema 2.2

1+1
1im (3E_(H,.s. )/36.) ._., = (3E_(H I M,.)/3e,), _
e B 117Q77%F179=0 B 11 o, 11777717p=0
Por consiguiente
2 mo9 . 14 2
m~ (21+1) izi 83 ((aE’Q(H11 _gz Mii)/ael)gzg)
A= lima = = 1=
e B m —2
(m-1) § (t.-1)
. 1
- o1=1
m
n’ (2141) ] 62
= 21 (a, (6))2.
~m 2 1

1i=1

(b) En primer lugar se tiene

- 16 -
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¥ o2 v 2 _[1 2
lim (1/n) } s . = Lim{1/n) | (£(G/m)° = f (£(x))
T j=1 ™) e j=1 0

Por otra parte como z My v Z |c|<°°,seconcluye
j=0

n .
| el - J =
EQ(HnsQl) = E'Q(Hlif(Ql/n)) E (Hy, jzo e (kzi My /M)

T iy
Z e Ee(Hli( 2 My /1))
De esta manera por Lema 2.2

1im ( E,Q(HilsQl)/ael),_

N0

8=0

NN

«© j+1
-0 ¥ c. (GE_(H,, T M,.)/30,), _ =
Y jZ1 3R 1o, 1T 1D

(aE (H )/36.)
9 11° Q 1

= ¢y ay(6) + ) c. a.(@.

j=1 J 1]
Luego
2
} o ;
A = 1im A_= (c, a,(6G) + ca(G))
n m 0 %o ]
™ e § D2 [l e0)? ax 1=

1=1

Por lo tanto queda demostrado Tecrema 2.2.
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Como consecuencia del Teorema 2.2, obtenemos la eficiencia asintéti-
ca relativa de Pitman del test W con respecto al test F (Teoremas 2.3), y
la eficiencia asintética relativa de Pitman del test W con respecto al —-

test de Friedman (Teorema 2.4), para los pesos Sn 3 considerados en dicho

b

Teorema.

Teorema 2.3. Supongamos UZ(G) <w,

(@ sis ;= (i/m)t, 1=1,2, ... , la eficiencia asintbtica relativa de
]

Pitman del test W con respecto al test F es dada por

2 2

2
m~ (21+1) (2,67 o%(6).

m
(m-1) }
i=1

ey F(G) =
2

(b) s1 Sn,3 © f(j/n), donde f satisface las condiciones del Teorema 2.2 (b)
3
la eficiencia asintética relativa de Pitman del test W con respecto al —-
test F es dada por
(G)= n’ (c, a,(G) + E c. a.(@)? ¢%(e)
W,p T m 0 %o L% % .

-1 § (-0 [1 Ee? J
i=1 7

Demostracién:

El Teorema 2.3 se sigue del Teorema 2.2 y del hecho que bajo las al—-
ternativas K , F converge en distribucién a una chi-cuadrado no central —

m
con (m-1) grados de libertad y parémetro de no centralidad } 6§/02(G).
‘ i=1

De esta manera el Teorema 2.3 queda demostrado.
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Antes de enunciar Teorema 2.4, definamos

; .t
8., - (mj) J (6% (1-GG)™ 28 (gx))? ax , 50,1, ... , m-2,
s,m-

-0

y convencionalmente sea B—i,m—2 = Bm—l,m—2 = 0.
Luego, sea A, = Br—l,m—Z - Br—2,m—2 (r=1, ... , m).

Teorema 2.4

(@ sis, ;= (3/mt, 1=1,2, ... , la eficiencia asintética relativa de
b)

Pitman del test W con respecto al * 2st de Friedman es dada por

(6) - mm+1) (21+1)( (G))2/[12(m—1)(ri1 m? § kD2

r=1

(b) 3i Sn,3 = £(j/n), donde f satisface las condiciones del Teorema 2.2 (b)
5
la rficiencia asintStica relativa ¢ Pitman del test W con respecto al ---

test de Friedman es dada por

- b 2
epq (@ = (mbimicy ag(@ + j§1 o5 a;(@N?/T,
donde
m m
T = 121§ 6,02 1 se? ax (§ m)P
i=1 r=1

Demostracidn:
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El Teoremd 2.4 se sigue del Teorema 2.2 y del hecho que bajo la suce
sidn de altermativa K» el estadistico Q de Friedman tiene asintéticamen—
te una distribucién chi-cuadrado con (m-1) grados de libertad y pardme--

m m
tro de mo centralidad 12m ) &2 (]  )%/(m-1).
i=1 r=1
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3.- EFICIENCTA ASINTOTICA DEL TEST W PARA TRES TRATAMIENTOS

3.1.- Cilculo de ao’(G) y aj(G) (3=1,2, ... )

En esta seccidn vamos a suponer t; = i (1=1,2, 3). Luego
Hij = Ry - 3 (321,2, 3 5 321,2, ... , n). Ademds
D- = mx Z-- - nﬂ:n Z-o (j:j. 2 [} n)-
PP B I IOt B o ’

FEl Teorema 3.1 da una expresidn de aO(G) vy aj(G) (3=1,2, ...), para
cualquier funcién de distribucién G y en particular son considerados el
caso normal y Cauchy.

Teorema 3.1 . Sean Zl’ Zys Zq variables aleatorias independientes e identi
camente distribuidas con distribucién G; U = Zy ~Zys V=79-12,9

h(u,v) la densidad conjunta de Uy V. Luego

(@) a(6) = 20K, + K, (3.1)
donde
0 0’

K, = J no,v) av  , K, = J h(u,0) du 5
y
a;(6) = 4 6 aq + ) (31,2, ...) (3.2)
donde

. 0 (0 4

d - J I H ) Huv) I hww deav 3.3



. 0 0 0 .
1(% = J J J h(u+v-w,w) h(u,v) Huv)) ™ aw dv du
— utv

0 (0 Z
H(z) = I J h(x,y) dx dy , Hi(Z) = J h(0,y) dy.
Z z-y —00

(b) Si G es normal con varianza 1, se tiene

Ki = K2 = 1/(4“1/2) (3.5)
' 0 1/2 1/2 -1 1/2
K = J B, (2% @ %00 @ewrst’?) - 1) e aw
y
. 0 .
id = (8m)~1/2 j @It 2ecaa6?) - 1) ) aw
donde
0 1/2
H(z) = I 1/2 (20(—u/37"7) - 1) ¢(u) du (3.8)
z/2
H (2) = 270 1=1/2 g(5(2/3)%/?) (3.9)

- 22 _

(3.4)

(3.6)

(3.7)

(¢ v ¢ son las funciones de distribucién y de densidad respectivamente

de una variable aleatoria normal con media cero y varianza 1).

(c) Si G se Cauchy con pardmetro de escala uno, se tiene
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K, =K, = (m)7 (3.10)

-

0 .
Kl = -J/Tr)J H1(2w)(H(2w))j_1(ln(w2+1)/2w + arc tan(w))Yl(w) aw (3.11)

y

. 0 .
K = (1/2n2) J (InG?+1) /2w + are tan(w))? @I () @ (3.12)

00

donde Y, €8 la densidad de Cauchy centrada en el origen con pardmetro de

escala uno;
: 2 2 2 0 2
H(z) = ((arc tan(z/2))° - (In(z"/u+1))°/4 - J In(x“+1)/x dx)/2# (3.13)
z/2

y
H, (2) = (2/n2) (arc tan(z/2)+n/2 + 2/ (4+22)) (3.14)
Demostracidn:
(a) Sea § = (91, 6,5 93), 6y = 6,06, =06;% 0.

1 si R11 =3

Camo H11= -1 siR11=1 , se tiene

0 si R11 =2

E,Q(Hll) = P'Q(Z 21 s 2112_231) ,Q(Zil 21 » 211 31) = h (8) - h (8) ,

donde
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Luego
(BEQ(Hll)/ael)g=Q = (dhy(8)/de),_, - (dh,(e)/de) _.

Ademis se ve immediatamente que
hl(e) =2 P,Q(Zii- 21 » 221_2_231) =2 PO(Z21 11<e s 231 2150)
h2(e) =2 P,Q(211'221 s 215Z31) =2P (Z11 1<~ 221—Z3150).

Ahora bien, si definimos U1 = 221_211 . V1 = 231-221 , se tiene

hl(e) 2 P.(U.<8 , V <0y h () = 2 P.(U,<0 v1<_-e).

gs AT
De esta manera si L(e,,8,) = P (U1<91,V 20,), entonces

@) =2 ((aL/ae )o- 0L/36,)

6 e
Por otra parte como L(el,ez) = J 1 I_z h(x,y) dx dy , se concluye

-0

que (3L/36,)

0 0
o =| R, dy ,y (3730, =j 0) dx.
1 Q-'g I-m y y y Q)ng _mh(x

Luego se tiene (3.1).
Ahora probaremos (3.2).

De las definiciones de Hyy y de My se obtiene



j+1 j+1
Etyq o My = Fp(Zyg2%9q > 219273 » 5o (D;20,)) -
j+1 i .
- ) = J - J
P’Q(legz?_l s 2945234 > k(22 (Disz)) hl(e) hz(e) ’
donde
. j+1
J -
hl(e) = PQ‘(ZnZZ21 , 2113231 5 kQZ (Disz)) s Y
. J+1
J _ .
hz(e) = P'Q‘(anz21 . Z115231 s }22 (Disz)).
Luego
j+1 . 5
(3E (Hy L My /204 )-0 = (drd(8)/de),_, - (@hi(e)/de)_g.

Ahora, vamos a encontrar una expresién de (dl’%(e)/ de)e=0'

Se observa que
i 41
ey =
hy(0) = 2 P(Zyy22pq 5 Zpg2Pqy » 1 (Dp2B)).

Si definimos para k=2, ... , j+1

1 2 _
B = ly2ly 5 20229 5 A = {2270y 5 295225 )

3 _
B = {ZZkZ'Z3k ’ Z3]c>“Z1k} , es immediato ver que

_ 25 _
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. 3 41 i

3 3
J _ 53t k
nge) =27% } - f ...} Po(Zq12%1 » Zpg2231 » O (7> D2B)).

1,71 4471 dg,,71 K=2

En primer lugar se encontrard una expresién de

IS
Wigsenesisyg) = BplZypalyy s Zpgdlyy 5 O (A, DB,

Sean n > Ty nGmeros enteros mayor o iguales que cero tales que

1* B2
n,+n,+n, = j. Supongamos que la sucesién {12""’lj+1} es tal que i =1

ocurre n, veces, i, =2 ocurre n, veces e i, =3 n, veces.
Luego,
j+1 ik
r_\ {Ak R Diznk} =
k=2
J#1 A 1 i 4
= N A", Dlsz} n n A", Disz} N A, Dlsz}.
k=2 k=2 k=2
1k=1 1k=2 1k=3
De donde, se tiene
"(iz""’ij+1) =
j+1 ik +1 i
® Po(Byg22yy 5 Bpq2Zyq 5 O (B 5 DBt 5 N A, DBl
k=2 k=2
1k=1 1k=2

N {Ak . DlaDk}) =
k=2
;k=3
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nhe
® Fp102laq 5 Zp12%g1 > 1 o > Zaly > T laPPac el

1k=1

i+l
N {z
k=2

1k=2

Z >0y =Ly }

a2l > L@lay 0 L9972g928glay

3+l
N {z
k=2

1k=3

A3k 2 Za2lix > T1172312lyc L) =

Po(Zm 21958 5 L3970 ,

i+l
N {z
k=2

1k=1

Dy ~Loo =g 420 <0}

s Lgy~Z 1%~23x 11,, 31<

k218 5 Zglogptt s

i+l
N {z s Z
o a0 s Py

1k=2

“Zax < Loylagylyq¥Lg428)

j+1
kffz 2 2x<0 5 ZppZys

ik=3

Z2k 1k—211+231<26})

Definamos



g = (Yi’Y2,Y3,.-n’Yj+1351,E2353’¢00’Ej+1,6é,63,o-.,6j+1) ) y

j=1
Lj(‘]f') = PQ(UISY:]- > Vl“gl s 122 {UiSYi s ViSE U1+V1‘U "V 6 )
donde U = Z21 le s Vi = 231._221. > i=1,...,j+1.
Entonces, se concluye
j+1 i
FolP112%1 » 291273 > 1] {Ak Dy2B 1) =
. 2t e P R 3+1 i 53 3+1)

2 73
L (e,Y2 ,Y3 ’.."YJ+1 [ ,52 ,53 ’...’Ej+1 , 2 ’ 3 90y ]+1 b

¢ nide

k k k ..
Yy 0,8 =0, 87 =0sid=1;
i i i

k k k .o
Y =0 & =9 & =0 sii=2;
i i i

k _ k _ k _ s s
Y = 0 £ -6 6 = 20 si 1k—3,

para k=2,...,j+1.

Luego,

- 28 -
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3 3 i, 1 i i
+ 2 73 j+1
hj(e) = 23 1 { z z e 2 L. (6372 373 s "’7321 50, 52 953 XN

- . -1 J
2 =1 13—1 lj =1

De donde se obtiene
J =
(dhl(e)/ de)e=0

23*1 33 (o, s/avg) g * 3] jii (3L./38,) _} =
k=2 ) Y

x=0

- 2j+1

3 .
3 {(aLj/SYl)yFO + 3 (aLj/as ) }.

Q 27p=0

La Qltima igualdad es debido al siguiente hecho

(3Lj/862)¥‘:0 = (aLj/aah)Hzl,:'para h=3,...,3+1.

v

De igual forma se ve cie

(dhg(e)/ ae),_q = _23*1 33 ((aL./36,) . + 5 (3L./26.)

=0 ~ J 1 H:'Q j 2 E“_'Q}

Luegg,_definiendoJK% : (aLj/361)g=2 y K% = (8L3/362)H:2 , se tiene

(3.2)
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Ahora, vamos a probar (3.3).

De la definicién de h, se tiene

i+l

j+1
= [ IJ 3 h(ui’vl) _I_I2 h(uk,vk) du,1 du2“‘duj+1 dvi...dvj+1 s

] -

donde

J - .
Ry = {(ul,u ,...,uj+1,v1,V2,...,vj+1) U8,V <Ey st <YV SE
Wy vy - -V, scSk,k=2 P .
Supongamos 51 =Y T Ek = 6k =0, k=2,...,3%1, Yq = 0. Luego, R:Jl

puede reescribirse como R%, donde

T,
n

2 {(u:L sUnsees ,uj+1 VisVpsess ’Vj+1) : u°1_<_e s v1_<_0 N u1+v1—uk5_vk50 .

u1+v1<uks_0 s k= 2,...,j+1}.

Por lo tanto

(3L./3y,) =

37
it

. I...JRJ. h(O,vl) k1=12 h(uk,vk) du, du3"'duj+1 y dv1 dvz...dvj+1 .

4
J

donde



- 31 -

,;Ul_lo
|

3 = {(uz,...,uj+1,V1,V2,...,Vj+1) H Vls_o Y vlilll(io ’

Vi—ukf_ka_o 9 ](:2, LI Y ’j+1} 3

Pero,

R% = {(u2,...,uj+1,v1,v2,...,vj+1) Pvgsu by, ukgo R

vks_O s k=2,...,3%1}.

Como R% J "A% , donde

(]

~

A;', = {(uz""’uj+1’V1"V2""’Vj+1) : uks_O > <0 , urgO s vrs_O R
ViW VL, u ot Sy k=2,...,+1 , rzk} =
= {(u2""’uj+1’V1’V2""’vj+1) : uks_O , vks_O ) ur<_0 , vr<_0 .
vyt ur+vr—vk_<_uk5,0 s ur+vrsvks,0 s, k=2,...,3+1 , vk} ,
t¢ nemos

. j+1
J _ =
K1 =3 J J.I 3 h(O,vl) H2 h(uk,vk) c‘tuz...duj_'_1 dv:l dvz...dvj+1.

B

0 0
Por otra parte camo H(u2+v2) = J J h(x,y) & dy,y
Uytvy TuptVey

H, (u,+v,) =

Uty
4 (uyty, J h(0,y) dy , se sigue que

-00
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0 (0 - .
o J-1
= j J-m J Hl(u2+v2) (H(u2+v2)) h(u2 sVo) du, dv

-C0

o

De esta manera queda probado (3.3).
Para demostrar (3.4) , supongamos Ve = & =0, k71,000,341

8; =0, d=3,...,3+1 5 8, = 6.

1
Consideremos la transformacién T, dada por Ek =y ot v,
.\;k =u -V k=2,...,J+1. T, transforma la regién R:J1 en la regién
= _ — -
Ry = {(ul’uQ’“ AT +1,v1,v2, ’Vj+1) :ug<0 u <v <- u1 R

u1-6<u2<0 . u2<v2<—u2 R u1<uk<0 s Uk<Vk<—U-k s k=3,4,...,]+1}.

, .z . i+
Adends el jacobiano de dicha transformacion es igual a 172311,

Por lo tanto
F.(0) = L. =
]( ) ](k‘,)

- | j...JR hOGLH,)/2,@8,-5))/2) By G A, .0, &7, ..,

donde

TR A I N A A
By ()

= (172317 h((W+V,)/2,(T,7,)/2) Jﬁl h((T +v,)/2, (G
174 . uk+v uk-v Y/2).

k=
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Luego,
.(6)/de = 3L./3s, =
d%(e) 5/38,

= [+ ] 5 ne@esTy 12,0512 B 0y iy

R2 1773 341 1 i+l
donde
ﬁ% = {(Ej. ,63 9o ’ﬁj‘l’l ,V 9e e ,Vj +1) : ﬁ-ls_o ? 515611- —Ill 9 {1’1—95.\723—(51-9) )

‘a‘lﬁ‘jkﬁo ’ Gkﬁka_-—uk s k=3,4,...,3+1}.

De este modo

Wi =
1= (@R /a6y

[[-+] 5 n@ETPr2ETP/D B GD & ey &,

83

donde
ﬁ% = { (31,33,...,5:] +1’61"""Vj +1) : 615_0 N 615715_-1_11 ) {1‘1_3725-31 s

< <0, ysvs-u o, k=3,8,...,3+1).

Si hacemos la sustitucién u = (q(+7k)/2 > Vi = (E(—Vk)/Z , para

k=1,2,...,341 §g se transforma en la regién ﬁa , donde
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ﬁﬂ = {(ui,us,...,uj+1,v1,'\72,v3,...,vj+1) P <0, v15_0 s

(u1+v1)_<_V25_-(u1+v1) 5 (u1+v )= V<0 (u1+v1)_<_uk50 )

k=3,4,...,5+1}.

Luego, camo el jacobiano de dicha transformacién es:igual a 23, se tiene
jHl

. +
j - . g o =
K5 = (1/2) ”J%a hu, ,v4) h((uy+vy+v,) /2,00 4w, -v,)/2) klzI3 h(y ,v, )

x duy dugee.dug,y vy V. dvsy.

Finalmente por medio de la susti .cién v, = -'v'(u1+v1—72)/ 2 , se conclu

ye
3 j#1
Ky = ” . .]_R_j h(ui ’Vl) h(u,+v,-v, Vo) "I=I3 h(y ,v- ) du, du,.. 'duj+1
X dv1 dvz. . .dvj_'_1
v _.;Jl "‘,:’1“3
3 2 . |
R-s - {(ul ,u3 PR ’uj+1 ’vl ,V2 ,Vs 9e e ,Vj+1) H ulso s V1_<_0 ) u1+V15_V25_0 R

u v, - v <0, uptvysu <0, k=3,...,34),

0 0
) = J J h(x,y) dx dy , se tiene

Camo H(u1+v
uytvy Tugtvg-y

1
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. 0 0 0 - .

J - Jj-1

K2 = j I Ju h(111+v1-v2 ,vz) h(u1 ’Vl) (H(u1+v1)) dv2 dv1 du.l
1 71

De esta manera que probado (3.4),

(b) Si G es normal con varianza uno, (U,V) es una variable aleatoria nor-

mal bivariada con esperanza cero y matriz de covarianza (_i %) . 0 sea

2 2
1 ~(u +tuvtv)/3
h(u,v) = —y77 © ]
’ 273

De este modo

IO 1 0 v2/3
= h(0,v) dv = —7— J e av .
K1 - ’ 273 -

Si hacemos la sustitucitn w = (/D2 ¢ | aw = /Y% &y
se tiene K, = 1
1 MYE

Como K1 = K2 , en este caso particular, se concluye (3.5).
Ahora, se mostrard (3.6).

Camo h(u,v) es la densidad conjuntade (U,V), K:]L puede expresarse

. 0 0 .
Ki = I I H1(u+v) CI(utv) )3_1 h(u,v) du dv =

-0

-z 3-1y _
= J BTy Tygp Hy(UHV) (HCUHIT =

= 3 BBy g Ty g Hy (W) W) usn)

donde IA es la funcién indicadora del evento A.

Definiendo U = U , V = U+V , tenemos
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H, (W @@ =

= BBy Fgeo Hy

.

ECH, (V) @It g ™) (3.15)

U_O V U<0

Si G es normal con varianza unc, la variable aleatoria bidimensional

(T,V) tiene funcién de densidad de probabilidad
2 —-2
1 -(u"—uv+v)/3
u,») = h(u,v-u) = e
(U A 177 217;77

De manera que (U,V) es una variable aleatoria normal bivariada con -

matriz de covarianza (i %) .

Asi, puede mostrarse que

_ 1/2
E(T OIV) (20(-V/67"7) - 1) Iy, (3.16) ,

U<0 V Us!

ya que. si v<0,

E(T

0
Ueo T-0e0l T = (U0, T-T<0|V) = PCTUs0| V=) = jv D @

donde f—l— es la densidad condicional de U dado V=v.
1 e—VZ/ 4, Luego

Pero, la densidad marginal de V es fv-(\_/) =

27/2
1/2 — 2
£ 7l = T I CE K
(27)
Por lo tanto
1/2 0 ——n2
(2/3) -(u-v/2)°/3. —
Bl Tygeel " = 77— J_e du.

v

Si hacemos w = (2/3)Y2 @w/2) , aw = (Y ? 47, se tiene



- ~1/2 st/ w2 /2 —,1/2
E(Iﬁgo Iv_.ﬁiolv:\'}) = (2w) J_ 12 © dw = 2 ¢(~v/6
v/6
Luego se verifica (3.16).
De (3.16) y de (3.15), se concluye
J - v Tyyi-1 =,.1/2 N
K = E(HI(V) (H(V)) (2 #(-v/67"7) - 1) IVﬁO) =
1 0 -1 1/2 S/
z — J H, (M H@)I ™ (2 (/677 - 1) e av.
21T]'/2 ~—C0 1

1/2

/2, dw = dv/27"“, tenemos

Si hacemos w = 7/2:l

1/2 1/2

' 0 1/2 ‘1
d = 5 J 1,2V %0 @Y%0)3 7 2 swrst? - 1) 460 aw.

Luego se obtiene (3.6).
Ahora se vera (3.7).
Se tiene

o 0 (0 . :_ 1
K; = J I I h(x+y-w,w) h(x,y) (H(x+y))3 ™" dw dy dx.
xty

-0 J 00

Camo

1 e—(x2+y2+ 2:.<y-1ncw-y'c»r+w2 )/3

h(xty-w,w) = —7
273

9

se sigue que
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) - 1.
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h(xty-w,w) h(x,y) =

o1 (G = Gey)/? ¢ 7GRN/ + Sxy/2)13
(27)° 3

Luego,

0
H2(x,y) = I h(x+y-w,w) h(x,y) dw =
x+y

:__2_.._

2
1 TGPy + Sxy/2)/3 JO (w0 = ey /273
(27)° 3 xty

Por medio de la sustitucién z = (w - (xty)/2) (/Y2 |

dz = (2/3)1/2 dw , se tiene

H,Z(x,y) =
2, 2

_ 1 —(7(x"+y“/4 + 5xy/2)/3) 1/2
= 7717 © (2 o(-(x+y)/67"7) - 1).

(2m) 6

Luego,

H,(x,y) = —= £ o (x,y) (2 8(-xty) /612y _ 1)

2y S T I TR Y)Y =y -
donde

1 e-(7(x2+y2)/u + 5xy/2)/3

f(X,Y) (x,y) ———1712——“ -

es la funcién de densidad de una variable aleatoria (X,Y) normal bivaria-

da con esperanza cero y matriz de oova'ianza(_gﬁ '.%3)

Por 1o tanto
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K 1 P ey 2 ey /6 2y - 1) £ Gy
2" o7, ) y Xy B ¢ O Rt
x dx dy
- — L —— EI,, Ty @) I (2 o6ty - 1)) =
(27) 2
- — L EEQ, I, H&)IT @ en/etD ) xen).
(2m) 2

Definamos X'= X , ¥ = X+Y. Luego la variable aleatoria bidimensiocnal

(X,Y) tiene funcién de densidad de probabilidad

1

77 fx v =
T 2

fz,p &

1 e_(2:?2/3 + 5216 - 25/3)/2
1/2(6/7)1/2

2w (7/4)

de manera que (X,Y) es una variable aleatoria normal bivariada con esperan

za cero y matriz de -povarianza (1;; 1:{2) .

Por lo tanto,

= E,ﬁTTE(E(IM Iy v.o HEOIT @ o6V - 1| -

1/2
) - 1) E(Ig g T gl



1/2

E(Ifso IY_}-@IE = (2 8(-Y/67'°) - 1) Iz (3.17) ,

pues si y<0
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E(Ig,q IY_}EGW:;D = P(X<0 , ¥-X<0|¥=y) = P(y<R<0|¥=y) = C f?('IY'(ﬂ)_’) & ,

donde fYIY es la densidad condicional de X dado Y=y.

Como, Y es una variable aleatoria normal con esperanza cero y varian-

uno, se tiene

— —,nr2
- _ 1 -(x-y/2)°/3
R *Y = S e :

-De esta manera,

0 — =12

= = (37m) y

Luego se verifica (3.17).

Entonces se obtiene

J _ 1 j-1 /172 2 _
1 0 -1 —,.1/2 _
= 2-2-—)177—2—- J (H(}_’))j (2 ?(—Y/s ) -1 ¢()—7) dy P’
T . -3

de donde se tiene (3.7).
Para probar (3.8) consideremos la transformacién T, dada por

§=x+y,§7=x—y.T2transformalaregi6n

- 1.
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ny = {(x,y) : z<y<0 , z-y<x<0} en la regién -

- 2, . 2
Ry = {G6Y) & 2X<0 , Xsys-x}. Ademds hGx,y) = (XM Y

|a(x,y)/3(x,y)| = 1/2.. Luego

0 (0 2 2
H(z) ——1———f j e_(X +Xy+y)/3dxdy=
1/2

21 3 z Zzy

0 (% 2. 2
LHT31/2 z ’x
0 =2 -x =2
e | T
b 31/2 z
Usando la sustitucién y = 61/2 u,dy = g1/2 du , se tiene

x =
J— eV /12 5 - 612 (22 (2 e(zr6Y?) - 1),
X

Por 1o tanto,
. 0 =2
H(z) = —2 I XM ezt -1 & .
2 1/2 Z
ki
Por medio de la sustitucién u = %7212 , du = dx/ 2172 e concluye
© 1/2
H(z) = I 1/2 o) (2 ¢(~u/37"°) - 1) du.
z/2
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Luego, se tiene (3.8).

Por otra parte

z 1 z —y2/3
Hl(Z) = ‘[-m h(O,Y) dy = 77 J € dy.

27 3 —mo
Si hacemos y = (3/2)1/2 u , tenemos Hl(Z) = ——}-17-2— ‘I>((2/3)1/2 z).
(uw)

De este modo se tiene (3.9).
(c) Si G es.Cauchy con pardmetro de escala 1, (U,V) es una variable aleato
ria con funcién de densidad de probabilidad

u2 + v2 + uv + 12
2

2
2

h(u,v) = v 5
™ (u™ + 4) (vo + 4) (Cutv)” + 1)

(ver lema Al del Apéndice).
De este modo
1

0 4 (0 2 2 2
v, = I h(0,v) dv = —5— f /% + 18) + 8/(v + 1)) av = 1/ur .
27

Como K; = K, , en este caso particular se concluye (3.10).
Ahora, se mostrari (3.11).

Por (3.15) K?l puede expresarse como

Jo_ s j-1
K =3 E(Hl(W (H(M) E(Igq 7 U0 | M.

Si G es Cauchy con pardmetro de escala 1, (U,V) es una variable alea
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toria bidimensional con funcién de densidad de probabilidad

_ 9 —_— 2 0 Uty —uy t+ 12
£ (u,v) = h(u,v—u) = .
@, w2 ’ . @A W (G -Di )

De esta manera puede mostrarse que

E(T=

_ (3.18)

IV_U<0IW = {(1n(v2/u + 1/V = arc tan(V/2))/x} IV<0

Pues si v<0

E(T=

U<0 I\—f-ﬁ<0 l V=v)

P(U<0 , V - U<0 | V=v) = P(v<U<0 | V=v) =

0
J; G e

donde fg es la densidad condicional de U dado V=v.

i
Como, V es una variable aleatoria con densidad de Cauchy Y, centrada

¢n el origen y co:l pardmetro de escala 2, se tiene

2 2 __

— 1 u +v -uv +12
frlulv) =
oyl = @+ (V-2 + 1)

Por lo tanto

E(IU<0 Iv_U'<0lv=V) dl_l- =

T

_1_J° T+ V- £ 12
T @+ ((T-D+1)

_ -11[_ (In(T2/4 + 1)/ + are tan(¥/2)).

Esta (1tima integral se obtiene descamponiendo el integrando en fratc
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ciones sjmples, (ver Lema A2 del Apéndlce) Luego, se verifica (3.16).

De esta manera

= -5 B, @@ 1o Gn@/m + /T + arc tan(W/2))/x) =

ol

0 .
-3 J Hl(V) ()31 (ln(‘\72/!+ + 1)/v + arc tan(V/?))/wﬁz(V) dv.

Si hacemos w = v/2 , dw = dv/2 , tenemos

[}

0 .
(=3/7) J H1(2w) (H(2w))j_1 (ln(w2 + 1)/2w + arc tan(w)) Yi(W) dw ,

donde v, es la densidad de Cauchy centrada en el origen y con parametro -
de escala 1.

Asi se obtiene (3.11).

Ahora veremos (3.12).

Sé tiene

. C 0 0
K% = J J I h(u+v-w,w) h(u,v) (H(u-!'v))j—1 dw dv du.
—00 - 0ty o

2 - (a+ v)/D2 + 3w+ v+ 12

Como h{utv-w,w) =
’ 1r‘2 ((u+v - w)7 +4) (w2 +4) ((u +.v)2 +4)

se caoncluye que

0
F(ut+v) I h(ut+v-w,w) dw =

utv

) 2 JO (w - u+ v)/2)% + 3Cu + )2+ 12 dw =
W+ w2+t Juv (@tv-wl+ ) @+ W)
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-2 2
= T-(ln((u+v) 4+ 1Y/ (u +vy) +
((u + v)2 +4) n

+ arc tan((u + v)/2)).

Esta i1tima integral se obtiene descomponiendo el integrando en frac-

ciones simples (ver Lema A3 del Apéndice). Luego,

0o 0 . 2 2
J [ Flutv) (Huw)))™t 2 W *v tuv * 12

22w W) (Ut v+ )

.
"

x du dv =

E( EUv)IT Fusy)) =

Ty<o Tyeo

- E(E(T U+ pus) Jusv)) =

U<0 1y<o

j-1
ECHM)" FV) ETg g Ty ol ™) >

definiendo U=U , V=U + V.
De (3.16) y usando el hecho que V es una variable aleatoria con densi
dad de Cauchy v, centrada en el origen y con pardmetro de escala 2 se ob--

tiene
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i = 2@ F® Q@+ DT + are tan(@2)) /) Ty =
y [° j-1 2 — — 2 1 _
= T J (H(m)] (]-n(V /"l' + 1)/V + arc ‘tan(V/Z)) —_7—2— dv .
T —co (v +4)
Si hacemos w = v/2 , dw = dv/2 , se tiene
. 0 .
d = _12_ J (Inw? + 1)/2w + arc tanG))? H(2w))I 1 (Yl(w))2 aw.

27 -

De esta manera se concluye (3.12).
Para probar (3.13) consideremos la transformacién T2 dada por

XX +V , V=X - V. T, transforma la regién

R ={{x,y) :2<5y=<0,2-y<xc<0}enlaregién
o= {(x,y) : 2% <0, X<y <-x} . Ademds

1 3_2+_2+l+8
hix,y) = v X Y

218 (R + /M + 1) (R =54 + 1) & + 1)

+

la(x,y)/a(x,y)| = 1/2.

De esta manera
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0 (0 2. 2.
H(z) = ‘zrj J RIS ALE. AR - dx dy =
T z Jz-y X7+ W) G +HL) (x+y)T+ W)
_ 1 JO J”—‘ 3X° + 3 + u8 & % .
w2 Jz 5 (G AP A (R -2+ 8) @+ 1)

Descomponiendo el integrando en fracciones simples (ver Lema A5 del
Apéndice), se obtiene

2 (O 2 2 2 1
H(z) = {(arc tan(z/2))" - J In(x” + 1)/x dx - (In(z"/4 + 1)) /4} — .
2w

z/2

De este modo se cbtiene (3.13).

Por otra parte

y2 + 12

dy =
202 (g% + 4)°

Hl(Z)

z z
I h(0,y) dy = J

00

_21_172 (arc tan(z/2) + w/2 + z/(lo# + 22)).

Esta {iltima igualdad se obtiene del Lema A4 (ver Apéndice). Esto prue
ba (3.14).

De donde se concluye el Tecrema 3.1.

3.2.- Algunos resultados numéricos y conclusicnes

Supongamos s 5= Gi/n + DT (j=1,2,...,n) , r cualquier nfmero real

n,

yt; = i (1=1,2,3).

Luego, camo s 5 se puede representar por una serie de potencias
b
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oo

Sn,3 ° ) <§) (j/m)’ , se concluye del Teorema 2.3 (h), si G 2(@) < =
2 j:O

_ v /r 2 2+l .
e 5@ = 2020 + 1) (ay(©® + j-§1(j> a5 @7/ w@TH _ 1))

y del Teorema 2.4 (b)

@ 3
ey o(® = (20 + 1) (ay(@ + ] G’) a_i(G))z/(( I iap’uw @™oy,
, L 3 .

] 1=1
donde . (i=1,2,3) , a.(®) (3=1,2,...,), a,(G) fueron definidos en la sec-
i > 0

ccibn 2.1.

Si G es normal con varianza 1 de (3.1) y (3.5) se tiene ay(6) = a1/2
v aj.(G) (j=1,2,...) se obtuvo integrando numéricamente (3.6) y (3.7). ade
més Ay = w2/, A =0, 2, = —m=1/2 7y,

Si G es Cauchy con pardmetro de escala 1 de (3.1) y (3.10) se tiene -
~ @) = V2 g a.(@) (5=1,2,...) se obtuvo integrando numéricamente

. 1 1

(..11) y (3.12). Por otra parte A = 4m)™ Ay =0, Ay = -(uw)",

los valores de e (G) vy de e (G) cuando G es normal son mostrados

o »Q

en la Tabla T y los valores ew (G) cuando G es Cauchy en la Tabla IT.

»Q
Para cada una de las distribuciones consideradas fueron selecciona--
dos 7 valores de r: 1,1/2,1/3,1/4,1/6,1/8,1/12,
Para r=1, observamos que el test W es 16% mis eficiente que el test
de Friedman, bajo normalidad. Mientras que, si G es Cauchy el test de ——-

Friedman es mis eficiente que el test W.

Aldisrm'mﬁrelvalorder,er(G) se acerca a uno, para las dos —-
b



distribuciones consideradas.

TABIA T

m=3 , G: normal

r ew’F(G) ew,Q(G)
1 0,8325 1,1623
1/2 0,7808 1,0901
1/3 0,7606 1,0622
1/4 0,7501 1,0473
1/6 0,7390 1,0318
1/8 0,7335 1,0241
1/12 0,7277 1,0160

- 49 _
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TABIA TII

m=3 , G: Cauchy

r ew,Q(G)
1 0,8953
1/2 0,9558
1/3 0,9724
1/4 0,9803
1/6 0,9873
1/8 0,9904
1/12 0,9935
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4.- EFICIENCIA ASINTOTICA DEI. TEST W PARA CUATRO TRATAMIENTOS

4,1.- Cilcuilo para aOCG)‘y aj(G) (j=1,2,...)

En esta seccidn vamos a suponer t, = i (1=1,2,3,4). Luego

Hys = Ryy - 3/2 (£51,2,3,4 5 31,2,...,0). Adendis
D. = max Z.. - min Z.. (§1,2,....0).
I gsiey P qgiy B

El Teorema 4.1 da una expresién de aO(G) y aj(G) (3=1,2,.....) para

cualquier funcién de distribucién G y para el caso normal.

Teorema 4,1, Seanm = b4 y Zl’ Zy, Z3, 2, variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con distribucién G. Definamos
U=12,-2,V=23-2%,Ws=7% -2,y seah (u,v,u) la densidad con-
junta de U, Vy W.

Luaego
% % *
(a) aO(G) =6 (l(1 tK, + K3) ., (4.,1)
donde
o .0 0 ¢o
% *
K, = J J h*(0,v,w) av dw , K, = f [ h*(u,0,w) du dw

0D (0
*
K, = I j h*(u,v,O) du dv ;

. &2 *. &2 %2
a;(e) = 3 203 (5 K+ 65K + 267 - K;') (3=1,2,...) (4.2)

donde
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ST 0 (0 (0 4 % j-1 %
K7 =3 { I J J Hy(utviw) (H (uivtw))” ~ h (u,v,w) du dv dw +
0 (0 (0 4 x i1 &
+ J J J H2(u+v+w) (H (utv+))I ™ h'(u,v,w) du dv dw}('+.3)
Ko~ = ] { J j I Hg(u+v+w) (H*(u+v+w))j—1 h*(u,v,w) du dv dw +

0 (0 (O . * o1 %
+ J J J Hy (utviw) (H (utvtw))3 ™" h (u,v,w) du dv dw} (4.4)
A9 j{ JO JO JO H’g(u+v+w) (H*(u+v+w))j"1 h*(u,v,w) du dv dw +
o 0 0 |, . . 4 #
+ f J J Hg(utvw) (H (utvw)) 3™ h'(u,v,w) du dv dw} (4.5)

3 o 0 (0 .
K, = J I I H;(u+v+w) (H* (urvr)) 31 h*(u,v,w) du dv dw (4.6)



H*(z)

o

(z)

s

iz(z)

x
~(
HJ‘Z)

-H*(z)
5

*
HG(Z)

11

1

J

2z

o

0 %
J h (u,v,w) dw dv du
Z-V-W

z (0
I J h (0,v,w) dv dw

I

Z-w

ot

h"(0,v,w) dv dw

z 0 %
J J h"(u,0,w) du dw

|

i

]

0

Z

-

f VAR
=00

|

I

yAaY

-0

&

h (u,0,w) du dw

*
h' (u,v,0) du dv

h%(u,v,O) du dv

4.7

(4.8)

(4.9)

(4,10)

(4.11)

(4.12)

(4,13)

- 53 -
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% 0 (0 %
H7(z) = j J k' (z—v-w,v,w) dw dv (4.14)

z Jz—v
(b) Si G es normal con varianza uno y si denctamos con QC y ¢C la fun-
cidn de distribucién y de densidad de una variable aleatoria normal bi-

variada con esperanza cero y matriz de covarianza C respectivamente, se

tiene

* & .
Ky = Ky = 0,04289 (4.15)
K; = 0,0527 (4.16)

1/2)

"y 0 0 N
K1] = j‘{ J_m Jy H(y) (H (y))7 1 (e(-(y - %/2)/3

- o((y/2 - x)/3H2)) bo(x,y) dx dy +

(4.17)
0 (0 o« %, 5.1 1/2
+ [ f Hiy) @ NI e((y - w2732 _
-0 y °
- 6((y.2 - 0)/3Y2) 4 (xy) ax dy}
. o 0 £ g 1/
K3 = 5 { I J Hy(y) (H (031 o=ty - 27227312 -
- Iy
- ol(y/2 - x)/31/2y, bolxsy) dx dy +
(4.18)

0 0 .
. I J H () E 3 oy - w2y -

- ¢((y/2 - x)/31/2)) ¢C(x,y) dx dy}
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/2

4 0 (0 « % -1 1
K = 5 { I J H (y) NI ety - w2734 -

3 y
- o((y/2 - /3 g xy) ax dy +

(4,19)
0 0 = £ 51 1/2
+ J J Hs(y) (H (y))j (o(-(y - x/2)/37"7) -
- oy 2 - /3D 4 Gy dx dy}.
#5 0 (0 =« £ 51 1/2
K9 = 5 f I 1) @ N ety - x22731%) -
-ty 7 (4.20)
- 0((y/2 - x)/3Y/2)) ¢ (xy) dx dy
2 1
donde: C = H
1 2
fs - [0 s/31/2 /2
H (w) = I J (e(t/27"°) -
w22 (273 Y? (4osr21/2)
(4,21)

= 0(3Y2/2) - 7217y _ t7¢2 212))) o(1) ¢(s) dt ds

_1/2
H:(w)-z‘in*i/2 o w220y . ¢ = ! - (4.22)
- s ) - .
C 172 .
% 1 172 [ 1/2
H2(w) =2 " Iw/21/2 (w - u/27°7) ¢(u) du (4,23)



) =27 M2 6 (2 w0 5 c -

w

H

0

2 1/2

H (w)
4 (2/3) W

-1 -1/2 J
m

. 1
He (o) = 271 2% 2r3)2 w0 5 c =

831/ 270 _ w2/?

| _3-172

- 9b -

-1/3
(4.24)

) ¢$(u) du (4.25)

_3-1/2 (4.26)

1

0
mE) = 2t [0 el w2 w2 M%) 4w au (o)
22,
% 2 172172 .
H'(w) = w 271 7172 g=w*/4 ! sCuw) (2 8Ga(1/2 - w2¥?) _ 1) au
7
0 (1.28)
Demostracidn:

Sea § = (91,92,93,94) » 84 =0, 0, =0,

Camo
3/2 si R11 =4
1/2 s1
H - R11 = 3
11
-1/2 si R11 =2
-3/2 si R,11 -1
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se tiene

EQ(Hli) = 3/2 PQ(Zli 2 Zog 52y 2 231 > Z4q 2 Zl}l) +

+

3/2 Pg(Rqq 2. %91 » B1g 2 Zgg 5 Byg S 2y )

3/2 Pg(Z11 < Z21 > 211 < Za1 5 P11 > Zut) -

(3]
A
N
~
1l

" 32 Py(Zyg 2 Pgy 5 By S 2y 5 Ly S Ty

3/2 {fi(e) + fz(e) - f3(e) - fu(e)}

londe

£100) = P(gg 2 Zgy 299 2 Tgg 0 Pgg 2 Tug)
£(8) = P(lyg 2 Zpq 5 Z9g 2 Z3g 5 Zyg & Zyy)
£300) = Po(Zyg 5 Zp9 5 Z9g 2 231 5 299 2 Ty

fu(e) =P(Z,, < Z,, , Zy4 = Zgq 524 < Zui)'

g 11 = “n =
Luego,
(3E_(H_ ,)/ 236,) = 3/2{ (df (8)/ds) + (df d -
p P 200, . pmo * (af,(0)/d0) -
- (af,(e)/a8) - (dfu(e)/d‘e) }.
=0 6=0"

Por otra parte se observa inmediatamente que



f.(9)
1

f (9)
2

f3(e)

fu(e)

tiene

fl(e)

fz(e)
f (8)

f (8)
y

S1 definimos U1 = 221 - 211 . V1 = 231 -7

3t'pZ 22 ,Z 27, >Z )=
g 117 "1 "1 F a0 T 2
1
3P (2, - L, S0, Bgg =Ty 20, By = Tgy 20,
n,
2P(Z 272 ,Z »2 ,Z <Z )=
0 217 %21 %1 ° %11 = "
2B (Zg =249 20 5 Dy =2y 205 299 =7y <-0)
2P (Zyg <2y 5 Zpg 239 5 Tgq 2 0yy) =
2 P(Byy = Zyy £ =0 5 Ty = Ty S0, Ty~ Ty S 0)
1 -
3P F(Zyg = Zpg 5 By 231 5 23y 2 yg) 7

3L P (Zyy = 2oy S =8 5 Zog = Doy <0, 2y = Zyy < 0),

9 21 = 21 31 = 31 41

21 ° M1 = By

o

N
g
~
c
A
!
@

“»
<

A
@

-
=

A

o
-4

N
o
o
~
c
A
o
v
<
1A
|
@
=
A
@
A
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X B} ; ‘ .
Sea L (el,ez,ea) PQ(U1 20,V 508, W < 03). Entonces

% * _ *
a,(6) = 6 { (3L /391) + (3L /aez)g:g3 + (3L /393)g=0 3.

N

&=R

Por otra parte camo

) 0
J 2 I 3 h*(x,y,z) dx dy dz

se tiene

% [‘0 0 &
(3L /391)Q=Q = J—m I_w h (0,y,z) dy dz ,

% 0 (0 *
(sL /302).?,:2 = J.«. J_m h (x,0,z) d&xdz vy

5 (0 *
(3L /363)g=0 = J J h (x,y,0) dx dy .
[ =90 4 —00

Luego, se tiene (4.1).
Ahora veremos (4.2).

De las definiciones de Hyq v My, se tiene

- 59 -
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541
EGy, 0 Myd=
k=2
i+l
= 3/2 P.Q(Zii > 221 s 211 > 231 s 11 —Zu1 s k?2 Dy 2 Dk)) +
j+1
* /2 P2y 2 %g1 5 Py0 2 Zyy 5 Pqq S Ty s R
it
- 3/2 P2, <7 < Tt 3T, 22 N (D, 2D)) -
9 21> %11 % P31 0 %13 STy 0 0B (D) 2T
j+l
i} a
2 Ro(Zyy s Zyy s Byy s Tyy s By STy s O (g 2 D) S
- 3 3 y y
= 3/2 { £5(8) + £5(8) - £3(8) - fu(e) }
donde
. i+
£3(8) = P ¢/ > 7 2., >7 7., 2 Z ]ﬂl(n >D )
1 P11 Z 7210 %112 %30 0 P4g 2 Ay o D) s
k=2
: i+l
_ o :
£ = Po(Py0 2 Zgq 5 Zq9 2 Zgg 5 Zgq S2yg 5 (D 2D 5
k=2
3 e
-f3(e) = P.Q,(Zii 22y 5244 = 231 s 294 2 th:l , N (D1 > Dk)) y

k=2
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. j+1
= Z Z -, D
£ PPy <%0 2 By 2 Py 0 Py S, @ 2D
Luego,
= 3/ 3 3 3
aj(G) = 3/2 { (dfj(e)/de) _, + (df,(e)/de),_, - (dfg(e)/de) _, -

3
- (df, (e)/de),_, }

0

]
Ahora, encontraremos una expresién de (df1(e)’lde)e=0' .

En primer lugar, se observa que

j+l

:.jf:j‘= 1

Si definimos para k=2,...,j+1
1 .
B = U250 2 2o 5 293 2 T3y > 2y 2 2y 5
< _
Bem 02002200 5 2y 2 2y 5 Zgpe 2 24 ) 3
8 - (2. >7Z Toy 2 7 Ty 2 Zyy "} 3
By ok 2 231 2 Ly 2 Dy 5 Dgge 2 Ty ) 5
Yo7 > Ty 2 2 Z0 27 }
B o =23 Py 2 Py Tuge 2 Zqx

Es inmediato ver que
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. .., U M
Jeay = €3t j+1
127 L5417
v 4
0 (Bk ,D1> Dk)) .
k=2

Ahora, - —ontrard una expresién de
T (3 3 =
1(12,..0,-Lj+1)
j+1 ik
= { N
FotP11 2 %91 5 P91 2%y 2 %31 2 Py s B, Dy 2D)) .

Seann_, N _, nos Iy niimeros mayores o iguales a cero tales que

1° 2

Ny +ny+ng+m =3,

Supongamos que la sucesién {i2,...,ij +1}' es tal que i, = 1 ocurre

n, veces, ik = 2 ocurre n, veces , ik‘= 3 courre ny veces y ik = 4

ocurre nu veces.

Luego,



jt1 i
(C >
n G, D, 2D ))

k=2
4y j*1 4 j+1
N (B ,D2D)n A (B ,D >2D)n 0
k=2 k=2 k=2
1,71 1,72 i, =3
i+l i
o N (Bk ) Dl > Dk)
k=2
i =y

k

De donde se tiene

—. 863 -

ik
(B, 2D) o

ﬂh‘{il’”"ij+1) = P,Q(Zli 2 221 ’ Z21 2 Z31 ’ 231 2 Zul ’

j+1

3
.kf2
41

i i+
k .
(Bk D D1 2 Dk) s> 0O
k=2
ik=2
i it
k
( » D, >D) 0O
5 T T S
ik=|+

<B]J<k » D; 2D,

Bk .
B, Dy 2D ¢
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Por lo tanto

ﬂl(lz,...,lj+1)

=P (Zyy - 29950 5231 ~Zp 20,57, -23 20,

j+l
n, gy = 2030 €0 5 Z3q =299 20 5 Zyy ~ 25,20,
=2
Zoe = 2y - 291 Y 2y 2 0Y
j+1
o g =2 = =0 5 25 ~ 29y 20 5 2y — 29 0,
3,22
Zoye = Zuge ~ Zqq * Ty 26} 5
j+1
O, Vg =2 $ 05 By = Py £ 78 5 By = Py £ 9
i
Zo = Ty T %41t Tyq 503
j+1
O g =2 05 Bge = 2y £ 05 Zyye = Ty £ -0
lk:
Do = Ly = Zqq * Dyq < 201 .

Definamos
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3
b o= (
~ Yi:YQv .. 3Yj+1:gi,£2:*ﬂ ’Ej+1,viav2:*“’vjﬁpdg’-" ’dj+1) y

%, %
. ( =
L]kl')
it
=P (U, <y ,V,<E ,W <v N qu, < V. W,
:Qj- 191 1,1 1,:[:2 ;Yialﬁgi,li\’i,
donde
U_: = Z2i - Zii . Vi = Z3i - Z2i 9 Wi - Zl—ll 231 9 Pm i-l,...,]+1-
Entonces se concluye
iy 1 4y
0'%11 2 %1 » P21 2 P31 > T3y 2Py 5 1) (B »Dy 2D =

¥ i, 1 i. i, i i. i, 1 i.
= Lj(e,y. 2y 3, .,y 310,872,673, L, 3,00 2,0 3, .. ,v T,
2 3 J+1 2 3 J+1 2 3 j+1

donde para k=2,...,3j+1

y;;'kz-e, Eikzo vik_oéik

s} =0,y =0 siik=1

Y]1(k=-e ,E;k=9,\’]lck=0 5}l<k=f’siik=2

9
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1 1x iy T
Yk"o:gk"'e7vk=e’6k:eSllk_3’
Y;(kzo,ﬁi(kzﬂ,vltk=e,5;k:9 sl]_k—'-}.
Luego,
y|
fi(e)
y y .. i
‘41 % ip ig +1 13 i+l 4
= (3!)3 z s Z Lj(esYz ,Y3 33_1 ’ ’EZ 963 ’633’1 Vs

1271 ig4971

ip i3 1541 - ip i3 13+1

52 ’53 b ’g].’.l 9 ’ 2 ,\)3 > “’ J+1 3

i, 1
2 73 j+1
62 ~,63 9 e Q,Gj+1 )0

De donde se obtiene

] -
(af3(8)/de) o =

. j j+1 &
+ .
= (31) 1y (aL /d3vy,) + yJ } (3L:/36.) % } =
1 u =0 - ] k =0
L k=1 x =1

'j+1 uj * % s * %
(3) {(3Lj/371)u P (aLj/asz)g =0} .

N\

La (Itima dgualdad es-debido-al: siguiente hecho

(aL /36 ) % = (3L ,/36.) 5z ~para h=3,...,j+1.
u =0 j h p =0
n 4] n n
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En forma andloga se puede ver que

3
(df, (8)/de) _, =

¢ SPRAE I {(aL?/ayi)u*

N

*
+ j (3L, /36.)
3 5 ) u*=0}
N n

=0
n

Ahora, vamos a encontrar una expresién de (dfg(e)/de)ew: .

Se observa que

Jay =
£2(0) =
j+1
=2P(Z 2 ,2 >7Z ,Z < Z , O (D 2D)).
o117 T 1% T T L, 1k

Si definimos para k=2,...,j+1

1 ,
G = 2 2o 5 Zgp S Zgp 5 Zgp S Zipc s
2—

Ce = g 5 29y 5 23 220 > Zype STy s
3'={z < Z 7. <7 Z,, <2 } y
G " 2y <2y 5 2y S Pgy 5 Zgy S Dy

n

G = oy S Zgp 5 B 20 5 iy 2293



- 68 -

. -4 4
] = 1)J .
£5(0) = 2 31 12-1"" 3 L Pg(z11 2204 5 Zpq 2231 5 Z9q S 24
27 Y417
j+1

(cik , D, 2 D)),
=2

En primer lugar encontraremos una expresién de

“2(i2""’ij+1) P (Z 221 . Z21 > 231 s Z11 > 2 w1
W@ o )
s 2 .
2 G% D1 2h
Sean Ny, Ny Ngy Iy nimeros mayores o iguales a cero tales que

Dy +ny+ng o =7,
Supongamos que la sucesidén {i2"“’ij +1} es tal que ik = 1 ocurre

n, veces, 1, = 2 n, veces, 1, = 3 n, veces y 1, = L4 ocurre n, veces.

Luego,
M nRE N . 1 4
n(Ck Dk=|\(Ck,D >D]()nf\(Ck,D13D]<) p)
k,—2 k=2 k=2
4t iy?
D, 2 ) O n ( D, ) .
G Pp2h GF Dy 2B
i=3 i = L’

De esta manera se obtiene



"2(12, -,Jj+1) -
| j+1 L4
FolZ19 2 Zp1 5 Zpq 2 231 5 299 S Ty 0 (G »Dy 2D,
f=1
41 1 1 j+1 .
X a ok
NG, D2D), 0 (GTLD 2R, 0 Gk, D2
k=2 . : .k=2
lk: lk—3 =4
PoZ9q =299 50 5 29y =299 0529y -2y <0,
4"
jHl ‘
S gy = 2oy 0 5 2y = 25 20 5 2y =2y 50,
1
Dy = 29~ Tyg * 239 £ 0)
j+1
X=2
i, =2
2y = Zox " Ty T2y O,
31
0, Py =2y S 05 Zyge = 2y S0 5 Ly ~ Ty < -6,
Dy = 2o~ Tyg T2y £ 0,
5+1 ,
Dy P Py =05 Ty~ Ty 205 By -~y ke,
=
Zyy = Do = Dyq + Zgq < -0)).

%
Luego, de la definicién de Lj se concluye
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0
~

1, 13 1541 12 13

%
= Lj(—e,Yz ’Y3 ,oa-’Yj+1 ,99£2 ,EB R

i2 i3 ij+1

8y 583 5eneabiis )

donde para k=2,...,j+1

j+1

-°a£j+1 9

141

Ik

n
Po(Zyg 2201 5 299 2 %31 > Z1g S By 5 1 (G 5 Dy 2B

0
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12 13 lj+1

,\,2 ’\,3 §eeoe ,Vj+1 9

i i i i ..
Ykk:g,gkkgo,vkk:—e,dkk:e SJ..1k=l
Wk=0,6K=-0 vwk=0,8k=0 s i =2
i 1 1 b
k - k - k _ 13 e 1 =
nE=-6,g=6 , v =0,8=0 i =3
i i i ..
Y]J;k‘e,E]::k:O,vkk:O,Gik:—e :'11k=!+
Luego,

j .4 4 i, i, i.,
RO =261 T T L, r ki e,

i=1 il .= J

2 J+1

ip i3 dj4  ip i3 i1 dp 13 1541, -

De esta manera se tiene
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de) =
(dfz(e)/ 6)e=0

B} 3 w3 o (ar® *
=2 (37 u) ( (alea*i):*=2 + (aLj/agl)p*:

o) -
L 4 N

Finalmente, encontraremos una expresidn de (dfg(e)/de)e=

0.
Se observa que
3 e
f3(0) = 2 P'(?‘(Z11 < Z2 s 221 < Zgq 5 Zqq 2%, k(_:\2 (D-1 > D)) .

1 2 3 4
Sean C 5 G Cp, C (k=2,...,3+1), camo fueron definidos arriba. lLue-

go se tiene

. Y M
£y =2 and ] ] Pz, <Z., ,%2..<%Z 7., > %
3 : ._1"'. _1611‘ 21 2 721 - 731 % T11 = 41 °
12- lj+1— n,
j+1 ik
o ( D, >D)).
KGR Y
En primer lugar encontraremos una expresién de
Tré(lz’o.u’lj.*_i) =
j+1 ik
= Po(2998Zp1 5 299 STy 5 299 2%y 5 O (G, Dy 2 D).
i k=2
i
Pero, usando la descomposicién de 0 (Ck » Dy 2 Dk) dada arriba se
k=2

-se obtiene
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"3uz,osn,ij+1) -
j+1
= Po(Zyg SZpg 5 2y SZgq 529927, > 0 (G ,D 2D,
2 X=2
| 1k=1
S M i
n ( D, D) o ( D, >D) n ( D, >D)) =
e e R e b G e T
452 4=3 L=
= -f - - - -
P (249 =290 20 5 Zgy =25 205 2yy - 29526,
4"
j+1
N o~ 2o 28 5 gy =~ 290 20 5 2y =2y < 0
J.k:
Zye = P9~ Zag t Dy S0,
A
0 Zox =21 05 gy ~ 20 £ 70 5 2y ~ g 205
iy =
Zyge = 2o ~ 231 * Ty <00
j41
r=\2 (sz“Z3k5° ’Zak"zikfe ,ij-Zuks—e ’
1 =3
Zye = Zox — 231 * 2y £ 00
j+l
O G =Py 205 2y Py <05 By~ 2y = 0 5
Y=y

2. -Z, -Z. +Z . <-8)).



*
Luego, de la definicién de Lj se obtiene

i+l

o, D, 2 D)) =

Pe(Z <Z ,Z <Z  ,Z >7Z

< b > n C
1172107 217 T3 11 T T,

N

P02 e g 2 s g 28
= Lj ,Yz ’Y3 ,...,Yj'l"l 3"V 2 ,‘53 ,...,Ej_'_i L) gvz ' 3 ss-o,vj-l-j_ ’

i, 1 1.
2 3 +1
62 a63 a°-~35j11 )

donde para k=2,...,j+1

Yik =0, Eik =0, vik = -0 , 5ik =0 si ik =1
Yik =0, Eik = -6, vik =0 G;k =0 si ik =2
Yik = -6, Eik =0, vik =0 Gik =0 si ik =3
Yik =0, Eik =0, vik =0, Gik = _g sii =h .
Entonces
:g 0 = 2 (a1’ ; - ; L (0,722,Y§3’_..,Y§111,_9’
i2=1 ij+1=1

Asi se obtiene
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3 ]
(ag;(e)/de)_, =

=2 3nd wI ik ;

" N Vs
%3 % ) *]j
Luego, 1lamando K~ = (E)Lj/a-y:l)’-'*___0 s K7 =
N, n,
% * xs %
J . ! ] o
Ky° = (aLj/avl)u*=0 s K = (BLj/adz)u*:O , se concluye
n, n, N n,

- 3 *j 5] *j *5
a;(@ =3 (27 {5 K7 + 65 K1 + 2157 - kL

De donde se obtiene (4.2).
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Ahora, probaremos (4.3). Para ello, observemos primeramente que

L;-:(kl;) = J J...JR{“ h*(ul’v1 W) ;E; h*(uk,,vk,wk) du, du2...duj+1
J
p.d dv1 dv2. ..dvj+1 dw1 dw2. . 'dwj+1
donde
R.T - °

5 {(ul,uz,...,uj+1,v1,v2,...,vj+1,w1,w2,...,wj+1)
Wis\)i s W S Y5 5, vy &g s Wi S Vg,

Wotvy bWy - U - vy =W <65, 1= 2,...,34)
Supongamos

Eg = vy = E; =V =820 ,1%2,...,541,8 =6,

%1 *2
Pero, Rj puede reescribirse como R] , donde

:U15Y1aV1_<£1,
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& .
%2 = {(ui,\lz"".’uj*'l’vl,..-,vj+1,w1,.‘.’wj+1) M l’j. i 9 ?

v150,w150,u1+v1+w1—u.-v <w. <0

Por lo tanto,

3 ray) -
Kl = aLj Yq }d*=9_

j+1

n h'“(uk,vk,wk) Ay . .dus , dvy...dv.

*
=”J x= N (0,v, ,w,) .
w 9 b
RSJ 1°71 k=2 j+1 771 3+l

X dwl.. 'dwj+1

donde

] = {(1.12,...,uj+1,V1,V2,...,Vj+1,W1,-W2,‘...,Wj+1) H V1 5 0 )

15_0,v1+w1-ui—vl._<_w.50,v1+w1—ui<v <0

vy bW sus g 0, i=2,...,3+1}.
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wW ¥

J_ .
R,” = {(uz,...,uj+1,v1,v2,...,vj+1,w1,w2,...,wj+1) tvy 0,

w150,v1+w15ul.+vi+wi,ul.s_O,v.s_O,w.go,

i=2,...,9+1}.

. . PR L
Como R’;J puede reescribirse como R3:| = v ] , donde
k=2

*j 2 .
/’ﬁ( = {(uz,...,uj+1,v1,...,vj+1,w1,w2,...,wj+1) tw <0,

e $ 0w <0, vy +wy g +vaw sy vy sy vy g,

u; < 0, v, 2 o, w. < 0, i=2,...,7+1} =

<0,

{(uz,...,uj+1,v1,...,Vj+1,w1,w2,...,wj+1) Py
vkg() s w < 0 ,v1+w1_<,uk+vk+wk,
e et -y mvesw <0, byt -y 2 20,

wot v twosug <0, 952,...,5+1) , se tiene

j+1

. *
on I JJ...J N ACRIERN.

*
h ( d .A.d 3
5 Y=o Uy Vi W) dugeeaduy g

x dv1llldvj+1 m1l..mj+1l

. 5 _ 03 U W
Es immediato ver que A, = Ny N, , donde
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Ng- :‘ {(u,z,...,uj+1,V1,...,Vj+1,W1,W2,-.-,Wj+1) . 112 —<- 0 9

v250,w2<0,w15u2+v2+w2,v1_50,

Uyt vyt g - W 0,0 by, twy - sy <0,

Uy + vy W, sy <0, k=2,...,341) , y

J . .
N2 = {(u2,...,uj+1,v1,...,vj+1,w1,w2,...,wj+1) T u, < 0,

v250,w2'50,u2+v2+w25w150,v13u2+v2+w2—w1,

De donde
on . o,
n:] _ e N 0
K1 - :] {JJ..-JNJ‘ h (O,Vi,wi) k{[2 h ('U.k,Vk,Wk) du1000d11j+1.dv1.¢dde+1
1 =
x dW1. L] .de+1 +
% B S
I'4
2
m LN ] .dw }-
X Mg Mg

Como de (4.7), (4.8) y (4,9)
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" 0 Q 0 &
H (uytvytu,) = | J h (x,y,z) dx dy dz ,
u2+v2+w2 u2+v2+w2—x u2+v2+w2-x-y

u,+tv,tw
- I222

-00

0
J h (0,y,z) dy dz ,

- -

(u2+v2+w2) =

= %

% 0 Ugtvotwy-z
H25»12+v2+w2) =J J h (0,y,z) dy dz ,

u2+v2+w2 s

5% Toncluye que

s 0 (0 (0 & j-1 . %
1(1J =3 {I_‘b J_@ J-m Hl(u2+v2+w2) (H (u2+v2+ w2) h (u2 ,V29W2)

X du2 dv2 clw2 +

0 0 0 = * j-1 . %
+w ) (H (u +v +w ) h (u.,wv ,w)
* f J f Hy (uptv, i, 2 72 "2 2222

~00 00 -0

X du2 c:lv2

dw,, }.

Luego, se sigue (4.3).

En forma similar se puede mostrar (4.4) y (4.5).
Para mostrar (4.6), supongamos

=0,6, =68 , y considere-

Y.=£-=\)q=o ’i=1,.o¢,j+1 ;63 =-.‘=6- 2

j+1
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mslatransfonnaciénT*dadaporﬁk=uk+vk+wk,Gk=uk—vk+wk,

‘_&k = uk + Vk - Wk 9 k:Z,...,j+1.

T* transforma la regién
R*

w1<0,u250,v250

u1+v1+w1—u2—v2-w2
1tV W -y - W

RS
—_—

W, < Vv, <
1=V, =

‘u2 ’ u2 h s

u, <

<l
N
1A

-7
i

2 2

EERTES "-’k s k=3,...,j+1},

Uy, Uy Wy <

<

1:] = {(ul’u2"..,uj+1,v1’...,vj+1,w1,...,wj+1) H u1 —_

9w2

IA

A

, k=3,...,3+1} en la regién

j - 11 17 by 7 <7 g <7 .
K- = {(ul,u2,...,uj+1,v1,...,vj+1,w1,...,wj+1) 1y <0,

-vi,ul-esuzso,

o]
WF|
1A

!
e
IA
ll
P

<y <0,

b

> 1

y €l jacobiano de dicha transformaciémn es igual a 1/‘43+1.

Por lo tanto

% _ *, % _
Fj(e) = Lj(x ) =

41 _ _ _ _ _ _
“I . (a3t )h*((v:1 + Wl)/Z,(u1 - vl)/2,(u1 - wl)/2)

1oL - _ - - - - -
x k1=r2 h ((vk + va()/2,(uk - vk)/2,(uk - wk)/2) clul...duj+1
x d\71...d\7j+1 dﬁi...dﬁjﬂ.
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Luego, -

% _ j+1 &, , - - - — - -
dFj(e)/ de = (/4" 7) ”J_ﬁgj h™((vy +w /2,00y - vy)/2,(uy - w,)/2)

%
X h (¥, +Wy))/2,(0 -6 - Vv,))/2,(0 -8 -Ww,))/2)

1o, L - - -
x k§3 Wy + w)/20m - v)/2,(4 - w)/2)

b'e du1 du3._. 'duj+1 dv:1 dVZ' . .dvj+1

xdw1 dw2 41
donde
R - (@,,a TP S SR: Weel) :u, <O
2 13732 0412V Va9 a0 e j+1 1 = ]

1_.115\715—1-11,ﬁisﬁlg—_i,ﬁl—eg\_zz_g—(ul-e),
(U -08) sw, s -Vp, 4y <G 0, G <V <0,

Por lo tanto
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*] * j+1
= F2(0) = (1/47 coilss D@, * W O/2,@E, - §/2,@, - @
Kq FJ(O) (1/ ) II Iﬁzj h ((Vl + w:l)/2,(u1 - vl)/2,(u:L - w1)/2)

x W@, + 0,)/2,(8, - ¥,)/2,0, - @,)/2)

N L B _ _ _ _ _
X kI:IB h ((vk + wk)/2,(uk - vk)/2,(uk - wk)/2)
X dﬁl dfia...dﬁj_ﬂ1 d\71 dw72...d\7j+1

donde

HCI
A
<1
[y
A
|
[
[y
[
iy
A
I
&
A
&
[N
[
[k
A
<
N
|
=
iy
-
[
iy
IA
N
1A
1
<
N
v

=3
=

1A
7TF

IA

0 b 1_J]< -<— \_’k 5 _l-l‘k, L-J.]< S V-3]< S " 9 k:3’ooa,j+j‘-}o

Si hacemos la sustitucidn u = (‘_’k twl/2 v o= (G -2,
L (Gk - v—vk)/Z (k=1,3,...,3+1) , la regidn I_jo se transforma en la re—-

gidn l—izj , donde
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. _ _
RuJ = {(ul,us,...,uj+1,v1,v2,...,vj+1,w1,w2,...,wj+1) Puy < 0,

vlgo,wigo,u1+v1+w15v25—(u1+v1+w1) s
u +v1+w1<w2_<_—v2,(u1+v1+w1)5uk<0,

W tvgtwy -g s c0,u by twy -y -y W <0,

k=3,4,...,3+1} ,
Y el jaeobiano de dicha transformacién es igual a 47 .

Luego,

. L,
5 h"(ul,vl,wl) kI—I3 h™ (g ,v %)

K3 = am) ”Jﬁ
y

x h ((v, + w2)/2,(u1 tvy ot - Vo /2,00y + vy Wy - w,)/2)

LSdv.. . dw, dw,...dw.

dvy o1 AWq Dpe . Oy

x du du3...du. dv

1 J+1 1

Finalmente, si hacemos la sustitucién v, = (u:l tvgtw - \72)/2 s

= (o +vy tw -w)/2,adv, = (-1/2) &, , dw, = (-1/2) dw, , se

W 17 %

2
tiene
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% *
Jjo_ w *
K = ”-"Jﬁ*j B Cugvg0p) WGy + vy 4 - vy = ,v5,0))

5
jtl
*
X k]=13 h (uk,v W) duy dt13...duj+1 dv, dv,.. va 4q Gwy A, ..dwJ 1
donde
=%
R¢¥ = {(ul,us,...,uj_'_l,vl,vz,...,vj+1,w1,w2,...,wj+1) Py < o,

v150,w150,u1+v1+w15_v250,

u1+v1+w1-v2_<_w250,u1+v1+w1_<_uk_<_0,

Yrvgtw - s <0,y twy - -y w0,

k=3,4,...,5+1}.

Ahora bien, como de (4.7) y (4.,14)

0 0
H.7(u+v+w) I h(u+v V=W, 4Vr o Wn) dw, dv
1171 ] 171 1 2 72°7°2°72 2 2
ug vyt Tug eyt vy
. 0 0 0 .
H (u1+v1+w1) = J o b J h (x,y,z) dz dy ax ,

J TR
Ugtvyiwy Sugtvg e xcfuy g ey -xey

0 (0 ’
Kuj:! I I H7(u+V+w)(H(u+v+w))31du1dv .
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(b) Si G es normal con varianza uno, (U,V,W) es una variable aleatoria
normal trivariada con esperanza cero y matriz de covarianza

2 -1 0

0 sea

2
1 e-—(-3u /4 + uv + /2 + v2 + vw + 3w2/4)/2

h*(u,v,w) =
2(2n)3/2

De este modo

3 0 0 &
K = J J h (O,v,w) dv dw =
0 (0 2 2
I T J o~ (v +W+3W/u)/2dvdw.
2(27)3/2 T

Consideremos la transformacién T, dada por v = (2/3)1/2 \

b

w/21/2 . Como |alv,w)/3(¥,W)| = 31/2 , se obtiene

W =
1/2 0 (O -2 —,1/2 22
K- 3 J -3V + 20W/37 7 + W/M 5 g
2(2m)
= 1 - ‘PC(O,O) ’



donde

1
C =

Luego K; = 0,04289,

Por otra parte

%

0o 0
K, = j J h (u,0,w) du dw =

-0

1 Jo JO e-(3u2/ll + uw/2 + 3w2/4)/2 du dw
2(2n)3/2 e e

Consideremos la transformacin T, dada por u = (212 y R
2/3)Y2 w . camo |3Cu,w)/a(T,W)| = 3/2 , se concluye

w =
0 0 =2 —_ i, =2
* - -
ogep— I I o-9(U° + 20a/3 + W)/16 4= = _
l¥(21r)3/2 -
= 1 ¢,(0,0) ,

2."1/2

donde
1 -1/3
C = .

-1/3 1

- 85 -
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*
- Luego K, = 0,05527. De esta manera se tiene (4,16).

* % *
Finalmente como K; = K, se tiene K, = 0,04289.

3
Ahora, se mostrara (4.17).
* .o
Camo h (u,v,w) es la densidad conjunta de (U,V,W), 1(1J puede expre
sarse

*3 0 (0 (0 % j-1 %
KJ = j{J J I H1(u+v+w) (H (utviw)) h (u,v,w) du dv dw +

0 0 0 . PR
+ J J I H;(u+v+w) (H (u+v+w))j—1 h (u,v,w) du dv dw } =

3 (EG v @ (vt 1

% * j
3 j-1
+ E(H2(U+V+w) (H (U+Vv+W)) IU <0 IV <0 Iw < 0)} )

Definiendo U=U , V = U+V+W , W = W, se tiene

*3

Ky

=3 {E(Hi(V) @ -1

U<0I

V0.7 < 0 1 < _O) *
% * j-1
+EME,WM HEW) " Ip o Ipgwm<o Gy ot -

Luego,
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& * * _ j_1 - -
K3 = { ECECH, (V) (H (V) ~ I I- - - I- U,V +
1 1 Us<0 V-UW<0 W<0O e 29)

& — & — j_1 - -
+ E(E(H(V) (H (V) IU <0 I‘_,_ﬁ_W <0 i < o | U,v)) }
$i G es normal con varianza uno , (U,V,W) es una variable aleatoria

normal trivariada con esperanza cero y matriz de covarianza

2 1 0
1 2 1
0 1 2

Luego (U,V,W) tiene funcién de densidad de probabilidad
o 1 —(302/4 - GV F Wi/2 + 92 — T + 3w2/m))
u,v,w) = ——¢€ .

2(2ﬂ)3/2

De donde, jnede mostrarse que

B g o0 Tacol UV) =

= Col-(V - W273Y%) — a2 - 53V 15 _ (4.30).

Pues si V - u < 0 se tiene

BT 5 < 0 % < 0[‘\7=\7 ,Us1) =P(V -0 -W<0,W< 0| Vv, U=i) =

- - - 0
=P(v-ug W 0| V=v U--)=I fare slwlu,v) aw-
V-ucs <0 | v=v, U=u o W[U,V(w]u’v ,

donde f_I_ _es la densidad condicional de W dado U=a , V=v °
. w|0,v
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Pero, (U,V) es una variable aleatoria normal bivariada con matriz de

2 1

covarlarlzaC:(:l 2

). 0 sea la densidad de probabilidad de (U,V) es

R L LV

oo(U,V) = I

3 2w
Luego,
N L4 S@2/12 - T3+ T2+ I3 - T+ B2 =
fW_IU,V(wlu’V) = p— )1/2 e
T
__ 3 M e - w@st? o wa .
2 (27)
Por lo tanto
E(IV—U—WS 0 IW—S 0 I V=V N U:{l—) =

_ 31/2 JO %2 - Gt _ w2 VN

2 (27) v-u

o(=( - W2)/3Y%) - o2 - 013YY,

Luego se verifica (4,30)

De (4,30) y de (4.29) se concluye
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* o_ . % % j-1 — 1
Ki =3 {E(Hi(V) H (M) IU-$0 (2(-(V-U/2)/3

/2 — 1/
) - ((7/2-0)/3 2)>IVSU)+

1/2

)) IVSU)} =

+ E(H;(V) @ (n)yI-1 Ty (@(=(T072)73Y2) _ o((T/2-DV/3

c (0 .
= {J J_ H@ @@ 0@ - 275V - e@r2 - 073
- ‘v

x 6o(8,9) i av +

/2

0 0 .
. f [_ H@ @ @I (- - w275V - o2 - 03

v
X ¢C(ﬁ,\7) du dv}.

Luego, se tiene (4.17).

Ahora se mostrara (4.18).

*

K2] puede expresarse Como

% _ . 0 (0 (0 * . -1 %
K7 =3 {I J J H3(x+y+z) (H (x+y+z)) h (x,y,2) dx dy dz +

-0 -0

0 0 O . 51
+ J f I Hu(x+y+z) (H (x+y+z)) h (x,y,z) dx dy dz} =

s e * j-1
= § (U E O™ 1y 1, o T ) ¢

% % j-1
+ E(Hu(U+V+W) (H (U+V+W)) IU_<,0 IV50 sto)} .

Si U,V,W se definen como anteriormente, se obtiene
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x5 = x 5-1
Ky” =13 {E(Hs(V) H () IU50 I'\T—U-WSO IWS. 0) +
* 0
+EEM @@ 1 Tope T ) E
- o @it
= J{E(EGE;(M H (M) Iy _g oo F<o | T,7) +
% ® 5-1
+ EEE,OM O Ip o rogco Feo | T,")1 .
De esta manera si G es normal con varianza uno, de (4.30) se conclu-
ye

/ 1/2

) =3 EEM @O 5y e T02/3Y% - e (T2-0)/3

)) I\TsU')+

1/2

F3 E3 j_l _— - 1/2
+ E(H, (V) (H (V) Irco (8(-(V-0/2)/3 - o((V/2 - /377 IVSU)

1/2

0 (0 .
=3 {J I_ H,@ @I (0= w273 - o2 - /3%

v
b ¢C(ﬁ,\7) du dv +

/2

c (0 .
+ J J_ 0@ @I (0@ - w273V - a2 - w73

-y
x ¢o(U,v) du dv} .

Asi se obtiene (4.18).

Ahcra se mostrard (4.19).

£
Kaj puede escribirse como
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. 0 0 0 .
K3 = 5 {J [ j H:(x+y+z) (" xty+20)I 1 B (x,y,2) dx dy dz

+

0 0 0 % % P
+ j J J Hs(x+y+z) (H (xty+2))3™" h (x,y,2z) dx dy dz}

* t3 j_1
{E(H5 (U+V+W) (H (U+V+W)) I +

U<0 veo Twco

1t
[

+

% % j-1 _
E(HG(U+V+W) (H (U+V+W)) IU_<_0 IVgO Iwio)} =

. & % j-1
= 5 {E(HS(V) H (M) To<o I\T_U-Ws 0 IWS.O) !

+

% * j-1 _
EHg (M H (D) Iy ow<o <o} ®

-5 * % a1
=3 {EEEM ®E )7 Iy _g I7.07<0 H<o | T, M) +

+

% * j-1
E(ECHB(V) (H (M) IU-SO IV—U-WgO IW—SO | T, .
Si G es normal con varianza uno de °(4.30) se obtiene

L3

J_ * e o | 7 1/2 = 1/2
K37 = J {EH (M) (H(]) Ige g @C-(V-0/2)/37"7) - o((V/2-0)/3 Nie P *

1/2 1/2

+ BN @ @I e-v-ur2)/3

U<O ) -e((v/2-U)/3

NI Pl

Luego,



. 0 (0. .
KJ =5 {j J_ H @ @ @I (o - w2r3?) - acGrz -

A

v

x ¢C(ﬁ,\7) du dv +

1/2

0 (0 % i 4 o _
+ [ j_ H @) H @I (o(=(v - w2)/137%) - o((v/2 -

- Jy
X ¢C(ﬁ,\7) dudv} .
De esta manera se concluye (4.19).
Finalmente se mostrara (4.20).
%5 -
Ku pu_ede escribirse como

% % ]-1 ;%
= Io fo Jo H7(x-+y+z) (H (X+Y+Z))] 1 h (X:YSZ) dx dy dz =

-8 ¢ 00

E3 % 3 _ °
ECH (U0 (H (urvn))3~1 1 I I ) =
7 U<0 V<0 WgO

® _ . S P
ZCRORGEC L S S S g

BB, @@y mos (T,

Si G es normal con varianza uno, de (4.30) se concluye

- 92 -

073172y

073172y
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sz = B ® @@t @ (~(T-072)73Y2y = @@r2-0r/3" %)) To e

o (0 % % j-1 1/2 1/2
f j_ HG @) (8- - 2/2)/3 2y~ ez - w30
= Jy

X'¢C(ﬁ,\-7) du dv .

Asi se obtiene (4,20),
% £ & % & %
Por otra parte, las expresiones de H H‘.l’ H H3, Hu, H H6 y H7

cuando G es normal con varianza uno, se obtienen de (4.7), (4.8), (4.9),
(4.10), (4.11), (4.12), (4.13) y (4,14) respectivamente por medio de
cilculos directos (ver lemas A6, A7, A8, A9 , A10, A11, A12, A13 del

Apéndice).

4.2,- Algunos resultados nuréricos y conclusiones

Si Sn,5 = i y t; = i (i=1,2,3,4), del Teorema 2.3 (a), se obtiene
s _

- 2
eW,F(G) = (16/5) (ai(G)) .

Por otra parte, del Teorema 4.1 (a), se tiene

*1

al(G) 72 (5K +61(u +21<2 Ka)

donde
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4 (00O . .
K1 = Hl(u+v+w) h (u,v,w) du dv dw +

0 (0 (0 * *
+ I I I (utvtw) h (u,v,w) du dv dw

-0

sy {0 0 0 .
1(2 =J I J H3(u+v+w)h(u,v,w) du dv dw +

0 0 0
* %
+ I I I Hu(u+v+w) h (u,v,w) du dv dw ,

-0 *—m =

s (O[O0 (O 4 .
X =J J J H5(u+v+w)h(u,v,w) du dv dw +

o 0 0 .
+J I J Hs(u+v+w)h(u,v,w) du dv aw

*1 c 0 0 * *
}<Ll = J J I H7(u+v+w) h (u,v,w) du dv dw

* % % * % * %
yH ,H, ,Hy , H ,H ,H , H estin definidos por (4.8), (4.9),

(4.10), (4.11), (4.,12) y (4.13) respectivamente.

Si G es normal con varianza uno, se obtiene del Teorema 4.1 (b)
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. 0 (0
1<21 - f j Hy(y) (o(-(y-x/2)/3Y/%) = a(yr2-x)/31%)) ¢ o(x,y) dx dy +

1/2 /

0 (O = 1/2
+ [ I H,(y) (8(-(y—x/2)/37"7) - &((y/2 =x)/37" 7)) ¢ -(x,y) d&x dy,

& U
K1 - f J Hs(y) (d’(—(y—x/2)/31/2) - d’((y/2—x)/31/2)) ¢C(x,y) dx dy +
>y
0 0 * 1/2 1/2
+ I Jy Hs(y) (o(-(y—=x/2)/37"7) - &((y/2-x)/37"“)) ¢C(x,y) dx dy,
| o (0 * 1/2 1/2
Ku, = I I H7(y) (o(-(y=x/2)/37"7) - o((y/2-x))/37"")) ¢C(x,y) dx dy ,
- 'y
donde ¢C es la funcién de densidad de una variable aleatoria normal
bivariada con esperanza cero y matriz de covarianza C = ( i %) ,
x % * % * % %
yH ,H, ,H , H ,H , H , H; estdn dadas por (4.22), (4,23), (4.24)

(4,25), (4.26), (4.27) , (4.28) respectivamente.
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s o *1 *1 *1 *1 .
Integrando muméricamente K,~ , K,© , K;© , K~ se cbtiene que ai(G)

es aproximadamente 0,52306. Luego ey F(G) es aproximadamente 0,875, si G
9
es normal y por lo tanto ey Q(G) es aproximadamente 1,145, O sea el test
b

W es aproximadamente 15% mis eficiente que el test de Friedman, bajo nor-

‘malidad.
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5.- TEST DE YOHAT PARA CUATRO TRATAMIENTOS

5.1.- Resultados principales

Denotemos como en las secciones anteriores D. = max Z.. - min
1<ieh 1 1<dey

Qj el rango de Dj y Rij el rango de Zij en el bloque j,para j=1....,n.

Z;55

Ademis sean para i=1,2,3,4 y j=1,...,n

Qj + a(nt+1) si Rij = L
- a(n+1) si Rij =3
1) -a(n+1) si R.. =2
1]
-Q. - a(n#1 i R..=1
Q] ) si i3
n
yTi= ] Ty5 3 donde a es un niimero real.
j=1
Definamos

y
S=c¢' ]} T}z
i=1

donde
. 3 2 2 2 2
o = 9/(n"(2+6a+12a”) + n“(3+12a+24a”) + n(1+6a+12a”)).

Ahora bien, Tij puede reescribirse como

*
’_I'ij = H{j (Qj + a(n+1)) + Hij a(n+1) ,
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- donde
1 s1 Rij=l+ 1 s1 Rij:3
*
1 - _ 1 .. = e.e = - 1 .. = o
Hij = 1 s1 Rl] 1 s Hlj 1 si le 2
0 en otro caso 0] en otro easo

El siguiente Teorema es immediato y es dado sin demostracién.
Teorema 5.1 Sea H la hipbtesis nula dada por (1.1.1) , entonces
(a) bajo H, las variables aleatorias Hij (i=1,2,3,4 , j=1,...,n) son in-
dependientes de las variables aleatorias Qj (3=1,...,n).
(b) Bajo H, las variables aleatorias H; (i=1,2,3,4 , j=1,...,n) son in-
dependientes de las variables aleatorias Qj (3=1,...,n).
(¢) Para cualquier permutacién (ii’i2’i3"“ ,in) de los primeros n natu-
rales tenemos PH(Q1 = il""’Qn = in) = 1/n!.
(PH denota la probabilidad bajo la hipbtesis H).
(d) Dada cualquier permutacién (ii’iZ’iB’iu) de (-1,0,0,1) tenemos

1/24

T = 1= 4 _—
Py(Hys = 3g5Hps = dp0Hyy = dg,H 5 = 3

* . . . % )
PH(Hij = 11’H2j = 12,H3j = 13’H4j = 14)

1/24 , (3=1,...,n).

(e) los vectores T,é:" (H' 23 3:] ,Hu:] , (j=1,...,n) son independientes.

(j=1,...,n) son independientes.

() I.os vecto;:'éé }éj (H H H3] ’Hl}j
(g) Bajo H, S es libre de distribucién.

Usando este Teorema podemos definir un test no paramétrico tal que
rechaza H si

S > sn(a)
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donde sn(a) es definido por

PH,n(S > sn(a)) = a

(el subindice n indica que el estadistico S es computado usando n blo—-
ques).

El siguiente Teorema, muestra que la distribucién asintética bajo H
(bajo alternativa) es chi-cuadrado central (no central) con tres grados
de libertad.

Teorema 5.2
(a) Bajo H, S tiene asintéticamente una distribucién chi-cuadrado central
con tres grados de libertad.

(b) Sean Kn la sucesidén de alternativas dada por (2.1) y

s o
2" =16 @'@»? ]

2 2
61./(2 + 6a + 12a") ,
i=1

& &
donde a'(6) = (a(B(Hj, My)) + Eg(ahlyy + Ey(aHy)/20 )

_M12 es la funcién mdlcadora del evento D1 > D2 , Y E.Q denota la esperan
za bajo § = (01,92,93,94).

Entonces, bajo K S tiene asintbticamente una distribucién chi-cua-
drado no central con tres grados de libertad y pardmetro de no centrali-

*
dad A .

Demostracién:

*
Sea d; = 4 a (G) §;/(2 + 6a + 12a%)1/2 | i=1,2,3,4,
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Es suficiente mostrar que c;11/2 (Ti ,T{,Té ,Tll) converge en distribu-
cibn a (X - x,x2 - XX, - X_’Xu - X) , donde X s %55 X3, X, son variables
aleatorias independientes con distribucién normal con media di y varianza

uno, y donde X = (X +X, + Xy + Xu)/ll. Por lo tanto es suficiente probar

11/2 ' 1 1 1 : : 8
que ¢! (A1T1 AT+ 13T3 + AuTu) converge en distribucién a una va—
"
riable aleatoria con distribucién normal con media ] A; d; y varianza
i=1
4 2 2 _ y
Z A; =% X , para todo vector real (Ai,xz,xs,xu) y = Z A; /4.
1=1 1=1
n
Claramente se tiene Q. = ) M., + 1 (j=1,...,n) , donde
I yzq K
K7
M.. = (1o Yy Q
3k .
0 s1 Qj < Q
y
' = . ! - !
Sea L} 1';1 A; (T} Eg(Tl)).
Luego, podemos escribir
y n %
' = AL !, . + + + H.. + -
L i£1 1[3';1 HE, (Q + a(nt1)) H;; aln+1)

- E (Hij (Qj + a(n+1)) + H;j a(n+1)}:| =

fn
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*
): As Z ) {HJ':j (Mjk + (a(nt1) + 1)/(n-1) + Hij a(nt1)/(n-1) -

-E (Hij (Mjk + (a(n+1) + 1)/(n-1)) + H:j a(n+1)/(n-1))}| +

4 n
+ Y oa |l Y 2 tHy, (M + (a(ntl) + 1/(n-1)) + Hr, a(n+1)/(n-1) -
i=1 1| §=1 k=1 =
k>j

- E.Q (H‘ (M + (a(n+1) + 1)/(n-1)) + H . a(n+1)/(n-1))} | =
n

n n
= 7 Z Z Ap (HL (4 (a(nt+1) +1)/(n-1)) +H a(n+1)/(n-1) -
j= i=1

- By (i (g + @) + /(o) + sz a(n+1)/(n-1))} +
n

+ z A (HL (Gl + e + D/G-D) + Hy; atm/(n-1) -
l

- E.Q (H' (M + (a(n+1) + 1)/(n-1)) + H a(n+1)/(n—1))}]
n

Por lo tanto Lr'x puede escribirse cam el U-estadistico

' ® 321 k=1 g"%‘ 3
j <k



- 102 -

(z

donde %] 1§ ’ZZj’Zaj ’Zuj) y

L *
g'(gj,gk) = 121 Ai‘{Hik (M’kj + (a(nt1) + 1)/(n-1)) + Hy a(nt1)/(n-1) -

- E n(HJ!k (Mkj + (a(nt1) + 1)/(n-1)) + a(nt1)/(n-1) } +

i
9 ik

n

+.£

&
L A; {Hij (Mjk + (a(nt1) + 1)/(n-1)) + Hij a(n+1)/(n-1) -

“E  (HL. (M. + (a(n+1) + 1)/(n-1)) + H.. a(n+1)/(n-1))}.
1) Jjk 1]

fn

n
Sea -.gnb el subespacio de estadisticos de 1la forma P = } T (,%j) .
3=1

Los siguientes resultados son vilidos (ver Apéndice de Lehmann (1975)):-
(a) la proyeccién de L sobre g?es dada por

n

= (n-1) 7} ¢! (Z.) (5.1)
Iy sky Y%
donde
'bin(%) = Eﬂ,n(g'('%"%l)) (5.2)

(b) var, (1! - L) = var, (I') - var, (L) (5.3)
g (T = 1) = var, (1) - vary (@
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(var denota la varianza bajo la I;ipétesis alternativas l(n )

fn
(e) Si 1llamamos Vlim,jk = g}',l (,%j ,,%k) , se tiene

var (L]'_l) = (n(n-1)/2) var (V;1,12) + n(n-1)(n-2) cov (V1!1,12’VI'1,13) (5.4)

fn fn fn

(cov, denota la covarianza bajo la hipbtesis alternmativa 1%) .

fn

' . - '
(@ vargn(win(zj)) oovgn(vﬁ.j2’vn,j3) (5.5)
Ademis
3 ] - \
lnif var‘qn(Vn,iz) = varo(Viz) (5.6)
donde
Vi = ) A, {H' (M, +a)+aH_+H. M. +a)+aH.} |,
jok 334 1 ik K ik i 3k 1]
y
2
11 ! 1 = 1 ' =
1n+yz covgn(vn,ﬂ’vn,la) OOVO(V12’V13) 99 (5.7)
(var0 y cov, denotan la varianza y la covarianza respectivamente bajo la

la hipbtesis nula).
De (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7), se obtiene
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1im varﬁn(c;lllz a -Ln =0 (5.8).
rl—)@

De (5.1) , (5.7) y del Teorema Central del lLimite se tiene

- d
o121 S NC0,(9/(2+ Ba + 12a2))0?)
n n 0

(donde ¢ indica convergencia en distribucién y
N(0,(9/(2 + 6a + 12a2))05) la distribucién normal con media cero y va-
rianza (9/(2+ 6a + 12a%))92) .

Entonces de (5.8) se concluye

1172 1, ¢

c § N(0,(9/(2+ 6a + 12a2))a2) (5.9)

n n

Por medio de cilculos directos se puede mostrar que

2ur 2 ¢ 2 -2
(9/(2+ 6a + 12a“))03 = ] A - k2 (5.10).
i=1 1
Ahora bien, para probar
iy
1/2 4 L 2 )
ch _ElliTigN(Z'xiTi,ZA__L;A)’

1= i=1 i=1

teniendo en cuenta (5.9) y (5.,10) basta mostrar
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Y Y
lim c UzE(ZAT)-ZAd (5.11).
e n 'vn i=1
Se tiene
m
M E, (] AT
'\an i=1
1/2 ¢ n
= ¢l ) ) Z E (H' R +(a(n+1)+1)/(n—1))+H a(n+1)/(n-1))| -
if1 |51 k=1 fn ik 1]
k#3
Desarrollando E,Q(H:ij (Mj + (a(nt1) + 1)/(n-1)) + H a(nt1)/(n-1))
en una serie de Taylor alrededor de 0 = (0,0,0,0) y pon:Lendo
8=8 = (61/n1/2,62/n1/2,63/n1/2,6u/n1/2) , se obtiene

1/2
c! (ZAT)'
n 'Q:nll

y
nn-1) ot? § A, {EyHL, (M), + (atnt) + 1D/(n-1)) #H); a(ntl)/(n-1))+

=1 R
+ nt/? Lf 5. GE (H!, (M, +(a(n+1) +1)/(n-1)) +H,, alm1)/(n-1))/26_) _ +
L °p T°piRig Mg AW n- i1 @ n- r'g=0
r=1 -
+ on™Y/2y;,
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Como Eg(HE, (4, + (alntd) + 1D/(ed)) + H;f_j atnt1)/(n-1)) =

1

se obtiene

y
) A; T =

c,1/2
'an i=1

= an-n? ¢1)}? 2x )j 5, (A (H, (M )+ (a(n+1) + 1)/(n-1)) +
i=1 =1 - 8

a(n+1)/(n—1))/ae )2_ +o(1)] .

Luego, como lim cI'1 n(n—:l)2 = 9/(2+6a+12a2) , se concluye
o

uim 'Y E (zxm-
n
e mnll

Y n

3 ) &
= A. § (e @, ( +a) + H,,a)/a6) .
(2+6a+12a") 7/ Lt Lt R My 11777 re=0

Por otra parte para todo i (i=1,2,3,4) ,

(3E. (H!, (M.. +a) + H . a)/36.)

il 12 i1 i'p=p ~

= (aE (H], O, + a) + H /30) g = a (@ ;
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y para todo i # r (1=1,2,3,4 ; r=1,2,3,4)

&
(3EQ(H£1 (M12 + a) + Hii a)laer)'Q= =

*
= (3E,(H] M, + a) + Hll)/aez)

;1 &R~

* . .
Camo E,Q(H‘ii (M:12 +a) + H.11) 0 ,si6. =68, (3=1,...,4) , se ob-

tiene

*
(3E_(H! (M12 + a) + H11)/362)

g1 88

K3
= —(aE'Q(Hi1 (M12 +a) + H11)/861),Q=,Q/3'
Por lo tanto
L
lim Y2 E_ < } AL T.) =
nit» 'Q.n 1=1 i1
: [ :
= AL 6§, (E_(H!, (M., +a) +H. 6 a)/se ), .+
(2+6a+12a)/% 471 t|pmg KR 712 1 TR
#i

3
+ Gi (aE@(Hi1 (M12 +a) + Hi1 a)/aei)

Y
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m M
3 * %
= 177 ML s,/ a@ +sa@ | =
(2+6a+12a") i=1 r=1
r#l
n M
y *
= a(G)G.A.=2A.d..
iZ1 (2 +6a+12a%)/% 11 .49 21

De este modo se concluye (5.11) y por consiguiente el Teorema 5.2.
Como consecuencia del Teorema 5.2, obtenemos la eficiencia asintéti-
ca relativa de Pitman del test S con respecto al test F.
Teorema 5.3 Si 02(G) < = , la eficiencia asintética relativa de Pitman

del test S con respecto al test F es dada por

16
2+6a+12a

(O = (2~ ©)72 52(q).

eS,

Demostracidn:

El Teorema 5.3 se sigue del Teorema 5.2 y del hecho que bajo las al-
ternativas K s F converge en distribucién a una chi-cuadrado no central

con tres grados de libertad y parfmatro de no centralidad

Y
1 8%/q%(6).
i=1

El siguiente Teorema, da una expresién computable de a*(G) para
cualquier funcidn de distribucién G y para el caso normal.
Teorema 5.4 Sean Z,,Z, 3Zq52y, variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas eon distribucién G. Definamos U = Zy - 24 5
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% _
V=2, -1 W=2Z -Z,y seah (u,v,w) la densidad conjunta de U, V y

3 2° 4 3
W. Inego
® * * % %
(@) a'(e) = 288 (1 + 1K1 + 6a GG + K) (5.12) ,
donde
% 0 [0 % * 0 (0 &
K, = ] h (u,0,w) du dw 3 K5 = h (u,v,0) du dv ,
o .0 .0

* * x
}(11 = J I J Hl(u+v+w) h (u,v,w) du dv dw +

o 0 0 .
+ I I I H2(u+v+w) h (u,v,w) du &v aw
=00 - Pl

0 0 (0 .
K*l = J J J H7(u+v+w) h (u,v,w) du dv dw

0 (2w &

& z (0 , *
Hy(2) = I j h (O,v,w) dv &w H2(z) = J h (O,v,w) dv dw ,

00

. )

0

0
* %
H7(z) = J I h (zv-w,v,w) dw dv .
z-v

‘z
(b) SiGesnormaloonvarianzamoysidenotamoscon@cycbclaflm-

cidén de distribucién y de densidad de una variable aleatoria normal bi-
variada con esperanza cero y matriz de covarianza C respectivamente, se

tiene
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b

K, = 0,05527 (5.13)
*
K, = 0,04289 (5.14)
0 .0

1/2 1/2))

%
K;1='[ I H (p) ((-ly - x/2)/3Y%) - stty/2 - 0/3
. . } y

X ¢C(x,y) dx dy +

(5.15)
0 0 =2
+J J H (y) (e(-Cy - x/2)/3Y/%) _ otly/2 - 737
-0 y
X ¢C(x,y) dx dy .
O AN 1/2 1/2
K,~ = I I H7(y) (o(-(y - x/2)/37°7) - e((y/2 - x)/37"7))
-0 y
(5.16)

X ¢Ctxay) & dy ’

2 1
donde C = 1 2 ’ y

* 1/2 1/2 1 3712
R, - -
Hy(z) = 27"« 0:(z/27'%,00  , cC= <;3_1/2 . (5.17)

1/2
H;(z) oz - w2 ) ¢(w) du (5.18)

2—1 _1/2 (0
T J 1/2

z/2
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1/2

slzw) (2002172 - w/217?)y — 1) au (5.19)

/2 2m (172
H;(z) = 22'1 T / e~ 2 /4 j

0

Demostracién :

Sea Q = (91',92,63,914) > 6476 56p =63 %6y = 0.

Camo
1 si R11 = i
1 - > -
H11 = -1 s1 R11 =1 s
0 en otro caso
se obtiene
EgWy) = Po(Zyq 2299 5 299 2235 5 Z9q 2 %yy) -
- Pg(zn 299 5249 239 5099 £Ty4) =
= £ (8) - £ (¢
1( ) u(e) .
donde
= p R/ yA zZ )
£,(0) Pg(z11 2 Ty 2 By 22 5 2y 20
f,(8) = Pe(Z11 €251 5249 S Zoq 5 Dgq s Zy) .



Luego R

(aEg(Hii)/aal)g=g = (dfi(e)/de)e:0 - (dfu(e)/de)ezo.

Del Teorema 4.1, se concluye

(3EQ(H:'L:[)/391)

80

0 (0 0
= 3!; J I h (0,y,z) dy dz + J

-0

0 &
j h (x,y,0) dx dy

-00

., &
Ahora encontraremos una expresidn para (aE%(Hn)/aei)gzg.

Como
1 s1 R11 = 3
* -
H11 ={ -1 s1 R11 2 )
0 en otro caso
se tiene

L3
Botly)= 3(P(Zg 2 Zpy 5 2qq 2 239 5 2y £ Zyy) -
- Pg(211 SZpg 5 Z9q STgq 5 Zyg 274)) =

= 3 (£y(0) - £(0))
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(5.20)
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donde

£00) = BTy 2 2y 5 By 2 Ty 5 By STy

£3(0) = Fo(Zyy S Zq 5 29q S Zyq 5> Zqg 2 Byy)
Luego,

(BEQ(HL)/aei)Q:O = 3 ((a£,(6)/de), o - (dE,(0)/dB), ().
N

Del Teorema 4.1 se tiene

(3E9(H11)/3°1)g=g =

e

0 (0 4 0 (0
=6 3- I I h (0,y,z) dy dz + J J h (x,0 2) dx dz (5.21).

. .. .
Finalmente encontraremos una expresidn de (aEg(Hll M12)/891)Q___Q.

De las definiciones de H:'11 y M12 se obtiene

o _ )
?Q(H11 M) Pg(Z11 229 5 299 2239 5 299 2%y 5D 2D)
- PylByy £ Zpy 5 Tyg STy 5 Byg SZy 5 Dy 2 D,) =

1 1
f1e) - £,(8) ,



donde

1 -

fi(e) = P'Q,(Zﬂ 2 Zyq » Zyq 2 Zgg 5 299 2 Zyq > Dy 2 D2)

£,(0) = Pot?11 = Zp1 » Pgq S %3 5 Pgg S %y 5 Dy 2 Dy
Luego,

(3E,(H], M;,)/36,)

9 11 12 8=0

Del Teorema 4.1, se concluye

_ *1 %1
(aEf?,(Hil Miz)/ael)’Q:'Q = 288 (1<1 + Ku )

donde

s (0 (0 O 4 .
K, =~ = Hl(u+v+w) h (u,v,w) du dv dw +

-—C0 & D

0 0 (0 .
+J J J H2(u-_1-v+w)h(u,v,w) dudv dw ,

*1 0 0 (0 %
= I J J (utviw) h (u,v,w) du dv dw ,

. .}

&

- .}

* z (0 4
Hl(Z) = J I h (O,v,w) dv dw ,

-0

9

D)) .

- 1 1
= (afy(e)/de)_, - (df (8)/de), .

(5.22)

- 114 -

b
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0

* Z-W
HZ(Z) = J J h (O,v,w) dv dw ,

VA

* 0 (0 %
H.7(z) = I I h (z-v-w,v,w) dw dv .
z ‘z-v

De (5.20), (5.21) y (5.22) se concluye
a'(@ = 288 (11 + K +6a (1G + K
donde

. (0 (0 0o 0
K2=J J h (u,0,w) du dw , 1<=J J h (u,v,0) du dv .

De esta manera se obtiene (5.12).

(b) Si G es normal con varianza uno, (5.13), (5.1%), (5.15), (5.16),
(5.17), (5.18) y (5.19) se deducen de (4,15), (u4.16), (4.17), (4.20),

(4.22), (4.23) v (4,28) respectivamente para j = 1.

5.2.- Resultados numéricos y conclusiones

Integrando numéricamente (5.15) y (5.16) se obtuvo de (5.12) que
%
a (G) es aproximadamente 0,31913 + 0,58894 a , si G es normal con varian-

za uno. Luego, del Teorema 5.3 se concluye que eg F(G) es aproxin\\adanmte
2
igual a



(16/(2 +6a + 12a°)) (0531913 + 0,58894 a)>.

El valor de a que maximiza esta {iltima expresién es 0,11, Por lo tan-
to eS,F(G) es, para este valor de a, aproximadamente 0,841 y de donde
eS,Q(G) es aproximadamente 1,10. O sea, si G es normal el test S es aproxi
madamente 10% mis eficiente que el test de Friedman.

Por otra parte si Sn,j = j/n (3=1,...,n) y ti =i (i=1,2,3,4), la efi

ciencia asint6tica relativa de Pitman del test S con respecto al test de

Quade (W) es aproximadamente 0,961 para a = 0,11 y G normal.
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6.- ESTUDIO DE MONTE CARLO

6.1.- Descripcién del eshidio

En esta seccidn vamos a suponer Sn,j ° (j/n)r G=1,...,M ¥y tl. =i
(1=1,...,m).

El estudio de Monte Carlo tuvo camo objetivo calcular la potencia del
test de Quade y compararla con las potencias de los siguientes tests: F,
Friedman, alineado con la media, y alineado -con la mediana.

Para este estudio fueron seleccionados dos valores de m: 3 y U4; tres
distribuciones: normal, Cauchy y Student con tres grados de libertad; y
cuatro valores de r: 1, 1/2, 1/3, 1/4.

Por otra parte para n = 10 y n = 20, las alternativas consideradas
fueron61=—6 »6p=0,03=6param=3y6, =-$ ,62=—6/2,
6y = §/2 y 6, = & param = 4, donde 6 es un nimero real.

Para cada una de las tres distribuciones consideradas fueron selec-
cionados los siguientes valores de §: 0,31, 0,63, 0,84, 1,38, 1,02 para
n=10y 0,22, 0,31, 0,37, 0,63.para n = 20,

Para cada eleccién de G, n, m, § y r se realizaron 10000 iteraciones.

las potencias muestrales son mostradas en las Tablas ITT, IV, V, VI,
ViI, vIir, IX, X, XI, XI1, X111 y Xyv.

Nota.

(a) Se usard la siguiente notacién de los estadisticos del test de Quade:
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Lo 12 ..
W2: Sn,j = (§/n) G=1,...,n) , t; =41 (i=1,...,m); -
- . 1/3 L. - - 3 - -
Wy: S, ° (§/n) / (j=1,...,n) , t; =1 (1=1,...,m);
. 1/u .. . e
Wy, : Sp,q © (3/n) G§=1,...,m) , t; =i (3=1,...,m).

Ademis denotaremos con AL1 al estadistico del test alineado con la
media vy con AL2 al estadistico del test alineado con la mediana.

(b) Sea d = P - P, donde P es la potencia muestral de cualquiera de los

0’
estadisticos considerados Wy, Wy, Wy, Wy, F, AL1, AL2) y ;Q es la poten-
cia muestral del estadistico de Friedman. Luego, los valores tabulados de
de las potencias muestrales son marcados con + si |d| excede 2 veces la

desviacién estdndar de d, v con - si |d| no excede 2 veces la desviacién

estandar de d.

6.2.- Conclusiones

(a) Si G es la distribucién normal con varianza uno:

la potencia del test de Quade (Wi, W,, W, o W) y el test de Friedman-di-

3
fieren significativamente., La potencia del test de Quade fue superior en

casi todas las alternativas consideradas.

(b) Si G es la distribucién Cauchy con parfmetro de escala uno:

la potencia del test de Quade (W1 o W2) y la del test de Friedman difie-

ren significativamente. La potencia del test de Friedman fue superior, en
casi todas las alternativas consideradas. Pero, no hay diferencia signi-

ficativa entre la potencia del test de Fridman y el test de Quade

(W3 o wu), en casi todas las altermativas consideradas. .

(c) Si G es la distribucién de Student con tres grados de libertad:
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la potencia del test de Quade (W,) y la del test de Friedman difieren
significativamente. La potencia del test de Friedman fue favorecida en
varias situaciones. Para el test de Quade (WZ) los resultados fueron mix-
tos. Ademis, no hay diferencia significativa entre la potencia del test
de Friedman y el test de Quade (W3 o Wu).

El test F y los tests alineados (AL1, AL2) resultaron generalmente
con mis potencia que el test de Friedman y el test de Quade (wi, Wy, Wg,
Wy), para las distribuciones y alternativas consideradas.

Los resultados, para G normal con varianza uno y G Cauchy con para-
metro de escala uno, fueron consistentes con aquellos dados en las Seccio-

nes 3 y U,



- 120--

TABLA IIT
Potencias miestrales para a = 0,066
m=3 ;3 n=10 3 G : normal

8
Estadisticos 0,31 0,63 0,84 1,02 1,38
W, 0,2138% 0,6302% 0,8u98* 0,9582" 0,9982™
W, 0,2150* 0,6202" 0,8u14”  0,9510°  0,9976"
W, 0,2124" 0,61u2" 0,835u" 0,9496"  0,9972”
W, 0,2072* 0,6132%  0,8288°  0,9u50"  0,9966
Q 0,1876 0,5652 0,7876 0,9198 0,9936
AL1 0,2218* o,67u4*  0,8930%  0,9796* 0,999y~
AL? 0,2100" 0,6u46" 0,8610" 0,9612°  0,9996"

F 0,2254" o,6864"  .0,9008"  0,9808"  0,9996~
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TABLA IV
Potencias muestrales para o« = 0,06
m=3 3 n=20 3 G : normal

5

Estadfsticos 0,31 0,22 0,37 0,63 0,84
W, 0,3536" 0,2000  0,4776" 0,9150%  0,993u"
W, 0,3394~ 0,1918~  0,4562" 0,8988°  0,9916~
W, 0,3uu2" 0,1976~ o,u610" 0,9030" 0,9896
W, 0,3u86" 0,1986~ 0,4674" 0,9054% 0,989y~

Q 0,3258 0,1916 0,4306 0,8676 0,9850
AL1 0,3770% 0,2086" 0,5072% 0,9u08" 0,9964
AL? 0,3620% 0,2070% 0,ugu2t 0,92u6t 0,994~

F 0,393u% 0,215u% 0,5320% 0,9508% 0,9982"




TABIA V
Potencias muestrales para a = 0,066

m=3 3 n=10 ; G : Student con 3 grados de libertad
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Estadisticos 0,31 0,63 0,84 1,02 1,38
W, 0,178~  0,3772" 0,5774%  0,7242"  0,8854"
W, 0,1490"  0,3948~  0,6056~  0,7460  0,9162"
W, 0,1510"  0,4084~  0,6260"  0,7590  0,9222"
W, 0,1512  0,4128” 0,6310" 0,76u8"  0,9258~

Q 0,1508 0,3964 0,6048 0,7368  0,9094
AL1 0,1670" 0,4276" 0,6416" 0,7790"  0,9326"
AL? 0,1554~  o,u3007 . 0,452t  0,7788%  0,9366"

F 0,1578~ 0,4050~ 0,6060~ 0,7422~ 0,

9050~
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TABLA VI
Potencias muestrales para a = 0,06

m=3 3 n=20 ; G : Student con 3 grados de libertad

Estadisticos 0,31 0,22 0,37 0,63 0,84
W, 0,2184~  0,1386"  0,2892"  0,6622"  0,8598"
W, 0,2408%  0,1548~  0,3206°  0,6948  0,8908"
W, 0,2506%  o0,1626°  0,3302"  0,7148"  0,9%046"
W, 0,2500*  o0,1632%  0,3308% 0,718  0,9036”

Q 0,2262 0,1484  0,2996 0,6804  0,8820
AL1 0,2326 0,492~  0,3156°  0,7114"  0,8976"
AL? 0,206  0,1506~  03;3156°  0,7196°  0,9090"

F 0,2102%  0,1438"  0,2862 0,644  0,8358"
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TABLA VII
Potencias muestrales para a = 0,066

m=3 3 n=10 3 G : Cauchy con pardmetro de escala uno

Estadisticos 0,31 0,63 0,84 1,02 1,38
W, 0,0924~ 0,2306"  0,1902" 0,3588°  0,3508~
W, 0,098y~ 0,2786~  0,2320~  0,4326~  0,4261"
W, 0,1022% 0,2935%  0,2463" 0,4606°  0,u4604”
W, 0,1012% 0,2933°  0,2u63" 0,u468Y4" 0,4602

Q 0,0922 0,2780 0,2455 0,4u16 0,4571
AL1 0,0914~ 0,2335%  0,2088" 0,3835°  0,u051"
AL2 0,1051* 0,2924*  0,2508” 0,4576~  0,4677%

F 0,2012%  o0,1831%  0,2022*  o0,3016"  0,3522"
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TABLA VIIT

Potencias muestrales para ¢ = 0,06

m = n=20 ; G : Cauchy con pardmetro de escala uno
5

Estadfsticos 0,22 0,31 0,37 0,63 0,84
W, 0,0888" 0,1054% 0,1228" 0,222 o,u3ey’
W, 0,1082~ 0,1312" 0,1556~ 0,3180"  0,5614"
W, 0,1122” 0,1350" 0,160  0,3u06~  0,5978”
W, 0,1128~ 0,1352  0,1644~  0,3u32”  0,6098"

Q 0,1126 0,1320 0,1578 0,3382 0,6032
AL1 0,0982% 0,117ut 0,140u* 0,2882*% 0,u790%
AL?2 0,1129~ 0,1360°  .0,1632~  0,3u44”  0,6036"
F 0,0850% 0,10u2" 0,1156°  o0,1814"  0,2526"
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TABLA IX
Potencias muestrales para o = 0,066

m=4 ; n=10 ; G : normal

Fstadisticos 0,31 0,63 0,84 1,02
W, 0,2176~ 0,6672% 0,8938" 0,9726
W, 0,2112" 0,6u74" 0,8774" 0,9700~
W, 0,2216~ 0,6656" 0,8870~ 0,9730"
W, 0,221u~ 0,6702% 0,9000" 0,9722~

Q 0,2110 0,6426 0,8662 0,9618
AL1 0,2388% 0,7334* 0,9296" 0,9890™
AL2 0,2316% 0,7126" 0,9210" 0,9998"

F 0,2u0u* 0,739u* 0,9382" 0,9998*




TABLA X
Potencias muestrales para « = 0,06
m=4 3 n=20 ;3 G : normal

5
Estadisticos 0,22 0,31 0,37 0,63

W, 0,21227 0,3778" 0,5126" 0,9498"

W, 0,1992~ 0,359 0,4766~ 0,9200"

; Wy 0,2058" 0,3694" 0,49017 0,9268~

oW, 0,2072” 0,3770" 0,5010" 0,93u6~
Q 0,2068 0,3528 0,4840 0,9266

— 0,231u" o,u2u2t 0,5584" 0,9696"

AL2 0,22u0" 0,4070" 0,5432" 0,9638"

F 0,2u72* 0,4386" 0,5802" 0,9774"




- 128 -

TABLA XT
Potencias muestrales para a = 0,066

m=4 ; n=10 ; G : Student con 3 grados de libertad

8

Fstadisticos 0,31 0,63 0,84 1,02
W, 0,1402" 0,39u2" 0,59un" 0,7466"
W, 0,1500% 0,433 0,638u" 0,7870"
W, 0,1552" 0,4546~ 0,6722~ 0,8136~
W, 0,1558~ 0,4548~ 0,6800~ 0,8250~

Q 0,1502 0,4458 0,6774 0,8140
AL1 0,1594~ 0,4648~ 0,6918" 0,8384"
AL2 0,1538" 0,u678" 0,6986~ 0,8506"

F 0,1566~ 0,u26u" 0,63u6" 0,7756"
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TABIA XIT
Potencias muestrales para a = 0,06

m=4 3 n=20 ; G : Student con 3 grados de libertad

Fstadisticos 0,22 0,31 0,37 0,63
W, 0,1338" 0,2190" 0,290u" 0,6954"
W, 0,1420" 0,2212" 0,2960" 0,7072"
W, 0,1uuy" 0,2402" 0,3203~ 0,7280"
W, 0,1505" 0,2434~ 0,3208~ 0,73u8~

0 0,1480 0,2478 0,3240 0,7590
AL1 0,1484" 0,2u66~ 0,3254" 0,7808~
AL2 0,1558~ 0,2686" 0,3530" 0,8016"

F 0,1320" 0,2076" 0,2790" 0,6658"




TABLA XIIT

Potencias muestrales para a = 0,066
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m=U4 =10 ; G : Cauchy con parémetro de escala uno
Estadisticos 0,31 0,63 0,84 1,02
W, 0,1030" 0,2016" 0,3002" 0,3878"
W, 0,1134~ 0,2380" 0,3uuy" 0,uu5y’
W, 0,1212” 0,2640” 0,3852" 0,4908"
W, 0,1226" 0,2714~ 0,3994" 0,5060"
0 0,1128 0,2704 0,4062 0,5170
ALl 0,09u2% 0,1852" 0,2796" 0,3600"
AL2 0,1112 0,2598~ 0,400y~ 0,5090"
F 0,08uy* 0,1333" 0,1864" 0,22uy"




TABLA XTIV

Potencias muestrales para a = 0,06

- 131 -

m= U n=20 3 G : Cauchy con pardmetro de escala uno

Estadisticos 0,22 0,31 0,37 0,63
- - - +

W, 0,0812 0,0886 0,1008 0,1508
W, 0,0632" 0,0876~ 0,1054~ 0,1820"
W, 0,0792" 0,0964~ 0,110~ 0,1906~
W, 0,0798~ 0,1020" 0,1144" 0,1963~
Q 0,0796 0,093y 0,1088 0,1902
ALl 0,0720" 0,0698" 0,0724" 0,070u"
AL2 0,0801" 0,0960~ 0,1100~ 0,1922"
F 0,1u14" 0,1334" 0,1418" 0,1340"
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7.- CONCLUSIONES FINALES

En resumen los resultados abtenidos fueron los siguientes:

(a) Seanm=3,D. = max Z.. - min Z.. t.=i,s .= Gm+DT
’ 1<i<3 1] 1<i<3 3 1 > 0,3 )

(i=1,2,3 ; j=1,2,...,n, r es un nimero real).

Parar = 1, eW,Q(G) es aproximadamente 1,1623, bajo normalidad. Mien-
tras que si G es la distribucién de Cauchy el test de Friedman es més
eficiente que el test W.

Si modificamos r (por ejemplo r = 1/8 o r = 1/12) ew,Q(G) se apro-

xima a uno, para i2s dos distribuciones consideradas (normal y Cauchy).

4, D, = ,i.=1,s8 ., =73/

(b) Sean m max Z.. - mn Z..
J 1sisd 13 1<a<h 13 1 n,j

(i=1,2,3,4% ; j=1,2,...,n).

la eficiencia asintdtica relativa de Fiiman del tes W con respecto
al test Q es aproximadamente 1,145, bajo normalidad.
(c) Del estudio de Monte Carlo se concluye:
(01) G : normal
La potencia del test de Quade (w1 W, Wy 0 Wu) fue superior a la potencia
del test de Friedman en casi todas las alternativas consideradas.

(02) G _: Cauchy

La potencia del test de Friedman fue superior a la potencia del test de
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Quade (W1 o W2) .
Pero, no hay diferencia significativa entre la potencia del test de
Friedman y a la potencia del test de Quade (W3 o) Wu) en casi todas las

alternativas consideradas.

(c3) G : Student con tres grados de libertad.

La potencia del test de Friedman fue favorecida en varias situacicnes,
cuando se la caompard con la potencia del test de Quade (Wl) .
Ademis no hay diferencia significativa entre la potencia del test

de Friedman y la potencia del test de Quade (w3 o wu) .
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.— APENDICE -

Usando las definiciones de la introduccién, en los Tecremas Al, A2,

A3 vamos a suponer m=3; s_ = j (3=1,...,m) , t, = i(1=1,2,3)y
b

D. = max 2Z.. - min Z,. (j=1,...,n).
1¢i<3 Y 1<i<3 1 S

Luego el test basado en ranges ponderados se reduce a

3
W=oc ] TS

i=1 1
donde

1 si Rij = 3 .
c, = 6/n(n + 1(2n + 1) , Hyg={-1 si Ryy=1,7T;= jZ1 Hs Q5.

0 si R.. =2

1]
Teorema A1 Sea K : G..(x) = G(x - 8._ — u.) una sucesién de hipbtesis
—_— n 1] in Jj ;
. : 172 3 . .

alternativas tal que 6. = 8./n™" ", ) §; = 0 (i=1,2,3 ;5 §=1,2,...,n).

i=1"
Bajo K, W tiene asintdticamente una distribucién chi-cuadrado no —

central con dos grados de libertad y pardmetro de no centralidad

3

_ 2 2
A= (27/4) (ai(G)) ‘Z1 &3

donde al(G) = (BEQ(Hll M12)/391)

=R
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Demostracién:

Sea d. = (271/2/2) ai(G) §; (i=1,2,3). Basta mostrar que
1/2 c e s -
o (Tl’TZ ,T3) converge en distribuvidn a (Xl-X,X,z —X,Xs -%) donde Xl’
X,> X4 son variables aleatorias independientes con distribucién normal --
con media d; y varianza uno (N(di,i)) y R= (X1+X2+X3)/3. 0 sea es sufi-

ciente probar que para todo vector real (Al,kz,k3) s

3 3 3

1/2 d 2 =2

o .z A; T, >NCE oa;dp, 1A - 3% (A1)
1=1 1=1 1=1

3
donde $ indica convergencia en distribucién y X = } Ai/ 3.
i=1

Sea

3
L = )] x (T.-E, (T.)
n L 1 1 1
1=1

*n

donde E, indica la esperanza bajo Kn'

fn

n
Como Qj = kzl Mjk +1 (j=1,...,n) , podemos escribir

k=3
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Doyl 3omgf e )
L = . H.. M 1 =
n b M 321 & k=1 Mot 'Qan] (k=1 1k
k7 k=]
3
= 7 A Z X ;o Oy + /(1)) B (Hy, Oty + 1/ @-DD} [+
i=q * 3=1 k=1 RIS fn 1
k<3
3
+ 7 . 2 Z {5, (M + 1/(-1)) - E, (Hy, G + 1/(n-1)N}| =
izt 1421 k=1 Ik fn *
k>3
) ’z‘[z )
>. M. +1/(n-1)) - E (H M. +1/(n-1)))) +
§=1 k=1 ik g Rn §5
J<k
3
(HL (M -1)) - Hys (Mo N l.
+l_§1 A; ( 13 ( e + 1/(n-1)) E'Qn( . (M., + 1/(n-1)))
Luego, L _ puede escribirse como el U-estadistico
Z Z (%% >
sky 1k 8%y o%x
<k
donde Z. = (Z

%5 = Pagplogrlag) ¥
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3
£, (%58 = _21 Ay g 04, + /(D) - By Wy G + 1/@-D) +
1= Tl

3
+ z A (Hij (Mjk + 1/(n-1)) - E

. (M., 4+ - .
4 ,Q,n(Hlj ( Sk 1/(n-1)))

n
Sea ;2 el subespacio de estadisticos de la forma P = ) ry (%j) .
31

los siguientes resultados son validos (ver Apéndice de Lehmann (1975)):

(a) la proyeccién de L sobre ._? es dado por

# n
L, = (n-1) jZ1 ¥4 %s) (A2)
donde
"’jn('%) = E (gn(%,%l)) (A3)
fn

% %
(b) var, (I, =L, ) =var, (L) - var_ (L) (AY)

gnl"n Lh gn n 'Qn n

(var, denota la varianza bajo la hipdtesis alternativa Kn) .

An

(e) Si 1lamamos Vn,jk = gn('%j "%k) se tiene
vargn(Ln) = (n(n-1)/2) vargn(vn’lz) + n(n-1)(n-2) Oovgn(vn,12’vn,13) (A5)

(cov, denota la covarianza bajo la hipétesis altermativa Kn) .

fn
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- (@ var, (v, (Z.)) = cov, (V_ ., ,V_..) (A6)
n 1% §n M»32° 1,33
Ademis
n_]_ii} var’%n(Vn,lz) = VarO(V12) (A7)

y
donde Vy = izi A (g Mg o+ Hy MYy

g cov,Qn(Vn,12’Vn,13) = COVO(V12’V13) = o (A8)

(vaI'0 y cov, denotan la varianza y la covarianza respectivamente bajo la
hipdtesis nula).
De (A4), (A5), (A6), (A7) y (A8) se obtiene

1lim var (01/2

o o (X - 1)) = 0 (A9).
no n

De (A2), (A8) y del Teorema Central del Limite, se concluye

c1/ 2

* g 2
o Ly T NGO, 300).

Luego de (A3) se obtiene

1/2 2 |
1 SN0, 30.) (A10)
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Se puede mostrar que
2 3 -
o = (1/3) § 22 _7%? (A11)
0 i2q 1

Luego para probar (A1) teniendo en cuenta (A10) y (A11) basta mostrar

1/2 3 3
lim c DR AL ) A, dy o (A12).
I n\i=1 i=1

Ahora bien, se tiene

3 1/2 n
I A T.l=c Z Z I X E (H, (M + 1/(-1)).
= N 521 421 k=1 fn 1

k#j

Desarrollando E (H (M + 1/(n-1))) en una serie de Taylor alrede-

R

dor de 0 = (0,0,0) y poa-endo ,(\3’ =8 = (61/n1/2 . 62/n1/2 , 63/n1/2) se ob-
tiene
C ) }\ T
n 'Qn (1 )
_ 172
= c'“ n(n-1) X A {E (H,y M, +1/(n-1))) +

n i=1 12

172 % -1/2
+n ) & ((3E_(H., (M, + 1/(n-1)))/36_) + o(n )},

r=1 T g 711 12 r,Q=Q
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Como E,Q‘(Hil (M:L:Z + 1/(n-1))) = Q, se ohtiene

3
A2E (] a1 )=
n\i=1

3 3
2,172
= (¢, n(n-1)%) Z [ Z 5, {(BEQ(Hil My,
i=1 | r=1

+

1/(n-1)))/ae_r)!é:4g + 0(1)]] .

Luego, se concluye

Lim /2 E § A. T. :31/2§ A, § 5. { OE, (H. M,,)/36 )
e n 9 529 171 i34 Y| pq T £ 11 12 r 9=0

Por otra parte para todo i (i=1,2,3)

(3E, iy M1)/903)_0 = (T (Hyy Myp)/00,)0 0 = (@)

N

y para todo i # r (i=1,2,; ; r=1,2,3) ,°

(3E (Hl.1 M12)/3°r) = (3E . (H,, M )/aez)

? g T g M2 %020p=g -

Ademis camo E,Q(Hil M12) =0 si ej = 8 (3=1,2,3) , se obtiene

(aEQ(Hﬂ M12)/3°2),Q=g = (-1/2) (al—:'@'(H11 M,,)/30,)

g2

Por lo tanto
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3
. 1/2
1lim c E A.T. )=
me I 'Qnigi 171
=31’2§x fa{aE(H M )/s0_} _ + 8, { 3E (H. M)/
i5 i pmor o gt 127/%0geg T 0r ¥Ry Mpd/o05dp-
rti
3 3 3
=20 @t §Of o e+ T oags )
L & i r .o 11
1=1 r=1 i=1
rti
3 3
= ] A «277%/2) a,(®) 6., = 1 oA d. .
i34 1 1 1 joq 101

De este modo se concluye (A12) y por consiguiente el Teorema Al,

Como cansecuencia del Teorema Al, cbtenemos la eficiencia asintéti-

ca relativa de Pitman del test W con respecto al test F.

2
Teorema A2 Si o (G) < » , la eficiencia asintética relativa de Pitman

del test W con respecto al test F es dada por
2 2
&y 1:,(G) = (27/4) (al(G)) o (G) .
b

Demostracién :

El Teorema A2 se sigue del Teorema Al y del hecho que bajo las alter-
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nativas Kn , F converge en distribucién a una chi—cuadrado nc central

3 2
con tres grados de libertad y parfmetro de no centralidad 6%/0 @) .

i=1
El siguiente Teorema da una expresidn camputable de al(G) para

cualquier funcidén de distribucién G y para el caso normal.

Teorema A3 Sean Z,, Z,, Z; variables aleatorias independientes e idén-

2

= Z3 - 22 y sea h(u,v) la densidad conjunta de Uy V. Luego

(@) a,(@ = 24 (K +K) ,

ticamente distribuidas con distribucién G. Definamos U = Z, - Zy,

daonde
0 0] w1+w2
K, = L, L., j_m h(0,v) h(w,w,) dv dw, dw, (a13),
0 1] 0
K, = I I J h(w1+w2-v,v) h(wl,w?) dv dw1 dw,, (A14) .
-0 00 w. +w,
1 72
(b) Si G es normal con varianza uno, se tiene
K, = () "2 I 2ew/3?) - 1) e(-2w/3Y?) o(w) au (A15)
0
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K, = (sm) 12 J 2ew/61?) — 1) ¢(u) qu (a16) ,
0

donde ¢ yv ¢ son las funciones de distribucién y de densidad respectiva-

mente de una variable aleatoria normal con media cero y varianza uno.

Demostracién :

(a) Sea g = (61,62,63) 6, =6 5 65 = 65 = 0.

De las definiciones de H:11 y M12 se tiene

Bg(tyg Myp) = P(Byq 2 299 5 299 2 235 5 Dy 2 D) -

" PplZyg = %99 5 Z9q 2231 5 Dy 2 D) =
= gi(e) - gz(e) s
donde
gl(e) = PQ(Zﬁ > 221 R 211 > 231 > Dy z"Dz) y
gz(e) = P,Q(le 3221 , 211 < 231 , D1 > D2) .
Luego
a,l(G) =(cilg1(e)/de)e=0 - (dgz(e)/de)e=0 (A17).

Es immediato ver que



gi(e) = 2 P,%(Zii > 221 s> Zog 2 Zgq » D, 2 D,) =
=4 (U Pgllyg 2299 5 29 2 239 5 Zyp 2299 5 2y
Z4q - 731 2 299 - Z32) *
Y Pp(Zyy 2 Zpq 5 Zog 2231 5 Zyp 2295 5 2y
299 = 239 2 Zpp = Zgp) *
tPa(Zyg 221 5 Tpq 2235 5 Py 2739 5 By
299 = 231 27299 - 2490 } .
Luego, se tiene
gl(e) =4 { P’[\)’(Z21 -Z4420, Zog = Zpq < 0, Z
219 ~ %33 =291 * 23 2O 4
* Py = By 5 05 2y - 2y 305 2y
Zyg = %39 = %qq ¥ 239 2 8) *
t P2 = Tyq 285 Zgg - Zyy 205 2y
Zy = Typ = Dyq + gq <200 } .
Ahora, definamos
Vi = 290 =299 s Vg = 239 =2y 5 W =7

Por lo tanto

v

v

3

32

122

IA

A

2 9

b

12 -

0, Z

32

- 14y -

-7

22

<0,
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+ PO(V1 50,V < O,W) <-8,W, <O0,V, +V, - Wy - W, < 8) +

n
+ P,Q(Vl 2 0,V, < O,W1 < O,W2 < -6,V +V, - W, - W, < 26) }.
Definiendo }\i = (111’“2>u3’uu9115) y
L(uy5ug5ug,Hy5ug) =
= PV = ugoVp < upoWy 5 gl < wy,Vy + V) =Wy =Wy < ug)
se tiene
(dg,(8)/de),_o =12 (8L/3uy2 g * 12 (3L/3ug) g -
n, v H N

Analégamente se puede probar que

(dg,(8)/de) _o =-12 (aL/euj);dz(, - 12 (aL/auS)Jd:0 .

n n

0

Luego de (A17) se tiene

ay " )y = 24 (E;L/aul)u:0
A n,

De esta manera definiendo K1 = (BL/aui)uzo y K2 = (aL/a“S)u=0 , se
N

% A Y
concluye

a,(@) = 24 (K, + K)) .

Ahora, vamos a probar (Al3).

De la definicién de h(x,y), se tiene
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L(“1’“2’“3’“u’“5)= J I I J h(ul,vi) h(uz,vz) du1 du2 dvy dv2 s

R
1
donde
Ry = {(ul’uZ’Vi’Vz) DU S Mg o5 Vg Sy 5 Uy Sy s Vp Sl

u1+v1-u2—v25u5}.
Supongamos uy =8 , uy = Mg =, = ug =0,

Luego, Rl puede reescribirse como R2 , donde

R2 = {(ui,uz,vi,v2) Py €8, vy 0,0ty -2y, <0,
u1+v1<u250} .
Por lo tanto
K = (BL/aul)k‘,:Q = J J J h(O,vi) h(ui,vz‘ duy dvy dv, s
R3
dende
Ry = {(u2,v1,v2) PVq S 0 ,vi-uzgv;SO ,v15u250} .

Pero,

R ={(u2,v1,v2) PV Suytv, ,u 0 ,v,<07) .

De esta manera se tiene

0] 0 u2+v2
K, = L L J h(0,v,) h(uy,v,) dv, dv, du, .

-0



- 147 -

Luego se verifica (A13).

Panadexmstrar(AiH)supongamosulzu2=p3= pu=0 s Mg =0 .

Consideremos la transformacién T dada por ﬁ2 = u, + v, ,\72 = Uy - V.
T transforma la regién

R1={(u1,u2,v1,v2) :u150,V1.<_ 0 ,u,<0,v,20,

u +v —-u -v_< 6}
1

=
=X
"
-
~~
£
Y ]
R
<
[EN
¥ 3
<l
N
N
=1
[y
IA
o
v
i
[y
IA
<1
[y
IA
I
o
=
A¥ 3
e
=
1
D
[ Wa)
el
N
1A
o
Y ]

Por lo tanto

F() = L(y) = I I jﬁ B((E, +7,)/2,(, - 9,)/2) (G, + 7)/2,(F, - 7,)/2)

x (1/W) &y 4, &v; dv, )

Luego

:9L(p)/au5 = dr(e)/des =
n,

=IILh«%+GQHJ@-GQM)M@1-e+%NL61-9&Qm)

R

x (1/4) au

) dv, ,
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donde

= {(0,,v,,v,) : 1, <0, <v,<-u, ,u -6 <v,< -(u -6 ,
U12V12Y2 1 Y12 Y 1° %M 2 1

de este modo
K2 = (E)L(knl)/aus)k!’:re = (dF(B)/de)a=0 =
= anm | Jﬁ R, + ,)/2,(, - 9,)/2) h((T, + §,0/2,, - §,)/2)
3

X du:l dv1 dv2 ,
donde

Ry = {(ul’vi’VZ) 1y < 0, U £Vy £ -uy o, Uy

A
t\)<|
A
&i
-

Si hacemos la sustitucidn u, = (u:l + vi)/2 > Vq = (u1 - vl)/2 » Ry

se transforma en la regién }—Qu s donde

- v) : 0 0 "+ v ~(u+v)}.
Ru {(ul,vl,v2) w2 ,vl_g_ ,u:l v1_<_ v25_ u1 1

Luego, Camo la(ﬁi’;'l)/a(ul’vl)l = 2 , se tiene

/

1(2=2I I Jﬁu h(u,,v,) h(u, +v, + \72)/2,(u1 t vy - V,)/2) duy dvy dv, .

Finalmerte por medio de la sustitucién v = (uy + vy - V)2 y
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dv = (-1/2) d\_/z , se concluye

K, = J J J% h(u,v)) hy + vy - v,v) du, dvy dv
5

donde

R5 = {(ul,vl,v) :ouy <0, vy < O,u +vy< v < 0}.
Luego se tiene (A14),

(b) Si G es normal con varianza uho, (U,V) es una variable aleatoria nor-

. . . 2 -
mal bivariada con esperanza cero y matriz de covarianza (_1 ; ) .

0 sea

1 e_(u2 + uv + v2)/3

2731’2

h(u,v) =

Ahora bien, escribamos

0 0 Wi"l'W2 °
K1 = J_m J_m J m h(0,v) h(wi,wz) dv dwy dw, =

= J-m J—m Hl(w1+w%) h(wl,wz) dw1 dw,
Wty
donde H1(W1+W2) = J h(0,v) dv.
-—f0

Luego, como h(u,v) es la densidad conjunta de (U,V) K, puede expre-
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sarse como

I

K, = E(IU <oy<o H1(U+V)) = E(E( Ij<oly <0 H1(U+V) | U+v)) ,

donde I A €S la funcién indicadora del evento A.

Definiendofl=Uy\7=U+V,setie.ne

=
n

EE(Tg . gl _gcog B V)=

B(Hl(V) (E(I[-J <

OI\T’-I_JSOIV)) (A18) .

Si G es normal con varianza uno, la variable aleatoria bidimensio-

nal (U,V) tiene funcién de densidad de probabilidad

1 N 1 ~(3% - av + v2)/3

f,= =.(u,v) = h{q,v-u) = e
w,n " 172 ’ 172

2 213

De esta manera (U,V) es una variable aleatoria bivariada con matriz

. 2 1
dc covarianza 1 2

Asi puede mostrarse que

B 0Ty _geo | 0= @Y o1 a19) ,

0

yaque si v < 0,

E(Iﬁsol\-f—ﬁ

-~

0 | V=® sPW<0,V-Uc0]|V=D) =

1A

. 0

=PV <U <0 |V=¥y) = I__ fﬁ]\_](ﬁl‘-’) du ,

donde fﬁl‘_’ es la densidad condicional de U dado V= ¥ .
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Pero, la densidad marginal de V es

-2
f‘_](v) =1 eV
2 172
por lo tanto
= ,0\2
£ _@9) = 1 e(a - v/D7/3
|v (312
De esta manera
- - 0] - =, 2
E(IL. I _ |V=w=—21 I (i = VD3 g
<0 V-U<0 (3")1/2 s
= 20(-5/61%) _ 1,

Luego se verifica (A19).
De (A18) y de (A19) se concluye

/ y =

=~
1]

- - 1/2
E(H, (V) (2 6(-V/67°5) - 1) Ty _

0

0 22
—L [ m® e n et M -
1/2 )
27

0
2
- J H1<21/ w (2 oCw/3¥?) Z 1) o) aw .

Por otra parte B
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Z Z

2
H,(2) = J h(0,y) dy = — I eV B ay = w2 scnt?a,
—00 2 1/2 —o
T3
Luego
K, = (4m)H2 J 2ow3™?) - 1) e-20/3Y%) 4w au .
0
De este modo se obtiene (A15).
Ahora se verd (A16).
Se tiene
0 0 0
K, = j J J h(x+y-w,w) h(x,y) dw dx dy .
—C0 00 x+y
Camo
2 y 2
h(xty—w,w) = 1 o~ (xty-w)" + (xty-wlw +w)/3 _
1/2
273
1 e—(x2 + y2 12Xy -xw -yw + w2)/3
= ’
9 3112

se sigue
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2 2,2
h(x+y-w,w) h(x,y) = 1 = x4y)/2)7 + T (X" HyT) N+ Sxy/2)/3,

12 112
Luego,
0
Hz(x,y) = I h(x+y-w,w) hix,y) dw =
xty
2 2- P 0 ( 2
_ 1 (G vy 4 sxy/2)/3 J oG = R+Y)/2°/3 gy =
12 1r2 Xty
1 (72 + v/ + 5xy/3) 1/2
= e” y 4 (26(-(x + y)/67" %)= 1).
(2.")3/2 61/2
Luego,
Hy(x,y) = — 2 oy gy (Ko¥) (20(-(Cx + 6% Z 1y,
2 (21r)1/2 ? .
donde
2 2
£ (x,y) = 1 e=(7 (x" + y7)/u + 5xy/2)/3

76

es la funcidn de densidad de una variable aleatoria (X,Y) normal bivaria-

7/4 -5/4)

da con esperanza cero y matriz de covarianza
-5/4 7/4

Por lo tanto
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0 (0
K =__1____J J Qe(~(x +y)6¥H - 1) £

(x,y) & d&y =
2nl’?

Xx,Y)

-0 % o

-1 k1 I (20(-x + V62 - 1)) =

(27)

1 1/2

= E(E(IX <0 IY <0 (29(-(X + Y)/6
(2 “)1/2 2 - B

) -1 | X+ Y,

Definamos X = X , ¥ = X + Y . Luego, la variable aleatoria bidimen-

sional (X,Y) tiene funcién de densidad de probabilidad

f__ &P 1

(X,Y)

f (x,y-x) =
172 ((X,Y)

6

=2 -2 —_—
1 o—(2%°/3 + 7y°/6 - 2%y/3)/2

. 61/2

De este modo (X,Y) es una variable aleatoria normal bivariada con

. . 7/4 1/2
esperanza cero y matriz de covarianza 172 1

Por lo tanto,

1 /

K = —1 E(2 8 (/61

2y _ 1) B T
(2m1/2 2

<0 Y-Xg

o | I .

Pero,
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BIL. I - | ®=cewstYH o1 1 (a20) .
X<0 Y-X<0 <0

Pues, si y < 0 se tiene

E(I)-(SOI.}_}‘(SO|Y=y)=P(X_<0,Y-X<0|Y=y)=
_ _ 0
=p<§5x5oly=§)=j £ G5 @&
s Xy

donde f)-(l? es la funcidn de densid ¢ condicicnal de X dado ¥ = v

Como, Y es una variable alezcoria normal con esperanza cero y varian-
Za uno, se cbtiene

- - 2
1 & - F/D°/3

(3?2

De esta manera

E(I)-(<OIY—)_(<OIY:Y)

0 = =012
1 J E - T3
(3 17)1/2 y \

1/2
20(5/6 ) -1 .

Luego se verifica (A20).

Entonces se obtiene
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K, = EC2e(-¥/6Y% - 1) 1. ) =
(2 ﬂ)1/2 2 Ys 0
0 1/
-1 I (2e(5/67'%) -1 o) &5 .
(2 11')1/2 2 -

Luego, se tiene (A16) y por consiguiente el Teorema A3.

Integrando numéricamente (A15) y (A16) se obtiene que ew (G) es a-
F
]

proximadamente 0,899, para G normal y por lo tanto ew Q(G) es aproximada-

2

1,255.

Lema Al Sean Z,,2,,Z; variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas con distribucién de Cauchy con parémetro de escala uno,

U= 22 - Z‘l , V= Z3 - Z2 » W= 12,. luego (U,V) es una variable aleatoria

con funcién de densidad de¢..robabilidad -

2. 2
h(u,v) = (2/72) u® + v+ uv + 12 ,

W+ 1) 2 F ) (u+ v+

(—» < y<w ® <y < ™),

Demostracidn :

Sean y £ ( las funciones de densidad de probabi-
Z2,,2

£
(U,V,W) 19%5

Z3)
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lidad de (U,V,W) vy (Z Z3) respectivamente. Luego

19Z2’

f(U,V,W)(u’V’W) = f(z1’ZZ’Z3)(w-v’w,u+W) =

A+ w) T+ w-vD A+ w+wd).

Por lo tanto la funcidn de densidad de probabilidad de (U,V) es

h(u,v) = (1/19) r /(A +w) 1+ w=-w?) @+ @+w) aw.

Esta integral puede evaluarse por residuos. Se tiene

J 17C1 + W) (1 + (w - V) (1+ +wd)) dw =

= { 1/(v (=21 +v) (21 +u) w) + 1/(v (v+21) (v+u+ 21) (v+uw)+

+1/(u (u-29) (u+v-27) (u+wv))} =

2

21r(u2+v + uv + 12)

WA e (vl

Luego se concluye el Lema Al.



Lema A2

G2 + 92 -4V + 12 ai =

.

v

@+ 1) (F -2+ w)

Demostracién :

e}
n

Si hacemos la sustitucién t = u/v

- uv + 12

B

0 I
J L

@+ ) (T -+

<!

-2
-tv +

2 2

t2\7 +v 12

- 158 -

_(In(G2/n + 1)/% + arc tan(3/2)).

dt = du/v , se tiene

dat

2

) J
0 (23 +w) (¥ (1 -1)

)

Descamponiendo el integrando en fracciones simples, se tiene

1 _2

/2 5% + u) at

) 1 JO |

_ J;\

= _(In(F2/4 + 1)/4 + arc tan(3/2)) .

1
0

t/G2 -2+ ) a +2 I

De esta manera se ha probado Lema A2.

17& 2 F v ) a -

1
G A -2y aty =
0
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Lema A3

0 2 2
J (w-(u+v)/2)" +3 (u+v)™/4 + 12 dw =
utv

(U +v-w?+u) w2 +b)
= ~(InCCu + v )2/4 + 1)/(utv) + arc tan((u + v)/2)).

Demostracién :

Si hacemos la sustitucién z = w - (u + v)/2 , dz = dw , se tiene

0

- [ w-(u+v/2? +3@+w?ue12 o 1o+,
utv ((u+v - w)2 +4) (w2 +4)
donde
-(utv)/2 0
Il:J 3 (u+vV /4 + 12 iz ,
W)/2 (2 - (u+ vI/D2 + 1) ((z + (u+ vI/D2 + 1)
—(utv)/2
22
I2 = [ .dz .
WH)/2 (2 - @+ /D2 + 1) ((z + w+ /22 +w
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En primer lugar vamos a evaluar I, .

Si descamponemos el integrando en fracciones simples, se tiene

1 -

((z - (@ +V/D2+1) ((z + (u+v)/D2+w)

i 1 3 -2z . 2 f+
(z-+w2+w) U@+ (u+ w2+ 16) (w+ w2+ 16
. 1 3 2z . 2 f
((z-+w/D2+w) Lw+v (@+ w2+ 18) w+ v+ 16
De esta manera
{utv) /2
I, = (2/3) ((-1D/Cu + v)) [ z a4
(wv)/2 (2 - U+ v)/2)% +

1 dz +
)2 (z - @+ v/ sy

-utv)/2
+ J

—(u+v)/2
+[ 1 dz +
(utv)/2 (z + (u+v)/2)2 + 4
- (utv)/2
+ (1/(u+v)) 2 o

(utvd)/2  (z + (u + v)/2)2 + 4
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Luego,

I, = (3/2)((-In((u + W24+ 1)/ + v)) + are tan(=(u + v)/2)).

Ahora, vamos a evaluar I2.

Si descamponemos el integrando en fracciones simples, se tiene

72

((z - (W+ VD2 + 1) ((z+ U+ v)/2° + 1)

1 zZ 7 Z

2@+ v) (z - (u + v)/2)2 + 4 (z + (u+ v)/2)2 + 4

De esta manera

—(u+v)/2

I.2= (1/(2 (u + v))) J z dz
» .
(utv)/2 (z - (W+v)/2)" + 4

-(utv)/2
- 2 dz | -
(/2 (z+ (u+ w2+

= (1/C2Cu + v))) {In(Cu + v)2/4 + 1) + ((u+ v)/2) arc tan(- (u + v)/2}.

De esta manera se concluye el Lema.



- 162 -

lema Al

z 2

[ y~ *+ 12 dy = (1/(2 %)) (arc tan(z/2) + w/2 + 2/(4 + 22)),

- 21r2 (y2 + '4)2

Demostracién :

z ) z z

J y- + 12 dy = (1/(27%)) l 1 ay+ 8 1 dy=
o 272 (g2 + )2 - oy 4y Y

= (1/(272)) (arc tan(z/2) + 7/2 + z/(4 + z2)).

Lema AS
0 r-x
1/ (1 2y) I J 3 %2 + 52 + ug i o =
2 12 (G+PU b+ w) (F-P+ 1) &+ W
0
1z/2 X
Demostracién :

En primer lugar calculemos



- 163 -

3% + 372 + U8 &
- 4 = \2, -  =\2 -2 ‘
((x+y)°/4 +4) (X -9)/4) (X + 1)

-X

T = (1/(472)) J

X

Se tiene T = (3 X% + 48) I, + I, , donde

r-—X
_ _2 _
I, = (16/(* + 1)) _ 1 . &
Iz (& +$?+16) (7 - P? +16)
2 x 52
I, = (16/(x“ + u)) y dy.
lg (& +$? + 16) (% - §)? +16)
Para evaluar L descamponemos el integrando en fracciones simples.
Luego,
=X
I, = (16/(z% + ) | (/4% &2 + 16)))J g & +
. TT o3
X (x +y)° + 16
-x
+ (/2 &+ 16)))[ 1 & -
X E+9l+1e
&
SECVICERCoR 16))>J y & +
F @-92+6
%
1 dy

+ (172 G2+ 15)))[
2 E-P2+16
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Por lo tanto,

1, = (16/(X2 + 1)) { -InGRe/m + 1)/(4 % (R + 16)) -

- arc tan(®/2)/((8 (X% + 16)) } .

Finalmente vamos a evaluar I2.

Descomponiendo el integrando en fraccicnes simples se tiene

-x
_ =2 z v
12 = (16/(x° + 16)) (—1/(l+x))J Y2 dy +
X (x+y) + 16

-X

+ (1/(4 %)) [ 3 &

2 G-97°+16

= (16/(R% +16) { In(F2/4 + 1)/(4%) - arc tan(®/2)/8 } .

‘Por lo tanto,

T = -2/l &2 + 1) { In(F2/L + 1)/ + arc tan(%/2)}.

De esta manera

-
(1/(un2))J l 3R° +§ +u8 & =
X

)2 (E+ P+ 1) (E -2+ & +w

0 0
= (-1/1r2) (1/2) [ ln(w2 + 1) dw + f arc tan(w)
z/2

z/2 w(ﬁ2 + 1) w:2 +1
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0
= (-1/€2 1)) J InG? + 1)
z/2 W

dw + (n(z2/m + 1%/ _

- (arc tan(z/2))?
De esta manera queda probado el Lema.

En los siguientes lemas denotaremos

1‘-*(}{,}7,2) = 1 e—(3X /4 + Xy + xz/2 + yo o+ yz 4+ 3z4/u)/2 ‘
2 (2 m3/?
Tema AB
% 0 (0 0 &
g w) = J [ J h™(x,y,z) dz dy dx =
W I W=X ‘wW-X-y
0 s/31/2
= J ex/2Y?) _ 83 2(u-sr21/2) 12 - rh2 22 %)y
w2l’? 1273 21212

x ¢(r) ¢(s) dr ds ,

donde ¢ y ¢ son las funciones de distribucién y de densidad de una va-

riable aleatoria normal con esperanza cero y varianza uno respectivamen-

te.
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Demostracién :

De la definicién de h*.se tiene
H (o) = 1 JQ JO JO 24 (g /D% 320+ (g + W/ D2)
3/2 W

W-X ‘W-X-y

2(27)
X dz dy dx

Ahora bien, consideremos la transformacién T dada por X = x ,
31/

=y +x/2 ,2 2z/2. T  transforma la regién

|

X <0 ,w-x<y <0,w-x-y<s z<01}

=
n

{((x,y,2) : w

1A

en la regién

Rz ((R,5,2) :weRe0,d-%2<5<%2,3Y2G-5-%/2<%< 0}.

Ademds |a(x,y,2)/3(x,5,2)| = 27312,
Luego,
% 0 -2
H W) = 1 I I(X) e ™ gz ,
31/2 (21r)3/2 w
donde
%/2 (0
-2 -2 ~=,,1/2
() = [ J s+ 2 /3TN s
w-x/2 31/2(w—y—x/2)/2



- 167 -

Pero
x/2 40
- =,,1/2,2 -2
w-x/2 31/2(wu§—§/2)/2
x/2 0
- -,,1/2,2 -2
=J J e—(Z+Y/3 )°/2 e—y /3 dz d}_hz
w-i/2 13V 2 (w5721 /2
2/61/2
= 61/2 4 J @t/2Y%) - 23Y 2uxr2) - tr(2 2%
(2/3)Y 2(u/2)
x ¢(t) dt.
De esta manera se concluye el Lema:
Lema A7
% w0 4 -
H ) = J J h'(0,y,2) dy dz = (4x ) 1/2 ¢C(w/21/2,0) ,
— /o
donde
1 1/31/2
C-= p , ®. v ¢, son las funciones de distribucién y de
13172 4 cY
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densidad de una variable aleatoria normal bivardiada con esperanza cero y

matriz de covarianza C respectivamente,

‘Demostracién:
Como
% 1 —(y? + yz + 322/4)/2 :
h 10,y,z) = " )3 5 e s Se obtiene
227
. 0 2 2
% 1 v —(y° + yz + 3z2°/4)/2
H (W) = —= J J e Y yz dy dz =
1 2(2 1r)37T —o
1/2
a2 fw/z JO e—3(v2 ¢ 2vs/3t/2 4+ &2y . e -
2(2m) 2 —o
= ﬁ?—— QC(w/21/2,O) .
i

1/2

1 -1/3
donde C =
17312 4

Luego, se tiene el Lema.
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lema A8
& 0 (w-z
HQ(w) = J J h (0,y,z) dy dz =
w —o0
172 (° 1/2
= (47) J 1/2 ¢(w - u/27"°7) ¢(u) du .
w/2
Demostracidn:
Se tiene
% 0w &
o = j j 1*(0,5-2,5) d5 dz .
W —00

Por otra parte

=2 =2
h*(0,5-2,7) = —2 G- 7D? T2,
2(2q)
Luego,
0w =2 - 2
* 1 2§ - 2/ = =
(W) = J J e e y dy, dz =

% 221372 Jy !l

0
(47 )~1/2 j 1/ 6V oG - w212y ay.
w/2

Luego, se tiene el Lema.



lema AS

* -
H3(w) = J

donde C =

W

. )

1
-1/3 1

Demostractén:

Como

. |
h'(x,0,2) = ——2

se tiene

-1

2 (27)

)

H*fw) = ——-——37—-1
3" 2(27) 2 -
1/2
.2 f
3(2 ;32 T
_ 1
y (2m)3/2 0o
= (4 17)-1/2 ¢C.((2/3)

C &
J h(x,0,2) dx dz = (4 1)

_.—(3x2/1+ + xz/2 + 322/4)/2

w (0 2 2,
J J o3/ + x2/2 + 32°/W)/2 4

w/2 (0

1/2w,0) R
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/2

-1/2 w,0)

1
@C((2/3)

?

dz =

2 2
e_(u + 2uv/3 + v°)/2 dv du =

1/2
/3% I0 o-9(T% + 239/3 + TH)/16 di v
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1 ~1/3
donde C = .
1/3 1

De esta manera se concluye el lLema.

Lema A10

0 w2 .
I J h (x,0,z) dx dz =
w -0

*
Hu (w)

) |
31/ 22y sy au .

&( 2w/2 -u/

-1/2
w

(2/3)

% 0 ’
He = [ [ n G0 &

Por otra parte
Cepal/2- -,,1/2.2 , =2
h*(i-i,o,i) - 1 o037 %/2 - 2/37"7)" + 227/3)/2 .
2 (2 1r)3/2

De esta manera
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Q0 (w
= =2, 1/2 = | - ,0A/2.2
o = 1 fw L 2 ~6Y2q 2 o2t o
2 (2 11')3/2
~172 (O 1/2 1/2
= (4n) I 1/2 ¢(v) (3 w/2 - v/27"7) dv.
(2/3) w
lLuego se tiene el Lema.
Lema Al1l
x w0 * 1/ /
H(w) = J I h (x,y,0) dx dy = (4w) /2 c1>C((2/3)1 24,0
1 173172
donde C =
(-1/31/2 1
Demostracion :
Como
x 1 _(3% /4 + xy + yOI/2
h (%,y,0) = ———— € s
2 (2 1r)3/2

se tiene



2 2
1 0 _(3 +
HS(W):_'__—37'2—JVJ e(x/4+xy y)/zdxdy=
2(27) —o 4
1/2
| J(2/3) w J0 o+ awra2 4 G
2(2w) —o —
= a2 g (M w0,
1 _1/3172
donde C =
_1/31/2 4
De esta manera se tiene el Lema.
Tema Al2
i 0 w-y &
IIB(w) = J J h (x,y,0) dx dy =
w —0D
172 (© 1/2 1/2
= (4q)” J 1/2 ¢(37" "wi2 - u/(22 )) ¢(u) du .
(2/3) w
Demostracién:
Se tiene

& 0 W &
Rw = [ 16550 & .
' w

— 173 —

dy =
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- 2 _2
* __ - _ 1 -(3x - y/3)°/8 - y°/3) .
h (z-y,y,0) = e
T 2 m3?
Luego,
0 (w =2 4
* - 1 -y /3 -3(x -y/3)°/8 .= .- _
1) = j f eV /3 ¢ &% dF =
6 202037y
0
= (412 J 1 oW 03V w2 L w22V av .
(2/3) w
Luego se tiene el Lema.
Lema A13
. 0 (0
H7(w) = J I h (w-y-z,y,z) dz dy =
w Ju-y
1/2
w12 Jm s(wid) (206 (172 - 7/2YY)y - 1) a1 .
0
Demostracién:
Se tiene
%
h (w-y-z,y,2z) =
2 2 2 2
1 oW (3/4 — y/(2w) + 3(y/W)"/4 —~2z/w+ (z2/w)" +yz/w")/2

i 2(2w)
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Luego, -
Hyw) =
_ 1 JO JO B oy (20) + 3/ = zha + (2l + yzhd) /2
2(2w) w lw-y
x dz =
W Ji Jl‘g’ RSV R N R LRV
2(2m) 0 ‘0

Por otra parte

LTI RS S R L Ve I

G+ (E+ §/2 4 §P2 - @+ 512072

2(27) 0 0
x dz dy =
1/2
2, A1/2
= wl )~ /2 W/ J o) (2ow(1/2 - w2y _ 1) a5 .
0

Luego se tiene el Lema.
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