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RESUMEN

Los procedimientos no parametricos estándar para testear la hipóte

sis nula de que no hay efectos de los tratamientos en un diseño de bloques 

aleatorizados completos usan solamente la información dentro de cada blo

que. Estos tests pueden mejorarse multiplicando los rangos usados en ellos 

por ponderaciones dependientes de la variabílidad observada en cada bloque. 

Este nuevo procedimiento, propuesto per Quade (1972,1979) se basa en un 

estadístico que tiene asintóticamente distribución chi-cuadrado, bajo 

ciertas condiciones.

En este trabajo se estudia la eficiencia asintótica relativa de 

Pitman de esta familia de tests no paramétricos con respecto al test de 

Friedman para diferentes ponderaciones de los bloques.

Ademas por medio de un estudio de Monte Cario se calculó la potencia 

de estos tests y se la comparo con la potencia de otros competidores para

métricos y no paramétricos.
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1.- INTRODUCCION

Nos interesa testear la hipótesis nula de que no hay efectos de los

tratamientos

1.1.- Planteo del problema

Sean Z_^, 1 < i < m, 1 < j < n, observaciones correspondientes a un 

diseño de bloques aleatorizados completos con m tratamientos y n bloques.

Supongamos que las variables aleatorias Z_¡._. son independientes y que 

la función de distribución de Z-. es G(z-0.-u.) donde G es continua y
13 1 3

(1.1.1)

contra la alternativa

Si G es la función de distribución de una variable aleatoria normal, 

un test óptimo es el test F, el cual rechaza la hipótesis H si

donde
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y

Bajo H, F tiene la distribución de Snedecor con (m-1) y (m-1) (n-1) 

grados de libertad y por lo tanto Fm_^ ^a^m_i)(n-l) θ5 corresPoric^en'te 

(1-a) percentil.

Si G no es normal, el test F no tandra el nivel de significación co

rrecto. Para muestras grandes y G con varianza finita, el nivel de signi

ficación sera aproximadamente correcto, pero el test puede resultar inefi 

cíente.

Un test no parametrico, para la hipótesis nula H, fue propuesto por 

Friedman (1937). El test de Friedman rechaza H si Q > k , dondea

n
R. = R.. ; R.. es el rango de Z.. en el bloque j, y k es definido

1 j=i ^1 α
por PH (Q > kQ) = a.

(Ppj denota la probabilidad bajo la hipótesis H).

la eficiencia asintótica relativa de Pitman del test de Friedman con
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respecto al test F está dada por_

2 Γ°° 2 2
donde h(G) = 12 σ (G) g (z) dz · σ (G) es la varianza de G y

J —CD

g(x) = Gf(x). (Ver capítulo 7 de Puri y Sen (1971)).

Si G es normal , e p(G) = 3πι/(π (m+1)). Por lo tanto el test de 

Friedman resulta eficiente, bajo normalidad, para m grande; pero para m 

pequeño el test se convierte en ineficiente como lo muestra la siguiente 

tabla:

m 2 3 4 5 10 15 20

3m 
π (m+1)

0,637 0,716 0,764 0,796 0,868 0,895 0,910 0,955

Así la pérdida de eficiencia es mas del 20% para m< 5 y mas del 10%

¿ara m < 15.

La perdida de eficiencia para pocos tratamientos se debe a que no se 

compara entre bloques, sino dentro de cada bloque.

Para el caso particular m = 2, un test no paramétrico eficiente es 

el test de Wilcoxon signado. Este test se basa en el estadístico

donde es el rango de | - Z2j | y es la función indicadora del even

to Z^. > Z2j , para j=l,... ,n.

Bajo Η, V tiene media n (n + 1)A y varianza n (n+1) (2n+l)/24. Paran pe-
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queño la distribución exacta de V ha sido tabulada y para n grande es 

asintóticamente normal.

La eficiencia asintótica relativa de Pitman de este test con respec

to al test F está dada por h(G). Si G es nomal esta eficiencia es igual 

a 3/π.

Hodges and Lehmann (1962) propusieron para m > 2, el siguiente méto

do basado en rangos alineados. En el i-ésimo bloque se calcula alguna me

dida de posición V. = δ(Ζ„ ., ... , Z .), donde la función δ es simétrica 

en sus m argumentos y es tal que δ(χ^+ο, ..., xm+c)= δ(χ^, ... , x^+c, 

para cualquier constante c (por ejemplo la media o la mediana).

Luego para j=l, ... , n, i=l, ... , m se definen observaciones ali

neadas Z_¡.j = Z^j-Vj, de las cuales el efecto del bloque es suprimido. En

tonces, si es el rango de Z_^ dentro del conjunto de las mn observa— 

ciones alineadas, se define el estadístico

Bajo H, el estadístico Q es librar deJ distribución solamente condi ció
A

nalmente. La distribución de Q depende de la muestra y por lo tanto no se 

puede tabular. Pero, la distribución asintótica de Q, bajo H, es 

chi-cuadrado central·con (m-1) grados de libertad.
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Una expresión general de la eficiencia asintótica relativa de
A

Pitman (e* n(G)) del test alineado Q con respecto al test de Friedman Q 

fue obtenida por Mehra y Sarangi (1967), quienes muestran que e* q(G) 

decrece cuando m crece y cuando G es normal se tiene los siguientes valo

res

m 2 3 U 5 oo

eQ,Q(G) 1,5 1,355 1,263 1,210 1

Si m=2 Q es, para n grande, equivalente al test de Wilcoxon signado.

Por lo tanto sera necesario encontrar tests mas simples y eficientes 

para m pequeño (m > 3).

1.2.- Método de rangos ponderados

Con el proposito de obtener tests no parametricos mas eficientes, 

Quade (1972,1979) propuso multiplicar los rangos R^ de las observaciones 

por ponderaciones dependientes de la variabilidad observada en 

cada bloque.

A cada bloque se le asocia una medida = ψ(Ζ^_.,... 9Zmj) donde la 

la función ψ es simétrica en sus m argumentos y es tal que

para toda constante c. Estas condiciones son satisfechas por la varianza, 

rango, diferencia interquartil, desviación media. Por simplicidad vamos a 

suponer P(D^ = Dj t) = 0 para j=j1 (j=l,.., ,n ; j ’=1,... ,n).

Sea Q- el rango de D. y ς „ el peso asignado al j-ésimo bloque pa- 
3 J

ra j—1,... ,n, donde s^ ^,. · · ,s^ son constantes tales que
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Finalmente si . es el rango de Z -, y tp ... , t son constantes 

tales que J (t.-t)2 > 0 y t = £ t./m (por ejemplo t- = i (i=l,... ,m)), 
i=l 1 i=l 1 1

el estadístico propuesto para testear H es

Bajo H, W es -libre-de ¿retribución.

El estadístico V del test de Wilcoxon signado es equivalente a un ca

so particular de W. Pues si m=2, t. =-l, t9=l, D.=|Z-.-Z9.| , y s -=j
-L z J -*-J ZJ ri»J

(j=l, ... , n), se tiene

y

El test Q de Friedman también es un caso particular tcnando

s .= l(j=l, ... , n) y t.=i-(m<-l)/2 (i=l, ... , m).
n, j i

Bajo H, W tiene asintóticamente una distribución chi-cuadrado central 

con (m-1) grados de libertad, si la sucesión de pesos sn para j=l,...,n
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y n=l,2, ... satisfacen la condición de Wald-Wolfowitz

(1.2.1)

Si t.=i-(m+l)/2 (i=l , ... , m) y s .=j (j=l, ... , n) W se reducez ’ ’ J n,3 ’
a

n
donde T.= V Q. (R. .-(m+l)/2) (i=l, ... , m). y su distribución exacta

i j ij 9
bajo H ha sido tabulada por Quade (1972) para las siguientes combinacio

nes de m y n: (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (3,7), (4,3), (4,4) y (5,3).

En su tesis doctoral Silva (1977) realizó, por el método de Monte

Cario, un estudio de la eficiencia de estos tests de rangos ponderados.

Para G normal o uniforme y s .=j (j=l, ... , n) sus resultadosn,j ’ ’
muestran considerable ventajas de estos tests con respecto al test de

Friedman para n pequeño (y m=3,4,5) y para n grande (y m=2,3,4,5).

Para G doble exponencial y s .=j (j=l, ... , n) los resultados 

fueron mixtos.

Aiemás fueron considerados los pesos s d=0. s .=1 (j=2, ... , n), n,l ’ n,g ’ ’ ’
pero los resultados no fueron tan buenos.
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Por otra parte en el trabajo de Silva se observa que los resultados 

no parecen sensibles a la elección de la medida .

En este trabajo solamente fueron considerados los pesos de los trata

mientos de la forma t^=i-(m+l)/2 (i=l, ... , m).

Para m=3, s .=j (j=l, ... , n), t.=i (i=l,2,3) y3 i
D. = max Z.. - min Z.. (j=l, ... , n), Yohai (1981) (ver teoremas

3 Ui<3 13 l<ií3

Al, A2 y A3 del Apéndice) mostró que la eficiencia asintótica relativa de 

Pitman del test W con respecto al test de Friednen es aproximadamente 

1,255, baj o normalidad.

1.3 .- Objetivos del trabajo

En la sección 2 se muestra una expresión de la eficiencia asintóti

ca relativa de Pitman (e^ q(G)) del test W basado en rangos ponderados 

con respecto al test Q de Friedman, para diferentes asignaciones de ponde. 

raciones de los bloq ^s (sn ^ = (j/n) , k=l,2, ... y sn j=f(j/n), donde f 

es una función que ad lite un desarrollo $n series de potencias
00 .

f(x)= y c. x1, siendo los coeficientes c· constantes que verifican
i=0 1 1

00

y |c-1 < °°), t.=i ( .=1, ... , m) y D. = max Z.. - min Z... 
i=0 11 l^i^m l^i^m

En la sección 3 se realiza el análisis de e^ q(G) para m= 3 y en la 

sección 4 para m=4. En particular fueron consideradas dos funciones de 

distribución (norial con varianza uno y Cauchy con parámetro de escala 

uno) para m=3 y la función de distribución normal con varianza uno para 

m=4.
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Por otra parte en la sección 5 es dado un test no paramétrico pro

puesto por Yohai para testear la hipótesis nula de que no hay efectos de 

los tratamientos en un diseño de bloques aleatorizados completos con 

cuatro tratamientos. Se muestre, que este test se basa en un estadístico 

cuya distribución asintótica es chi-cuadrado con tres grados de libertad 

(central bajo la hipótesis nula; no central bajo alternativa). Además se 

estudia la eficiencia asintótica relativa de Pitman de este test con res 

pecto al test W de rangos ponderados.

En la sección 6 se muestra un estudio de Monte Cario, donde se 

calculó la potencia del test W de rangos ponderados y se comparó con la 

potencia de otros tests: test F, Friedman, y los tests alineados (con la 

media y la mediana).
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2.- EFICIENCIA ASINTOTICA DEL TEST W DE FANGOS PONDERADOS

De aquí en adelante usaremos la notación H.. = t^ - t.

Supongamos que la sucesión de pesos s . para j =1, ... , n y

n=l,2, ... satisfacen la condición (1.2.1).
n

Sin pérdida de generala dad podemos suponer £ s τ
j=l n>-} n* 

n 2
y s . = 0(n) y por lo tanto

j=l Η’3

Consideramos la sucesión de hipótesis alternativas locales 

(2.1)

Bajo K s el estadístico n

tiene asintóticamente una distribución chi-cuadrado no central con pará

metro de no centralidad Δ = lim Δ , dondenn*®
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(Efl denota la esperanza bajo la alternativa K ). (Ver Silva (1981)). 
£n

EL siguiente teorema da una expresión de Δ^:

Teorema 2.1

donde a(G) = (SE-GL^s n n Y ' ^nota “a esperanza bajo
ξ 11 1 £ " ξ £

£ = (θι»θ2’ · · · ’ θπ2 *

Demostración: Sea I(£) = E^ÍH^Sq ) (l^i^m). Desa .ollando I en una serie

de Taylor alrededor de 0 = (0,0, ... , 0)y ponier )

θ = θ =(θ„ ,θο , ... , θ ) obtenemos^η Ιϊι 2η mn

Pop otra parte, para todo i (i=l,2, ... , m)

(^(Hilsn,Q1)/aei\=f (3E^(Hllsn,Q1)/3eiWa(G); V todo 

iík (i=l,2, ... , m ; k=l,2, ... , m)
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Por lo tanto:

De esta manera tenemos
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Por lo tanto la demostración está completa.

El Teorema 2.2, da una expresión de Δ, para diferentes pesos' sn 

(j=l, ... , n). Pero antes veremos el siguiente lema .

Lema 2.2 Sea j un número natural mayor que cero y

Luego

Demostración:
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Luego,

Gomo

se tiene, para

h=0,l, ... , j-1

(2.1)

Ademas
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(2.2)

Teorema 2.2

(a) Si sR = (j/n)1 , 1=1,2, ... ,

(b) Supongamos que s . = f(j/n), siendo f una función que admite un desa-
n’J oo

rrollo en serie de potencias fix) = £ c· x1, donde las constantes c- son
« i=0 1 1

tales que J |c.| < °°.
j=0 3

Luego

Luego de (2.1) y (2.2) se tiene

Por lo tanto el Lena 2.2 queda demostrado. 
k+1

Definamos a^(G) = (3E (H^ II para k=l,2, ... , donde
i=2 %

es la función indicadora del evento D^>D_^ (i=l,2, ... , n).
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Demostración:

En primer lugar,(a)

Luego, por Lema 2.2

Por consiguiente

(b) En primer lugar se tiene
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De esta manera por Lema 2.2

Luego

Por lo tanto queda demostrado Teorema 2.2.
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Como consecuencia del Teorema 2.2, obtenemos la eficiencia asintoti

ca reí nti va de Pitman del test W con respecto al test F (Teoremas 2.3), y 

la eficiencia asintotica relativa de Pitman del test W con respecto al — 

test de Friednan (Teorema 2.4), para los pesos considerados en dicho

Teorema.

2
Teorema 2.3 Supongamos σ (G) < °° .

(a) Si sn = (j/n)\ 1=1,2, ... , la eficiencia asintotica relativa de 

Pitman del test W con respecto al test F es dada por

(b) Si s · = f(i/n), donde f satisface las condiciones del Teorema 2.2 (b) 

la eficiencia asintotica relativa de Pitman del test W con respecto al — 

test F es dada por

Demostración:

El Teorema. 2.3 se sigue del Teorema 2.2 y del hecho que bajo las al—

temativas K^, F converge en distribución a una chi-cuadrado no central — 
m 2 2

con (m-1) grados de libertad y parámetro de no central:!dad £ δ./σ (G). 
i=l 1

De esta manera el Teorema 2.3 queda demostrado.
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Antes de enunciar Teorema 2.4, definamos

y convencionalmente sea β „ o = β „ „ = 0—l,m-z m-l,m-z

Luego, sea λρ = P^1>m_2 - í^2,m-2 (r=1................m)·

Teorema 2.4

(a) Si s . = (j/n)\ 1=1,2, ... , la eficiencia asintótica relativa de

Pitman del test W con respecto al est de Friedman es dada por

(b) Si s . = f(j/n), donde f satisface las condiciones del Teorema 2.2 (b) n,3
la eficiencia asintótica relativa c Pitman del test W con respecto al----

test de Friedman es dada por

donde

Demostración:
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El Teorema 2.4 se sigue del Teorema 2.2 y del hecho que bajo la suc£ 

sión de altermativa K^, el estadístico Q de Friednan tiene asintóticamen- 

te una distribución chi-cuadrado con (m-1) grados de libertad y parame— 
m λ m λ

tro de no centralidad 12m £ S. ( £ rA ) /(m-1).
i=l 1 r=l r
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3.- EFICIENCIA ASINTOTICA DEL TEST W PARA TRES TRATAMIENTOS

3.1.- Calculo de ag(G) y a^(G) (j=l,2, ... )

En esta sección vamos a suponer t^ = i (i=l,2, 3). Luego

H.. = R.. - 3 (i=l,2, 3 ; 1=1,2, ... , n). Ademas
ij i: ’ ’ ’ J ’ ’ ’

D. = max Z.. - min Z.. (j=l,2, ... , n).
3 l$i<3 1=1 l<i<3 13

El Teorema 3.1 da una expresión de Ηθ(Ο y aXG) (j=l,2, ...), para 

cualquier función de distribución G y en particular son considerados el 

caso normal y Cauchy.

Teorema 3.1 . Sean Z^, Z^ variables aleatorias independientes e identá 

camente distribuidas con distribución G; U = Z£ - Z^, V = - Z£ y

h(u,v) la densidad conjunta de U y V. Luego

(3.1)

donde

y

(3.2)

donde

(3.3)
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(3.7)

donde

(3Λ)

(b) Si G es normal con varianza 1, se tiene

(3.5)

(3.6)

y

(3.8)

(3.9)

(Φ y φ son las funciones de distribución y de densidad respectivamente 

de una variable aleatoria normal con media cero y varianza 1).

(c) Si G se Cauchy con parámetro de escala uno, se tiene
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(3.10)

y

(3.11)

(3.14)

Demostración:

(a) Sea £ = (θ^, θ2, θ3), = θ, θ2 = θ3 = 0.

Cano , se tiene

y

donde

(3.12)

donde es la densidad de Cauchy centrada en el origen con parámetro de 

escala uno;

(3.13)



- 24 -

Luego

Además se ve inmediatamente que

Ahora bien, si definimos = 221-Z11 ’ = Z31“Z21 ’ se

De esta manera si Ηθ^θ,ρ = Po(U1<01,V1<e2), entonces
*v

que

Por otra parte como , se ooncluye

Luego se tiene (3.1).

Ahora probaremos (3.2).

De las definiciones de y de M^. se obtiene
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Luego

Ahora, vamos a encontrar una expresión de (dhj(e)/άθ) θ_θ.

Se observa que

Si definimos para k=2, ... , j+1

, es inmediato ver que
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En primer lugar se encontrara. una expresión de

Sean n^, n^, n^ números enteros mayor o iguales que cero tales que 

nl+n2+n3 = ^UP011^311105 Que Ia sucesión | · · · jij+i¡ es Que

ocurre n^ veces, i^-2 ocurre veces e i^-3 n^ veces.

Luego,

De donde, se tiene



- 27 -

Definamos
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Entonces, se concluye

donde

para k=2,...,j+l.

Diego,
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De donde se obtiene

La última igualdad es deLido al siguiente hecho

De igual forma se ve cue

Luego, definiendo , se tiene

(3.2)
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Ahora, vamos a probar (3.3).

De la definición de h, se tiene

donde

Supongamos = ξ]<_ = ÓR = 0 , k=2,...,j+l, γ1 = Θ. luego,

puede reescribirse cano R^, donde

Por lo tanto

donde
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Pero,

te nemos

Por otra parte cono ,y

, se sigue que
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De esta manera queda probado (3.3).

Para demostrar (3.4) , supongamos = 0 , k=l,...,j+l ;

δ^ = 0 , i=3,...,j+l ; δ2 = θ.

Consideremos la transformación dada por ~ uk + vk ’ 

vk = , k=2,...,j+l. 1*1 transforma la región Rúenla región

Ademas el jacobiano de dicha transformación es igual a 1/2^+1.

Por lo tanto

donde
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Luego,

donde

De este modo

donde

Si hacemos la sustitución u^ = (u^.+v^)/2 , = (u^-v^.)/2 , para

k=l,2,... ,j+l, Rg se transforma en la región , donde
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Luego, cano el jacóbiano de dicha transformación es·igual a 2^, se tiene

Finalmente por medio de la susti ición = (u^+v^-V2)/2 , se conclu

ye

ή ''J* 3



- 35 -

De esta manera que probado (3.4).

(b) Si G es normal con varianza uno, (U,V) es una variable aleatoria nor- 
/ 2 -1 \

mal bivariada con esperanza cero y matriz de covarianza I 2 / ‘ θ sea

De este modo

Si hacemos la sustitución

se tiene

Cono = 1<2 , en este caso particular, se concluye (3.5).

Ahora, se mostrara (3.6).

Cano h(u,v) es la densidad conjunta0 de (U,V), puede expresarse 

donde 1^ es la función indicadora del evento A.

Definiendo ü = U , V7 = U+V , tenemos
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(3.15)

Si G es normal con varianza una, la variable aleatoria bidimensional

(Ü,V) tiene función de densidad de probabilidad

De manera que (U,V) es una variable aleatoria normal bivariada con - 
¿2 1 \

matriz de covarianza I 2 / ‘

Abí, puede mostrarse que

(3.16) ,

ya que.si v<0,

donde es densidad condicional de Ü- dado V=v.

Pero, la densidad marginal de V es Luego

Por lo tanto

1/2____ 1/2 —Si hacemos w = (2/3)-L (u-v/2) , dw = (2/3;' du se tiene
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Luego se verifica (3.16).

De (3.1&) y de (3.15), se concluye

— 1/2 — 1/2Si hacemos w = v/2 , dw = dv/2 , tenemos

Luego se obtiene (3.6).

Ahora se vera (3.7).

Se tiene

Ccmo

se sigue que
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Luego,

1/2Por medio de la sustitución z = (w - (x+y)/2) (2/3) ,
1 /2dz = (2/3) dw , se tiene

Luego,

donde

es la función de densidad de una variable aleatoria (X,Y) normal bivaria- 
, , / 7/4 ~5/u\
da con esperanza cero y matriz de covarianzal 7/4/*

Par lo tanto
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Definamos X = X , V = X+Y. Luego la variable aleatoria bidimensional

(Z,T) tiene función de densidad de probabilidad

de manera que (Z,Y) es una variable aleatoria normal bivariada con esperan 
. . a · l/2\

za cero y matriz de oovarianza 1^/2 j ·

Por lo tanto,

pero,
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(3.17) ,

pues si y<0

donde fy|y es Ia densidad condicional de 5Γ dado Y=y.

Como, Y es una variable aleatoria normal con esperanza cero y varían- 

uno, se tiene

De esta manera,

Luego se verifica (3.17).

Entonces se obtiene 

de donde se tiene (3.7).

Para probar (3.8) consideremos la transformación T2 dada por 

x = x + y ,y = x- y. T2 transforma la región
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— 1/2 — 1/2Usando la sustitución y = 6 u , dy = 6 du , se tiene

Por lo tanto,

— 1/2 — 1/2Por medio de la sustitución u = x/2 , du = dx/2 se concluye
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Luego, se tiene C3.8).

Por otra parte

1/2Si hacemos y = (3/2) u , tenemos

De este modo se tiene (3.9).

(c) Si G es Cauchy con parámetro de escala 1, (U,V) es una variable aléate

ria con función de densidad de probabilidad

(ver Lema Al del Apéndice).

De este modo

Como = 1<2 , en este caso particular se concluye (3.10).

Ahora, se mostrará (3.11).

Por (3.15) puede expresarse como

Si G es Cauchy con parámetro de escala 1, (ü\v) es una vari ahí p alea
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toria bidimensional con función de densidad de probabilidad

De esta manera puede mostrarse que

(3.18)

Pues si v<0

donde f^|v es densidad condicional de U" dado V=v.

Como, V es una variable aleatoria con densidad de Cauchy γ£ centrada 

en el origen y con parámetro de escala 2, se tiene

Por lo tanto

Esta última integral se obtiene descomponiendo el integrando en fraó
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clones simples, (ver Lema A2 del Apéndice). Luego, se verifica (3.16).

De esta manera

Si hacemos w = v/2 , dw = dv/2 , tenemos

donde es la densidad de Cauchy centrada en el origen y con parámetro - 

de escala 1.

Así se obtiene (3.11).

Ahora veremos (3.12).

Se tiene

se concluye que
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Esta última integral se obtiene descomponiendo el integrando en frac

ciones simples (ver Lema A3 del Apéndice). Luego,

definiendo U=U , V = U + V.

De (3.16) y usando el hecho que V es una variable aleatoria oon densi

dad de Cauchy Y2 oentrada en el origen y con parámetro de escala 2 se ób— 

tiene
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Si hacemos w = v/2 , dw = dv/2 , se tiene

De esta manera se concluye (3.12).

Para probar (3.13) consideremos la transformación dada por

De esta manera
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Descomponiendo el integrando en fracciones simples (ver Lema A5 del

Apéndice), se obtiene

De este modo se obtiene (3.13).

Por otra parte

Esta última igualdad se obtiene del Lema A4 (ver Apéndice). Esto prue 

ba (3.14).

De donde se concluye el Teorema 3.1,.

3.2.- Algunos resultados numéricos y conclusiones

Supongamos s . = (j/n + l)r (j=l,2,... ,n) , r cualquier número real 

y t| = i (i=l,2,3).

Luego, cono s . se puede representar por una serie de potencias
J
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2, se concluye del Teorema 2,3 <b), si σ CG) < 00

y del Teorema 2.4 (b)

donde λ_. (i=l,2,3) , a^.(G) (j=l,2,...,), ag(G) fueron definidos en la sec- 

cción 2,1.

Si G es normal con varianza 1 de (3.1) y (3.5) se tiene a^íG) = π“1/<2 

y a_.(G) (j=l,2,...) se obtuvo integrando numéricamente (3.6) y (3.7). ade_ 

mas = 7t“1>/2/U , = 0 5X3 = -tt-1/2/4.

Si G es Cauchy con parámetro de escala 1 de (3.1) y (3.10) se tiene - 

o (G) = π-1^2 y a^(G) (j=l,2,...) se obtuvo integrando numéricamente 

( .11) y (3.12). Por otra parte = (4π) , = 0 , = -(4ir) \

Los valores de e^ p(G) y de e^ q(G) cuando G es nomal son mostrados 

en la Tabla I y los valores e^ ^(G) cuando G es Cauchy en la Tabla II.

Para cada una de las distribuciones consideradas fueron selecciona— 

dos 7 valores de r: 1,1/2,1/3,1/U,1/6,1/8,1/12.

Para r=l, observamos que el test W es 16% mas eficiente que el test 

de Friedman, bajo normalidad. Mientras que, si G es Cauchy el test de----

Friedman es mas eficiente que el test W.

Al disminuir el valar de r, e^ q(G) se acerca a uno, para las dos —
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distribuciones consideradas.

TABLA I

m=3 , G: normal

r

1 0,8325 1,1623

1/2 0,7808 1,0901

1/3 0,7606 1,0622

1/4 0,7501 1,0473

1/6 0,7390 1,0318

1/8 0,7335 1,0241

1/12 0,7277 1,0160
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TABLA II 

πρ3 , G: Cauchy

r ν°((3)
1 0,8953

1/2 0,9558

1/3 0,9724

1/4 0,9803

1/6 0,9873

1/8 0,9904

1/12 0,9935
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4.- EFICIENCIA ASINTQTICA DEL TEST W PARA CUATRO TRATAMIENTOS

4.1.- Calculo para a^CG) y áj(G) Cj=l,2,...) 

En esta sección vamos a suponer t^ = i (1=1,2,3,4). Luego

Hij = Rij “ (i=l,2,3,4 ; j=l,2,...,n). Ademas

D. = max Ζ·. - min Ζ·. (j=l,2,...,η).
3 1<ϊ<4 13 l<i<4 13

El Teorema 4.1 da una expresión de ag(G) y a^(G) (j=l,2,..........) para

cualquier función de distribución G y para el caso normal.

Teorema 4.1. Sean m = 4 y Z^, Z2, Ζθ, Z^ variables aleatorias indepen

dientes e idénticamente distribuidas con distribución G. Definamos
Λ

U = Z2 - Z^, V = Z3 - Z2,?W = Ζμ - Zg y sea h (u,v,w) la densidad con

junta de U, V y W.

Luego

(4.1)

donde

y

(4.2)

donde
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(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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y

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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(4.14)

(b) Si G es normal con varianza uno y si denotamos con y φ^ la fun

ción de distribución y de densidad de una variable aleatoria normal bi- 

variada con esperanza cero y matriz de covarianza C respectivamente, se 

tiene

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)



5b

(4.24)

(4.2S)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

DenostraciSn:
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se tiene

.¡onde

Luego,

Por otra parte se observa inmediatamente que
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Si definimos “ ^11 5 ~ ^31 *” ^*21 5 ~ ^Ul. ~~ ^*31 9 ®θ

tiene
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Entonces

Por otra parte cano

se tiene

Luego, se tiene (U.l).

Ahora veremos (4.2).

De las definiciones de y M^., se tiene
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donde
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Luego,

Ahora, encontraremos una expresión de

En primer lugar, se observa que

Si definimos para k=2,..., j+1

Es inmediato ver que
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Ahora, ? ^ontrará una expresión de

Sean η , η , η , n números mayores o iguales a cero tales que
12 3 4

+ n2 + n3 + ημ = j .

Supongamos que la sucesión {i2,... es tal que i^ = 1 ocurre

veces, i^ = 2 ocurre n2 veces * i^ = 3 Ocurre n^ veces y i^ = 4 

ocurre n^ veces.

Luego,
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De donde se tiene
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Por lo tanto

Definamos
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donde

Uj = Z££ — 9 V£ - 9 W£ - — Zg£ 9 para i-l,...,j+l.

Entonces se concluye

donde para k=2,..., j+1
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Diego,

De donde se obtiene

La última igualdad1 es'debido al· siguiente hecho
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En forma, análoga se puede ver que

Ahora, vamos a encontrar una expresión de (df(θ)/άθ)θ_θ.

Se observa que

Si definimos para k=2,... ,j+l

se tiene
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En primer lugar encontraremos una expresión de

Sean n^, n2, n^, números mayores o iguales a cero tales que 

nt + n2 + n3 + n^ = j.

Supongamos que la sucesión {i2,... >ij+^} es tal que i^ = 1 ocurre 

n veces, i, = 2 no veces, i, = 3 no veces y i, = 4 ocurre n„ veces.1 ’ k 2 ’ k 3 J k 4
Luego,

De esta manera se obtiene
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Λ
Luego, de la definición de L_. se concluye
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donde para k=2,..., j+1

Luego,

De esta manera se tiene
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Finalmente, encontraremos una expresión de

Se observa que

12 3 4
Sean C^., C^, C^, (k=2,...,j+l), cono fueron definidos arriba. Lue

go se tiene

En primer lugar encontraremos una expresión de

Pero, usando la descomposición de dada arriba se

se obtiene
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Luego, de la definición de L. se obtiene

donde para k=2,...,j+1

Entonces

Así se obtiene
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De donde se obtiene (4.2).
Ahora, probaremos (4.3). Para ello, observemos primeramente que

donde

Supongamos

*1 *2
Pero, Rj puede reescribirse como Rj , donde
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Por lo tanto,

donde

Pero,
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Cano R‘J puede reescribirse cano , donde

Es inmediato ver que , donde
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De donde

Cano de (4.7), (4.8) y (4.9)
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S' concluye que

Luego, se sigue (4.3).

En forma similar se puede mostrar (4.4) y (4.5).

Para mostrar (4.6), supongamos

, y considere-
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mos la transformación T* dada por - vk + ,

Wjc - + vk — wk 9 k-2,...,j+l.

T* transforra, la región

y el jacobianó de dicha transformación es igual a 1/4·^+\

Pür lo tanto
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Luego,

donde

Por lo tanto
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donde

Si hacemos la sustitución u^ = (v^ + Wjp/2 , = (ü^ - ν^)/2 ,

w^. = (u^ - w^)/2 (k=l,3,... ,j+l) , la región R,p se transforma en la re—
“A *gión , donde
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y él jaeóbiáno de dicha transformación es igual a 4^ .

Luego,

Finalmente, si hacemos la sustitución = (u^ + ,

W2 ~ (U1 + V1 + W1 “ ’ d^2 = ’ dw2 ~ ^2 9 se 

tiene



- 83 -

donde

Ahora bien, cano de (4.7) y (4.14)

se tiene
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(b) Si G es normal con varianza uno, (U,V,W) es una variable aleatoria 

normal trivariada con esperanza cero y matriz de covarianza

O sea

De este modo

- 1/2 Consideremos la transformación dada por v = (2/3) v ,

w = w/2^/2 . Cano 13(v,w)/9(v,w) | = 3^ , se obtiene
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donde

ί:
Luego = 0,04289.

Por otra parte

•x - 1/2Consideremos la transformación dada por u = (2/3) u , 

w = (2/3)1/? w . Cano | 3(u,w)/3(u,w) | = 3/2 , se concluye

donde
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ά
Luego le, = 0,05527. De esta manera se tiene (4.16).

£ Λ ¿

Finalmente como Κθ = se tiene = 0,04289.

Ahora, se mostrara (4.17).

Como h (u,v,w) es la densidad conjunta de (U,V,W), puede expre

sarse

Definiendo U = U , V = U+V+W , W = W, se tiene

Luego,
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(4.29).

Si G es normal con varianza uno , (U,V,W) es una variable aleatoria 

normal trivariada con esperanza cero v matriz de covarianza

Luego (U,V,W) tiene función de densidad de probabilidac

De donde, puede mostrarse que

(4.30).

Pues si v - ü < 0 se tiene

donde f_ _es la densidad condicional de W dado U=u , V=v ’ 
W|U,V
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Pero, es una variable aleatoria normal bivariada con matriz de
oovarianza C = \ , 0 sea la densidad de probabilidad de (U,V) es

Luego,

Por lo tanto

Luego se verifica (4.30)

De (4.30) y de (U.29) se concluye



- 89 -

Luego, se tiene (4.17).

Ahora se mostrará (4.18).
*-íK? puede expresarse como

Si (1,7",^ se definen como anteriormente, se obtiene
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De esta manera si G es normal con varianza uno, de (4.30) se conclu

ye

Así se obtiene (4.18).

Ahora se mostrará (4.19).

KgJ puede escribirse cano



- 91 -

Si G es normal con varianza uno de (U.30) se obtiene

Luego,
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De esta manera se concluye (4.19).

Finalmente se mostrará (4.20).

Κμ puede escribirse como

Si G es normal con varianza uno, de (4.30) se concluye
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Así se obtiene (4.20).
******* *

Por otra parte, las expresiones de Η , H^, Hg, H^, Η^, Ηθ y H? , 

cuando G es normal con varianza uno, se obtienen de (4.7), (4.8), (4.9), 

(4.10), (4.11), (4.12), (4.13) y (4.14) respectivamente por medio de 

cálculos directos (ver Lemas A6, A7, A8, A9 , A10, All, A12, Al3 del 

Apéndice).

4.2.- Algunos resultados numéricos y conclusiones

Si s . = i/n y t. = i (i=l,2,3,4), del Teorema 2.3 (a), se obtiene n,3 ■ J i ’ ’ ’ ’ 5

e. (G) = (16/5) (a.(G))2 . 
3í,F 1

Por otra parte, del Teorema 4.1 (a), se tiene

at(G) = 72 (5 lq1 + 6 K*1 + 2 Kj1 - K**)

donde
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yH^ , H? , Ηθ , , Η5 , Ηθ , Ηγ están definidos por (4.8), (4.9),

(4.10), (4.11), (4.12) y (4.13) respectivamente.

Si G es normal con varianza uno, se obtiene del Teorema 4.1 (b)
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donde φρ es la función de densidad de una variable aleatoria normal 
A j\

bivariada con esperanza cero y matriz de covarianza C = [ ? I 9

y . , H2 , Ηθ , , Hj. , Ηθ , Hy están dadas por (4.22), (4.23), (4.24)

(4.25), (4.26), (4.27) , (4.28) respectivamente.
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Integrando numéricamente > ^3 5 se obtiene que a^(G)

es aproximadamente 0,52306. Luego e^ p(G) es aproximadamente 0,875, si G 

es normal y por lo tanto e^ q(G) es aproximadamente 1,145. 0 sea el test 

W es aproximadamente 15% mas eficiente que el test de Friedman, bajo nor

malidad.
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5.- TEST DE YOHAI PARA CUATRO TRATAMIENTOS 

5.1.- Resultados principales

Denotemos como en las secciones anteriores D. = max Z.. - min Z.., 
3 i<i<4 T-J l<i<4

Qj el rango de Dj y R^^ el rango de en el bloque jipara j=l....,n.

Ademas sean para i=l,2,3,4 y j=l,...,n

; donde a es un numero real.

Definamos

donde

Ahora bien, T\_. puede reescribirse como
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donde

El siguiente Teorema es inmediato y es dado sin demostración.

Teorema 5.1 Sea H la hipótesis nula dada por (1.1.1) , entonces

(a) bajo H, las variables aleatorias (i=l,2,3,4 , j=l,...,n) son in

dependientes de las variables aleatorias (h (j=l,...,n).
ir

(b) Bajo H, las variables aleatorias (i=l,2,3,4 , j=l,...,n) son in

dependientes de las variables aleatorias (h (j=l,... ,n) .

(c) Para cualquier permutación (i^^jig,... ,in) de los primeros n natu

rales tenemos P^ÍQ^ ~ ^l’*”’^n = ~ ^^n··

(Pjj denota la probabilidad bajo la hipótesis H).

(d) Dada cualquier permutación (i^^jigji^) de (-1,0,0,1) tenemos

= ^’«33 = = Í4) : 1/24 ’

^H^lj ” ^l’^2j ~ ^2’^3j ~ ^3’^4j ~ 9 (j-l,...,n).

(e) Los vectores Jgí = (H^ ,H£_. ,Η^ ,H^ O , (j=l,...,n) son independientes.

■í» A A A A
(f) Los vectores jj. = (H^ ,H? j ,Η^ j ,H^ j) , (j=l,...,n) son independientes.

(g) Bajo H, S es libre de distribución.

Usando este Teorema podemos definir un test no parametrico tal que 

rechaza H si
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donde s (a) es definido por

(el subíndice n indica que el estadístico S es computado usando n blo----

ques).

El siguiente Teorema, muestra que la distribución asintótica bajo H 

(bajo alternativa) es chi-cuadrado central (no central) con tres grados 

de libertad.

Teorema 5.2

(a) Bajo H, S tiene asintóticamente una distribución chi-cuadrado central 

con tres grados de libertad.

(b) Sean K la sucesión de alternativas dada por (2.1) y

£ es la función indicadora del evento “ ^2 ’ denota la esperan 

za bajo £ - (θ^,©25θβ56^) ·

Entonces, bajo K S tiene asintóticamente una distribución chi-cua- n
drado no central con tres grados de libertad y parametro de no central!- 

dad Δ .

Demostración:
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Claramente se tiene , donde

1/2Es suficiente mostrar que (Τ^,Τ^,Τ^,Τ^) converge en distribu

ción a (X^ - ^9X2 - 5c,Xg " ^5^ > donde X^, Xg, X^ son variables

aleatorias independientes con distribución normal con media d^ y varíanza 

uno, y donde X = (X^ + X% + X3 + Por 1° tanto es suficiente probar
1 /?

que c¿ (\Ti + λ2^2 + λ3^3 + converge en distribución a una va—

riable aleatoria con distribución normal con med.ia V λ. d. y varianza 
i=l 1 1

Ϊ 2 -2 - V

¿ λ. - 4 λ , para todo vector real (λ. ,X9,Áq,λ. ) y λ = ¿ λ./Η.
i=l 1 1 z d 4 i=l 1

Luego, podemos escribir
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Por lo tanto L’ puede escribirse cano el U-estadístico n
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Sea subespacio de estadísticos de la form

Los siguientes resultados son válidos (ver Apéndice de Lehmann (1975)):.
(a) la proyección de sobre J>^es dada por

(5.1)

donde

(5.2)

(5.3)
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(var denota la varianza bajo la hipótesis alternativas K ) 
®n

(c) Si llamamos V¿ -k = (2L ,2^) , se tiene

var„ (LO = (n(n-l)/2) van (V + n(n-l)(n-2) cova (V „„V' 1Q) (5Λ) 
£n n Zn n’12 £n n’12 n’13

(cov denota la covarianza bajo la hipótesis alternativa K^)·

Ademas

(5.5)

(5.6)

donde

(5.7)

y

(νβτθ Y οονθ denotan la varianza y la covarianza respectivamente bajo la

la hipótesis nula).

De (5.3), (5.U), (5.5), (5.6) y (5.7), se obtiene
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(5.8).

De (5.1) , (5.7) y del Teorema Central del Límite se tiene

(donde indica convergencia en distribución y
2 2N(0,(9/(2 + 6a + 12az))Qg) la distribución normal con inedia cero y va- 

rianza (9/(2+ 6a + 12a^))aQ) .

Entonces de (5.8) se concluye

(5.9) .

Por medio de cálculos directos se puede mostrar que

(5.10).

Ahora bien, para probar

teniendo en cuenta (5.9) y (5.10) basta mostrar
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Se tiene

C5.ll).

Desarrollando E (Η!. (M., + (a(n+l) + l)/(n-l)) + H.. a(n+l)/(n-l)) £ 13 3k 13
en una serie de Taylor alrededor de 0 = (0,0,0,0) y poniendo

1/7 1/7 1/7 1/7θ = θ = (δ./η ' ,δο/η ,δο/η ,δ„/η z ) , se obtiene
'V Λ/Π 1 ¿ 3 H ’
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Ocmo

se obtiene

Luego, como , se concluye

Por otra parte para todo i (í=l,2,3,4) ,
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y para todo i X r Ci=l,293,4 ; r=l,2,3,4)

Cano , se ob

tiene

Por lo tanto
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De este modo se concluye (5.11) y por consiguiente el Teorema 5.2.

Como consecuencia del Tecrens. 5.2, obtenemos la eficiencia asintóti- 

ca relativa de Pitman del test S con respecto al test F.

Teorema 5.3 Si q2(G) < 00 , la eficiencia asintótica relativa de Pitman 

del test S con respecto al test F es dada por

Demostración:

El Teorema 5.3 se sigue del Teorema 5.2 y del hecho que bajo las al

ternativas , F converge en distribución a una chi-cuadrado no central 

con tres grados de libertad y paramatro de no centralidad

A
El siguiente Teorema, da una expresión computable de a (G) para 

cualquier función de distribución G y para el caso normal.

Teorema 5Λ Sean Ζ^,Ζ^,Ζ^,Ζ^ variables aleatorias independientes e idén

ticamente distribuidas con distribución G. Definamos U = Z^ - Z^ ,
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ft
V = Z3 - Z2 , W = Z^ - Zg y sea. h (u,v,w) la densidad conjunta de U, V y 

W. Luego

(5.12) ,

donde

(b) Si G es normal con varianza uno y si denotamos oon y φ^, la fun

ción de distribución y de densidad de una variable aleatoria normal bi- 

variada con esperanza cero y matriz de covarianza C respectivamente, se 

tiene
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(5.13) ,

(5.1U) ,

(5.15)

(5.16)

donde , y

(5.17)

(5.18)
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(5.19)

Demostración :

Sea Q = (θ15θ25θ3’θ4·) ’ θΐ " θ ’ 02 ~ θ3 S θ4 ~ θ·

Cano

se obtiene

donde
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Luego, 

Del Teorema 4.1, se concluye

(5.20)

Ahora encontraremos una expresión para

Como

se tiene
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donde

Luego,

Del Teorema 4.1 se tiene

Finalmente encontraremos una expresión de

De las definiciones de y se obtiene

(5.21).
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donde

Luego,

Del Teorema 4.1, se concluye

(5.22) ,

donde
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De (5.20), (5.21) y (5.22) se concluye

donde

De esta manera se obtiene (5.12).

(b) Si G es normal oon varianza uno, (5.13), (5.14), (5.15), (5.16), 

(5.17), (5.18) y (5.19) se deducen de (4,15), (4.16), (4.17), (4.20), 

(4.22), (4.23) y (4.28) respectivamente para j = 1.

5.2.- Resultados numéricos y conclusiones

Integrando numéricamente (5.15) y (5.16) se obtuvo de (5.12) que
Λ

a (G) es aproximadamente 0,31913 + 0,58894 a , si G es normal con varian- 

za uno. Luego, del Teorena 5.3 se concluye que ec r(G) es aproximadamente 

igual a
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El valor de a que maxdmiza esta última expresión es 0,11. Por lo tan

to eQ „(G) es, para este valor de a, aproximadamente 0,841 y de donde b,r
eQ n(G) es aproximadamente 1,10. 0 sea, si G es normal el test S es aproxi

madamente 10% nas eficiente que el test de Friedman.

Por otra parte si s . = j/n (j=l,...,n) y t. = i (i=l,2,3,4), la efi n,] i
ciencia asintótica relativa de Pitman del test S con respecto al test de

Quade (W) es aproximadamente 0,961 para a = 0,11 y G normal.
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6.- ESTUDIO DE MONTE CARLO 

6.1.- Descripción del estudio

r
En esta sección vamos a suponer s„ . = (j/n) (j=l,...,n) y t. = 1n,j J i

(1-1}··· ^m)·

El estudio de Monte Cario tuvo cono objetivo calcular la potencia del 

test de Quade y compararla con las potencias de los siguientes tests: F, 

Friedman, alineado con la media, y alineado con la mediana.

Para este estudio fueran seleccionados dos valores de m: 3 y 4; tres 

distribuciones: normal, Cauchy y Student con tres grados de libertad; y 

cuatro valores de r: 1, 1/2, 1/3, 1/4.

Por otra parte para n = 10 yn = 20, las alternativas consideradas 

fueron = -δ , θ? = 0 , = δ para m = 3 y - -δ , θ2 = —δ/2 ,

θθ = δ/2 , = δ para m = 4, donde δ es un número real.

Para cada una de las tres distribuciones consideradas fueron selec

cionados los siguientes valores de δ: 0,31, 0,63, 0,84, 1,38, 1,02 para 

n = 10 y 0,22, 0,31, 0,37, 0,63,para n = 20.

Para cada elección de G, n, m, δ y r se realízaron 10000 iteraciones, 

las potencias muéstrales son mostradas en las Tablas III, IV, V, VI,

VII, VIII, IX, X, XI, XII, XIII y XIV.

Nota,

(a) Se usara la siguiente notación de los estadísticos del test de Quade:
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Ademas denotaremos con AL1 al estadístico del test alineado con la

media y con AL2 al estadístico del test alineado con la mediana.
A A A

(b) Sea d = P - Pq, donde P es la potencia maestral de cualquiera de los 

estadísticos considerados (W^, W2, Wg, W^, F, AL1, AL2) y P^ es la poten

cia muestral del estadístico de Friedman. Luego, los valares tabulados de 

de las potencias muéstrales son marcados con + si |d| excede 2 veces la 

desviación estándar de d, y con - si |d| no excede 2 veces la desviación 

estándar de d.

6.2.- Conclusiones

(a) Si G es la distribución normal con varianza uno:

la potencia del test de Quade (W^, W2, Wg o W^) y el test de Friedman: di

fieren significativamente. La potencia del test de Quade fue superior en 

casi todas las alternativas consideradas.

(b) Si G es la distribución Cauchy con parámetro de escala uno:

la potencia del test de Quade (W^ o W2) y la del test de Friedman difie

ren significativamente. La potencia del test de Friednen fue superior, en 

casi todas las alternativas consideradas. Pero, no hay diferencia signi

ficativa entre la potencia del test de Fridman y el test de Quade

(Wg oW^j θη casi todas las alternativas consideradas.

(c) Si G es la distribución de Student con tres grados de libertad:
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la potencia del test de Quade CW^) -y la del test de Friedman difieren 

significativamente. La potencia del test de Friedman fue favorecida en 

varias situaciones. Para el test de Quade (V^) los resultados fueron mix

tos. Ademas, no hay diferencia significativa entre la potencia del test 

de Friedman y el test de Quade (W^ o W^).

El test F y los tests alineados (AL1, AL2) resultaron generalmente 

con mas potencia que el test de Friedman y el test de Quade (W^, , Wg, 

W^), para las distribuciones y alternativas consideradas.

Los resultados, para G normal con varianza uno y G Cauchy con pará

metro de escala uno, fueron consistentes con aquellos dados en las Seccio

nes 3 y 4.
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TABLA III

Potencias maestrales para α = 0,066

m = 3 ; η = 10 ; G : normal

δ
Estadísticos 0,31 0,63 0,84 1,02 1,38

W1 0,2138+ 0,6302+ 0,8498+ 0,9582+ 0,9982“

W2 0,2150+ 0,6202+ 0,8414+ 0,9510+ 0,9976”

W3 0,2124+ 0,6142+ 0,8354+ 0,9496+ 0,9972”

wu 0,2072+ 0,6132+ 0,8288+ 0,9450” 0,9966"

Q 0,1876 0,5652 0,7876 0,9198 0,9936

AL1 0,2218+ 0,6744+ 0,8930+ 0,9796* 0,9994“

AL2 0,2100+ 0,6446+ 0,8610+ 0,9612+ 0,9996”

F 0,2254+ 0,6864+ . 0,9008+ 0,9808+ 0,9996“
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TABLA IV

Patencias muéstrales para a = 0,06

m = 3 ; n = 20 ;G: normal

δ

Estadísticos 0,31 0,22 0,37 0,63 0,84

W1 0,3536+ 0,2000” 0,4776+ 0 59150+ 0,9934”

W2 0,3394" 0,1918” 0,4562+ 0,8988+ 0,9916”

W3 0,3442+ 0,1976” 0,4610+ 0,9030+ 0,9896”

W4 0,3486+ 0,1986” 0,4674+ 0,9054+ 0,9894"

Q 0,3258 0,1916 0,4306 0,8676 0,9850

ALl 0,3770+ 0,2086+ 0,5072+ 0,9408+ 0,9964"

AL2 0,3620+ 0,2070+ 0,4842+ 0,9246+ 0,9944"

F 0,3934+ 0,2154+ 0,5320+ 0,9508+ 0,9982"
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TABLA V

Potencias muéstrales para a = 0,066

m = 3 ; n = 10 ; G : Student con 3 grados de libertad

6

Estadísticos 0,31 0,63 0,84 1,02 1,38

W1 0,1478" 0,3772* 0,5774* 0,7242" 0,8854"

W2 0,1490" 0,3948" 0,6056" 0,7460" 0,9162"

W3 0,1510" 0,4084" 0,6260" 0,7590" 0,9222"

w4 0,1512" 0,4128" 0,6310* 0,7648* 0,9258"

Q 0,1508 0,3964 0,6048 0,7368 0,9094

AL1 0,1670* 0,4276* 0,6416* 0,7790* 0,9326"

AL2 0,1554" 0,4300* . 0,6452* 0,7788* 0,9366"

F 0,1578" 0,4050" 0,6060" 0,7422" 0,9050"
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TABLA VI

Potencias maestrales para a = 0,06

m = 3 ; n = 20 ; G : Student con 3 grados de libertad

δ

Estadísticos 0,31 0,22 0,37 0,63 .0,84

W1 0,2184“ 0,1386“ 0,2892“ 0,6622“ 0,8598“

W2 0,2408+ 0,1548“ 0,3206+ 0,6948“ 0,8908“

W3 0,2506+ 0,1626+ 0,3302+ 0,7148+ 0,9046“

W4 0,2500+ 0,1632+ 0,3308+ 0,7184+ 0,9036“

Q 0,2262 0,1484 0,2996 0,6804 0,8820

AL1 0,2326“ 0,1492“ 0,3156+ 0,7114+ 0,8976“

AL2 0,2406+ 0,1506“ 0;3156+ 0,7196+ 0,9090+

F 0,2102+ 0,1438“ 0,2862“ 0,6U64+ 0,8358+
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TABLA. VII

Potencias maestrales para a = 0,066

m = 3 ; n = 10 ; G : Cauchy con parámetro de escala uno

δ

Estadísticos 0,31 0,63 0,84 1,02 1,38

W1 0,0924“ 0,2306+ 0,1902+ 0,3588+ 0,3508“

W2 0,0984“ 0,2786“ 0,2320“ 0,4326“ 0,4261+

W3 0,1022+ 0,2935+ 0,2463“ 0,4606+ 0,4604“

W4 0,1012+ 0,2933+ 0,2463“ 0,4684+ 0,4602“

Q 0,0922 0,2780 0,2455 0,4416 0,4571

AL1 0,0914 0,2335 0,2098 0,3835 0,4051

AL2 0,1051+ 0,2924+ 0,2508“ 0,4576“ 0,4677+

F 0,1012+ 0,1831+ 0,2022+ 0,3016+ 0,3522+
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TABLA VIII

Potencias maestrales para a = 0,06

m = 3 ; n = 20 ; G : Cauchy con parametro de escala uno

δ

Estadísticos 0,22 0,31 0,37 0,63 0,84

W1 0,0888+ 0,1054+ 0,1228* 0,2242+ 0,4384+

w2 0,1082“ 0,1312“ 0,1556" 0,3180+ 0,5614*

W3 0,1122“ 0,1350“ 0,1640" 0,3406" 0,5978"

w4 0,1128" 0,1352" 0,1644" 0,3432" 0,6098"

Q 0,1126 0,1320 0,1578 0,3382 0,6032

AL1 0,0982+ 0,1174+ 0,1404+ 0,2882+ 0,4790+

AL2 0,1129“ 0,1360+ “0,1632“ 0,3444" 0,6036"

F 0,0850+ 0,1042* 0,1156* 0,1814+ 0,2526+
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TABLA IX

Potencias muéstrales para a = 0,066

m = 4 ; n = 10 ; G : normal

δ

Estadísticos 0,31 0,63 0,84 1,02

W1 0,2176“ 0,6672* 0,8938* 0,9726“

w2 0,2112“ 0,6474“ 0,8774“ 0,9700“

W3 0,2216“ 0,6656* 0,8870“ 0,9730"

ww4 0,2214“ 0,6702* 0,9000* 0,9722“

Q 0,2110 0,6426 0,8662 0,9618

AL1 0,2388* 0,7334* 0,9296* 0,9890“

AL2 0,2316* 0,7126* 0,9210* 0,9998*

F 0,2404+ 0,7394* 0,9382* 0,9998*



TABLA. X

Potencias muéstrales para a = 0,06

m = 4 ; n = 20 ; G : normal

δ

Estadísticos 0,22 0,31 0,37 0,63

W1 0,2122" 0,3778+ 0,5126+ 0,9498“

W2 0,1992" 0,3594" 0,4766" 0,9200"

W3 0,2058“ 0,3694” 0,4901” 0,9268”

WU 0,2072" 0,3770+ 0,5010" 0,9346”

Q 0,2068 0,3528 0,4840 0,9266
¡

AL1l
0,2314+ 0,4242+ 0,5584+ 0,9696+

AL2 0,2240+ 0,4070+ 0,5432+ 0,9638+

F 0,2472+ 0,4386+ 0,5802+ 0,9774+
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TABLA XI

Potencias muéstrales para a = 0,066

m = 4 ; n = 10 ; G : Student con 3 grados de libertad

δ

Estadísticos 0,31 0,63 0,84 1,02

W1 0,1402" 0,3942+ 0,5944+ 0,7466+

w2 0,1500" 0,4334“ 0,6384+ 0,7870+

W3 0,1552" 0,4546“ 0,6722“ 0,8136“

wu 0,1558" 0,4548" 0,6800“ 0,8250“

Q 0,1502 0,4458 0,6774 0,8140

AL1 0,1594" 0,4648“ 0,6918“ 0,8384“

AL2 0,1538" 0,4678+ 0,6986“ 0,8506+

F 0,1566“ 0,4264+ 0,6346+ 0,7756+
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TABLA XII

Potencias maestrales para a = 0,06

m = 4 ; n = 20 ; G : Student can 3 grados de libertad

δ

Estadísticos 0,22 0,31 0,37 0,63

W1 0,1338+ 0,2190+ 0,2904+ 0,6954+

W2 0,1420” 0,2212+ 0,2960+ 0,7072+

W3 0,1444“ 0,2402“ 0,3203“ 0,7280+

W4 0,1505“ 0,2434” 0,3208" 0,7348"

Q 0,1480 0,2478 0,3240 0,7590

AL1 0,1484“ 0,2466“ 0,3254“ 0,7808"

AL2 0,1558“ 0,2686+ 0,3530+ 0,8016+

F 0,1320+ 0,2076+ 0,2790+ 0,6658+
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TABLA XIII

Potencias muéstrales para a = 0,066

m = 4 ; n = 10 ; G : Cauchy con parámetro de escala uno

δ

Estadísticos 0,31 0,63 0,84 1,02

W1 0,1030+ 0,2016+ 0,3002+ 0,3878+

W2 0,1134” 0,2380+ 0,3444+ 0,4454+

W3 0,1212” 0,2640” 0,3852+ 0,4908+

ww4
0,1226+ 0,2714” 0,3994" 0,5060"

Q 0,1128 0,2704 0,4062 0,5170

AL1 0,0942+ 0,1852+ 0,2796+ 0,3600+

AL2 0,1112” 0,2598“ 0,4004" 0,5090"

F 0,0844+ 0,1333+ 0,1864+ 0,2244+
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TABLA XIV

Potencias muéstrales para a = 0,06

m = 4 ; n = 20 ; G: Cauchy con parámetro de escala uno

δ

Estadísticos 0,22 o,31 0,37 0,63

W1 0,0812" 0,0886” 0,1008” 0,1508+

W2 0,0632+ 0,0876" 0,1054” 0,1820+

W3 0,0792" 0,0964" 0,1140” 0,1906"

WU 0,0798" 0,1020" 0,1144" 0,1963"

Q 0,0796 0,0934 0,1088 0,1902

ALl 0,0720“ 0,0698+ 0,0724+ 0,0704+

AL2 0,0801" 0,0960” 0,1100" 0,1922"

F o,W 0,1334+ O,1U18+ 0,1340+
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7.- CONCLUSIONES FINALES

En resumen los resultados obtenidos fueron los siguientes:

(i=l,2,3 ; j=l,2,...,n, r es un número real).

Para r = 1, e _(G) es aproxijiadamente 1,1623, bajo normalidad. Mien- 
W,Q

tras que si G es la distribución de Cauchy el test de Friedman es mas

eficiente que el test W.

Si modificamos r (por ejemplo r = 1/8 o r = 1/12) e^ q(G) se apro

xima a uno, para las dos distribuciones consideradas (normal y Cauchy).

La eficiencia asintótica relativa de Pitman del tes W con respecto 

al test Q es aproximadamente 1,145, bajo normalidad.

(c) Del estudio de Monte Cario se concluye:

(c^) G : normal

La potencia del test de Quade ° W^) fue superior a la potencia

del test de Friedman en casi* todas las alternativas consideradas.

(C2) G : Cauchy

La potencia del test de Friedman fue superior a la potencia del test de
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Quade (W^ o W2).

Pero, no hay diferencia significativa entre la potencia del test de 

Friednan y a la potencia del test de Quade (W^ o W^) en casi todas las 

alternativas consideradas.

(Cg) G : Student con tres grados de libertad.

La potencia del test de Friedman fue favorecida en varias situaciones, 

cuando se la comparo con la potencia del test de Quade (W^) .

Ademas no hay diferencia significativa entre la potencia del test 

de Friedman y la potencia del test de Quade (W^ o .
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APENDICE

Usando las definiciones de la introducción, en los Teoremas Al, A2,

A3 vamos a suponer m=3; s . = j (j=l,...,n) , t. = i (i=l,2,3) y n,5 í

Luego el test basado en rangos ponderados se reduce a

donde

Teorema Al Sea K : G..(x) = G(x - θ. -μ.) una sucesión de hipótesis----------------- η ιί m ί ·

alternativas tal que

Bajo 1γ, W tiene asintóticamente una distribución chi-cuadrado no — 

central con dos grados de Ί íbertad y parámetro de no centralidad

donde
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Demostración:

Sea Basta mostrar que
1/2 —

cn ^1*T2 ’^3) converge en distribuvión a (X^ - X^-5<,Xg-50 donde X^, 

X^, Χθ son variables aleatorias independientes con distribución normal — 

con media d^ y varianza uno (N(d^,l)) y X = (X^ + + X^)/3. 0 sea es sufi

ciente probar que para todo vector real ,

(Al)

donde indica convergencia en distribución y

Sea

donde E indica la esperanza bajo K . ,
^n

Como , podemos escribir
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Luego, puede escribirse como el U-estadístico

donde
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Sea. el súbespacio de estadísticos de la forra P = Ϊ r.(Z.) .
n j=l 3 <1

Los siguientes resultados son validos (ver Apéndice de Lehmann (1975)):

(a) La proyección de sobre JÉ^es dado por

(A2)

donde

(A3)

(A4)

(var denota la varianza bajo la hipótesis alternativa K ). 
^n

(c) Si llamamos se tiene

(A5)

(cov denota la covarianza bajo la hipótesis alternativa K ).
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(A6)

Ademas

(A7)

donde

(A8)

(vaTg y οονθ denotan la varianza y la covarianza respectivamente bajo la 

hipótesis nula).

De (AM·), (A5), (A6), (A7) y (A8) se obtiene

(A9).

De (A2), (A8) y del Teorema Central del Límite, se concluye

Luego de (A9) se obtiene

(A10)
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Se puede mostrar que

(All)

Luego para probar (Al) teniendo en cuenta (A10) y (All) basta mostrar

Ahora bien, se tiene

(A12).

Desarrollando E (H. , (Μ.. + l/(n-l))) en una serie de Taylor alrede- 
£ 3-J

1/91/21/7 
dor de 0 = (0,0,0) y por-lando θ = θ = (δ^/η , δο/η ' , δο/η ' ) se ob-*v ’ ’ J r 0/ %n 1 ’ 2 ’3
tiene
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Como (Mj-2 + 1/Cn-l))) = 0, se obtiene
%

Luego, se concluye

Por otra parte para todo i (i=l,2,3)

y para todo i t r (i=l,2,j ; r=l,2,3)

Ademas cano = 0 si Θ. - 6q (j=l,2,3) , se obtiene
Z -J

Por lo tanto



- mi -

De este modo se concluye (Al2) y por consiguiente el Teorema Al.

Cano consecuencia del Teorema Al, obtenemos la eficiencia asintóti- 

ca relativa de Pitman del test W con respecto al test F.

2
Teorema A2 Si σ (G) < 00 , la eficiencia asintotica relativa de Pitman 

del test W con respecto al test F es dada por

Demostración :

El Teorema A2 se sigue del Teorema Al y del hecho que bajo las alter-
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nativas , F converge en distribución a una chi-cuadrado nc central

con tres grados de libertad y parámetro de no centralidad

El siguiente Teorema da una expresión computable de a^(G) para 

cualquier función de distribución G y para el caso normal.

Teorema A3 Sean Z^, Z^, Z^ variables aleatorias independientes e idén

ticamente distribuidas con distribución G. Definamos U = - Z^,

V = Zo - Zo y sea h(u,v) la densidad conjunta de U y V. Luego

donde

(A13),

(A14) .

(b) Si G es normal con varianza uno, se tiene

(A15) ,
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(A16) ,

donde Φ y φ son las funciones de distribución y de densidad respectiva

mente de una variable aleatoria norial con media cero y varianza uno.

Demostración :

De las definiciones de H.. y se tiene

donde

Luego

(A17).

Es inmediato ver que
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Luego, se tiene

Ahora, definamos

Por lo tanto



- 145 -

Definiendc y

se tiene

Análogamente se puede probar que

Luego de (A17) se tiene

De esta manera definiendo , se

Concluye

Ahora, vamos a probar (A13).

De la definición de h(x,y), se tiene
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donde

Supongamos = θ , μ2 = μθ = μ^ = μ& = 0 . 

Luego, puede reescribirse como R2 ’ donde

Por lo tanto

donde

Pero,

De esta manera se tiene
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Luego se verifica (Al 3).

Para demostrar (A14) supongamos - Pg = μΐ| = θ ’ μ5 = θ *

Consideremos la transformación T dada por ^2 = u2 + v2 ’^2 = u2 _ v2‘ 
T transforma la región

en la región

Además

Por lo tanto

Luego
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donde

de este modo

donde

se transforma en la región , donde

Luego, cono , se tiene

Finalmente por medio de la sustitución y
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, se concluye

donde

Luego se tiene (Al4).

(b) Si G es normal con varianza uno, (U,V) es una variable aleatoria nor

mal bivariada con esperanza cero y matriz de covarianza

0 sea

Ahora bien, escribamos

donde

Luego, como h(u,v) es la densidad conjunta de (U,V) puede expre-



- 150 -

sarse cano

donde I. es la función indicadora del evento A. A
Definiendo U = UyV = U + V , se tiene

(A18) .

Si G es normal con varianza uno, la variable aleatoria bidimensio- 

nal (U,V) tiene función de densidad de probabilidad

De esta manera (Ü,V) es una variable aleatoria bivariada con matriz

de covarianza

Así puede mostrarse que

(A19) ,

ya que si v < 0 ,

donde f-, - es la densidad condicional de Ü dado V = v . 
u|v
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Pero, la densidad marginal de V es

por lo tanto

De esta manera

Luego se verifica (A19).

De (Al 8) y de (A19) se concluye

Por otra parte



- 152 -

Luego

De este modo se obtiene (A15).

Ahora se verá (A16).

Se tiene

Cano

se sigue
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es la función de densidad de una variable aleatoria (X,Y) normal bivaria

da con esperanza cero y matriz de covarianza

Luego,

Luego,

Por lo tanto
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De este modo (X,Y) es una variable aleatoria normal bivariada con 

esperanza cero y matriz de covarianza

Definamos X = X,Y = X + Y. Luego, la variable aleatoria bidimen- 

sional (X,Y) tiene función de densidad de probabilidad

Por lo tanto,

Pero,
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(A20) .

Pues, si y < O se tiene

donde | - es la función de densid d condicional de X dado Y = y .

Como, Y es una variable aleo Loria normal con esperanza cero y varían- 

za uno, se obtiene

De esta manera

Luego se verifica (A20).

Entonces se obtiene
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Luego, se tiene (Al6) y pea? consiguiente el Teorema A3.

Integrando numéricamente (A15) y (A16) se obtiene que e (G) es a-
W,F 

proximadamente 0,899, para G normal y por lo tanto e^ ^(G) es aproximada- 

1,255.

Lema Al Sean Ζ^,Ζ^,Ζ^ variables aleatorias independientes e idénticamen

te distribuidas con distribución de Cauchy con parámetro de escala uno, 

U = Z2 - Z^ , V = Ζθ - Z2 , W = Z2. Luego (U,V) es una variable aleatoria 

con función de densidad de probabilidad ·

Demostración :

gear f y f las funciones de densidad de probabi-
(u,v,w) (z15z2,z3)
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lidad de (U,V,W) y (Z^jZ^jZg) respectivamente. Luego

Por lo tanto la función de densidad de probabilidad de (U,V) es

Esta integral puede evaluarse por residuos. Se tiene

Luego se concluye el Lema Al.
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Lema A2

Demostración :

Si hacemos la sustitución t = u/v , dt = dü/v , se tiene

Descomponiendo el integrando en fracciones simples, se tiene

De esta manera se ha probado Lema A2.
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Lema. A3

Demostración :

Si hacemos la sustitución z = w-(u + v)/2 , dz = dw , se tiene

donde
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En primer lugar vamos a evaluar 1^ .

Si descanponemos el integrando en fracciones simples, se tiene
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Luego,

Ahora, vamos a evaluar

Si descalcañemos el integrando en fracciones simples, se tiene

De esta manera

De esta manera se concluye el Lema.



Lema AM

Demostración :

Lema A5

Demostración :

En primer lugar calculemos
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Para evaluar 1^ descoirponemos el integrando en fracciones simples.

Luego,
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Por lo tanto,

Finalmente vamos a evaluar I2.

Descomponiendo el integrando en fracciones simples se tiene

Por lo tanto,

De esta manera
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De esta manera queda probado el Lema.

En los siguientes lemas denotaremos

¡-■erna A6

donde Φ y φ son las funciones de distribución y de densidad de una va

riable aleatoria normal con esperanza cero y varianza uno respectivamen

te.
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Demostración :
Λ

De la definición de h se tiene

JU

Ahora bien, consideremos la transformación T** dada por x = x ,
Ί /O άy = y + x/2 , z = 3^ T transforma la región

en la región

Ademas

Luego,

donde
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Pero

De esta manera se concluye el Lema:

Lema. A7

donde

’ 5011 funciones de distribución y de
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densidad de una variable- aleatoria normal bivariada con esperanza cero y 

matriz de covarianza C respectivamente.

Demostración:

Cano

donde C =

Luego, se tiene el Lema.
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Lema A8

Demostración:

Se tiene

Por otra parte

Luego,

Luego, se tiene el Lema.
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Lemá A9

Demostración:

Ceno

se tiene
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donde

De esta manera se concluye el Lena.

Lema A10

Demostración :

Se tiene

Por otra parte

De esta manera
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Luego se tiene el Lema.

Lema All

donde

Demostración :

Como

se tiene
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donde

De esta manera se tiene el Lema.

Tema A12

Demostración:

Se tiene

Ademas



- 174 -

Luego,

Luego se tiene el Lema.

Lema Al3

Demostración:

Se tiene
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Luego, -

Por otra parte

De esta manera

Luego se tiene el Lema.
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