UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

LA INTEGRACION SOBRE UN CONJUNTO

SEMIANALITICO

Miguel E .Herrera

Tesis presentada para optar al titulo de

Doctor en Ciencias Matemaéticas

Afo 1965



PROLOGO
!

Sea M un conjunto analitico complejo de una variedad analitica com-
pleja X . Supongamos que la dimensién (compleja)de M es p; sea M*
la variedad de los puntos regulares de dimensién p de M ., Seginun re-
sultado de P, Lelong (17), existe una corriente o-céntinua sobre X que
coincide, sobre M#*, con la integracién sobre la variedad M%* orientada
canénicamente.

El propé8sito principal del presente trabajo es extender este resultado
al caso en que M es un conjunto semianalitico de dimensién p de una va-
riedad analitica real X ., Como la parte regular -M* de M no es orien-
table en general, o si lo es, no es orientable canénicamente, resulta conve-
‘niente introducir la homologia de M.

En el Capitulo I se resumen las definiciones y propiedades de los con-
juntos semianaliticos, de la homologia y de las corrientes que se titilizan . -
luego. Los conjuntos semianaliticos han sido introducidos y estudiados por
S. Lojasiewicz, quien ha construido una herramienta particularmente adecua-
da para la teoria : las descomposiciones normales. Estas son descomposi-
: !
ciones locales de los conjuntos semianaliticos. Aunque los conjuntos semia-

naliticos son triangulables (14), hemos preferido no recurrir directamente a

este hecho, en cuanto a homologia se refiere, sino usar la homologia de Bo-"



Borel-Moore (1) . Como consecuencia, las definiciones que se dan en
(I, C, 6) de las corrientes de integracién sobre una variedad X de clase
C® son formalmente diferentes de las clisicas (cf.p.ej. (17)) , aunque
equivalentes,

En el Capitulo II se prueban, utilizando las descomposiciones norma -
les, los dos resultados centrales del trabajo (teoremas A,2.1 y B,2.1).
Segldn el primero, existe una corriente de integracién sobre M para cada
clase de homologia con coeficientes reales de M?%* , EIl segundo resultado
es un teorema de Stokes. Se demuestra que el homomorfismo de conexién
Hp(M*;R) SN Hp-l( 3M;R), donde dM designa la parte singular de M,
es realizado por una operacién del andlisis, el borde de las corrientes, En
realidad, se prueba algo mas }general : en ambos teoremas el conjunto M
puede reemplazarse por un conjunto semianalitico cualquiera N C M (%),
Como corolario inmediato, se deduce que las Unicas corrientes de integra-
cién cerradas sobre M son las correspondientes a clases en Hp(M;R) .
En particular, la corriente asociada por P, Lelong, que corresponde a una
clase fundamental del conjunto analitico complejo M, es cerrada.

En el Capitulo III se definen formas (pares), corrientes y cadenas
(semianaliticas) sobre un conjunto semianalitico M vy, gracias a los resul-_
tados del Capitulo II , homomorfismos entre los respectivos espacios de
homologia. La homologia semianalitica de M (con coeficientes reales) se

identifica con la homologia de Borel-Moore de M . En el caso enque M.

(*) Esta posibilidad fu€ sugerida por S, Lojasiewicz.



es una variedad, se obtienen los isomorfismos conocidos como teoremas de
De Rham (17) . El estudio de tales homomorfismos en el caso general es un
problema abierto. Por dltimo, se definen formas impares sobre M, gene-
ralizando las intro&ucidas por De Rham en (17) y se prueba que tales for -
mas pueden integrarse sobre M,

Deseo expresar aqui mi reconocimiento por la direccién, valiosos
consejos y criticas recibidas del Prof,R.Ricabarra antes y durante la prepa-
racién de este trabajo., Agradezco también al Prof, S, Lojasiewicz por ha-
berme facilitado una copia de su articulo sobre triangulacién de conjuntos
semianaliticos (14) antes de su publicacién, la que me ha sido de gran utili-
dad, asi como por la informacién y sugestiones que me ha transmitido du-

rante su estadia aqui, en Buenos Aires.

M. H.

Buenos Aires, agosto de 1965.
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CAPITULO I. - INTRODUCCION

A.- CONJUNTOS SEMIANALITICOS. .

Aqui presentamos un resumen de aquella parte de la teoria de conjuntos se-
mianaliticos que usaremos en este trabajo. Las citas para las definiciones, pro-
piedades y parte de las demostraciones correspondientes son (13), (14), (15) vy

(16).

1. - Definicién de conjunto semianalitico. Sea X una variedad analitica

real de dimensién n y, para cada x €X, sea S(x) la menor familia de gér-
menes en x de partes de X talque: 1) a, b € S(x) implica a Ub € S(x)

y a-b € S(x); 2) S(x) contiene todos los gérmenes en x de conjuntos

( f(y)‘>.'w0) ) "aonde f es analitica real en un entorno de x . Entonces se dice
que un subconjunto M de X es semianalitico si para todo x € X el germen de

M en x pertenece a S(x).

1.1. - Una unién localmente finita y una interseccién finita de conjuntos semi
analiticos es semianalitica. El complemento de un conjunto semianalitico es se-
mianalitico. Un subconjunto de una variedad analitica cerrada X' de X es se-
mianalitico en X' si y sélo si lo es en X . La imagen de un conjunto semiana-
litico por un isomorfismo analitico es semianalitica. La clausura, el interior,

N . o, . . . oy o
y la frontera de un conjunto semianalitico son conjuntos semianaliticos. Un pro-.

ducto cartesiano finito de conjuntos semianaliticos es semianalitico.
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1.2, - Sea M un conjunto semianaliticoy p wun entero > 0. Se dice que
x € M es un punto p-regular de M si existe un entorno abierto U de x
tal que Mf\U es una subvariedad analitica de U de dimensién p . Se dice
que x €M es O-regular si x es un punto aisladode M . El conjunto de los
puntos regulares de M (puntos p-regulares para algin p ) es denso en M.
Se dice que la dimensién dim M de M es P si no existen puntos q-regu-
lares de M con q>p, y sedice que dim M=p si dim M P perono se

cumple dim M Kp-1. Dim M es invariante bajo isomorfismos analiticos.

1.3.-Si M es semianaliticoy dim M=p, entonces dim M~ _p Yy
dim (M - M) <p, donde M indica la adherencia de M . Ademds, si M¥*
es el conjunto de los puntos p-regulares de M , entonces M¥* es una subvarie-
dad analitica, en general no cerrada, de dimen sién p de X y AM = (M -M¥*)
es un subconjunto semianalitico de X tal que dim éM X P-l1. Llamamos a
BM la parte singular de M . A su vez, se puede descomponer éM en su
parte regular y singular, y repitiendo el procedimiento se puede expresar M
como unidén disjunta de subvariedades analijticas de X de dimensiones estricta-
mente decrecientes y menores o iguales que dimM . Si U es abierto en X,
entonces MU es un conjunto semianaliticoen U y (MJU)* = MxNU ,
dMNU) = (IMAU.
La familia de las componentes conexas de un conjunto semianalitico es lo-

calmente finita. Un conjunto semianalitico es localmente conexo.

l.4. - Sea M semianalitico en la variedad analitica X y sea x € M ; enton

ces existe un entorno U de x en X talque U M es un retracto por defor-



macién de U (cf.(13), teor.16). En particular, todo conjunto semianalitico es

un espacio HLC (homolégicamente localmente contréctil; cf. (4), lra.edicién).

2, - Descomposiciones normales.Indiquemos con R y C los cuerpos real

real y complejo, respectivamente. Un polin omio distinguido real
| k+ 1

H(xl cee X 3 xh ) en la variable xh, centrado en el origen de R =

k

--=- k+l ----
Rx...xR = ((x;xh):xGRk Yy Xy € R), es un polinomio en la va-

riable x, ~cuyo coeficiente dominante es 1 y .cuyos restantes coeficientes son

funciones analiticas reales definidas en un entorno del origen de R , nulas en

k .
el origen de R . Un polnomio distinguido real define un polinomio distinguido com

. k+1
plejo! de definicién andloga ), centrado en el origende C , que indicaremos

H(z Z 3 Z ).

1... k h

y n : ' n s
Un sistema normal en R centrado en el origende R es una familia

k k
(Hy i 0§k <hgn) de polinomios distinguidos reales Hh(xl ce e X5 Xy )

. ~ : k . .
en la variable centrados en el origende R xR, con discriminantes

k
Dh(x1 .o xk) no idénticamente nulos, y tal que en algin entorno (complejo) del

X
h ?
. n . p

origende C se verifica :

k-1 k
a') Hk (Zl...z ) =Hh(zl... Zk;zh) =0

k-1 %
. . k-1 =
implica Hh (z1 vee 2y %y ) = 0.
k k-1
b) D = : : . =
) Az ... 2) = 0 implica H) (2, ... 21 ) = 0,
para 0 £ k<h gn.
Un entorno Q = (x = (x1 ce xn) : 'xi' <di , i=1,...,n) del origen de R"”

es
normal (respecto del sistema normal mencionado ) si los HE(ZI vee 2y ;'zh ) son



4
holomorfos en (z=(zl... zn) €c®: lz|gd,,i=1...n), satisfacen a)y

b) en este Ultimo entorno y cumplen :

: k . -—
c) lzi"~<di para i=1...k vy Hh(zl"' zk,Zh)-O

implica lzhl (dh para h D> k,

n
Los entornos normales son una base de entornosde 0 € R,

Sea ahora Q un entorno normal respecto del sistema normal Hy,

O$k<hsn. Paracada k, k= 0, ...,.n, sea

k n-1 k k-1
Vi= (x€Q: H, = ... TH, =0, H Z 0)
k k :

y sean r'* (vw =1... ) las componentes conexas de V . Entonces existe
una pa.rtici6n :

n n k

Q= U Vk = \;‘) r:« ;

0 R=0

se llama a esta particién la descomposicién normal de Q segin el sistema
k

normal dado ; los conjuntos r'“ son los miembros de la descomposicién.

Sea - X una variedad analitica real de dimensién n y sea c € X. Un sis
tema normal SN en X centradoen c¢ es un par ( \f » SN, )} donde
¢ es un mapa analitico ¢ : U—> 1 (U) C Rn, tal que c €eUCM y
\f (c) =0 € Rn, y donde SNo es un sistema normal en R centrado en el ori
gen de R™. Un entorno normal de SN es un entorno Q = (fq (Qo) , donde

Q, C ¥ (U) es un entorno normal de SNo . La descomposicién normal de Q

(*) Se conviene H-O =1,
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?-1( r‘“k) , donde los I_'“k son los
"

miembros de la descomposicién normal de QO segin SN_. Finalmente, u-

segin SN es la particién Q = U
k,

na descomposicién normalen c € X es la descomposicién normal de un en-

torno normal respecto de un sistema normalen X centradoen c.

2.1, Toda descomposicién normal es finita.

2.2. Sea Q= %Jx l"“k una descomposicién normal. Cada conjunto

( =K - ))Q es unién de algunos r'j con j < k; por lo tanto, para
N M g - J ;P o,
k

cada k=1...n, (V'-vNao CU(vi:i=0...k1) y \OJ V! es
cerradoen Q.
2.3. Sea Q= an‘k una descomposicién normalen 0 € R" segin un
k
sistema normal ( Hh : 0 £ k<h<xn); entonces todo r'jk con 0< k<n

es de la for. ma .
’. = X : U = (X; ¢« X SZ y X. = Au), J= 1,---: n ’
J 1 k ’ J J

‘ . k -— . .
donde ﬂ es abiertoen R ,. 0¢ ﬂ , . Y las fj son funciones analiti-

cas sobre S0 tales que Hjcl( u. ; fj(u) )= 0 en ﬂ .y lim fj(u) = 0, para

U ==

cada j=k+1l; ..., n..
- ) k . e
2.4. Cada miembro r"“ (0 <k gn) de una descomposicién normal en

. s . . n
¢ es una subvariedad analftica de dimensién k de Q ; los r'“ son a-

0 —

: - k
biertos de Q vy r es el punto. ¢ ; c € r"“ para todo (k,n ).

n
2. ..

2.5. Sea Q=“xil<di’ i=l...n) = 1EJI--']K una descomposicién
X

= g

normal segin un sistema normal SN = (H 0k<hgn) en R" centra-
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do en 0 €R". Sea 0O <p<n. Entonces SN_ = (H Csk’<’hgp)

k .
P h

es un sistema normal en RP centradoen 0 € RP y Qp = (Ixl < di )

i=1l... p) es un entorno normal de SNp . Sea

o = U vk o0 Ik

P k=0 P k=0 P
la descomposicién normal de Qp segin SN . Sea TIr:Q — Qp la
P
2 d n k
proyeccién  (x; ... x) (x1 ce xp) . Entonces, para cada w con
: _ k, _ k .
k p se tiene TI( r'“ ) = b r'“’ , para algin W

2.7. Todo miembro de una descomposicién normal en X es semianali-

ticoen X.

3.- Sea X una variedad analitica real, A un subconjuntode X vy

Q= U I_-'k en Cc es

c € X . Se dice que una descomposicién‘ normal ey %
?

: : P k
compatible con A siy sélo si para cada par (k, ) se cumple r:‘ C A

8 I—;‘kc X-A .

3.1. Sea X una variedad analfiica real, Ai (i=1... s ) una familia
finita de conjuntos semianaliticos en X y ¢ € X . Entonces existe una ba-
se de entornos normales en ¢ cuyas correspondientes descomposiciones nor -
males son compatibles con c ada Ai .

. | ' k . s g
Si Q= \J(V:p=0...n) = ur. es una descomposicién normal
R,w w
compatible con el conjunto semianalitico M y dim M= p, entonces
i
M = Mn(U(V:i= 0...p)). Ademids r‘pCM implica
n

NP Me=M- 3Mm.
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3.2, Sea O'(Rn) el conjunto de los mapas coordenados de rR" induci-
dos por las bases ortonormales de Rn ; O'(Rn) se identifica con el espacio
O(n, R) de las matrices ortogonales de dimensién n vy lo consideraremos mu_
nido de la topologia usual de O(n,R). Sean Ai (i=1... s) conjuntos se-
mianaliticos en un entorno del origen de R®. Sea O( Aj ... Ag) el sub-
conjunto de O'(R"™) formado por los mapas para los cuales existen descompo-
siciones normales en 0 € R" compatibles con A1 e e As . Entonces
oY A1 cee AS ) es denso en O'(R™). Ademds, los entornos normales corres-

pondientes forman una base de entornos de 0 € R™,

4.- Sean cg ... C, Ppuntos independientes en un espacio afin /N . El

simple cerrado (abierto) definido por estos puntos es el conjunto

k
(z(-)_-tici: tieR, :ti=1 y ti7/0 (ti70)). Para cada comple-
jo simplicial K enun espacio afin A , \K\ designard al poliedro de

K , O sea, al espacio topolégico U(simples g : o € K ).

4.1, Teorema de triangulacién, Sea X una variedad analitica real

conexa, con base numerable de abiertos. Sea B V (¥ =2...) una familia
localmente finita de conjuntos semianaliticos en X . Entonces existe un com -
plejo simplicial localmente finito K en un espacio afin N\ y un homeo-

morfismo T : ,H' — X de (K‘ sobre X tal que:

a) para cada simple cerrado O € |< (de dimensién p ), T(¥ ) es un
conjunto semianalitico de X (de di mensién p); si O es un simple a-

bierto de H » T(9) es una subvariedad analitica de X (de dimensién p)



y T: @ ——3 T(0) es un isomorfismo analitico.

b) para todo simple abierto @ € K vy todo B\) , vale T(a) C B,

6§ T(d) C X-B . (%

4.2. Corolario. Si los conjuntos B g son cerrados, para cada V exis
te un subcomplejo Kv de K tal que la restriccibnde T sobre 'Kvl

es una triangulacién de B, .

(*) El enunciado de S. Lojasiewicz es mds preciso (cf. (14) & (15).



B. - HOMOLOGIA.

La teoria de homologia que usamos en este trabajo es la definida por Borel-
Moore para espacios localmente compactos, tal como ha sido expuesta en (1) vy
(2). En esta seccibén se presenta un resumen de resultados de esta homologia.
También, se dan indicaciones sobre la demostracién de ciertas propiedades de la
teoria, consecuencias mas o menos inmediatas de las definiciones, que no son ex-
plicitamente mencionadas en (1) y (2), y que se utilizardn en los capitulos si-

guientes. La cohomologia que usamos aqui es la definida en (6).

l. - K designa siempre un anillo principal, Z el anillo de los enteros y R
el cuerpo de los nimeros reales. Una familia de soportes ¢ sobre un espacio
topolégico X es una familia de cerrados de X talesque, si A y Be€e ¢ ,
entonces AUB e. Cb y Y si B¢ q) y A C B es cerrado, entonces
A€ @ . Todos los espacios topolégicos que se consideran son localmente com-
pactos. En general, designamos con c¢(X) & ¢ a la familia de los compac-
tos de X.

Sea jo un haz de K-médulos y Q una familia de soportes sobre el es-
pacio X. H? (X,¥) vy H; (X, ¥ ) designan al i-grupo de homologia y coho-
mologia, respectivamente, de X, con coeficientes en y y con soportes en

Q . Si ¢ es la familia de todos los cerrados de X, escribimos directamen

1
te Hi(X, ¥) y H (X, bo) . También, indicamos con K al haz constante XxK.

2. - Para todo entero i, existe una sucesién exacta :
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: | xx .
0o— Ext(HTH(X;K), K) — Hy(X ; K) —Hom(H,(X;K},K) — 0
Si X es localmente conexo, HB(X;K) es libre, y se deduce H_I(X;K) = 0.

Este es el caso si X es semianalitico.

Y, Sea K* el cuerpo cociente de K y sea R(K) el K-mddulo diferen-
cial graduado (de cocadenas) tal que : R(K)0 = Kx%, R(K)1 = K*/K , R(K)q =
0 si q#0, ydonde d: R(K)0 —_— R(K)1 es la proyeccidén natural.
R(K) es una resolucién inyectiva de K y H(R(K)) = HO(R(K)) = K.

Sea M = ( M7 q € Z) un K-mddulo diferencial graduado cuyo diferen-
cial d tiene grado +1. Entonces D(M) = ( D(M)r : r € Z) denota al K-

mddulo diferencial graduado tal que (*):

1

D(M)_ : Hom (M¥, K*) ©® Hom { M' ", K*/K),

y que, si f € D(M)r , entonces

df =dof + (-)™fo a.

Como R(K) es inyectivo, existe una sucesién exacta que descompone:

q+l

(3.1) 0 — Ext(H?" (M), K)— Hy(D(M)) —> Hom(HY(M), K) —— 0 ;

P £
ademads, .si O s M 5 M _..i_> M'" — 5 0 es una sucesidén exac

ta de K-mdédulos diferenciales graduados (f y g de grado 0), entonces

(*) cf. (1), 2.5.
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(3.2) 0—> DpM™M") —>» D(M)—> D(M') —— 0
es una sucesién exacta de K-médulos diferenciales graduados.

4, - Sea = ( J%q : @ » 0) una resolucién c-blanda de K sobre el
espacio X . Sea r.‘&('ﬂ:) el K-médulo diferencial graduado de las secciones
de JQ sobre X con soporte en. ¢ . Entonces se cumple Hq (D(r'q’(ﬁ)))
- Hg(X;K) (cf. (1), 2.7.41) y 3.3 (b)) y HU[G (A) = HLXKK) (et (6),
II, 4.7.1), donde las identificaciones son canénicas. Si se aplica 3.1 a M

= r::(ﬂ) , se obtiene la sucesién exacta de 2.

Sea ahora FC X uncerradoy U= X -F . Tenemos la sucesién

exacta :

(4.1) 0 NAl—8 TuAr— Tuadirn —o0

de la que se deduce la sucesién exacta de cohomologia con soportes compactos

9 ry. (. : +117.
(4.2) ... —H(UK)— HC(X,K)___>H2(F,K)_, HU YUK 5 ...

(cf. (6), I1.4.10). Como R(K) es inyectivo, de 4.1 se deduce la sucesién

exacta

(4.3) 0 — D([UANF) — D(M(A) — D( (A |un——0.

Considerando la sucesién exacta derivada, obtenemos la sucesidén exacta de
homologia

; XU
(4. 4) ...__,Hq(F;K)___.F}_..Hq(x;K)——J—-—» H (UK) ———
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BUF

> Hy ,(FK) —

correspondiente al par F C X. (%)
Ahora bien, como 3.1 es natural respecto de los homomorfismos en ho-

mologia inducidos por 3.2 (homomorfismo de conexién inclusive), de 4.3

se deduce el diagrama conmutativo .

i l

0—- Ext (HUtYF), K)}—— Hy(F;K) —> Hom (HYF), K) — ©

(4.5) l | l

0—— Ext (HIT(x), K)— Hy(X:K) > Hom (H3(X), K) — >0

l

6-——...

oe—.P
008 Cm—

donde todos los grupos de cohomologia tienen aneficientes en K y los homo-

morfismos verticales provienende 4.2 y 4.4 .

5. - Nuevamente, sea J? una resolucién c-blanda de K sobre X.
Sean F y Y cerradosde X, ysea U=X-F, V=X-Y. Comoen

4.1, tenemos el diagrama conmutativo :

0 0 0

| | |

0— Mwhv)—— (V) (FNV) 0
. l | |
5.1) 0— N(u) —s U ———> Uep) — o0
l l l
0 ——)rcl(UnY) —_ ,_;(Y) > r‘C(F NY)— 0
0 J’ 0

(*)para la deduccién de la sucesién exacta correspondiente a una familia de
soportes cualesquiera, ver (2), 7.10,
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en el que las filas y columnas son exactas. Si, aplicando D, se considera
el diagrama dual de 5.1 y luego el correspondiente diagrama en homologia,

se obtiene la conmutatividad del diagrama

.—» H_(F) » H (X)

N PO
|

> H (U)—>
q q
() J R
i j 2
(5.2) . —> Hq(Fn V) — Hq(V) > Hq(U nv) =, .
[» R |3
> H(FNY) 2 5 H(Y) J > H 1(U(\Y)_é,.

l

s o0 €
n"‘h 1

en el que todos los grupos de homologia tienen coeficientes en K vy las filas

y columnas son exactas (%*).

Sean B C A conjuntos cerrados de X . Se demuestra andlogamente

la conmutatividad del diagrama (*)

: X, X-A
iax i
. Hq(A) —_ Hq(X)

> H (X-A) 5 Hqi(A) ...

(5. 3) TiBA I TJX-B,X-A I ipA

. ———)Hq(B)——.__) Hq(X)

» Hq(X-B) _— Hq_]_(B)____; c e

6. - Sea X la unién de una familia localmente finita de subespacios cerra-

dos X, (x €I). Entonces existe un homomorfismo

(*) el diagrama correspondiente a una familia de soportes cualesquiera de

X
es también conm utativo;

esto se deduce de la demostracién de (2), 7.10.
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M, IEI H,(Xy ; K) > H, (X ; K)

cuya restriccién a un nimero finitode factores Xg (% € JCI) es la suma

de los homomorfismos iXd,X (£ € J) . Laimagen a por M* de un

elemento (ao( :X € I) se llama la suma de los elementos ag - Si U es a-
bierto en X vy no interseca mas que un nimero finito de X, , se cumple
XU E XU .
J (a) = J o i (a,) »
o €1 Xai» X a

donde la suma no contiene mas que finitbs términos no nulos (cf. (2), 1.7 ).

En particular, sea F cerradoen X y U=X-F = U Uee con fi-
«€J

nitas componentes conexas Uy (o€ J). Entonces 7 jU' Use : H*(U;K)
< €
B Z Hy (Uy sK) es un isomorfismo y 2 iU u €8 el
« ¢J < eJ o ?
isomorfismo reciproco. Notemos BQ( = B U, F (¢ €J). Entonces la con
d’

mutatividad del diagrama siguiente se deduce de 5.3 :

3
H, (U3K) oF > Hy_)(F)
(c.1) Z jU. Us l
X €J gj 3«
H (Ug 5K)
oceJ
U
En efecto, si ¢ € Hq(U;K) , Se tiene BUF (c) = éUF (E iUﬁU o) U.(C))
=2 BUF o quU) °jyy_ (c) = > gq o 7U» Uu(c) .
o €J « a€J

7.- Sean X e Y espacios topolégicos y @ y ¥ familias de sopor
tesen X e Y, respectivamente; sea f: X ——93Y una aplicacién conti-

nua talque (¢ )C ¥ vy le es propia para todo F € tf . Entonces

f induce un homomorfismo f;}; : H;{(X;K) _— -“i-I,,.?(Y;K) que conserva
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los grados, es transitivo y compatible con la restriccién a subespacios abier-

tos (cf. (2) 3 1.5) .

8. - El haz de homologia local (respecto de K ) de un espacio X es el

haz engendrado por el prehaz U H*(U;K) , con los homomorfismos
jU’V (VC U). Se lenota ]‘C *(X;K) . La fibra %*(X;K)xde este haz

en x € X es el grupo de homologia local de X en x. Existenhomo-

morfismos naturales (cf. (2), 1.4)

HL (GK) — 5 HY (6 % (xK) = [} (% (xK)

l

Aa{ w(X5K) o

(8.1)

Si la dimensién cohomolégica (respecto de K ) dirnK X de X es £ n,

el homomorfismo

(8. 2) & : ¥ (xik) 5 Hy (X & (xiK)

es un isomorfismo, para toda familia de soportes ¢ ((1), 7.3).: Este es el
caso si X es un conjunto semianalitico con dim X € n (cf. A, 1), pues se
puede probar fdcilmente, por induccién sobre dim X, utilizando la sucesién
exacta de cohomologia asociada a X C X, que entonces dimK X £ n.
Supongamos dimK X £ n. Entonces, segin el nimero 2, Hi(X;K) =
% i(X;K) =0 paratodo iPn y x € X. Ademds, mediante (8.2) se puede
definir el soporte de un elemento c¢ € HE(X;K) : es el soporte de la secgién

A (c).
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9. - Sea ahora X una variedad topolégica de dimensién n . Entonces.
dimy: X =n, M*(X;K) estd concentrado en grado n vy %n(X;K) es lo-
calmente isomorfo al haz constante XxK . %n(X;K) es llamado el haz de

orientacién de X y es notado G . Existe un.. haz localmente isomorfo a

XxK , definido salvo isomorfismos, notado &', talque G® §' =XxK.

Z' es llamado el haz inverso de .C .

X es K-orientable si y sSlo si [ es iscomorfo a XxK . Una orienta-
cién de X es la eleccién de un isomorfismo entre G y XxK. Si X es
Z-
orientable, o si K = Z, entonces & = G'. Si K=Z y X esorienta-
ble, diremos simplei‘nente que X es orientable.
Para todo entero i y para toda familia de soportes @ sobre X exis

te un ispmorfismo candnico (la dualidad de Poincaré ), compatible con la res-

triccidén a un subespacio abierto

(9.1) A :oudx g > H;(X;K).

i

Si (XO( : « € I) es la familia de las componentes conexas de X,
HO(X;K) se identifica candénicamente con el producto de los anillos HO(X“ ;K),
(¢€ I ), vy cada anillo es candnicamente isomorfo a K. Sea Ly la identi-
dad en HO(XG‘ ;K)  y sea 'L*--Tri'a. Entonces A-l (L) € Hn(X;K) es lla-

X 1.
mado la clase fundamental de X . Si X es orientable y orientada, A (L)

se identifica con un elemento de H_(X;K), que es llamado la clase fundamen-

tal de la variedad orientada X , y 9.1 se transforma en:

(9.1') b : u® (%K) 5 H;(X;K)

i
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Supongamos K =Z y que X es una variedad orientable y conexa. Enton-

ces sblo existen dos isomorfismos entre FaC (X;Z) y XxZ . La eleccién de
un tal isomorfismo w es equivalente a la eleccién de un generador de Hn(X,Z),

a saber, la imagen de la clase fundamental A'l( L) por el isomorfismo '
w! . Hn(X; ?{ (X;2) ) —4 Hn(X;Z) inducido por w . Se observa que si e

es un generador de H,(X;Z), la imagende e por el homomorfismo M

definido en 8.1 es un generador de ’36 (X;Z)x

9.2.- Sea M un conjunto semianalitico de dimensién p . Se llama cla-
se fundamental de M (respecto de K ) a todo elemento <c € Hp(M;K) tal que,

para todo x € M - BM , /Ax(c) € K p(M;K)x es un generador. (%)

10. - Sea X wuna variedad de dimensién n con un nimero finito de com-

ponentes conexas. Existen isomorfismos candénicos

H (X;Z) ® R > Hom ( H}(X;Z), Z) ® R

(10.1)
H_(X;R) — y Hom(H2(X;R),R) — > Hom(H2(X;Z) ® R, R)

deducidos de la sucesién exacta del n® 2 y del isomorfismo HI;(X;R) _
HZ(X;Z) ® R . Ademds, como H’g(x;Z) es libre de tipo finito, el homomor -

fismo natural Hom ( HICI(X;Z), Z) ® R ————> Hom (H_(X;Z) ® R,R) es un
isomorfjsmo. Componiendo los tres isomorfismos obtgnemos un isomorfismo

candnico

(10. 2) H_(X;R) y H (X;Z)® R .

(*)La definicién ha sido dada en (2), 2.2, para un espacio de tipo VS Un

conjunto semianalitico de dimensién p es de tipo VSp
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Sea M una subvariedad cerrada de X de dimensién n-1 -t-al que U =
X-M tiene un nimero finito de componentes conexas. Entonces el isomorfismo
recién definido es compatible con la sucesién exacta de homologia asociada al
par M C X (cf. 4.4) . Esto se deduce de (4.5), de la naturalidad de los iso-
morfismos en (10.1) y de la compatibilidad del isomorfismo HE(X;R) ——»

HZ(X, Z) ® R con la sucesién exacta de cohomologia asociada al par MCX.

En particular, se deduce un isomorfismo candnico ’}(, (X, R) ————
'}Q (X,Z) ® R, que relaciona los haces de homologia de X con coeficientes

en Z y R.

12.- Sean X e Y espacios topolégicos y supongamos dimpeX =m vy

dimKY =n . Existen homomorfismos candnicos

H_(X:K) ® Hy(Y;K) » Hom(H ™(x), K) ® Hom(H2(Y), K)
\
. D
(12.1) : Hom(HICn(X) ® H(Y), K)
v [m
H_, (XxY:K) R Hom(H™ ¥ (XxY;:K) , K)
o
XxY

que, excepto >‘ , son isogmorfismos. M- se deduce del isomorfismo de Kiinneth

Hréﬁn (XxY;K) H?(X;K) @ Hg(Y;K) . Por composicién, se obtiene un ho-

>
rd

momorfismo '""producto cartesiano" x : H (X;K) @ H,(Y;K)
Hm+n(XxY;K) . Se prueba que X es asociativo, en el sentido usual, Si Hr(?(X)

y HE(Y) son libres de tipo finito, en particular si X e Y son variedades

con un nimero finito de componentes conexas, entonces A es un isomorfismo
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y por lo tanto también (cf. (2), 2.11).

Sea F un subespacio cerrado de X tal que dimKF = m-1 .y sea

U =X - F . Entonces el siguiente diagrama es conmutativo :

XxY, UxY 3
J ’ UxY, FxY
H_ ., (XxY) > H_,,(UxY) T > H_ . (FxY)
(12. 2) xl > xl
H_(X)®H_(Y) s H_(U)®H(Y) s H _1(F)®H,(Y)
" i iX,U ® id m & 3y,F ® id

donde todos los grupos tienen coeficientes en K . Esto se deduce de 4.5, de
la naturalidad de M y M vy de la conmutatividad del diagrama similar para

el isomorfismo HT¥ R (XxY;K) — __, HR{X;K) O HY(YK) .

13. -Para cada entero n >0 definamos RI}= ( (xl .. xn) € RP: x) < 0),
r\é= ((x3...x,) €R: x;£0) yconsideremos rn-l = ((0,x5 ... x,)
€ R), Sea él € H;(R;Z) la clase fundamentalde R tal que

generador canénico de la 0-homologia del

3R<,o (R R< (e))) = 10]

punto 0 € R, donde 3R<’0 : H(Rg,2) ——3 Hy( 0,2) es el homo-

morfismo de conexién asociado al par Re - Rs

—mmm ]) == --

Para cada entero n >0, definamos e, = €1 X ... xe € Hn(Rn. Z), con

la notacién del n© 12 . e, se llama la clase fundamental canbnica de R,

En (2), 2.9, se d4 una definici6én ligeramente diferente de e, , pero por con-
side;aciones incluidas en (2), ‘2. 9 y 2.10, se puede ver que las dos defini-
ciones coinciden. |

Por la asociatividad del producto cartesiano se deduce que, si se considera

R} = R™M x RB"M_  entonces e, = emX€nm - Este hecho, la definicién
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de e; Yy la conmutatividad del diagrama siguiente (cf. 12 ) :

:'Rnp Rn< é RI(‘]., Rn"].

H_(R?) » H_(RD) , H__(RP])

| | |

j Be® id 6R<.’io ® id

donde todos los coeficientes son en Z , permiten concluir :

R?, R _
13,1, - BRm Rn-l o J < (en) = €n-l
< ?

R, U

Si U es un abiertode R™, se llama a ey = ¥ (e € H,(U;2Z)

n)

la clase fundamental canénica de U. Entonces se puede probar :

13.2.- Sean U y V abiertos de R" ysea f:U_—_ 5 V undifeo
morfismo de clase C® , con s)1 (*). Entonces f* (eU) = ey si y sélo

si el jacobianode f es » 0 en U,

Sea X un espacio topolégico homeomorfo a un abierto U de R" y
sea f:X ——3 U un homeomorfismo. Entonces e = f;l ( cU) € H (X, Z)
es la clase fundamental de X definida por f.

En particular, si E es un espacio vectorial real de dimensién n, una
base de E define un isomorfismo E — 3 R", luego una clase fundamen-
tal sobre E . Si dos bases de E se transforman segin una matriz de determi
nante positivo, ellas definen la misma clase fundamental sobre E . Por lo tan-

to, una orientacién algebraica de E define una clase fundamental de E (cf.

(2), 2.9 ). En particular, e ~ corresponde a la orientacidén algebraica candni-

(*) Esto e.s, £ es'un homeomorfismo y las funciones componentes de f y £l
tiienen derivadas continuas de orden s .
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ca de Rn .

13.3. - Sea un espacio vectorial real de dimensién n y sean E' y E"
subespacios suplementarios de E de dimensiones p y n-p, respectiva-
mente. Sean e' € HP(E';Z) y e' € Hn_p(E";Z) clases fundamentales aso
ciadas a orientaciones algebraicas de E' y E'" . Entonces se prueba que
e'xe'" € Hn(E;Z) es la clase fundamental correspondiente a la orientacién

(algebraica ) suma de las orientaciones de E' y E" (cf. (2), 2.11).

14, - Sea £ un complejo simplicial localmente finito. Sea Cq = Cq(i)
el grupo de las q-cadenas simpliciales localmente finitas con coeficientes en
K . Consideremos el K-mddulo graduado C;= ( Cq :q > 0), munido de su
diferencial usual ) : Cq _— Cq-l .

Sea Cq = C9(£) el grupo de las q-cocadenas simpliciales finitas -esto
es, nulas salvo un nimero finito de simples- de £ con valoresen K . Con-
sideremos el K-médulo graduado C* = (C%:q 3> 0) munido de su diferen-
cial usual ) : ¢4 ——» catl , Sf(O') = f(écr) , para toda f € c? vy

g € Cq+1 . C% es un médulo libre y existe un isomorfismo canénico de médu-

los diferenciales :

(14.1) C y, Hom (C*, K),

donde el diferencial d del segundo mdédulo estd definido por d(f) =fo 8 ,
como es usual,
Designemos mediante Hq(£;K) y H?(i;K) los q-grupos de homologia

y cohomologia de C, Yy C*, respectivamente. Como C* es libre, existe
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una sucesién exacta que descompone (%)
(1 .2)

0— Ext{ HI*!(£K), K)— H_(Hom( C*, K)) — 3 Hom(H{{£K), K) — 0

0, teniendo en cuenta (14.1):

(14. 2)

+1
0 — Ext(H{ (£5K), K) —— Hg(£K) > Hom(HY£:K), K) —5 0

Por propiedades generales de las féSrmulas de Kinneth, esta sucesi’n es compa
tible con la inclusién de un subcomplejo T C £ .

Sea |£| una realizacién topolégica de £ . |£| es un espacio localmente
compacto yun HLC (cf. (4), lra.edicién) . Entonces existen isomorfismos ca-
nénicos H?(i;K) —_— H?( 1£HK) —my Hg(lﬂ ;K) , donde el segundo grupo
indica la cohomologia singular compacta de |£| . (cf. (4), 9-03 .y (5), 20-1).
Considerando las sucesiones exactas de 2 y 14.2 y el hecho de que ambas des-

componen, se obtisne un isomorfismo

(14. 3) i£ P Hg(£K) —— H_ (12l 5 K)

entref la homologia simplicial de & y la homologia de Borel-Moore de su rea-
lizacién |£]| .

S'ea F un subcomplejode & y |F| la realizaciénde ¥ como subes-
pacio cerrado de |£l . Supongamos que K es un cuerpo. Entonces las suce-:
siones exactas de 2 y 14.2 vy las identificaciones en cohomologia nos dan un

diagrama

(*)cf, (6) , 5.4.2, teniendo en cuenta que C%* es un complejo de cocadenas.
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0—— H,(£K) > Hom(HY£:K),K) — 0
| \ \
< : 0 — Hq(‘F;K) S I Hom(H?( FK), KY —0
£ A
(14. 3) | (1) "ﬂ,',g‘r l
| 0 ———H_ (FK) > Hom(HZ(|F1:K), K) —0

@ / v /

0 —— Hq( 1£1;K) ————--)Hom(HcCl( 1£1;K), K) —— 0

en el que las flechas verticales llenas son isomorfismos y los diagramas con
flechas llenas conmutan (cf. 4.5 ). Pero entonces conmuta el cuadro (l) y

las identificaciones €£ y g,; son compétibles con las inclusiones ¥ C £

Yy \FICIN.



C.- CORRIENTES .

En este pdrrafo se presentan algunas definiciones y propiedades concer -

nientes a las corrientes . Para las definiciones generales,  nos remitimos a

(1) y (17) .

1. - Salvo mencién explicita, X designa siem pre una variedad C de
dimensién n, con base numerable de abiertos, no necesariamente conexa .

Dp(X) es el espacio de las p-formas ( o formas de dimensién p ) c* , con

soporte compacto, sobre X. Ap(X) es el espacio de las p-formas c® so

bre X, con soporte no necesariamente compacto. Se nota D(X) = O(DP(X):
0OSpsSn) yv AX)= o ( Ap(X) :0gpgn). Sobre A(X) estd definido
el diferencial exterior d . A(X), munido de este diferencial d, es un 4dlge-
bra diferencial graduada y D(X) es una subélgebr.a dife;encial graduada de
A(X). Consideramos a D(X) munido de la nocién usual de convergencia o, in-
clusive, de la correspondiente estructura de espacio vectorial localmente con-
vexo limite inductivo de espacios de Frechet.

D'(X) indica €l espacio de las corrientes sobre X, o sea, el espacio de
las formas lineales y continuas sobre D(X) . Dl;(X) es el subespacio de las

corrientes de dimensién p, o corrientes nulas sobre toda q-forma con q ;‘ p-

El homomorfismo borde en D'(X) es el transpuesto del diferencial d en

D(X) . Lo indicamos con b . Una corriente T es cerrada si bT = 0.
Sea U un abiertode X. T,U designa la corriente restriccién de T € D!(X)

sobre U ; T|U € D'(U) y, por definicién, (TlU‘)(a) = T (a) para toda a€D({)).
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Sea S € D'(U); sedice que T € D'(X) es una extensiénde S sobre X
si T|[U = S. Sean X e Y variedades c® y f: X _ . ___o Y unaa-
plicacién C™ . Entonces f induce un homomorfismo de médulo diferencial
graduado f*: A(Y)e— oy A(X), degrado 0. Si f es propim, f*( D(Y))
. D(X) y estd definido entonces un homomorfismo de mddulo diferencial gra-
duado, de grado cero, f:D'(X) —0Mm DHY). Si T € D'(X) llamamos a

f(T) la imagende T por f.

2.1.- Sea A un abierto de R™. La norma |jfall de una forma a €
D(A) es el miaximo sobre A de los valores absolutos de los coeficientes
-respecto del mapa canénicode A - de a. Si T es una forma lineal so-
bre D(A) y G es un abierto relativamente compacto de R™, la norma

IIT"G de T sobre G se define por :
NThg = sup(|T(a)]: a € D(GNA) y faligl).

2.2. - Una corriente O-continua sobre A es una forma lineal T sobre
D(A) tal que llT',G es finito para cada abierto G relativamente compacto'en
rR" que verifica G~ (C A . Evidentemente T € D'(A).

Sea X una variedad. Una corriente T sobre X es O-continua si e-
xiste una familia ( ?U : UelU ) de mapas coordenados de X, UCCX,

YU : U — Y(U) C R™, cuyos dominios U son un cubrimiento de X y
tales que, para cada U€ U , ‘?U (T|U) € D'( P(U)) esuna corrie’ntc'e 0-con
tinua sobre ¥ (U). La definicién no depende de la pa"r'ticul'ar familia ( ¢ U).

Indicaremos con D'®(X) al espacio de las corrientes O-continuas sobre X .
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2.3.-Sea X una variedady W un abiertode X . T € D'(W) es acotada
sobre X si existe una familia ( ‘QU : U€u) de mapas coordenados de X,
?U : U —_')YU (U), UC X, cuyos dominios son un cubrimiento de X vy ta-
les que, para cada TU , Ty = YU( TIWNU) € DY 1 (WN U)) cumple : pa-
ra cada abierto G relativamente compacto de R® tal que G— C ¥(U),

"TUlI G es finito.

La definicién no depende de la particular familia L?U . Si T € D' (W) es

td acoetada sobre X, T es O-continua sobre W .

3.1.- Teorema (*) : a) Sea W un abierto de la variedad X . Si T €
D'O(W) tiene una extensién T' sobre X, entonces T es acotada sobre X.
b) Reciprocamente, si T estd acotada sobre X , existe una dnica corrien-

te T' € D'9(X), llamada la extensién simple de T sobre X, tal que :

- Para todo mapa coordenado 9 ;U —— f () C R%, UCKX, se
cumple || (f’(T'I U) “G = fle(TiwnNnu)l o Para todo abierto G relativa-
mente compacto en R® tal que G~ C ¥ (U) . (Se observa que ‘f (T'| U) €

D(Q(U)), G (T|UNAW) € DOpUNw) ).

3.2. - En las condiciones de 3.1 (b), sea a € D(X) y K el soporte de

a ., Sea K' un entorno abierto relativamente compactode K vy sea ( uy

J > 0) una particién de la unidad sobrefK {IW localmente finitay C® . Enton-
N
ces se cumple T'(a )= Llim 2 T (u; a) (%).
N— oo j =1 J

(*) cf. (11), n® 1.y 2.
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3.3.-Sea W un abierto en la variedad X . Sean S y T cqrrientes

sobre W acotadas sobre X . Entonces la extensién simple de S+ T sobre X

es la suma de las extensiones simples sobre X de S y T.

4.1, - Definicién: Sea A wun abiertode R y T € D'9(A). Sea F un

subconjunto (no necesariamente cerrado ) de A . Se dice que la normade T

sobre F es cero, y se nota IITNF:O , 8i, para cada compacto K de A y

cada € >0, existe un abierto relativamente compacto G tal que KNFr C

GC G CaA vy llT_HG<€.

Sea X wuna variedad, FC X y T € D'O(X). Se dice que la norma de

T sobre F es nula (lITHF = 0 ) si existe una familia ( ?U cUuel),
fo U T(U) C R" , de mapas coordenados de X tales que sus domi-
nios son un cubrimiento de 'F y que || ‘fU(Tl U) " (UAF) = 0 para cada \(’U.
La definicién no depende de la particular familia \? U

Se prueba que, si T € D'°(X) y (.‘Fi 12 0) esuna familia numerable

de conjuntos de X tales que || TIIF =.0 para cada i, entonces ||T “UF = 0.
i i

4.2.-Sea X una variedady F un cerradode X . Sea .T ¢ D'°(X-F)

y T' una extensiénde T sobre X . Entonces T' es la extensién simple de
T sobre X siy sélo si llT'llF =0. (cf. (8), 2.2).

Esta proposicién implica inmediatamente :

4.3, - Sean F'C_F conjuntos cerrados de la variedad X . Sea T' €

D'°(X-F') tal que |[|T' "F —_ 0O ysea T =T"X-F. Entonces, si una de

las corrientes T' 6 T tiene extensién simple sobre X, la otra también la

'tiene y ambas extensiones coinciden .
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5.1, ~ Definicién : Sean A A' abiertosde R™ 'y ) un ndimero real

>0 . Se dice que T € D'°(A) cumple la condicién Cy 'sobre A' si:

C - Para cada abierto relativamente compacto G de R® tal que

G— C A' existe una constante k(G)> 0 tal que

)N
IThg S KG). «

para toda bola abierta B_ C G de radio r .

Sea W un abierto de la variedad X y T € D'(W). Se dice que T cum-
.ple C, sobre X siexiste una familia ( ‘PU :Uel ) de mapas coordenados
?U U —s ((’U(U) ,» UCX, tales.que, para cada (f U la corriente
‘f’U( T|WNTU ) € DY Q?U (WN U) ) satisface CX sobre ?U(U). Entonces es
evidente que T estd acotada sobre X .

Se puede probar que la definicién no depende de la particular familia L‘,U

elegida. Para ello, conviene utilizar la siguiente propiedad :

5.2.~ T €D'(A) satisface C, sobre A' ( A C A' abiertos de R™) si
y sélo si, para todo % €A existe una bola B, = B( X r,) C A yunacons-
tanfe k(B,) tal que

1Tl < kiBg)

para toda bola B_ CC B, de radio r (cf. (11), teor.5 ).

5.3. - Supongamos que T € D'(X) sa tisface C, sobre X, con A>0.

Entonces || T\l M- 0 para toda subvariedad M de X de dimensién-d < A
(cf.(8), 2.4 y (l1), toer. 3).
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5.4, - Supongamos, en las condiciones de 5.3, que X es una variedad a-
nalitica. Entonces “T"M = 0 para todo conjunto semianalitico M de dimen-

sién € A . Esto se deduce de la descomposicién de M en subvariedades de

X de dimensién < X (cf. A, 1.4) yde 5.3.

6. - Corriente definida por una clase fundamental de una variedad,

6.1, - Sea X ‘una variedad conexa de dimensién n . Si X es no orien-
table, Hn(X, Z) = 0 y asignamos la corriente nula sobre X al elemento nulo
de Hn(X, Z). Si X es orientable, sea e € H,(X,Z) una clase fundamental
de X ’(cf. B, 9 ). Es posible construir una familia (Y, :« € I ) de mapas
coordenados .\Pu :f v, —— “l:‘(Uo‘) C R™ de X talque: a) U (f(el)

{

es un cubrimiento localmente finito de X ; b) para cada « € I, e =

“r« " ( jX’ U"‘(e) ) € H_( \P“ (Uy );Z) es la clase fundamental candnica de Y, (U )
(c2.B, 13), donde % Ux: H (X,2) — 5 H_(UgiZ) v Y, :H,(Us,2)
— H( \yq(U.();Z) fueron definidos en B .

Sea u_, (x € I) una particién C® de la unidad sobre X . subordinada

o
a U, ( « € I). Definamos Sx,ea= O(Zell S n \Iﬁ(ud a), paratoda a €
D (X) ; aqui’ \Kx (u, 2) € D( Y. (Uyg ))CD(Rn) y suponemos definida la integra-
cién sobre R (orientado canénicamente ) de las formas en Dn(Rn). Sélo un nd-
mero finito de términos de la sumatoria pueden ser no nulos. Para probar la
independencia de SX, e @ Tespecto de la familia 'Y.( (« € I) utilizada, se apli-
ca. B, 13.2 junto con propiedades conociasde la integracién euclidea- Se ob-
serva que, en .pérticular. SRn, e, = jRn , donde en € H (X,Z) es la clase

LJ

fundamental canénica de R1R, Adem{s, J = - [
X,'e X' -e

Se v€ inmediatamente que ‘X e €8 una corriente O-continua sobee X .
H
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Se la llama la corriente de integracién definida por la clase fundamental e de

X (o por la orientacién de X inducida por e).

6.2. - Sea X wuna variedad. Sea X 4 (< ¢€I) la familia de las compo-

nentes conexas de X ., Sea c € Hn(X;R) = T Hn(X‘( »R) (cf.(2), 1.3). En-
<€l

tonces ¢ =(c, :e€1I), donde C .= jX'Xo( (c) eHn(X“ ;R) y, para cada o(,

(@]
n

)\q® e« » aqui )‘qGR Y e, € Hn(X"‘ , Z) es una clase fundamental de

o ° Definamos

D I WY

X, cC
oA €]

H

Xa(’ecx

los términos del segundo miembro correspondientes a componentes no orienta-

bles de X son nulos. Se verifica inmediatamente que >\ql\ SX no depende
« * Cof
de la representacién ¢ = /\q® €
6. 3. - Proposicién : La aplicacién jX : Hp(X,R) ——— Dh(X) )
C — jX c tiene las siguientes propiedades :

H

a) IX es un monomorfismo,

b) para cada c € H, (X;R), IX,C satisface C, sobre X (cf.5.1).

¢) para todo abierto W X, el diagrama siguiente es conmutativo:

J

X '
H_ (X, R) , Di(x)
jX, W 1 l rX,W
H_(W, R) > DUW)

b
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donde Px' w indica el homomorfismo de restriccién de corrientes.

c) la imagen de Hn(X,R) por IX es el grupo de las corrientes cerra-

das de D!(X). (%),

Demostrqgiéq : a) y b) son evidentes, Para probar c), sean c € Hn(X,R)
y Wa C X_ componentes conexas de W y X, respectivamente. Si c, =
3% X (0, cw = jX, Wic) Yy c@ = W, W (cy)» entonces c g =

X, Wa _ J
J (c o ). Basta probar IX, c | WG W, ey ' W . Se cumple

&x,c‘W@= gxa(.c,“w(3 i '\“Afx,(.e«xlw S ex =A@,y

- o o o P = 'Xo( ’ w
IW, cw ' WB = IWp e por definicién. Segin(B, 10, cqp j (A.®e,)

= X‘,@ jxou Wa (e4)» Yy todo se reduce a comprobar la igualdad de JX lWe

I

o 1 Cex

W X« , Wa (es) lo que es consecuencia directa de las definiciones.
I L ‘

En cuanto a d), se prueba localmente, como en ( (17), 5), que IX,C
es cerrada para todo «c € Hn(X,R) . Reciprocamente, sea T € Dﬂ(X) una co-
rriente cerrada, Segdn un teorema de L,Schwartz, una distribucién todas cuyas
derivadas son nulas es una constante. Aplicando localmente este teorema a una
componente X y teniendo en cuenta el isomorfismo local existente entre n-

formas y O-formas, se deduce T | Xg = ‘Xg/\ j En-

x«,edz Xd,}“®e°('

tonces T = jX,c , donde <c¢ = (Xx® e K EIL).

7.1. - Mantengamos las hipStesis del nimero 6. Sea c € H_(X,R). La corrien
te jX c Puede estar definida sobre formas con soporte no compacto : lla-

memos formas integrableé a aquellas formas a € An(X) tales que, para una

(*) este grupo se identifica con el n-grupo de homologia de las corrientes sobre
X (cf.(17); las corrientes que usamos aqui se deoninan "impares' en (17).
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particién u, ( v¥€ I) localmente finita y c® de la unidad sobre X, se

¥

cumple

é < o

(X, c ux a o

Y€l

Entonces se define IX c @& = Z: [X c Uy a. y el nimero no depende
? ]
vel

de la particién elegida.
Si f:Xe—__ 3Y es unisomorfismo Cm entre las variedades X e Y,

entonces .[ f*(a) = a para toda forma integrable a € An(Y)

X, c IY, f*(c)

y toda c € Hn(X, R) . Esto es consecuencia de las definiciones (cf.(17),5). En

particular, f( f ) =

X, c IY,f*(c) )

7.2.- Sea M una subvariedad cerrada de dimensién p de X. La inclu-
sibn i : M ————> X es una aplicacién propia, y por lo tanto est4 definido el
homomorfismo i:D'(M) _—___y D'(X), iT (a)= T (i*(a)). Si T cumple
la condicién C, sobre M, iT lacumple sobre X.

Supongamos que M es una subvariedad de dimensién p, no necesariamen-
te cerrada, de X. Sea F= M—-M, Entonces i: M—— 3 X -F es
propia y, para cada c¢ er(M;R) estf definida i{0 SM, c ) € D(X-F). Su-
pongamos que existe la extensién simple T' de i( IM . ) sobre X . En-

tonces, segin 3.2 y 7.1, T'(a) = ‘M c a'M para toda a € Dp(X) . Se
?

observa que, en general, al|M € AP(M)..

8. - Corrientes y homologia.

8.1. - Mantenemos sobre X las hipétesis del n.l. Supongamos a X o-

rientable y fijemos una clase fundamental e € Hn(X. Z).
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Sea P = & (jDp : 0 <p €n) el hazdiferencial graduado de los gérme-
nes de formas C = sobre X. D eselhaz engendrado por el prehaz
U —— D(U) (U abierto en X ) tal que, si UL V, entonces D(V) ——
D{U) es el homomorfismo de restriccién de formas. EIl producto exterior de
formas define sobre P una estructura de haz de i_Do-médulos . Como P,
es fino (cf. (6), II, 3.7), lo que se prueba mediante particiones C;‘o de la uni-
dad sobre X, resalta D fino; y en particular blando.

Sea P' el haz diferencial graduado (B(;IDI'D : 0 <p <n) de los gérmenes
de corrientes sobre X. P' es el haz engendrado por el prehaz U —— D' (U)
(U abierto en X), donde, si U CZ V son abiertos, entonces D' (V) — D'(U).
es el homomorfismo de restriccién de corrientes., La operacién Dg4(U) x D'(U)

bpy{u), (a,T) c—e———s a/\NT, donde a /AT indica la corriente

b——— T(aAb) (b ¢ D(U)), define sobre P' una estructura de haz de
;Do—médulos . PEntonces D' es blando.

Sea ' = 0O ';Dp :0 £ p &n ) elhaz definido por 'po = "‘Dr'l-p , con
el diferencial 'b, = 'Pp—s D, by = (-10P*1y (p=0...n-1).

Se sabe que

'b
(8.2) 0 — R > Dg——s D] —— . ———— p —— 0

es una resolucién blandade R sobre X ; aqui, si t, es el germen en x

definido por t ¢ R, entonces k(t ) eselgermenen x de la corriente"

X

t A ‘X,e (cf. (17), n.19) . También,

(8.3) 0—» R —3Dg—3s Dj—0 5 ... D, — . 0
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es una resolucién blanda de R sobre X.

Para cada p (0 €p < n) sea tp : ,'Dp _.___.,':Dp el homomorfismo
de haz tal que, si a, es el germenen x € X° de una p-forma a,
tp( a,) eselgermenen x de la corriente , a A JX, o La familia Tp
(0 £p €n) es un homomorfismo de la resolucién (8.3) en la resolucién (8. 2);
o sea, 'b_o Tp = Tp—l-‘l od paracada p* 0, ..., n-1, Esto resulta in-

mediatamente de las definiciones. Entonces, teniende en cuenta ( (6), 1I, 4.7.1

y 4.7.2 ), se deduce el diagrama conmutativo de isomorfismos siguiente, va-

lido para toda familia de soportes ® en X:
HY"P(X;R) «— ¢ H™"P(D; (X))
. @ ’ < @
T(e)
(8.4) f(e)
H,(Dg (X))

donde Dq} (X) vy Dé (X) designan los médulos diferenciales de las seccio-
nesde D y D' sobre. X con soporte en ¢ , estoes, los espacios de
formas y corrientes sobre X <¢on soporte en ¢ . Se observa que T (e) y

f(e) dependen de la clase fundamental e,

8.5. - Como ha sido expuesto en. (B, 9.1), la eleccién de la clase fundamen
tal e € Hn(X, Z) define un isomorfismo H(X,2) —— 3 XxZ, ypor lo
tanto, segin (B, 10), un isomorfismo H(XLR) ————3 XxR del haz de ho
mologia con coeficientes en R en el haz constante de fibra R sobre X . Ob-
tenemos entonces un isomorfismo wf(e) : Hp(x;R) —_—— HP(X; % (X;R));

mediante la composicién con el isomorfismo de dualidad de (B, 9.1) y con
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f(e) , definimos uni somorfismo NV = Vx
HP(X;R) ------------ > Hp(D' (X))
&e) 1 f(e)~!
Ho(X; “K(XiR)) > H''P(X;R) .
V no depende de la eleccién de e € Hn(X;Z) : En efecto, supongamos
conexaa X ysea e'= -e laclase fundamental opuestade e . Entonces

wie')= ~w(e), f(e') = - f(e) y resulta f(e)_1 o D o w(e) = f(e')"lvoG;(e').
Si X no es conexa, este argumento se efectia sobre cada componente conexa
de X.

Si X no es necesariamente orientable, consideraremos también \
Hg(X;R) N Hp(D“'(X)) definido segin (8. 6) sobre las componentes orien-

tables de X vy nulo sobre las componentes no orientables,

8.7.- Ves compatible con la restriccién a un subespacio abierto, ya
que We), A y f(e) lo son. Ademds, sea M una subvariedad cerrada, no
necesariamente conexa ni orientable, de X . Sea &® wuna familia de soportes
en X y ¢ = (Ae @ : A C M). Entonces el diagrama siguiente es

conmutativo (cf. (2), 3.4 ):

¢ . \)x '
Hp (XiR) » Hy (DQ(X))

(8. 8) iM, X T I i

¥ np. ,
HY (MiR) o> Hp (M)

donde i' es el homomorfismo en homologia inducido por el homomorfismo
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de inclusién D'(M) —  ———> D'(X) .
Finalmente supongamos X orientable y orientada por la clase fundamen-

tal e € Hn(;Z) . Sea O (e) = A o we) . Entonces tenemos un diagrama

conmutativo de isomorfismos :

g

H?"P(X;R) < Hp (D (X))

(8.9) Ae) l T(e)
H,(X5R) 5 » Hy (D' (X))

9. - Interseccién de clases de homologia .

9.1, - Sea X wuna variedad de dimensién n orientable y orientada. Exis-

te una aplicacién bilineal

2 ¢NYy
q(X3K) 5 Herq_n (X;K)

(a, b) s a.b = Al(AavuAab)

{Hg (X;K) x H

que es asociativa, anticonmutativa y compatible con el agrandamiento de las
familias de soportes. a. b se llama el producto de intersecciénde a vy
b (cf(2), 1.12 ). Aqui /> indica el isomorfismo de dualidad (B,9.1) y wv
el cup-producto de clases de cohomologia,

Supongamos que X es conexay p+9q =n; sea ¢ la familia de los
cel:rados de X vy ¥ = c = la familia de los compactos de X . Entonces

tenemos una aplicacién

‘H_(X;K) x H (X;K) . HG(XK)
(9.2) < >: ) P q 0

[ (a,b) 5 (a.b)

donde <a.b} ¢ K es el elemento correspondiente a a.b segin el isomor-
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c
fismo H 0(X;K) —_ . K.
9.3. - Supongamos ahora X de clase C « y orientada por la clase funda-
mental e ¢ Hn(X;Z) . Segin de Rham, se pueden construir endomorfis mos
R y A de D'X) que dependen de una familia L"l , EZ , +.. de pardme-
tros reales positivos, familia que es finita o numerable segdin X sea compacta

o no, y tales que (cf, (16), teor.12 ) :

i} R y A son endomorfismos de grado 0 y 1, respectivamente, y cum-

plen:
RT -T = b(AT) + A(DbT)

para toda corriente T ¢ D'(X),

ii) Los soportes de RT y AT estdn incluidos en un entorno arbitrario
del soporte de T , siempre que los Qi sean suficientemente pequefios.

iii) Para toda corriente T , existe a € D(X) talque RT = a A EX,e .
Si T= b A ‘fX,e (b € D(X) ), entonces AT = f A fX,e , donde f € D(X).

iv) Si cada 9.1 tiende a cero, entonces RT (a) — 5 T(a) y AT(a)

fiende @ .cerg para cada a ¢D(X) .

Un operador R que cumpla estas condiciones es llamado un regélarizador
en X,

Sean ahora S y T corrientes en X . Si, cualesquiera sean los regula-
rizadores R y R' en X, existe el limite de SX . RT N\ R'S cuando

los pardmetros de R y R' tienden a cero, entonces se denota este limite me

diante los simbolos

ix SAT = SAT() .

s ©
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S AT (1) se llama el ihdice de Kroneckerde S y T . En ( (16), n.20) se
prueba que S/\T(l) existe si S y T son cerrados y S tiene soporte com=
pacto. Ademd&s, en tales condiciones, S /\T (1) no depende mas que de las cla
ses de cohomologia '3 y T de S y T . Por lo tanto, existe una aplica_

cién bilineal

(H (DL(X)) x H (D'(X) , R

9.4) N\ (1)
( ( ((S’,’f) . SAT()

r

9.5.- Proposicién : Sean p y q enteros positivos talque p+q =n,

Entonces el siguiente diagrama es conmutativo (cf. B, 8.5 ) :

< >

C . .
HL(X:R) x Hg(X;R)

v

VE x\V
A)
H,(DY(X) x Hy(D'(X))

Demostracién : Basta comprobar la conmutatividad de los siguientes diagra-

mas :

HL(X) x Hy(X) oxa s H2P(x) x H?"9(X) iR
Vx V J (1) g lxg-l l (2)
' Hp(D(X) xHg (D'(X)) —— , HPP(D_(X)xH""(A(X) A
'C‘-‘x <
N (1) 1 (4) A (5)

R -» R

\' %
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o AN 3
. HI(X) . Hy
(2) g7t l (3) v
- HY(D(X)) —— Ho(DUX)) « = R

v/

Los diagramas (1) y (10) conmutan por 8.10, La conmutatividad de (2)
es conocida; puede deducirse, por ejemplo, de consideraciones de ( (6), II,
6.6) . En (7), V asigna a la clase de un O-ciclo Ax | AR, xe€X)
la clase de la O-corriente >\(§5!(x); por las identificaciones, el coeficiente
A es el nimero real correspondiente a ambas clases. Similarmente se prues
ba la conmutatividad de (6). La conmutatividad de (4) y (5) se puede probar
utilizando propiedades de los regularizadores. Se observa que /\(l) es dedu-
cido del indice de Kronecker de corrientes, mientras que /\ es deducido del

producto exterior de formas.
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CAPITULO II. LA INTEGRACION SOBRE UN CONJUNTO

SEMIANALITICO-

A. - CORRIENTES DE INTEGRACION.
1. - Sea Ap -un subespacio vectorial de dimensién p de R"™. La aplica-
cién lineal t: RP _— Ap se dice una representacién ortogonal de Ap

si respeta el producto escalar candnico de RP y el producto escalar de Ap in

ducido por elde R®™. Sea T = ( tij ) l]a n x p- matriz correspondiente a t

segun las bases candnicas €] (ji=l....p)y £ (i=1l...n) de RP y

R™, respectivamente; paratodo j=1... p, se cumple 't (ej) = é} tij f;

y las funciones x; = SS—T tij yj (i=1... n) definen la aplicacién RP ___,
Rn, Yy — 1 %X inducida por, t. Para cada p-pla H'= (i1 ce ip) ,

I <4 = ... < ip Zn, sea Ty la= px p -matriz definida por las fi-
las il .o ip de T. Entonces, si T es ortogonal, se verifica

g ITH(2 = 1, donde Ty eseldeterminante de Ty .

Sea /I‘)\ R® 1a p-potencia exteriorde R® (0 - p n .) ; se dice que
v € /i RM ~estd asociado al subespacio Ap de dimensién p de R®  si y
slosi v# 0 vy z/\v= 0 para todo =z Ap 0(3) , 7). Se dice
que una familia Arlgl (m=1... N-= (g) ) de subespacios de dimensién p
de R" es regular si toda familia v, (m=1...N) de p-vectores tal
que v __ estd a\sociado a A;n es linealmente independiente, luego una ba-

P
se de R

n

Sean ahora



41

m‘ p [ m = :n
tM: R sy AJ (m=1... N=(5))

representaciones ortogonales de subespacios Ar;l de dimensién p de R".

Si se define
(j=1...p, m=1... N),

donde e; (j=1... p) es la base candnica de RP, entonces, para cada

m=1.,.. N, el p-vector

g = g N L A g

: . m
estd asociado al subespacio Ap . Cada g™ se expresa, segin la base cand

nica fi (i=1...n) de R™, mediante

=) drple, = ) [Py AL Ay

H .. .ip ool P
(H=(il...ip),1~'€_il<_...<ip§n),
donde Tﬁl ; es la px p -matriz determinada por las filas il...i
ey

Tm M (m=1... N) segin e Y

de la matriz correspondiente a t

f. . De aqui se deduce inmediatamente que condicién necesaria y suficiente pa-

ra la regularidad de la fa milia A™ (m=1... N) es la no anulacién del

determinante :

Ly det( Tl m=1.0 0N H=(. i) 1< E) <.ve <ip g0

P

En estas condiciones, consideremos la siguiente familia de formas en

APRD) :
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A = y 'T - d =

w 0 ) T,A H | X

— ' m “ . . . .

- _._>_._,___.¢ ('Til.._' ‘ dxilf\... /\dxi .1%11{.0. <.1p gn)
'11°"1p P P

(m=1... N).

Se verifica fdcilmente que : i) "w (A;n) depende solamente de Agl y no

de la particular representacién oostogonal t™ ; ii) si g APRD) :
Ap(Rp) es la aplicacién inmducida por ™ » entonces tm*‘ (W(A;n) ) =

dy

1/\.../'\dyp (m=1... N), donde vyi(.izl'.'.-..p) son las coor

denadas candnicas de RP,

Ahora bien, la aplicacién fi _ d:ici (i=1l.sv n), donde los dx;
son los diferenciales de las coordenadas candnicas de- R*n, induce un isomorfis
mo de flgebra - entre ¢\ (R™) vy la subdlgebrade A(R®) de las for-
mas diferenciales con coeficientes constantes (segﬁn‘las coordenadas canéni-
casde R"), Paracada m=1... N, laimagende .g™ por este isomor-
fismo es W(A;n) ; por lo tanto, la familia w(A;n) (m=1... N) esuna bg
se para el espacio vectorial de las formas eon coeficientes constantes en

AP(R®) siy sélo si es no nulo el determinante (ll) o, equivalentemente, si

la familia A;n (m=1... N) es regular,

1.2, - Lema : Sean M, ... M_ conjuntos semianali'ticos definidos en

algin entorno del origende R™. Sea 0 < p ¥ n. Entonces existen N =
(g) mapas coordenados xrn=(xirn xlrln) (m=1.,.. N) en:

Oo'(M M (cf.I,A,3.2) tales que la familia de los subespacios A;n:

oo Mg)

(xgll S =.x;n = 0) es regular.
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Demostracién : Siempre existen N mapas y™ = ( yin coo y;n )

(m=1... N) en O'(Rn) tales que que es regular la familia de los subespa-

cios (yg_l'_1= ‘oo =y:1n=0) (m=1 ... N). En efecto, dada una base or-

tonormal g (i=I...n) en R" , basta considerar las N bases ortonor-
i

males (g{{, ng1{) tales que, para cada K = (i1 ip) , 1 < i1 <

e iy g, s CK = (jj.-. jn_p), Losdp eve S ppS n) indica
el complemento de K respecto del conjunto (1l...n ) , entonces

K K

p

K: = = . K = .
51~ 8 - Bip 0 Bpr1 T By v By T Bjpp

i’
La familia de los p-vectores Bk ~ gi{ A ....Agg , K= ... , esli-

nealmente independiente, luego es regular la familia de los subespacios asocia-

K
dos Ap = ( YK+1 =,..y=0) (K=...), donde yK es el mapa coordenado
p rm
en O'(R?) definido por la base g? (i=1...n); para cada K puede

escribirse g, = ls lTK[ f donde f.;, = f{. /\ /\f‘ y TK~ es
K H H H’ H i e 1p Hf

el menor de T¥ determinado por las filas i} ... i si H=(ij ... i),

P’ P

y por las p primeras columnas de TK . Segun lo dicho anteriormente, la

regularidad de AK (K=...) implica la no anulacién del det ( ‘ T§| ).
Segun (I, A, 3.2 ) existen N mapas xK= (x¥ ...xg).(K = L.l )

en O'(Ml ... Mg) tan cercanos de los yK como para que sea no nulo el

. K
det ( lQHI ), donde las QK son las matrices de pasaje de los mapas yK

respecto del mapa candénico de R". Esto implica la regularidad del sistema

. K K .
de subespacios- Ap = XII{)-i-l = .. =x S 0) (K=...), como buscdbamos.

(Para el caso complejo, cf. (11 ), n.5 y 6).
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2, - A partir de este momento, todas las variedades que intervienen en el
capitulo tienen base numerable de abiertos. Con las notaciones definidas en el

capitulo I, podemos enunciar :

2.1. - Teorema : Para toda variedad analitica real X de dimensién n
y para cada par N C M de conjuntos semianaliticos cerrados de X, de di-

mensiones dim N < dimM = p ¢ n, existe un Unico monomorfismo

(H,(M-NGR) ———  Dp (X)

IIM,N) :
C Y I(M9 N,C)

de la p-homologia con coeficientes reales de M-N en el espacio de corrien-

tes DI; (X), tal que :

a) para todo c¢ ¢ Hp(M-N;R) , I(M,N,c) satisface la condicién Cp

sobre X.

b) si W esabiertoen X ysi IMNW,NNW) esel monomor{fis_
mo correspondiente al par N Nw < MNW  de conjuntos semianaliticos en
W, entonces es conmutativo el diagrama :

M-N, (M-N)A\W

H_(M-N:R) J — H_((M-N)NW;R)
I(M, N) l I(MN\W, NAW)
D4(X) > Dp (W)
p X W
X, W

en el que e designa el homomorfismo de restriccién de corrientes.
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c) paratodo c¢€ Hp(M-N;R) » el soporte de I(M,N,c) coincide con
la clansura de la unidn de las componentes conexas M¥ de M= (NU M)

tales que ‘jM'N'M$ (c) # 0 i jM’N"Ms& (c) =

18 ey 1 donde ey
es un generador de HP(MQ 1Z), entonces I(M,N,c) ecoincide sobre M

con »- O 8ea con la corriente de integracidén sobre la variedad

Mﬁq. GVG
_M'f‘)Q definida por ey, *
I(M,N,c) es llamada la corriente de integracién sobre M definida por

c€H (M-NiR). Si N=f#, seabrevia: I(M)=IMN) y IMN,¢)=I(M,ec).

Demostracién: Si p=0, M es discretoy N = M = #. En este

caso definimos directamente I(M, #,c) = E( 7\98(:;\,) Poxy €M y
)‘Vz jM,x-.) (c) € HO( xg9iR) =R ), donde 8(3_5_\;) es la O-corriente
f— f(x,) (fE€ DO(X) ) y las condicionés del teorema se verifican tri-
vialmente,

Supongamos p> 0., M - (N U éM) es una subvariedad analitica cerra-
da de dimensién p de X - (NVU éM) , luego es propia la inclusién
M - (N U éM) — 3 X -(NVU éM) e induce un homomorfismo i:
D'(M - (NV éM) ) — 3 DYX - (NUBM) ) . Definamos I'(M,N):

Hp(M-N;R) —_— DI')(X - (N Vv éM) ) mediante el diagrama conmutativo :

.M-N, M-(NU I M) yM-‘ NUSM)
H,(M-N;R) J >Hp(M-(NUéM;R) ( ;DI;(M-(NUQM))
(2.2) T -
I'(M, N) > Dy(X-(N M))

M-N, M-(NU ¢ M) | |
en el que y gM - (NV é M) fueron definidos en
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(I, B, 4.4)y (I, C, 6.2).

2.3,-Lema : El homomorfismo I'(M,N) : Hp(M-N;R) S
DI')(X - (NU éM) ), c— ___ I(M,N,c) satisface las siguiente propieda-
des:

a) para todo abierto W C X, es conmutativo el diagrama :

.M-N, (M-N) N W

HI;(M-N;R) J > Hy( (M-N) NW;R)
I'(M-N) L 1M NwW, NN w)
Dy(X-(NUdM)) 5 DYw-(NU aM))

°

donde E es el homomorfismo de restricciény I'(M AW,NNWw) es cons -

truido como I'(M, N) paraelpar N Nw C M Aw  de conjuntos semi-

analiticos cerrados en W .

Demostracién : Sea cy = jM'N’ (M-N) f\W(C) . Segun (I, C, 6.3 ),
[M S (N W ‘}M)'CW cumple Cp sobre M - (NVU giM) , Yy ehtonces
I'M,N,c) cumple C, sobre X - (NUSM) (et I, C, 7.2) .
Para probar b), consideremos el diagrama 2.2 ; i es compatible con
la restriccidn a un subespacio abiertode X vy, segin (' I, B, 5.2) vy
(I, C, 6.3), los homomorfismos jM-N’ M-(N \J AM) y M-(NU BM)

tambBién lo son. Esto implica la conmutatividad del diagrama de b) .

Proseguimos la demostracién del teorema probando que, para cada c¢ €

Hp(M-N;R) ,» I'(M,N,c) satisface Cp sobre X . Para ello se debe encon

trar un cubrimiento abierto (U € U ) por dominios U de mapas coorde-
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nados (PU: v ?U(U) C R™ tal que, paratodo U € u '

‘CU (I'(M,N,c)) € D Py(u - (NU AM) ) cumple C, sobre fu(u)
(cf. I, C, 5.1), Esto es evidente si p= dim M =dim X, vya que la integra-
cién sobre un abierto de X cumple Cp sobre X .

Supongamos p ¢ n. Fijemos c€ Hp(M-N;R) y x€ X,; sea Lf:

U —— QP(U) C R" un mapa coordenadode X talque x€U vy 'f(x)
=0 €R™ Porellema 2.2, I'(M,N,c) ' U-(NU M) = I1'(MNU,NNT, cU),
donde cy = jM-=-N, (M-N)NU (c) . Ademids, (? (I'MNu, NN U, cyl) =
I'(M), N, t) € D( ¢ (U) - (N, U 0M;) ), donde M;=¢(MNU) y N =

G (NnU) son conjuntos semianaliticos cerrados en Y(U) tales que
dim N; <dimMj=p, OM;= {(UN dM), ydonde t= ¥, (cy) €

Hp(Ml -N.;R) (cf. I, C, 7.1) . Bastard probar que I'(Ml, Nl,t) satisface Cp

1’

en un entornode 0 € RP.

2.3.-Lema: Sea x = (xl oo xn) un mapa coordenado en O'(Ml, Nl)

(cf. I, A, 3.2). Sea SN un correspondiente sistema normal, y Q un entor-
no normal respecto de SN. Sea W(Ap) la p-forma asociada al subespacio

_ _ _ _ n . _
Ap = (xp+1 = ... =X S 0) de R (cf. II, A, 2.1) . Entonces existe una cons
tante k >0 tal que la O-corriente W(Ap) A I'(Ml, Nl' t) € Db(‘f(U)-(NIUAMl))

cumple

. | )
(2. 4) ”w(Ap)/\I(Ml,Nl,t)" 5, S kr

para toda bola abierta Br C Q de radio r.
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Demostracién : Sea Q = U r‘:‘k la descomposicién normal de Q se-

¢ k k '
gin SN. Se cumple M, = U( r: : r; M, y kgp) vy
P . - "k,
U(r“.nPCMl)CMI-(NIUéMI).sea s=\U(MNEF: k<o
k .
y r\; C_Ml ), de manera que NIUAMI Cs; s -(NIUéMI) es un
conjunto semianaliticoen Q - (N1U AMl) de dimensién < p. Como
I‘(Ml, Nl,t) cumple Cp en ‘(’(U) - (NIU ) Ml) , Tresulta

“I‘(Ml, Ny, t)“ =0 (cf. I, C, 5.4) y consecuentemente

S-(Nl U éMl)

Ww(a ) A 1M, Ng, o) | 0. Segén (I, C, 3.1 y 4.2), estoim-

5-(NU dmy)

O _
plica [hwia) A rovu o fl, = sup ([wlay) A xMy, Ny, 1) ()] 2 €Dg(B)
y Nallgl)= sup (kwia ) AT(MLN, 1) (2) |+ 2 €Dg(B, -5), llallg 1) pa-

ra cada bola abierta Br C Q. Por lo tanto, para computar la norma
“W(Ap) /\I'(Ml, Nl,t) “ B, solamente se precisa considerar formas en
Dy(Byr - S).
Por definicién, I'(M;,N},t)= 2 . I'(M%,t,), donde M%, (V€ J)
es la familia de las componentes conexas de Ml - (Nlu BMI) y ty =
le-Nl’ M3 (t) (v € J). Como M‘f:) es una familia localmente finita,

basta probar una desigualdad similar a (2'.4) para una corriente

W(Ap) A I'(M%¥ ,t, ). Sea B,.CCQ wunaboladeradio r y a€DyB.-S)

tal que | allg 1. Entonces, si cy ,4.0 ( el caso cy = 0 es trivial ),
w(A_) N1mx, Lt ) (a) = Xv-fM,s e, a.w(Ap), M%, =
XVSM* S e! a, W(Ap) \M’i‘) -S = sz( “rp e a, W(Ap)' PV\p : ‘—v‘(p C M’:\‘) ) »
Y 'V i “' n
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ya que M’s -s= U( r;( : r‘“ - M¥ ) ; aqufi t, = )svﬂ ey e,
s % - M* = p
HP(M3 ;Z) es un generador, e:) = jMV y M3 =S (ey) y e.= M3 -5, rw (e\" .).
Cada R‘p es el grdfico de una aplicacién analitica fi W' pri. — 3 R"7P,

donde pl_; es un abierto de Qp =W (Q), TW: (xl coe Xp) ——— 5

(x xp, 0...0), ytalque TTF o f{; w = identidad en oo, A, 3.2). Pa-

1... p 1

P
ra cada P“ ‘- M3 tenemos :

I a.w(Ap}" ry‘\p = I

G en v (2wl =

pr.i, e (e )

a(fi w(yl... yp))dylf\... /\dyp ;

p i, T(ey)

(cfon.l). Por lo tanto :
. p
| wia )AL (M, Ny ) (a)\<|xvl2(l§’,p, . ewiag) O TP e Mx) ¢
oy | . P
< '/\v, E( s-n—(‘-:‘p)‘a(fi.\r( },‘dyl te dyp. \":( = Mﬁ) <
< l>‘v\ Ky érea'ﬂ"(Br) = ky, rP

donde k!, es el nimero de “-:(p incluidos en M¥% . [Esto prueba 2.3.

Sean ahora x = = (xi‘n. . x;n) y (m=1... (I;) ), mapas en O'(M,, Nl)
tales que la familia de subespacios de dimensién p A™ = (xgll e =x§1= 0)
(m=1... (;) ) es regular (lema l.2 ) ; camo la familia w(Am) (m=...)

de formas asociadas es una base del espacio vectorial de las formas sobre R"
con coeficientes constantes, cada form a dxH = dx; /\ P /\dx- ,» 1 <
1 lp

il < oo KL ip  n, donde (xl oo xn) es el mapa candnico de Rn, puede
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H
expresarse como dx, = Z Sm w(A™), ( sH € R ). Consecuentemente,
H m m
si a(x) = } , aH(x) dsH es una forma sobre Rn, tenemos :

H

s ey () e wa™ )= Lo (2 D ey ) wa™) -

Y
m
>_E~apm(ooo, aH’.-o)W(A ),
H n
donde los P = s a,..,, m=1,,. (), dependen solamente de
m H m H P

los mapas x (m=l...(g)).

Paracada m-=1... (3) , sea Imzw(Am)/\I'(Ml, Nl’ t) y sea Qm

un entorno normal respecto del mapa x™, Sean km >0 las constantes
que el lema 2.3 proporciona para las corrientes W(Am) N I'(Ml, Ny, t) y los

entornos Qm' Entonces, si B. . Q-= ﬂ(Qm:m=l... (;)) es una bo

la de radio r ysi a€ Dp(Br - (Nlu 3 Mpj)) v Aaj < 1, se cumple:

| (M, N, 1) (2) | = |11(M), Ny, t) (; Prolees ag -2 wia™)) | <

< >T;'W(Am)./\ I'(M, NL B (P(...a ceen) |

H
_— | "
< ) _Mwa™) - novg, N ) ||Br Pl e 2o |
ya que Pm(...aH...)G Do(Br - (N U éMl) ) ; como ademds “Pm(...aH... )H

< k}n “ a”.. , donde k;n es una constante que depende sélo de Pm , Obtene-

mos finalmente:

- 1.1 P = P
kK k! T kr

_T
II'(MI,Nl,t) @< )
m
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Esta desigualdaq implica ”I'(Ml, Ny, t) “ B << k rP, para toda bola
r
B, C Q, como buscdbamos. Por lo tanto, I'(M,N,t) satisface Cp sobre

X (cf. I, C, 5.2).

Ahora podemos concluir la construccién de I(M,N,c). La condicién Cp
asegura que I'(M,N,c) est{ acotada en un entorno de cada punto x € NUéM .
Entonces definimos I(M, N, c) como la extensién simple de I'(M, N, c) sobre
X . Su existencia estd asegurada por (I, C, 3.1 (b) ).

Como I'(M,N,c) cumple Cp sobre X, la condicién a) del teorema
se verifica por (I, C, 3.1(b)). Si ¢, c' € Hp(M-N;R) , I(M,N,c+c') vy
I(M,N,c) + I(M,N,c'") son extensiones simples de I'(M, N, c+c') y
I'(M, N, c) + M, N, c'), respectivamente ; como estas ﬁltim'as corrientes son
iguales por 2.2, se deduce I(M,N,c+c')=I(M,N,c)+ I(MN,c'); similarmen-
te se prueba I(M,N, Ac)= MI(M,N,c) para MER y c €H_(M-N:R) .
Por lo tanto I(M,N) es un homomorfismo.

En la sucesi én exacta de homologia asociada al par  ( oM) - N C M-N,
el término Hp( ( éM)-N,’R) es nulo, ya que dim (NU/ AM) < p. Luego es
inyectiva la proyeccién jM—N’ M-(N\J dM) : Hp(M-N;R) _ HP(M-(NU dM;R),
c_—__, jlc); ademds, j(c) #0 siy sélo si M-(N U M), M’f; o (c) =
jM_N’ M3 (c) = ¢, #0 para alguna componente conexa M¥ de M-(NU M)
(cf..I, B, 6); esto implica I'(M¥% , cy ) # 0 vy la inyectividad de I(M,N) .

Para probar la condicién: b) del teorema, sea c GHP(M-N;R) y
.M-N, (M-N)\W

c.. =]

W (c) GHp( (M-N)n W;R), donde W es un abiertode X.

I(M,N,c)‘W satisface Cp sobre W, luego “I(MaNaC) ‘W"(NUQM)(\W

=0 y IM,N,c) ' w es la extensién simple sobre W (ci. I, C, 4.2) de
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I(M,N,c) | W '(NU BM) = I'(M,N,C) W - (N U éM) =

= I'MNW,NNW, cy),

donde la {ltima igualdad es consecuencia de 2.2 . Pero, por definicién, la ex-
tensién simple de la dltima corriente &s IMN W, NN W, cw) , como se
debia probar. La condiciédn c) es evidente, ya que el soporte de I(M, N, c)

es la clausura en X del soportede I'(M,N,c) en X -(NWU dM), que

es igual al soporte de S en M - (NU éM) .

M-(NU M), j(c)

En cuanto a la unicidad, supongamos que T: c—— 5 T(c) esotro
homomorfismo Hp(M-N;R) _— Di)(X) que cumple las condiciones del teo
rema . Segdn a), T(c) es la extensién simple sobre X de su restridén
sobre X - (N\U 8M), para cada c €Hp(M-N;R) ; segin b), T(c) | X -(NU eM)
es nula sobre X - M ; la condicién <c) implica que T(c) l X - (NU éM)
= I'(M,N,c) sobre UMfﬂ‘ , por lo tanto que T(c) | X - (NU oM) =
I'(M, N, c) sobre X - (N\U AM) . Esto im plica T(c)= I(M,N,c), y com-

pleta la demostracidén del teorema.

2.5.- Observaciones : 1, Casos particulares interesantes de este teore-

ma son i) N = oM (%) y ii) M = X = variedad analitica real .

2. I(M,N,c) es nula sobre toda componente conexa nar orientable Mv de

M- (N c\M) ; en efecto, en este caso es Hp(M:ﬂ; ;R) =0,

(*) el resultado ha sido anunciado en (9), utilizando solamente la homologia
con coeficientes enteros,
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3. La condicién <c¢) de 2.1 puede reformularse asi: el soporte de
I(M, N, c) coincide con la clausura en X del soportede ¢ en M - N (cf,
I, B, 8)).
4, Para cada a €Dp(X) y ¢ GHP(M-N;R) , I(M,N,c)(a) =
fM—(NU)M),c'. a .M -(NU dM), donde c'-= jM'N'M - (NU dM) (c). Es-

to se deduce .de las definiciones yde (I, C, 7.2).

5. Sea X wuna variedad analitica compleja, M un conjunto analitico com
plejo de X de dimensién (compleja) p, y c GHZP(M, Z) la clase funda-
mental de M . Entonces I(M, ﬂ,— c) coincide con la corriente asociada por P.

Lelonga M (cf. (11) y (2), 3.4).

2.4, - Corolario : En las condiciones del enunciado del teorema 2.1, sea

Q una familia de soportesen M -N y @=(A" : A€ ® ) la familia de las

o

p(M-N;R)

adherencias en X . Entonces existe un homomorfismo I(D(M, N): H

O

—_— DI') (X) de la p-homologia con soportes en @ en el espacio de

las corrientes de dimensién p con soportes en @ , que es composicién del

homomorfismo de agaandamiento de soportes % : Hp(M-N;R)

L 4

Hp(.M-N;R) (cf.(2), 1.4) yde I(M,N).

)

" Demostracién : Solamente hay que probar que, si ¢ G-HP(M-N;R) , en-

tonces Iq)(M, N,c) = I(M,N, ¥ (c)) tiene soporte en @ . Esto es consecuen-

ciade 2.1 (c) vy la observacién 2.5.3, yaque VY (c) tiene soporte en ¢ .
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2.7. - Corolario : En las condiciones del enunciado del teorema 2.1, sea

g:X ———— 3 Y un isomorfismo analitico, Entonces g( I(M,N,c)) =

I( g(M), g(N), gp(c) ) , donde :Hp(M-N;R) —_— Hp( g(M)-g(N);R) es el

Ep

isomorfismo deducidode g |M-N — 5y g(M) - g(N).

Demostracién : Sea c' = _jIVI-l\T'I\/["(I\TU d M) (c) ysean g'=g |X-(NU JM),

g' =g [M-‘(NU M) . Segin (I, C, 7.1), g S ) =

M-(N U éM),c'
‘£ (M-(NU §M)), gl(c!) + ¥ POT 1o tanto g'( TM, Ny ) ) = I'( g(M), g(N), gpfc) ).

Pero entonces, considerando la extensién simple de I'(M,N,c) en X vy de
I'( g(M), g(N), gp(c) ) en Y , se obtiene lo buscado.
3. - Ahora presentamos algunas aplicaciones del teorema 2.1 .

3.1. - Proposicién : Sean M;, Ni (i=1, 2) conjuntos semianaliticos

cerrados de la variedad analitica real X tales que : N; - M, (i=1, 2 ),

Mle M,, N, C N dim M) =dim My =p, dimN; < p (i=1, 2). En-

1 2"’

tonces los diagramas siguientes son conmutativos :

i M5-N; M, -N
M;-N -N 2-Nj M,-N,
M; -Nj) 1771, M2"™1 H (M,-N)) J

.\__\\\ /,.

\\\(l) I(M2,N;) (2)

I(Mj, Nj) ) I(M., N,)
\‘) DI'D(X) / 2' V2

H

donde los grupos de homologia tienen coeficientes en R .
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Demostracién : Probemos la conmutatividad de (1) . Sea c GHp(MZ"Nl)

y c¢'= jMz_Nl' M2-N2 (c) . Como dim .'N2 < p, 2.1(a) implica que

I(MZ, Npic) vy I(Mz, NZ' c') son extensiones simples de I(MZ’ Nl’ c) l w y
I(M,, NZ’ c'), respectivamente, donde W =X - N, . Entonces 2.1 (b) implica
I(MZ’ Nl' c) W = I(MZ-NZ R ﬂ, c"); = I(MZ’NZ' c') 'W , de lo que se deduce
I(MZ’ Nl,c) = I(MZ,NZ,C') .

En cuanto al segundo diagrama, sean c GHP(Ml-Nl) y ¢c's

i (¢) . Nuevamente, basta mostrar que coinciden las restricciones
M1-Nl: MZ"Nl

de I(Mj,Nj,c) vy I(Mz,Nl,c')' sobre W =X - (N; U le (/' dM,); por 2.1

éstas son respectivamente iguales a I(M,; Mw, g, Cw )y I(Mzﬂw, g4, ¢

?

W )

(

My -Np, My YW Co= sM2-NpL M YWy - g
donde j 1, M1 (c), ‘w - 12 (c') lle\“WstmW'Cw)

“w
(la dltima igualdad por (I, C, 5.2); ademds, M1 M W. y M2 /YW son varie-
dades de dimensién p de W, y Mlmﬂ w l\ziz,f"‘\fW ; por lo tanto, la fami-

lia M?‘\) (v € J) de las componentes conexas de M, AW es una subfami-

lia de Mgw( yi € J'), familia de las componentes conexas de MZ ﬂ W.

(o ey

. . . .o _ o\
Ahora bien, por definicidn, I(le\W, cw). = . I(Miv » Sy ) y
M, (\W, ¢! ) = /_,IM% , ct ), dond - MLN W, M ,
(M, \ CW ) / "I(MZK ' Cwvt ) onde c.. j 1 (CW)
Mo MW, M%

! = 1 ! ZN ! \) - 1 . | - - .l
CW% j (cw) ( €J, YWe€J'); como (.W“ (.Wv si
M = M» , odelo contrario es c' =0 (cf. I, B, 5.2), resulta la igua!-

2% 1v W

dad I(Ml YW, ¢ = I(MZ AW, ¢! ) buscada.

w) W
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3.2. - Proposicién : Sea X wuna variedad analitica real de dimensién n.

Sean MS y Ng (s € J ) familias localmente. finttas de conjuntos semiana-
liticos en X tales que Ny C M, y dimNs < dimM_ =p para todo

s€J. Sea M= UMg:s€J), N= U(N_:s€T), ysea

. Ms-N., M. -N
S -— S S S . . - M
37 =1 P H(Mg-NgiR) > H, (M -NiR)
1 =i : -N; sy H -N) €J
i lMs- N, M-N Hp(MS N;R) > p(M N)R) (s )
y M 2 Hp(MS-N;R) — Hp(M—N;R) el homomorfismo suma de
™ J
la familia is>'<(s €J ) (cf. I, B, 6). Entonces, para toda familia «cg €

Hp(MS -NiR) (s € J), se cumple:
(3.3) EGJ, IM_,Ng, ¢c.) = IM,N,c) ,
s

donde c¢ = /u*( :'-I_js(cs) (s€J)).

Demostracién : Se observa que el primer miembro de la igualdad tiene sen-

tido pues M. es localmente finita, Basta probar 3.3 sobre un abierto relati-

vamente compacto arbitrario W€ X . Las restricciones de ambos miembros de

3.3 sobre W son iguales a. Il = 2 = I(Msf\ W, NS/\ W, csw) y
s

I, = I(IMNW, NnW,cW) , respectivamente (cf. 2.1 (b)) ; aqui CsW =

M-N, (M-N) "W

M_-Ng, -N
s "Ng, (Mg=Ns)NW ), cw = (c) y J' es el conjunto

j (cg

(finito) de los s €J tal que Ms N w ;{ ¢ .

Segiun 3.1, >'~__ I(MS/“\W,NS MW, Cq

)
s €J! w
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) vy nw, NAW, (e ) ) = ) IMAW, NAWL 03 W (e y) )
s €J' seJ!

s W

jsw(csw) ), donde h] =

IMNAW, NOW, } i
seJ!

j(Ms - N )NW, (Mg -N)"W

w

Lsw = Mg -NW, (M-N)Aw > (8 € TN

Por definicién de My Cy = E , jM-N' (M-N‘f)mw oig (j® (cg) ), y
s €J'
obtenemos la igualdad L =1 buscada pues entonces cy =

Z i o jSW (c ), como se deduce de la conmutatividad de :
sex W sW

js i
H (Mg -N,) > H,(Mg-N) ls > H (M-N)
; l jJ, j l
H,((Mg-Ng) W) oW > H (M -N) W) -~ > H ((M-N) W)

(cf. I, B, 5.2).

3.3. - Corolario : Sean NS ¢ M, conjuntos semianaliticos cerrados de

X tales que dim Ng < dim M, =p y ¢4 € HP(MS-NS;R) (s =1, 2).

= N = ' = j iMg-N » Mg-N
Sea M MIUMZ, N=NUN,, ct iM, -N, M-N © s-Ns, Mg-N (c)

-N: = ¢ ! .
€Hp(M N;R) y c=¢f+ ch . Entonces

I(M, N, C) = I(M Nl, Cl) + I(MZ, Nz, Cz) .

1!
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C.- TEROREMA DE STOKES

1. - Preliminares sobre descomposiciones normales,

En este parrafo introducimos una pequefia modificacién en las descomposi-
ciones normales, que nos serd ytil para la demostracién del teorema de Stokes.
Utilizamos constantemente las definiciones y notaciones de \_( I, A).

.- k , i — .
Sea SN = ( Hh(xl cee X0 Xy ): 0§ k<h n) un sistema normal

en R™ centrado en "d€Rn, y sea Q=(-|x,l<di: i=1...n) un entorno
(<

normal respectode SN . Paraun p fijo, O <p < n, definamos (cf. 1,A, 2.5):

WP= VPOA(HP?2 4 0)= (xcQ: uH*!=,., =uP =0 uPl<o,
p-1 n p+1 P
-2
HP™® 40).
p-l
-2 -1 )
P- _yP P - . yP p-2 4
pW pV n(Hp_l;ZO) (x€Q.Hp %O,Hp_l £ 0).

Si P = n, definimos wi= wi= (XGQ: HE-I%O, HE-IZ 7‘/ 0).
Sean WP = ‘\%)Lp‘t y pr: \d/f'pLo- las descomposiciones de WP

y pr en sus componentes conexas. ILos conjuntos Lg seran llamados
"miembros modificados'" (en dimensién p )de SN . Capa I_,z es un subcon-
junto abierto de alguna componente conexa ‘-;p de Vp, luego es una subva-
riedad analitica de dimensién p ( y un ® njunto semianalitico ) de R™. Adem4s,
si SN es compatible con un copjunto A C R", también lo es la familia

LR, (e =),

Supongamos SN compatible con un conjuunto semianalitico M de R"

p
tal que dim M =p. Entonces M= M N { \6)V1)= MNWP ¢
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p-1 .
+ MO (VPN Hg-lz £ 0) + (J V!).-El ¢ltimo término.es un conjunto semi-
- 5 N
analitico de dimensién < p, vya que {0/ V! loes, yque VP esuna varie

dad analitica de dimensién p tal que el polinomio. Hg:f‘ no se anula idéntica-
mente sobre ninguna de sus componentes conexas.

También, I__,Ii es un conjunto semianalitico de.dimensién p de R"™

(cf. I,-A, 1) 'y BLPt = I, -LE C M-(MN Wp).'

Notemos :
.{Q - Qp S f Qp ' ' > Qp-l
LA s LI |
(xl o e o xn) ——% (X1 ¢ o0 xp) (xl * o a. xp) ———-———l—a (xl e o o xp_l)

-1 .
Sabemos que cada miembro P IT(p del sistema normal 'SNp- cumple
e P : p"]. " p_l
n—p-l( pr—’i ) € SNp‘-l (I, A, 2.5). Aquilos p-lrﬂi son las compo-
-2
p-l _ " :
\% = ((x)... xp_l) P Hp g (. X, 2 Xpl1 ) # 0)

-
r’;P ——> R (0<s<l,

nentes conexas de p-1

p-l :
Para cada p_-lr“i' , Ssean fi,s' p-1

| -1

1i -+ 1) las funcionés analiticas cuyos grdficos en 'Qp son los pv[ﬁ“P _
p-1 P p-1, _ p-1 , :

P r;‘ tales que Tp-1 (pr:‘» ) = p_lri‘ , numeradas de manera que

fi, s < fi’ s+ (0 <s <L), Definamos fi, 0= i-dp y fi, 1 = + dp sobre

r!pi-l

p-1'1i °

Ahora podemos enunciar la siguiente

1.1, - Proposicién : (a) - Supongamos 0<pg n. Cada pLG" cumple

o P p-1 .
‘tTp_l ( chr) = p-1 r; para algan i, vy entonces pLo' = | (xl e xp)

€ Qp : fi, s (%1 ... xp_l) < X5 < fi’,_ s+l (%) CeeXp) ) ), para algin s

(Ogséli). En ese caso :
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FPIUL U(";+l si 0<s <stl <1
p-1 . -1 .
_2 ii) va Upr; si 0 <s 1i 1
Q N T AHDZT# 0) =9 '
%' oo L q
ii), pL‘,.\.jp "'S‘p si 0=s<stl <L
\iii) pLo si 0 =s = li -1.

(b) - Supongamos 0 <p < n. Entonces cada LI,)c cumple S (LPL_) =

d Ty =P p-z
~ ; n 0
pLo para algin o ; en ese caso p ' L. m ( Hp-l # ) es un homeomor

. - -2 : . . v
fismo sobre pl"@“ ﬂ( HI:)_I Z 0), vy Trp ' Lg es un isomorfismo analitico
sobre ch,_, .

(c) - Para cada T ,

f. r"" ULP U[-ﬂp -1

— : -1
Qann(Hg:zf/ 0) =‘11)(:(p UL

iii) LE
seguin Trp(L,c) ch= verifique las alternativas i), ii) &6 1iii) en (a);

; : ] —p-l p-1 p-1 —p-1_
si vale i), entonces Trp( r: ) = b I-_‘s y ar ( r ) = p‘ sl
si vale ii) entonces T (rp-l) = l“'p-l ; en cualquier caso las aplica-

' pil s 7 7 pls 4 P
ciones Ty “—-;p-l ... son isomorfismos analiticos .

‘ ; . - Si - ' ' p p 1
Demostracién : (a) Si  x (x1 cen xp) (S pW , entonces ‘n’p_l(x.)

€ _lvp‘l = Q (Hp -2 0) ; supongamos que TrpI))—l (x') pertenece a la

P p-1 7
p-1 p-1 .
componente conexa p-lr‘:‘ de p-lV . Entonces existe s (0<s <li)
tal que fi, 5 (x‘i ces p l) < x < f1 s+1 (x ce xp_1 ). Por lo dicho antes
de 1.1 es fdcil ver que la componente conexa pLG‘ de x' en pr es
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((x... xp)€ Qp: f.

i, S(xl c oo xp-l) < x

< fi, S_|_1(:n:1 .o xp-l) ) y que
P _ p-l A T p-2 -
1'l’p_1 ( pL‘,.) = p-lr: . Pero entonces Qp N chr M Hp ) # 0)

-1 -1 .
fi' N p_ll:p ) UpLa-Ufi, s+1 § p_lr;‘p ), lo que implica (a).

p

Para probar (b), usaremos algunos lemas :

=HE:O); entonces

1.2.- Lema: Sea M = (x€Q:Hp -
p ptl

"1Tp 'Mp : Mp —_ Qp es propia (*) .

Demostracién : Si K CQP es compacto, entonces K es cerrado en
b'p y TI’I')1 (K)ﬂa es cerrado, luego compacto; entonces T ;l(K) ﬂK/Ip
A\ Q es compacto. Como TFI;I(K)ﬂ ‘IT:(C_IP -Q) = v;l (KN (c_zp -Q))

=g vy ﬁpn Q - W;I(‘c_z -Q)) = @ (segin I, A; 2(c)), resulta

<1 o
2
o]

compacto, como buscamos.

-1 -1 .
‘TTp (K)f\Mpz 'ITp(K) f\

1,3.-Lema: Sean X e Y -espacios topoldgicos separados, sea

f: X —__ 3 Y wuna aplicacién continua, sea FCCY uncerrado y Z =
f-l (F). Si f es abierta (o propia ) entonces f , X-2 ——5 Y -F es

abierta ( o propia )

1.4.- L R 1 p-l p-l
ema p|Mpn(Hp £ 0)—> Qpﬂ(Hp £ 0) es

p'ropia.

1.5. - Lema : 'rrp Vp _— pr es abierta y propia .

(%)

esto es, la imagen inversa por p Mp de todo compacto es compacta.
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Demostracién : Segdn (I, A, 2(a)), VP es un subespacio (cerrado) de

M N (Hp"1 # 0); entonces, por 1.4, T vP— 5 vP=0Q
P p-2 P P

(Hg:lz # 0) es propia. También es abierta pues, segin (I, A, 2.3 y 2.5),

VP es unién de grdficos de funciones analiticas cuyos dominios son las compo-

P

nentes conexas de pr.

Prosigamos la demostraciénde 1.1. Por 1.3 y 1.5 se deduce que

vp wP _— pr es abierta y propia; por lo tanto, Trp aplica toda

componente conexa LI,,JC de WP exactamente sobre alguna componente conexa

LP L

p( 1:) = p Se verifica L c

L, de WP, Supongamos T o pr e

p p
=P : -2 - -2
: P p p p
L er(Hp_l 7 0))CpL, N (HT) # 0). Como LR CVPC M,
—P - -
L /M ( Hg-lz # 0) es un subconjunto cerrado de Mp N ( Hg—lz # 0); como
=2 -
5 l Mpf\ ( HE'I F0) — Qp N | Hg_lz # 0) es propia, resulta
TP HP-2 # 0 p-2 i
To ( L N ( -1 # 0) cerrado en Qp N ( Hp—l # 0), luego igual a
- -2
po N ( Hg-l 7( 0 ), que es lo buscado. Ademis, TTp I Lz es un isomorfis-
. p . . P p o p
mo analitico ya que L', es un subconjunto abierto de algin r\'« s Y i'p "
es un isomorfismo analitico (cf. I, A, 2.3).
Para ver que Tfp Elz f\( Hg:lz f' 0 ) es un homeomorfismo sobre
pL.a- M Hg:i?‘ # 0) basta probar que es inyectiva, ya que es continua y pro-

pia. “IT'p ‘ LI:: es trivialmente inyectiva; supongamos que existe y'€

T - - P i :
(pLd.-er)ﬂ(Hg_lZ;! 0) tal que Trpl(y')/\Lt =y (i=1l...s)
con s>1. Sean U'= Up x U111-p entornos dis juntos de los puntos y1

Probemos que existe un entorno UI') de y' en Qp tal que LE n“;I(UI’))

C U U; ¢ de lo contrario existiria una sucesién Up n (n€ Z) de en-
i
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tornos de y' en Qp que tiende a y', y una sucesién de puntos Yo €

( Tr;I(Up’ n) N Lg ) - UUi ; entonces la sucesién (relativamente compacta)

Y. tendria un punto de acumuladén y € T I;l(y VA _I:g distinto de los yi

(i=1l... s), loque es absurdo. Entonces existe tal UI') .

Ahora bien, es fadcil ver que, de acuerdo con la descripcién (a) de pL"' R

existe un entorno. U'I; de y' en Qp talque U'p'CU}_; y U;CPL¢

es conexo. Entonces W  (U" () pLa~) es un conjunto conexo incluido en

W U;, luego incluido enun U, . Esto implica yi & LPC si i# io , lo

i (o]

que es absurdo. La parte (b) queda demostrada.

(c). - Consideremos una componente LF_)c de WP tal que pLa_ =

- - -1
Tr(LI;) verifica mepLﬂ‘m(Hg_lz # 0) = [“P U U r's+1

P
—P -2 - p 1
Por (b), L'=(‘wp|Ltf'“»-(Hp_17!0)>1(pl‘“s y L=
—P - _
( T \ L. Y ( Hg_lz # 0) ) c-fl son conjuntos conexos de Q )
NTP N (EP24 0y, AL =8 vy aNTEN (uP 24 0y-1P-
T p-1 ) = y < p-1 T
L'UL". Como Lg es una componente conexa de Vpn ( H%‘_‘?l‘ # 0), se verifi
—p p-2 P =P o) p-2 -1
ca Q) Lt_/'\(Hp_l #0)-L, CQ N(V -V )f'\(Hp_1 # 0) C VP! (por I,
. : -1
A, 2.2); por lo tanto, si x €L', entonces x €rp para algin X y x €
P- -1 _es p- =2
U r; que cerrado en Q N (H 7! 0) (cf. I, A, 2. 2) Por lo tanto existe ur
BF
entorno U de x en Q tal que L'N\u Cr » lo que implica, por la
-1
conexiénde L', que L' C r;p
e o
= ple para algin o' ; como L'
p-1_ p-1_
, Tresulta pl: = plo = T

-1
Segin (I, A, 2.5), ol l—:(p )

p-l p-l
l: y 'rrp( L') = pr;

ces, como T “: es inyectivo, resulta L' = I:p'l; andlogamente se prue-

-1
p(cp ) 5 enton-

-1
ba L'" = r; p- . La alternativa (ii) se demuestra de manera similar. C.Q. D,
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~

2, - El teorema de Stokes. Ahora podemos probar el principal resultado de

esta seccién :

21, - Teorema : Sea X wuna variedad analitica real de dimensién n ,
con base numerable de abiertos. Sean N (_ M conjuntos semianaliticos cerra-
dos de X, tales que dim N <dim M =p, 0 <pn. Entonces el diagrama

siguiente es conmutativo (%)

(M, N)
H_(M-N;R) > Di(X)
BM’N l lb
H(NR) = , DI ()

Aqui’ b es el homomorfismo borde del espacio de corrientes DI'D(X) y

J M. N estd definido en la sucesién exacta de homologia
M, M-N S N
co o —m—s Hp(M;R) —_—3 Hp(M-N;R) —_— Hp-l(N;R) —_—>

correspondiene al par N (M . (¥%)

Demostracidén : Fijemos c¢ € Hp(M-N;R) . Se debe probar bI(M,N,c) =
I(N, AM N(C) ). Sea x €X . Utilizando de la manera usual particiones de la

unidad sobre X, se v€ que basta probar la igualdad de las dos dltimas corrien-

(%) Los homomorfismos I{M,N) y I(N) = I(N, @) fueron definidos en (A, 2.1).
Se conviene I(N)=0si dim N < p-L

(**) El caso pariicular de este teorema correspondiente a N = BM ha sido anun
ciadoen (7).



65

tes sobre un entorno con venientede x. Sea g: U _—__, g(U) R",
x €U, un mapa coordenado de X centradoen x (o sea, g(x)=0 €ER™ ). En-

tonces g(MANU), g oM N U) = é (g(MNU)) y g(NNU) son conjuntos sc

mianaliticos en g(U). Segdn (A, 1.2) existen mapas x° = (xl .o xz) , 8=

1...(;_1), en O'( g(MNU), g(éMﬂU), g(INYU)), si p<n, oen

O'( gl( BM M u), g(INNU)), si p=n, tales que la familia A8 =

(x; = ... = Xg =0), s=1,..( pril ) , de subespacios vectoriales de dimensién

p de R, es regular,

Paracada s=1... ( ;:_1) » sea SN_ un sistema normal segin el mapa

x> compatible con g(M/MU), g M NU) vy g(NAU), si p<n, o

compatible con g( IM MNU) y g(NNU), si p=n. Sean QF entornos

normales respecto de los sitemas SN_ . Sea Q= a (Q%: s=1... (;..1) )

y W= g_l(Q) . Entonces probaremos bI(M, N, c) lW = I(N, AM N(c) ) | W,

y con esto el teorema.

Segén (A, 2.1(b)) se cumple bI(M, N, c) ]w = BI(MNW,NNW,c),

donde cy, = JM-NJ(M-N)NW () oy, éM NO» IW =

w

I(NNW, jN'NnW o o

o

N,NNW )
M,N(C))' Como j o aM,N

MNW, NOW © jM“N’ (M-N)W (cf. I, B, 5.2 ), se debe probar :

(2.2)  bI(MNW,NNW,cy) = I(NNW, BM,\W NAwlcw))

donde CH ((M-N)NWiR) y p : H_((M-N) \W ;R)

‘w MNW,NNW °
N Hp_l(N MNW;R). Notemos M'= g(MNW) y N'=g(NAW),

conjuntos semianaliticosen Q ., Sea «c'= gp(cW) , donde
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gp Hp(' (M-N)NW;R) — HP(M' - N';R) es el isomorfismo inducido

por g,(M-N)nW — M'-N', y sea t! = gp..]_( éan,an(Cw) ) ’

donde 8p-1: Hp—l(N NAW;R) —— Hp__l(N';R) es el isomorfismo inducido por

g lNﬂW 5 N', Relaciones de conmutatividad evidentes (cf. I, B, 7))
aseguran que t' = AM' N'( c') . Por lo tanto, el isomorfismo g IW —_—
Q transforma los miembros de (2.2) en DbI(M',N',c) y I(N', AM', N,(c')),

respectivamente, y el teorema se reduce a probar la igualdad :
(2.3) b I(M',N',¢c) = I(N',t"),

donde C'GHP(M'-N';R), t' = EM',N'(C') y éM',N' estd definido en la

sucesidén exacta

AM' N
c+« —> H(M'iR) —— H _(M'-N';R) ———— H_(NR)— . ..

Se observa que M' = g(MNU)NQ, IM!' = ég(MﬁU)nQ y N' =
g(NNU)NQ son conjuntos semianaliticos cerrados en Q.

Fijemos un sistema normal SNS , de los ya elegidos, y su entorno normal
Q% . En los lemas siguientes no consideraremos los otros sistemas normales,

por lo que suprimiremos el subindice s de todas las notaciones.

Como la descomposicién Q = ]&% [—:‘k asociada a SN es compatible
con M!', éM' » ¥ N', lo mismo sucede con la familia LPt (T=...)
de miembros modificados (en dimensién p) de SN (cf. n.1). Por lo tanto,
si LF_L C M', entonces LI_)‘: C M' - (N'U aM!'), yaque dim (N'UQM')

< dim LP, ysetiene M, = U(LE: LB CM )= MNW’ C M'-N',
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2.4,-Lema: Sea J=(<x: LP C M'). Entonces"

j ' —-P -
I (M',N', C') = , I ( L‘l: ) C)L.I:. C-: )
TeJ

donde c_ = jM'-NLLR (cn), jM'-N',LE : H(M'-N"R)

P .
H (LY SR).

Demostracién : Sea N'o = M' - (M! NWP) = M- Ul Lg : T EeTJ);

seguin el ndmero 1 vy lo dicho anteriormente, N U dM! (- N; y dim NJ

< p. Por (II, A, 3.1), I(M',N',c') = I(M',N('), ci), donde c{ =

MIENLME-NG ey ¢ H_(M'-NyiR) .

Ademads, ( LI_)C : TE€J) es la familia de las componentes conexas de
. TP _ T
M' - Nl = M' N\ WP ; Por lo tanto éL_c = L.t-LE_ CC N§ y Lp_c es
cerradoen M'-N! paratodo T €J. Ademds, «c| =

. M'-NL 1.P ' . '
(i o j ool (ct) : T €J), donde |
Z LI-:: MI_N(I) o

M'-N, LB
Hp( LP;R) — HL(M'-NUR) , ] : Hp(M'-N;,;R)

i
LP, M'-N"

v

Hp( Lg ;R) . Entonces, por (II, A, 3.2), se cumple I(M',N(’), c;))~ =

——— —_ _— 1 _N! p 1_N'!
) (L, 3TE, M TN kx (cn)) ¢ T ed); como M TNoLR (c!)

1 _N\J! 1 _NJ! 1 _NJ! 1 P
= jM No, Lk o jM N, M'-N,, (c') = jM N', L (c') = ¢, obtenemos lo
buscado.
p-l
2.5.,-Lema: Sea M_= \J(LR: TE€J); sea .J =(h:[ N

h
p-l
- Jo = (h: l—‘h C_ M ). Entonces :

- ey = p-1 =p-1
I(N', éM' [\!‘(C') ) =L_.(I( th . grhp . th) : thO)’

?
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\ N M \
donde t = C o jM' 1\"1\A>3=(::') v 0

A X e«if defiridn en Ja sucesién exac -

. . V-l . D=1
ta de homelongia asociad: 2" »ar '- ( M, U rh :

4 - T \ e "1
(2. 0) v '—§ Hp(M=::uI’1‘1p l) D '> L~"‘3(IV'[>::II —_——— Hp—l( rl—ila )—9 o v e

Demostracién : Primero, l2 sucesidn 2.0 estd definida, ya que, para ca-

. p-1
da h €J,, M, esabiertoen M>,=U r‘hP » porque M, (- vP y

=p-l p-1 p-2
r‘h - Ph . \J V'. Entonces, como SN es compatible con N',
° p-1 p-2 .
se deduce N!' = \ ( rqh : hGJl) +ON' () ( \J v! ), donde
o

11

p-g : =o-l el p-l p-2 .
dim (NN (U V) <oty o077 =% - i"‘h C NN (U V)
o o
(h €J1) . Pero entonces, aplicandn (II,A, 3.2 ) y razonando commo en el fin

del lema antierior, deducirnos :
\ — =p-l =p-l
(2.7 N Sy den) = ) (T a0 ) s nen)),

donde

p-1 - p-1
h - N, [T \ :
th = ( Spp (e c—:Hp(l_'h R) (h€J ). Seobserva

que Jl}‘ g siysélosi dim N' = p-1; si J, = @, ambos miembros en

n-1
2.7 son nulos ; si J, £ ¥, r:j es un subconjunto abierto de N' para

cada h € J1 » Vva que por la compatibilidad de SN con BN' se deduce

&,

p-1
r;l C. N'"- oN',

Probemos que los segundos miembros de 2.6 y 2.7 son iguales. Bas

ta ver que i) h € JO - Jl iwaslica t, =0 ; ii) h €J1 implica th = th:

AN p-i
i) si h6J_ -3, MU

b es un subconjunto abierto de M' - N',

-1 -
En efectO, M' - (M,:‘Uth ) - (M' - I"‘hp 1) n (Ml - M*) =
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-1 -2 p-l
= (M! _'Php ) N (VP N (Hg-l =0) + UV = A1 + AZ (cf. n.1);
LY k p-].

aqui’ A, = (M -th'l)ﬂ( IC)I'V'i) = U(E r:kC.M' - rh a

=k . - .
k §’ p-1) vy, como r' - r‘kC: U v , A2 = A2 ; Por otra parte,

o
sea X G& - A1 (A1 = (M!' - r‘l_ll)-l ) M (VPN (Hg:f= 0 )) ; necesariamente

. - p-l
x'€M', luego x €M' - Fh » Ya que Hg_lz # 0 sobre Fh ; entonces

-2
: - — -2 p .
x €A, implica x €( VPN (Hp 2 _ o ) ) - Vpﬂ(Hp = 0) ( UVI , lo que
1 p-l p-l =
prueba Kl - A1 C A2 . Entonces A1 + AZ es un conjunto cerrado en M’',

-1
M*qullf es un abierto en M' y, finalmente, un abierto en M' - N',

-1 -1
. M'-N', My U[P
Pero entonces th = éh o jM"‘Urh M o J N * h (c') = 0,

p-1
ii) Supongamos h€ Jl ; entonces Fh C_ N'. La conmutatividad del

diagrama siguiente, obtenido considerando el par N' C_M' vy el subespacio

p-l
abierto U = Mjkur‘h  M' (cf. I, B, 5.2):

! 1 M!, N' !
s HP(M l"N ;R) i 3 Hp-l(N ;R) ——y e o
-1
M'-N"', M}, l Nt [P
J ! J ’ h
) J’ p-l
€0 ey Hp(.M;k;R) - Hp _1( Fh ;R) — [

asegura th = th , para todo h G.Il . Esto demuestra 2.5.

2,.8.- Lema : Para cada LI: (T €J) ycada forma a GDp_l(Q) del

tipo  a(x) = ag(x) dx, AN ... A dxp__1 (donde x =(x,... x ) es el mapa coor-
)

dernado de R" fijado en la pdgina 66 ), se cumple :
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- \ — =p-l =p-l
290 b Lg, 3L e =) (xR LM L e @ s hed,),

p-l . .
donde ¢ GHp( Lg R) vyt = é‘c h(c) €Hp-1( r‘h ;R) estd definido mediantec

la sucesién exacta de homologia :

ooy Hy(LRUMPY)_ | HL(LE ) Th H, th'l) ‘..

Demostracién : Se observa que la sucesién exacta estd definida, ya que

— p-1 p-1l -1
P i P F i
f“h ( \_UV!, conjunto que es disjunto con L& , lo que implica que h
o -1

p -
es cerrado en Lg U Fh para.todo TE€J y hel,.

Consideremos primeroelcaso 0 <'p < n. Fijemos un Lg con te&l.
p-1 Pp-l  _p
Todo rl':l (he Jj) tal que rh N L, = # es una componente conexa

=Pl | p-1
de LPUT, , ypor lotanto 31 p = 0. Ahora bien, la familia de los Ph

— p-1
que intersecan LS coincide con la de los Fh que intersecan

L, M (Hp-l # 0), vyaque H%:l # 0 sobre cada n + Y Yyasabemos
—p _
que L M (HFI))_ZI ;! 0 ) wverifica las altern ativas (i), (ii) o (iii) de la pro-

posicién 1,1 del n.,1.

— P -2 p-l
Supongamos L ¢ M (Hg“1 #0) = LE U '—; con o GJO. Entonces

(2.9) se reduce a:

— —p . =pP-l  —p-1
(2100 KLg, 3L 0@ =l L 307 w0 (a),

p-1
donde t = étq(c) .. De acuerdocon 1l.,1(c), sean pLa' € pr y pri
p-l
LE U I:' es un homeomorfismo so-
p-1 p-l
bre pLa-Upn y qQue Tl'p ‘ L.P; y 'Trpl E: son isomorfismos analiti-

los conjuntos en Qp tales que LS

me - P p-l -l
cos sobre PL"' y p' i , respectivamente. Sea g = (TrplLt U r; )
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el homeomorfismo inverso. Supongamos que L, = ((x... xp) GQP :

P rP
..xp_l)Gp y =-d <xp<f(x1...xp_1)), donde f :

(x A1 p

1° p-1l i

p-1
—— R es analitica y su grdfico en Qp es prli .

p-]
I«

— — :
Segin (A, 2.5.8 ), se cumple I( [—;p , M:p 1, ty) (a) = j

-1 a
- —P
y I(LP, dL.,c) (da) = J dalL?;. Como “lTILFt’ y wl‘:
Lg ,c P p
p-1
son isomorfismos analiticos, se concluye p-1 alro( =
« ot ]
p-I' |, p-l p
J b-1 (Wplﬂ ) (alle )y fdaL = S a(w |LB) @[,
pr: oti Lgic pLG‘,Ca—
\
p-1 p-l p-1
donde t; = (w | Ix oy (e 1 (|12 o P H (T R —
r p-l P P P
H ool Ry cp = (TrplL1E )p (€) s (-rrplLt ot H (LR R) ——s
Hp(pL@‘ ;R) ; como g es un homeomorfismo, t. = é (c,) » donde 3 es el

homomorfismo definido en la sucesidén exacta:

.p-l J

p-1
Las formas C%® ( ‘iTp | Lg y*(a) vy (Wplr; )* (a) son lasr:zscriccio
p-l

. /‘\ -
nes sobre pLo’ y pri—l , respectivamente, de ao(g) dxl/\ .o dxp—l
p-1 ]
a(—g(xl .o xp) ) dx1 /\ coe /\dxp_.1 , forma continua sobre chr Upr: ya que
| p-1 p-1
g : pLo* Upr; —_— LQU‘: es un homeomorfismo. Ademés,
a
d ( "Tpl L‘E )k (a) = 38 xo(g) dxp A dx, A ... /\d.xp_l , Yy entonces, si Cog =
p .

XU_E e,, donde >\o,€R y € o ng(pLa‘ ;Z) es un generador, se verifica:
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2.11 d LP )% (a) = N ® 2(8)ay Adx,A. .. Adx =
( ) SpLo"Co- (Trl.pl <) (a) ijv'eu_W *p 1’ p-1

= e)\j éa(g dxpf\dxl/\ e Nax,

donde e!. €H (

o pl p Lo ;Z) es el generador definido por el mapa (xp, X)eee X

de RP y donde €= +1 6 -1 segin e, = e, 6 e = -eg

p-1
I_.? , Sse cumple :

Para cada (x;... X5-1 ) € p-1'i

f(xl' eee X _1)
j- ; P % a( g(xlo . .XP~1,11)du = a( g(xl Vel X )
P

p-

7

ya que g es continua sobre ( (% ... X1 u) ;- dp <uxf (x1 ces xp-l') )

y analitica sobre ((xl...x,u): -dp«<u<f(x1 )) yque ac€

P *p-1

D,(Q) ; entonces, integrandd parcialmente en el dltimo término de (2.11) res-

pecto Xp, Se obtiene (cf. (19), III, 19 ) :

alg(xy.ooex _1,8(x%7 «vv Xg_1) )X
Lo, c [:ﬂpl gix) p-1'1¥1 p-1

212) | a(m| LRY(a) = ), €
p-l

p-1 p-l
donde e P ;Z) es la clase fundamental canénica de p-lr;

p-1 G;Hp-l( p-l i
cC Rp'1 (cf. I, B) . A su turno, la dltima integral es igual a:

p-1 p-1 5 p-1 p-1
ot YA | W W) B 1 | S T | I
r" P P ! P
p'1 ) € p'1 , te
p-1
donde e' €Hp_1( pri‘ ;Z) es la clase fundamental definida por el mapa

- -1
P | p-1, p-l P
-1 pl_;. . p[_:_ —_— p-1r11 ’ (xl ce e xp_l, xp) — (xl s o xp_l) )

e
p-1 «dx /\ /\dxp_
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pP-1
de pr; (cf. I, B, 13 ).

Por lo tanto, debemos probar la igualdad de las corrientes ng " p-1

p'i , ge'
y X re-l - Si Cy- = )\a_ﬂ e, » tenemos t. = 3 L rp-l (cg-) =
pi  ,t P o’'pi
p-l
AB® d(e, ) (cf. I, B, 10), donde 3 : Ho( L iZ) —> Hp_l(pr; iZ) ;
por consiguiente, basta probar ¢ge' = 31 (eg ) é e' = gl ( €e,. ), donde

= '
ge, €y -
Mediante un homeomorfismo conveniente, el problema se reduce al siguiente:

-1
2.13.-L.ema: Sea U abierto en Rp =( (0, X oo xp_l )) RP ; sea

e;’; GHp( R¢ x U;Z) la clase fundamental canénicade R x U (cf. notacién

de I, B, 13 ). Entonces é( e* ) = e{) 1 donde 3 estd definido en la suce-
o -
sién exacta de homologia :
oy . :
0 Hy(Rg xU;Z) 2, H (R xU;Z) 5, Ho(UiZ) 5 ...

y eI;_l es la clase fundamental can6nica de U .

La demostracién es inmediata, Basta restringir (I, B, 13.1) sobre

R« xU paraelcaso n=p.

2.14, - Lema : Para cada forma a GDp—-I(Q) del tipo a(x) =

ao(x) dx1 A A dx donde x =(x;...x_ ) esun mapa de la familia

p-1° n

x° (s=1... (pr:I)’ se cumple :

bI(MLN,cH)ea) = T(N, Oy o (€' (a) .
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Demostracién: Por 2.4 y 2.8 se cumple :
—pP —p
bIM,N',c) = Y  bI(L_, 8Ly , cg)(a) =
teJ
—~  +—_ Fp-1 \Fp-l =P-1 \&p-1 n
= YR @ = Ll L eTET ),
t€J hel, he€J,

_ .M'-Nt, LP P, _ _
donde Ce = T(c') GHp( LoiR), tgy = ét’h( c.) = éLP r_.}‘lp_l(ct)
T ?

p-1
Iitey:ves)en ([, R). Segin 2.5, s6lo ha-

p-l
Hp-l(r;l iR) , {8
éh ( jMI-NG Myeny

ce falta probar ¢h - t, para todo h €Jg,; aqui t =

' -1
éh = EM*, th . Esto se deduce de la conmutatividad del diagrama siguien-

te (cf. I, B, 5.2 y 6.1):

ijl _Nl, M=:= ‘ éh r_‘ p 1
1 - ] . N
P
. p ZJM" Ly
y o M'-N', LR J ) dep
J J
Z: H (L)
TeJ
M!'-N', M T N .
En efecto, t = éh 0 j *(c)= 2, é-thOjN[*' LP JM N M*(C')
TEJ

- .M!-N"! P ===
) ho_]NI’ N', L (c') = E ) é‘th(c'\:)= th. CQD.
"ted TeJ

Ahora podemos concliir la demostracién del teorema. Consideremos los ma-

pas x = (xlS coe xg) definidos al principio. La familia de los subespacios
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AS (s=1... (;,1_1) ) es regular y por lo tanto, segin (A, 1), la familia de

las (p-1) - formas asociadas w(A®) (s=1... (pril) ) es una base para el es-
pacio de las formas en A (R™) con coeficientes constantes (respecto del ma-

pa canénico de R"™)., Consecuer temente, cada forma a €Dp-1(Q) puede es -

cribirse :

a= Zail i (x) dxilf\.../\ dx. = : as(x) w(AS) ,

ip-1
P P S=1...(II;_1)

donde as(x) €D0(Q) es una combinacién lineal con coeficiantes reales de los

coeficientes a . Paracada s=1... (pril) ) w(AS) se expresa,

1] oo ip-l
segin el mapa x°, como w(AS) = dxf A... A dx;;_1 (cf. A, 1). Por lo
tanto, el lema 2.13 es aplicable a cada término as(x). w(A®), y obtenemos :

bI(MLNYC) (a) = LN, 8y, nv ()

para toda ae€ Dp-l(Q) . CQD.

2.14, - Corolario : En las condiciones del teorema 2.1, I(M,N,c) es

.M, M-N

cerrada si y s6losi ¢ € j (H (M;R)). En particular, I(M,N,c) es

p
siempre cerrada si HP_I(N;R) = 0, lo que se verifica, en especial, cuando

Demostracién : Basta tener en cuenta, en el diagrama de 2.1, que I(N)

es un monomorfismo y que la sucesién de homologia :

0—s HL(MiR)—— Hp(M-Ni;R) —— H,_(NiR) —— ...

es exacta.
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2.15, - Corolario : La corriente asociada por P, lelong en (11) a un con-

junto analitico complejo M de dimensién (compleja) p es cerrada (cf. A,

2.5.2).

2.16, - Corolario : En las condiciones del teorema 2.1, sea @ wuna fa-

milia de soportesen M 1y sean O = OIN = (A€ D : ACN) y D" =
OMN(M-N) = ( AN(M-N) : A€ D) las familias de soportesen N y

M-N, respectivamente, inducidas por @O. Entonces el diagrama siguiente es

conmutativo :
o" Ia)”(M: N) O"
-N: : a ! '
Hp (M-N;R) 3 Dp (X)
éa
M, N b
!
o' (N:R) , D 2'(x)
p_l 7 p 1
(D(N)
Demostracién : Los homomorfismos horizontales fueron definidos en
I}
(I, A, 2.6). El homomorfismo de conexién 8 para familias de so-

M, N

portes cualesquiera estd definido en (2), 7.10 (*). El corolario es entonces
consecuencia inmediata de la definicién dada en (II, A, 2.6 ), del teorema
2.1 y de la conmutatividad del diagrama siguiente, que puede probarse utili-

zando consideraciones incluidas en (2), 7.10 :

(*) con una errata : en lugar de O|U debe ir ©ONU.
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Hp (M-N;R) - Hp(M-N;R)
| | S
(CLINT , ,

Aqui los homomorfismos horizontales son los de '""agrandamiento de soporte' .

2,17, - Observaciones : 1, Si dim N < p-l1, se puede probar que

I(M,N,c) es cerrada por el método que P, Lelong utilizé- en (11), sin recu-

rrir al teorema deStokes. Esto ha sido esbozado en (8).

2, Si M es un simple geométrico 6rientado de dimensién p (no dege-
nerado ) en un espacio afin, I(M, §M, c) coincide con la integracién usual so-
bre M, donde c GHP(M- EM;R) es el generador definido por la orientacién
de M (identificando la homologia de Borel-Moore con la homologia poliedral;
cf. (1), 5 ). Entonces es f4cil ver que 2.1 se reduce al teorema de Stokes

cldsico, como enunciado, por ejemplo, en (16), n.6) .

3. -~ Aplicaciones.

'3.1. - Sean Xi variedades diferenciables de clase Cm, de dimensio-.
nes n; (i=1, 2). Sean X = X, x X, la variedad producto y q: X
—_— Xi (i=1, 2) las proyecciones. Sean qik : D(Xi) —— A(Xj) losco-
rrespondientes homomorfismos inducidos y sea q* = qi“ A q’f : D(XI)ED(XZ)

— DX), ;® a, ———  aqf(ay) N q%(az) . Se sabe que q* esuniso-

morfismo de espacio vectorial topolégico, si se considera D(XI)ED(XZ) muni -
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do de su topologia tensorial inductiva, que q*( D(X;) B D(X;)) es densoen

D(X) yque gq* se extiende a un isomorfismo a : D(Xl) ) D(XZ) —

D(X), del completadode D(X,) B D(X;,) sobre D(X) (cf. ((7), cap.I, n. 3),
. VR . . by . . 1

(10) y (17) ). Entonces existe un Unico isomorfismo X : Dél(xl) =X DpZ(XZ)

___)D'

X, T,®T
p1+p2 1

—— T, ®T tal que T, BT, :

2 1 2"’

qT(al) N q}k(az) —_— Tl(al) . Tz(az) » para todo par a, €D(X;) (i=1, 2).

3.2, - Proposicién : Sean Ni - M, conjuntos semianaliticos cerra-
dos en la variedad analitica real Xi , tales que dim Ni < dim Mi =P <

dim Xi = n, (i=1, 2). Entonces N = (Ml x NZ)U (N1 x MZ) y MpxxM

i 2

son conjuntos semianaliticos en Xy xX,, dimN < dim (M1 x MZ) y el dia-

grama siguiente es conmutativo (cf. I, B, 12) :

X
Hp, (M;-N;) B Hp, (M, -N,) > Hp 4 p,{ (M)=N)x(M,-N) )
I(M,, N;)BI(M,, N,) l 1 I(MxM,, N)
D' (X)) ®D! (X > D! X
‘P1( X p¥2) B P + pz( )

Demostracién : Se observa que M1 X MZ = (MlxXZ) M (X].XMZ) es evi-

dentemente semianalitico en X, xX, yque dim (M1 x MZ) = pytp,. Esto
dltimo se prueba por induccién sobre dim (M1 x Mz) , utilizando la descompo-
sicién Mi = M;’U BMi de Mi en su parte regular y singular (cf, I,
A, 1.2)-

Sea ¢ GHP(Mi-Ni;R) (i=1, 2). Basta demostrar que S =

(M, Ny, c)) EI(MZ, Ny,c,) y T= KM;xM,, N, c,xc,) coinciden sobre

2,
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toda forma del tipo aik A ag, af‘ = q;k(ai) y o ay €Dpi(Xi) .

Segdin ( B, 2.1), I(Ml, Ny ¢q) I(MZ’ NZ,CZ) y T satisfacen la condi-

cién Cpl ) sz y ¥ Cpl + py sobre Xl » X5 ¥ Xl x XZ , respectivamen
te. Probemos que S satisface Cpl + py sobre X ., Procediendo lac almen-
te, basta probar que, si Si ) D'(Rni) satisfacen Cp- sobre Rni, entonces
i
S, ®S satisface C sobre Rnl T n, . Pero esto es evidente, si se con-
1 2 P1 tP2 ’
n
sideran solamente formas del conjunto q* ( D(R 1) X D(an) ), denso en
D(R™ x R"?),

Sea N'= N U/ ( éMI) x M) \_/ (M, x é&MZ) . Entonces dim N' < pl+p2
ypor (I, B, 5.4) vy (I, B, 4.2) S y T son las extensiones simples sobre
X de S ﬂ X-N' y T l X - N' ., Basta probar entonces que las dltimas co-

rrientes coinciden. Se observa que, si (x,y) € M;x M, - N', entonces x

2

( y) esunpunto pj-regular ( p,-regular) de M1 (de MZ) .
Sean ®:U—» R"l, y:V_ R™2 mapas coordenados C® de
X,y X2 tales que UxV C M, xM, -N' yque P (Uf\iMl) =

(e oeexy, 0...0)) = RPL R, ¢ (VvAM,) = ((y ... Ypyr 0+ev 0))

P
-rR"2 —Rr"2,

Mi "'Ni’ UNM.

- : 1 P;.
Sean c; = (*?IUF\Mi)pi o j (c;) € Hpi(R 1;R) . Probemos

que S|UxV=f y Que T|UxV =

m
MNU, j(c) M2NV, jicp)
son iguales o, equivalentemente, que
(MlxMZ)ﬂ (U x V),'j(cl X 1:2)
‘ ] I Py y S P1 , corrientes en

P} .t 1 P2 .1
R ,c1 R4, c R " "xR ,clxc'2

D! n np, . . _
pl+P2(R lx R7¢4) imdgenes por (fx\f’ de S|UxV y T|UxV, sonigua
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les. Supongamos ci' = xi Re;, donde e €Hp_(Rpi;Z) es una clase funda-
i

mental de Rpi (i=1, 2). Consideremos formas a; €Dpi(Rni) . Entonces

1] f (ax N ax) = & a_ . S a_ =
IRPI, Ci sz,c’z 1 e Rpl, ci 1 rP2, ch 2

[ p a¥x /\ ak = Xl . )2 . [ ai}: /\ a¥%

rPl x rP2, clx cl 1 & RPLxRP2, e xe, 2

y los dltimos miembros son iguales, Esto se deduce de propiedades conocidas

de la integracién euglidea (cf. (17), III, 19 ) vy de que la orientacién (algebraica)

definida por e xe, sobre Rpl X sz es la suma de las orientaciones defi-

nidas por e v e, (cf. I, B, 13.3),

3.3. - Corolario : En las condiciones de la proposicién anterior, sea

2‘). = é definido por la sucesidn exacta :
1 Ml' Ni P e exac
d; .

Entonces, dados elementos c; GHP (M; - Ni;R) , Se cumple
i

bI(MlxMz, N, clxcz) = I(leMZ, leNZ, (él cl)xcz) +

+(-1)PL1(My,x Ny NjxN,, ¢ x d,¢, ).

Demostracién : En general, si Si (=} Di)' (X;) (i=1, 2), entonces
i

— P -
b(s &S, = (bs)Es, + (-1)°! 5, Bb,S,, donde b; es el homomor-
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fismo borde en D'(Xi) (cf. (17)) . Entonces, segin 2.1,

b I(Mlx M2 , N, cy X CZ) = b (I(M;, Nl’ c)) @I (MZ’ NZ’ cz) ) =

(N, &,c) BI(My Np cy) + (-DPL XMy Ny, ¢)) B 1N, 35¢,) =

P3 3
I(leMZ,N xNZ, (élcl)xcz) + (-1) I(MlxNz,leNZ, cyx 62‘:2)'

1

CQD.

Segin 2.14, si M es semianalitico cerrado de dimensién p en X,
entonces I(M,c) es una corriente cerrada para toda clase ¢ €Hp(M;R) .

Sea 1 HP(M;R)._._; Hp(D'(X)) el homomorfismo de Hp(M;R) en

M, X

el grupo de homologia de las corrientes sobre X inducido por I(M).

3.4. - Proposicién : Sea X una variedad analitica real orientable de di-

.6 . ) . : 1 ‘ . . P
mensién n Sea V(X) Hp(X R) 5 Hp( D!'(X)) el isomorfismo definido
en (I, C, 8). Sea M un subconjunto semianalitico cerrado de dimensién

p de X . Entonces el siguiente diagrama es conmutativo (*) :

'

H_(X;R '

o(XiR) H_( D'(X))
i
(3.5) M, X I
Im, x

H_ (M;R)

P
Demostracién : Sea 4M la parte singular de M vy sean MX* =

M - ¢M y X*=X - M . Consideremos el diagrama :

(*) En ((2), 3.4) y ((9), teor.3) pueden encontrarse casos particulares de
esta proposicién,
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H_(X;R)
. P
lM,X/ Vx
/
H,(M;R) 3 Hp(D'(X))
| Im, x
.M, M X, X* "
M. M ; (,x,x
H,(M*R) > H_(D'(X¥))

) Ivex, X
Iy xox Vo
o 427 HP(X*;R)

indica el homomorfismo inducido por la restriccién de las co-

%k
donde FX’ X

rrientes. Aqui el diagrafna inferior es conmutativo, segin (I, C, 8.8), ya

que MX* es una subvariedad de X* vy IM*, x#% coincide, por definicién,

con i'o V(M¥) (notaciénde I, C, 8.8). Los diagramas verticales conmu-
X, X% . .

tan por (I, A, 5.2) v (I, C8.7). Ademds, j es inyectivo puesto

que dim M <p, y V(X) y V (X*) sonisomorfismos ; por lo tanto

b3
es inyectivo fx' X .

%
Sea ¢ GHP(M;R) ; basta probar la igualdad de EX’ X oV (X) oiM' x(c)
X, X X, X M, M* _
y E o IM, X(c) . Pero P o IM,X (c) = IM*, X% © _]M M (c) =
X, X* % .
V(X*) 0 j 0 iy x (€) = X X* 5 V() o iy, x (€) -
3.5.~ Corolario: En las condiciones de la proposicién anterior, sea
O una familia de soportes en X y O'= (D'M . Entonces el diagramé.

siguiente es conmutativo (cf. 2.16 y I, C, 8.6):

) vQ
H (X, R) y Hy( Dip (X))

7

M, X I O
‘D' / IMaX
Hp (M;R)
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!
Demostracién : Basta factorizar \)gz y 118 x através de los ho-
’

O
P

1
momorfismos Hap)(X;R) —_—) Hp(X;R) , H_(M;R) _____)HP(M;R) .

3.6.- Corolario: Sean M y M' conjuntos semianaliticos cerrados en

la variedad orientada X , tales que dim M=p |, dimM'=q vy ptq =n.
Sean ¢ y c¢' clases en Hp(M;R) y Hq(M';R) ,» respectivamente,
Entonces el producto de interseccién de iMx(c) v iy x(c') cum-

ple :

iy x (©) - iM,,X(c')> = M, )\ (M, e ().

Demostracién : 'Segdn (I, C, 9.5), <iM,X(C) . iM',X(C')> =

VE Cigg x(e) A Cig x (€)) ()5 segn 3.5, Vv (iy yx(c)) esla

clase de homologiade I(M,c), y V(i es la clase de I(M!', c').

M', X (C') )
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CAPITULO III. DUALIDAD EN UN CONJUNTO SEMIANALITICO.

En este capitulo se definen formas diferenciales y corrientes sobre un con
junto semianalitico M, generalizando las nociones habituales sobre una varie
dad diferenciable. Para expresar ciertas relaciones entre la homologia de M
y la homologia de las formas y corrientes sobre M (%), resulta conveniente
introducir las cadenas semianaliticas de M, Estas cadenas desempefian un

papel similar al de las cadenas singulares C® en una variedad C%.

A.- CADENAS SEMIANALITICAS,

1.1, - Sea X una variedad analitica real conexa de dimensién n, con
base numerable de abiertos. Sea L un conjunto semianalitico cerrado de
dimensién p de X . Sea K un dominio principal.

Designemos con Sa, q(L;K) ad conjunto de las ternas (M, N, c) tales
que NCM son conjuntos semianaliticos cerradosde X, MCL,

dim N <dimM=qgp vy C GHq(M-N;K) . Si N =46 = conjunto vacio,

abreviamos (M, ¢,c) = (M,c) .

1. 2. - Operaciones sobre S, q(L;K) .
?

Definimos una operacién + sobre S, g(L;K) mediante :

J Sa, q(LiK) x S5, q(LiK) — 5, q(LsiK)
+ 1
'\ (M]_o N]_a Cl) ’ (MZ'NTZ' CZ) > (Ml MZ’ N]. NZ' c)

(*) Un problema similar fué sugerido por F,.Norguet en (12), 10-21,
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donde c = h'(cl » Cp) estd definido mediante la composicién :

A .2
J X
Hq(Ml-Nl) x Hq(MZ-NZ) H,(M)-N) x Hq(Mz-N)
~
~ - 11 X 12
~ v
> H (M-N) x H_(M-N)
h ~ 1
N
. +
N v
> H (M-N)
q

Aqui todos los grupos de homologia tienen coeficientes en K, M = Ml UMZ,
M_-N., M_-N
_ S _ S S s . _ . -
N = NNUN,, J§° = y ig = iy .n,M-N (87 1.2).

Se vé inmediatamente que + es asociativa y conmutativa .

Existe una accién de K sobre Sa, q(L;K) definida por :

K x Sa, q(L;K)

(\ g

Sa, q(L;K)
k. (M,N,c)= (M,N, kc).

(k, (M,N,c)) — )
Es evidente que . es lineal respectode + . En particular, - (M,N,c)
= (Ms No = C) )

Definamos ahora el conjunto Oa, q(L) = ( (M, N, 0) €8S,, q(L) ), donde ©
es el elemento nulo de Hq(M-N;K) ; se cumple Oa’ q(L) + Oa, cl(L) _
oa‘, q(L) y K. Oa, <:1(_1.,) _ Oa, q(L) . Entonces la siguiente relacién =

es una relacién de equivalencia R(L) sobre Sa, q(L)
(1. 3) oL =(3 si y s68lo si x=~-(3 € Oa, q(L) .

Notemos con Sq(L;K) al cociente de S, q(L;K) por la relacién
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R(L), Las operaciones + y . son compatibles con R(L) vy definen so-
bre Sq(L) una estructura de K-mdédulo unitario, Seguiremos notando con

+ y . las operaciones inducidas sobre Sq(L;K) . Indicaremos con [M, N, c]
la clase en Sq(L;K) de (M,N,c) € Sa, q(L;K) . El1 elemento nulo de

Sq(L;K) es la clase de cualquier terna (M, N, 0) € Sa, q(L;K) ; ademds,

- M,N,c] = [MN, -c]

Notemos con S(L;K) al K-md&dulo graduado E ( Sq(L;K) t:q€2),

donde Sqg(L;K) esnulosi q<0 & gq > dim L.

1. 4. - Proposicién : Existe sobre S(L;K) wuna estructura de K-médulo

diferencial graduado, con diferencial 3 de grado -1,

Demostracién ;: - S8lo es necesario construir el difer encial é . Para

cada q (0ggq < dim L ), definamos la aplicacién :

é’ Sa, q(L‘;K) > Sa’ q_1(L;K)
(M, N, ) 5 (N, dy yle))
donde BM N estd definido en la sucesién exacta de homologia :
IM, N

00— Hq(M-N;K).-_._> Hq_]_(N;K) —_— Hq_l(M;K) —_— 3 e .

Evidentemente, g'(Oa q(L) ) O, q-l(L) ; por lo tanto B' es compatible
con la relacién R(L) sobre ; ( Sa, q(L;K) : 0 <q <n) ydefine una
aplicacién O : Sq(LiK) —— Sq_)(LiK)  (0g a gp). Por definicién,

é’(M, N,c) =0 si dim N <dimM -1 ; en particular, )' o }' (M,N,c) =
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V'(N, \AM. N(c) ) = 0 para toda terna (M,N,c). Por lo tanto Bo} = 0.
Veamos que 3 es lineal , Sean (MS,NS, cg) € Sa, q(L;K) (s=12),
y sea (M, N,c)= (M}, N}, cy) + (Mp, N, c2) . De la conmutatividad del dia-

grama

ig
H (M, -Ng) s Hy(Mg-N) > H (M-N)

) 1 "
Ms, Ng ‘BMVA
Hy 1(N) > Hy _(N) M N

7

11
s
en el que todos los grupos de homologia tienen coeficientes en K, vy en el que

.s_.Ms-Ns’Ms"N i =i i
o= * s TIM-N,M-N Y 5

le,N (cf. I, B, 5.2 vy

6), se deduce EM,N(c)= §M,N(h(c:l, )= Opun (ijoillep +

4

. .2 — iy
t i,0] (CZ) ) = ij o XMI’ N; (cy) + 1'2 o XMZ: N, (CZ) . Por lo tanto,

§ UMy Ny €) + My Npep) )= (N0 8 (e)) = (Np, Spgy, wyle)) +

\

(Nz. B My, NZ(CZ) ) = ﬁ'(Ml, Nl’ Cl) + %'(MZ, NZ’ CZ) . Esto implica

%( [Ml, Nl’ Cl] + M,MZ’ NZ’ cz] ) = [Ml, Nl’ cl] + ':MZ, NZ’ CZ] ; como
evidentemente § (k [Ml, Ny, Cl] ) = k. B [Ml, Nl' Cl] » } es un homomorfis -

mo,

1.5, ~ Sea ahora P un conjunto semianalitico cerradode X incluido
en L . La relacién R(P), definida comoen 1.3 sobre S,(P;K), es com
patible con R(L), luego la inclusién Sa(P;K) (G Sa(L;K) induce un mono-
morfismo i': S(P;K) —— S(L;K) . Identificaremos habitualmente S(P;K)

con i'( S(P;K) ). Esta identificacién es compatible con los diferenciales de
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S(P;K) y S(L;K), luego el diferencial de S(L;K) induce un diferencial en
S(L;K) / S(P;K) = S(L;K) /i'(S(P;K)), y tenemos una sucesién exacta de. K-

mdédulos diferenciales graduados :

(1. 6) 0 — 3 S(P;K)— S(L;K) —— S(L;K) / S(P;K) —— 0

1. 7. - Defini¢ién : Sea L un conjunto semianalitico cerradode X.

Se llama grupo de las caéenas semianaliticas sobre L, con coeficientes en
K, al K-médulo diferencial graduado S(L;K). Sea P C.L un conjun-
to semianalitico cerrado. Se llama grupo de las cadenas semianaliticas rela-
tivas de L, médulo P, con coeficientes en K, al K-mddulo diferencial
graduado S(LmP;K) = S(L;K) / S(P;K) .
Se llama q-grupo de homologia semianalitica de L, con coeficientes

en K, al qg-mdédulo derivado Hq( S(L;K)) . Se llama q-grupo de homo-
logia semianalitica relativa de L , médulo P, con coeficientes en K, al

g-médulo derivado Hqy( S(LmP;K)) .

1.8, - Corolario: Sean PC L conjuntos semianaliticos cerrados de

X . Existe una sucesién exacta de homologia semianalitica :

(1.9) coo — H(S(PIK)) 1y H(S(LiK)) _, H(S(LmPiK)) __,

——(p Hq_1< S(P’K)) —— PR

deducida de 1.6 .
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2.1, - Teorema: Sean PC L conjuntos semianaliticos cerrados de la
variedad X . Existe un homomorfismo entre la sucesién exacta de homologia
semianalitica 1.9 vy la sucesifén exacta de homologia de Borel-Moore del par

PC L(cf.1, B, 4.4). O sea, existe un diagrama conmutativo :

ip L jL» L-P 31,.p, P
b —p Hq(P)__..) Hq(L)_______) Hq(L-P) > Hq_l(P)__) e

| ¥ v
Yp 0 YL 2) L, P ) =)

1 -
J

donde todos los coeficientes son en el dominio principal K. Si K es un

cuerpo, los homomeorfismos verticales son isomorfismos.

Demostracién : a) Construccién de \VL . Consideremos el diferen-
cial é en S(L;K). Notemos Z(L)= Ndcleo(g ) y B(L)= Imagen
(3 ) ; entonces Hq(S(L)) = Zq(L) / Bq(L) . Definamos un homomorfismo

(f: Zq(L) —_ Hq(L) de la manera siguiente . Cada clase [M, N, c] en
Zq(L) tiene un representante (M,c') = (M, g, c') . En efecto, si [M,N,c]
es un ciclo se cumple J'(M,N,c) = (N, éM, N(c) )= (N, 0), donde

3M N estd definido en la sucesién exacta :

M, M- N oy, N

0y Hg(M) , Hg(M-N) , Hy(N)

_) ® o O L]

Por la exactitud, existe un dnico ¢! GHq(M) tal que jM’ M-N (c') =

c,
y evidentemente . (M, c') pertenece a la clase de (M,N,c). Entonces defi-

nimos ¢ [M,N,c] = ¢[M,c'] = iM’L(c'), donde iM,L : .Hq(M)——-)
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Hq(L).
Probemos que ¥ est4 bien definido. Supongamos que (M, cp) v
(M5, c2) son elementos R(L) -equivalentes de Zq(L) . Sea M= MIU M, ;
por definicién, iMl' M (cl) = iMzs mflc2) » y entonces iMl: L(cl) =

iM, L °iMy, M (1) = iy, 10 iMm,, M (€2) = iM,, L (c2) .

Probemos que ¢ es un homomorfismo. Es evidente que P (k M, c] )
= k P( [M,c] ) paracada k€K y [M,c] € Zq(L) . Sean [Ms' Cs]
(s=1, 2) clases en Zq(L) . Sea M= Mlsz y c¢= iMl,M (cl) +
iMZ' M (€2) 5 entonces ‘f ( [Ml’ CI] ) + "f’ ( [MZ, cz]) = iMla L (cl) +
im,, L (c2) = iM, L (iM), M (1) + imp, M lc2)) = P M.c]) =

CC [Mpep ]+ [Mac2]).
Supongamos que [N, c'] e Bq(L) . Entonces existe (M,N,t) €85,, q_;.1(L)

tal que B'(M, N,t) = (N,c); estoimplica t GHq(M-N) y éM, N (t) = c.

Segun el siguiente diagrama conmutativo (cf. I, B, 5.2)

J )
L’ N 1N, L \
Hgy1(L-N) >Hg (N) — > Hy (L)
iM-N, L-N I i
H_.,(M-N) YH_ (N)
q+l q
BM,N

tenemos [N, c] = in, Llc) = iN,L© BL,N o iM-N, L-N (t) = 0, ya
que la fila superior del diagrama es exacta. Esto prueba ‘f’( Bq(L) )=10.
Entonces ‘f induce el homomorfismo buscado LIJL : Hq( S(L;K)) =

Zq(L)/ Bgq(L) —— Hgy(LiK) .
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b) Definicién de &PL,P . Sea « = [M. N, c] €Sq(L;K) un representan-
te de un ciclo & €8y (LmPiK) ; esto significa que JM,N,c] = [N, t] €
i'(Sq_l(P) ), donde t = BM, N(c) . Entonces existe (N!,t') GSq_l(P) tal
que (N',t') es R(L)-equivalente con (N,t). Probemos que existe
(M,N",¢c") = (M,N,c) talque N"'"C_ P. Sea N'" = NN y Y consideremois

la sucesién exacta de Mayer -Vietoris

£
oo Hg(N") __— yHo j(N) + Hy y(NY) _& | He y(NUNY __ ...

donde f= iN", N - iN“, N y g = iN. N N! + iN', N N!-° Como (N, t)
es equivalente con (N',t'), resulta g(t+t')=0, vy entonces existe t'' €
Hq_l(N”) tal que iN" N (t'"') = t. Ahora bien, de la conmutatividad del dia~

grama siguiente (cf. I, B, 5.2) :

J
.M, M-N M, N
0 Hq(M) J Hq(M-N) Hq_l(N)
M, M-N" l JjN, N -N"
o Hq(M-N")ee——— Hg(M-N),—— Hg j(N-N")

jM-N,M- " ~-N, M-N"

[N

se deduce 8M-N, M-N" (c) = - jN,N-N"

N, N-N" o 3

M, N (©) °iNm, N (t")

= 0 ; por lo tanto existe un dnico c" € Hg(M-N") tal que jM"N”’ M'N(c")

= c. Estodltimo implica (M,N",c") = (M,N,c), donde N"C P, como
busc4bamos. Ahora definimos L‘OL, p* Zq(LmP) —_ Hq(L-P) mediante
(fL’ pl&) = iy p1,.po jM-N",M-P (c") | Se v€ que, si [M,N,c]| €

Sq(P;K) , entonces el dltimo miembro es nulo; por lo tanto LrL, p (X ) no

depende del representante { de « ., También (f'L P(a'( ) no depende
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del representante [M, N",c"] de « .

Por dltimo, ‘fL, p €s nulo sobre el grupo de los o rdes Bq(LmP) "

En efecto, sea [M, c] = [M', M, t] un representante de un borde X €
- . .M, M-P
BquP) . Tenemos ([’ L, pl) = iM-P, L-P°J M (c) =
jL’ L-P o iM, 1, (c), segin (I, B, 5.2). Pero iM, Llc) = t{/L( [M, c] ) =0,

segin vimos en a), y por lo tanto (FL, p induce el homomorfismo busca-

do WL’P: Z4(LmP) / By(LmP) = Hy( S(LmP;K)) — Hq(L-P;K) .

c) Conmutatividad del diagrama de 2.1 : La conmutatividad de (1) es
evidente, Para probar la de (2), sea [M, c] GSq(L;K) . Segin las defini-
ciones, Y ( M, c])= iM, L (c) vy LPL, p ° X [M, c] ) =
iM-P, L-P© jM’ M-P (c) ;5 por (I, B, 5.2), este dltimo elemento es igual a

jL’ L-P g iM, L (c) , como buscamos.

Consideremos el diagrama (3) . Sea « = [M, N, c] un representante de
un ciclo & € Zq(LmP) talque N CP. Sea ~ la clase de X en
Hq( S(LmP)) . Entonces g ( b3 ) es la clase en Hq—l( S(P)) de Bo( =
[N, AM, N(c)] » Y Ypo 3(& ) = iN, po QM’N(C) . Por otra parte,

\VL, R(X) = iM-P, L-P o jM'N- M-P(c), y para obtener la igualdad

N — N =
dL..p’ P o \FL, p(x) = \\)p o é (x) buscada basta considerar el diagrama

conmutativo (cf, I, B, 6 ) :
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H (L-P
o(L-P) \
iM-P, L-P I L, P
H,(M-P) 3 H_ _,(P)
q -1
aM, P 4
jM-N, M-R I iN, P
H_(M-N) > Hj _1(N)
q aM, N q
Antes de proseguir con la segunda parte del teorema, notemos que LI/L

(y Y p) esinyectivo, cualquiera sea el dominio principal K. En efecto,

si < = [N, cl € Zq(L) es un representante de una clase X € Hq( S(L))

tal que "’L( £ ) = iN L(C) = 0, entonces, por la exactitud de
d i
L,N N, L
0 — Hq+1(L"N) —_— Hq(N) _____;Hq(L) —_— e

c . Luego [L,N,t] (]

existe t€ Hy,)(L-N) tal que AL’N(t)

Sq+1(L) cumple B[L,N,t] =& |, y &K = 0,

d) K esun cuerpo. Bastar4 probar que \{/L (y ‘{/P ) es un isomor -
fismo, Entonces, por € lema de los cinco, resultar4 WL, p un isomorfis -
mo, kYL es siempre inyectivo. Probemos que es suryectivo. Segun
(I, A, 4.2) existe una triangulacién semianalitica de L , esto es, un comple
j.o simplicial Ed eﬁ un espacio afin A y un homeomorfismo T : |£|
———3 L tal que, para cada simple cerradoO;le dimensién p, o € £&,

t(g ) es un conjunto semianalitico de dimensién p de X.

Segin (I, B, 14) existe un isomorfismo gL :Hq(f.;K) —_ Hq(L;K)‘

entre la homologia simplicial (localmente finita) de &£ 1y la homologia de

Borel-Moore de L, que es compatible con la inclusién de un subcomplejo
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F de & (yéste es el dnico punto donde se utiliza que K es un cuerpo) .
~1
Sea ¢ GH (LK) y €= §p(c); sea c' =) "(Agey ¢ A €K, 8 €I

un g-ciclo simplicialde & que represente <C, y sea & el subcomple-

o

jode & formado por los simples cg (8 €I ) y sus caras. Entonces L,

J(t(c) : o6 £, ) es un conjunto semianalitico cerrado de dimensién
!

q de X (yaque la familia T (o) (9 € &£,) es localmente finita) . Sea

(<

o la clase de homologia de c' en Hq( £,K). Si €Lo : Hq( £ ,:K)

—_— Hq(LO;K) es la correspondiente identificacién para L, entonces
Lo SL(E0)] € Zg(LiK) . Sea = laclasede [Lo Sp,(8,)] en Hy(S(LiK)).
Por definicién, i («) = iy, 1 ( §_(&)) = S, oi ¢, g (%) ladltima

igualdad se verifica por la conmutatividad de :

§'L
Hy( £ K) s Hg(LsK)
i .
£o, £ lLO’ L
Hy( £4iK)- < 5 Hy(LgiK) .
LO

Como i

£o,£(°

o) = €, se obtiene k\JL’(Q() % gL(E) = ¢, lo que prueba

que Y;  es suryectivo. Esto completa la demostracién del teorema .
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B.- FORMAS Y CORRIENTES SOBRE UN CONJUNTO

SE MIANALITICO.

l.1. - Sea X una variedad analitica real conexa, de dimensién n, con
base numerable de abiertos. Sea M un conjunto semianalitico cerrado de
X de dimensién p. Segin (I, A, 1.4) existe una descomposicién M =

\J(M¥ :i=p... 0) de M en subvariedades analiticas disjuntas M’iﬂ‘ de

dimensién i de X. Aqui M= M+ oM y M#  esla variedad de
los puntos p-regularesde M, oM = Mg_l + AZM y Mg—-l es la va-
riedad dg los puntos (p-l)-regulares de M, etc; M’; es un conjunto dis -
creto de X.

Diremos que a €Dq(X) se anula sobre M, y lonotamos a|M=0,
si la restriccién a |M;¥< GDq(Mik) de a sobre M;k es nula, Sea
Dg(X, M) = (2 €Dy(X) : a IM =0). Como el diferencial exterior d en
D(X) es compatible con la restriccién a una subvariedad de X, se v€ que
d ( Dq(X, M)) C Dq-l-l(X, M) . Entonces D(X, M) = Z:( Dq(X, M) :0<qgn)
es una subdlgebra diferencial graduada de D(X) y es un mdédulo sobre D(X),

Se observa que Dq(X, M) = Dq(X) para todo q > dim M, vy que

Dq(X, M) CC Dqg(X, AM) para todo q .

1. 2. - Definici6n : Se llama £lgebra de las formas diferenciales C® so-

bre M, con soporte compacto, al dlgebra diferencial graduada cociente
D(M) = D(X)/ D(X,M). Andlogamente A(M) = A(X)/A(X,M) designa
al dlgebra de las formas con soporte cualquiera sobre M. Si a €D(X),

se indica con a|M a la clase de a en D(M); se dice también que
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alM es la restricciénde a sobre M (%).

1,3, - Proposigi6n T a) Dq(M) =0 paratodo q » dimM.

b) Si N CM son conjuntos semianaliticos de X , existe un homomor-
fismo canénico de 4lgebra diferencial graduada D (M)___, D(N), llamado

homomorfismo de restriccién ,

c) Si M es una subvariedad analiticade X - o sea, si AM = ﬂ -
entonces D(X) / D(X,M) se identifica canénicamente con el {lgebra de las

formas diferenciales de la variedad M .

d) Si M es un conjunto semianalitico cerrado de la variedad Y, y
si Y es una subvariedad analitica cerrada de la variedad X , entonces

D(X)/D(X,M) = D(Y)/D(Y, M) canénicamente .

e) Si se considera D(X) munido de su topologia usual de espacio vec-
torial localmente convexo (cf, (10) 8 (17)), ysi M es un conjunto semia-
nalitico cerradode X, entonces D(X,M) es un subespacio cerrado de
D(X) ; por lo tanto, si se asigna a D(M) la topologia cociente de D(}&)

por D(X,M), la proyeccién D(X) —— D(M) es continua y abierta.

Demostracién : a) es evidente, Para probar b), basta comprobar

D(X, M) C.D(X; N) . Procedamos por induccién sobre dim M . El caso
dim M = 0 es trivial, Supongamos dim M >0; sea a €D(X,M) vy
sea V C M una de las variedades de la descomposicién de N en subva-

riedades, Basta probar a|V = 0. Esto es equivalente a aIV -dM= 0

(*) Esta definicién es algo mas general que la dada en (12), 10-21,
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y al|v -(V - 3M)" =0, ya que (V < AM)U(V -(V - BM)_'T') es denso en
V. Como V - 3dM es una subvariedadde M - M = M; y alM; =
0, tenemos a|V - dM =0 ; ademds, V - (V - AM)- es una variedad
incluidaen M - (M - AM)_ ¢ M, vy por la hip6tesis inductiva dim M

<dim M vy aldM = 0 implican a|v -(v - AM)_=0.

c) es conocido. Sea Pyx (Px,pm ) elhazde gérmenes de formas
C® sobre X ( de formas C® cuya restriccién sobre M es nula ); pro-
visionalmente, sea 9;;1 el haz de g€rmenes de formas C?® de la variedad
M, extendido por cero sobre X , Como $X,M es blando, ya que 3’)x
lo es, resulta Hg‘(X;j)X, pM ) =0 yla sucesién exacta de cohomologia con

soportes compactos asociada a la sucesién exacta de haces:
0— Py g — Px —— Py — O
nos df la sucesién exacta:
0 —— D(X,M) — D(X) ——— D*(M) ——50,
lo que implica D(M) = D(X)/D(X,M) = D¥M).

d) En efecto, el homomorfismo de restriccién D(X) — D(Y) indu-

ce un isomorfismo D(X)/D(X,M) —— D(Y)/D(Y,M) .

e) Efectivamente, sean Ej : M;‘ ——3 X las inclusiones correspon-

dientes a la descomposicién de M en las subvariedades M* (j=0..,
J

dimM ) de X ; sean ?j*: D(X) —— A(M}ﬁ los respectivos homomor ~

fismos de restriccién, que se saben oontinuos ( A(M® munido de la topo-
J
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logia usual de espacio de Frechet; cf, (10) 6 (17) ). Entonces D(X,M) =

f\(f’}"-l(o): j=0,,.dim M) es cerrado.

2,1.- Sea M un subconjunto semianalitico cerrado de la variedad ana
litica X . Sea D&(M) = (TEDY(X): T(a)=0 paratoda a €D(X,M).
El homomorfismo borde b .en DY'X) verifica b ( Dél(M)) - D'q_l(M) ,
ya que d ( Dqu_l(X, M)) Dq(X, M) . Por lo tanto, D'(M) =

Y| D:I(M) i 0L qzdim M) es un subespacio vectorial diferencial gra-

duado de DY(X) .

2,2. - Definicién : Se llama espacio de las corrientes sobre M al es-

pacio vectorial diferencial graduado D'(M) .

2.3. - Proposicién : a) Dél(M) = 0 paratodo gq>dim M. Si

T €D'(M), el soportede T estd incluidoen M.,

b) Toda T €D'(M) induce una forma lineal T* sobre D(M) =
D(X)/D(X,M) . Si se considera D(M) munido de la topologia cociente defi-
nida en 1.2 (e), T —— T* identifica D'(M) con el espacio de los fun-

cionales line ales y continuos sobre D(M) .

¢c) Sean N I M conjuntos semianaliticos cerrados de X . Enton-
ces existe un homomorfismo can énico de inclusién i' : D'(N) —___.D'(M),
5K

deducido de la inclusién D(X, M) ¢ D(X, N) ; i:k es un homomorfismo de

mdédulo diferencial graduado y es inyectivo. En esta situacién, identificamos
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generalmente D'(N) con i:k ( DY(N)) .

d) Si M es una subvariedad analitica de dimensién p de X =-o
sea, si BM = ﬂ - D'(M), definido segin 2,2, se identifica con el espacio

de corrientes de la variedad M.

d') Como complemento de d), observemos que, si M= (x,) es
un punto, entonces D'(x,) = ( r. S(xo) : r€R ), donde S(Xo) es

la O-corriente f—— f(x;) (f€ Dy(X)).

e) Sea M un subconjunto semianalitico cerrado de la subvariedad
cerrada Y de X ., Entonces D'X(M) = (TE€DYX): T es nula sobre

D(X, M)) se identifica con DY (M) = (T €DYY) : T es nula sobre D(Y, M)).

Demostracién : a) y b) son evidentes; c) también. Probemos

d) . Notemos con 'D:k(M) el espacio de corrientes de la variedad M.

La restriccién D(X) — 5 D(M), a —> a|M induce un monomorfismo
i: DI(M)——DYX), iS(a) = S|{ a|]M ). Evidentemente, i (DL(M)) es
un subespacio de D'(M). Para probar la igualdad de estos dos espacios,
sea T €D'(M). Sea Ug (s€J) un cubrimiento localmente finito de un
entornode M en X mediante abiertos Us que son dominios de mapas

C® ¢ :Ug—5 R" talesque ¢ (U, NM)= ((x...%x,,0...0)

p’
€RM ), Sea AS (s €J) una particién C%® de la unidad sobre

(( Ug; : s €J) subordinada al cubrimiento US (s€J). Bastard pro-
bar que )\, T € i D!.(M)), oque Ty € i (D!(RP)); aqui Tg€

D'(R®) es la imagen de )s T por ‘fs , DL (RP) es elespaciode
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las corrientes de la variedad RPC R" y i D;‘(RP) —— D' (RP) es
el homomorfismo inducido por la restriccién DE(RI_I) —_— D(Rp)l . Sea
f = f(xp+1 cee X )€ Do(Rn"p) una funcién iguala 1 en algdn entorno

del origende R"™P, Entonces Q_: g — Tg(f.g) (g €D(RP)) es

8

una corriente en D:k (RP) y cumple i Qs (a) = Qg alM ) = Tglf. (alM))
T, (a), paratoda a €D(R®), yaque a - f. (alM) € D(Rn, RP) y Tg

es nula sobre D(Rn, RP) ., Entonces Ts = i Qg , como buscamos.

d') En efecto, D!'(x estd incluido en el conjunto de las distribucio-

o)

nes sobre X con soporte en X, . Tales distribuciones son combinaciones
lineales de derivadas de g ( X )  (cf. (18), III,'10), Consideremos una

. o" ;
derivada g(xo)=gde orden p= pjt... +tp, >> 0. Es

~

Oxpl e 00 éxpn
1 n

f&cil construir una funcién a € D_(X) talque a(xy)=0 y
-'AP
a

éxfl . se éxﬁl’l

(xo) # 0. Pero entonces la distribucién recién definida

no es nula sobre DO(X, xo) » luego Sp ¢ D' x4 ) . Pero entonces sélo

los multiplos reales de 8 (x,) pertenecena D'(xy.

e) es evidente ya que, segin d), DYY) = (T €DYX) : T es nula

sobre D(X,Y)).

2,4.-Sean N C M conjuntos semianaliticos cerrados de la variedad
X ., Como consecuencia de 2,2 (c), existe una sucesién exacta de mdédulos

diferenciales graduados :
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0 3 D'(N) _1*‘, D'(M)__j'*:_, DYM)/D'(N) ___ O

2.5, - Definicién : Se llama espacio de las corrientes sobre M, mé-

dulo N, al médulo diferencial graduado D'(MmN) = D!'(M)/D'(N), con el

diferencial inducido por el borde de D'(M) .

En las condiciones de esta definicién, se deduce la existencia de una su-

cesién exacta de homologia de corrientes :

s 1 “y b
(2. 6) v oo Hg(D'(N))——— Hg(D'(M)) 25 Ho(D'(MmN))

———E'——) Hq_l(D'(N)) —— ceoe

3.1. - Proposicién : Sea L un conjunto semian alitico cerrado de la

variedad analitica X , Existe un homomorfismo no trivial de md&dulo dife -
rencial graduado I:! S(L;R) ——— D'(L) del espacio de las cadenas semi-~-
analiticas de L con coeficientes reales en el espacio de las corrientes so-

bre L.

Demostracién : Consideremos el conjunto Sa,q(L;R) = S,, q(L) defini-
f:lo en (A, l.1)., Definamos la aplicacién I': Sa, q(L) — D('l(X) ,
(M,N,¢c) ——— I(M,N,c), donde el dltimo simbolo designa la corriente de
integracién sobre M definida por c¢ € Hq(M-N;c) (cf. II, A, 2.,1). Si
a€ Dq(X, M), se tiene a|M - oM = 0 cf, 1,1) y por lo tanto

a|M - (NU dM) =0; aplicando (II, A, 2.5.4) se deduce I(M,N,c)(a)=0,
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luego que I(M, N, c) GD"l(M) ([ Dc'l(L) para todo (M,N,c) € Sa, q(L) .
Sean (Mg, Ng,cg) € Sa, q(L) (s=1, 2) dos ternas R(L) -equiva-
lentes, Esto significa que, si M= M UMZ s, N = NIUNZ , e€entonces
(Ml' Nl’ cy) + (MZ'NZ' - cz) = (M,N,0), con 0= h( s cz) (cf. A, 1.2).
Entonces, segin (II, A, 3.3), se cumple o =I(M,N,c) = I(Ml, Ny, cl) +
I(M,, NZ’ -—.cz) . Por lo tanto, (M, Ny, Cl) = I(MZ’ N,, CZ) , Y la aplicacién
I' es compatible con la relacién R(L) sobre Sa, q(L) y define una apli-

cacién :

7

Sq(LiR) > D! (L)

I:j

[M, N, c] - I[M,N,c] , (0sq<dimlL),

Veamos que I es un homomorfismo, Sean 1r €R y [M, N, c] e

Sq(L) . Segin (1II, A, 2,1) I(M,N): Hq(M-N;R) —> D(X) es un ho-

momorfismo, y entonces I [r [M, N, c]] = I( r(M,N, c)) IIM,N, r.c) =

= r (M,N,c) = r.I[M,N, c] . Sean ahora (M, Ng,c )€ S, g(L) (s=12),
y sea (M,N,c) = (Ml, Nl' c;) + (MZ' Nj,c,) . Por (II, A, 3.3) se cum-
ple I(M,N,c) = I(M,, Nj,cp) + I(MZ' NZ' c2) » Yy esto implica la aditividad
de 1I.

Sea ahora [M, N, c] e Sq(L;R); por (II, B, 2.1) se cumple
bI[M,N,c] = bI(M,N,c) = KN, BM’N(C)) = I[B[M,N,c]]

{(cf. A, 1.4) ., Entonces bI Iy », ¥ I esun homomorfismo de mé-

dulo diferencial graduado.
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3.2, - Corolario: a) Existe un homomorfismo IL : H*( S(L;R)) ——

H,(D'(L)) dela homologia semianalitica con coeficientes reales de L en
la homologia de las corrientes sobre L .,
b) Si L es una variedad analitica, I es un isomorfismo y existe

L

un diagrama conmutativo :

\)L
H,(L;R) > Hy( D'(L))
o )[ /
59

H,( S(L;R}))

donde \)L es el isomorfismo candénico definidoen (I, B, 8.5) vy \VL
es el isomorfismo definidoen ( A, 2.1).

Demostracién : a) IL es el homomorfismo derivado de I : S,(L)

—_ D:k(L) . b) Supongamos que L es una variedad, Para probar con-
mutativo el diagrama, sea [M, c] e Sq(L;R) un ciclo represen'tante de una
clase o €Hq( S(L;R)) . Por definicién de \VL » Sse cumple WL( ) =

ivg L( c) (cf. A, 2.1). Por (II, B, 3.4) existe un diagrama conmutativo

v
L
Hq(L;R) > Hq( D'(L))
iM, L
Im, L
Por lo tanto VL o YL () = VL o i, Llc) = IMm L (c) = clase de I(M,c)

= I[M, c] en Hq( D'(L)), vy esta clase es, por definicién, I; («).

De la conmutatividad del diagrama se deduce que I, es un isomorfismo.



104

3.3, -~ Corolario: Sean P (. L conjuntos semianaliticos cerrados

de X . Existe un diagrama conmutativo :

cer 5 Hy(D'(P)) L, Hy(D'(L) ), Hg(D(LmP)__, ...
Ip I I IL,PT
st — Hg(S(P)) . Hq(S(L)) , Ho(S(LmP)__, ...

i J
donde las filas horizontales son las sucesiones exactas de homologia semiana-

litica y de homolbgi’a con corrientes (cf.. A, 1.8. y. B, 2.5).

Demostracién : Consideremos el diagrama siguiente, donde las filas

horizontales son exactas :

00— 3sD(P) — 3 DY(L)—____, DYL)/DYP) ____, O

I A[ (1) I'(L)] T I' p

0 ——— S(P) 5'S(L) ——5 S(L)./S(P) — 5 ©

Por (I, B, 3.1), ‘conmuta .(l1) ; entonces conmuta todo el diagrama vy,
considerando el correspondiente diagrama en homologia, se obtiene lo bus-

cado,

4.- Sea M un conjunto semianalitico cerrado de la variedad X ; su-
pongamos dim M=p. Sea ¢ GHP(M;R) . Consideremos el homomorfismo

T(M) : Dq(M) ——-—)D}')'_q(M),, a_—3 aAIMc)( 0L q g p), donde
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aAIM,c) (f) = IM,c)(aAf), paratoda f GDp_q(M) . Como I(M,c) es

cerrada, se cumple daA I(M,c)(f) = IM,c) (daAf) = (-1)31(M, c)(aAdf)
( -0 b AALM, ) (f), yaque d(aAf) = dalf + (-1)%aAas.

Por lo tanto, en el siguiente diagrama

d

Dg(M) — Dy (M)
T (M) l lr(m
DL _o(M) ) D) _gy(M)

se verifica T(M)od = (-1)471 bo T(M), vy se deduce un homomorfis-

mo T (M,;c): Hq( D(M)) — Hy, gl D'(M)) (0 qgp). Si M es

una variedad y ¢ es una clase fundamentalde M, T (M) es un iso-

morfismo (cf. I, B, 8.4) .
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— s e o B— —— — — - . —_— Ty —— ——— T —— O

En (I, C) se ha visto que para definir una corriente de integracién
sobre una variedad diferenciable X de dimensién n es necesario orientar
X o, mas generalmente, ‘elegir una glase en Hn(X,R) . Lo mismo sucede
en el caso semianalitico : existe una', corriente de integracidn I(M,N,c)
para cada c GHP(M-N;R) ( N M conjuntos semianaliticos y dim M =
p; cf. II, A, 2.1).

De Rahm ha mostrado que es posible definir una corriente de integra-
cién sobre X sin necesidad de fijar una clase de homologia de X, siem-
pre que se integren las formas 'impares'' de X (cf. (17)) . Esto resulta
particularmente 4til cuando X no es orientable.

En este pdrrafo definimos las formas impares sobre un conjunto semi-
analitico M, y probamos que tales formas pueden integrarse sobre M.

En el caso enque M es una variedad, estas formas impares se identifican

con las definidas en (17), salvo diferencias de lenguaje.

l.- Sean N CM conjuntos semianaliticos cerrados de la variedad

analitica X, tales que p'=dim N «dimM = p LdimX =n., Sea

X X
HeMN;R) = ) (Wqg(M,N;R): 0<q < dimM) el haz engendrado
sobre X por el prehaz U —— H'*((M-N)(.\U;R) (U abiertoen X ) tal

que, si VU, el homomorfismo Hy((M-N)NU;R) H,:((M-N)[\V;R)

s
S

es la restriccién j(M-N)(\U,(M-N)f\V (cf. I, B, 4.4). Si N = #,
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abreviamos I}Ci((M, g; R) = P 35 (M;R) . En este caso, '}C f(M ;R)
| ;. (*)
es la extensién por cero sobre X del haz de homologia PA’C*(M;R) de M® .
Segdn (I, B, 5.2), los homomorfismos dM(\U , NNy
R R o / N .
Hp((M—N)ﬂU,R) SN Hp_l(N(\U,R) ( Ulabierto en X/) son compatibles

con la restriccién a un subespacio abierto, y'obtenemos pqr lo tanto un homo-

morfismo de haz :

(1. 1) N ?f;((M»N> — 'Jﬁff.l (N) .

Sea P = :( él,iX : 0< 9« n) elhazdiferencial graduado qu:
los gérmenes de ciq;rrienteis sobre X , Notermnos con by su diferencial, |
Por la condicién tb) de (II, A, 2.1), la coleccién de m‘q.)nomorfismos
Hp((M-N) (VWU;R) —— D'(U) ( U abierto en X ) define un monomorfismo
de haz :

X(

X
TAMN) . U (M NR) P x -

Anflogamente, existe un monomorfismo UX(N) T 1 ¢ g_l(N;R) — Pp-1, X.
Pero entonces estas definiciones y el teorgema (II, B, 2.1) implican inmedia-

tamente el teorema :

1.2, - Teorema : En las condiciones del teorema (II, B, 2.1), el diat

grama siguiente es conmutativo :

(*) Sea Y wun subespacio cerrado del espacio topolégico X, ysea £ un
haz de grupos abelianos sobre Y ., La extensidén por cerode & sobre X'

es el haz U —3 £(UNY) (U abiertoen X ) (cf. (6), II, 2.9.2)
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’?61),(( M, N;R) IR (M, N) > Pp, x
XM, N)l X
W1 (NiR) > Pho, X
IX(N)

Sean j)'ﬁ y ﬁ)'lzlc los haces diferenciales graduados de gérmenes
de corrientes sobre los conjuntos M y N, respectivamente, Seguin
2.3 (a), 33';\{11 estd concentrado sobre M (*) vy 5)'§ estd concentrado
sobre N . Notemos con P,, la restriccién de $'§ sobre M 1y con
ﬁ'% y 3)1'\1 la restriccién de j)')l\g sobre M y N, respectivamen
te. Se observa que las secciones de 35)'M

sobre M se identifican con

las corrientes de M.
Como fué observadoen ( B, 3.1), I(M,N,c)€ Di)(M) para todo
. . X . X
¢ € Hp(M-N;R) ; por lo tanto, ’JX(M’N) (5 MNR)) C Pim Y

'UX(N) (¥ %(-I(N;R)) C?'S(_I’N Cf)';(_l. M ¢ Restringiendo sobre M el

diagrama de 1.2, obtenemos el diagrama conmutativo :

v, NiR) (M N)

y Pp, M
(1. 3) 3 (M, N) pM
M) (NR) » P51, M
IM(N)

Aqui /}(p(M.N) y '"K,Il;'{_l (N) son las restricciones de 'K;((M,N)

y KE (N sobre M, y IMN), TMN), SMN) y by

(*) o sea, la fibra de j)i\d sobre puntos x € X-M es nula.
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son las correspondientes restricciones de los homomorfismos de 1.2.

Sea Py = Z{‘(:I)p’x : 0 p<g n) elhazdiferencial graduado de
P . . o X
los gérmenes de formas diferenciales C sobre X ., Sea ?X, M el
haz U _—5 D(U,MNU) (U abiertoen X ) sobre X, donde
D(U,M M U) indica el subespacio de D(U) de las formas nulas sobre
MN U (cf. B, 1.1) Sea jE)X = P /jf)x el haz cociente sea
3 F) . ] M X X X, M 3 Y
g)M la restriccién de 3:)1>\</I sobre M, &)M es un haz diferencial gradua

do con diferencial dM .

2.1, - Definicién : Sean N(C M conjuntos semianaliticos cerrados

de la variedad analitica X . Supongamos dim N <dim M= p g dim X,
Se llama haz de gérmenes de formas diferenciales ( pares, C®) sobre M
al haz diferencial graduado Dy = ;_‘ ( ﬁq’ M:0<qxdim M) recién
definido,

Se llama haz de gérmenes de formas diferenciales impares sobre M,

) » M

médulo N, al haz producto tensorial ig)M = %p (M-N;R) & Py - i(‘})M
es un haz diferencial graduado, con la graduacién y el diferencial idM =
1 ®dys deducidos de $M .

Se llaman formas impares sobre M, con soporte compacto, mdédulo
N, a los elementos del espacio vectorial diferencial graduado iD(M)' =
E....,( iDq(M)N : 0 g <P ) de las secciones con soporte compacto de

iPpM sobre M., Si N-= @, se abrevia iD(M)¢ = ;D(M) .
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2,2, - Proposicién : a) El espacio |:(§DM ) de las secciones con

soporte compacto de ﬁM sobre M se identifica con D(M) , espaciq
de las formas diferenciables de M .

b) Supongamos N =§ y ‘J(M;R) isomorfoa MxR = haz constante
de fibra .R . Entonces, la eleccién de un isomorfismo ‘f : 'K(M;R) —_

MxR  identifica ,D(M) con D(M).

Demas tracidn : Mediante el isomorfismo ({’ de b), se tiene lg)M

= R E?M = Pm» VY basta entonces comprobar a). Se observa que las
condiciones de b) se realizan, por ejemplo, si M es una subvariedad

analitica orientablede X (y N=4g),

X

M estd concentrado sobre M, el espacio

En cuantoa a), como P

X
[(PM) de las secciones de 5)}151 sobre X se identifica con el espacio

[_'( P)p) de las secciones (extendidas por cero ) de ?M sobre M (cf.

(6), II, 2.9.2) . Considerando la sucesién exacta de haces
0 —— S':DX —_— P, — i)x — 0
X, M X M

y la sucesién de cohomologia con soportes compactos asociada, se deduce

la exactitud de

5 0,

0 —— [U Py pp) — [(Dy) — [ 2F)

ya que H]c': (X, §3§’ M) = 0 porque ﬁ); M €S blando., Pero entonces,
. . x ’
teniendo en cuenta que ]Z(?)X),: D(X) vy [::( i)X' M) = D(X,M), sede-

duce [ Pp) = E’(@ﬁ) = D(X) / D(X,M) = D(M) (cf. III, B, 1.2).
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2,3. - Proposicién : En las condiciones de la definicién 2,1, existe

una corriente de integracién par sobre M, mdédulo N ; o sea, existe una

aplicacién lineal no nula (%)

ilm, N ¢ iP(My > R

Demostracién : Sea a € -iDp(M)N . Mediante una adecuada particién

C® de la unidad sobre un entorno del soporte de a , se puede probar que
existe una familia finita U_j (j€ J ) de abiertos de X , y familias
cj € Hp((M-N)NU; ;R) y aj € E(Dp’MlUjﬂM) = Dp(Ujﬂ M) (cf.
2.2 (a)), tales que a = ) cj x aj . Entonceé definimos :

jed

jed
donde TJ(M, N) (Cj) es la corriente de U_j A M imagen de cj por
TJ'(M’ N) (cf. 1.3 ). Se prueba inmediatamente que ilyv N (d) no depende

14
de la particular descomposicién a = ) ch& aj . C.Q.D.
jedJ '

2,4, - Observacién : El espacio de las secciones de A&ﬁp(M-N;R) es,

localmente, de dimensién finita, Utilizando este hecho, se puede definir una

topologia tensorial sobre iD(M)N que coincide, en las condiciones de 2.2 (b),

con la topologfa de D(M) . Entonces ;IM, N Tesulta continuo.

El homomorfismo P N D(M) — D(N) de restriccién y el homox»-

morfismo AM,N : '}ﬁp(M,N)——-) ”Jﬁgl_l (N), restriccién sobre M del

(*) siguiendo a De Rahm (17), las corrientes pares son les funcionale$ linea-
les (y continuos ) sobre las formas impares .
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homomorfismo éﬁ N definido en 1.1, permiten definir un homomorfismo

de la manera siguiente : si f= c®a GIiDq(M)N , donde c € Hp((M-N)nU},
U es abiertoen X y a € D(M) tiene soporte compactoen U, enton-
ces :

d

ifm, N () MAU,NNU (€) B Py N @)y

donde éM(\U,Nf\ U ¢ Hq((M-N)ﬂU) —> H_ _{(NNU) es el homomor-

q-1
fismo de conexién correspondiente al par N U C MNU . Mediante par-

ticiones de la unidad se extiende la definicién de : PM N @ todas las for-

mas en iDq(M)N .

2.5, - Proposicién : En las condiciones de la definicién 2.1, suponga-

mos dim N = p-l1, Sean iIM,N y iIN las corrientes pares de inte-

gracién sobre M (mé&dulo N ) y sobre N . Entonces, para toda f €

iDp-l(M) , se cumple,:

bM iIM,N (f) = iIM,N ( dM (f)) = iIN ( iPM,N (f)) .

Demostracién : Siempre podemos suponer que f= c® a es deltipo

utilizado para definir el homomorfismo de 2.4 . Entonces dM(f) =

c® da, y Iy ldmif) = TN ()da) = TMn dm,N) ) (a) =

) 7(N)(3<M,N) c) (Pum,n@) = Iy (; 0y (D)), segdn 1.3, como

buscamos.,
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