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PROLOGO

Sea M un conjunto analítico complejo de una variedad analítica com­

pleja X. Supongamos que la dimensión (compleja) de M es p; sea M* 

la variedad de los puntos regulares de dimensión p de M. Según un re­

sultado de P. Le long (17), existe una corriente o-continua sobre X que 

coincide, sobre M*, con la integración sobre la variedad M* orientada 

canónicamente.

El propósito principal del presente trabajo es extender este resultado 

al caso en que M es un conjunto semianalitico de dimensión p de una va­

riedad analítica real X. Como la parte regular M* de M no es orien­

table en general, o si lo es, no es orientable canónicamente, resulta conve­

niente introducir la homología de M .

En el Capitulo I se resumen las definiciones y propiedades de los con­

juntos semianaliticos, de la homología y de las corrientes que se Utilizan - 

luego. Los conjuntos semianaliticos han sido introducidos y estudiados por 

S. Lojasiewicz, quien ha construido una herramienta particularmente adecua­

da para la teoría: las descomposiciones normales. Estas son descomposi- 

ciones locales de los conjuntos semianaliticos. Aunque los conjuntos semia­

naliticos son triangulables (14), hemos preferido no recurrir directamente a 

este hecho, en cuanto a homología se refiere, sino usar la homología de Bo-



Borel-Moore (1) . Como consecuencia, las definiciones que se dan en

( I, C, 6) de las corrientes de integración sobre una variedad X de clase

C°° son formalmente diferentes de las clásicas (cf. p. ej. (17)) , aunque

equivalentes.

En el Capitulo II se prueban, utilizando las descomposiciones norma -

les, los dos resultados centrales del trabajo (teoremas A, 2.1 y B, 2.1 ).

Según el primero, existe una corriente de integración sobre M para cada

clase de homología con coeficientes reales de M*  . El segundo resultado

es un teorema de Stokes. Se demuestra que el homomorfismo de conexión

Hp (M*;R) → Hp-1 (δM;R) , donde δM designa la parte singular de M ,

es realizado por una operación del análisis, el borde de las corrientes. En

realidad, se prueba algo mas general : en ambos teoremas el conjunto ÍM

puede reemplazarse por un conjunto semianalítico cualquiera N C M (*),

Como corolario inmediato, se deduce que las únicas corrientes de integra­

ción cerradas sobre M son las correspondientes a clases en Hp (M;R) .

En particular, la corriente asociada por P. Lelong, que corresponde aúna 

clase fundamental del conjunto analítico complejo M , es cerrada.

En el Capítulo III se definen formas (pares) , corrientes y cadenas 

(semianalíticas) sobre un conjunto semianalítico M y, gracias a los resul­

tados del Capítulo II , homomorfismos entre los respectivos espacios de 

homología. La homología semianalítica de M (con coeficientes reales) se

identifica con la homología de Borel-Moore de M . En el caso en que M

(*) Esta posibilidad fué sugerida por S. Lojasiewicz.



es una variedad, se obtienen los isomorfismos conocidos como teoremas de 

De Rham (17) . El estudio de tales homomorfismos en el caso general es un 

problema abierto. Por último, se definen formas impares sobre M , gene­

ralizando las introducidas por De Rham en (17) y se prueba que tales for­

mas pueden integrarse sobre M .

Deseo expresar aquí mi reconocimiento por la dirección, valiosos 

consejos y criticas recibidas del Prof. R. Ricabarra antes y durante la prepa­

ración de este trabajo. Agradezco también al Prof. S. Lojasiewicz por ha­

berme facilitado una copia de su articulo sobre triangulación de conjuntos 

se mi analytic os (14) antes de su publicación, la que me ha sido de gran utili­
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CAPITULO I. - INTRODUCCION

A. - CONJUNTOS SEMIANALITICOS.

Aquí presentamos un resumen de aquella parte de la teoría de conjuntos se- 

mianalíticos que usaremos en este trabajo. Las citas para las definiciones, pro­

piedades y parte de las demostraciones correspondientes son (13), (14), (15) y 

(16).

1. - Definición de conjunto semi analítico. Sea X una variedad analítica 

real de dimensión n y, para cada x (X , sea S(x) la menor familia de gér­

menes en x de partes de X tal que : 1) a , b € S(x) implica a Ub é S(x)

y a-b € S(x) ; 2) S(x) contiene todos los gérmenes en x de conjuntos

( f(y) > 0) , donde f es analítica real en un entorno de x . Entonces se dice 

que un subconjunto M de X es semianalítico si para todo x£X el germen de 

M en x pertenece a S(x).

1.1. - Una unión localmente finita y una intersección finita de conjuntos semi 

analíticos es semianalítica. El complemento de un conjunto semianalítico es se­

mianalítico. Un subconjunto de una variedad analítica cerrada X* de X es se­

mianalítico en X’ si y sólo si lo es en X . La imagen de un conjunto semiana­

lítico por un isomorfismo analítico es semianalítica. La clausura, el interior, 

y la frontera de un conjunto semianalítico son conjuntos semianalíticos. Un pro­

ducto cartesiano finito de conjuntos semianalíticos es semianalítico.
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1. 2. - Sea M un conjunto semianalitico y p un entero > 0. Se dice que 

x € M es un punto p-regular de Ni si existe un entorno abierto U de x 

tal que mOu es una subvariedad analítica de U de dimensión p . Se dice 

que x € Ni es 0-regular si x es un punto aislado de Ni . El conjunto de los 

puntos regulares de NI (puntos p-regulares para algún p ) es denso en Ni. 

Se drce que la dimensión dim M de M es^p si no existen puntos q-regu- 

lares de Ni con q^p , y se dice que dim M = p si dim Ni ^p pero no se 

cumple dim M^p-1 . Dim Ni es invariante bajo isomorfismos analíticos.

1. 3. - Si Ni es semianalitico y dim M=p , entonces dim Ni”” ^ p y 

dim (Ni - M) ^p , donde M— indica la adherencia de Ni . Además, si Ni* 

es el conjunto de los puntos p-regulares de Ni , entonces Ni* es una subvarie­

dad analítica, en general no cerrada, de dimen sión p de X y ÍNÍ s (Ni -Ni*) 

es un subconjunto semianalitico de X tal que dim ^M ^p-1 . Llamamos a 

i Ni la parte singular de Ni . A su vez, se puede descomponer ^M en su 

parte regular y singular, y repitiendo el procedimiento se puede expresar Ni 

como unión disjunta de subvariedades analíticas de X de dimensiones estricta­

mente decrecientes y menores o iguales que dim Ni . Si U es abierto en X , 

entonces mAu es un conjunto semianalitico en U y (mAu)* — Ni* βυ , 

Í(mAu) = ( i Μ)Πυ.

La familia de las componentes conexas de un conjunto semianalitico es lo­

calmente finita. Un conjunto semianalitico es localmente conexo.

1.4. - Sea Ni semianalitico en la variedad analítica X y sea x € Ni ; enton

ces existe un entorno U de x en X tal que U Hní es un retracto por defor-
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mación de U (cf. (13), teor. 16). En particular, todo conjunto semianalítico es

un espacio HLC (homológicamente localmente contráctil; cf. (4), Ira. edición).

2. - Descomposiciones normales. Indiquemos con R y C los cuerpos real

real y complejo, respectivamente. Un polín omio distinguido real

k+ 1
H(x, ... x ; x ) en la variable x , centrado en el origen de R =

1 k h h

-----k+1--------- k
R x . . . x R s (( x ; x^ ) : x CR y x^ € R) , es un polinomio en la va­

riable x^ cuyo coeficiente dominante es 1 y .cuyos restantes coeficientes son 

k
funciones analíticas reales definidas en un entorno del origen de R , nulas en

k
el origen de R . Un polnomio distinguido real define un polinomio distinguido com

piejo ; de definición análoga ), centrado en el origen de C , que indicaremos

H(z ... z ; z ) . 
k h

Un sistema normal en Rn centrado en el origen de Rn es una familia 

k k
( H^ ; 0 ^ k < h ^ n ) de polinomios distinguidos reales Η^Ιχχ . . . x^ ; x^ ) 

ken la variable x^ , centrados en el origen de R x R , con discriminantes 

^h'xl * * * xk^ no idénticamente nulos, y tal que en algún entorno (complejo) del 

origen de C se verifica :

Un entorno Q = ( χ - (χ^ , , f χ^) ·, |χ.| ^d. , i= 1, . . . , η ) del origen de Rn 

« k
normal (respecto del sistema normal mencionado ) si los H^fz^ ... z^ ; z^ ) son
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holomorfos en ( z = (z . . . z ) € C n : I z. | <^ d. , i = 1 . . . n ) , satisfacen a) y 
1 n

b) en este último entorno y cumplen :

Los entornos normales son una base de entornos de 0 € Rn.

k
Sea ahora Q un entorno normal respecto del sistema normal H^,

0 < k < h < n . Para cada k , k = 0, . . . , .n , sea

η k
y sean । ( K = 1 . . . ) las componentes conexas de V . Entonces existe

una partición :

se llama a esta partición la descomposición normal de Q según el sistema 

normal dado ; los conjuntos son los miembros de la descomposición.

Sea X úna variedad analítica real de dimensión n y sea c € X . Un sis_ 

tema normal SN en X centrado en c es un par ( ^ , SNQ ) donde

es un mapa analítico : U--------- > , tal que c(UCM y

^(c) = 0 f Rn, y donde 8Νθ es un sistema normal en Rn centrado en el ori­

gen de Rn . Un entorno normal de SN es un entorno Q= ψ1 (Qq) , donde

Qo C V (U) es un entorno normal de SN . La descomposición normal de Q

(*) Se conviene H J = 1 .



5
según SN es la partición Q = U ν’’( p^) , donde los pj^ s°n los 

k,H *
miembros de la descomposición normal de βθ según SNQ. Finalmente, u- 

na descomposición normal en c ¿ X es la descomposición normal de un en­

torno normal respecto de un sistema normal en X centrado en c .

2. 1. Toda descomposición normal es finita.

2. 2. Sea Q = ^ Γ^ una descomposición normal. Cada conjunto 

(p - p )Í|Q es unión de algunos [y con j ^k ; por lo tanto, para

cada k = 1 . . . η , ( V - Vk) O Q C U( V1 : i = 0 . . . k-1 ) y U V1 es

cerrado en Q .

2. 3. Sea Q = ^ Γ^ una descomposición normal en 0 € Rn según un 

k k
sistema normal ( H : 0 ^ k C h << n ) ; entonces todo Γ. con 0 < k ·< n 

h x J

es de la forma :

donde 3 ¿ es abierto en R , . 0( , y las f. son funciones analíti-

cas sobre Í1 tales que H^( u. ; f.(u) ) '= 0 en /I y lim f (u) = 0 , para 
Jl J u 0 J

cada j = k+l·, ... , n. · 

k /2. 4. Cada miembro [^ ( 0 <k ^ n ) de una descomposición normal en

c es una subvariedad analítica de dimensión k de Q ; los pn son a-

-kbiertos de Q y Pn es el punto c ; c £ p para todo (k, χ ) .

2. 5. Sea Q = ( |x. | <d. , i = 1 . . . n ) = U Γ^ una descomposición 
1 1 k,X

✓ k nnormal según un sistema normal SN = ( H, : 0<k<h <n ) en R centra- n x
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n k
do en 0 € R . Sea 0 < p < η . Entonces SN = ( H : O^k < h^p ) 

P n

es un sistema normal en R^ centrado en 0 € R^ y Q^ = ( |x0 < d^ , 

i = 1 . . . p ) es un entorno normal de SNp . Sea

la descomposición normal de Q^ según SN . Sea TT : Q -------- > Q^ ^a

proyección (x^ . . . xn) ------------ (x ... x ) . Entonces, para cada con

λ k kk ^p se tiene ΊΓ( [^ ) = p I / ’ Para algún x* .

2. 7. Todo miembro de una descomposición normal en X es semianalí-

tico en X .

3. - Sea X una variedad analítica real, A un subconjunto de X y

V J i ^ k
c £ X . Se dice que una descomposición normal Q = 1 χ en c es

k, X

compatible con A si y solo si para cada par (k, X ) se cumple | Q A

<5 Γ, C X-A ■

3.1. Sea X una variedad analtrca real, A. ( i = 1 . . . s ) una familia 

finita de conjuntos semianalíticos en X y c € X . Entonces existe una ba­

se de entornos normales en c cuyas correspondientes descomposiciones ñor- 

males son compatibles con cada A. .

i P k
Si Q= ^J(V:p=0...n) = 1) Γ es una descomposición normal 

compatible con el conjunto semianalítico M y dim M = p , entonces 

Μ = Μ Π( U (V : i = 0 . . . p) ). Además Γ^ M implica

ΓΡ c Μ* = M - i M.
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3. 2. Sea O'(Rn) el conjunto de los mapas coordenados de Rn induci- 

dos por las bases ortonormales de R ; O’(R ) se identifica con el espacio 

O(n, R) de las matrices ortogonales de dimensión n y lo consideraremos mu_ 

nido de la topología usual de O(n, R). Sean A. ( i = 1 . . . s ) conjuntos se- 

mianalíticos en un entorno del origen de Rn. Sea O’( Aj ... As ) el sub­

conjunto de O’(Rn) formado por los mapas para los cuales existen descompo­

siciones normales en 0 € Rn compatibles con A^ . . . Ag . Entonces 

O’( ΑΊ . . . A ) es denso en O’(Rn). Además, los entornos normales corres- 

pendientes forman una base de entornos de 0 ¿ Rn.

4. - Sean Cq ... c^, puntos independientes en un espacio afín Λ . El 

simple cerrado (abierto) definido por estos puntos es el conjunto 
k

( ^ c¿ : ^ ^ R » ΣΖ = 1 y t| ^ 0 ( t. ^ 0) ). Para cada comple­

jo simplicial h\ en un espacio afín Δ , |K| designará al poliedro de

K , o sea, al espacio topológico \^J (simples (Τ' (Γ € |^ )·

4.1. Teorema de triangulación. Sea X una variedad analítica real 

conexa, con base numerable de abiertos. Sea Βφ ( x? * . . . ) una familia 

localmente finita de conjuntos se mi analytic os en X . Entonces existe un com - 

piejo simplicial localmente finito K en un espacio afín /\ y un homeo- 

morfismo T : |^ | ------------* X de IK | sobre X tal que :

a) para cada simple cerrado (T ¿ |^ (de dimensión p ), Τ(χΓ ) es un

conjunto s e miaña lili co de X (de di mensión p ) ; si (Γ es un simple a- 

bierto de K , T(C) es una subvariedad analítica de X (de dimensión p)
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y T : Ο~ ------------ > T( CT) es un isomorfismo analítico.

b) para todo simple abierto CT ^ K Y todo B^ , vale T( o" ) ^ B^ 

ó T( (Γ ) C X “ B . (*)

4.2. Corolario. Si los conjuntos B^ son cerrados, para cada V exis 

te un subcomplejo K^ de K tal Que Ia restricción de T sobre |^| 

es una triangulación de B^ .

(*) El enunciado de S. Lojasiewicz es más preciso (cf. (14) ó (15).
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B. - HOMOLOGIA.

La teoría de homología que usamos en este trabajo es la definida por Borel- 

Moore para espacios localmente compactos, tal como ha sido expuesta en (1) y 

(2). En esta sección se presenta un resumen de resultados de esta homología. 

También, se dan indicaciones sobre la demostración de ciertas propiedades de la 

teoría, consecuencias mas o menos inmediatas de las definiciones, que no son ex­

plícitamente mencionadas en (1) y (2), y que se utilizarán en los capítulos si­

guientes. La cohomología que usamos aquí* es la definida en (6).

1. - K designa siempre un anillo principal, Z el anillo de los enteros y R 

el cuerpo de los números reales. Una familia de soportes φ sobre un espacio 

topológico X es una familia de cerrados de X tales que, si A y B € φ , 

entonces aUb € φ , ysi B¿ φ y A CB es cerrado, entonces

A £ φ . Todos los espacios topológicos que se consideran son localmente com­

pactos. En general, designamos con c(X) ó c a la familia de los compac­

tos de X.

Sea ^ un haz de K-módulos y $ una familia de soportes sobre el es- 

pació X. Η* (X J ) y H$ (X, ^ ) designan al i-grupo de homología y coho- 

mología, respectivamente, de X , con coeficientes en y y con soportes en 

Φ . Si φ es la familia de todos los cerrados de X , escribimos directamen 

te Η·(Χ, J ) y Η (X, íf ) . También, indicamos con K al haz constante XxK.

2. - Para todo entero i , existe una sucesión exacta :
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Si X es localmente conexo, Ηθ(Χ;Κ) es libre, y se deduce H ,(X;K) = 0.

Este es el caso si X es semi analítico.

3. Sea K* el cuerpo cociente de K y sea R(K) el K-módulo diferen- 

cial graduado (de cocadenas) tal que : R(K) = K*, R(K) = K*/K , R(K) = 

0 si q / 0 , y donde d : R(K)° —-------- > R(K)^ es la proyección natural.

0
R(K) es una resolución inyectiva de K y H(R(K)) = H (R(K)) = K.

Sea M = ( M^ : q £ Z ) un K-módulo diferencial graduado cuyo diferen­

cial d tiene grado +1 . Entonces D(M) = ( D(M)r : r € Z) denota al K- 

módulo diferencial graduado tal que (*):

y que, si f € D(M)r , entonces

Como R(K) es inyectivo, existe una sucesión exacta que descompone:

(3.1)

además, si es una sucesión exac

ta de K-módulos diferenciales graduados (f y g de grado 0) , entonces

(*) cf. (1), 2.5 .



11

(3.2)

es una sucesión exacta de K-módulos diferenciales graduados.

4. - Sea = ( <^ ^ : q ^ 0 ) una resolución c-blanda de K sobre el 

espacio X . Sea Q^> e^ K-módulo diferencial graduado de las secciones 

de i^ sobre X con soporte en i , Entonces se cumple Η (ϋ(Γ (7}))) 

= H*(X;K) (cf. (1), 2. 7J 1 ) y 3.3 (b)) y Hq( f^ (¿fc)) = Η** (X;K) (cf. (6), 

II, 4. 7.1 ) , donde las identificaciones son canónicas. Si se aplica 3.1 a M 

= ^(t^ ) » se obtiene la sucesión exacta de 2 .

Sea ahora FG X un cerrado y U = X - F . Tenemos la sucesión

exacta :

(4.1)

de la que se deduce la sucesión exacta de cohomología con soportes compactos

(4.2)

(cf. (6), II. 4. 10). Como R(K) es inyectivo, de 4.1 se deduce la sucesión 

exacta

(4.3)

Considerando la sucesión exacta derivada, obtenemos la sucesión exacta de 

homología

(4.4)
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correspondiente al par F CI X. (*)

Ahora bien, como 3. 1 es natural respecto de los homomorfismos en ho­

mología inducidos por 3. 2 (homomotfismo de conexión inclusive ) , de 4. 3 

se deduce el diagrama conmutativo

(4.5)

donde todos los grupos de cohomologia tienen (coeficientes en K y los homo­

morfismos verticales provienen de 4.2 y 4.4 .

5. - Nuevamente, sea ^ una resolución c-blanda de K sobre X.

Sean F y Y cerrados de X , y sea U = X- F, V = X- Y. Como en 

4. 1 , tenemos el diagrama conmutativo :

(5.1)

(*)para la deducción de la sucesión exacta correspondiente a una familia de 
soportes cualesquiera, ver (2), 7.10.
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en el que las filas y columnas son exactas. Si, aplicando D , se considera 

el diagrama dual de 5.1 y luego el correspondiente diagrama en homología, 

se obtiene la conmutatividad del diagrama

(5.2)

en el que todos los grupos de homología tienen coeficientes en K y las filas 

y columnas son exactas (*)·

Sean B CZ A conjuntos cerrados de X . Se demuestra análogamente 

la conmutatividad del diagrama (*)

(5.3)

6. - Sea X la unión de una familia localmente finita de subespacios cerra­

dos X^ (o< 6 I ) . Entonces existe un homomorfismo

(*) el diagrama correspondiente a una familia de soportes cualesquiera de X 
es también conmutativo; esto se deduce de la demostración de (2), 7.10.
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cuya restricción a un número finitode factores X^ (°< ^ J ^ I) es la suma 

de los homomorfismos i (<€ J). La imagen a por Z< de un 

elemento (a . : ©< € I) se llama la suma de los elementos a_ . Si U es a- 

bierto en X y no interseca mas que un número finito de X^ , se cumple

donde la suma no contiene mas que finitos términos no nulos (cf. (2), 1. 7 ) .

En particular, sea F cerrado en X y U = X-F = tJ IT con fi-
____ <*€J

nitas componentes conexas U^ ( o( € J). Entonces ΣΣ- j^’^x: H (U;K) 
« e J *

1 1 r H;,:(U :K) es un isomorfismo y iTT es el
•<«J ' «Tj u*,ü

isomorfismo reciproco. Notemos . (o{ ¿ J), Entonces la con

mutatividad del diagrama siguiente se deduce de 5.3:

Ep efecto, si c € H^(U;K) , se tiene ^UF (c> = ^ UF ^ΣΖ Αυ U ° jU^c))

= ΣΣ ( ^UF o iu u) o j (c) = n ^ o jU’ U#<(c) ·
*tJ * * «(J

7. - Sean X e Y espacios topológicos y ψ y ^ familias de sopor 

tes en X e Y , respectivamente; sea f : X-------- >Y una aplicación conti­

nua tal que f( $ ) C ψ y í|f es propia para todo F € φ . Entonces 

f induce un homomorfismo f : H*(X;K)------------ H^(Y;K) que conserva

(C.l)
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los grados, es transitivo y compatible con la restricción a subespacios abier­

tos (cf. (2) , 1. 5 ) .

8. - El haz de homología local (respecto de K ) de un espacio X es el 

haz engendrado por el prehaz U ________ > H (U;K) , con los homomorfismos

jU’V (V C U) . Se le nota *}ζ.(Χ;Κ) . La fibra X (X;K) de este haz 

en x € X es el grupo de homología local de X en x . Existen homo­

morfismos naturales (cf, (2), 1.4 )

(8.1)

Si la dimensión cohomológica (respecto de K ) dim^ X de X es ^ n, 

el homomorfismo

(8.2)

es un isomorfismo, para toda familia de soportes Φ ((1) , 7. 3 ) ¿ Este es el 

caso si X es un conjunto se mi ana lili co con dim X ^ n (cf. A, 1 ) , pues se 

puede probar fácilmente, por inducción sobre dim X , utilizando la sucesión 

exacta de cohomología asociada a ix C X» Que entonces dim^ X ^ n .

Supongamos dim X ^ n . Entonces, según el número 2 , H.(X;K) =

j(X;K) = 0 para todo i ^ n y x £ X . Además, mediante (8. 2) se puede 

definir el soporte de un elemento c € H^(X;K) : es el soporte de la sección 
n

△ (c).
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9. - Sea ahora X una variedad topológica de dimensión n . Entonces 

dim^ X = n , X^XjK) está concentrado en grado n y ^hIXjK) es lo­

calmente isomorfo al haz constante XxK . ^ (X;K) es llamado el haz de

orientación de X y es notado ζ . Existe un., haz localmente isomorfo a 

XxK , definido salvo isomorfismos, notado ^’ , tal que δ® ’̂ = XxK .

es llamado el haz inverso de .

X es K-orientable si y sólo si ^ es iszomorfo a XxK . Una orienta­

ción de X es la elección de un isomorfismo entre í y XxK . Si X es 

Z- 
orientable, o si K = Z , entonces ζ = ζ’ . Si K=Z y X es orienta- 

ble, diremos simplemente que X es orientable.

Para todo entero i y para toda familia de soportes Φ sobre X exis 

te un isomorfismo canónico (la dualidad de Poincaré ) , compatible con la res­

tricción a un subespacio abierto

(9.1)

Si (X ^ : o< € I ) es la familia de las componentes conexas de X , 

Ηθ(Χ;Κ) se identifica canónicamente con el producto de los anillos ΗθΙΧ^ίΚ), 

(oc€ I ) i y cada anillo es canónicamente isomorfo a K. Sea la identi­

dad en Ηθ(Χ^ ;K) y sea laUl^. Entonces Δ"^(ί) € H (X;K) es lla­

mado la clase fundamental de X . Si X es orientable y orientada, △ (C) 

se identifica con un elemento de Hn(X;K) , que es llamado la clase fundamen­

tal de la variedad orientada X , y 9.1 se transforma en :

(9.1’)
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Supongamos K = Z y que X es una variedad orientable y conexa. Enton­

ces sólo existen dos isomorfismos entre ^ (X;Z) y XxZ . La elección de 

un tal isomorfismo w es equivalente a la elección de un generador de Hn(X,Z), 

a saber, la imagen de la clase fundamental Δ“^( I) por el isomorfismo 

w’ : Hn(X; X (X;Z) ) ________ > Hn(X;Z) inducido por w . Se observa que si e

es un generador de Hn(X;Z) , la imagen de e por el homomorfismo ^Μχ 

definido en 8.1 es un generador de X (X;Z)

9. 2. - Sea M un conjunto se mi analytic o de dimensión p . Se llama cla­

se fundamental de M (respecto de K ) a todo elemento c β H^(M;K) tal que, 

para todo x í M - Μ , /λ (c) £ ^ (M;K) es un generador. ()*
' x p X

10. - Sea X una variedad de dimensión n con un número finito de com­

ponentes conexas. Existen isomorfismos canónicos

(10.1)

deducidos de la sucesión exacta del n° 2 y del isomorfismo H^(X;R) -------- >

H^(X;Z) 8 R . Además, como H^(X;Z) es libre de tipo finito, elhomomor- 

fismó natural Hom(Hn(X;Z), Z) ® R-------------- > Hom(H“(X;Z) ® R,R) es un
c

isomorfismo. Componiendo los tres isomorfismos obtenemos un isomorfismo 

canónico

(10.2)

(*)La definición ha sido dada en (2) , 2. 2, para un espacio de tipo VS_. Un 
conjunto semianalítico de dimensión p es de tipo VS ,
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Sea M una subvariedad cerrada de X de dimensión n-1 tal que U = 

X-M tiene un número finito de componentes conexas. Entonces el isomorfismo 

recién definido es compatible con la sucesión exacta de homología asociada al 

par MCX (cf. 4.4) . Esto se deduce de (4.5), de la naturalidad de los iso- 

morfismos en (10.1) y de la compatibilidad del isomorfismo h8(X;R) -----------  

H^(X, Z) ® R con la sucesión exacta de cohomología asociada al par MGX.

En particular, se deduce un isomorfismo canónico TÍ (X,R) ------------ >

X (X, Z) ® R , que relaciona los haces de homología de X con coeficientes 

en Z y R .

12. - Sean X e Y espacios topológicos y supongamos dim^X = m y

dim^Y = n . Existen homomorfismos canónicos

(12.1)

que, excepto λ , son isQmorfismos. ,Λ^ se deduce del isomorfismo de Künneth 

H1?'*’n (XxY ;K) _____ i H^XjK) ® Hn(Y;K) . Por composición, se obtiene un ho- 

momorfismo ’’producto cartesiano” x : Hm(X;K) ® Hn(Y;K) -------------------- >

^m+n^x^’^^ * $e Prue^a Que X es asociativo, en el sentido usual. Si H^X) 

y Hc(Y) son libres de tipo finito, en particular si X e Y son variedades 

con un número finito de componentes conexas, entonces λ es un isomorfismo
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y por lo tanto también (cf. (2) , 2.11) .

Sea F un subespacio cerrado de X tal que dim^F = m-1 -y sea

U = X - F . Entonces el siguiente diagrama es conmutativo :

(12.2)

donde todos los grupos tienen coeficientes en K . Esto se deduce de 4. 5 , de 

la naturalidad de ^ y ^ y de la conmutatividad del diagrama similar para 

el isomorfismo H“+n(XxY;K)_________ > Η™(Χ;Κ) O H°(Y;K) .

13. -Para cada entero n > 0 definamos R< = ( (x^ . . . xn) £ Rn : x^< 0 ) , 

R^ = ( (χχ . . . xn) € Rn : X| $ 0 ) y consideremos Rn“^ = ( (0, x^ . . . xn)

« Rn ) . Sea e^ € H|(R;Z) la clase fundamental de R tal que 

A R R i ·/
° θ( J ’ (ei) ) = t0 J = generador canónico de la 0-homologia del 

punto 0 £ R , donde ^ : H^R^ , Z) ------------ > Ηθ( 0 , Z) es el homo-

morfismo de conexión asociado al par R^ CZ R^ .

------ n---------  n
Para cada entero n>0 , definamos en = e^ x . . . x e^ € HJR ’ Z)’ COn 

la notación del n° 12 . en se llama la clase fundamental canónica de Rn . 

En (2), 2. 9, se dá una definición ligeramente diferente de en , pero por con­

sideraciones incluidas en (2), 2.9 y 2.10, se puede ver que las dos defini­

ciones coinciden.

Por la asociatividad del producto cartesiano se deduce que, si se considera 

Rn = Rm x Rn“m, entonces e^ = em x en-m . Este hecho, la definición
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de ej y la conmutatividad del diagrama siguiente (cf. 12 ) :

donde todos los coeficientes son en Z , permiten concluir :

13·Ε· ^RmRn-l ° iR"Rn< <βη) = θη-1 ·

Si U es un abierto de Rn, se llama a e^ = j^ *^(en) £ Hn(U;Z) 

la clase fundamental canónica de U. Entonces se puede probar :

13. 2. - Sean U y V abiertos de Rn y sea f : U ---------- > V un difeo

morfismo de clase Cs , con s^l (*). Entonces f* (e^) = e^ si y sólo

si el jacobiano de f es ^ 0 en U.

Sea X un espacio topológico homeomorfo a un abierto U de Rn y 

sea f : X---------> U un homeomorfismo. Entonces ef = f / ( ¿ H„(X, Z)

es la clase fundamental de X definida por f .

En particular, si E es un espacio vectorial real de dimensión n , una 

base de E define un isomorfismo E---------- > Rn , luego una clase fundamen­

tal sobre E . Si dos bases de E se transforman según una matriz de determi 

nante positivo, ellas definen la misma clase fundamental sobre E . Por lo tan­

to, una orientación algebraica de E define una clase fundamental de E (cf. 

(2) , 2.9 ). En particular, e^ corresponde a la orientación algebraica canóni- 

(Ϋ) Eeto es, £ es un homeomorfismo y las funciones componentes de f y f"^ 
frenen derivadas continuas de orden s .
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ca de Rn .

13. 3. - Sea un espacio vectorial real de dimensión n y sean E’ y E” 

subespacios suplementarios de E de dimensiones p y n-p , respectiva­

mente. Sean e’ ( Hp(E’;Z) y e” € Hn_p(E";Z) clases fundamentales aso_ 

ciadas a orientaciones algebraicas de E* y E” . Entonces se prueba que 

e’ x e” € Hn(E;Z) es la clase fundamental correspondiente a la orientación 

(algebraica ) suma de las orientaciones de E’ y E” (cf. (2), 2. 11) .

14. - Sea £ un complejo simplicial localmente finito. Sea C^ = Cq(£) 

el grupo de las q-cadenas simpliciales localmente finitas con coeficientes en 

K . Consideremos el K-módulo graduado C . = ( C : q > 0 ) , munido de su 

diferencial usual ----------- > C , .4 q-1
Sea C^ = C^(£) el grupo de las q-cocadenas simpliciales finitas -esto 

es, nulas salvo un número finito de simples- de £ con valores en K . Con­

sideremos el K-módulo graduado C* = (C^ : q ^ 0 ) munido de su diferen­

cial usual S : C^----------* C^l , S f (σ) = f ( i(T ) , para toda f ( C^ y 

* * Cq+1 · C* es un módulo libre y existe un isomorfismo canónico de módu­

los diferenciales :

(14.1)

donde el diferencial d del segundo módulo está definido por d ( f ) = f o S , 

como es usual.

Designemos mediante H^(£;K) y H^(£;K) los q-grupos de homología 

y cohomología de C. y C* , respectivamente. Como C^ es libre, existe
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una sucesión exacta que descompone (*)

(1 .2)

o, teniendo en cuenta (14. 1) :

(14.2)

Por propiedades generales de las fórmulas de Künneth, esta sucesi^on es compa 

tibie con la inclusión de un subcomplejo Τ' C £ .

Sea |£| una realización topológica de £ . |i| es un espacio localmente 

compacto y un HEC (cf. (4), Ira. edición) . Entonces existen isomorfismos ca­

nónicos H^(£;K)-------- > H^(l£l;K)   —> H^f^ljK), donde el segundo grupo

indica la cohomología singular compacta de |£| (cf. (4), 9-03-y’(5), 20-1 ) . 

Considerando las sucesiones exactas de 2 y 14. 2 y el hecho de que ambas des­

componen, se obtiene un isomorfismo

(14.3)

entre la homología simplicial de £ y la homología de Borel-Moore de su rea­

lización l£| .

Sea *f un subcomplejo de £ y |TI la realización de T como subes­

pacio cerrado de |£l . Supongamos que K es un cuerpo. Entonces las suce­

siones exactas de 2 y 14. 2 y las identificaciones en cohomología nos dan un 

diagrama

(*)cf. (6) , 5.4.2 , teniendo en cuenta que C* es un complejo de cocadenas.
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(14. 3)

en el que las flechas verticales llenas son isomorfismos y los diagramas con 

flechas llenas conmutan (cf. 4.5 ) . Pero entonces conmuta el cuadro (1) y 

las identificaciones ^ y ^j son compatibles con las inclusiones ^ Cf 

y ^IC'M.
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C. - CORRIENTES .

En este párrafo se presentan algunas definiciones y propiedades concer­

nientes a las corrientes . Para las definiciones generales, nos remitimos a 

(11) y (17) .

1. - Salvo mención explícita, X designa siem pre una variedad C°° de 

dimensión n , con base numerable de abiertos, no necesariamente conexa . 

D (X) es el espacio de las p-formas ( o formas de dimension p ) C , Con 

soporte compacto, sobre X . A (X) es el espacio de las p-formas C so 

bre X , con soporte no necesariamente compacto. Se nota D(X) = Θ(Ι^(Χ): 

θ í P C n ) Y ^(X) = ® ( Ap(X) : O^p^n ). Sobre A(X) está definido 

el diferencial exterior d . A(X) , munido de este diferencial d , es un álge­

bra diferencial graduada y D(X) es una subálgebra diferencial graduada de 

A(X). Consideramos a D(X) munido de la noción usual de convergencia o, in­

clusive, de la correspondiente estructura de espacio vectorial localmente con­

vexo límite inductivo de espacios de Frechet.

D’(X) indica él espacio de las corrientes sobre X , o sea, el espacio de 

las formas lineales y continuas sobre D(X) . D’ (X) es el subespacio de las 
P 

corrientes de dimensión p , o corrientes nulas sobre toda q-forma con q / p. 

El homomorfismo borde en D’(X) es el transpuesto del diferencial d en 

D(X) . Lo indicamos con b . Una corriente T es cerrada si bT = 0.

Sea U un abierto de X . T|U designa la corriente restricción de Té D’(X) 

sobre U ; T|U € D’(U) y, por definición, (T|u)(a) = T (a) para toda a€D((J).
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Sea S € D'(U) ; se dice que T € D’(X) es una extensión de S sqbre X 

si T|U = S . Sean X e Y variedades 0*° y f: X —_____ ^ Y una a-

plicación C . Entonces f induce un homomorfismo de módulo diferencial 

graduado f* : A(Y) ____ _____> A(X) , de grado 0 . Si f es propia, f*( D(Y) )

.G D(X) y está definido entonces un homomorfismo de módulo diferencial gra­

duado, de grado cero, f : D’(X) -------------- D^Y) . Si T € D'(X) llamamos a

f(T) la imagen de T por f .

2.1. - Sea A un abierto de Rn. La norma || a (( de una forma a ζ 

D(A) es el máximo sobre A de los valores absolutos de los coeficientes 

-respecto del mapa canónico de A - de a . Si T es una forma lineal so­

bre D(A) y G es un abierto relativamente compacto de Rn, la norma 

|| T|| q de T sobre G se define por :

2.2. - Una corriente 0-continua sobre A es una forma lineal T sobre 

D(A) tal que lll^, es finito para cada abierto G relativamente compacto en 

Rn que verifica G“ G A . Evidentemente T € D’(A) .

Sea X una variedad. Una corriente T sobre X es 0-continua si e- 

xiste una familia ( ^fy : UélZ ) de mapas coordenados de X , UCX , 

^U : U ------------- (U) G Rn, cuyos dominios U son un cubrimiento de X y

tales que, para cada U € ÍX , ^ (T|U) € D’( ψ(υ)) es una corriente 0-con

tinua sobre f (U) . La definición no depende de la particular familia ( Y y)· 

Indicaremos con D,O(X) al espacio de las corrientes O-continuas sobre X .
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2. 3. - Sea X una variedad y W un abierto de X . T € D’(W) es acotada 

sobre X si existe una familia ( ^ Ué^) de mapas coordenados de X , 

^fy : U---------^(U), UCX, cuyos dominios son un cubrimiento de X y ta­

les que, para cada ^u ’ TU = ^(tIwOU) 6 D'( ^ (WOU)) cumple : pa­

ra cada abierto G relativamente compacto de Rn tal que G” c Í(U) ·

NT || es finito.
U G

La definición no depende de la particular familia ^ . Si Té D’(W) e£ 

tá acotada sobre X , Tes Ο-continua sobre W .

3. 1,-r Teorema ()  : a) Sea W un abierto de la variedad X . Si T £ 

D’°(W) tiene una extensión T’ sobre X , entonces T es acotada sobre X.

*

b) Recíprocamente, si T está acotada sobre X , existe una única corrien­

te Τ’ € D,O(X) , llamada la extensión simple de T sobre X , tal que :

- Para todo mapa coordenado ^ ; U---------------> Ϊ <U> C. Rn, U C X, se

cumple ||Ψ(Τ’|υ)|| = || Ψ ( T | WA U ) H para todo abierto G relativa -
1 G G

mente compacto en Rn tal que G— C f(U) . (Se observa que ψ (T’| U) €

D,o(<f(U) ), <f ( T | u Π W ) € O,o( ^ (U A W)) ) .

3. 2. - En las condiciones de 3.1 (b) , sea a € D(X) y K el soporte de

a . p Sea K’ un entorno abierto, relativamente compacto de K y sea ( u: : 

j ^0) una partición de la unidad sobre j( f]W localmente finita y C°° . Enton­

ces se cumple

(*) cf. (11), n° 1 . y 2 .
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3. 3. - Sea W un abierto en la variedad X . Sean S y T cqrrientes 

sobre W acotadas sobre X . Entonces la extensión simple de S + T sobre X 

es la suma de las extensiones simples sobre X de S y T .

4. 1. - Definición: Sea A un abierto de Rn y T ¿ D,O(A). Sea F un 

subconjunto (no necesariamente cerrado ) de A . Se dice que la norma de T 

sobre F es cero, y se nota ||T|| = 0 , si, para cada compacto K de A y
F

cada € >0 , existe un abierto relativamente compacto G tal que kHf C

G CZ G“ CZ A y |l T |( < £ .

Sea X una variedad, F CZ X y T ^ D’°(X) . Se dice que la norma de 

T sobre F es nula ( ||T|| = 0 ) si existe una familia ( Ψ : U ílt ) ,
r ' U

φ : U________ » t(u) C Rn, de mapas coordenados de X tales que sus domi­

nios son un cubrimiento de F y que ||^(Τ| U) || (y^pj = θ para cada 

La definición no depende de la particular familia .

Se prueba que, si T ¿ D’°(X) y (.'F. : i ^ 0 ) es una familia numerable

de conjuntos de X tales que || T || ^ = . 0 para cada i , entonces (|T Hyp. = θ·

4. 2. - Sea X una variedad y F un cerrado de X . Sea T £ D,O(X-F)

y T’ una extensión de T sobre X . Entonces Τ’ es la extensión simple de

T sobre X si y sólo si llT’ll = 0 . (cf. (8), 2. 2 ).

Esta proposición implica inmediatamente :

4.3. - Sean F’CZF conjuntos cerrados de la variedad X . Sea T’ € 

D,O(X-F’) tal que (J T ’ || = 0 y sea T = Τ’ | X-F . Entonces, si una de

las corrientes T’ ó T tiene extensión simple sobre X , la otra también la 

tiene y ambas extensiones coinciden .
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5.1. t Definición : Sean ACA* abiertos de Rn y λ un número real

>0 . Se dice que T £ D,O(A) cumple la condición C^ sobre A* si :

C - Para cada abierto relativamente compacto G de Rn tal que

G~ C ^' existe una constante k(G)> 0 tal que

para toda bola abierta B^ C G de radio r .

Sea W un abierto de la variedad X y T € D'(W) . Se dice que T cum­

ple C> sobre X si existe una familia ( ^ : US U ) de mapas coordenados
Λ U

^ : U-------- > Yy^) ’ U C X» tales que, para cada <f U » ^a corriente 

^(TlwAU) ¿D’( ^ (Wñ U) ) satisface Οχ sobre ^(U). Entonces es 

evidente que T está acotada sobre X .

Se puede probar que la definición no depende de la particular familia ^u 

elegida. Para ello, conviene utilizar la siguiente propiedad :

5.2. - Tí D‘(A) satisface C^ sobre A’ (ACA’ abiertos de Rn ) si 

y sólo si, para todo ^€A existe una bola Βθ = B( x , Γθ) CIA y una cons­

tante k(BQ) tal que

para toda bola Br C~ Βθ de radio r (cf. (11), teor.5 ) .

5. 3. - Supongamos que T € D’(X) sa tisface C^ sobre X , con A > 0 . 

Entonces II T II = 0 para toda subvariedad M de X de dimensión d<X 

(cf. (8), 2.4 y (11), toer. 3).
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5.4. - Supongamos, en las condiciones de 5. 3, que X es una variedad a- 

nalítica. Entonces jT||_ _ = 0 para todo conjunto se mi analytic o M de dimen- 

sión < X . Esto se deduce de la descomposición de M en subvariedades de 

X de dimensión < X (cf. A, 1.4 ) y de 5. 3 .

6. - Corriente definida por una clase fundamental de una variedad,

6.1. - Sea X una variedad conexa de dimensión n . Si X es no orien­

table, Hn(X, Z) = 0 y asignamos la corriente nula sobre X al elemento nulo 

de Hn(X, Z) . Si X es orientable, sea e 6 Hn(X, Z) una clase fundamental 

de X (cf. B, 9 ) . Es posible construir una familia ( ^ :«( é I ) de mapas 

coordenados ψα : U* -----------> tíl^) ^ ^n ^e ^ tal que : a) U^ (o< € I)

es un cubrimiento localmente finito de X ; b) para cada * € I f e^ = *

fot * ( jX’ ^ (e) ) ^ Hn( ^ (U^ );Z) es la clase fundamental canónica de ^ (U^ ) 

(cí.B, 13), donde jX’^: HJX, Z) ------ , HJU* ;Z) y ^ * : Hn(U^ , Z)

---------) Hn( ^(U^JjZ) fueron definidos en B .

Sea u^ ( o< e I) una partición C°° de la unidad sobre X . subordinada 

a U . ( € I) . Definamos í a = 5—1 ) Ψ^ (u . a) , para toda a £
* Jx, e <εΙ R“ *

Dn(X> ; aquí* f fu* a) € Dn( ^(υΛ ))CD(Rn) y suponemos definida la integra­

ción sobre Rn (orientado canónicamente ) de las formas en Dn(Rn). Sólo un nú­

mero finito de términos de la sumatoria pueden ser no nulos. Para probar la 

independencia de ^χ e a respecto de la familia ^ ( * < I) utilizada, se apli­

ca B, 13.2 junto con propiedades conocí/asde la integración euclí*dea- Se ob­

serva que, en particular, J^n θ = j^n , donde en € Hn(X, Z) es la clase 

fundamental canónica de Rn. Además, L = ’ L·
X,e X, —e

Se vé inmediatamente que Λ es una corriente 0-continua sobre X .
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Se la llama la corriente de integración definida por la clase fundamental e de

X (o por la orientación de X inducida por e) .

6. 2. - Sea X una variedad. Sea X χ ( °< £ I) la familia de las compo­

nentes conexas de X . Sea c € HjXjR) = TT ^(X^ iR) (cf. (2), 1. 3). En- 
p< c I

tonces c = ( c : °< * I), donde 0*= j^» ^<x (c) € H^X^ ;R) y, para cada °< ,

c* = \® ew ; aquí* X^R y e^ £ H^X^ , Z) es una clase fundamental de

. Definamos

los términos del segundo miembro correspondientes a componentes no orienta- 

bles de X son nulos. Se verifica inmediatamente que λ^Λ j no depende

xf -e«
de la representación c_, = A ® e .

6. 3. - Proposición : La aplicación ίχ : Hn(X,R) --------------D'(X),

c ---------------j tiene las siguientes propiedades :
c

a) ίχ es un monomorfismo.

b) para cada c € Hn(X;R) , ίχ c satisface Cn sobre X (cf. 5.1).

’ ci) para todo abierto W CZ X , el diagrama siguiente es conmutativo:
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donde Ρ * indica el homomorfismo de restricción de corrientes.

c) la imagen de Η (X, R) por es el grupo de las corrientes cerra-n A

das de D^(X) „ (*),

Demostración : a) y b) son evidentes. Para probar c), sean c í Hn(X, R) 

y W0 CX^ componentes conexas de W y X , respectivamente. Si cK = 

jX’X*(c), cw = jX,W(c) y Cp = jW’WP(cw), entonces cp = 

jXcoWp. Basta probar J„ ¡Wn = J I W . Se cumple 
x·c ' W,cw

UclWp = ίχ c lW3 = ^A^X e lW - Si = ^®e- ’ y

L ru, I W(3 = L r ’ por definición. Según (B, 4 o ^ = jX * ’ ^(A,®^) 

- ^Λ® jX*» ^β (e , ), y todo se reduce a comprobar la igualdad de Jy iwe 

= , lo que es consecuencia directa de las definiciones.
W^ » (e*)
En cuanto a d), se prueba localmente, como en ( (17), 5), que f

X, c

es cerrada para todo c € Hn(X,R) . Reciprocamente, sea T € D^(X) una co­

rriente cerrada. Según un teorema de L. Schwartz, una distribución todas cuyas 

derivadas son nulas es una constante. Aplicando localmente este teorema a una 

componente X^ y teniendo en cuenta el isomorfismo local existente entre n- 

formas y 0-formas, se deduce T | X = λ^Λ J = v \ · En-

tonces T* ^X c · donde c = ( λ^® e^ : «K € I ).

7. 1. - Mantengamos las hipótesis del número 6. Sea c €Hn(X,R). La corrie_n 

te ^X c Puede estar definida sobre formas con soporte no compacto : .lla­

memos formas integrables a aquellas formas a £ A^(X) tales que, para una

(*) este grupo se identifica con el n-grupo de homología de las corrientes sobre
X (cf. (17); las corrientes que usamos aquí* se deoninan ’’impares” en (17).
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co
partición u ( ϊ β I) localmente finita y C de la unidad sobre X, se

cumple

Entonces se define y el número no depende

de la partición elegida.

Si f : X__>Y es un isomorfismo C entre las variedades X e Y , 

entonces L f*(a) a para toda forma integrable a € A (Y)

x»c Y»MC)
y toda c €H (X, R) . Esto es consecuencia de las definiciones (cf,(17),5), En n
particular, f ( ÍX(C ) = lY(Mc) ·

7. 2. - Sea M una subvariedad cerrada de dimensión p de X. La inclu­

sión i : M ---------- > X es una aplicación propia, y por lo tanto está definido el

homomorfismo i : D* (M)________ ^ D’(X), i T (a) = T (i*(a)). Si T cumple

la condición C , sobre Ni , i T la cumple sobre X .

Supongamos que Ni es una subvariedad de dimensión p , no necesariamen­

te cerrada, de X . Sea F = M“ - Ni . Entonces i : Ni---------- > X - F es 

propia y, para cada c 6H (M;R) está definida i(0 L· ) í D’(X-F) . Su- 

pongamos que existe la extensión simple Τ’ de i( f ) sobre X . En- 
Ní, c

tonces, según 3.2 y 7.1, TT(a) = L· a | Ni para toda a € D (X) . Se 
' ' ' ' c P

observa que, en general, a | Ni £ A (Ni).

8. - Corrientes y homología.

8.1. - Mantenemos sobre X las hipótesis del η. 1 . Supongamos a X o- 

rientable y fijemos una clase fundamental e € ΗΠ(Χ, Z) .
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Sea J) = Φ (J) : O < ρ C η ) el haz diferencial graduado de los gérme- 
Γ

nes de formas C °° sobre X . ;D es el haz engendrado por el prehaz

U ---------- ^ D(U) (U abierto en X ) tal que, si UC V, entonces D(V) ------------ >

D(U) es el homomorfismo de restricción de formas. El producto exterior de 

formas define sobre 3D una estructura de haz de Βθ-módulos , Como J)o 

es fino (cf. (6), II, 3.7), lo que se prueba mediante particiones C "° de la uni­

dad sobre X , resulta J) fino^ y en particular blando.

Sea J)1 el haz diferencial graduado Φ(Ρ’ : O^p^n) de los gérmenes 
P

de corrientes sobre X. J)' es el haz engendrado por el prehaz U---------- >D'(U) 

(U abierto en X), donde, si UC V son abiertos, entonces D’(V) ------ ^ D'(U)

es el homomorfismo de restricción de corrientes. La operación DO(U) x D’(U)

_______ r D’(U), (a, T)áAT , donde aÁT indica la corriente 

b _____ } T(aA b) (b c D(U) ) , define sobre J)’ una estructura de haz de

Ρθ-módulos . Entonces JD’ es blando.

Sea ’D = O ( ’D : 0 rp ^n ) el haz definido por 'B = Έ' , con 
P ‘ P n-p

el diferencial 'b = φη-----------1 'D ±1 , 'b = (-l)pUb ( p = 0 . . . n-1 ) .

Se sabe que

(8.2)

es una resolución blanda de R sobre X ; aquí*, si t es el germen en x 

definido por t i' R , entonces k( t ) es el germen en x de la corriente 

tA 'x e (cf· (I?)· n.19) . También,

(8.3)
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es una resolución blanda de R sobre X .

Para cada p (0 ^p -^ n) sea Tp : rDp -------- ^ ^p e^ ^omomor^smo

de haz tal que, si a es el germen en x € X ‘ de una p-forma a , 

^ ( ax) es el germen en .x de la corriente , a Λ I . La familia

(0 <p Cn) es un homomórfismo de la resolución (8. 3) en la resolución (8. 2);

o sea, ’bp o Tp = Τρψΐ ° ^ para cada p ~ 0, . . .', n-1 . Esto resulta in­

mediatamente de las definiciones. Entonces,- teniendo en cuenta ( (6), II, 4.7.1 

y 4. 7. 2 ) , se deduce el diagrama conmutativo de isomorfismos siguiente, vá­

lido para toda familia de soportes Φ en X :

(8.4)

donde Da (X) y DI (X) designan los módulos diferenciales de las seccio- t y

nes de ÍD y D1 . sobre . X con soporte en φ , esto es, los espacios de 

formas y corrientes sobre X con soporte en φ . Se observa que T (e) y 

f(e) dependen de la clase fundamental e.

8. 5. - Como ha sido expuesto en (B, 9. 1). la elección de la clase fundamen

tal e € Hn(X, Z) define un isomorfismo ^(X, Z) _____ ^ XxZ , y por lo

tanto, según (B, 10) , un isomorfismo ^(Xl'R) > XxR del haz de ho­

mología con coeficientes en R en el haz constante de fibra_ R sobre X . Ob­

tenemos entonces un isomorfismo w(e) : H (x;R) > Η (X; 'X(XjR));
P P

mediante la composición con el isomorfismo de dualidad de (B, 9.1) y con
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f(e) t definimos un i somorfismo \) = V^ ;

v no depende de la elección de e € Hn(X;Z) : En efecto, supongamos 

conexa a X y sea e’ = - e la clase fundamental opuesta de e . Entonces 

w(e’) = - w(e) , f(e’) = - f(e) y resulta f(e) ^ o △ o w(e) = f(e’) "^o Δ o^e’)· 

Si X no es conexa, este argumento se efectúa sobre cada componente conexa 

de X .

Si X no es necesariamente orientable, consideraremos también V : 

Hd(X;R) ------------ > H (D’ (X)) definido según (8. 6) sobra las componentes orien-
P

tables de X y nulo sobre las componentes no orientables.

8. 7. - V^ es compatible con la restricción a un subespacio abierto, ya 

que v^e), △ y f(e) lo son. Además, sea M una subvariedad cerrada, no 

necesariamente conexa ni orientable, de X . Sea Φ una familia de soportes 

en X y Φ = ( Ac Φ : A C M ). Entonces el diagrama siguiente es

conmutativo (cf. (2), 3.4 ):

(8.8)

donde i* es el homomorfismo en homología inducido por el homomorfismo
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de inclusión D’(M) -------------- > D’(X) .

Finalmente supongamos X orientable y orientada por la clase fundament 

tal e 6 Hn(;Z) . Sea Δ (e) = △ o ^e) . Entonces tenemos un diagrama

conmutativo de isomorfismos :

(8.9)

$· " Intersección de clases de homología .

9.1. - Sea X una variedad de dimensión n orientable y orientada. Exis­

te una aplicación bilineal

que es asociativa, anticonmutativa y compatible con el agrandamiento de las 

familias de soportes. a . b se llama el producto de intersección de a y

b (cf (2), 1.12 ). Aquí* Δ indica el isomorfismo de dualidad (B, 9.1) y V

el cup-producto de clases de cohomología.

Supongamos que X es conexa y p + q = n ; sea Φ la familia de los 

cerrados de X y ψ = c = la familia de los compactos de X . Entonces 

tenemos una aplicación

(9.2)

donde (a.b^ cK es el elemento correspondiente a a. b según el isomor-
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fismo Η θ(Χ;Κ) ν Κ .

9. 3. - Supongamos ahora X de clase C y orientada por la clase funda­

mental e t H (X;Z) . Según de Rham, se pueden construir endomorfismos 

R y A de D’(X) que dependen de una familia < j , ^ » · · · de paráme­

tros reales positivos, familia que es finita o numerable según X sea compacta 

o no, y tales que (cf. (16), teor.12 ) :

i) R y A son endomorfismos de grado 0 y 1, respectivamente, y cum­

plen:

para toda corriente T ¿ D'(X) .

ii) Los soportes de RT y AT están incluidos en un entorno arbitrario

del soporte de T , siempre que los sean suficientemente pequeños.

iii) Para toda corriente T , existe a € D(X) tal que RT = a Λ í
X, e

Si T = b aL (b C D(X) ), entonces AT = f A J , donde f€D(X). 
a , e λ , e

iv) Si cada -^ tiende a cero, entonces RT (a) _____ ^ T(a) y AT(a)

tiende a.cero^ para cada a CD(X) .

Un operador R que cumpla estas condiciones es llamado un regúlarizador 

θn , X .

Sean ahora S y T corrientes en X . Si, cualesquiera sean los regula- 

rizadores R y R’ en X , existe el limite de ( RT A R’S cuando
X, e

los parámetros de R y R’ tienden a cero, entonces se denota este limite me 

diante los símbolos
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S Λ T (1) se llama el índice de Kronecker de S y T . En ( (16), n. 20) se 

prueba que sAT(l) existe si S y T son cerrados y S tiene soporte com~ 

pacto. Además, en tales condiciones, S A T (1) no depende mas que de las cía 

ses de cohomologia y T de S y T . Por lo tanto, existe una aplica 

ción bilineal

(9.4)

9. 5. - Proposición : Sean p y Q enteros positivos tal que p + q = n.

Entonces el siguiente diagrama es conmutativo (cf. B, 8. 5 ) :

Demostración : Basta comprobar la conmutatividad de los siguientes diagra­

mas :
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Los diagramas (1) y (10) conmutan por 8. 10 . La conmutatividad de (2) 

es conocida; puede deducirse, por ejemplo, de consideraciones de ( (6), II, 

6. 6) . En (7) , V asigna a la· clase de un 0—ciclo Ax ( A 6 R , x € X ) 

la clase de la 0-corriente ^(x); por las identificaciones, el coeficiente 

λ es el número real correspondiente a ambas clases. Similarmente se prue.-

ba la conmutatividad de (6). La conmutatividad de (4) y (5) se puede probar 

utilizando propiedades de los regularizadores. Se observa que /\ (1) es dedu­

cido del índice de Kronecker de corrientes, mientras que /\ es deducido del

producto exterior de formas.
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CAPITULO II. LA INTEGRACION SOBRE UN CONJUNTO

SEMIANALITICO-

A. - CORRIENTES DE INTEGRACION.

1. - Sea A un subespacio vectorial de dimensión p de Rn. La aplica- 
P

ción lineal t : RP________ ^ Ap se dice una representación ortogonal de Ap

si respeta el producto escalar canónico de R^ y el producto escalar de A in
Γ

ducido por el de Rn. Sea T = ( t^ ) la n x p - matriz correspondiente a t 

según las bases canónicas ej ( j= L., p) y f. ( i = 1 . . . n ) de RP y
n

Rn, respectivamente ; para todo j = 1. . . p , se cumple ’t (ej = H t· · L 
J i = l J

y las funciones X| = ^j Yj ( i = 1 . . . n ) definen la aplicación RP___ ,

Rn, y________ x x inducida port t . Para cada p-pla H = (i^ ... i ) ,

1 $ ij < < i J n , sea T^ la p x p -matriz definida por las fi­

las i^ ... ip de T. Entonces, si T es ortogonal, se verifica

¿—· |T^| = 1 , donde T^ es el determinante de T^ .
P

Sea A Rn la p-potencia exterior de Rn ( 0 ' p <n ) ; se dice que 
P '

v £ A Rn e stá asociado al subespacio Ap de dimensión p de R si y

sólo si v / 0 y z A v = 0 para todo z A í J (3) ¡ 7 ). Se dice
P

que una familia A1]? ( m = 1 . . . N = (p) ) de subespacios de dimensión p

de Rn es regular si toda familia v^ ( m = 1 . . . N ) de p-vectores tal

que v está asociado a Am es linealmente independiente, luego una ba- 
p1 V P

se de R .

Sean ahora
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representaciones ortogonales de subespacios A1^1 de dimensión p de Rn.

Si se define

donde e· ( j = 1 . . . p )· es la base canónica de RP, entonces, para cada

m = 1 . . . N, el p-vector

está asociado al subespacio A^1 . Cada gm se expresa, según la base cano 

nica f. ( i = 1 . . . n ) de Rn, mediante

donde TP1 . es la p x p -matriz determinada por las filas i, ... i 
íl. . . i 1 p

P
de la matriz Tm correspondiente a tm ( m = 1 . . . N ) según e. y

L . De aquí* se deduce inmediatamente que condición necesaria y suficiente pa­

ra la regularidad de la fa milia Am ( m = 1 . . . N ) es la no anulación del 
P

determinante :

(1.1)

En estas condiciones, consideremos la siguiente familia de formas en

AP(Rn) :
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Se verifica fácilmente que : i) w (Am) depende solamente de Am y no 
p P

de la particular representación oortogonal tm ; ii) si tm* : Ap(Rn) -------- >

AP(RP) es la aplicación inducida por tm , entonces tm* (w(A^) ) = 

dy^ ^ ... A dy^ ( m = 1 . » . N ) , donde y¿ ( i = 1 · ·'· P ) son las coor 

denadas canónicas de Rp.

Ahora bien, la aplicación f _______ ^ dx^ (i = l. λ n ) , donde los dx^

son los diferenciales de las coordenadas canónicas de ’ RP, induce un isomorfi^ 

mo de álgebra c entre A (Rn) y la subálgebra de A(Rn) de las for­

mas diferenciales con coeficientes constantes (según las coordenadas canóni­

cas de Rn) . Para cada m = 1 . . . N , la imagen de · gm por este isomor- 

fismo es w(A^) ; por lo tanto, la familia w(A^) ( m = 1 . . . N ) es una ba 

se para el espacio vectorial de las formas con coeficientes constantes en 

AP(Rn) si y sólo si es no nulo el determinante (1J.) o,, equivalentemente, si 

la familia A^1 ( m = 1 . . . N ) es regular.

1. 2. - Lema : Sean Mj . . . Mg conjuntos semianahlicos definidos en

algún entorno del origen de Rn. Sea 0 < p < n . Entonces existen N = 

( p ) mapas coordenados xm = ( x^1 . . . x^) ( m = 1 . . . N ) en

O'lMj . , . Mg ) (cf. I, A, 3. 2) tales que la familia de los subespacios A^1 =

l xp+l = · · · = xn = 0 ' es re8ular.
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Demostración : Siempre existen N mapas ym = ( yj11 . . . y^1 )

( m = 1 . . . N ) en O’(Rn) tales que que es regular la familia de los subespa­

cios (y^i = . . . = yJJ1 = 0) (m = l . . . N ) . En efecto, dada una base or- 

tonormal g. ( i = 1 . . . n ) en Rn , basta considerar las N bases ortonor- 

males ( gp g^ ) tales que, para cada K = ( i^ . . . i ) , 1 ij ^

< i < n , si CK = ( ϊΊ ... j ) , 1 ji ... % j nj indica

el complemento de K respecto del conjunto ( 1 . . . n ) , entonces

La familia de los p-vectores g = g^ Λ . · . .Ag^ , K = ... , es li- 

nealmente independiente, luego es regular la familia de los subespacios asocia- 

K K
dos Apr = ( y * · ·Χζ = θ ) ( K = . . . ) , donde y es el mapa coordenado

en O’(Rn) definido por la base g? ( i = 1 . . . n ); para cada K puede 

escribirse gK = ^ |Τ^| fH ’ donde fH = fi · · · A Y T^ . es 

el menor de T determinado por las filas i j * * . i , si H=(ij . . . i^), 

y por las p primeras columnas de T . Según lo dicho anteriormente, la 

regularidad de A^ ( K = ) implica la no anulación del det ( | T^| ).

Según (I, A, 3.2) existen N mapas x^ = ( x^ . . . χΚ) .(K = ... ) 

en O'(Mj . . . Mg) tan cercanos de los y como para que sea no nulo el 

^e^ I^H¡ ^ donde las Q^ son las matrices de pasaje de los mapas y^ 

respecto del mapa canónico de Rn. Esto implica la regularidad del sistema 

de subespacios - A^ = ( x^ = . . . = x^ = 0 ) ( K = . . . ) , como buscábamos.

(Para el caso complejo, cf. (11 ), n. 5 y 6 ) .



44

2. - A partir de este momento, todas las variedades que intervienen en el 

capiculo tienen base numerable de abiertos. Con las notaciones definidas en el 

capiculo I, podemos enunciar :

2.1. - Teorema : Para toda variedad analítica real X de dimensión n 

y para cada par NC M de conjuntos semianalíticos cerrados de X , de di­

mensiones dim N < dim M = p ^ n, existe un único monomorfismo

de la p-homologia con coeficientes reales de M-N en el espacio de corrien­

tes D’ (X) , tal que :
P

a) para todo c C H (M-N;R) , I'(M,N,c) satisface la condición C
P P

sobre X.

b) si W es abierto en X y si ι(μΛ w,NOW) es el monomorfis 

mo correspondiente al par nOw CZ mAw de conjuntos semianalilicos en 

W, entonces es conmutativo el diagrama :

X W .en el que ^ ’ designa el homomorfismo de restricción de corrientes.
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c) para todo c 6Hp(M-N;R), el soporte de J(M, N, c) coincide con 

la clausura de la unión de las componentes conexas M* de M - (NU ^M) 

tales que j^ N» M$ ^j ^ q । β| .Μ’Ν,Μ·^ ^ _ jge^f donde e^ 

es un generador de HJMJ j£)f entonces I(M,N, c) coincide sobre M 

con j q sea eop la corriente de integración sobre la variedad

M^ definida por ©^ .

I(M|N,c) es llamada la corriente de integración sobre M definida por 

c€H(M-N;R). Si N=0, se abrevia : I(M) = I(M, N) y I(M, N, c) - I(M, c).

Demostración : Si p " 0 , M es discreto y N = ¿M = 0 . En este 

caso definimos directamente I(M, 0 , c) = ^ ( λ^£(χν) : x^ CM y 

X^- j^’x^ (c) € Hq( x^;R) = R ) , donde £ (x^) es la O-corriente 

f ----------- > f(x^) ( f £ Dq(X) ) y las condiciones del teorema se verifican tri­

vialmente.

Supongamos p> 0. Μ - (N U ^M) es una subvariedad analftica cerra­

da de dimensión p de X - (N O ¿M) , luego es propia la inclusión 

M - (N U dM) ------ > X - (N\J ¿M) e induce un homomorfismo i :

D'(M-(nU¿M)) ----------- > D'(X - (NU^M) ) . Definamos I'(M,N):

H (M-N;R) --------- > D'(X-(nU ^M)) mediante el diagrama conmutativo :
P P

(2.2)

en el que jM-N, M-(N U ó Μ) [ χ
7 JM - (N V d M) fueron definidos en
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(I, B, 4.4) y ( I, C, 6.2) .

2· $· “ Lema : El homomorfismo I’(M, N) : H (M-N;R)

D‘(X - (NÜ ¿M) ) , c -________ ^ I’(M, N, c) satisface las siguiente propieda-
Γ

de s:

a) para todo abierto W CZ X , es conmutativo el diagrama :

donde p es el homomorfismo de restricción y I'(M A W, N A W) es cons­

truido como I’(M; N) para el par N A W (22 M Aw de conjuntos semi-

analíticos cerrados en W .

Demostración : Sea c^ = j^-N, (M-N) AW(cj . Según (I, C, 6.3 ), 

JM - (NU d M), cw cumple Cp sobre M - (NU dM) , y ehtonces

I'(M, N, c) cumple C sobre X - (nU¿M) (cf. I, C, 7.2) . 
Γ

Para probar b), consideremos el diagrama 2. 2 ; i es compatible con

la restricción a un subespacio abierto de X y, según ( I, B, 5. 2 ) y 

/r r ají 1 u c .M-N, M-(NU ¿M)
(I, C, 6.3), los homomorfismos J ’ ' 'y m-(N\J^M)

también lo son. Esto implica la conmutatividad del diagrama de b) .

Proseguimos la demostración del teorema probando que, para cada c é

H (M-N;R) , I'(M, N, c) satisface C sobre X. Para ello se debe encon 

trar un cubrimiento abierto ( U £ U, ) por dominios U de mapas coorde-
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nados ^U : U_________ ^ ^j(U) C Rn tal que , para todo U € ^ZX ,

% ( I'(M,N,c) ) € Dj>( ^(U - (N U ¿M) ) cumple Cp sobre fTT(U)

(cf. I, C, 5.1 ). Esto es evidente si p = dim M = dim X , ya que la integra­

ción sobre un abierto de X cumple CD sobre X .Γ

Supongamos p Cn · Fijemos c € H (M-N;R) y x € X ; sea ύ : 
P

U-----------> ^(U) CRn un mapa coordenado de X tal que x € U y ^ (x) 

= 0 e Rn. Por el lema 2. 2, I'(M, N, c) I U - ( NU ¿M) = I' (M/Ι U, N A U, c ),

donde c = jM-N'(M’N)^u (c) . Además, <f ( I'(M Π U, N A U, Cy) ) = 

I'(MV Np t) 6 D'( <f (U) - (Nj U ¿Mj) ) , donde M^^M/Iü) y ^ = 

(f (nOu) son conjuntos semi analytic os cerrados en ψ(ΙΙ) tales que 

dim Nj ^ dim M| = p , ^ Mj = ^(UH ¿ M) , y donde t = ^(cy)

Η (M, -N-.;R) (cf. I, C, 7.1) . Bastará probar que I'fMpNpt) satisface C 

en un entorno de 0 € Rn.

2. 3· " Lema : Sea χ = (χ^ . . . χ^) un mapa coordenado en O’(Mp N^) 

(cf. I, A, 3,2). Sea SN un correspondiente sistema normal, y Q un entor­

no normal respecto de SN. Sea w(A^) la p-forma asociada al subespacio 

Ap = (Xp^| = .., = x^ = 0) de Rn (cf. II, A, 2.1) . Entonces existe una cons­

tante k>0 tal que la 0-corriente w(A^) Λ I*(Mp N^, t) € Β^(υ)-(Ν|^Κ^)) 

cumple

(2.4)

para toda bola abierta Br C.Q de radio r .
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Demostración : Sea Q = (j ^ la descomposición normal de Q se­

gún SN. Se cumple M^ = : c k d Mj y k ^ p ) y

Ul^1 Γ/ CMi)CMr (N^ ^^ .Sea S = IJ ( f^k : k<p 

y [^ C ^ )» de manera que N^U ¿Mj CS ; S - ( N^U ¿ M^) es un 

conjunto semianalítico en Q - (N^U ¿Mj) de dimensión ^ p · Como 

Γ(Μρ Np t) cumple C^ en ^(U) - (Nj U i Mp , resulta 

hMi.Np t) || . . . =0 (cf. I, C, 5.4) y consecuentemente
1 1 " S-fNjU ¿Mj)

llw(A ) Λ Γ(Μ , Npt) || . . \ = ° . Según (I, C, 3.1 y 4.2), esto im-

plica ||w(A ) Λϊ(Μ , Np t) I = sup ( |w(A ) Λ Γ(Μρ Np t) (a) : a€D0(B ) 
p i x ' E

y iMílC1^ SUP < ^(Αη) Λ I'(Mp N , t) (a) I : a €D0(B - S) , ||a|l ^ 1 ) pa-

ra cada bola abierta B C Q . Por lo tanto, para computar la norma 
r

||w(A ) Al'(MpNpt) || g solamente se precisa considerar formas en 

D0(Br - S) ·

Por definición, I’(MpNpt) = ^^ I^M^, t^ ) , donde M5^ (Vf J) 

es la familia de las componentes conexas de M^ - (N|U ^ M^ y V — 

jMj-Νμ M$ ^) ( ^ G J ) . Como M* es una familia localmente finita,

basta probar una desigualdad similar a (2.4) para una corriente 

W(A ) A I’(M* , t^ ). Sea Br C Q una bola de radio r y a G Όθ(ΒΓ -S) 

tal que || a||^ 1 . Entonces, si c^ / O ( el caso c^ = 0 es trivial ),
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ya que M* - S = U ( Γ* : |^P O M* ) ; aquí t^ = X^K ev , e^€

Hp(M*;Z) es un generador, e^ = j ^ ^ (e^) y %= J V * (e^ )·

Cada [^^ es el gráfico de una aplicación analítica f. ^ : pG -----------* ^Π ^’

donde [? es un abierto de Qp = ΤΓ (Q) , ^ : (xj . . . xn) ---------------->

(X| . . . Xp, 0 . . . 0), y tal que ΊΤ o f^ ^ = identidad en pT¿ (I, A, 3. 2). Pa- 

n P __
ra cada | w < M* tenemos :

(cf. η. 1). Por lo tanto :

η Pdonde k’. es el número de incluidos en M* . Esto prueba 2. 3.

Sean ahora xm = (xj11. . . xm) , ( m = 1 . . . (n) ), mapas en O’jMp N,)
1 n p

tales que la familia de subespacios de dimensión p Am = (χ^ = . . . =x^= 0) 

( m = 1 . . . ( p) ) es regular (lema 1. 2 ) ; como la familia w(A ) (m= . . . ) 

de formas asociadas es una base del espacio vectorial de las formas sobre Rn 

con coeficientes constantes, cada form a dxrj = dx:A ... Λ dx¿ , 1 <

ij < ... ^ ip ^ n , donde (x^ · . · xn) es el mapa canónico de Rn, puede
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v—' Η Ηexpresarse como dx = / „, > s_. w(Am) , ( s €R ). Consecuentemente,
H rn m

si a(x) = / a (x) dsTT es una forma sobre Rn, tenemos :

donde los P = 2—7 s au , m = 1 . . . ( ) , dependen solamente de 
m H m P

los mapas xm ( m = 1 . . . ( n ) )·
P

Para cada m = 1 . . . ( n ) , sea Im ^ w(Am) Λ Ι'(ΜΊ, N·., t) y sea Q 
p i 1

un entorno normal respecto del mapa xm. Sean k^ > 0 las constantes

que el lema 2.3 proporciona para las corrientes w(Am) A I’(Mp Np t) y los

entornos . Entonces, si 13 Q = A : m = 1 . . . (2) ) es una bo m , . r —· * ’ ' m p —

la de radio r y si a € Dp(Br - (N^U i Mj) ) y || aj ^ 1 , se cumple :

ya que Pm(. · · aH’ · · ) e Do(Br ' (N1 ^ ®ΜΡ ) ’ como además || Pm(. . . aH. . . )|j 

^ ^m il a|| * donde k^ es una constante que depende sólo de P^ , obtene­

mos finalmente:
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Esta desigualdad implica |jl'(MpNpt) || ^ ^ krP, para toda bola 

Br C Q , como buscábamos. Por lo tanto, I'(M,N,t) satisface C sobre 

X (cf. I, C, 5.2).

Ahora podemos concluir la construcción de I(M, N, c) . La condición Cp 

asegura que I’(M,N, c) está acotada en un entorno de cada punto x € nV^M . 

Entonces definimos I(M,N,c) como la extensión simple de I'(NÍ, N, c) sobre 

X . Su existencia está asegurada por ( I, C, 3.1 (b) ).

Como I’(M, N, c) cumple C sobre X , la condi ción a) del teorema 

se verifica por ( I, C, 3.1 (b) ) . Si c , c' C H (M-N;R) , I(M, N, c+c’) y 
P

I(M, N, c) + I(M, N, c’) son extensiones simples de I’(M, N, c+c’) y 

I'(M, N, c) + Í(M, N, c’) , respectivamente ; como estas últimas corrientes son 

iguales por 2. 2 , se deduce I(M, N, c+c’) = I(M, N, c) + I(M N, c’) ; similarmen­

te se prueba ΐ(Μ, N, λ c) = λ I(M, N, c) para ACR y c €H (M-N;R) .
Γ

Por lo tanto I(M, N ) es un homomorfismo.

En la sucesión exacta de homología asociada al par ( ¿Ni) - N CZ Ni - N , 

el término H ( ( ¿ M)-N;R) es nulo, ya que dim (N U ¿Ni) ^ p . Luego es 
P

inyectiva la proyección N, M (NUÍM) . (M-N;R)_____ > H (M-(NU ¿M ;R),
p P

c _______ ^ j(c) ; además, j(c) / O si y sólo si jM-(N U ¿M),M* o j (c) =

jM N, M$ (c) _ c^ ^ θ para alguna componente conexa M^ de M-(NlJ ¿Ni) 

(cf. I, B, 6) ; esto implica I’(M^ , c^ ) / 0 y la inyectividad de I(M, N) .

Para probar la condición b) del teorema, sea c €H (M-N;R) y 
P

c = jM-N,(M-N)ÍIW (C) CHD((M-N)nW;R) , donde W es un abierto de X. 

I(M, N, c)|w satisface C^ sobre W , luego ||l(M,N,c) l^l(NU¿M)HW 

= 0 y I(M,N,c) W es la extensión simple sobre W (cf. I, C, 4.2) de
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donde la última igualdad es consecuencia de 2. 2 . Pero, por definición, la ex­

tensión simple de la última corriente fes I(M /Ί W, N /Ί W, c^) , como se 

debía probar. La condición c) es evidente, ya que el soporte de I(M, N, c) 

es la clausura en X del soporte de I’(M, N, c) en X - (N U ¿M) , que 

es igual al soporte de íM.(rw ¿M)# j(c) en M - (NU ¿ M) .

En cuanto a la unicidad, supongamos que T : c _______ ^ T(c) es otro

homomorfismo H (M-N;R) -----------^ D’(X) que cumple las condiciones del teq

rema . Según a) , T(c) es la extensión simple sobre X de su restrici-ón 

sobre X - (N U ^M) , para cada c €H (M-N;R) ; según b), T(c) | X-(NU¿M) 
Γ

es nula sobre X - M ; la condición c) implica que T(c) X - (N U a M)

= I’(M, N, c) sobre ÜMJ , por lo tanto que T(c) X-(NU ¿M) = 

I‘(M, N, c) sobre X - (NU ¿ M) . Esto im plica T(c) = I(M, N, c) , y com­

pleta la demostración del teorema.

2. 5. - Observaciones : 1. Casos particulares interesantes de este teore­

ma son i) N = ¿M ()  y ii) Μ = X = variedad analítica real .*

2. I(M, N, c) es nula sobre toda componente conexa nor orientable M  de 

M - (NkJ ¿M) ; en efecto, en este caso es Η (M  ;R) = 0 .

*

*
P

(*) el resultado ha sido anunciado en (9) , utilizando solamente la homología 
con coeficientes enteros.
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3. La condición c) de 2.1 puede reformularse así: el soporte de 

I(M, N, c) coincide con la clausura en X del soporte de c en Μ - N (cf. 

I, B, 8) ).

4. Para cada a € D (X) y c €H (M-N;R) , I(M, N, c) (a) = 

^M-(NU<)M). C a M'|NU JM), donde ci Ξ jM‘N,M ■ (NüJm) ^μ Es_ 

to se deduce de las definiciones y de (I, C, 7.2).

5. Sea X una variedad analítica compleja, M un conjunto analítico com 

piejo de X de dimensión (compleja ) p , y c GH^pfM, Z) la clase funda­

mental de M . Entonces I(M, 0, c) coincide con la corriente asociada por P. 

Lelong a M (cf._ (.11) y (2), 3.4).

2*4. - Corolario : En las condiciones del enunciado del teorema 2.1 , sea 

φ una familia de soportes en Μ - N y Φ = ( A- : A € Φ ) la familia de las 

adherencias en X . Entonces existe un homomorfismo I^(M,N) : H$(M-N;R)

Φ---------------* D’ (X) de la p-homologia con soportes en φ en el espacio de
Γ

las corrientes de dimensión p con soportes en φ , que es composición del 

Φ
homomorfismo de agaandamiento de soportes ψ : H (M-N;R) ___________.

H ( M-N;R) (cf. (2), 1. 4) y de I(M, N) . Γ

Φ
Demostración : Solamente hay que probar que, si c £-Hp(M-N;R) , en­

tonces I^(M,N,c) = I(M,N, y (c)) tiene soporte en φ . Esto es consecuen­

cia de 2.1 (c) y la observación 2.5.3 , ya que y (c) tiene soporte en φ .
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2. 7· - Corolario : En las condiciones del enunciado del teorema 2.1 , sea 

g : X  t Y un isomorfismo analítico. Entonces g( I(M,N,c)) =

I( g(M), g(N), g(c) ) , donde gD : H(M-N;R) --------H ( g(M)-g(N);R) es el 

isomorfismo deducido de g M-N _________ > g(M) - g(N) .

Demostración : Sea ci = j^ N, M (NU i M) (c) ^ se an gi = g | X-(nU ÍM¡

g" = g |m -(NU U) . Según ( I, C, 7.1) , g"( L·...,^.. ,) =

g"(M-(NU ¿M))> g"(C) ' y por lo tanto g'( I'(M, N, c) ) = I'( g(M), g(N), gp(c) ). 
P

Pero entonces, considerando la extensión simple de I’(M, N, c) en X y de

I’( g(M), g(N), g (c) ) en Y , se obtiene lo buscado. 
P

3. - Ahora presentamos algunas aplicaciones del teorema 2. 1 .

3.1. - Proposición : Sean Μ· , N. ( i = 1 , 2 ) conjuntos semianalíticos 

cerrados de la variedad analítica real X tales que : N^ C M. ( i = 1 , 2 ) , 

M-. G’ M2 , N, C N? , dim Μη = dim M2 = p , dim Ni <; p ( i = 1 , 2 ) . En- 

tonces los diagramas siguientes son conmutativos :

donde los grupos de homología tienen coeficientes en R .
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Demostración : Probemos la conmutatividad de (1) . Sea c €Hp(M2“N¡) 

y c' = j^2‘N}, M2-N2 (c) f Como dim N? <p, 2.1 (a) implica que

I(M ,Ni,c) y I(M?,N9,c') son extensiones simples de I(M9, Nv c) W y 

I(M2» N£, cr) , respectivamente, donde W = X - N2 . Entonces 2.1 (b) implica 

HM2» Np c) W = I(M£-N2 , 0, c’) = 1(^2, N2# c’) j W , de lo que se deduce 

I(M2,Np c) = I(M2,N2,c') .

En cuanto al segundo diagrama, sean c €H (Mi-NJ y c' s
P 1 1

i., (c) · Nuevamente, basta mostrar que coinciden las restricciones
M1-N1, M2-N|

de UMpNpc) y I(M2, N , c’)' sobre W = X - (N} U ύ Μχ U ¿M2) ; por 2.1 

estas son respectivamente iguales a Ι(Μι /Ί W, 0, cw ) y I(M2Aw, 0, c’ ) , 

dorde ■ íMi-N¡ Mi AW c t = M2 ' 1 W - i (c )e -w J i ^' · cw J <c > 1M1nw,M2nw'

(la última igualdad por ( I, C, 5. 2) ; además, M^ Λ W. y M2 A W son varie­

dades de dimensión p de W , y MjH W (2 ^2 ^ W ’ por lo tanto, la fami­

lia Mj!^ ( v € J) de las componentes conexas, de Mj Aw es una subfami­

lia de M^ ^ ( ^ ^ Jr )> fajtnilia de las componentes conexas de M2 A W.

Ahora bien, por definición, I(Mi í \ W, cw) = /__ Ι(Μ^· , c_._ . ) y
1 · J V W v

e^), donde ,

= f^^’^X(c' ) ( X C J' ) ; como c' = c si
W X J W w X w V

Μ* = M* , o de To contrario es c' =0 (cf. I, B. 5. 2) , resulta la iguai- 
2x. 1V W>

dad I(Mxnw, cw) = I(M2AW, c' ) buscada.
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3.2. - Proposición : Sea X una variedad analítica real de dimensión n.

Sean M y N (s € J ) familias localmente, finitas de conjuntos semiana- s s

líticos en X tales que Ns CZ M y dim Ng < dim M = p para todo ® s s

s€J. Sea M= U(Ms:sCJ), N= U(N:s€J), y sea

y yU, : )___ , H (MS-N;R)------------ > H (M-N;R) el homomorfismo suma de
* J p p

la familia i , (s € J ) (cf. I, B, 6) . Entonces, para toda familia cq €

Η (M -N ;R) ( s € J ) , se cumple :

(3.3)

donde

Demostración : Se observa que el primer miembro de la igualdad tiene sen­

tido pues M es localmente finita. Basta probar 3. 3 sobre un abierto relati- 

vamente compacto arbitrario W C X · Las restricciones de ambos miembros de 

3.3 sobre W son iguales a 1^ = £^ I(MSH W, NgH W, ° ) y
s €J' s

L = I(MnW, NΓ\ W, c ) , respectivamente (cf. 2.1 (b)) ; aquí* ceW =

•Ms-NS,(MS-Ns)nw , , .M-N, (M-N)/Ί W i · *
J 69 ( Cg) , cw = j (c) y J’ es el conjunto

(finito) de los s € J tal que Ni A W / 0 .

Según 3.1,



57

D a t- ■ -^ a 5----- ‘ M-N, (M-N)HW . ,.S , ltPor definición de /4 , cw = /____ , J r o i¿ (j (cg) ) , y
s € J' 

obtenemos la igualdad I, = I^ buscada pues entonces c·^ =

/ i ,„ o js" ( c ... ) , como se deduce de la conmutatividad de : 
s €J'

(cf. I, B, 5.2).

3. 3. - Corolario : Sean N C, Ms conjuntos semianalñicos cerrados de 

X tales que dim Na ■< dim M_ = p y c C Η_(Μς-Ν ;R) ( s = 1, 2).

Sea M = M1Um2, « = ^1/ ^, c^ = iM _N M_N o jMs-NS) Ms-N (cs) 

€H (M-N;R) y c = + c’ .. Entonces
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C.- TEOREMA DE STOKES .

1. - Preliminares sobre descomposiciones normales.

En este párrafo introducimos una pequeña modificación en las descomposi­

ciones normales, que nos será útil para la demostración del teorema de Stokes. 

Utilizamos constantemente las definiciones y notaciones de ( I, A).

Sea SN' = ( Η, (χΊ . . . x. ; x,) : 0 ■$ k <h <n ) un sistema normal' h 1 k h

en Rn centrado en Ó € Rn , ysea Q = (■ |x.| < d. : i - 1 n ) un entorno 

normal respecto de SN . Para un p fijo, 0 <p<n, definamos (cf. I,A, 2. 5):

Si p = n , definimos Wn = Wn = (x€Q: ΗΠ 0 , ΗΠ 0 ). 
n > n ' ’ n-1

Sean W"P = y nWP = las descomposiciones de WP

y pWP en sus componentes conexas. Los conjuntos LP serán llamados 

"miembros modificados" (en dimensión p ) de SN . Capa LP es un subcon- 

junto abierto de alguna componente conexa [^ de V , luego es una subva­

riedad analítica de dimensión p ( y un ω njunto semianalítico ) de Rn. Además, 

si SN es compatible con un conjunto A C Rn» también lo es la familia 

LP_ ( € = ).

Supongamos SN compatible con un conjuunto semianalítico Ni de Rn 

P i
tal que dim M = p . Entonces M = M /^ ( Ü V ) = Μ Π WP +

0
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-2 P-1

+ Μ Π ( ν"/Ί ( ΗΡ / Ο ) + U V1 l.'Elóltimo término es un conjunto semi- 
P θ P-l .

analítico de dimensión <p, ya que θ V1 lo es, y que Vp es una varié

dad analítica de dimensión p tal que el polinomio . .H^j no se anula idéntica­

mente sobre ninguna de sus componentes conexas.

También, L·^ es un conjunto semianalítico de dimensión p de Rn 

(cf. I, A, 1) y i Tp = lL - LP C Μ - (Μ /Ί WP).

Notemos :

Γρ -1
, del sistema normal SN cumple Η Η P

^ρ^Ι pl Ff 1 ) € SN , ( I, A, 2.5). Aquí los n-l^i^ ^ son ^as comP°“

nentes conexas de p¿Vp“ = ( (χχ . . . xp-1) : Ηρ4 (xj , . . xp 2 J Χρ-1 ) / θ)

Para cada , P;P \ sean f. : Ί $ ^ -------------* R ( 0 < s < 1. ,
p-l i s p-l ’i i

i * \ Π P“11-^1) las funciones analíticas cuyos gráficos en Q son los | ^ =

p Γ$* p taies que ^ p-i ( Q p b = -1 ^ P 1 , numeradas de manera que
P P p s p ^

f. f. ( 0 <s ), Definamos f. n = rd y f. , = + d sobrei, s i, S + 1 ' x i i, 0 p 7 i, 1¡ p

p-l ’ i’

Ahora podemos enunciar la siguiente

1. 1. - Proposición : (a) - Supongamos 0 ’< p ^ n . Cada cumple
P *

P r P ”1^ p-l < pL <r > ~ p-l »i para algún i, y. entonces L^ = ( (x} . . . xp)

^Q : i) ^ < f· . i (xi . . .x i para algún sp i, s ' i p-l' x p x i, s + 1 ' 1 p-l ' " r &

( θ ^ s ¿ 1¿ )· En ese caso :
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i) Γ P-1U L-U ΓΤ1 si o < β < β+1 < 1. 
' p' s s + 1 1

pL<r^p CP" si 0 = s < s+1 < ^

iü) pLg. si 0 = s = 1. - 1

(b) - Supongamos 0 <fp<n . Entonces cada L^ cumple ir (L^) - 

_ p x-\ p — 2 j
pL·^ para algún cr ; en ese caso 1^ L^ ( ) ( H^ χ ' θ es un homeomor

fismo sobre pLv. H( Hp-1 / 0 > · Ϊ Kp | Lr es un isomorfismo analítico 

sobre .p

(c) - Para cada I ,

según ΎΓ (L^j = L_ verifique las alternativas i), ii) ó iii) en (a); 
r * p v

np-l p p-1 πΡ"1 ΓΡ’Ι
si vale i), entonces ΤΓ ( I )= | y lt ( Λ )= ,, I

p' ' p 1 s 7 P P s+1

si vale ii), entonces ^pífs > = p ^s ’ en cua^er caso las aplica-

ΓΡ"1 son isomorfismos analíticos .
ir

Demostración : (a) - Si x’ = (x* . . . xp € pW^, entonces rP ^(x! )

€ p-l^P” = Qp-l " ( Hp~i = 0) J supongamos que T^ ^ (x’) pertenece a la 

। p —1 tcomponente conexa ^ de ^V^ . Entonces existe s (0<s<l.)

tal que f. (x{ . . . x’ Ί) < x’ / f. _ . i (xj . . . x’ , Por lo dicho antes i, s ' 1 p-1' p i, s+1 ' 1 p-1 '

de 1.1 es fácil ver que la componente conexa pL^ de x* en pW^ es
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( (X1 ... xp) € Qp : f, S(X1 ... Xp.j) < xp < f^ e+1(x1 ... Xp^) ) y que

< PLo-> = ρ-ΐΠ15'1· Pero entonces ^f) ^/Ί( H^J/ 0) = 

fi, s( p-l^'1* Ά^^Α, s+1 < p-lG^’1) ’ lo 1ue impiica (a) .

Para probar (b) , usaremos algunos lemas :

1. 2. - Lema : Sea M * ( x €Q : H^ , = · · · = H^ = 0 ) ; entonces 
---------- p ' p+1 n

ΤΓ M : M -----------> es propia (*)  .
P P p P

Demostración : Si K C Q^ es compacto, entonces K es cerrado en 

On y A (K)f^Q es cerrado, luego compacto; entonces ΊΤ \κ) /^ M 
r P P P

βΰ es compacto. Como ΤΓ ^(K) O TfA - Qp) = ^p1 (Κ/Ί(Ωρ - Qp) ) 

= 0 y M A (Q - 'trn1(Q„ - Q„) ) = 0 (según I, A, 2 (c) ), resulta
p P P P

ΊΤ 1 (K)/^ M_ = ΤΓ \κ) Π Μ /Ί Q = compacto, como buscamos, 
p p p p

1. 3. - Lema : Sean X e Y espacios topológicos separados, sea 

f : X > Y una aplicación continua, sea F CZY un cerrado y Z = 

f 1 (F) . Si f es abierta (o propia ) entonces f X - Z  :—> Y - F es 

abierta ( o propia )

1. 4. - Berna : TT I NI <Ί ( hP-1 / o )-------- > Q β ( H?’1 / 0 ) es
r I p μ P P

propia.

1. 5. - Lema : ΊΤ V ---------- > pVH es abierta y propia .

(*)
esto es, la imagen inversa por p Mp de todo compacto es compacta.
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Demostración : Según ( I, A, 2(a) ), V^ es un subespacio (cerrado) de 

Mp ΛΊ ( H^ 2 ^ θ ’ ’ entonces, por 1. 4, TT^ j yP ------------ > pVP = Qp

( HP-1 / 0 ) es propia. También es abierta pues, según (I, A, 2.3 y 2.5), 

VP es unión de gráficos de funciones analíticas cuyos dominios son las compo­

nentes conexas de yP. 
P

Prosigamos la demostración de 1.1 . Por 1. 3 y 1. 5 se deduce que 

T^p W^ ------------ > pW^ es abierta y propia; por lo tanto, tt^ aplica toda

componente conexa L^ de wP exactamente sobre alguna componente conexa 

de WP. Supongamos ΤΓ ( L^) = . Se verifica L C
Η Η P P p
ΤΓ ( lJ H ( hP'2 / 0 ) ) C pL H ( HP"2 X 0 ). Como 1? C VPC M 

L Π ( rP'j 0 ) es un subconjunto cerrado de Mp /^ ( hP”^ / 0 ) ; como 

/ θ) -------------- * Qn ^ ( Hn 1 / θ ) es propia, resulta
P P p-1 P P"1

πη ( ^ ^ ( Hní? / ° ) cerrado en Q ή ( H^ ? / 0 ), luego igual a 
r L r v P ■*·

— n P“2 / I n_L_ f] ( Η ί / 0 ), que es lo buscado. Además, IT LP es un isomorfis- p — P p I

mo analítico ya que L^ es un subconjunto abierto de algún ^P, y Ή' [^ 

es un isomorfismo analítico (cf. I, A, 2. 3 ) . 

— P D - 2 /
Para ver que ^p t ^p 1 / θ ) es un homeomorfismo sobre

L^. Γ)( hP\ ^ 0 ) basta probar que es inyectiva, ya que es continua y pro- 
P * P"·1·

I P pía. TT L x es trivialmente inyectiva; supongamos que existe y1 €

(^ - pLr) fl ( Hj;2 / 0 ) tal que TT'1 (y') /Ί ίτ = y1 (i = l...s) 

con s > 1 . Sean U1 = U^ x U^.p entornos dis j untos de los puntos y1 . 

Probemosque existe un entorno U’ de y’ en Q tal que LP Πκ“\υ’) 
P p "^ p P

C" U Ui ί de lo contrario existiría una sucesión U ( n € Z) de en- 
i 1 p, n ' '
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tornos de y’ en Q que tiende a y’, y una sucesión de puntos y €

( TT \u n) /^ LP ) - Uu^ ; entonces la sucesión (relativamente compacta) 

i
y tendría un punto de acumuladón y € ^ "(y')/| L^ distinto de los y1 

η r

( i = 1 . . . s ) , lo que es absurdo. Entonces existe tal U’ . 
P

Ahora bien, es fácil ver que, de acuerdo con la descripción (a) de pL^ ,

existe un entorno U” de y’ en Qn tal que U" C^U’ Y U"Gp y P p 7 P P r
es conexo. Entonces ΊΓΓ ^ (U” H L^) es un conjunto conexo incluido en

p p P
U U| , luego incluido en un U· . Esto implica y1 ^ LP si i ^i , lo 
i °

que es absurdo. La parte (b) queda demostrada.

(c). - Consideremos una componente LP de wP tal que L^ =
Γ

Trp(LP) verifica Qp A^n^;2 / 0) = ρΓ/"Ό^ Up Γ^ '

Por (b), L' = ( TT L^nCH?·?/ O))’1 ( Γ/·1) y L" =

( ΤΓ L_ O ( ? / 0 ) )"1 ( ηΠ+1 ) son conjuntos conexos de Q A

n L^ A ( HP'2 / 0 ) , L'/Al” = 0 y Q A L^ A ( H^"2 / 0 V - L? = 
l p 1 p i

L'UL". Como LP es una componente conexa de vpA ( hP;2 / o), se verifi 

ca Q/1 L^ A (HP'2 / 0) - LP Q Q C\ ( V P- Vp) H (HP’^ / 0) C VP-1 (por I,

A, 2. 2); por lo tanto, si x €L’ , entonces x € (^ para algún °( y x £ 

|0 que cerrado en Q f|(HH / 0) (cf. I, A, 2.2). Por lo tanto existe un.
p/o< P' A z-rP·1
entorno U de x en Q tal que L’í 1U C |^ , lo que implica, por la

Cp-1

z nP"^ ΠΡ"!
Según (I, A, 2.5), TTD( L ) = n'o<, para algún o(' ; como L* O

ΓΡ"^· Π1 P“1 r—ip-l [—i n-1 i—tD-1
I* y ΤΓ ( L’ ) = , resulta I = , = ( L ) ; enton-

3 ”p' p < p’s P °< P ^
ces, como TTp Q^ ^ es inyectivo, resulta L* = ^'^ análogamente se prue- 

r~—i P “"l
ba L” = | . La alternativa (ii) se demuestra de manera similar. O.Q.D.
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2, - El teorema de Stokes. Ahora podemos probar el principal resultado de 

esta sección :

2rl. - Teorema : Sea X una variedad analítica real de dimensión n , 

con base numerable de abiertos . Sean N C ^ conjuntos semianaliticos cerra­

dos de X , tales que dim N ^dim M = p , O^p^n. Entonces el diagrama 

siguiente es conmutativo (*)

Aquí*  b es el homomorfismo borde del espacio de corrientes D^(X) y 

^M N está definido en la sucesión exacta de homología

correspondiene al par N C M . (**)

Demostración : Fijemos c € H (M-N;R) . Se debe probar bI(M, N, c) = 
P

^^*  ^M N^0) ) * $ea x^^· Utilizando de la manera usual particiones de la

unidad sobre X , se vé que basta probar la igualdad de las dos últimas corrien-

' ' Los homomorfismos I(M,N) y I(N) = I(N, 0 ) fueron definidos en (A, 2.1).
Se conviene I(N) = 0 si dim N < p-1.

(**) El caso particular de este teorema correspondiente a N = ^M ha sido anun 
ciado en ( 7 ).
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tes sobre un entorno con veniente de x · Sea g : U _______ > g(U) CZ Rn »

x€U, un mapa coordenado de X centrado en x (o sea, g(x) = 0 €Rn ) · En- 

tonces g(MAU), g( ^M A U) = ¿(g(MAU)) y g(NAü) son conjuntos st^ 

mianaliticos en g(U) . Según (A, 1. 2) existen mapas x = (x® . .. χβ) , s = 

Ι.,.ΐρ^), en O'( g(M Au), g( ¿M AU), g(N A U) ) , si p < n , o en 

O'( g( ^M Πυ), g(N Π U) ), si p = n , tales que la familia As =

(Xp = . . . = x® = 0 ) , s = 1 . . . ( ^ ) , de subespacios vectoriales de dimension

p de Rn . es regular.

Para cada s = 1 . . . ( p_|) , sea SNg un sistema normal según el mapa 

xs compatible con g(MA U) , g( ^M AU) y g(NH U) , si p < n , o 

compatible con g( ^M Au) y g(Nn u), si p = n . Sean Qs entornos 

normales respecto de los sitemas SN . Sea Q = O ( Qs : s = 1 ... (^i) ) 

y W = g \q) . Entonces probaremos bI(M, N, c) W = I(N, M(c) ) W, 

y con esto el teorema.

Según (A, 2.1(b)) se cumple bI(M,N,c)|w = bI(MA W, NA W. c ) , 

donde Cw = jM-N, (M-N)Aw(c) y I(N> ^M N<c) ) | W =

I(NAW, j o ¿ (c) ) . Como j o o =

^MflW, Nnw O jM’N>(M-N)nW (cf. If B> 5. 2 ) , se debe probar :

(2.2) bI(MAW,NAW,cw)= I(NAW, ¿ M n w> N n W<c W> *

donde cw €Hp( (M-N)AW;R) y ζηψ_Νην : Hp( (M-N) ñW ; R) 

---------------- ► H i(NAW;R). Notemos M' = g(MAW) y Ν' = g(NAW) , ' 

conjuntos semianalíticos en Q . Sea c' = gp(c^) < donde
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gD : Η ( (M-N)OW;R)---------------- > Η (Mr - Ν*;R) es el isomorfismo inducidor p p
por g|(M-N)nw ------------ > M'-N' , y sea t' = g^ ( ^m Π W, N A W^CW^ ’

donde gp„i : H i(NñW;R)------------ > Hp^N'íR) es el isomorfismo inducido por

g NñW __________ ^ Ν’ · Relaciones de conmutatividad evidentes (cf. I, B, 7))

aseguran que t1 = ^( ^,( c’) . Por lo tanto, el isomorfismo g W ----------->

Q transforma los miembros de (2.2) en ΜΙΜ’,Ν’,ο) y I(N’, ^t j^Jc’)), 

respectivamente, y el teorema se reduce a probar la igualdad :

(2. 3)

donde c’€ Hp(M!-Ν’;R) , t’ = ^( ^(c1) y i^( j^j está definido en la

sucesión exacta

Se observa que ,Mf = g(MñU)nQ , ^M’ = ^g(M^U)Í^Q y N’ =

g(NΠυ) O Q son conjuntos se mi analytic os cerrados en Q .

Fijemos un sistema normal SN , de los ya elegidos, y su entorno normal 

Q . En los lemas siguientes no consideraremos los otros sistemas normales, 

por lo que suprimiremos el subíndice s de todas las notaciones.

. Gomo la descomposición Q = I.J asociada a SN es compatible 
k,X

con M' , ¿M' , y N’ , lo mismo sucede con la familia LP ( τ = ...)

de miembros modificados (en dimensión p ) de SN (cf. η. 1 ) . Por lo tanto, 

si L^ GI M’ , entonces L^ C Μ* - (Ν’ \J ¿M’) , ya que dim (Ν’ U ¿M1) 

< dim Ι,Ρ , y se tiene M = U(LP : LP CM1 ) = M AWP C M'-N' .
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2.4. - Lema : Sea J = ( τ : LP C M' ) . Entonces

Demostración : Sea Ν’ = Μ1 - (M’ ñW?) - M- U( : ^€1); 

según el número 1 y lo dicho anteriormente, N1 U oM' Γ~ Ν' y dim N¿ 

<p. Por (II, A, 3.1), I(M',N',c') = I(M',N¿, c¿) , donde c¿ = 

jM'-N'.M'-N^ ( c' ) e H (Mi.Nt;R¡ .

Además, ( L^ : τ 6 J ) es la familia de las componentes conexas de 

M' - N¿ = M'f) Wp; Por lo tanto ¿L^ = ΐξ - Lp C N¿ y L^ es 

cerrado en Μ' - Ν' para todo T G J . Además, c' = 

5 ( i n ° j^ -Ν- ^τ ( el ) : τ G J ) , donde . i_ _ :
L------ - LP,M'-N¿ ° ■ LP, M'-N^

H ( LP ;R) --------------»H(M'-N';R), j ° ^ - H (M'-N¿;R) ---------------- »
Γ Γ υ Γ

H ( LP ;R) , Entonces, por ( II, A, 3.2), se cumple I(M’,N’ , c1) - = pe O O

EZUfLÍ. ilP , jM'·^,^ (C^) ) : XGJ); como jM''Νθ. L^ (c-) 

_ .M'-N¿,L^ .Μ'-Ν',Μ'-Ν' ,. .Μ'-Ν',1Λ ín k( i
- J T o j ° (c’) = j (c‘) = cx , obtenemos lo

buscado.

2,5. - Lema : Sea M* = U( LP : τ G J ) ; sea . J1 = (h ¡Γ^ ^Ν) 

C JQ = ( h : I ^ C M ). Entonces :
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donde t. = G o "ϊχ|, M* ^c,j v o Of;^ definido en Ja sucesión exac- 

ta de homología asociada a”, ^ar ΓΊ £21 ΜΛ Ο Γ^

(2.6)>H p(Mí;Urhp·1)

Demostración : Primero, la sucesión 2, ó está definida, ya que, para ca­

da h €JO , M^ es abierto en M^U Γ^ , porque M^ £3 ^^ y

I h ’ 'h V · Entonces, como SN es compatible con Ν' ,
° p-1 p-2

se deduce Ν' = ^ < I h : h S J ) + Ν' β ( (J V1 ) , donde
O

dim (ΝιΠ( IJ V1) ) ^ o-Ι y ¿Γ\ = I ^ - I CN'ñfUV1)
o n o

( h €jp . Pero entonces, aplicando ( II, A, 3. 2 ) y razonando como en elfin 

del lema anterior, deck'cirnos :

(2.7)

donde th = jN'· Γ# 1 ( d^^fc1)) €H (("*/ ;R) (hGJj. Se observa 

que J^ / / si y sólo si dim Ν’ = p-1 ; si J^ = 0 , ambos miembros en 

2. 7 son nulos ; si ^ / (^ , ' ^ es un subconjunto abierto de Ν' para 

cada h € J , ya que por la compatibilidad de SN con ^N1 se deduce 

nP··^ k
1 h ^ N’ ’ O N' .

Probemos que los segundos miembros de 2.6 y 2.7 son iguales, Bas 

ta ver que i) h € j θ " ^ i ί Hca t, = O ; ii) h €Jj implica th = t ;

i) Si hGJo-J1( N^UC^ es un subconjunto abierto de Μ' - N1.

En efecto, M, , ) = (M, . p/'1) β (Μ· - M ) =
■ n
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= (Μ1 - Ρ \ η (νρ η (Η"’2 = υ> + Uvi)= A. + A, (cf. n.l);

aquí· Α2 = (Μ· - rhP-1) η ( Ü vb = U( Ck : 1^ k C Μ' ■ Th ,

k ^ p-1 ) y, como Γ - Γ C VJ V1 , A_ = Á ; Por otra parte,

sea x €A - A, ( A = (M* - ) A (Vp Q (Hp" = 0 )) ; necesariamente
1 1 1 n p-1

rp4 d-2 / pp-1
x€M' , luego x €W - | , , ya que Ηϊ , / 0 sobre I ; entonces

-2 p—2
x JÉ A implica x € ( VP A (H^ = 0 ) ) - yP A (H^ ^ = 0) Q V1 , lo que

o
prueba Aj - Aj C A^ · Entonces A^ + A^ es un conjunto cerrado en M\

M λ^Γβ es un abierto en M’ y, finalmente, un abierto en M' - Ν' ,
„ \ .Μ^υΓΛ Mu .Μ'-Ν',ΜψυΓ^-1 ,
Pero entonces t_ = o o i '· o j “ (c1) = 0 ,h n "

ii) Supongamos h€J^ ; entonces I ^ C Ν’ . La conmutatividad del 

diagrama siguiente, obtenido considerando el par N’ CM' y el subespacio 

abierto U = M^| C M* (cf. I, B, 5.2) :

asegura t = t , para todo h€Ji, Esto demuestra 2.5 .

2. 8. - Lema : Para cada L^ ( T G J ) y cada forma a €Dp ^(Q) del 

tipo a(x) = aQ(x) dx^ A , A dXp^i (donde x = (xj . . · xn) es el mapa coor­

denado de Rn fijado en la página 66 ) , se cumple :
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(2.9) bl( LXP , ÍLP c) (a) =£^J ^ G^'t ^V ' V (a) : h € Jo > · 

donde c GH ( L^ ;R) y t^ = ^(c) €Ηρβ|(Γ|^ ;R) está definido mediante 

la sucesión exacta de homología :

Demostración : Se observa que la sucesión exacta está definida, ya que

' h C U^1 · conjunto que es disjunto con , lo que implica que I ^ 
°

es cerrado en L? ^ · h para todo l €J y . h €JO, 

Consideremos primero el caso Ó ^ p ^n, Fijemos un L^ con x GJ.

p P“1 p P“1 — p
Todo I h ( h € Jo ) tal que I ^ η ς = ^ es una componente conexa 

de L^ (J Γ^ , y por lo tanto ^τ h = θ · Ahora bien, la familia de los Γ^

-p . . rp_1
que intersecan L^ coincide con la de los I ^ que intersecan
”P n p-2 2 p P"^
L^ A ( HP-1 / °) · ya que H^’j / 0 sobre cada I ^ , y ya sabemos

que L P Π (HP"Í / 0 ) verifica las altern ativas (i), (ii) o (iii) de la pro- 

posición 1.1 del η. 1 .’

Supongamos Lx O (H^ / 0) = l£ (J I ^ con o( €Jq. Entonces 

(2.9) se reduce a :

(2.10)

p-1
donde t^ = ^(c) .. De acuerdo con 1.1 (c) , sean Lq. G y Γ|

Ir—» P“1
Lx U L( es un homeomorfismo so­

bre y que , IT I y ΤΓ son isomorfismos analfti-
p cr p i z p I x 7 p 1 o(

Π p-1 mi r—»p-1 -1
eos sobre ^L^ y pl । , respectivamente. Sea g = (IT L^ U l^ )



71

el homeomorfismo inverso. Supongamos que pLT = ( (xj ... Xp) €Qp : 

p-1
(xr·· xp-l)ep-l 1 y ■dp<xp<í(xl·" Vi”' donde f : p-r i 

π P-1
------ >R es analítica y su gráfico en Q^ es pl £

Según (A, 2.5.8 ) , se cumple I( QP , ^P \ t* ) (a) = J j a C

p 1
y I( L^, ^LP , c) (da) = j da | LP . Como TTp LP y Γρ | C

( lrp-x
son isomorfismos analíticos, se concluye J ^ a|lo( =

J p-1 (Jr^ )(a|C ) y |dpaL= 5 d(TTp|LP)(a|LP),

p ’ i , t| L? , C pL(T , c<r
p-1 p-1 1 p-1

donde ti= ( TTp | Q >p-l'< t« >> <πρ^ >p_i : Hp-1< Q :R> ---------*

r p4Hp-1< p» i ;R) y = ^pPx’pW’ ^pl^V Hp<L?:R>--------->

H ( Lg. ;R) ; como g es un homeomorfismo, t. = o (c ) , donde es el

homomorfismo definido en la sucesión exacta:

Las formas C°° ( ir L^ )*(a) y (Τ’ ζ )* (a) son las re scriecio
p 1 P

p-i
nes sobre Lr y P , respectivamente, de ao(g) dx Λ .. . Λ dx ί = 

p p 1 1 v

a(’g(xi · · · x ) ) dx, Λ . . . Λ dx , , forma continua sobre U . ya que 
' 6 1 p 1 p-1 ’ p cr p i 7

p-1 p-1
g : L^UpH -------- * LPUP es un homeomorfismo. Además,

ó ( ^n I L? )* (a) ~ -i—— dx A dx, Λ A dx 1 , y entonces, si c — =

Xr® eo” donde ^€R y e^ € H^f^L^ ;Z) es un generador, se verifica:
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(2. Η)

donde e^ €Hp( pL^ ;Z) es el generador definido por el mapa (Xp, Xp.. Xp-P 

de R.P y donde f = +1 ó - 1 según = e’ ó e _ = - e*

Para cada (x^ . . . xp_} ) ^ p¿ · ¡ , se cumple :

ya que g es continua sobre ( (x^ ,,. x _p u) : -d < u ^ f (x^ . . . x j) ) 
P p P .

y analítica sobre ( (x^ . . . x , u ) : - d < u ^ f(x . . . x ,) ) y que a €
P t p

DO(Q) ; entonces, integrando parcialmente en el último término de (2. 11) res­

pecto x , se obtiene (cf. (19), III, 19 ) :

(2.12) f^ d(TTp|LP)*(a) = V] pp-1 a(g(xx ... χρ_χ, ί(χχ ... xp-1) )).

P ’>,C P¿i 'eD-l Λ A
P . dx Λ . . . dx , ,

1 p-1

donde e , GH ,( , . ;Z) es la clase fundamental canónica de ,1.p-1 p-Γ p-1 i ' p-1 i
C RP·1 (cf. I, B) . A su turno, la última integral es igual a:

p
donde e’ €Hp_j( pl · ;Z) es la clase fundamental definida por el mapa
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de ΓΡ'1 (cf. I, B, 13 ).

P Í
Por lo tanto, debemos probar la igualdad de las corrientes V) pn-1

p'i , Ce'

y J r P-1 · Si Co = ^H er ’ tenemos t. = ^ _ρ.! (C(r ) =

p’i , t. P ’p'i

\® <M ecr ) <cí- ^ B’ 10> ’ donde ^1 : Ho< nLT ’Z>  ► ^JoG' ? =Z) :

por consiguiente, basta probar Ee' = ^ (e^ ) , ó e* = ^ ( £ er ) , donde 

^ ecr “ er ·

Mediante un homeomorfismo conveniente, el problema se reduce al siguiente:

2.13. - Berna : Sea U abierto en R = ( (0, χΊ . . . x . ) ) C ; sea ---------- 1 p—±

e* €Hp( R^ x U;Z) la clase fundamental canónica de R^ x U (cf. notación

de I, B, 13 ) . Entonces ^ ( e^ ) = e’ Ί , donde ^ está definido en la suce- 
p

sión exacta de homología :

y e’ , es la clase fundamental canónica de U .

La demostración es inmediata. Basta restringir { I, B, 13. 1 ) sobre 

R^ x U para el caso n = p .

2.14. - Lema : Para cada forma a €Dp^(Q) del tipo a(x) = 

aQ(x) dx^ Λ . . . Λ dXp-i , donde x = (x^ . . . x^ ) es un mapa de la familia 

s nx ( s = 1 . . . (p¿ ), se cumple :
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Demostración : Por 2.4 y 2.8 se cumple :

donde cx = jM'-N''L?(c') SH^L^R), 1^Η = ξΗ( cx ) = ¿ ^.^cj

Vl’^ W> ^ = Π txh : τ € J ) €K (.r^ ;R). Según 2.5 , sólo ha­

ce falta probar t^1 = t, para todo h € Jo ; aquí” t^ = O^ ( jM'-Ν', M^^i) ,

= “Μ*, Γ^ · Esto se deduce de la conmutatividad del diagrama siguien-

te (cf. I, B, 5.2 y 6.1 ) :

Ahora podemos concluir la demostración del teorema. Consideremos los ma­

pas xs = (xj · · · x^) definidos al principio. La familia de los subespacios
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s πA ( s = 1 . . . ( p„i) ) es regular y por lo tanto, según (A, 1) , la familia de 

las (p-1) - formas asociadas w(As) (s = 1 . . . (^4) ) es una base para el es­

pacio de las formas en A (Rn) con coeficientes constantes (respecto del ma­

pa canónico de Rn). Con se cusí te mente, cada forma a CDp-^Q) puede es­

cribirse :

donde a (x) CD (Q) es una combinación lineal con coeficinntes reales de los 

coeficientes a^ . . Para cada s = 1 . . . (p^) , w(AS) se expresa,

según el mapa xs , como w(AS) = dx^ Λ . . . Λ dxpw| (cf. A, 1 ) . Por lo

tanto, el lema 2.13 es aplicable a cada termino a (x). w(A ) , y obtenemos : s

para toda a € D^ ^(Q) . CQD.

2. 14. - Corolario : En las condiciones del teorema 2.1 , I(M, N, c) es 

cerrada si y sólo si c € j^* M-N h (M;R) ) . En particular, I(M,N, c) es 

siempre cerrada si Hp_j(N;R) = 0 , lo que se verifica, en especial, cuando 

dim N < p-1 .

Demostración ; Basta tener en cuenta, en el diagrama de 2. 1 , que I(N) 

es un monomorfismo y que la sucesión de homología :

es exacta.
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2.15. * Corolario : La corriente asociada por P. Le long en (11) a un con­

junto analítico complejo M de dimensión (compleja ) p es cerrada (cf. A, 

2.5. 2 ).

2.16, - Corolario : En las condiciones del teorema 2.1 , sea O una fa­

milia de soportes en M y sean 0> = ÍD | N = | A € ,0) : A C N ) y © ” =

© A (M-N) = ( AA(M-N) : ACO) las familias de soportes en N y 

M-N , respectivamente, inducidas por ©. Entonces el diagrama siguiente es 

conmutativo :

Demostración : Los homomorfismos horizontales fueron definidos en

( II, A, 2. 6) . El homomorfismo de conexión O para familias de so-

portes cualesquiera está definido en (2), 7.10 (#). El corolario es entonces 

consecuencia inmediata de la definición dada en ( II, A, 2. 6 ) , del teorema 

2.1 y de la conmutatividad del diagrama siguiente, que puede probarse utili­

zando consideraciones incluidas en (2), 7. 10 :

(v) con una errata : en lugar de fl)|U debe ir ©Au.
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Aquílos homomorfismos horizontales son los de ’’agrandamiento de soporte” .

2, 17. - Observaciones : 1. Si dim N < p-1 , se puede probar que

I (Μ, N, c) es cerrada por el método que P. Belong utilizó' en (11) , sin recu­

rrir al teorema deStokes. Esto ha sido esbozado en (8).

2. Si M es un simple geométrico orientado de dimensión p (no dege­

nerado ) en un espacio afín, I(M, á M, c) coincide con la integración usual so­

bre M , donde c €H (M- ^M;R) es el generador definido por la orientación 
Γ

de M (identificando la homología de Borel-Moore con la homología poliedral; 

cf. (1), 5 ). Entonces es fácil ver que 2.1 se reduce al teorema de Stokes 

clásico, como enunciado, por ejemplo, en (16), n. 6) .

3. - Aplicaciones.

3.1. - Sean X., variedades diferenciables de clase C°°, de dimensio-, 

nes n. ( i = 1 , 2 ) . Sean X = Xj x X^ la variedad producto y q^ : X 

-----^ X· (i = 1 , 2 ) las proyecciones. Sean q?c : D(XJ-------» A(X¿) los co­

rrespondientes homomorfismos inducidos y sea q* = q* A q^ ; D(Xj)SD(X2) 

-------> D(X), a^ 09 a^_______ * Qf(^) A q* (a¿) . Se sabe que q* es un iso- 

morfismo de espacio vectorial topológico, si se considera D(X|)HD(X2) muni-
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do de su topología tensorial inductiva, que q*( D(Xp IS D(X2) ) ee denso en

D(X) y Que q* se extiende a un isomorfismo q : D(X|) IS D(X2)---------->

D(X) , del completado de DfXJ IS D(X2) sobre D(X) (cf. ((7), cap. I, n. 3) , 

(10) y (17) ). Entonces existe un tínico isomorfismo S : E^Xp 13 D^(X^) 

-------> D» ± (X) , ΤΊ 13-------- -------- T, , tal que : p^ + p^ 1 2 12 1 ¿

q*(ap Λ q*(a2) -------- > TPaP · Tz(az) * para todo par ai eD<xJ (i = 1, 2)·

3. 2. - Proposición : Sean N^ C M^ conjuntos semianalíticos cerra­

dos en la variedad analítica real X. , tales que dim N. < dim M| = P| ^ 

dim X^ = m ( i = 1 , 2 ). Entonces N = (M^ x N2)U (N^ x M2) y MjxM^ 

son conjuntos semianalíticos en X^ x X2 , dim N ^ dim (M^ x M^) y el dia­

grama siguiente es conmutativo (cf. I, B, 12) :

Demostración : Se observa que M^ x M^ = (M^xX^) Π (X^xM^) es evi­

dentemente semianalítico en Xj xX2 y que dim (M^ x M^) = Pj + P2 . Esto

tíltimo se prueba por inducción sobre dim (M^ x M^) , utilizando la descompo­

sición M. = M^(J ^ M. de M en su parte regular y singular (cf. I, 
i 1 i i

A, 1.2 )-

Sea C|€H (M.-N.;R) ( i = 1 , 2 ) . Basta demostrar que S =

I(Mp Np Cj) 131(M£, N£, c^) y T = I(M|X M^, N, c^xc^ ) coinciden sobre
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toda forma del tipo a* Λ a* , a* = q*(a.) , a. € (X·) .
1 2 i i i i P¿ 1

Según ( B, 2.1) , I(M^, Np cp , ^Μ^,Ν^,ο^) y T satisfacen la condi­

ción Cp , Cp£ * ^ Cp^ + pz sobre X^ , X^ y X^x X^ » respectivamen 

te. Probemos que S satisface C . _ sobre X . Procediendo loe almen-
P1 + P2 

te, basta probar que, si S. € D’(Rni) satisfacen C sobre Rni, entonces 
i Pi

Si SS satisface sobre Rn^ ^ n2 . Pero esto es evidente, sí se con-
12 Pl +P2

nl sideran solamente formas del conjunto q* ( D(R ) 53 D(R ¿) ), denso en

D(Rni x Rn2).

Sea Ν' = NU( ^M^) x M2) IJ (Mj x ¿M_) . Entonces dim Ν' < p.+p^ 

y por ( I, B, 5.4) y (I, B, 4.2) S y T son las extensiones simples sobre 

X de S | X - Ν’ y T¡X - Ν’ . Basta probar entonces que las últimas co­

rrientes coinciden. Se observa que, si (x, y) 6 Μι x Μ - Ν’ , entonces x 

( y ) es un punto p^-regular ( p£-regular ) de M^ (de M^) ·

Sean ψ : U — 4 Rnl , ψ : V > Rn2 mapas coordenados C°° de

X| y X^ tales que U x V C M^ x M2 - N! y que ^ (υΠΜρ =

( (x, ... X 0... 0) ) = RP1 c Rni , ^ (V ΠΜ2) = ( (y, ... yp_, 0 ... 0) )

= RP2 C r"2 .

Sean c! = ( UAM.)p. o j 1 1 (c^) € Hp ( RP1;R) . Probemos

que S U x V = I A y que T U x V =
Xnu, j(C1> jm2av, j(c2)

|* son iguales o, equivalentemente, que

(Μ1χΜ2)Π (U X V), j(cj X c2)

I 53 y 1 , corrientes en
RP1, c’ R^, c’ R^ x Rp2, c{ x cL

^Pl+p2(Rnl x ^^ imágenes por ^χψ de S | UxV y T I UxV , son igua-
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les. Supongamos c! = ^ H e^ , donde e^ €Hp (R^;Z) es una clase funda- 

mental de RH1 ( i = 1 , 2 ) . Consideremos formas a^ CDp.(R x) . Entonces

y los últimos miembros son iguales. Esto se deduce de propiedades conocidas 

de la integración eudídea (cf. (17), III, 19 ) y de que la orientación (algebraica) 

definida por e^ x 62 sobre R^ x R^ es la suma de las orientaciones defi­

nidas por e, y e? (cf. I, B, 13.3 ).

3.3. - Corolario : En las condiciones de la proposición anterior, sea 

θί= ^Μ· Ν· definido por la sucesión exacta :

Entonces, dados elementos c. GH (M¿ - N.;R) , se cumple 
1 Pj 1

Demostración : En general, si S. G D’ (X.) ( i = 1 , 2 ) , entonces
1 Pi 1

b ( S| S S2) = (bjSj) Si S2 + ( -1)^ Sj ® b2S£ » donde b| es el homomor -
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fismo borde en D’(X.) (cf. (17)) . Entonces, según 2,1 ,

CQD.

Según 2,14 , si Ni es semianalítico cerrado de dimensión p en X , 

entonces I(M,c) es una corriente cerrada para toda clase c €Hp(M;R) . 

Sea ^M X * Hp(M;R) ____ > Hp(D’(X)) el homomorfismo de Hp(M;R) en

el grupo de homología de las corrientes sobre X inducido por I(M) .

3.4. - Proposición : Sea X una variedad analítica real orientable de di­

mensión n. Sea 9 (X) : H (X;R) ____ χ H (D’(X)) el isomorfismo definido 

en ( I, C, 8) . Sea Ni un sub conjunto semianalítico cerrado de dimensión 

p de X . Entonces el siguiente diagrama es conmutativo (*) :

(3.5)

Demostración : Sea ¿Ni la parte singular de Ni y sean Ni* =

M - ¿Ni y X* = X - ^M , Consideremos el diagrama :

(*) En ( (2), 3.4) y ( (9), teor. 3 ) pueden encontrarse casos particulares de 
esta proposición.
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X X5^donde ^ * indica el homomorfismo inducido por la restricción de las co­

rrientes. Aquí el diagrama inferior es conmutativo, según (I, C, 8.8), ya 

que M* es una subvariedad de X* y ^M*, X* coincide, por definición, 

con i’ o ^(M^) (notación de I, C, 8.8) . Los diagramas verticales conmu-

X X#tan por ( I, A, 5.2) y ( I, C 8. 7) . Además, j ’ es inyectivo puesto

que dim M ^ p, y ^ (X) y V (X*) son isomorfismos ; por lo tanto 

pX, X* es inyectivo [

Y Y
Sea c €H (M;R) ; basta probar la igualdad de f ’ o^(X)oiy ^(c) 

y fx,x*oIMlxW' Pero fx’x*“iMlx(o = W,x.ojM'M*(c) = 

V>(X*) o jX’ X* o iM> χ (c) = f X· X* o ^(X) o iM( x (c) .

3. 5. - Corolario : En las condiciones de la proposición anterior, sea 

¿D una familia de soportes en X y Of = d|m · Entonces el diagrama 

siguiente es conmutativo (cf. 2.16 y I, C, 8.6) :
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Demostración : Basta factorizar V? y lí v a través de los ho-
-------------- X 7 Μ, X 

0)’ momorfismos H (X;R) -—4 H (X;R) , H (M;R) _____ ^Hp(M;R).
r r r

3. 6. - Corolario : Sean M y M’ conjuntos se mi analíticos cerrados en 

la variedad orientada X , tales que dim M = p , dim M1 = q y p+q = n. 

Sean c y cf clases en HD(M;R) y Hq(M’;R) , respectivamente. 

Entonces el producto de intersección de i^· χ ( c ) y i^f X ( c’) cum­

ple :

Demostración : ‘Según ( I, C, 9· 5) , ^i^ χ(°) · ^M’ X^'^ =

^ ^ ^, X^c^ ^ ^ ^', X ^c'^ ^’ seg^n 3.5, ^ ( iM> χ (e) ) es la

clase de homologxa.de I(M, c) , y V ( i.., v (cf) ) es la clase de I(M’, c’)·

homologxa.de
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CAPITULO III. DUALIDAD EN UN CONJUNTO SEMIANALITICO.

En este capitulo se definen formas diferenciales y corrientes sobre un con 

junto semianalitico M , generalizando las nociones habituales sobre una varié 

dad diferenciable. Para expresar ciertas relaciones entre la homología de M 

y la homología de las formas y corrientes sobre M (*),  resulta conveniente 

introducir las cadenas semianaliticas de M . Estas cadenas desempeñan un 

papel similar al de las cadenas singulares C°° en una variedad C°°.

A. - CADENAS SEMIANALITICAS.

1.1. - Sea X una variedad analítica real conexa de dimensión η , con 

base numerable de abiertos. Sea L un conjunto semianalíítico cerrado de 

dimensión p de X . Sea K un dominio principal.

Designemos con S (L;K) ál conjunto de las ternas (Μ, N, c) tales 

que N CM son conjuntos semianalíticos cerrados de X , M CL L , 

dim N < dim M = q ^ p y c €H^(M-N;K) . Si N = 0 = conjunto vacío, 

abreviamos (M, 0, c) = (M, c) .

, 1.2.- Operaciones sobre S_ n(L;K) .————————— a, q

Definimos una operación + sobre Sa> q(L;K) mediante :

(*) Un problema similar fué sugerido por F. Norguet en (12) , 10-21 .
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donde c = h (c, , c2) está definido mediante la composición :

Aquí* todos los grupos de homología tienen coeficientes en K , Μ = MiVM^, 

N = NUN2, js = j S s y is = iMs_N>M_N <s = H 2).

Se ve inmediatamente que + es asociativa y conmutativa .

Existe una acción de K sobre Sa n(L;K) definida por :

Es evidente que . es lineal respecto de + . En particular, - (Μ, N, c) 

= (M,N, - c) .

Definamos ahora el conjunto Oa q(L) = ( (Μ, N, 0) €Sa>q(L) ), donde 0 

es el elemento nulo de Η^(Μ-Ν;Κ) ; se cumple Oa q(L) + Oa> q(L) C~ 

Oa q(L) y K . Oa q(L) ^Z Oa q^) · Entonces la siguiente relación * 

es una relación de equivalencia R(L) sobre Saj। q(^) ·

Notemos con Sq(L;K) al cociente de Sa q(L;K) por la relación
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R(L). Las operaciones + y . son compatibles con R(L) y definen so­

bre Sq(L) una estructura de K-módulo unitario. Seguiremos notando con 

-r y . las operaciones inducidas sobre Sq(L;K) . Indicaremos con [Μ, N, c] 

la clase en S (L;K) de (Μ, N, c) € Sa, q(L;K) . El elemento nulo de 

Sq(L;K) es la clase de cualquier terna (Μ, N, 0) € Sa, q(L;K) ; además, 

- [μ, N, c] = [μ, N, - c] .

Notemos con S(L;K) al K-módulo graduado ) ,( Sq(L;K) : q € Z ) ,

donde Sq(L;K) es nulo si q<0 ó q ^ dim L .

1.4. - Proposición : Existe sobre S(L;K) una estructura de K-módulo 

diferencial graduado, con diferencial ^ de grado -1 .

Demostración : Sólo es necesario construir el diferencial ^ . Para

cada q ( 0 ^ q ^ dim L ) , definamos la aplicación :

donde i^ ^ está definido en la sucesión exacta de homología :

Evidentemente, \’(Oq n(L) ) n l(^) » Por 1° tanto \r es compatible

con la relación R(L) sobre / ( Sa n(L;K) : θ q ) y define una

aplicación ^ : Sq(L;K) ____ } Sq_j(L;K) ( O^Q^p) · P°r definición,

^’(M, N, c) =0 si dim N < dim Μ - 1 ; en particular, ^’ o ^’ (Μ, N, c) =
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y<N, iM N^c) ) = θ para toda terna (Μ, N, c) . Por lo tanto 000= 0.

Veamos que i es lineal . Sean (M_,N . co) € S_ n(L;K) ( 8 = 1, 2 )>

y sea (Μ, N, c) = (Mp Np cp + (M^, N£, c¿) . De la conmutatividad del dia­

grama

en el que todos los grupos de homología tienen coeficientes en K , y en el que

j =j 8 ’ νχ.ΝιΜ.Ν y i’ = iNs,N (c£-I'B·5·2 y

6), se deduce OM(NW= ^M, N< h< C1 ’ c2) = N < 4 ° ? <cl) + 

+ i2oj2(c2))= if o δΜι>Ν (C1) + í^o L N (c2) . Por lo tanto, 

^'((MpNpcp + (M2,N2, c2) ) = (N, ^N(c)) = (Np ¿MpN1(c)) + 

(Ν2· °M2,N2(c2^ = ^(MpNpcp + ^(M2,N2,c2) ; Esto implica 

^( [MpNpcJ + [m2,N2, c2] ) = [MpNpcJ + |M2,N2, c2 ] ; como

evidentemente i ( k [Mp Np cj] ) = k. ^ ¡Mp Np cj] , ^ es un homomorfis- 

mo.

1.5. - Sea ahora P un conjunto semianalítico cerrado de X incluido 

en L . La relación R(P), definida como en 1. 3 sobre Sa(P;K) , es com 

patible con R(L) , luego la inclusión Sa(P;K) Q S (L;K) induce un mono- 

morfismo i* : S(P;K) ------ ) S(L;K) . Identificaremos habitualmente S(P;K)

con i’( S(P;K) ) . Esta identificación es compatible con los diferenciales de
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S(P;K) y S(L;K) , luego el diferencial de S(L;K) induce un diferencial en

S(L;K) / S(P;K) = S(L;K) / i’(S(P;K)) , y tenemos una sucesión exacta de K-

módulos diferenciales graduados :

(1. 6)

1. 7. - Definición : Sea L un conjunto s e miaña lí*ti co cerrado de X .

Se llama grupo de las cadenas se miaña líti cas sobre L , con coeficientes en 

K , al K—módulo diferencial graduado S(L;K) . Sea P GIL· un conjun­

to se mi analytic o cerrado. Se llama grupo de las cadenas semianairticas rela­

tivas de L , módulo P , con coeficientes en K , al K-módulo diferencial 

graduado S(LmP ;K) = S(L;K) / S(P;K) .

Se llama q-grupo de homología semianalitica de L , con coeficientes 

en K , al q—módulo derivado H^( S(L;K)) . Se llama q-grupo de homo­

logía semianalítica relativa de L· , módulo P , con coeficientes en K , al 

q-módulo derivado Ha( S(L·mP;K)) .

1. 8. - Corolario : Sean PCl conjuntos semianalíticos cerrados de 

X . Existe una sucesión exacta de homología semianalítica :

(1.9)

deducida de 1. 6 .
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2.1. - Teorema : Sean PCL conjuntos semianaIcticos cerrados de la

variedad X . Existe un homomorfismo entre la sucesión exacta de homología

semianalítica 1. 9 y la sucesión exacta de homología de Borel-Moore del par

P C L ( cf. I, B, 4. 4) . O sea, existe un diagrama conmutativo :

donde todos los coeficientes son en el dominio principal K . Si K es un 

cuerpo, los homomorfismos verticales son isomorfismos.

Demostración : a) Construcción de ψ^ . Consideremos el diferen­

cial ^ en S(L;K) . Notemos Z(L) = Núcleo ( ^ ) y B(L) = Imagen

(i); entonces H (S(L)) = Zq(L) / B (L) . Definamos un homomorfismo 

Ψ : Z (L) ___ ^ H (L) de la manera siguiente . Cada clase [M,N, el en

Zq(L) tiene un representante (M, c1) = (M, 0, c’) . En efecto, si [Μ, N, c)

es un ciclo se cumple ^’(M, N, c) = (N, i^ n(c) ) = (N, 0) , donde

^M N est^ definido en la sucesión exacta :

Por la exactitud, existe un único c’€Hq(M) tal que j^’ ^-N (c,) _ c , 

y evidentemente (M, c1) pertenece a la clase de (Μ, N, c) . Entonces defi­

nimos ^ [Μ, N, c] = y [M, c1] = i^ γ (c’l » donde i^ ^ , -Η (M)------ >



90

Hq(L).

Probemos que Ϋ está bien definido. Supongamos que (Mp Cj) y 

(M£, C£> son elementos R(L) -equivalentes de Zq(L) . Sea M = MjU M^ ; 

por definición, iMp M (c^ = i^ M(c2) , y entonces ΐΜμ j^) = 

*Μ, L ° iMp M (cl> = ÍM, L· ° ^2, M <c2> = ^2, L· <c2> ·

Probemos que ^ es un homomorfismo. Es evidente que ^ ( k [M, c] ) 

= k Y ( [M, c ] ) para cada k€K y [M, c] € Zq(L) . Sean [Mg, cg] 

( s = 1 , 2 ) clases en Zq(L) . Sea Μ = Μ^Μ2 y c = iM^ ^ (c^) + 

^.M^! entonces ^ ( [Mp cj ) + ^ ( [m2,c2]) = iMp l (c^ + 

iKf2, L· ^CZ) = ^.lUm^M^P + ^.MÍ^)) = ^([M, c]) = 

Ϊ ( [Ml> ^ ] + [m2, c2 ] ) .

Supongamos que [N, c] €Bq(L) . Entonces existe (Μ, N, t) €Sa>q+i(L) 

tal que ^'(M, N, t) = (N, c) ; esto implica t €Hq(M-N) y ^y jq (t) = c. 

Según el siguiente diagrama conmutativo (cf. I, B, 5. 2)

tenemos [N, c] - í^(l(c) - 1N, L ° \,N ° *Μ-Ν, L-N ^ “ ° » Va

que la fila superior del diagrama es exacta. Esto prueba ^ ( B^(L) ) = 0 . 

Entonces ^ induce el homomorfismo buscado ^^ : Η^( S(L;K)) = 

^q(^)/ Bq(L) ------- > Hq(L;K) .
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b) Definición de ψ^ p . Sea «X - [m, N, c] €Sq(L;K) un representan­

te de un ciclo «X €Sq(LmP}K) ; esto significa que ¿|M, N, c] = [N, t] € 

i'fSq^fP) ) , donde t = ^ ^(c) * Entonces existe (N^t1) GSq^JP) tai 

que (N’,t’) es R(L)- equivalente con (N, t) . Probemos que existe 

(Μ, N", c”) ex (Μ, N, c) tal que N” C P . Sea N" = ΝΠ N’ , y consideremos 

la sucesión exacta de Mayer -Vietoris

donde f= ^n, N “ ÍN”, N Y β = ^, N Ν’ + Μ',Ν N» ’ Como (N,t)

es equivalente con (N’,t’) , resulta g( t + tf) = 0 , y entonces existe t" € 

Ha-1(N”) tal que i^, w (tM) = t . Ahora bien, de la conmutatividad del dia- 

grama siguiente (cf. I, B, 5. 2) :

se deduce ^m-N, M-N" (c) = jN,N-N"o ^^(c) = jN,N‘N"oiN",N (t") 

= 0 ; por lo tanto existe un único c” €Hq(M-N") tal que j^"^ ’^“^(c”) 

= c . Esto último implica (Μ, N", c”) — (Μ, N, c) , donde N” CLP , como 

buscábamos4 Ahora definimos ^ , p : ZQ(LmP) ___ ^ H (L-P) mediante

^L, P^^ = ^-P, L-P ° jM-N "’ M-P (e") . Se vé que, si [Μ, N, c ] € 

Sq(P;K) , entonces el último miembro es nulo; por lo tanto ^L p (®? ) no 

depende del representante <X de o< . También Φ ( ó< ) no depende
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del representante [m,N”,c"] de o< .

Por último, ^ p es nulo sobre el grupo de los bordes Bq(LmP) .

En efecto, sea [M, c] = [Μ1, M, t] un representante de un borde <X €

BqLmP) . Tenemos = ^-P, B-P ° jM’Μ'? *c> =

.L,L-P o ^L (c) , según (I, B, 5.2). Pero iy^í0)1 Ψ L,( [Μ, c] ) = 0, 

según vimos en a), y por lo tanto ^ p induce el homomorfismo busca — 

do ^L, P : Zq(LmP) / BqlLmP) = Hq< S(LmP;K)) -------^ Hq(L-P;K) .

c) Conmuta tividad del diagrama de 2, 1 : La conmutatividad de (1) es 

evidente. Para probar la de (2) , sea [M, c] €Sq(L;K) . Según las definí- 

ciones, ^L( [M, c])= iM> L (c) y ^p o j ( [M, c] ) =

^M-P L-P ° ^’ M“P (c) ; por ( I, B, 5.2), este último elemento es igual a 

L T. -P
j * ° ^M, L (c) » como buscamos.

Consideremos el diagrama (3) . Sea o( = [Μ, N, c] un representante de 

un ciclo o( € Zq(LmP) tal que N CP . Sea °< la clase de ^ en 

Hq( S(LmP)) . Entonces ^ ( °< ) es la clase en Hq.¡( S(P) ) de ^ = 

fN· JM,N<c)] , y Ί^ ° ^ (* ) = ¡N, P ° ^m,N^· Por otra parte, 

Tl, P(^ ) = ÍM-Ρ, L-P o jM-N, M-P(c) , y para obtener la igualdad

ÓL-P, P ° ^L, P (^ ) = ψρ ° <H o< ) buscada basta considerar el diagrama 

conmutativo (cf. I, B, 6 ) :
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Antes de proseguir con la segunda parte del teorema, notemos que ψ^ 

(y ψ p) es inyectivo, cualquiera sea el dominio principal K. En efecto, 

si < = [N, c ] € Zq(L) es un representante de.una clase °< € Η^( S(L)) 

tal que Ψ ( o( ) = kT T (c) = 0 , entonces, por la exactitud de

existe t € H ^(L-N) tal que ^ ^(t) = c . Luego [L, N, t] € 

Sq+1(L·) cumple ^ [L, N, t] = <K , y <χ = 0 .

d ) K es un cuerpo. Bastará probar que ^ (y ψρ ) es un isomor-

fismo. Entonces, por el lema de los cinco, resultará ψ D un isomorfis-

mo. Tl eS s^emPre inyectivo. Probemos que es suryectivo. Según 

( I, A, 4. 2) existe una triangulación semianalí*tica de L , esto es, un comply 

jo simplicial £ en un espacio afín Δ y un homeomorfismo T : . | £ j 

-------^ L tal que, para cada simple cerrado de dimensión p, r€ £ ,

T ( qt ) es un conjunto se mi analítico de dimensión p de X .

Según ( I, B, 14) existe un isomorfismo ζτ : H_(£ ;K) ----- > H_(L;K)

entre la homología simplicial (localmente finita) de £ y la homología de 

Borel-Moore de L , que es compatible con la inclusión de un subcomplej o
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^ de £ ( y éste es el tínico punto donde se utiliza que K es un cuerpo) · 

■Sea c GHq(L;K) y c = ?^ (c) ; sea c* = 7 ’( Xgcg : Xg €K , s €1) 

un q-ciclo simplicial de £ que represente c , y sea £θ el subcomple­

jo de £ formado por los simples cg ( s €1 ) y sus caras. Entonces Lo 

= U(X(G‘) · ^6 £o ) es un conjunto se mi ana lili co cerrado de dimensión 

q de X (ya que la familia τ (cr ) (^β £o) es localmente finita) . Sea

^o la clase de homología de c* en H^( £O;K) . Si ?^ : Η^( £O;K)

____ > H^(LO;K) es la correspondiente identificación para Lo , entonces 

[LO. ?Lo(co)] 6Zq(L;K). Sea ®( la clase de [^o* ^Lq^ ^o^] en Hq(S(L)I^))o 

Por definición, ^(^1 = ^L L < Lo(coH ^L ° ^q, £ ( c°) ; la tíltima 

igualdad se verifica por la conmutatividad de :

Como i£ (cQ) = c*» se obtiene ^(°< ) * ^l(c) = c , lo que prueba 

^πθ Vl es suryectivo. Esto completa la demostración del teorema .
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B. - FORMAS Y CORRIENTES SOBRE UN CONJUNTO

SEMIANALITICO.

1.1. - Sea X una variedad analítica real conexa, de dimensión η , con

base numerable de abiertos. Sea M un conjunto semianalitico cerrado de

X de dimensión p . Según ( I, A, 1.4) existe una descomposición M = 

( M# : i = p ... 0 ) de M en subvariedades analíticas disjuntas M* de

dimensión i de X . Aquí* M = M* + ^M y M* es la variedad de
P P

los puntos p-regulares de M , oM = M* ^ + ^M y M* ^ es la va­

riedad de los puntos (p-1)-regulares de M , etc ; M* es un conjunto dis- 
o

creto de X .

Diremos que a CD (X) se anula sobre M , y lo notamos a M = 0 , 

si la restricción a |M* €D (M^) de a sobre M* es nula. Sea 
i q i

Dq(X, M) = ( a CD (X) : a|M = 0 ) . Como el diferencial exterior d en 

D(X) es compatible con la restricción a una subvariedad de X , se vé que 

d ( Dq(X, M)) c: Dq+1(X, M) . Entonces D(X, M) = EZ ( Dq(X, M) : 0 < q C n ) 

es una subálgebra diferencial graduada de D(X) y es un módulo sobre D(X ).

Se observa que Da(X, M) = Da(X) para todo q ^ dim M , y que q q

Dq(X,M) CZ Dq(X, ¿M) para todo q .

1. 2. - Definición : Se llama álgebra de las formas diferenciales C°° so­

bre M , con soporte compacto, al álgebra diferencial graduada cociente 

D{M) = D(X) / D(X, M) . Análogamente A(M) = A(X) / A(X, M) designa 

al álgebra de las formas con soporte cualquiera sobre M · Si a €D(X) ,

se indica con a|M a la clase de a en D(M) ; se dice también que
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a|M es la restricción de a sobre M (*)  ·

L 3 . - Proposición : a) D (Μ) = 0 para todo q ^ dim M ·

b) Si N CM son conjuntos se miaña lili cos de X , existe un homomor- 
i

fismo canónico de álgebra diferencial graduada D (M)____ j D(N) , llamado 

homomorfismo de restricción «

c) Si M es una subvariedad analítica de X - o sea, si ^M = 0 - 

entonces D(X) / D(X, M) se identifica canónicamente con el álgebra de las 

formas diferenciales de la variedad M .

d) Si Mes un conjunto se mi analytic o cerrado de la variedad Y , y 

si Y es una subvariedad analítica cerrada de la variedad X , entonces 

D(X)/D(X, M) = D(Y)/D(Y,M) canónicamente .

e) Si se considera D(X) munido de su topología usual de espacio vec­

torial localmente convexo (cf. (10) ó (17) ), y si M es un conjunto semia- 

nalítico cerrado de X , entonces D(X, M) es un subespacio cerrado de 

D(X) ; por lo tanto, si se asigna a D(M) la topología cociente de D(X) 

por D(X, Μ) , la proyección D(X) ------ ) D(M) es continua y abierta.

Demostración ; a) es evidente. Para probar b) , basta comprobar 

D(X, M) C D(X, N) . Procedamos por inducción sobre dim M . El caso 

dim M = 0 es trivial. Supongamos dim M >0 ; sea a €D(X, M) y 

sea V CS M una de las variedades de la descomposición de N en subva- 

riedades. Basta probar a|V = 0 . Esto es equivalente a a|V - Jm = 0

(*) Esta definición es algo mas general que la dada en (12), 10-21 .
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y a IV — (V — ^Μ) = O , ya que (V - ^M)U(V - (V - ^M) ) ee denso en 

V . Como V - ^M es una subvariedad de Μ - ^M = M* y a|M* =
P P

0 , tenemos a | V - ^M = 0 ; además, V - (V - ^M)” es una variedad 

incluida en M - (M - ^M)~ C ^M , y por la hipótesis inductiva dim ¿M 

< dim M y a | ^M = 0 implican a | V - (V - ^M)“ = 0 .

c) es conocido. Sea ^Χ Φχ, M ) el haz de gérmenes de formas 

C°° sobre X (de formas C°° cuya restricción sobre M es nula ); pro­

visionalmente, sea JP* el haz de gérmenes de formas C00 de la variedad 
M

M , extendido por cero sobre X · Como J)^ ^ es blando, ya que J)^ 

lo es, resulta H^(X;^-^ ^ ) = 0 y la sucesión exacta de cohomología con 

soportes compactos asociada a la sucesión exacta de haces :

nos dé la sucesión exacta :

lo que implica D(M) = D(X)/D(X, M) = D*(M) .

d) En efecto, el homomórfismo de restricción D(X) -----> D(Y) indu­

ce un isomorfismo D(X)/D(X, M) ------ ) D(Y)/D(Y,M) .

e) Efectivamente, sean p. : M* ____ ) X las inclusiones correspon-

dientes a la descomposición de M en las subvariedades M* ( j = 0 . . .
j

dim M ) de X ; sean f.* : D(X) ____ } A(M^ los respectivos homomor-

fismos de restricción, que se saben continuos ( A(M^ munido de la topo-
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logia usual de espacio de Frechet; cf. (10) ó (17) ) . Entonces D(X,M) = 

A ( P?"l (0) · j = 0 . . . dim M ) es cerrado .

2. 1. - Sea Ni un subconjunto semianalítico cerrado de la variedad ana^ 

lAica X. Sea D^(M) = (T€D’q(X): T(a) = 0 para toda a€D(X,M)). 

El homomorfismo borde b en D’(X) verifica b ( D! (Ni) ) 'CZ ^’ i(W » 

ya que d ( D^j(X, Ni) ) CZ D^(X, M) . Por lo tanto, D’(M) = 

)__ ( D'(M) ; 0 $ q ^ dim M ) es un subespacio vectorial diferencial gra-

duado de D’(X) .

2. 2. - Definición : Se llama espacio de las corrientes sobre Ni al es­

pacio vectorial diferencial graduado D’(M) .

2. 3. - Proposición : a) DL(M) = 0 para todo q > dim Ni . Si 

T GD'(M) , el soporte de T está incluido en M .

b) Toda T €D'(M) induce una forma lineal T* sobre D(M) = 

D(X)/D(X, M) . Si se considera D(M) munido de la topología cociente defi­

nida en 1. 2 (e) , T -----¿ T* identifica D’(M) con el espacio de los fun­

cionales lineales y continuos sobre D(M) ·

c) Sean N CZ M conjuntos se mi analytic os cerrados de X , Enton­

ces existe un homomorfismo canónico de inclusión i’ : D’(N) ____ >D'(M) ,

deducido de la inclusión D(X, Ni) <ZD(X,N) ; i* es un homomorfismo de 

módulo diferencial graduado y es inyectivo. En esta situación, identificamos
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generalmente D'(N) con i' ( D'(N)) .

d) Si M es una subvariedad analítica de dimensión p de X - o 

sea, si ^M = 0 - D’(M) , definido según 2. 2 , se identifica con el espacio 

de corrientes de la variedad M ·

d1) Como complemento de d), observemos que, si M = ( xo) es 

un punto, entonces D’( χθ ) = ( r. S(xo) : r GR ) , donde £ (xo) es 

la 0 —corriente f > f(xQ) ( f G DO(X) ) .

e) Sea M un subconjunto semianalítico cerrado de la subvariedad 

cerrada Y de X . Entonces D* (M) = ( T GD’(X) : T es nula sobre
X 

D(X, M)) se identifica con D^ (M) = ( T GD’(Y) : T es nula sobre D(Y, M)).

Demostración : a) y b) son evidentes; c) también. Probemos 

d) . Notemos con D^(M) el espacio de corrientes de la variedad M . 

La restricción D(X) ____ ^ D(M) , a -------> a|M induce un monomorfismo

i : D’(M) ------- >D’(X) , i S (a) = S ( a|M ) . Evidentemente, i (D'(M)) es

un subespacio de D’(M) · Para probar la igualdad de estos dos espacios, 

sea T G D’(M) · Sea Ug ( s G J) un cubrimiento localmente finito de un 

entorno de M en X mediante abiertos Ug que son dominios de mapas 

C00 <fs : us -------> Rn tales que fs( Us Π Μ) = ( (χχ ... xp, 0 ... 0)

€Rn ) . Sea \ (s € J ) una partición C°° de la unidad sobre

(J( Ug : s G J ) subordinada al cubrimiento Ug ( s G J ) · Bastará pro­

bar que Λβ T G i ( DHM)) , o que Tg G i ( D» (RP)) ; aquí Ts G 

D’(Rn) es la imagen de ^g T por Ts· Di(RP) es el espacio de
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las corrientes de la variedad R^C Rn y i : DHR^)---- > D* (Rn) es 

el homomorfismo inducido por la restricción D (Rn) ___> D(RP) . Sea

f = ί(χρφΐ ··· xn) € Do(Rn"P) una función igual a 1 en algún entorno

del origen de Rn"P . Entonces Q : g  ) T ( f. g) ( g €D(rP) ) es

una corriente en D^(rP) y cumple i Qs ( a ) = Qs ( a|M ) = Ts(f. (a|M))

Tg (a) * para toda a €D(Rn) , ya que a - f. (a|M) € D(Rn, RP) y Ts

es nula sobre D(Rn, RP) , Entonces Te = i Q_ , como buscamos·

d’) En efecto, D’( χθ ) está incluido en el conjunto de las distribucio­

nes sobre X con soporte en xo . Tales distribuciones son combinaciones 

lineales de derivadas de ?( χθ ) (cf. (18), III, 10). Consideremos una 

derivada --------------------- § ( x )- J de orden p = Pl + ··· + Pn Τ' 0 · Es
oxPL.JxPn 

1 n

fácil construir una función a € ϋθ(Χ) tal que a (χθ) = 0 y

^ (xo) / θ · Pero entonces la distribución recién definida 
^x?^ ... ^x^n 

1 n

no es nula sobre Όθ(Χ, χθ) , luego ^ ^ ^’( xo ) · Pero entonces sólo 

los múltiplos reales de $ (χθ) pertenecen a Df( xj .

e) es evidente ya que, según d) , D‘(Y) = ( T €D’(X) : T es nula

sobre D(X, Y)).

2.4. - Sean N C M conjuntos semianalfticos cerrados de la variedad

X . Como consecuencia de 2. 2 (c) , existe una sucesión exacta de módulos 

diferenciales graduados :
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2.5. - Definición : Se llama espacio de las corrientes sobre M , mó­

dulo N , al módulo diferencial graduado D'(MmN) = D’jMj/D'tN) , con el 

diferencial inducido por el borde de D’(M) ·

En las condiciones de esta definición, se deduce la existencia de una su­

cesión exacta de homología de corrientes :

(2-6)

3.1. - Proposición ; Sea L un conjunto semian alrtico cerrado de la 

variedad analítica X . Existe un homomorfismo no trivial de módulo dife­

rencial graduado I í S(L;R) ------- > D’(L) del espacio de las cadenas semi-

analíticas de L con coeficientes reales en el espacio de las corrientes so­

bre L .

Demostración : Consideremos el conjunto Sa q(L;R) = Sa>q(L) defini­

do en ( A, 1.1) . Definamos la aplicación I1 : Saj q(L) -----> D^(X) ,

(Μ, N, c) ----- ^ I(M, N, c) , donde el último símbolo designa la corriente de

integración sobre M definida por c € H^(M-N;c) (cf. II, A, 2.1) . Si 

a € Dq(X,M) , se tiene a|M - ^M = 0 ( cf. 1.1) y por lo tanto 

a | M - (NU ^M) = 0 ; aplicando ( II, A, 2. 5.4) se deduce I(M, N, c) (a) = 0 ,
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luego que I(M, N, c) € D'(M) d D¿(L) para todo (Μ, N, c) € S, _(L) .

Sean (Ms,NB,cs) G Sa a(L) ( s = 1 , 2 ) dos ternas R(L)-equiva- 

lentes. Esto significa que, si M = MjUM2 , N = NjUn2 · entonces

(MpNpCj + fMp^, - c2) = (Μ, N, 0) , con 0= h( cx , c2) (cf. A, 1.2). 

Entonces, según (II, A, 3.3) , se cumple o =I(M,N,c) = Ι(ΜρΝρορ + 

I(M2, N2, - c2) · P°r 1θ tanto, I(Mp Np cp = I(M2, N2, c2) , y la aplicación 

I1 es compatible con la relación R(L) sobre S n(L) y define una apli — 

cación :

Veamos que I es un homomorfismo. Sean r GR y ÍM, N, cl G 

Sn(L) . Según ( II, A, 2.1) I(M, N) : Ha(M-N;R)------ » D'(X) es un ho- 

momorfismo, y entonces I [r[M, N, c]] = I( r(M,N,c)) = I(M,N, r. c) = 

= rI(M,N,c) = r. l[M,N,cj. Sean ahora (Mg,Ns,cg)G Sa>q(L) (s = l, 2), 

y sea (Μ, N, c) = (Mp Np Cj) + (M2» N2» c^) · Por (II. A, 3.3) se cum­

ple I(M, N, c) = ^MpNpep + 1(^2» N2» C2) · y esto implica la aditividad 

de I .

Sea ahora [μ, N, c] € Sq(L;R) ; por (II, B, 2.1) se cumple

(cf. A, 1.4) . Entonces b I = I ^ ,y I es un homomorfismo de mó­

dulo diferencial graduado.
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3. 2. - Corolario : a) Existe un homomorfismo IT : H. ( S(L;R))----- >
MI ■ . ........... t

HJD'(L)) de la homología semianalítica con coeficientes reales de L en

la homología de las corrientes sobre L· .

b) Si L es una variedad analítica, I es un isomorfismo y existe 

un diagrama conmutativo :

donde ^ es el isomorfismo canónico definido en ( I, B, 8.5) y ^ 

es el isomorfismo definido en ( A, 2.1) .

Demostración : a) 1^ es el homomorfismo derivado de I : S^L) 

____ ^ D^fL) . b) Supongamos que L· es una variedad. Para probar con­

mutativo el diagrama, sea [M, cj €Sq(L;R) un ciclo representante de una 

clase <X €Η^( S(L;R)) . Por definición de ^ , se cumple Ψχ(°( ) “

T (c) (cf· A, 2.1 ) . Por ( II, B, 3.4) existe un diagrama conmutativo

Por lo tanto ^l ° Ίί < ^ > = ^L ° ÍM, L<c) = XM, L, (c) = clase de I(M· c> 

= I [M, c] en Hq( D’(L)) , y esta clase es, por definición, 1^ (a() .

De la conmutatividad del diagrama se deduce que 1^ es un isomorfismo.
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3. 3, - Corolario : Sean PC L· conjuntos semianalíticos cerrados

de X . Existe un diagrama conmutativo :

donde las filas horizontales son las sucesiones exactas de homología semiana- 

litica y de homología con corrientes (cf. A, 1, 8 y B, 2. 5 ) .

Demostración : Consideremos el diagrama siguiente, donde las filas 

horizontales son exactas :

Por ( II, B, 3.1) , conmuta .(1) ; entonces conmuta todo el diagrama y, 

considerando el correspondiente'diagrama en homología, se obtiene lo bus­

cado.

4. - Sea M un conjunto se mi analytic o cerrado de la variedad X ; su­

pongamos dim M = p . Sea c €H (M;R) . Consideremos el homomorfismo 

T (M) : Dq(M) ---- > D^^jM) , a ___ ^ a A I(M, c) ( 0 ^ q ^ p ) , donde
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aAl(M,c)(f) = I(M,c)(aAf), para toda f€Dn_a(M). Como I(M,c) es 

cerrada, se cumple da A I(M, c) (f) = I(M, c) (daAf) = (-1)^+^I(M, c)(Mdf) 

= ( -l)q+1 b (aAl(M, c)) (f) , yaque d(aAf) = daAf + ( -l)qaAdf .

Por lo tanto , en el siguiente diagrama

se verifica X (M) o d = ( -l)^! b o τ(Μ) , y se deduce un homomorfis- 

mo τ (M, c) : Hq( D(M)) ----- ) Hp.q( D’(M)) ( 0 ^ q ^ p ) . Si M es

una variedad y c es una clase fundamental de Μ , T (M) es un iso- 

morfismo (cf. I, B, 8.4) .
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c · " £ PJL¥ AJLAMJL4^Jt^^

En ( I, C ) se ha visto que para definir una corriente de integración 

sobre una variedad diferei^ciable X de dimensión n es necesario orientar 

}C o, mas generalmente, elegir una clase en Hn(X, R) . Lo mismo sucede 

en el caso semianalítico : existe una corriente de integracidn I(M, N,c) 

para cada c GH (M-N;R) ( N CM conjuntos semianalíticos y dim NI = Γ 

p ; cf. II, A, 2.1 ).

De Rahm ha mostrado que es posible definir una corriente de integra­

ción sobre X sin necesidad de fijar una clase de homología de X , siem­

pre que se integren las formas ’’impares" de X (cf. (17)) . Esto resulta 

particularmente útil cuando X no es orientable.

En este párrafo definimos las formas impares sobre un conjunto semi- 

analítico M , y probamos que tales formas pueden integrarse sobre Ni . 

En el caso en que M es una variedad, estas formas impares se identifican 

con las definidas en (17) , salvo diferencias de lenguaje.

1. - Sean N CM conjuntos semianalíticos cerrados de la variedad 

analítica X , tales que p1 = dim N <” dim Ni = P ^ dim X = n . Sea 

X,[((M, N;R) = ) ~ ( Xq (Ni, N;R) : 0 C q ^ dim Ni ) el haz engendrado

sobre X por el prehaz U ----- > H>¡{((M-N)OU;R) ( U abierto en X ) tal

que, si V CZ U , el homomorfismo H*((M-N) OU;R) ___ > H*((NÍ-N)fW;R)

es la restricción .(M-N)f\U, (M-N)f^V (c^ j^ ^ 4.4) . Si N = ^ ,
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abreviamos X#(M, 0;R) = 1^(M;R); Eneste caso, ^#<M 'R>

es la extensión por cero sobre X del haz de homología X(M;R) de M(*’.

Según (I, B, 5.2) , los homomoriismos, °ΜΠυ:, ÑAU ' 

HJ(M-N)nU;R) _____^ H i(Nf\U;R) ( Uiabierto en X/) son compatibles

con la restricción a un subespacio abierto, yobtenemos pqr lo tanto un homo­

morfismo de haz :

(1.1)

Sea J)^ = ¿_--- r(<Pq x · θ ^ Q C n ) e^ ^az diferencial graduado d^ 

los gérmenes de córriente.s sobre X . N,©tercios con b^ su diferencial. 

Por la condición (b) de (II, A, 2.1) , la colección de mpnomorfismos 

H ((M-N)C\U;R) ----- > D‘(U) ( U abierto en X ) define un monomorfismo
Γ 

de haz :

Análogamente, existe un monomorfismo 7^(N) : Xp-1(N;R) ------->^-l,X.

Pero entonces estas definiciones y el teorema (II, B, 2.1) implican inmedia­

tamente el teorema :

1.2. - Teorema : En las condiciones del teorema (II, B, 2.1) , el dial 

grama siguiente es conmutativo :

(*) Sea Y un subespacio cerrado del espacio topológico X , y sea £ un 

haz de grupos abelianos sobre Y . La extensión por cero de £ sobre X 

es el haz U ----- > £ (U A Y) ( U abierto en X ) (cf. (6), II, 2.9. 2 )
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Sean 5)' y ^’ Λ los haces diferenciales graduados de gérmenes Μ N

de corrientes sobre los conjuntos M y N , respectivamente. Según

2. 3 (a) , ‘P1^ está concentrado sobre M (*)  y ^’^ está concentrado 

sobre N · Notemos con J)j^ la restricción de J)’^ sobre M y con 

^’n Y ^^ 1a restricción de 3^’^ s°bre M y N , respectivamen 

te. Se observa que las secciones de Ό’ , _ _M sobre M se identifican con

las corrientes de M .

Como fué observado en ( B, 3.1) , I(M,N, c) € D^(M) para todo 

c € Hp(M-N;R) ; por lo tanto, ^Χ(Μ> N) ( X p (M. N;R) ) G ^ M y 

jX(N)(^P-1(N:R>I ^^'ρ-Ι,Ν ^^'p-l.M· Restringiendo sobre M el 

diagrama de 1. 2 , obtenemos el diagrama conmutativo :

(1.3)

Aquf ^(M, N) y X^íj (N) son las restricciones de ΧΧ(Μ, N) 

y lp-l(N> sobre M, y 7(M,N), 3M(N) , }(M,N) y bM

(*) o sea, la fibra de Φ’ sobre puntos x € X-M es nula .
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son las correspondientes restricciones de los homomorfismos de 1. 2 .

Sea £>χ = ΕΓ'φρ,χ : 0 < p < n ) el haz diferencial graduado de

los gérmenes de formas diferenciales C°° sobre X · Sea ^X, M el 

haz U -----> D(U,MHU) ( U abierto en X ) sobre X , donde

D(U, M A U) indica el subespacio de D(U) de las forínas nulas sobre

Mil U (cf. B, 1.1) . Sea /^X M e^az cociente, y sea

p., la restricción de «ΡΛ, sobre M. SE) es un haz diferencial gradúa 

do con diferencial d^ ·

2—1. - Definición : Sean NCM conjuntos semianali*ticos cerrados 

de la variedad analítica X . Supongamos dim N < dim M = p dim X . 

Se llama haz de gérmenes de formas diferenciales ( fares, C00) sobre M 

al haz diferencial graduado pj^ = / ( ρ^ Μ : θ ^^ ^ dim M ) recién 

definido.

Se llama haz de gérmenes de formas diferenciales impares sobre M , 

módulo N , al haz producto tensorial . = (M-N;R) ® . .^)^

es un haz diferencial graduado, con la graduación y el diferencial i^^ = 

1 £9 dK?r deducidos de .

Se llaman formas impares sobre M , con soporte compacto, módulo 

N , a los elementos del espacio vectorial diferencial graduado .D(M) = 

£22( i^q(^)^ : θ ζ ^ 4 P ) de las secciones con soporte compacto de

l^)j^ sobre M , Si N = 0 , se abrevia ^ D(M)0 = ¿D(M) .
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2. 2. - Proposición : a) El espacio [^ (^M ’ ^e ^as secciones con 

soporte compacto de J)^ sobre N4 se identifica con D(M), espacio 

de las formas diferenciables de M .

b) Supongamos N = 0 y ^(MíR) isomorfo a MxR = haz constante 

de fibra R . Entonces, la elección de un isomorfismo Y : ^(M;R)----- >

MxR identifica p(M) con D(M) .

Demos tración : Mediante el isomorfismo ^f de b) , se tiene ^)^ 

= R^M = ^>M’ y basta entonces comprobar a) . Se observa que las 

condiciones de b) se realizan, por ejemplo, si M es una subvariedad 

analítica orientable de X (y N = 0 ) .

En cuanto a a) , como ^)^ está concentrado sobre M , el espacio 

p(¿) de las secciones de J)^ sobre X se identifica con el espacio 

R^m) de las secciones (extendidas por cero ) de ^^ sobre M (cf.

(6), II, 2.9.2) . Considerando la sucesión exacta de haces

y la sucesión de cohomologia con soportes compactos asociada, se deduce 

la exactitud de

1 X Xya que Hc (X, ^χ^) = 0 porque JD^ ^ es blando. Pero entonces,

Xteniendo en cuenta que ζ(^χ)·= D(X) y [c^ ^X M^ = ^(x> ^) » se de- 

duce ^(pM) ~ Rí>^) = D(X) / D(X,M) = D(M) (cf. ΙΠ, B, 1.2).
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2. 3. - Proposición : En las condiciones de la definición 2.1 , existe 

una corriente de integración par sobre M , módulo N ; o sea, existe una 

aplicación lineal no nula ()*

Demostración : Sea a € .Dp(M)^ . Mediante una adecuada partición 

C°° de la unidad sobre un entorno del soporte de a , se puede probar que 

existe una familia finita U; ( j € J ) de abiertos de X , y farnilias 

CjGHpKM-NinUjiR) y a¿ G ^ Ορ(Μ|^ ΠΜ ) = D^U^M) (cf. 

2. 2 (a) ) , tales que a = FZZ c. ® a^ . Entonces definimos :
j € J J J

donde 7(M,N) (c.) es la corriente de U. Π M imagen de C: por 
J J J

^(M,N) (c^· 1. 3 ) . Se prueba inmediatamente que il^ ^ (d) no depende

de la particular descomposición a = ) c. ® a. . C.Q.D.
j € J J J

2.4. - Observación : El espacio de las secciones de ^ (M-N;R) es, 

localmente, de dimensión finita. Utilizando este hecho, se puede definir una 

topología tensorial sobre |D(M)^ que coincide, en las condiciones de 2. 2 (b), 

con la topología de D(M) . Entonces .1^ ^ resulta continuo.

El homomorfismo p^ ^ : D(M) -----^D^) de restricción y el hornos

morfismo ^ ^ : Típ(KN) ----- > X^ (N), restricción sobre M del

(*) siguiendo a De Rahm (17), las corrientes pares son los funcionales linea­
les (y continuos ) sobre las formas impares .
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homomorfismo ^ ^ definido en 1.1, permiten definir un homomorfismo

(2.4)

de la manera siguiente : si f = c S a 6|D (M)w , donde c € H ((M-N)OU),

U es abierto en X y a G D(M) tiene soporte compacto en U , enton­

ces :

donde ^MOU N P\ U : ^((Μ-Ν)Πυ) ----- > Η^-^ΝΠυ) es el homomor­

fismo de conexión correspondiente al par ΝΠυ C. MHU · Mediante par­

ticiones de la unidad se extiende la definición de · ΡΆ/ m a todas las for- i ' Μ, N

mas en .D (M)N .

2.5. - Proposición : En las condiciones de la definición 2.1 , suponga­

mos dim N = p-1 . Sean ¿1^ ^ y .1^ las corrientes pares de inte­

gración sobre M (módulo N ) y sobre N · Entonces, para toda f € 

¡^p¿(^) » se cumple,:

Demostración : Siempre podemos suponer que f = c S a es del tipo 

utilizado para definir el homomorfismo de 2.4 . Entonces ^]^(f) = 

c ® da , y ¿Μ> N (dM(f)) = 7(MjN) (c)(da) = ^M(N) ( ^(M, N) c ) (a) = 

= 7(N) < ^(M, N) c > < Pm, N <a» = i% < i^M,N (f) > ' ^^ 11 3 ’ como 

buscamos.
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