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Capítulo 1

Introducción

La mecánica geométrica es la rama de la mecánica que estudia la mecánica La- 

grangiana y Hamiltoniana utilizando técnicas de geometría diferencial. Este enfoque 

permite entender mejor la estructura geométrica de las ecuaciones de movimiento 

de los sistemas dinámicos considerados y facilita el análisis de las mismas.

Uno de los intereses principales de la mecánica geométrica es estudiar los sistemas 

mecánicos que presentan una simetría dada por la acción de un grupo de Lie. El 

estudio de estos sistemas y sus consecuencias es abordado por la llamada teoría de 

reducción, cuyo objetivo principal es encontrar un método que permita reducir los 

grados de libertad del sistema, utilizando las leyes de conservación que vienen dadas 

por la presencia de una simetría. En particular, se estudia cómo reducir el orden de 

las ecuaciones de movimiento que determinan la dinámica del sistema considerado.

La teoría de reducción ha sido desarrollada tanto desde el enfoque lagrangiano 

como desde el hamiltoniano. En este trabajo nos concentramos en abordar la reduc­

ción de sistemas mecánicos discretos desde el punto de vista lagrangiano.

Entre los primeros resultados de reducción de sistemas mecánicos clásicos pode­

mos mencionar el trabajo de Routh (1850) en el contexto de simetrías abelianas.
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Desde entonces muchos autores se han interesado en el estudio de la reducción de 

sistemas con simetría, entre los más destacados se encuentran Lie y Poincaré, cuyos 

trabajos datan de 1890 y 1901 respectivamente. Luego de muchos años, entre 1960 

y 1970, el tema es retomado por Arnold en [2] y Smale en [25]. Desde ese entonces 

y hasta la actualidad el estudio de la reducción de sistemas mecánicos con simetría 

ha sido abordado por numerosos autores.

En el contexto de sistemas mecánicos con vínculos no holónomos con simetría un 

trabajo destacado es [4], en el que Bloch, Krishnaprasad, Marsden y Murray desa­

rrollan el estudio de la reducción generalizando el uso de conexiones y aplicaciones 

momento asociadas a la simetría del sistema.

En los útlimos diez años se han obtenido avances importantes en el estudio de 

la reducción de sistemas mecánicos con simetría. En particular, Cendra, Marsden y 

Ratiu han escrito dos trabajos, [9] y [10], en los cuales desarrollan la reducción desde 

un enfoque lagrangiano. Es decir, establecen la equivalencia entre el principio varia- 

cional que determina la dinámica del sistema original, otro principio que determina 

la dinámica del sistema reducido y las ecuaciones de movimiento que se deducen de 

cada uno de ellos. En [9] presentan la llamada reducción en etapas para sistemas 

mecánicos holónomos; es decir, estudian el proceso de reducción en repetidos pasos 

considerando las simetrías residuales. Por otro lado en [10] los autores generalizan 

la teoría anterior y estudian la reducción de sistemas mecánicos con vínculos no 

holónomos. Otro de los trabajos recientes es el de Cendra, Ferraro y Grillo, [8], en 

el que estudian la reducción para sistemas no holónomos en los que los vínculos 

variacionales no se deducen de los cinemáticos; estos sistemas son llamados sistemas 

mecánicos no holónomos generalizados.

El interés por la mecánica discreta desde un enfoque variacional tiene sus raíces 

en la literatura de control óptimo de los años sesenta; ver, por ejemplo, los trabajos 
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de Jordan y Polack [19], Hwang y Fang [16] y Cadzow [6]. Desde entonces, muchos 

autores se han interesado en estudiar la dinámica de estos sistemas, en el caso de 

sistemas discretos sin vínculos o con vínculos holónomos, podemos mencionar los 

trabajos de Wendlant y Marsden, [26], Marsden y West, [24], y las referencias que 

figuran en ellos. La dinámica para sistemas mecánicos discretos con vínculos no 

holónomos ha sido introducida en el año 2001 por Cortés y Martínez en [12].

Una de las ideas básicas de la formulación estándar de la mecánica discreta 

consiste en reemplazar el espacio TQ por Q x Q. Es decir, si se considera un sistema 

mecánico con espacio de configuración Q, en el contexto continuo el espacio de 

velocidades es TQ y el lagrangiano es una aplicación L : TQ —> R. En el contexto 

discreto se reemplaza TQ por Q x Q considerando que dos puntos cercanos en Q son 

el análogo discreto de un vector velocidad y el lagrangiano discreto es una aplicación 

Ld, ■ Q x Q —> R. La evolución de estos sistemas está determinada por un principio 

variacional discreto que da lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas en recurren­

cia; a diferencia de lo que ocurre en el contexto continuo, donde la trayectoria del 

sistema se obtiene a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales.

Acompañando los avances de la teoría de reducción mencionada previamente, 

en el contexto de la mecánica discreta también se obtuvieron resultados sobre la 

reducción de sistemas mecánicos discretos.

Para sistemas discretos holónomos Bobenko y Suris en [5] presentan la reducción 

para el caso en que la variedad de configuraciones es el grupo de simetría. También 

ha sido estudiado por Jalnapurkar, Leok, Marsden y West en [18] el caso en que el 

grupo de simetría es abeliano, dando lugar a la versión discreta de la reducción de 

Routh.

En el caso de los sistemas mecánicos discretos con vínculos no holónomos se 

conocen algunos resultados sobre la reducción en casos particulares. Por ejemplo, 
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Cortés y Martínez en [12] estudian la reducción de sistemas mecánicos discretos con 

simetría de tipo Chaplygin. También ha sido estudiado, por McLachlan y Perlmutter 

en [23], el caso en que el espacio de configuraciones es el mismo grupo de simetría.

El propósito de esta tesis es avanzar en el estudio de la reducción de sistemas 

mecánicos discretos con vínculos no holónomos. En este tipo de sistemas los vínculos 

variacionales no se deducen de los vínculos cinemáticos, es por esto que consideramos 

que la reducción de sistemas mecánicos discretos no holónomos es la contraparte 

discreta de la reducción de sistemas no holónomos generalizados tratada por Cendra, 

Ferraro y Grillo en [8].

Al comienzo de esta introducción mencionamos que el objetivo principal de la 

teoría de reducción es encontrar caminos que permitan reducir los grados de libertad 

del sistema. Una vez que obtenemos las ecuaciones de la dinámica reducida, las com­

paramos con las ecuaciones de la dinámica original y observamos que la disminución 

en los grados de libertad del sistema no consiste en trabajar con menor cantidad 

de variables independientes sino en que el orden de las ecuaciones con las que se 

trabaja es menor. Este hecho es el reflejo de lo que sucede también en los sistemas 

continuos, donde el sistema de ecuaciones diferenciales que determina la dinámica 

original está formado por ecuaciones de segundo orden mientras que el sistema que 

determina la dinámica reducida está formado por algunas ecuaciones de segundo 

orden y otras de primer orden. En el contexto discreto el orden de las ecuaciones 

se mide por la recurrencia de las mismas. El sistema de ecuaciones que determina 

la dinámica original está formado por ecuaciones en recurrencia de segundo orden, 

mientras que el sistema que determina la dinámica reducida está formado por ecua­

ciones en recurrencia de las cuales algunas son de segundo orden y otras son de 

primer orden.

A continuación enunciamos brevemente los contenidos de esta tesis.
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■ En el Capítulo 2 hacemos una reseña de las definiciones y los resultados que 

utilizamos en los capítulos restantes.

■ En el Capítulo 3 presentamos un resumen de la reducción de sistemas mecáni­

cos con vínculos no holónomos generalizados siguiendo el trabajo de Cendra, 

Ferraro y Grillo [8]. Esto cumple con dos propósitos, uno es el de mostrar el 

estado de avance en el estudio de la reducción de sistemas continuos y otro es 

el de ilustrar el modelo para el tipo de resultado que nos interesa encontrar en 

el caso discreto.

■ En el Capítulo 4 comenzamos con una descripción de los llamados sistemas 

mecánicos discretos considerando en primer lugar sistemas discretos libres; es 

decir, sistemas mecánicos discretos que no están sujetos a vínculos. Luego, 

hacemos un repaso sobre métodos de integración para los sistemas mecánicos 

libres, destacando resultados que establecen ciertas propiedades interesantes 

que poseen dichos integradores. En particular, analizamos las propiedades que 

caracterizan a los integradores variacionales y a los simplécticos. También, 

hacemos una breve descripción de la relación que existe entre la mecánica con­

tinua y la discreta. Continuamos considerando los sistemas discretos con vín­

culos no holónomos. Y, por último, presentamos la noción de sistema mecánico 

discreto con fuerzas.

Cabe mencionar que a partir de aquí y a lo largo de lo que resta de la tesis 

ilustramos las ideas con las que tratamos a través de ejemplos sencillos. Estos 

ejemplos que utilizamos han sido considerados previamente por otros autores 

y las citas correspondientes son mencionadas en cada uno de dichos ejemplos.

■ En el Capítulo 5 abordamos el estudio de los sistemas discretos con vínculos 

no holónomos en presencia de una simetría dada por un grupo de Lie, pre­
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sentando las herramientas discretas necesarias para formular la reducción de 

estos sistemas. Un concepto fundamental que aparece en este capítulo, es el de 

conexión discreta que fue introducido por Leok, Marsden y Weinstein en [21]. 

Notamos que es posible extender este concepto a una idea más general y pre­

sentamos la noción de conexión discreta afín, que representa una herramienta 

esencial para establecer un isomorfismo que nos permite modelizar el espacio 

de configuraciones discreto.

■ En el Capítulo 6 estudiamos la reducción de los sistemas mecánicos discretos 

con vínculos no holónomos. Presentamos el Teorema de reducción que establece 

la equivalencia entre la dinámica del sistema original y la dinámica de un 

sistema definido sobre un espacio difeomorfo al espacio reducido. Por último 

demostramos un resultado de reconstrucción, que establece una manera de 

recuperar la dinámica del sistema original a partir de la dinámica del sistema 

reducido.

■ En el Capítulo 7 especializamos el resultado de reducción del capítulo ante­

rior a casos particulares en los que se obtienen resultados interesantes. En 

primer lugar, estudiamos la reducción cuando el espacio de configuraciones es 

un fibrado principal trivial. En segundo lugar, especializamos el caso en que el 

espacio de configuraciones es el grupo de simetría del sistema y recuperamos 

el resultado de reducción que aparece en [23]. Luego, consideramos el caso en 

que el grupo de simetría es una simetría de tipo Chaplygin y recuperamos el 

resultado de reducción que aparece en [12]. Por último, estudiamos la reduc­

ción para sistemas que presentan simetría de tipo horizontal; caso que, para 

sistemas continuos, fue considerado en [12].

■ En el Capítulo 8 presentamos las conclusiones de esta tesis y mencionamos 
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algunos de los problemas que consideramos ineresantes para estudiar en el 

futuro.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo incluimos las definiciones y resultados necesarios para el desa­

rrollo de esta tesis.

2.1. Teoría de librados

Para ampliar los conceptos que mencionamos en esta sección referimos a Koba­

yashi y Nomizu [20] y Abraham y Marsden [1].

Definición 2.1.1 Sea M una variedad diferencial y G un grupo de Lie. Un fibrado 

principal sobre M con grupo de estructura G consiste de una variedad Q y una 

acción de G sobre Q que satisface las siguientes condiciones:

1. G actúa libremente sobre Q a izquierda, 1® : Q —> Q, 1® (q) = gq;

2. M es el espacio cociente de Q por la relación de equivalencia inducida por G, 

M = Q/G, y la proyección canónica π : Q —> M es diferenciable;

3. Q es localmente trivial, es decir, cada x G M tiene un entorno U tal que 

π-1 (U) es isomorfo a U x G, en el sentido que existe un difeomorfismo ψ : 
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π 1 (U) —> U x G tal que ψ (u) = (π (t¿), φ (ufi) donde φ : π 1 (U) —> G es una 

aplicación tal que φ (gu) = gip (u) para todo u G π-1 (U) y todo g G G.

En este caso, el fibrado principal se denota Q(M,G).

Para cada x G Μ, π-1 (x) es una subvariedad cerrada de M y es llamada la 

fibra sobre x.

Definición 2.1.2 Un homomorfismo o aplicación de fibrados entre fibrados 

principales f : Q' (M',G') —> Q(M,G) consiste de una aplicación f'-Q'—^Qy 

un homomorfismo f" : G' G tal que f' (g'u') = f" (g') f (u') para todo u' G O' y 

g' e G'.

Es decir, los homomorfismos entre fibrados mandan fibras en fibras. Por simpli­

cidad se denotan a /' y f" por la misma letra f que se usa para el homomorfismo.

Definición 2.1.3 Un homomorfismo f : Qr (M', G') —> Q (M, G) es un imbedding 

si f : Q' Q es imbedding (inmersión inyectiva) y si f : G' G es monomorfismo.

Si f : Q' (M', G') —> Q (M, G) es un imbedding la aplicación inducida f : M' —> 

M también lo es. Luego, identificando Q' con f (Q'fi G' con f (G') y M' con f (M'fi 

se dice que Q' (M', G!) es un subfibrado de Q (M, G).

Un espacio que aparece al intentar describir la dinámica del sistema reducido es 

el fibrado asociado al espacio de configuraciones con la fibra dada por el grupo de 

simetría; a continuación recordamos su definición.

Definición 2.1.4 Dado un fibrado principal Q (M, G) y una variedad F sobre la 

que G actúa a izquierda. Luego, G actúa naturalmente sobre el producto Q x F y 

el espacio cociente F = (Q x F) /G es denominado fibrado asociado con Q con 

fibra F.
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En el caso de fibrado asociado la proyección al cociente π p : (Q x F) /G —► Q/G 

está definida por n? ([(q, /)]) := π (q).

Definición 2.1.5 Una sección transversal de un fibrado F = (Q x F) /G es una 

aplicación Γ : M = Q/G —> F tal que πρ o Γ = idQ/Q.

Para el fibrado Q (M, G) existe una sección transversal Γ : M —* Q si y sólo si 

Q es el fibrado trivial M x G.

Definición 2.1.6 Dados dos espacios fibrados π : Q M y π' : Qf —> M con fibras 

X y X' respectivamente, se define el producto fibrado de Q con O' sobre M como

Las proyecciones en las primera y segunda variables definen aplicaciones πι : Q Xm 

O' —> Q y π2 : Q x m O' Q' y la composición de éstas con π y π' da estructura de 

espacio fibrado con base M a Q Xm Q' y fibra X x X'.

El espacio sobre el que se define un sistema mecánico es el fibrado tangente al 

espacio de configuraciones, que es un ejemplo trivial de la noción de fibrado vectorial 

que recordamos aquí.

Definición 2.1.7 Dado un fibrado principal Q (M, G) se define un fibrado vec­

torial como el fibrado asociado F con fibra F = sobre la cual G actúa por 

transformaciones lineales. Cada fibra π-1 (τ), x 6 M, tiene la estructura de espacio 

vectorial.

La siguiente definición combina dos fibrados vectoriales utilizando la construcción 

de producto fibrado.

13



Definición 2.1.8 Dados dos fibrados vectoriales π : Q M y π' : O' —* M, se 

define la suma de Whitney como el fibrado vectorial πφπ' ■.QqQ' M donde 

Q φ Q' tiene fibra sobre q € Q igual a la suma directa Qq Φ Q'g-

Definición 2.1.9 Una distribución sobre una variedad M es un subfibrado vecto­

rial del espacio tagente TM.

Definición 2.1.10 Sean π : E —> M un fibrado vectorial y f : M' —> M una 

aplicación suave. Se define el fibrado vectorial pull-back f*n : f*E —> M' por

2.1.1. Conexiones

A continuación recordamos la definición de conexión afín sobre una variedad 

diferencial, esta noción se utiliza para escribir las ecuaciones de movimiento sin 

utilizar coordenadas locales.

Definición 2.1.11 Una conexión afín V sobre una variedad diferencial Q es una 

aplicación V : X (Q) x X (Q) —> X (Q) denotada por V (X, Y) = VχΥ que satisface 

las siguientes propiedades para X, V,Z G X(Q) y f,g € C°° (Q),

Se llama aVχΥ la derivada covariante de Y sobre X.

14



Si se toman cartas locales en M con coordenadas q = (q\...,qn) se definen las 

funciones F*fc (q) por

Las funciones r*fc son llamadas símbolos de Christoffel de la conexión (en la 

carta dada).

Definición 2.1.12 Dada una conexión afín V en un fibrado vectorial π : V —> Q, 

el transporte paralelo de un vector vq € π-1 (ρο) λ lo largo de una curva q(fi) en 

Q, t G [a, b] tal que q (¿o) = qo para un t$ G [a, b] fijo, es la única curva v (t) en V 

tal que v (t) G π-1 (q (¿)) para todo t, v (¿o) = oq y que satisface (o (í)) = 0 para

todo t.

La operación de transporte paralelo determina, para t, t+s G [a, b], una aplicación 

lineal T(+s : π 1 (q (t)) —> π 1 (q(t + s)) asociada a cada curva q (í) en Q. Luego, se 

tiene la siguiente definición.

Definición 2.1.13 La derivada covariante de una curva v (t) en V está dada

por

Los principios variacionales que rigen la dinámica de los sistemas mecánicos 

tratan con variaciones infinitesimales y es de suma utilidad en la determinación de 

las ecuaciones de movimiento contar con una herramienta que permita considerar la 

descomposición de las mismas en componentes horizontal y vertical. Esta herramien­

ta está determinada por la noción de conexión que recordamos a continuación.

Definición 2.1.14 Dado un fibrado principal Q(M,G) sobre una variedad diferen­

cial M con grupo de estructura G. Para cada q G Q, se denota Vq al subespacio de
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TqQ determinado por los vectores tangentes a la fibra en el punto q. Una conexión 

principal en el fibrado consiste en la elección de un subespacio Líq de TqQ tal que

2. Hq es G-equivariante

3. Tíq depende de q en forma diferenciable.

Los espacios y Hq son denminados subespacio vertical y subespacio ho­

rizontal, respectivamente.

Asociada a una conexión viene dada una 1-forma de conexión a valores en g := 

Lie G, A : TQ g, con las siguientes propiedades,

2. A (di* (q) („,)) = Ad9 (Λ (v, )), donde Ad es la acción adjunta de G sobre g.

En particular, para cada q € Q se tiene que Vq — ker (dnq) yHq = kerAg.

Las componentes vertical y horizontal de un vector vq 6 TqQ se denotan por 

ver (yq) y hor (yq), respectivamente; por definición,

Definición 2.1.15 Un campo vectorial Xq € TqQ es llamado vertical si Xq 6 Vq 

y es llamado horizontal si Xq EHq.

Definición 2.1.16 El levantamiento horizontal es una aplicación h que le asigna 

a cada campo vectorial w sobre M el único campo vectorial w* sobre Q que es ho­

rizontal y que se proyecta sobre w. Es decir, dado G Τπ^Μ, se tiene que
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Como ya mencionamos anteriormente, para describir la dinámica de un sistema 

mecánico se utiliza la noción de conexión. Luego, en las ecuaciones que determinan 

la dinámica del sistema reducido aparece la curvatura de la conexión, cuya definición 

recordamos a continuación.

Definición 2.1.17 La curvatura de A es la 2-forma sobre Q a valores en g dada 

por

donde d denota la derivada exterior.

2.2. Mecánica Lagrangiana

En esta ssección hacemos una revisión rápida de las nociones básicas de la formu­

lación Lagrangiana de la mecánica que serán necesarias para presentar el contenido 

de los capítulos siguientes.

La formulación Lagrangiana de la mecánica está basada en la existencia de prin­

cipios variacionales detrás de las leyes de Newton.

La variedad diferencial Q, de dimensión finita, que describe las configuraciones 

del sistema estudiado es denominada espacio de configuraciones. Se considera 

el lagrangiano del sistema que es una función diferenciable L : TQ —> R que 

usualmente está dada por la energía cinética menos la energía potencial.

La funcional de acción del sistema está definida por 

(2.1)

donde q : [to, ti] —> Q es una curva suave y q : [¿o, ti] —* TQ es su velocidad. Una 

variación infinitesimal de q es una curva suave dq : [to,^] —> TQ. Se dice que dq 
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es una variación a extremos fijos si 6q (t0) = 0 y dq (¿i) = 0.

El Principio variacional de Hamilton establece que las trayectorias del sis­

tema están dadas por los puntos críticos de la funcional (2.1); es decir, satisfacen 

que

para toda variación óq a extremos fijos. Aplicando las técnicas usuales de cáclulo de 

variaciones se muestra que estos puntos críticos son las soluciones de las ecuaciones 

de Euler-Lagrange

2.2.1. Sistemas forzados

Como veremos en los capítulos siguientes, al tratar con sistemas mecánicos es 

posible que haya fuerzas externas al sistema que actúan sobre el mismo. Estas fuerzas 

modifican el principio variacional que rige la dinámica del sistema, como vemos a 

continuación.

Un sistema mecánico forzado es un sistema mecánico con una aplicación de 

fibrados f : TQ —> T*Q llamada fuerza Lagrangiana.

Luego, el Principio de Hamilton se modifica y se tiene el Principio de Lagrange- 

D’Alembert que establece que las trayectorias del sistema forzado satisfacen

para toda variación óq a extremos fijos. Por un procedimiento análogo al caso de 

sistemas sin fuerzas se muestra que las trayectorias del sistema son soluciones de las
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ecuaciones de Lagrange-D’Alembert
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Capítulo 3

Reducción de sistemas mecánicos 

no holónomos

En este capítulo presentamos un breve resumen de la reducción de sistemas 

mecánicos no holónomos generalizados continuos. En la primera sección vamos a 

recordar la definición de estos sistemas y cómo se pueden obtener las ecuaciones de 

movimiento que describen su dinámica. Luego, en la segunda sección, consideramos 

la presencia de una simetría y recordamos los resultados de la reducción de dicha 

simetría presentados por Cendra, Ferraro y Grillo en [8].

3.1. Sistemas mecánicos no holónomos generali­

zados

Definición 3.1.1 Un sistema mecánico no holónomo generalizado consiste 

en un conjunto de objetos (Q, L,T),Ck) donde Q es una variedad diferencial que 

describe el espacio de configuraciones, L : TQ —> R es una aplicación suave que 

es el lagrangiano del sistema, Ί) es un subfibrado deTQ definido por los vínculos 
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variacionales o los desplazamientos virtuales y Ck es una subvariedad de TQ 

que representa los vínculos cinemáticos.

Como hemos visto para los sistemas libres, la funcional de acción para un sistema 

(Q,L,T), Ck) está definida por 

donde q : [¿o, ti] —► Q es una curva suave y q : [to, ti] —* TQ es su velocidad.

La dinámica de un sistema no holónomo generalizado está determinada por el 

Principio de Lagrange-D’Alembert que establece que una trayectoria del sis­

tema (Q,L,T>,CK) es una curva suave q : [¿o,ti] —* Q que verifica los vínculos 

cinemáticos y es extremo de la acción S para variaciones que satisfacen los vínculos 

variacionales. Es decir, q en Q es una trayectoria del sistema (Q, L,T>., Ck) si

■ (Q (t), q (t)) € CK para todo t G [t0, ti] y

■ dS (q) (bq) = 0 para variaciones bq a extremos fijos tales que bq (t) € PQ(t) 

para todo t G [to,ti].

El Principio de Lagrange-D’Alembert da lugar a un conjunto de ecuaciones que, si 

se elige una conexión afín Vq sobre Q, pueden escribirse sin trabajar en coordenadas 

locales.

Sean tq : TQ —> Q fibrado vectorial tangente y una conexión afín Vq : 

X (Q) x X (Q) —* X (Q), a continuación recordamos un par de definiciones que son 

necesarias para presentar la expresión de las ecuaciones antes mencionadas.

Definición 3.1.2 La derivada en la fibra de L . TQ es la aplicación FL :
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TQ —+ T*Q dada por

y la derivada en la base es la aplicación BL : TQ —* T*Q definida como

donde W es una curva en TQ tal que y

En [8] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1 Una curva suave q en Q es una trayectoria del sistema mecánico 

generalizado (Q, L,V, Ck) si y sólo si (q (t) , q (t)) 6 Ck para todo t € [¿o, ti] y

(3.1)

donde FL es la derivada en la fibra y BL es la derivada en la base.

Como es usual, dado un espacio vectorial V, se denota con Vo a su anulador.

Las ecuaciones que aparecen en (3.1) son conocidas como las ecuaciones de 

Lagrange-D’Alembert generalizadas.

3.2. Reducción de sistemas mecánicos no holóno-

mos generalizados

En esta sección consideramos que G es un grupo de Lie que actúa (a izquierda) 

sobre Q por la acción que denotamos 1® (q) con g G G y q 6 Q. Suponemos que
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esta acción es libre y propia de modo que define un fibrado principal π : Q Q/G 

con grupo de estructura G. Esta acción induce una acción de G sobre TQ llamada 

acción levantada al tangente que está dada por

para todo g € G y vq G TqQ.

Definición 3.2.1 G es un grupo de simetría del sistema mecánico no holónomo 

generalizado (Q, L,T>,Ck) si, además de las hipótesis antes mencionadas, L,T> y 

Ck son G-invariantes; es decir, L o = ¡tq (p) q p y ¡TQ (Cr) c Cr para 

todo g G G.

El fibrado vertical VG sobre Q es un subfibrado del tangente TQ con fibras 

VG := Tq (l® ({</})), donde l® ({<7}) denota la órbita de q G Q por la acción de 

G. Suponemos que la distribución S con fibras Sq := T>q Π VG tiene rango local­

mente constante; luego 5 es un subfibrado de TQ. Esta condición, que se satisface 

en numerosos ejemplos interesantes, se verifica trivialmente cuando se supone la 

“hipótesis de la dimensión” considerada usualmente en la literatura que ha estu­

diado este tema. Esta hipótesis consiste en considerar que el espacio tangente es la 

suma del vertical y la distribución de los desplazamientos virtuales, TQ = VG 4- T>.

Suponemos que pueden elegirse subfibrados G-invariantes W, Ή, 5, ¿V de manera 

tal que VG = S®U,T> = S®TÍy TQ = W φ (VG + Tenemos, entonces la 

siguiente descomposición del espacio tangente

(3-2)
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donde VG = 5y V = 7Y φ 5. Una manera de construir los fibrados complemen­

tarios Ίϊ, U y W es hacerlo tomando complementos ortogonales respecto de algún 

producto interno G-invariante sobre TQ. Este tipo de producto interno usualmente 

está dado por la energía cinética del sistema.

Como mencionan Bloch, Krishnaprasad, Marsden y Murray, en [4] y Cendra, 

Ferraro y Grillo, en [8], se puede asociar una conexión a la descomposición (3.2).

Definición 3.2.2 La única conexión A sobre el fibrado principal π : Q —> Q/G 

cuyo espacio horizontal es Horx = W φ H es llamada conexión no holónoma 

generalizada asociada al sistema generalizado (Q,L,T>, Ck) y a la descomposición 

(3.2).

Cuando G es un grupo de simetría del sistema no holónomo generalizado 

(Q,Z/,P,Ct<) se define el lagrangiano reducido ¿ : TQ/G R por £([(<?,4)]G) := 

¿(q, q).

Al estudiar la reducción de sistemas mecánicos con simetría se busca establecer 

un principio variacional reducido y estudiar las ecuaciones de movimiento reducidas. 

En este sentido Cendra, Marsden y Ratiu en los trabajos [9] y [10] encuentran 

más conveniente trabajar en un espacio difeomorfo a TQ/G como recordamos a 

continuación.

Dada una conexión Λ sobre el fibrado principal π : Q —* Q/G se puede definir 

un isomorfismo de fibrados vectoriales sobre Q/G,

donde g es el álgebra de Lie de G, g es el fibrado vectorial adjunto de π y está

dado por
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En el contexto que estamos trabajando es natural que la conexión A usada para 

definir ci¿ sea la conexión no holónoma generalizada mencionada previamente. Luego, 

el lagrangiano reducido (, define otro lagrangiano sobre el espacio T (φ/<7)φ0 vía este 

isomorfismo; es decir, se puede definir el lagrangiano reducido L : T (Q/G) Φ 0 —► R 

por

A continuación daremos una breve descripción de las variaciones involucradas en 

el principio variacional reducido.

Se considera el fibrado π : T (Q/G) ® g —> Q/G donde π está dada por

siendo : T (Q/G) —> Q/G y π : g —> Q/G las proyecciones canónicas. Se denota 

a la proyección canónica del fibrado tangente asociado por f : T (T (Q/G) <&g) —> 

T(Q/G)®~g.

Dada una conexión afín ^q/g sobre Q/G y la conexión usual V"4 sobre g, se 

define V = Vq/g Φ V-4 sobre T (Q/G) φ g y se escribe el isomorfismo de fibrados 

vectoriales

que está dado por
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Teorema 3.2.1 Para cualquier curva 7 : [ti, t2] —► Q y cualquier variación óy tales 

que π o 7 = x, (a¿ o p) (7') = μ y (cu o p) (¿7) = δχ φ η, siendo p : TQ ~^> TQ/G, 

se tiene que

donde B : T(Q/G) ^q/g T (Q/G) g es la curvatura reducida de la conexión 

Λ dada por B (dn (u) ,άπ(υ)) := b(u,v) siendo b : TQ Xq TQ —> g, b(vq,wq) := 

[q, B (ug, wg)] y B : TQ Xq TQ —> g la curvatura de la conexión A.

Este resultado permite expresar las variaciones d (a¿ o p) (¿7) G T (T (Q/G) φ g) 

en términos de las variables reducidas, hecho que es utilizado en [8] para obtener la 

expresión de las ecuaciones reducidas que aparecen en el Teorema 3.2.2.

La dinámica reducida del sistema está definida en [8] por el Principio de 

Lagrange-D’Alembert-Poincaré Generalizado que establece que una trayec­

toria del sistema reducido determinado por el grupo de simetría G del sistema 

es una curva μ := (rr,¿,ü) : [¿o, ¿i] —* T (Q/G) φ g que

■ satisface los vínculos cinemáticos: μ(ί) G Ck '■= <*a(Ck/G) para todo t G

[Wi] y

■ es un punto crítico de la acción reducida

para variaciones infinitesimales a extremos fijos δμ = δχ φ δΛν tales que, si 

q(t) es un levantamiento de x(t) a Q, δχ (í) G dn(q(ty) y
δΛν (t) 6 Τ>ν := α_4 (S/G) tales que δΛν (t) = -^-η + [ϋ,η] — B (¿, δχ).

LJ L
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El Principio de Lagrange-D’Alembert-Poincaré Generalizado genera una dinámi­

ca que puede ser descripta mediante ecuaciones de movimiento. Estas ecuaciones son 

llamadas ecuaciones reducidas de Lagrange-D’Alembert-Poincaré genera­

lizadas y son equivalentes a las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert para el sistema 

no holónomo generalizado (Q, L, 2?, <7χ), como se demuestra en el Teorema 9 de [8]. 

A continuación reescribimos dicho resultado de la siguiente manera.

Teorema 3.2.2 Sean G un grupo de simetría del sistema no holónomo generalizado 

{Q, L, 2?, Ck), A la conexión no holónoma generalizada sobre π : Q —* Q/G asociada 

a la descomposición (3.2) y q : [to, ^i] -► Q una curva en Q. Luego, los siguientes 

enunciados son equivalentes.

■ La curva q satisface el Principio de Lagrange-D ’Alembert.

■ La curva μ : [¿o, ¿i] -^· T {Q/G) φ g dada por μ = (χ,χ) Φ v = ([(<?, g)]G)

satisface el Principio de Lagrange-D ’Alembert-Poincaré generalizado.

■ La curva q satisface {q{t) ,q{t)) € Ck pura todo t G [to, ti] y vale (3.1).

■ La curva μ satisface μ (t) 6 Ck y

para todo t 6 [to, ¿i]■

Observación 3.2.1 En el enunciado del Teorema 3.2.2 aparecen las derivadas
dx

dJj c) T¿
— y Recordamos que, dado que T* {Q/G) y g* son fibrados vectoriales, las dos 
dx dv
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últimas son derivadas usuales

dLPor último, la derivada — es una derivada covariante 
dx

donde (x (s) ,u(s) ,v (s)) es una curva horizontal respecto de la conexión V.
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Capítulo 4

Sistemas mecánicos discretos

En este capítulo hacemos una revisión de algunos de los conceptos básicos de la 

teoría de los sistemas mecánicos discretos con vínculos no holónomos. Para hacerlo 

comenzamos recordando el concepto de sistema mecánico discreto libre; es decir, 

un sistema que no está sujeto a vínculos. Luego, hacemos un breve repaso sobre 

métodos de integración para sistemas mecánicos que presentan características intere­

santes como lo son, por ejemplo, ciertas propiedades de conservación. Recordamos 

las nociones de integrador variacional e integrador simpléctico. También analizamos 

brevemente la relación entre la mecánica continua y la mecánica discreta. En la 

sección siguiente damos la definición de sistema mecánico discreto con vínculos no 

holónomos, hacemos una breve discusión sobre las características que debe satisfacer 

el sistema para asegurar la existencia y unicidad de solución para las ecuaciones de 

movimiento discretas y terminamos la sección analizando un ejemplo en el que puede 

verse el buen comportamiento del integrador variacional. Por último presentamos la 

noción de sistema mecánico discreto con fuerzas, dado que al describir la dinámica 

del sistema reducido trataremos con sistemas de estas características.
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4.1. Sistemas mecánicos discretos libres

Comenzamos recordando las definiciones generales de los sistemas mecánicos 

discretos libres siguiendo la teoría desarrollada por Marsden y West en [24].

Consideremos un espacio de configuración dado por una variedad diferencial 

Q de dimensión finita. Un sistema mecánico discreto (Q, L¿) está dado por el 

espacio de fases discreto Q x Q y una función diferenciable ■ Q x Q R que 

es el lagrangiano discreto. En muchos casos estos sistemas discretos aproximan 

a sistemas continuos y, en este sentido, se consideran lagrangianos discretos que 

dependen de un paso de tiempo h. Por el momento vamos a suponer que este paso 

h es fijo y vamos a omitir hacer explícita la dependencia de L¿ en h.

Se contruye una sucesión de tiempos discreta {tk = kh : k = 0,..., N} C R y se 

define el espacio de curvas discretas como C¿ (Q) = {qd ■ —* Q}· Se iden­

tifican las curvas discretas qd € Cd (Q) con su imagen en Q, qd = {qk ■ k = 0,..., N} 

donde qk i= qd{tk)· Asociada al lagrangiano discreto se define la acción discreta 

Sd : Cd (Q) —> R como

El espacio tangente Tqd (Cd (Q)) a Cd (Q) es el conjunto de aplicaciones vqd : 

{tk : k = Ο,.,.,Ν} —> TQ tales que kq o vqd = qd y que se denotan por vqd = 

{(qk^k) ■ k = 0,...,A}.

El Principio de Euler-Lagrange discreto establece que las trayectorias del 

sistema discreto son extremos para esta acción con puntos extremos fijos qo, q^; es 

decir,

para toda variación a extremos fijos 5qd E Tqd (Cd (Q)), es decir = 0 y 5qN = 0.
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Este principio da lugar a un conjunto de ecuaciones, como vemos a continuación. Si 

Dj denota la derivada respecto de la j-ésima componente en un producto cartesiano 

tenemos que

Por lo tanto, la variación de la acción discreta es de la forma

(4.1)

Entonces, tomando variaciones a extremos fijos tenemos que qk es una trayectoria 

para el sistema discreto (Q, L¿) si y sólo si, para todo k se verifican las ecuaciones 

de Euler-Lagrange discretas

(4-2)
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Como mencionamos al comienzo de esta sección muchas veces los sistemas mecáni­

cos discretos aproximan a sistemas mecánicos continuos. Una manera de hacer esto 

es considerar un sistema mecánico con lagrangiano L : TQ —> R y un difeomorfis- 

mo que permita identificar los vectores del espacio tangente TQ con elementos del 

espacio producto Q x Q, Ψ : TQ Q x Q. Esta aplicación Φ es conocida como 

discretización y es por medio de su inversa que se define el lagrangiano discre­

to, L¿ := L o Ψ-1. En algunos casos al definir Ld es conveniente incorporar una 

constante multiplicativa que puede depender de los parámetros de la discretización. 

Usualmente se llama sistema discretizado a un sistema discreto definido a partir 

de una discretización de un sistema continuo. A continuación damos un ejemplo de 

un sistema mecánico discreto obtenido a partir de la discretización de un sistema 

mecánico.

Ejemplo 4.1.1 Consideramos el sistema mecánico dado por una partícula libre en 

el espacio real tridimensional, Q = IR3, cuyo lagrangiano L : TQ —> R es

Al aplicar la discretización : TQ —> Q x Q, dada por

se obtiene el sistema mecánico discreto con lagrangiano discreto L¿ : Q x Q —> R

definido como Ld := h (L o Ψh1); es decir,
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4.2. Integradores de sistemas mecánicos

En esta sección hacemos una breve reseña de algunas de las propiedades que 

caracterizan a ciertos métodos de integración de los sistemas mecánicos.

Comenzamos presentando los llamados integradores variacionales. Entre las pro­

piedades que los cacracterizan se encuentra la simplecticidad; además, en el caso 

de sistemas que tengan una simetría dada por la acción de un grupo de Lie, tam­

bién puede mencionarse la conservación del momento discreto como una de estas 

propiedades. Si bien estos integradores no tienen la propiedad de conservar la ener­

gía del sistema suelen aproximarla muy bien; este hecho es ilustrado con un ejemplo 

al final de la Sección 4.2.1.

Luego, mencionamos un par de resultados para integradores de sistemas mecáni­

cos continuos. En particular, trataremos los llamados integradores simplécticos si­

guiendo el libro de Hairer, Lubich y Wanner [15]. Entre las propiedades que los 

caracterizan se encuentran la simplecticidad y el buen comportamiento de la ener­

gía a tiempos largos.

4.2.1. Integradores variacionales

Las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas (4.2) tienen solución bajo ciertas 

hipótesis de regularidad sobre el lagrangiano discreto. En particular, si la aplicación 

D^Ld (q, ·) : Q —* T*Q es invertible para todo q e Q las ecuaciones

definen una aplicación F¿d : Q x Q —* Q x Q, llamada flujo lagrangiano discreto
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que describe la evolución del sistema a tiempo discreto. Dado que esta evolución dis­

creta surge a partir del planteo de un problema “variacional”, el integrador obtenido 

a partir de ella recibe el nombre de integrador variacional.

A continuación recordamos algunas propiedades de conservación que caracterizan 

a estos integradores variacionales; como referencia básica citamos los trabajos de 

Marsden y West [24] y Wendlant y Marsden [26].

En el contexto continuo la transformada de Legendre aplica el espacio tangente 

TQ en el cotangente T*Q. De manera análoga, en el contexto discreto, se definen las 

transformadas de Legendre discretas que aplican el espacio Q x Q en el fibrado 

cotangente T*Q. Estas aplicaciones Ld : Q x Q —> T*Q están dadas por

y pueden ser escritas como

Estas transformadas permiten llevar el flujo lagrangiano discreto Fal cotan­

gente T*Q y definir la aplicación hamiltoniana discreta F¿d : T*Q —■» T*Q como 

FLd = F±¿doFí.do(F±¿d)-1.

Definición 4.2.1 Una 2-forma cerrada y no degenerada, ω, sobre una variedad M 

es llamada forma simpléctica sobre M. En este caso se dice que el par (Μ,ω) es 

una variedad simpléctica.

Considerando coordenadas locales (q\ ...,Pn) en T*Q existe una forma
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simpléctica canónica dada por

Luego, el par (T*Q,w) es un ejemplo de variedad simpléctica.

Como veremos en la Sección 4.2.2 en el contexto continuo la evolución de un 

sistema mecánico es una aplicación simpléctica. En el contexto discreto se tiene un 

resultado análogo. Recordamos que la forma simpléctica lagrangiana discreta 

en coordenadas, está dada por

Las formas están relacionadas vía el pull-back de las transformadas discretas,

Observación 4.2.1 Cabe aclarar que la aplicación ω^ά no es una forma simpléctica 

en el sentido usual, dado que la misma está definida para un par de vectores tangentes 

que viven en dos espacios distintos; esto es, (qo,qi) : TqoQ x TqiQ->R.

Dada una aplicación f : Q x Q —► Q x Q, se dice que f es discretamente 

simpléctica si

Como demuestran Wendlant y Marsden [26] (Sección 3.2) la evolución lagrangia­

na discreta Fes discretamente simpléctica; es decir, la forma lagrangiana discreta 

es conservada vía el pull-back de F¿d
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Definición 4.2.2 Sean (Μ,ω) y (N,p) variedades simplécticas. Una función dife­

renciare g : M —> N es una aplicación simpléctica si g* p = ω.

Observación 4.2.2 Existen resultados que interpretan las consecuencias geométri­

cas de trabajar con una aplicación simpléctica. En particular, puede probarse que este 

tipo de aplicaciones conserva áreas (por ejemplo, en el caso en que Μ = N = R2/

Dado que WLd = (f^Ld)* ω entonces la aplicación hamiltoniana FLd : T*Q —> 
T*Q es simpléctica; es decir, (F¿d) ω = ω. De este modo, concluimos que el inte­

grador variacional F¿d define un integrador simpléctico, F¿d — F±LjoF¿¿©(F* Ld)'1 · 

Recíprocamente, se tiene el siguiente resultado (ver Teorema 2.1.1. en [24]).

Teorema 4.2.1 Si el integrador F^ : T*Q —» T*Q es simpléctico, (F^w = ω, 

entonces existe un lagrangiano discreto L¿ cuya aplicación hamiltoniana F¿d es F^.

Por lo tanto, podemos concluir que dado un integrador simpléctico F^, se tiene 

un integrador variacional determinado por F¿d = (F^d)-1 o F¿d o F*!^, donde 

F¿d = Fft.

En el contexto discreto hay otra ley de conservación que es análoga a una ley de 

conservación para sistemas continuos. Para presentarla, supongamos que un grupo 

de Lie G actúa sobre Q mediante 1® : Q Q, de modo que si se considera la acción 

diagonal de G sobre Q x Q dada por l®xQ (go, gi) ■= (¿f (go), 1® (gi)), el lagrangiano 

discreto es invariante. Se define entonces el momento discreto J¿ : Q x Q —> 0* como

donde ξ G Q := LieG y (g) := ν^ρ(ίξ) (?) · Luego, si Ld es invariante por la
at t=o

acción diagonal de G, se puede probar la conservación del momento discreto sobre
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las trayectorias del sistema discreto. El siguiente resultado es la versión discreta del 

Teorema de Nother para sistemas mecánicos libres, ver Teorema 1.3.3. en [24].

Teorema 4.2.2 Teorema de Nother discreto. Sea Ld : Q x Q —> R un la- 

grangiano discreto que es invariante por la acción diagonal de G sobre Q x Q. 

Entonces, el momento discreto correspondiente Jd · Q x Q —> 0* es una cantidad 

conservada del flujo lagrangiano discreto F¿d : Q x Q —* Q x Q; es decir

Como veremos en la Sección 5.2.4 esta característica de los integradores varia- 

cionales no es compartida por los integradores de sistemas mecánicos con vínculos no 

holónomos. En tal caso, como ocurre para las simetrías de sistemas mecánicos con­

tinuos, en lugar de tener una ley de conservación se tiene una ecuación de evolución 

para el momento no holónomo discreto.

Si bien estos integradores no conservan en forma exacta la energía del sistema 

mecánico, tienen la propiedad de aproximar bien el valor de la misma. Como ha sido 

probado por Ge y Marsden en [13] el hecho de que un integrador sea simpléctico, 

conserve el momento y conserve la energía implica que el integrador es exacto, en el 

sentido de que genera la solución exacta del problema. Damos muestra de que estos 

integradores no conservan la energía pero la aproximan bien en el siguiente ejemplo. 

Para hacerlo consideramos un sistema discreto obtenido mediante la discretización 

de un sistema continuo y evaluamos la energía sobre la trayectoria discreta. Luego 

comparamos la evolución discreta de la energía con el valor constante de la misma.

Ejemplo 4.2.1 Sea Ld : Q x Q —> R el lagrangiano discreto obtenido en el Ejemplo
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4.1.1 mediante la discretización del lagrangiano de una partícula libre en el espacio,

Las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas (4-2) para este sistema están dadas 

por

En el siguiente gráfico mostramos el error obtenido al comparar el valor exacto 

de la energía con el valor de la energía evaluada sobre la trayectoria discreta solución 

del sistema de ecuaciones anterior.

Error en la evolución de la energía para h = 0,05

Este buen comportamiento en la evolución de la energía puede ser justificado
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usando el Teorema 4-2.8 a partir de la simplecticidad del método.

Para finalizar esta sección mencionamos la relación que existe entre los sistemas 

mecánicos continuos y los discretos. Esta relación está determinada mediante un 

lagrangiano discreto particular, llamado lagrangiano discreto exacto. La noción de 

lagrangiano discreto exacto permite establecer la relación que hay entre la trayectoria 

de un sistema mecánico clásico y la trayectoria de un sistema discreto definido a 

partir del continuo. Para una exposición más detallada de este tema ver la Sección 

1.6 en [24], en particular, a continuación enunciamos el Teorema 1.6.1. de dicha 

sección.

Teorema 4.2.3 Dado un lagrangiano regular L : TQ —> R, dos puntos qo,qi 6 Q 

y h E R, si — go|| V \h\ son suficientemente pequeños, entonces existe una única 

solcuión q : R —> Q de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4-3) para L que satisface 

9(θ) = qo yq(h) = qr.

Dado un lagrangiano regular L : TQ —-> R, se define el lagrangiano discreto 

exacto como

para h pequeño y 9o y 9i cercanos. En este caso, Qo,i (0 es la única solución de 

las ecuaciones de Euler-Lagrange para L que satisfacen las conidiciones de borde 

9o,i (0) = 9o y 9o,i (h) — 9i y cuya existencia está garantizada por el Teorema 4.2.3.

A continuación enunciamos un resultado que establece la correspondencia entre 

las trayectorias de los sistemas mecánicos continuos y los discretos; el mismo puede 

encontrarse en el trabajo de Marsden y West [24] (Teorema 1.6.4.).

Teorema 4.2.4 Sean una sucesión de tiempos {tk = kh : k = 0,..., N} para un paso 

de tiempo h suficientemente pequeño, un lagrangiano regular L y su correspondiente
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lagrangiano discreto exacto L¿. Entonces, las soluciones q : [Ο,ίχ] —> Q de las 

ecuaciones de Euler-Lagrange para L y las soluciones {qk}k=o las ecuaciones de 

Euler-Lagrange discretas para L¿ están relacionadas por

Las curvas qk,k+i : [tk, ί^+ι] —> Q son las únicas soluciones de las ecuaciones de

Euler-Lagrange para L que satisfacen qk,k+i (kh) = qk y qk>k+i ((k + 1) h) — qk+i-

4.2.2. Integradores simplécticos

En esta sección hacemos un breve resumen de los llamados métodos simplécticos 

siguiendo el libro de Hairer, Lubich y Wanner [15].

Consideramos un sistema mecánico con lagrangiano L : TQ —> R. Dado que 

existe un difeomorfismo local entre la variedad Q y algún abierto de Rn, determinado 

por las funciones coordenadas de Q, al denotar al lagrangiano como L (q, q) estamos 

tomando q G Rn. Con esta notación, las trayectorias del sistema están determinadas 

localmente por las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

(4-3)

donde qj denota la componente J-ésima de G Rn. 
d2LSuponiendo que L es regular, es decir que la matriz ■■■;■· es invertible, se 

uQjUQi
considera el cambio de variables

(4-4)
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Sea Η : T*Q —> R el hamiltoniano que representa la energía total del sistema y que 

localmente está dado por

donde q se expresa en términos de p y q usando (4.4). Las variables p definidas por

(4.4) son denominadas momentos.

Luego, se tiene que las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.3) son equivalentes a las

ecuaciones de Hamilton

(4-5)

El sistema obtenido es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en las

variables (p, q) y una manera equivalente de escribirlo es

(4-6)

donde \7H es el vector cuyas componentes son los coeficientes de dH en la base 

{dpi, ...,dpn.,dq\, ...,dqn}, se denota con I a la matriz identidad de dimensión n y J 

es la matriz de coeficientes de la forma simpléctica canónica en T*Q (ya considerada 

en la sección anterior) respecto de las coordenadas locales (p, q). Se prueba que sobre

las curvas solución de (4.5), se conserva H; es decir
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Físicamente H es identificada con la energía total del sistema que, en consecuencia, 

se conserva. Este hecho puede usarse para medir la “bondad” de los integradores 

que se aplican para resolver las ecuaciones de movimiento. Al tener como dato que 

la energía del sistema es una cantidad conservada, se puede evaluar la energía sobre 

la trayectoria obtenida después de haber aplicado algún método de integración y 

comparar el resultado obtenido con el valor constante de la energía.

Cuando un sistema de ecuaciones diferenciales puede ser escrito (en coorde­

nadas) como el sistema (4.5) se dice que es un sistema hamiltoniano. Entre las 

propiedades de conservación de estos sistemas hamiltonianos se encuentra la simplec- 

ticidad. Es por esto que resulta natural buscar métodos numéricos que compartan 

esta propiedad.

Antes de enunciar los resultados que queremos destacar, recordamos algunas 

definiciones.

Observación 4.2.3 Las ecuaciones de Hamilton (4-5), que están expresadas en 

coordenadas locales, determinan un sistema de ecuaciones diferenciales en R2n. En 

este contexto, trabajando en coordenadas locales, en lugar de referimos al cotangente 

T*Q nos referimos a R2n.

Se dice que un método numérico es de paso simple si en cada interación del 

mismo sólo se necesita conocer el valor obtenido en la iteración anterior; es decir, 

dada una condición inicial yo, el método Φ/ι genera valores yi = Φ^, (yo), ■■■■>yk+i = 

Φ/ι (yk)·

Definición 4.2.3 Un método de paso simple Φκ se dice un método de orden p si 

para probelmas suficientemente regulares
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el error local satisface

Definición 4.2.4 Un método numérico de paso simple Φ^ ■ R2n —> R2n es llamado 

método numérico simpléctico si la aplicación Φ/ι es simpléctica siempre que el 

método sea aplicado a un sistema hamiltoniano suave.

A continuación enunciamos algunos resultados que establecen la simplecticidad 

de métodos conocidos; estos métodos están aplicados a sistemas de la forma (4.6). 

Para una exposición más detallada de estos resultados ver [15] y sus referencias.

Teorema 4.2.5 Los llamados métodos de Euler simplécticos

son métodos simplécticos de orden 1.

Teorema 4.2.6 La regla del punto medio implícita

es un método simpléctico de orden 2.

Cuando se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, en par­

ticular sistemas de la forma y = (y), el mismo puede ser resuelto de varias

maneras. En general el valor de una solución numérica no coincide con el valor 

exacto de la solución en cada punto, por esto tiene sentido buscar otra ecuación
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cuya solución coincida exactamente con la solución numérica obtenida. En este ca­

so, la ecuación diferencial cuya solución exacta es la solución numérica mencionada 

anteriormente es llamada “ecuación diferencial modificada”. A continuación damos 

una breve descripción de esta idea que nos permitirá enunciar algunos resultados 

interesantes.

Consideramos la ecuación diferencial ordinaria

(4-7)

y un método numérico Φ^ (y) que genera las aproximaciones j/0,2/1,3/2, ····

Dada la ecuación (4.7) con condición inicial yo, es decir y (0) = yo, una aplicación 

que a cada yo y a cada t en el espacio donde está definida la función f le asigna el 

valor y (t) de la solución de (4.7) es llamada flujo exacto de la ecuación diferencial.

Ahora, considerando la ecuación (4.7) con condición inicial yo, llamamos <pt (yo) 

al flujo exacto de (4.7) y denotamos por yk+\ = Φ/t (yk) a la solución numérica. Lo 

que se busca es una ecuación diferencial modificada y = fh (y) de la forma

(4-8)

tal que yk = y(kh). Es decir, se busca una ecuación diferencial que tenga a la

solución numérica de la ecuación (4.7) como solución exacta,
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En general, la serie que aparece en (4.8) diverge y tiene que ser truncada de 

manera adecuada. Aquí no trataremos las cuestiones que tengan que ver con la 

convergencia de la misma, para ello referimos a [15].

El siguiente resultado puede encontrarse en el libro de Hairer, Lubich y Wanner 

[15] (Teorema 3.1 cap. 9).

Teorema 4.2.7 Si un método simpléctico es aplicado a un sistema hamiltoniano 

con H : R2n —> R suave, entonces la ecuación diferencial modificada (4-8) también 

es hamiltoniana. Más precisamente, existen funciones suaves Hj : R2n —> R para 

j = 2,3,... tales que fj (y) = J^VHj (y).

Consideremos un sistema hamiltoniano de la forma y = J~r\7H (y). Del teorema 

anterior se sigue que la ecuación diferencial modificada correspondiente también es 

hamiltoniana. Luego de un truncamiento se obtiene un hamiltoniano modificado 

(4.9)

que se supone definido en el mismo dominio que el hamiltoniano H original.

El siguiente enunciado es un resultado de cuasi-conservación de la energía a 

tiempos largos mediante métodos simplécticos aplicados a sistemas hamiltonianos 

de la forma y = J-1 W (y), el mismo puede encontrarse en el libro de Hairer, Lubich 

y Wanner [15] (Teorema 8.1 cap. 9).

Teorema 4.2.8 Dado un sistema hamiltoniano con H : D C R2n —> R analítico 

se aplica un método numérico simpléctico, Φ/ι. Si la solución numérica se mantiene 

dentro de un compacto K C D, entonces existen h0 yN = N(h) (que determina el
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truncamiento (4-9)) tales que

sobre intervalos de tiempo kh < eh°/2h.

4.3. Sistemas mecánicos discretos no holónomos

En esta sección presentamos la versión discreta del Principio de Lagrange D’Alem­

bert siguiendo la teoría desarrollada en Cortés y Martínez [12]. En particular, esta 

formulación resulta ser el análogo en tiempo discreto a la de los sistemas mecánicos 

no holónomos generalizados tratados en la sección 3.1.

Definición 4.3.1 Un sistema mecánico discreto no holónomo consiste en un 

conjunto de objetos (Q,Ld,T>,T>d) donde Q es una variedad diferencial, L¿ ■ Q^Q 

R es una función diferenciable, T> es un subfibrado de TQ y es una subvariedad 

de Q x Q.

La variedad Q es el espacio de configuraciones, la función L¿ es el lagrangiano 

discreto, T) es el espacio de vínculos variacionales y T>d es el espacio de 

vínculos cinemáticos discretos.

Observación 4.3.1 En el contexto de la definición anterior, si la distribución D 

y la subvariedad de vínculos T>d son tales que T>=TNyDd = NxN, siendo 

N = φ_1 (0) C Q una subvariedad de Q, se tiene un sistema mecánico discre­

to holónomo (ver Sección 3.4 en [24])· Es decir, los vínculos provienen de una 

subvariedad del espacio de configuraciones. En este caso, el Teorema 3.4-1 de [24] 

establece que las ecuaciones de movimiento para un sitema mecánico discreto con
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vínculos holónomos son equivalentes a las ecuaciones de movimiento para un sis­

tema mecánico discreto libre que se define a partir del sistema holónomo dado. En 

este contexto, los resultados presentados en la Sección 4-%-l valen para sistemas 

mecánicos discretos con vínculos holónomos.

El Principio de Lagrange-D’Alembert discreto establece que una trayec­

toria del sistema (Q,L¿,T>, E>d) es una curva discreta qk que

1. es un punto crítico de S¿ para todas las variaciones admisibles; es decir,

para toda variación a extremos fijos Óq¿ tal que óqk € T)qk para todo k y

2. satisface los vínculos cinemáticos; es decir, (qk,qk+i) 6 para todo k.

De manera análoga al Principio de Euler-Lagrange discreto este principio tam­

bién da lugar a un conjunto de ecuaciones. Recordando el desarrollo de la variación 

de la acción discreta (4.1) se tiene que qk es una trayectoria para el sistema mecánico 

discreto (Q, L¿,P,Pd) si y sólo si para todo k

(4-10)

De manera equivalente, si T>°k = (ωα (qk)) para ciertas 1-formas ωα sobre Q y T>¿ 

está determinada por ecuaciones locales χκ (qk, q¡c+i) =■ 0, qk es una trayectoria 

para el sistema (Q, Ld,E,T>d) si y sólo si para todo k se verifican las ecuaciones
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de Lagrange-D’Alembert discretas

(4-11)

donde λα^ € R constantes.

4.3.1. Existencia y unicidad de solución

En esta sección enunciamos un resultado de McLachlan y Perlmutter [23] en el 

que establecen ciertas condiciones de regularidad, que son equivalentes a las men­

cionadas por Cortés y Martínez en [12], que aseguran la existencia y unicidad de 

solución para el sistema de ecuaciones (4.11). Luego, dicho sistema define un inte- 

grador variacional para el sistema mecánico discreto no holónomo (Q, L¿,P,Pd).

Observación 4.3.2 En el contexto continuo para sistemas de ecuaciones diferen­

ciales que determinan la evolución de sistemas mecánicos no holónomos generaliza­

dos, Balseiro y Solomin en [3] determinan una condición que garantiza la existencia 

y unicidad de solución. De esta condición se desprende que, para cierto tipo de vín­

culos llamados usualmente admisibles, las dimensiones de las subvariedades Ck y D 

coinciden.

De manera análoga, en el contexto discreto, McLachlan y Perlmutter en [23] 

y Cortés y Martínez en [12] establecen que una de las hipótesis necesarias para 

que el sistema de ecuaciones (4-11) tenga solución es que el espacio de vínculos 

cinemáticos tenga la misma dimensión que el espacio de vínculos variacionales; es 

decir, dim — dim D. En lo que resta de esta sección suponemos que esta hipótesis 

vale.
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Para enunciar el resultado mencionado es necesario considerar las siguientes 

definiciones.

Si F : Q x Q —> R es una aplicación suave, D\F : p^(TQ) —> R está definida por

donde pi : Q x Q —> Q es la proyección a la primera coordenada. Notando que 

p\ (TQ) ~ TQ x Q tenemos que D2 (DiF) : p2 (TQ) —> R, donde p2 · TQ x Q —> Q 

es la proyección. Como p2(TQ) — TQ x TQ usualmente se considera D2DiLd : 

TQxTQ^ R.

Definición 4.3.2 Sea Ld : Q x Q —> R un lagrangiano discreto. Se dice que Ld es 

regular si la aplicación bilineal D2DiLd (qo, qf) : TqoQxTqiQ —> R es no degenerada; 

es decir, si vqo 6 TqoQ satisface que D2DiLd(qQ,qi) (vqo,vqi) = 0 para todo vqi G 

TqiQ, entonces vqo = 0.

En coordenadas, la condición de regularidad es equivalente a que la matriz 
d2Ld(q0,q1)
—-— -----  sea invertible.

dqodqr

Definición 4.3.3 Para cada (qo,Qi) G Q x Q sea la aplicación '■ Q —► (T^J*

dada por

donde (T>qi)* es el espacio dual de T>qi C TqiQ y donde : T*xQ —> (T>91)* es la 

aplicación dual de la inclusión Lqi : T>qi —> TqiQ.

A continuación enunciamos el resultado que establece las condiciones que asegu­

ran la existencia y unicidad de solución para el sistema de ecuaciones (4.11).
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Proposición 4.3.1 Sea (qo,qi) E Vd y : Q x Q Q la proyección a la primer 

coordenada. Suponiendo que 7Ti|pd ' Ai —* Q es una submersión, la existencia y 

unicidad local del flujo discreto F¿d (ρ*_ι,qk) = (qk-,qk+\) está garantizada siempre 

que para cada q2 E (0) ΓΊ (7ri|pd) 1 (<7ι) V cada vq2 E Tq2 (T>d (qJ) no nulo, 

(4-12)

para todo vqi E T>qí. Cuando esta condición vale para todo qi E Q, las ecuaciones 

de Lagrange-D’Alembert discretas (4-11) generan un difeomorfismo Fpd : D¿ D¿ 

que está unívocamente definido.

En particular, la condición de regularidad (4.12) se satisface cuando el lagrangiano 

discreto L¿ es regular.

4.3.2. Un ejemplo

Hemos mencionado en la Sección 4.2.1 que, para el caso holónomo, las ecuaciones 

de Euler-Lagrange discretas generan un operador de evolución a tiempo discreto. De 

manera análoga, las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas también definen 

un operador de evolución a tiempo discreto en el caso no holónomo.

Para finalizar esta sección retomamos el ejemplo de la partícula libre de la Sección 

4.2.1 pero bajo la presencia de un vínculo no holónomo. Del mismo modo que en 

dicha sección, se considera el sistema discreto obtenido al discretizar el sistema 

continuo y se evalúa la energía sobre la trayectoria discreta obtenida al aplicar el 

integrador generado por las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas (4.11).
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Ejemplo 4.3.1 Consideramos el sistema mecánico dado por una partícula en el 

espacio que está sujeta a un vínculo. El lagrangiano está dado por

y el vínculo no holónomo es z = yx.

Al aplicar la discretización del Ejemplo 4-1-1 se obtiene el sistema mecánico

discreto con lagrangiano discreto L¿ : Q x Q —> R,

ί 1vínculos cinemáticos = S (<Zo,<7i) € Q x Q : zx — zq = - (?/i + yo) (a?i — a?o) f y ¿iv y
vínculos variacionales como en el sistema continuo.

Las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas (4-H) Para este sistema están

dadas por

En el siguiente gráfico mostramos el error obtenido al comparar el valor exacto 

de la energía con el valor de la energía evaluada sobre la trayectoria discreta solución 

del sistema de ecuaciones anterior.
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Error en la evolución de la energía para h — 0,05

4.4. Sistemas mecánicos discretos forzados

Cuando describamos la dinámica del sistema reducido vamos a tratar con sis­

temas discretos que presentan fuerzas, por esto es necesario introducir los siguientes 

conceptos.

Definición 4.4.1 Un sistema mecánico discreto no holónomo forzado es un 

sistema mecánico discreto (Q, Ld-,D,Dd) con una 1-forma fd definida sobre Q x Q. 

Denotamos

donde fd : p* (TQ) —> R y fd : p% (TQ) K siendo pt : Q x Q —> Q la proyección 

en la coordenada i-ésima y p* (TQ) el fibrado vectorial pull-back sobre Q x Q.

52



La dinámica de un sistema mecánico discreto forzado está determinada por el

Principio de Lagrange-D ’Alembert discreto para sistemas con fuerzas que

establece que la trayectoria para (Q,Ld,P, /¿) es una curva discreta qk que

■ es un punto crítico para todas las variaciones admisibles; es decir,

para todas las variaciones a extremos fijos tales que 5qk € para todo 

k y

■ satisface los vínculos cinemáticos; es decir, (qk,qk+i) € para todo k.

Análogmente a lo hecho en la sección 3.1, si se desarrolla la variación de la acción 

discreta (4.1) se tiene que qk es una trayectoria para el sistema (Q, L¿,'D,'Dd, fd) si 

y sólo si para todo k

Equivalentemente, si V°k = {ωα (qk)} para ciertas 1-formas ωα y está determi­

nada por ecuaciones locales χκ (^,ρ^+ι) — θ, qk es una trayectoria para el sistema 

(Q, Ί), T>d, fd) si y sólo si para todo k se verifican las ecuaciones de Lagrange-

D’Alembert discretas para sistemas con fuerzas

con G R constantes.
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Capítulo 5

Sistemas mecánicos discretos con 

simetría

En este capítulo abordamos el estudio de los sistemas mecánicos discretos no 

holónomos con simetría dada por un grupo de Lie. Presentamos las herramientas 

discretas necesarias para avanzar en dirección al teorema de reducción.

En primer lugar hacemos una breve reseña de la teoría de conexiones discretas 

introducida por Leok, Marsden y Weinstein en [21]. Además, de manera análoga 

a lo que sucede en el contexto continuo donde una conexión A permite construir 

un espacio modelo para TQ/G, dada una conexión discreta veremos que existen 

isomorfismos que identifican al espacio reducido (Q x Q) /G con otro espacio.

En segundo lugar, extendemos la noción de conexión discreta antes mencionada 

presentando el concepto de conexión discreta afín. También describimos el levan­

tamiento hotizontal discreto asociado a esta noción de conexión discreta y los iso­

morfismos asociados a la misma que permiten identificar el espacio reducido con 

otro modelo que resulta más adecuado para desarrollar la teoría de reducción que 

queremos presentar.
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5.1. Sistemas mecánicos discretos con simetría

A partir de ahora suponemos que hay un grupo de Lie G que actúa sobre Q de 

modo que π : Q —* Q/G es un fibrado principal. Esta acción de G sobre Q induce 

una acción diagonal 1®*® sobre Q x Q, definida por

(5.1)

5.1.1. Conexión discreta

En esta sección recordamos las nociones básicas, introducidas por Leok, Marsden 

y Weinstein en [21], que nos permitirán avanzar en el estudio de conexiones discretas.

Definición 5.1.1 El fibrado vertical discreto para la acción lQ de G es la sub­

variedad

Para cada q 6 Q definimos V¿ (q) := V¿ ΓΊ ({#} x Q) C Q x Q. Los elementos de 

este espacio son llamados elementos verticales.

Definición 5.1.2 La composición de un elemento vertical con un elemento ar­

bitrario de Q x Q, con la primera componente igual, es la aplicación ■ : Xq

(Q x Q) -+ Q x Q definida como

Esta composición de elementos verticales con elementos arbitrarios de Q x Q es 

la que permite definir la noción de conexión discreta que recordamos a continuación.
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Una conexión discreta es una elección G-equivariante de un subconjunto de 

Q x Q, llamado espacio horizontal discreto, que es complementario al espacio 

vertical discreto. En particular, dado (go, gi) € QxQ una conexión discreta descom­

pone a este elemento en una componente horizontal y una vertical

en el sentido de composición de la definición 5.1.2.

Asociada a una conexión discreta se define una 1-forma de conexión discreta 

como una aplicación definida sobre Q x Q a valores en G definida de la siguiente 

manera. Para cada (go, qi) € Q x Q, esta aplicación le asigna el único g E G tal que 

ver (g0,gi) = (qo,¿g (go))· Es decir, si denotamos C¿ : Q x Q G a la 1-forma de 

conexión discreta, tenemos que C¿ (qo, gi) = g.

Ejemplo 5.1.1 Consideremos el caso Q = R3 y el grupo G = R2 actuando sobre 

Q,G x Q —*■ Q mediante

Dada esta acción se tiene también la acción diagonal de G sobre Q x Q y el espacio 

vertical discreto en qo E Q es

La composición de un elemento vertical (go,ggo) discreto con un elemento arbi­

trario en este caso está dada por
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Luego, notamos que dado cualquier elemento (qo,9i) € Q x Q podemos escribirlo 

como

donde (q0, (x0 + (sq - x0), y0, z0 + (21 - z0))) = (g0, gq0) con g = (χγ - xQ, zr - z0).

Entonces, el espacio horizontal discreto en q0 e Q es el espacio dado por

Por lo tanto, vemos que cualquier elemento de Q x Q puede pensarse como la com­

posición de un elemento vertical con uno horizontal. En este sentido, el espacio 

recién definido es complementario al espacio vertical discreto en Q x Q. Notemos, 

además, que Horgo es G-equivariante.

Como hemos mencionado, una conexión discreta es la elección de un espacio G- 

equivariante que sea complementario al espacio vertical discreto. En nuestro caso, 

hemos encontrado un espacio que complementa al espacio verical discreto. La 1- 

forma de conexión C¿ ■ Q x Q —> G asociada a esta conexión que hemos elegido está 

dada por

En el contexto continuo, dada una conexión existe el levantamiento horizontal 

asociado a ella. En el contexto discreto se establece la noción análoga. El levan­

tamiento horizontal discreto de (ro,ri) € Q/G x Q/G es el subconjunto de 

Q x Q de los elementos horizontales y que se proyectan a (r0, ri). Dado un punto 

base q 6 Q, el levantamiento horizontal discreto es único y se tiene la aplicación 

(■,·)'■: Q/G xQ/G^QxQ.
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Notación 5.1.1 Si (r0,ri)^ = (<7o,<7i) denotamos a la segunda componente del le­

vantamiento horizontal discreto como (ro,ri)g = q·^

5.1.2. Isomorfismos asociados a una conexión discreta

Al trabajar, en el contexto continuo, con sistemas mecánicos que presentan 

simetría se considera el espacio reducido TQ/G. Como hemos mencionado en la 

Sección 3.2, es conveniente tener otro modelo para este espacio y, vía una cone­

xión no holónoma generalizada, se construye un isomorfismo que lo identifica con 

T (Q/G) Φ g. De manera análoga, en el contexto discreto, cuando se tienen sistemas 

con simetría se considera el espacio (Q x Q) /G y también se construye un isomor­

fismo que permite identificar a este espacio con otro que es más conveniente para 

trabajar. Por esto en esta sección recordamos una manera de construir tal modelo 

que fue presentada por Leok, Marsden y Weinstein en [21], donde utilizan la noción 

de conexión discreta.

Comenzamos con la definición de fibrado asociado a G, un caso particular de la 

Definición 2.1.4.

Definición 5.1.3 Sea π : Q —> Q/G un fibrado principal y consideremos la acción 

de G sobre Q x G dada por l®xG (q,w) := (l® (q) ,lG (wf) donde lG (w) := gwg-1. 

Siendo π un fibrado principal el cociente G := (Q x G) /G por esta acción es una 

variedad, llamada el fibrado conjugado asociado. La aplicación cociente es deno­

tada por p : QxG —* G. Las proyecciones sobre cada una de las dos componentes de 

QxG inducen funciones suaves pc^G : G Q/G y pG/G : G —> G/G. La aplicación 

pQ/G es la proyección del fibrado G sobre Q/G con fibra G.

El siguiente resultado puede encontrarse en [21], Proposición 4.13.
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Proposición 5.1.1 La aplicaciónacd : (Q x Q) /G —> (Q/G x Q/G)xq/qG defini­

da por

es un isomorfismo de fibrados bien definido. La inversa de acd está dada por

para cualquier q € Q tal que π (q) = r0.

5.2. Sistemas mecánicos discretos no holónomos 

con simetría

Definición 5.2.1 Un grupo de Lie G es un grupo de simetría para el sistema 

(Q,Ld,T>,T>d) si, además de ser π : Q ~^> Q/G un fibrado principal, L¿ y T)d son 

invariantes por la acción 1®χ® y D es invariante por la acción lTG. Si el sistema es 

forzado, además se requiere que la fuerza discreta f¿ sea G-invariante.

En esta sección utilizaremos varias estructuras que hemos mencionado en la sec­

ción 3.2; en particular, consideramos los subfibrados W, Ή, <S, IA y VG de TQ y la 

descomposición del espacio tangente TQ dada por (3.2). Asociada a esta descomposi­

ción consideramos la conexión no holónoma, con 1-forma de conexión A : TQ —> g, 

y el levantamiento horizontal correspondiente h : Q Xq/q T (Q/G) —> TQ. Recor­

damos de la sección 2.1.1 que esta aplicación está dada por h (q, w^q)) := vq donde 

vq G Hor^ y dv (q) (vq) = w„(q).
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Se considera la acción de G sobre Q Xq/qT (Q/G) definida por

Lema 5.2.1 El levantamiento horizontal h es G-equivariante, considerando las ac­

ciones lTG y IQ*q/gtWg\

Demostración. Queremos probar que dado g € G,

Para esto, vemos que

dOTide υι?Μ e Hor^(g) y άπ (/«(g)) (v¡?w) = w„M.

Por otro lado, l^Q (h = lJQ (vq) = di® (q) (vq) donde vq G Hor4 y

dn (q) (vq) = wv^. Como Hor4 es G-invariante, dlG (q) (vq) G Hor^^ y, además, 

á7r (? (?)) (dlg (Q) (^7)) = wK(g) entonces, por unicidad del levantamiento horizon­

tal, tenemos que di® (q) (ϋρ) = ■

Para cada q G Q, los elementos ξ G g tales que (q) G constituyen un 

espacio vectorial. Este espacio vectorial puede ser diferente para los distintos valores 

de q, por esto se considera el espacio

que es un fibrado vetcorial sobre Q, considerando la proyección en la primera varia­

ble. El diferencial de la acción lQ establece un isomorfismo entre los librados gO y
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5, esto es ~ 5.

5.2.1. Conexión discreta afín

En esta sección introducimos el concepto de conexión discreta afín y la usamos 

para construir un isomorfismo que ocupará, en el contexto discreto, un rol análogo 

al que cumplió el isomorfismo en el contexto continuo que hemos visto en la 

sección 3.2. Básicamente lo que presentamos en esta sección es una extensión del 

concepto de conexión discreta introducido por Leok, Marsden y Weinstein en [21] 

que fue descripto en la sección 5.1.1.

Definición 5.2.2 Sean y : Q —» G una función suave tal que 7 (Z^ (g)) = gy (q) g~x 

para todo g € G y q € Q, Γ := { ^(ς) {q)^) : Q € Q} y Hor C Q x Q una subvarie­

dad G-invariante tal que Γ C Hor. Para cada q G Q sea Hor (q) := Hor A ({<?} x Q) 

y Hor2 (9) :=p2(Hor(g)).

Decimos que Hor define una conexión discreta afín Ad sobre el fibrado prin­

cipal π : Q Q/G si, para cada q 6 Q y para todo q± G Zg ({<?}) A Hor2 (q),

(5-2)

Al espacio Hor lo denotamos por Hor^d y llamamos a y (o a Γ) el nivel de Ad-

Observación 5.2.1 Recordando el concepto de transversalidad de variedades (ver 

[14]), la condición (5.2) es equivalente a que 1® ({g}) y Hor2 (q) se corten transver­

salmente y dim (Hor2 (<?)) = dim Q — dim G.

Observación 5.2.2 La noción de conexión discreta, mencionada en la Sección 5.1.1 

y estudiada en [21], coincide con la de conexión discreta afín cuando el nivel es la 

diagonal de Q x Q; es decir, Γ = Δ (Q x Q) = {(q,q) : q € Q}.
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Observación 5.2.3 Si bien Q x Q debiera ser una versión discreta de TQ, hay 

diferencias fundamentales entre estos dos espacios. En primer lugar, si se considera 

la proyección a la primera coordenada se tiene que ambos espacios son fibrados so­

bre Q; sin embargo, TQ es un fibrado vectorial mientras que Q x Q en general no 

lo es. En particular, en TQ pueden sumarse vectores tangentes en el mismo punto 

mientras que para los elementos de Q x Q no hay un concepto similar. Una manera 

de obtener, en Q x Q, una idea similar a la adición en TQ es considerar la noción 

de composición introducida en la definición 5.1.2. Si bien esta idea de combinar 

elementos con el mismo punto base hace posible relacionar elementos verticales dis­

cretos con otros arbitrarios, la misma no es un análogo completo a la adición. Sin 

embargo, es suficiente para tratar con conexiones discretas.

Como hemos mencionado en la sección 2.1.1, en un fibrado principal π : Q —> 

Q/G, las conexiones proveen descomposiciones del espacio tangente a la variedad de 

modo que

(5.3)

En el contexto discreto se espera descomponer a {q} x Q en términos del espacio 

vertical discreto y de algún espacio complementario. Dado que en este contexto no 

contamos con una estructura lineal, definimos conexiones discretas afines en términos 

de espacios que son complementarios al espacio vertical discreto en el sentido de la 

definición 5.2.2. En la siguiente proposición vemos que esta definición es equivalente 

a poder descomponer al espacio {<?} x Q, al menos en un entorno del nivel Γ, como 

{<?} x Q = (g) · Hor (<?) que es el análogo discreto de (5.3).

Proposición 5.2.1 Sea Ad una conexión discreta afín en el fibrado principal π : 

Q Q/G con función de nivel y. Luego, existe un conjunto abierto U C Q x Q 

con Γ C U y tal que, para todo (qo,qi) € Q x Q con π (<7i) suficientemente cerca de
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π (g0), existe un único g G G tal que

(5.4)

Demostración. En primer lugar, notemos que 1®^ (<?o) € Iq ({<7o}) Hor^d (g0). 

Entonces, la condición de transversalidad entre 1® ({<7o}) y Hor^d (ρο) implica que 

Hor^d (q0) interseca a todas las órbitas de G que están cerca de la que pasa por q0. 

Luego, para cualquier con π (qi) suficientemente cercano a 7r((?o)? existe g 6 G 

tal que l^1 (qJ G Hor^ (q0).

Además, por la condición de transversalidad existe un entorno abierto Vqo C Q 

donde la intersección ({gi})nHor^d (Qo)nV<7o consta de un solo punto. Por lo tanto, 

existe un único g G G tal que l(̂_1 (<?i) G Hor^d (<7o) Π Vqo. Por último, considerando 

la suavidad de Hor se construye U considerando la unión de estos conjuntos Vqo. ■

Observación 5.2.4 Volviendo a la definición de conexión discreta afín, quizás re­

sulte extraño el requerimiento de contar con el dato de una función de nivel y.
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Sin embargo, si se espera que una descompocición como (5.4) sea posible, toman­

do qi = q0, vemos que (qo,l®-i (go)) € Hor^ (g0); entonces 7 (go) ■= 9~X es una 

función de nivel para la conexión Ad-

Definición 5.2.3 Dada una conexión discreta afín Ad definimos la 1-forma de 

conexión discreta Ad'· Q * Q G como Ad (qfhQi) ·= 9 donde g € G es el único 

elemento del grupo que aparece en la descomposición (5.4)·

Observación 5.2.5 Cabe señalar que estamos utilizando la misma notación para 

referimos tanto a la conexión discreta afín como a su 1-forma de conexión asociada. 

También debemos aclarar que Ad no es una 1-forma en el sentido usual, sino que 

simplemente es una función. Este nombre proviene del hecho de que cuando Leok, 

Marsden y Weinstein la introducen en [21] también introducen la noción de “k-forma 

discreta” y Ad es una 1-forma discreta en ese sentido.

Observación 5.2.6 Por la Proposición 5.2.1, Ad sólo está definida en un conjunto 

abierto G-invariante U C Q x Q. En lo que sigue haremos de cuenta que Ad está 

definida en todo Q x Q para no hacer demasiado engorrosa la notación.

Observación 5.2.7 Al trabajar con sistemas mecánicos discretos con una simetría 

dada por un grupo de Lie G, aparecen objetos definidos sobre G. Recordamos breve­

mente una notación que usaremos al tratar con estos objetos.

Dados go, gi 6 G y δ go G TgoG se definen

donde Lgi y Rgi denotan la multiplicación a izquierda y a derecha en G respectiva-
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mente. Análogamente, dado ao € TgoG se definen

Por último, notamos que para «o € TgoG y δ go E TgoG, podemos escribir a δ go 

como óg0 = dLg-i (g1g0)dL91 (g0) (<fyo) o como δgo = dRg-i (gogi)dRgi (g0) (ógofi 

Así, se tienen las identidades

Proposición 5.2.2 Sea Ad una conexión discreta afín en el fibrado principal π :

Q —► Q/G. Luego, para todo (qo,qi) E Q x Q y go, gi E G, se tiene que

(5-5)

siempre que ambos miembros de esta igualdad estén definidos.

Recíprocamente, dada una función suave A : Q x Q —> G que satisfaga la condi­

ción (5.5), Hor := {(qo,qi) € Q x Q : Λ(7ο?9ι) — e} define una conexión discreta 

afín Ad con función de nivel y (q) := A (q, g)_1 cuya 1-forma de conexión discreta 

es A.

Demostración. Sean Ad(qo,qi) = g y Ad (l®0 (<7o) , (<7i)) = 9- Entonces, por la

proposición 5.2.1 tenemos que
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(5-6)

Además, como (go,^-i (gi)) € Ηογ44 (g0) y Hor^ (go) es G-invariante, entonces 

(Zfo (9o) (91)) e Ηοιχ (Zg (g0)) y podemos escribir

Luego, teniendo en cuenta (5.6), esta última expresión y que la descomposición (5.4) 

es única, tenemos que g = giggñ1; es decir, Ad (Zg (go), $ <Qi)) = 9iAd (qo, qi) 9Ó1-

Para probar la recíproca, comenzamos por considerar el conjunto de nivel aso­

ciado a la función 7, Γ = |^g, Z^ (g)) : q € Notemos que, como A satisface 

(5.5), dado (g,Z^(g) (g)} G Γ,

y por lo tanto Γ C Hor.

Veamos que e € G es valor regular de A; es decir, para (go, gi) G Hor, dAd (go, gi) 
des suryectivo. Para esto, dado ve 6 TeG, tenemos que ve — —a (¿) para alguna 
dt t=o

curva a (t) C G tal que a (0) = e. En particular, se puede tomar a (í) = g (i) (g (t))_1

para curvas g y g en G tales que g (0) = g (0) = e. Luego, como Ad (go, gi) = e,
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donde (ι?0,^ι) = $t) (Qo) <=θ, ¿f(t) (?i) € T(go,gi) (Q x Q). Por lo tanto,

existe (·υο,^ι) 6 T(g0)gi) (Q x Q) tal que ve = dAd(qo,qi) (^0,^1). Esto nos permite 

afirmar que Hor es una subvariedad de Q x Q.

De manera análoga podemos ver que Hor2 (q0) = {q G Q : A (qo,q) = e} es una 

subvariedad de Q con dim (Hor2 (go)) = dim Q — dim G.

Además, Hor es G-invariante debido a la G-equivariancia de A.

Sólo resta probar que para todo qi G 1® ({g}) A Hor2 (g), vale la descomposición 

TnQ = Tn (zg ({<?})) ® Tn (Hor2 (<?}).

Para esto, comenzamos notando que Tqi (Hor2 (go)) = ker (dA (go, ·) : TqiQ —> 0) 

y queremos probar que Tqi (¿g ({go})) A Tqi (Hor2 (g0)) = {0}.

Supongamos que £Q (gi) G Tqi (zg ({go})) A Tqi (Hor2 (g0)) para algún ξ G g.

Luego, usando la notación introducida en la Observación 5.2.7, tenemos que

Por lo tanto, Tqi (zg ({go})) A Tqi (Hor2 (g0)) — {0} y como dim (Hor2 (g0)) = 

dim Q — dim G,

5.2.2. Levantamiento horizontal discreto

De manera análoga a lo que sucede con las conexiones en el contexto continuo, las

conexiones discretas afines definen levantamientos horizontales discretos asociados.
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Definición 5.2.4 Sea Ad una conexión discreta afín sobre el fibrado principal π : 

Q —> Q/G. El levantamiento horizontal discreto h¿ : Q x Q/G —> Q x Q 

asociado a Ad está dado por

Definimos hqf := p2 o hqf.

Observación 5.2.8 Notamos que hd está bien definido ya que, dados qo E Q y

Γι 6 Q/G, para cualquier qi 6 π-1 (rx) tenemos que

con (9o,^d(go gi))-i (91)) € Hor^. Entonces,

(5-7)

En el siguiente lema consideramos la acción de G sobre Q x Q/G, inducida al 

extender trivialmente la acción l® sobre Q/G, dada por

Lema 5.2.2 Sea Ad una conexión discreta afín sobre π : Q —> Q/G y consideremos 

las acciones 1®*® y . Entonces, h¿ es G-equivariante.

Demostración. Teniendo en cuenta (5.7),
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donde <71 € π 1 (rx).

Recordando (5.5) tenemos que

Lema 5.2.3 Una aplicación suave y G-equivariante η : Q x Q/G-Q x Q tal que 

π o P2 o r¡q = idQ/Q para todo q G Q es equivalente a una conexión discreta afín cuyo 

levantamiento horizontal discreto asociado es η.

Demostración. Consideremos η en las condiciones del enunciado; es decir, dado 

(9o, π (9)) € Q x Q/G se tiene η (q0,n (9)) = (90,9) donde π (q) = π (q).

Definimos la aplicación A : Q x Q —> G por Λ (90,91) = g donde g es tal que si 

9 (9o, π (91)) = (9o,9i) entonces 1® (qr) = qr.

Notemos que η (l® (90), π (Zg (qx))) = η (Zg (90), π (91)); además, por G-equiva- 

riancia de η, vemos que

Por lo tanto, η (Zg (q0) ,π (Zg (91))) = (¿g0 (90), ¿g0 (91))· Esto implica que

Λ Í9o), (91)) = g donde g es tal que Z? (Zg (91)) = Zg (ρχ).

Luego,
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entonces gg\ = g$g y obtenemos que g = g^gg^x; es decir,

70

Entonces, tenemos una aplicación que satisface (5.5) y, por la Proposición 5.2.2 

tenemos que Hor := {(<7o,<7i) 6 Q x Q '■ -4 (<7ο,<7ι) = e} define una conexión discreta 

afín.

Recíprocamente, dada una conexión discreta afín Ad existe un levantamiento 

horizontal discreto hqd asociado dado por (5.7) que satisface π o p2 o hd = idQ/G. ■

Observación 5.2.9 Las conexiones discretas y levantamientos horizontales discre­

tos pueden no estar definidos en todos lados. En efecto, sihd : Q x Q/G^Q xQ está 

bien definido, entonces para cualquier q 6 Q, la aplicación r i—> hqd (r) es una sección 

global del fibrado principal π : Q —+ Q/G, entonces el fibrado es trivial. Luego para 

fibrados principales no triviales h¿ y A¿ están definidas en algún conjunto abierto 

del espacio total.

Por otro lado, si Q tiene una métrica riemanniana G-invariante (como usual­

mente sucede para sistemas mecánicos) la siguiente construcción provee una conexión 

discreta afín. Consideramos una función de nivel y : Q —> G y definimos

donde exp y ± son los correspondientes a la métrica riemanniana considerada y 

■= ^(g) (?)·

Para probar que este espacio define una conexión discreta afín comenzamos no-



tando que es G-invariante. En efecto, sean (g,exp^g) (υ)) G Hor y g G G

Como la métrica es G-invariante, l?® (v) E (l?® (^5(ς))) con ^(^g)) = 

Vq / Q x entonces (q,exp^^ (v)) E Hor y queda probado que Hor es G- 

invariante.

Notamos que dado q E Q, — (<?, exp,^ (θ)) entonces Γ C Hor.

Ahora, sean q E Q y qi E ({<?}) ΓΊ Hor2 (q),

Por otro lado, v = θχΡ·γ(ς) (u (í)) donde u(t) E es tal que

u(0) = vi (notar que esta condición implica que θχρ^(9) (w(0)) = qi). Luego,
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(d (θχρςι)υ (v), d (expgi)v (w)) = (u, w) para w e Tv (TqiQ) ~ TqiQ.

Como u (¿) e (v^g)} entonces ii (t) e (v^g)} Para todo t.

Si restringimos la exponencial a la variedad dada por la órbita l® ({qi}), tene­

mos expgi : Tqi 1g (Í9i}) entonces

Sabemos que

Luego, si w e (V£)X entonces d (expgi)v (w) 6 (rexPgi(v) (β ({?i}))) · 

Como u (0) € (v^g)) entonces

y notamos que

A continuación mostramos un ejemplo de conexión discreta afín en un fibrado 

principal.

Ejemplo 5.2.1 Consideremos Q := R2 y la acción de G := R dada por 1® (q) := 

(x,y + g), donde q = (x,y). Es claro que pi = π : Q —> Q/G define un fibrado 

principal (trivial) con grupo de estructura G.
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Queremos encontrar una variedad Hor que sea complementaria de 

V? = {(ío>9i) € Q x Q : xo = a?i} en Q x Q. Para esto, dado qo € Q consideramos 

complementos de la órbita l® ({<7o})*

Dado b G R, se define la familia de espacios

Veremos que el espacio Hor = {(qo, qi) Q x Q ■ yi — yo — b (x^ + xo) (a?i — a?o) /2} 

define una conexión discreta afín.

Como lQG ({g0}) ΓΊ Hor2 (go) = {ίο}? queda por ver que Hor2 (go) es tal que TqoQ = 

Tqo (fe ({ίο})) Φ Tqo (Hor2 (ío))- Esto es evidente porque Tqo (zg ({go})) = 

y Tqo Hor2 (go) = + bxo ^Ι70)· Denotamos la conexión discreta afín definida

por Hor como

Como

tenemos que

5.2.3. Isomorfismos asociados a una conexión discreta afín

Como ya hemos mencionado en la Sección 5.1.2 cuando se estudia la reducción 

de sistemas mecánicos discretos con simetría es necesario trabajar sobre el espacio 

reducido (Q x Q) /G y es conveniente tener otro modelo para describir este espacio.
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En esta sección presentamos una manera de construir tal modelo utilizando la noción 

de conexión discreta afín y siguiendo los pasos de [21] que hemos recordado en la 

Sección 5.1.2.

En lo que sigue haremos uso de la siguiente aplicación

Extendiendo la acción de G sobre Q x G trivialmente sobre Q/G y considerando la 

acción de G sobre Q, tenemos que la G-equivariancia de hd implica la G-equivariancia 

de F\.

Proposición 5.2.3 Sea Ad una conexión discreta afín sobre π : Q Q/G. Con­

sideremos las aplicaciones

Luego, y son suaves y mutuamente inversas (cuando se restringen al do­

minio de Ad)· Además, considerando las acciones 1®X® y [G*G*Q/G (^0,w0,ri) := 

(/^ (g0) , (ujq) ,Γι), ambas funciones son G-equivariantes. Entonces se tienen los 

respectivos difeomorfismos inducidos sobre los espacios cociente Φ^4 : (Q x Q)/G- 

G X Q/G y Φ^ : G x Q/G->(QxQ) /G.

Demostración. De la definición de Φ^ y ^Ad se deduce que ambas aplicaciones 

son suaves. Ahora vamos a verificar que son mutuamente inversas. En primer lugar,
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donde en el último paso usamos que Ad (go, hq¿ (rj) = e por ser (go, hq¿ (n)) € 

Hor4d (go)· En segundo lugar,

Por último mencionamos que la G-equivariancia de se deduce de la equiva- 

riancia de Ad y la de se deduce de la equivariancia de Fp ■

Observación 5.2.10 Si Ad y hd no están definidos globalmente las aplicaciones 

Φ_44 y son difeomorfismos entre entornos abiertos deV/G y (Q x {e}) /G x 

Q/G.

En el siguiente diagrama denotamos por π a la proyección π : Q x X Q)/G

Y 7 := $Ad ° π,
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Lema 5.2.4 Sea (<7o, 9i) € Q x Q y (¿9o, ¿9i) E T(g0)gi) (Q x Q)- Entonces, 

Demostración. Como 7 = (p x id) o ΦΛά,

Luego, al calcular su diferencial obtenemos el resultado del enunciado. ■

Ejemplo 5.2.2 En el contexto del ejemplo 5.2.1, tenemos Q = Q/G x G donde la 

acción de G sobre Q corresponde a la multiplicación a izquierda en el grupo.

Dado que G es abeliano la conjugación es la identidad, 1& (w) := gwg-1 = w. 

Entonces, G ~ Q/G x G y la proyección al cociente es hQ , wQ = (r0, wq). En 

particular, podemos considerar una sección de p dada por s (ro,^o) ·= ((Γο,θ) ■> wo)·

Los isomorfismos que aparecen en la Proposición 5.2.3 están dados por

Observación 5.2.11 Los espacios Q x G x Q/a yG x Q/G no son los únicos 

que pueden considerarse. De hecho, dada una conexión discreta afín A¿ es posible 

considerar el isomorfismo

Este isomorfismo es el análogo al isomorfismo usado en el contexto continuo en la
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sección 3.2 para describir la reducción lagrangiana de sistemas mecánicos y ha sido 

introducido por Leok, Marsden y Weinstein en [21] en su propuesta para reducir 

sistemas mecánicos discretos sin restricciones. Sin embargo, la presencia del producto 

fibrado en el espacio que modela al espacio reducido hace más dificultoso el trabajo 

en comparación con el producto cartesiano que aparece en el espacio G x Q/G.

5.2.4. Momento no holónomo discreto

En el caso de los sistemas mecánicos con vínculos holónomos, ya sea en el con­

texto continuo como en el discreto, la presencia de simetrías continuas da lugar a 

la existencia de cantidades conservadas (los momentos). Esto es el bien conocido 

Teorema de Nóther en sus versiones continua y discreta. En el caso de sistemas que 

presentan vínculos no holónomos este hecho deja de ser válido, esencialmente por 

el efecto de las fuerzas del vínculo. Sin embargo, en este contexto, se obtiene una 

ecuación que describe la evolución del momento sobre la trayectoria del sistema.

Definición 5.2.5 Dado un sistema (Q,L¿,D,D¿) con grupo de simetría G, el mo­

mento no holónomo discreto es la aplicación : Q xQ (gp)* definida 

por

(5-8)

para todo (ί/ο,ξ) € flP·

Dada una sección del fibrado gp, ξ € Γ se define la aplicación (<7</)ξ :

Q x Q —* R de la siguiente manera
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Lema 5.2.5 Para ξ € 0 y (go,gi) € Q x Q,

(5.9)

Demostración. Como L¿ es G-invariante, para todo t e R, tenemos que

En particular, derivando la expresión anterior obtenemos que

de donde se deduce el resultado del enunciado. ■

Observación 5.2.12 Por definición, cuando Q x Q y son considerados fibra- 

dos sobre Q con respecto a la proyección sobre la primera variable, J¿ es una apli­

cación de fibrados. Cortés define J¿h en [11] de una manera levemente diferente: 

J2h (<7ι,ξ) ■— (<7o, <7i) Que es una aplicación de fibrados cuando

se considera la proyección sobre la segunda variable en Q x Q. En cualqueir caso, 

por (5.9), ambas aplicaciones son esencialmente la misma. Además, = (Jdh)¿ 

para toda sección ξ 6 Γ (gp).

Una trayectoria del sistema mecánico discreto no holónomo está determinada por 

el Principio de Lagrange-D’Alembert discreto. Cuando los vínculos variacionales se 

descomponen en Ό = Ή Φ S, es posible descomponer las variaciones admisibles en 

variaciones horizontales y verticales, según provengan de Ή o de 5. De acuerdo a 

esta descomposición también es posible descomponer el principio variacional, como
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se enuncia en el siguiente resultado.

Proposición 5.2.4 Sea q. una curva discreta en Q. Luego, los siguientes enuncia­

dos son equivalentes.

1. q. satisface 1; es decir,

para toda variación a extremos fijos óq. tal que óqk 6 para todo k.

2. q. satisface

para todo par de variaciones a extremos fijos óqn Edy óq5 G S.

Demostración. Como q. satisface 1 tenemos que

para toda variación óq. tal que Óqk € Vqk para todo k. Como Ί) = Η φ 5 podemos 

escribir óqk = óq^+óq^ con óqjf G Llqk y óq$ G Sqk. Por último, por ser los elementos 

de Ή y los de 5 independientes, se desprende la equivalencia entre los ítems 1 y 2.

■

El siguiente resultado establece la equivalencia entre el principio variacional ver­

tical y la evolución del momento no holónomo discreto.

Teorema 5.2.1 Sea, q. una curva discreta en Q. Luego, los siguientes enunciados 

son equivalentes.

1. q. satisface el principio variacional vertical. Es decir, dSd(q) (óqs} = 0 para 

toda variación a extremos fijos tal que óq$ G Sqk para todo k.
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Para todas las secciones ξ G r(ta

(5.10)

Demostración. Dada ξ G Γ (flp), notamos que (5.10), es equivalente a

Es decir,

o, por definición de (

(5.11)

Por el Lema 5.2.5 tenemos que el segundo miembro de esta expresión se reescribe 

como

Reemplazando esta identidad en (5.11) tenemos que

(5.12)
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Dado que Sgk = {ξς> (<&) : £ e entonces, toda variación 6qf¡ € Sgk es tal 

que 5qk = (£k)Q (qk) para algún (k 6 Q^k. En particular, si consideramos la sección 

ξ t Γ (gp) tal que ξ (qk) = £k entonces (5.12) es equivalente a que

para toda variación 5qk 6 <Sgk. Esto equivale a que dSd(q. ) (dqS) = 0 para toda 

variación a extremos fijos tal que 5qk G Sgk para todo k. ■

Observación 5.2.13 La ecuación de evolución del momento no holónomo discreto 

(5.10) fue obtenida primero por Cortés y Martínez en [12], donde prueban que la 

solución de las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas satisface (5.10). En [17] 

Iglesias, Marrero y Martín de Diego obtienen la ecuación de evolución del momento 

no holónomo discreto en el contexto de grupoides de Lie.
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Capítulo 6

Reducción Lagrangiana de 

sistemas discretos con simetría

En este capítulo presentamos la relación entre la dinámica de un sistema mecáni­

co discreto no holónomo con simetría definido sobre Q x Q y la dinámica sobre el 

espacio G x Q/G con el que podemos identificar al espacio reducido (Q x Q) /G. 

En la primera sección comenzamos presentando los distintos lagrangianos discretos 

que surgen a partir del lagrangiano discreto original luego de considerar la simetría 

del sistema. Luego, en las dos secciones siguientes, presentamos las nociones de cur­

vatura mixta y fuerzas discretas reducidas que surgen al escribir las ecuaciones de 

movimiento del sistema reducido. En este punto ya tenemos todas las herramientas 

necesarias para enunciar y demostrar el resultado de reducción. En la misma sección 

también presentamos la versión intrínseca de las ecuaciones reducidas y extendemos 

el Teorema 5.2.1 mencionando una equivalencia adicional. Terminamos este capítulo 

presentando un resultado de reconstrucción que establece una manera de obtener la 

dinámica del sistema original a partir de la dinámica del sistema reducido.
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6.1. Lagrangianos discretos

En esta sección introducimos lagrangianos discretos definidos sobre los distintos 

espacios involucrados en el proceso de reducción que queremos presentar.

Dado un sistema mecánico discreto no holónomo (Q, Ld,'D,'D¿) con grupo de 

simetría G y una conexión discreta afin Ad, construimos un sistema dinámico sobre 

Q'x.GxQ/G mediante el isomorfismo Φ^^· En particular, la dinámica será descripta 

en términos de la función Ld := Ld o

Como Ld es G-invariante induce una aplicación sobre (Q x Q) ¡G y, mediante el 

isomorfismo Φ^, una sobre G x Q/G que denotaremos Ld- Además, la invariancia 

de Ld y la equivariancia de Φ^ implican la invariancia de Ld-

Explícitamente, tenemos

Ld(go,wo,ri) = Ld (qo,F\ (qQ,w0,r·^ y Ld(p(qo,wo) ,n) = Ld(g0,w0,ri). (6.1)

En el siguiente diagrama consideramos las aplicaciones recién mencionadas

Definimos la acción discreta reducida asociada al lagrangiano discreto reducido

Ld,
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Ejemplo 6.1.1 Consideremos el sistema mecánico discreto (Q,L¿,'D,'Dd) donde

Q := R2, con q = (x,y), y

Este sistema se obtiene al discretizar el sistema definido por una partícula libre 

en R2 sujeta a un vínculo no holónomo. En este caso, consideramos la discretización 

dada por Φξ1 <7i) ·= donde fijamos el valor del paso h de la

discretización en h = 1.

Las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert (4.10) para este sistema son ecuaciones 

que pueden ser completamente resuelta^. Sin embargo, en lugar de presentar estas 

ecuaciones y su resolución, haremos un estudio detallado de su reducción consideran­

do una simetría del sistema. La idea es ilustrar las técnicas desarrolladas en las 

secciones siguientes a través de un ejemplo sencillo.

El grupo G := R actúa sobre Q por traslaciones en la segunda coordenada como 

hemos considerado en el Ejemplo 5.2.1. Es claro que Ld y Dd son invariantes por la 

acción diagonal de G sobre Q x Q y que Dq es invariante por la acción levantada de 

G sobre TQ; por todo esto G es un grupo de simetría para el sistema {Q,Ld,T>,T>d).

Para b € R arbitrario, la conexión discreta Ad mencionada en el Ejemplo 5.2.1 

define isomorfismos y que usaremos en el estudio de la reducción del sis­

tema.

Por el Ejemplo 5.2.2 tenemos que G x Q/G ~ Q/G x G x Q/G; luego, los
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lagrangianos discretos reducidos son

Λ /s
Volviendo al contexto general, tenemos Ld(fo,n) = L¿ (p(q0, wQ) ,η) donde 

v0 — p(<lo,wo) € G para algún (<7o,wo) € Q x G. Luego, teniendo en cuenta (6.1) y 

que en el producto Cartesiano Q x G x Q/G el diferencial se descompone como la 

suma de los diferenciales sobre cada espacio, tenemos que

(6-2)

El segundo término de esta última expresión será estudiado en detalle en la sección 

6.3.

Lema 6.1.1 Consideremos los morfismos de fibrados vectoriales D^Ld : p\ (TQ) —> 

R y D^Lfi : p*2 (TG) —> R, donde pi y P2 son las proyecciones de Q x G x Q/G so­

bre los factores correspondientes. Estos morfismos son G-equivariantes considerando 

las acciones de G sobre los espacios respectivos, lGxGxQ/G, 1® y lG y sus acciones 

levantadas correspondientes.

Demostración. En primer lugar, dado que Ld es G-invariante, su diferencial dL¿ : 

T (Q x G x Q/G} —> R también lo es. Es decir,

(6-3)
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En segundo lugar, notamos que

(6-4)

A partir de (6.3) y (6.4) tenemos que

Como ya mencionamos en (6.2) este último diferencial se descompone como suma de 

los diferenciales en cada coordenada. Además, podemos descomponer 

T [Q x G x Q/G) — p* (TQ)®P2 (TG)®p% (T (Q/G}) y, así los diferenciales en cada 

una de las coordenadas son morfismos de fibrados vectoriales sobre Q x G x Q/G. 

De este modo, obtenemos que

6.2. Curvatura mixta

Dado un fibrado principal π : Q Q/G, una conexión A y una conexión discreta

afín Ad introducimos un objeto que, en algún sentido, relaciona las nociones de 
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horizontalidad continua y discreta establecidas por Ay Ad respectivamente.

Definición 6.2.1 La curvatura mixta Bm de A y Ad es el morfismo de fibrados 

vectoriales sobre Q x Q, Bm : T (Q x Q) —> A¿ (TG) definido por

donde hor_4 (6q) denota la componente horizontal de Sq, respecto de la conexión A.

Al considerar el isomorfismo T (Q x Q) ~ p\ (TQ)(&P2 (TQ), la curvatura mixta 

se descompone como Bm = B+ + B^, donde B^ : p% (TQ) —> A*d (TG) y Bñ : 

Pi (TQ) —> A¿ (TG) están dadas por

Observación 6.2.1 Una primera diferencia entre la curvatura mixta y la curvatu­

ra usual de una conexión es que la usual puede ser representada por una 2-forma 

mientras que la mixta es representada por una 1-forma.

Observación 6.2.2 La curvatura mixta mide cómo se alejan las deformaciones A- 

horizontales en (qo,<7i) de las variedades de nivel de A¿·

Ejemplo 6.2.1 Vamos a evaluar la curvatura mixta en el contexto del ejemplo 6.1.1 

y continuar con el estudio de la reducción de ese sistema.

Primero necesitamos considerar una conexión A en el fibrado principal π : Q —>

Q/G cuyo espacio horizontal es Hor_4 = W φ Ή donde W y S son los que aparecen
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en la descomposición (3.2) que, en este caso, es

La 1 -forma de conexión de A está dada por

y su levantamiento horizontal asociado es

Luego, recordando que la 1- forma de conexión para conexión discreta afín es 

(qo, 91) = yi — yo — b + xq) (#ι — xq) /2, la curvatura mixta de A y A¿ es

Notar que el hecho de que la curvatura mixta se anule o no depende del valor del 

parámetro b.

Como la curvatura B de una conexión A define una curvatura reducida B sobre 

T(Q/G) ^q/g T(Q/G), de manera análoga la curvatura mixta define un objeto 

reducido sobre (Q x Q) /G o, vía el isomorfismo Φ^, sobre G*.Q/G. A continuación 

estudiamos este objeto reducido.
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En primer lugar, como Ad ■ Q x Q —> G es G-equivariante considerando las 

acciones 1®*® y lG y sus respectivas acciones levantadas y lTG, el diferen­

cial dAd : T (Q x Q) —> TG es G-equivariante. Luego, induce un morfismo dAd '■ 

T(Q x Q) /G —> TG/G sobre los fibrados vetoriales cociente

En segundo lugar, si consideramos la aplicación σ : G x Q/G Q/G x Q/G 

dada por σ(·υ0,η) '■= (pG^G (fo) , n) donde p®lG : G —* Q/G es la proyección 

al cociente se tienen los fibrados pull-back σ* (T (Q/G x Q/G)) sobre G x Q/G y 

(p x id)* (σ* (T (Q/G x Q/G))) sobre Q x G x Q/G. Definimos 

X : (p x id)* (σ* (T (Q/G x Q/G))) T (Q x Q) como

Como Fi y el levantamiento horizontal son G-equivariantes, χ define un morfismo 

de fibrados vectoriales χ sobre los espacios cociente

Vamos a considerar la composición dAd ° X como un morfismo de fibrados vecto­

riales dAd°X ■ σ* (T (Q/G x Q/G)) —> (X o (TG/G) sobre el mismo espacio
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base G x Q/G. De hecho, si denotamos pG¡G : G —> G/G a la proyección que hace 

de G un fibrado sobre G/G, tenemos que Ád θ = pG¡G ° Pi : G x Q/G G/G 

y podemos presentar la siguiente definición.

Definición 6.2.2 La curvatura mixta reducida Bm es el morfismo de fibrados 

sobre G x Q/G, Bm := dAd o χ : σ* (T(Q/G x Q/G)) (pG/Go?i)* (TG/G). 

Explícitamente,

donde Vq = p(qQ,w0), qi := Fi (t?o, wo, n) y [·] denota clases de equivalencia en 

TG/G.

Asociada a la descomposición Bm — B+ + hay una descomposición Bm = 

B+ + B~ donde los morfismos B+ : p*2 (T (Q/G)) -> (pG/G o P1)* (TG/G) y B~ : 

{pQ/G o ρΣ)* (T (Q/G)) —> (pG'G o pi)* (TG/G) están definidos por

6.3. Fuerza discreta reducida

En esta sección estudiaremos el segundo término de la última expresión que 

aparece en (6.2), tal como anticipamos en ese momento en la sección 6.1.

Por el Lema 6.1.1, D^Ld : p2(TG) —>· R es un morfismo G-equivariante de 

fibrados vectoriales sobre Q x G x Q/G. Por lo tanto, induce un morfismo D‘¿L¿ de 

los fibrados vectoriales cociente correspondientes
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Notemos que (p2 (TG)) /G ~ (yG/G o pj)* (TG/G) y, así, la composición ° Bm 

es un morfismo de fibrados vectoriales bien definido.

Definición 6.3.1 La fuerza discreta reducida es el morfismo de fibrados vecto­

riales sobre G x Q/G definida por Fd := D2Ld o Bm ■ σ* (T (Q/G x Q/G}} —> R. 

Explícitamente, esta 1-forma sobre G x Q/G está dada por

(6.5)

donde v0 = p(qo, wQ y qi := Fi (qo,wo,ri). Nuevamente, usando T (Q/G x Q/G} ~ 

p\ (T (Q/G}} Φ p*2 (T (Q/G)), definimos F+ := D2Ld G3/y F¿ := D2Ld o B~ y 

tenemos Fd = F¿ + F¿ ; explícitamente,

(6-6)

Ejemplo 6.3.1 En este ejemplo evaluamos la fuerza discreta reducida en el contexto 

del ejemplo 6.1.1 para continuar con el estudio de la reducción de la simetría del 

sistema.

Recordando que G ~ Q/G x G, dado ('í;o,ri) € G x Q/G, podemos conside­

rar (^o,n) = (^o,wo,ri) G Q/G x G x Q/G y tomar q0 = (ro,0); luego, qi := 
¿wo (^° (n)) = (n, w0 + b(r‘i - r%) /2).
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Como DiLd ((ro,O) > wo,ri) = m(w0 + b(rj - τθ) /2) dw0|W0 podemos evaluar la 

fuerza discreta reducida, usando los resultados obtenidos en el ejemplo 6.2.1, y ob­

tenemos que

En forma equivalente,

6.4. Dinámica reducida

Comenzamos esta sección presentando el resultado de reducción para sistemas 

mecánicos discretos no holónomos que hemos mencionado anteriormente. Continua­

mos presentando la versión intrínseca de las ecuaciones reducidas y, por último, 

extendemos el Teorema 5.2.1 incorporando una equivalencia que involucra a la ver­

sión intrínseca de la ecuación vertical reducida.

6.4.1. Teorema de reducción

En esta sección relacionamos la dinámica de un sistema mecánico discreto no 

holónomo que presenta una simetría con un sistema dinámico reducido, que es 

definido usando un principio variacional. A continuación enunciamos el teorema que 

relaciona la dinámica del sistema original con la dinámica de un sistema reducido 

definido sobre el espacio G x Q/G.
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Teorema 6.4.1 Sea q. una curva discreta en Q, rk := π (qk), wk := Ad (qk,qk+i) y 

vk ·.= p(qk,wk) las curvas discretas correspondientes enQ/G, G yG. Entonces, dado 

un sistema mecánico discreto (Q, L¿, T>, T>d) con grupo de simetría G, los siguientes 

enunciados son equivalentes.

1. (<lk,qk+i) € 7>d para todo k y q. satisface el principio variacional dS¿ (g.) (<5g.) = 

0 para toda variación Sq. a extremos fijos tal que 6qk G P9fc para todo k.

2. q. satisface las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas (4-10) para todo 

k.

Λ
3. (ffc,rfc+i) G T>d '■= &Ad (Pd/G) para todo k y dSd (v.,r.) (fiv.,ór.) = 0 para toda 

variación (δν.,δη) a extremos fijos que satisface que

(6-7)

4- (vfc>rfc+i) € A/ para todo k y (y.,r.) satisface las siguientes condiciones para 

cada fijo.

■ φ G Tjk (Q/G) definida por

(6-8)
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se anula sobre Prfc, es decir

(6-9)

■ ■0^0* definida por

(6.10)

se anula sobre , es decir

(6.11)

Demostración. En primer lugar, estudiamos la equivalencia entre los vínculos ci­

nemáticos y su contraparte reducida; es decir, la equivalencia entre las condiciones 

(qk,qk+1) G y (vk,rk+1) G Vd.

Si (qk,qk+1) G Dd entonces, π (qk, qk+1) G T>d/G y (vk, rk+1) = ΦΛά (π (qk,qk+1)) G 

*Ad (pd/G).

Recíprocamente, si (vk,rk+1) = $Ad (ñ (qk, qk+i)) G T)d tenemos que π (qk, qk+1) G 

T>d/G y entonces (qk,qk+1) G T>d.

En segundo lugar, estudiamos la equivalencia entre los principios variacionales y 

las ecuaciones.

1 O 2. Es un resultado conocido del cálculo de variaciones.

3 => 1. Dada una variación dq. a extremos fijos tal que dqk E T>gk para todo k, 

definimos drk := dnqk (dqk) y := A(qk) (dqk) y tenemos que las variaciones dqk 

pueden expresarse como dqk = hgk (ár^) + (qk)· Además, definimos dvk según

(6.7).
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Usando el Lema 5.2.4 para evaluar cfy, vemos que

Luego, como vale 3 del enunciado dS¿ (v.,r.) (δυ.,δτ·.) = 0 entonces dS¿ (q.) ($q.) = 0 

y así q. satisface la condición 1.

1 3. Dada una variación (δν.,δτ.) a extremos fijos que satisface las condiciones

del enunciado, definimos dqk := hqk ($77) + (ξ^.)^ (qk). Luego, por el Lema 5.2.4 y 

la fórmula explícita (6.7), tenemos que (dvk,drk+1) = dy (qk,qk+í) (dqk,dqk+l) y lo 

usamos para ver, mediante un razonamiento análogo al utilizado en la implicación 

3 => 1, que

Por lo tanto, como la variación dq. satisface la hipótesis 1, dSd (q.) (dqd) = 0 lo que 

implica que dS¿ (y.,r.) (δν.,δτ.) = 0.

3 <=> 4. Escribiendo dvk = dp (qk, wk) (dqk, dwk), tenemos que



Ahora, usando la conexión A para descomponer üqk = hqk (6rk) + (ífc) Y 

considerando que

reescribimos la variación discreta anterior reordenando los términos y recordando 

que tomamos variaciones a extremos fijos

(6.12)

Como las variaciones 6r. son independientes de las variaciones generadas por ξ_, 

tenemos que la condición dS¿ (u,r.) (5v.,Ór.) = 0 del ítem 3 del enunciado equivale 

a que la primera y la segunda sumatoria que aparecen en (6.12) se anulen en forma 

independiente, para toda variación a extremos fijos δτ. con Srk G T>rk para todo k y 

para toda ξ. con (qk,£k) £ 0P para todo k y con ξ0 — Ctv — θ·

Recordando que las variaciones δτ. son independientes y la expresión para las 

fuerzas discretas reducidas (6.6) podemos ver que la anulación de la primer sumatoria
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de (6.12) equivale a la condición

donde 5rk 6 Í>Tk para todo k. Esto es equivalente a que </>, definido en (6.8) satisfaga 

la condición (6.9).

Antes de probar la equivalencia de la condición (6.11) con la anulación de la 

segunda sumatoria de (6.12) necesitamos algunos cálculos auxiliares.

Comenzamos notando que, por definición de diferencial y haciendo uso de la 

propiedad (5.5) tenemos que

Además la última expresión puede reescribirse en términos ξ. y de w., recordando la

notación introducida en la Observación 5.2.7, de la siguiente manera

Otro de los cálculos auxiliares que nos será de utilidad es el siguiente. Como Ld 

es G-invariante, es decir Ld (l® (qk) ,wk,rk+1) = Ld (wk) ,rk+1^, entonces
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tenemos que

donde en el último paso hemos vuelto a utilizar la notación de la Observación 5.2.7.

Por último, aplicamos lo obtenido para ver que la anulación de la segunda suma- 

toria de (6.12) equivale a

Y, reordenando los términos en la última expresión, obtenemos que

98



para todo ξ. tal que (qk,£k) € 0^.· Esto es equivalente a que ψ, definido en (6.10) 

satisfaga la condición (6.11). ■

De la demostración del Toerema 6.4.1 se tiene el siguiente resultado.

Lema 6.4.1 Con la notación del Toerema 6.4-1 las siguientes afirmaciones son 

equivalentes.

1. La curva discreta q. satisface dS¿ (q.) (fiqS) — 0 para toda variación a extremos 

fijos tal que óq% € <Sgk para todo k.

2. La curva (v.,r.) satisface la condición (6.11) para φ definida por (6.10).

Observación 6.4.1 Notamos que las ecuaciones horizontales (6.9) para φ definida 

por (6.8) tienen términos de fuerzas que, por (6.5) son la composición de derivadas 

del lagrangiano reducido y de una función que involucra a las conexiones A y Ad- 

Como en el contexto continuo, las fuerzas que aparecen en la ecuación análoga in­

volucran a la curvatura reducida de la conexión no holónoma, nosotros hemos elegido 

nombrar al término correspondiente en el contexto discreto curvatura mixta reduci­

da. En este caso, de manera análoga al contexto continuo, recuperamos el resultado 

en el que la anulación de la curvatura mixta reducida implica la anulación de las 

fuerzas discretas en el sistema reducido. Más allá de este hecho, no tenemos otra 

buena razón para darles a Bm o Bm el nombre de “curvaturas”.

Observación 6.4.2 Para los sistemas mecánicos clásicos, las ecuaciones de Lagran- 

ge-D ’Alembert (3.1) son ecuaciones diferenciales de segundo orden, mientras que sus 

contrapartes reducidas que aparecen en el Teorema 3.2.2 son de segundo orden en 

las variables de Q/G pero sólo de primer orden en las variables de g. Análogamente, 

para sistemas mecánicos discretos, las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas 

(4-10) son ecuaciones de recurrencia de segundo orden mientras que las ecuaciones 
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reducidas que aparecen en el Teorema 6-4-1 son de segundo orden en las variables 

de Q/G y sólo de primer orden en las variables de G.

Observación 6.4.3 El espíritu del Teorema 6-4-1 es similar al de los teoremas de 

reducción, como el Teorema 3.2.2. Sin embargo, hay una diferencia técnica entre 

ambos tipos de resutlados. En el caso continuo, aún en el contexto generalizado, la 

elección de una conexión en el fibrado principal π : Q —> Q¡G sirve para cons­

truir un modelo para el espacio reducido y determina una descomposición vertical / 

horizontal del principio variacional y de las ecuaciones de movimiento. En el con­

texto discreto una conexión continua cumple el mismo propósito de descomposición 

pero una conexión discreta se usa para construir un modelo de espacio reducido. 

Sería interesante ver si existe alguna ventaja al usar dos conexiones diferentes en la 

reducción de sistemas mecánicos no holónomos continuos.

Ejemplo 6.4.1 Ahora aplicamos el Teorema 6.4-1 para continuar con el análisis 

del Ejemplo 6.1.1 y encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema reducido.

Por un lado, los vínculos variacionales reducidos están determinados por

Por otro lado, como

los vínculos cinemáticos reducidos están determinados por
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Ahora evaluamos las ecuaciones de movimiento reducidas. Como en este sistema 

S = {0}, se tiene que gP = {0} y la condición (6.11) se satisface trivialmente; es 

decir, no hay ecuaciones verticales.

Para hallar las ecuaciones horizontales evaluamos

Como vimos en el Ejemplo 6.2.1 la expresión del levantamiento horizontal es

y, por el Ejemplo 6.3.1 las expresiones de las fuerzas reducidas son

Luego, reemplazando en (6.8) tenemos que φ = mUk <^rdrfc para

Entonces, como T> = T(Q/G), la condición (6.9) implica que Uk = 0, que es la 

ecuación horizontal del sistema reducido. Por lo tanto, la evolución reducida está
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determinada por el sistema de ecuaciones

(6.13)

Usamos la segunda ecuación para eliminar la dependencia en Wk en la primera 

ecuación y obtenemos

(6.14)

que es una ecuación de grado 2 en γ^+1 . Luego de hallar la evolución para la varia­

ble 7>+i se reemplaza en la expresión de y se determina la evolución para esta 

variable.

Observación 6.4.4 Notemos que el valor del parámetro b es el que determina que el 

sistema reducido construido en el Ejemplo 6-4-1 sea o no forzado. Además de hacer 

que el sistema reducido no sea forzado, el valor b — 1 genera una dinámica muy 

sencilla para las variables w.. Esta característica será estudiada en mayor detalle en 

la Sección 7.3 en donde consideraremos sistemas con simetrías de tipo Chaplygin.

Volviendo al contexto general, hemos visto que las condiciones (6.9) y (6.11) 

establecen las ecuaciones de movimiento del sistema reducido. Sin embrago, están 

, escritas en términos de la curva q. en Q. En la Sección 6.4.2 veremos que estas 

ecuaciones pueden ser definidas de manera intrínseca; es decir, en términos de objetos 

definidos sobre el espacio reducido.
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6.4.2. Versión intrínseca de las ecuaciones reducidas

En esta sección presentamos la versión de las ecuaciones horizontal y vertical en 

términos de las variables del espacio reducido. Las ecuaciones serán expresadas como 

condiciones sobre morfismos de fibrados vectoriales sobre la variedad de segundo 

orden reducida Q^ := G x Q/G ^q/g G x Q/G, donde el producto fibrado es 

tomado sobre las aplicaciones P2 '■ G x Q/G Q/G y p^/G o : G x Q/G —* Q/G.

Introducimos también un espacio con el que trabajaremos en lo que sigue, Q^ := 

Q x G x Q/G Kq/g G x Q/G. El grupo G actúa sobre Q$ por la acción

luego, Q^/G = Q®. Además, definimos las aplicaciones

y F2 : Q^ —* G como

Observación 6.4.5 Notar que dado h G G, τ (g) , g) = Lh (t (q,qY) donde Lh 

denota la multiplicación a izquierda en G.

Un simple cálculo muestra que Fi y F2 son G-equivariantes ya que Fj y τ lo son.

Ecuaciones horizontales

Consideramos el siguiente diagrama conmutativo
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(6.15)

donde

para qi := Fi (qo,wo,ri) y wi := F2 (qo,W(hri,Vi,r2). Consideramos la acción de G 

sobre p*3 (T (Q/G)) dada por

y la acción de G sobre R dada por la acción trivial.

Lema 6.4.2 La aplicación φ es un morfismo G-equivariante de fibrados vectoriales.

Demostración. De la definición de φ se tiene que es un morfismo de fibrados vecto­

riales. Ahora veremos que es equivariante por la acción de G. Para esto, consideramos 

(9o,wo,r1,7;1,r2) G y tomamos gj := F\ (go,™o,n) y := F2 (q0,w0,r1,v1,r2). 

Para hacer los cálculos más claros, renombramos los términos de φ de la siguiente 

manera

de modo que φ = φλ + φ2.
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Notamos que φ2 resulta G-equivariante por esta definición. Entonces, estudiamos 

la G-equivariancia de

donde q1 := A (l* (q0) ,1% (w0) ,n) = Z^ (A (tfo, ™o,n)) = (?i) y

wi := F2 (Zf(?o) ,/f(w0) ,ri,vi,r2) = Z^ (F2 (^ο,^ο,Π,^ι,^)) = lg (wi). Por lo 

tanto, usando la G-equivariancia del levantamiento horizontal, tenemos que

(6.16)

Además, por el Lema 6.1.1 se tiene que

Dado que Ld (l® (q0), Z^ (w0), n) = Ld (q0, w0, n) entonces

Así, reemplazando lo obtenido en (6.16) se tiene la G-equivariancia de (t>1
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Por lo tanto, el Lema 6.4.2 establece que φ define un morfismo de fibrados vec­

toriales φ : (p^(T (Q/G))) /G R. Considerando la proyección p2 : Q/G se

tiene que (pg (T (Q/G))) ¡G = p2(T (Q/G)) y, así, φ : p2(T (Q/G)) —> R. Esto es,

El diagrama (6.15) se extiende al siguiente diagrama conmutativo donde T> C

T (Q/G) es el subfibrado introducido en el Teorema 6.4.1.

Proposición 6.4.1 La condición (6.9) del Teorema 6.4.1 es equivalente a

(6.17)

Demostración. Es claro que para Vk y rk definidas como en el Teorema 6.4.1 la 

expresión explícita de φ coincide con la de φ definida en (6.8) y la condición de 

anulación (6.9) coincide con la condición (6.17). ■

Ecuaciones verticales

Consideremos el diagrama conmutativo
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(6.18)

donde

para qr := F\ y wr := F2 (g0, wo,n,^i,r2).

Notemos que Ff (Q x p) — x 0 y que G actúa sobre este espacio por la acción
- (2)

lgG X9(Qo,wo,n,u1,r2,C1) := (¿f (90), (w), Π,^i,(ξι))· Además, G actúa

sobre IR de manera trivial. Tenemos entonces, el siguiente resultado.

Lema 6.4.3 La aplicación -0 es un morfismo de fibrados vectoriales G-equivariante.

Demostración. De la definición de ·0 se tiene que es un morfismo de fibrados vecto­

riales. Ahora veremos que es equivariante por la acción de G. Para esto, consideramos 

(9o, wo,ri,vi,r2) E Qg} Y tomamos qx := A (Qo,wo,ri) y Wi := F2 (g0, w0,n, viyr2).

Como Fi y F2 son G-equivariantes tenemos que

Además, teniendo en cuenta que
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obtenemos

(6.19)

Recordando la notación de la Observación 5.2.7 tenemos que

Reemplazando esto en (6.19) y usando la G-equivariancia de £>2 Ah probada en el

Lema 6.1.1, vemos que

Es decir,

Por el Lema 6.4.3, ψ define un morfismo de fibrados vectoriales sobre :

(Qg^ x /(7 —» R. Explícitamente, para cualquier (g0, w) € p_1 (t>o) y £i €

(6.20)
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Dado que Fi es G-equivariante y es G-invariante, resulta que Fx* (gp) C 

x 0 es G-invariante. Además, (Fx (gp)) /G C x /G es un subfibrado

vectorial.

En el siguiente diagrama conmutativo se muestra una parte del cociente de (6.18)

Proposición 6.4.2 La condición (6.11) del Teorema 6-4-1 es equivalente a

(6.21)

Demostración. Es sencillo verificar que para Vk y r^ definidas como en el Teorema 

6.4.1 la expresión explícita de ψ coincide con la de ψ definida en (6.10) y la condición 

de anulación (6.11) coincide con la condición (6.21). ■

Corolario 6.4.1 Cualquiera de las cuatro condiciones equivalentes del Teorema 

6-4-1 es equivalente a que (ϊ^,γ^+ι) G Pj y que se cumplan las condiciones (6.17) y 

(6.21) para todo k.

•6.4.3. Ecuación vertical-Evolución del momento

En esta sección vamos a especializar el Lema 5.2.5 al lagrangiano L¿ y vamos a 

extender el Teorema 5.2.1 mencionando una equivalencia adicional que involucra a 

la versión intrínseca de la ecuación vertical presentada en la Sección 6.4.2.
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Lema 6.4.4 Para ξ E Q y (qo,qi) E Q x Q, se tiene que

(6.22)

donde (g0, w0, η) = ΦΛά (g0, gj = (g0, Ad (go, qi), π (gi)). En particular, Jd (g0, gi) =

D2Ld (g0,w0,ri) Wq

Demostración. Por definición,

Como Ld(g0,gi) = (9ο,9ι) = ¿d(?o,wO,n) = Ld(q0, Ad(qo,qi) ,n) se

tiene que

Por la Proposición 5.2.2 y por la G-invariancia de Ld tenemos que

Por lo tanto, usando la notación introducida en la Observación 5.2.7 obtenemos
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En el caso particular en que ξ € 0P se tiene que (g0, <7i) = D2Ld (<7o, wo, n) wo1- 

■

Teorema 6.4.2 En el contexto del Teorema 6.4-1, dada q. una curva discreta en 

Q, sean rk = n(qk), wk = Ad(qk,qk+i) y vk = p(qk,wk). Luego, los siguientes 

enunciados son equivalentes.

1. q. satisface el principio variacional vertical. Es decir, dSd(q) (fiqs) = 0 para 

toda variación 6qs a extremos fijos tal que 5qk € Sqk para todo k.

2. Para todas las secciones ξ G Γ (g75),

(6.23)

3. La condición (6.21) se satisface.

Demostración. La equivalencia entre los puntos 1 y 2 ha sido demostrada en el 

Teorema 6.4.1, por esto basta con probar la equivalencia entre 2 y 3.

Dada ξ 6 Γ (0P), de la demostración del Teorema 6.4.1 sabemos que la condición 

del punto 2 es equivalente a

(6.24)
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Ahora, usando (6.22) con ξ = ξ (qk) tenemos

Cuando reemplazamos esta igualdad en (6.24) obtenemos

Es decir,

y recordando que, por (6.20),

vemos que se satisface la condición (6.21). ■

6.5. Reconstrucción de la dinámica original

En la sección anterior presentamos un resultado de reducción que establece que 

dada una curva q. G Q y su imagen (u, r.) G GxQ/G hay una correspondencia entre 

el hecho de que q. sea trayectoria del sistema original (es decir, que q. sea solución 

para la dinámica original) y que (u,r.) sea solución para la dinámica reducida. En 

esta sección estudiamos el problema de la reconstrucción; es decir, dada una curva 

(v.,r.) G G x Q/G que es solución de la dinámica reducida (es decir, satisface los 

vínculos y las ecuaciones de movimiento), ¿es posible encontrar una trayectoria q.
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del sistema original que se proyecte a (v.,r.)?

Vamos a considerar la siguiente construcción. Dada una curva discreta (v.,r.) E 

G x Q/G y qk E Q, para un k fijo, tal que π (qk) = rk = pQ/G (vk) si vk = p (qk, wk) 

definimos

(6.25)

Esta construcción es independiente de los representantes de vk elegidos ya que si

Vk = P (lg*G (qk,Úk))

Además, dado qo E Q tal que π (go) — ro, aplicar la construcción (6.25) en forma 

iterativa define una única curva discreta q. E Q, cuyas propiedades establecemos a 

continuación.

Teorema 6.5.1 Sean (go,gi) € y (ϊλ,γ.) € G x Q/G tal que π (g0) = ?o, π (gj = 

Π y vo — p(qo,Ad(qO)qi))· Si (u,r.) satisface (-υ^,Γ^+ι) G T>¿ y las condiciones 

(6.17) y (6.21) para todo k, entonces la curva discreta q. construida por (6.25) 

desde go es una trayectoria del sistema en Q cuya imagen por 7 es la curva (v., r.) 

y satisface g0 = go y qi = qi-

Demostración. Por construcción de la curva g. tenemos que rk = π (qk) y vk =

(qk,Ad (qk,qk+i)) ya que

Además, teniendo en cuenta que (qk,hqdk (rk+f)) E Hor^, tenemos
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lo que implica que

De este modo hemos probado que la imagen de la curva q. por 7 es la curva (u, r.), 

es decir, 7 (qk,qk+i) = (ffc,rfc+i) para todo k. En este sentido decimos que la curva 

q. es un levantamiento de la curva (v. ,r.).

La curva levantada satisface la primer condición inicial porque, por construcción, 

r0 se levanta a go = go· Como vo = p (qo, A¿ (qo,qi)), tenemos que uq = A¿ (go, gi) = 

.Ad (go, 91) entonces, por (6.25), es levantado a

Además, usando (5.7), vemos que gi = lAd(q0,qi) (ri)) por lo tanto, gi = gx.

Ahora vamos a probar que (gfc,gk+i) € para todo k. Dado que es G- 

invariante
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y, por hipótesis, (ν*,τ>+ι) G Dd para todo k.

Lo único que queda por hacer es verificar que q. es una trayectoria del sistema 

mecánico discreto. Por hipótesis, (v.,r.) satisface las condiciones (6.17) y (6.21). 

Luego, por el Corolario 6.4.1 valen las condiciones (6.9) y (6.11). Pero, como la 

relación que hay entre q., v., r. y w. es precisamente la establecida en el enunciado 

del Teorema 6.4.1 y hemos probado que el ítem 4 vale, entonces, q. satisface el ítem 

1 del Teorema 6.4.1, así q. es una trayectoria del sistema sobre Q. ■

Ejemplo 6.5.1 El último paso para completar el análisis del sistema {Q^Ld^D^Dd) 

introducido en el Ejemplo 6.1.1 es considerar la reconstrucción de la evolución del 

sistema original dada una trayectoria (r.,w.) del sistema reducido correspondiente a 

alguna condición inicial (<7o,Qi) € Dd.

De acuerdo al Teorema 6.5.1 usamos (6.25) para construir la trayectoria q.. Re­

cordemos que xk = n(xk,yk) = rk; luego como vk = (rk,wk) = p((rfc,0) ,wk) y 

t (fxk,yk), (n,0)) = yk, tenemos que

que es la expresión de q. en términos del dato (r.,w.). Utilizando (6.13) podemos 

simplificar la expresión anterior y obtener

donde ro = xo y ri — xi- Notar que la trayectoria resultante es independiente del 

parámetro b de la conexión discreta afín que se utilizó para hacer la reducción.
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Capítulo 7

Ecuaciones reducidas en casos 

particulares

En este capítulo presentamos la reducción estudiada en el capítulo anterior es­

pecializada a casos particulares en los que se obtienen resultados interesantes. En 

primer lugar consideramos el caso en que el espacio de configuraciones está dado 

por un fibrado trivial, este caso es de interés porque la mayoría de los ejemplos con 

los que se trabaja están dentro de este tipo de sistemas. En segundo lugar conside­

ramos el caso de un sistema en el que el espacio de configuraciones está dado por 

el grupo de simetría. Luego, estudiamos sistemas con simetría de tipo Chaplygin, 

en los que no hay direcciones que satisfacen los vínculos que sean compatibles con 

la simetría. Por último presentamos el caso particular de sistemas con simetría de 

tipo horizontal, en los que las direcciones de los vínculos que son compatibles con 

la simetría están determinadas por el espacio vertical correspondiente a la acción de 

un subgrupo del grupo de simetría original.
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7.1. Fibrado trivial

En esta sección consideramos el caso en que Q R x G, para una variedad R 

y un grupo de Lie G que actúa sobre Q por la acción

(r,h) := (r,gh).

En este caso, π : Q —> Q/G es el fibrado trivial principal donde π coincide con 

Pi : R x G —► R. El objetivo es describir el sistema reducido y las ecuaciones de 

movimiento correspondientes.

Consideremos la aplicación a : G —»· R x G dada por a (p ((ro, h0), wq)) := 

(ro,/¿θ 1wo/zo), cuya inversa es β (γο,ί?ο) P ((ro,e), $o)· Dado que ambas aplica­

ciones son diferenciables a es un difeomorfismo.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

donde ρ* (γο,^ο,^ο) ■= y á((ro,^o) ,$o) ·= (ro,ho,üo). Notamos que

a tiene como inversa a la aplicación β (r0, h0, $0) ((ro, ^o), $o)·

Además, consideramos la sección s : G —> Q x G dada por s (p ((r0, h0), $0)) := 

((r0,e) Λο^ο^ο)·

En este contexto, utilizando (5.5) podemos escribir
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donde Λ^Γο,π) := A/((r0,e), (Γχ,ε)).

Usando a la variedad de vínculos reducida es := (a x id) ; luego la

condición de vínculo cinemático reducida es

En el caso en que T)¿ esté definida por un conjunto de ecuaciones ipb (qo,qi) = 0 para 

todo b, la condición de vínculo cinemático reducida se transforma en 

vb ((ro>e), (nA (Α*ά An))-1}} = 0 para todo b.

Además, se tienen los lagrangianos inducidos := L¿ o (β x i d) y L*d ■.= Ld o 

(β x id); es decir,

En primer lugar caracterizamos las variedades de segundo orden y 

necesarias para establecer las ecuaciones de movimiento según el Corolario 6.4.1. Es 

claro que

con ((r0,/i0) ,w0,ri,p((ri,7ii) ,wi) ,r2) fh. (r0A,wo,nAi 1w1híyr2) y

con (p((r0A),w0),n,p((nA),™i),n) (r0,hQ 1wohQ,r1,h11w1hl,r2). Ahora 

tenemos que caracterizar los fibrados sobre sobre los cuales están definidos los 

morfismos 0 y V». Para esto, notamos que la sección s establece un difeomorfismo
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entre = G x Q/G Xq/g G x Q/G y su imagen; es decir, puede pensarse 

como ñ x {e} x G x ñ x G x ñ. La ventaja de este punto de vista es que en lugar 

de tener que trabajar con fibrados cocientes tenemos que hacerlo con la restricción 

de fibrados sobre a la imagen de s.

Empezamos obteniendo las versiones trivializadas de las aplicaciones Fi, Fi y 

F¿. En primer lugar, vemos que Ff está definida por

(7.1)

donde hemos considerado el elemento (η,ε) E π 1 (n) para realizar el levantamiento 

horizontal discreto correspondiente. Luego, tenemos

En segundo lugar, teniendo en cuenta que

la expresión para F2 es
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Observación 7.1.1 Cuando el grupo de simetría es abeliano los cálculos resul­

tan más sencillos. Aun cuando π : Q —+ Q/G es no trivial, existe un difeomor- 

fismo a : G —> Q/G x G dado por a(p(q,w)) = (7r(g),w) y cuya inversa es 

β (r,g) := p(hg (r) , p) donde q € π-1 (r). Si además, π : Q —> Q/G es trivial este 

difeomorfismo coincide con el considerado al principio de esta sección.

7.1.1. Ecuaciones horizontales

Ahora describiremos el morfismo φ : 0$ x p^TR) —> R para el contexto que 

estamos estudiando en esta sección; es decir, describiremos este morfismo mediante 

la identificación de Q¿/ con la imagen de la sección s en Q^. Sea φ* el pull-back de 

</>a,RxGxGxRxGxR. Explícitamente,

(7-2)

De la Definición 6.3.1 se tiene que F¿ : p\ (TR) φ p^(TR) —* R es un morfismo de 

fibrados. Explícitamente,
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donde Ηγ es como mencionamos anteriormente. Más aún, recordando que

Ad((r0,h0) ,(n,/ii)) = /ιΜ^Γθ,Γι)^1, tenemos

y notamos que dAd se escribe en términos de Ald.

Además, podemos escribir explícitamente el levantamiento horizontal. Para esto 

consideramos el fibrado vectorial W Θ H C TQ como el gráfico de una aplicación de 

fibrados M : p* (TR) —> p¿ (TG) sobre Q — R x G. Por lo tanto,

Finalmente, reemplazando lo obtenido en (7.2) tenemos la versión trivializada

de φ

(7-3)

Por otro lado, tenemos que la representación de p*2 \T>) sobre Rx G x Rx G x R 

es el fibrado vectorial T)1 := p% .

Por último, la condición (6.17) se coniverte en

(7.4)
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para toda variación ¿n tal que hSri,e^ (¿π) 6 Ί\Γχ,έ)·

Alternativamente, si (ω1? = D°, la condición (7.4) es

para toda variación δτγ G TriR y donde Xb G R son escalares desconocidos.

7.1.2. Ecuaciones verticales

Ahora describiremos el morfismo ψ : x ¡G —> ' R para el contexto que

estamos estudiando en esta sección; es decir, describiremos este morfismo mediante 

la identificación de Qq con la imagen de la sección s en Qq. Sea ψ el pull-back 

de ^aRxGxGxRxGxR. Explícitamente,

donde hr := üoho (A¿ (γ0,π)) 1 y wr := F% (γοΛο,^ο,πΑ,^)·

Como la versión trivializada de ψ es ψ* := ψ* , se tiene
Rx{e}xGxRxGxR

(7-5)

donde hx := ϋ0 (A¿ (r0,n)) 1 y wr := (r0,e,^Q,r1,O1,r2).

Otro ingrediente que tenemos que considerar es el pull-back Ff (ílp); es decir 
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(Ff)* (0Γ),

donde h} es como mencionamos anteriormente. Por lo tanto, la condición (6.21) se

convierte en

(7-6)

para todo ξ! 6 0 tal que (0, hr e 0(ζ)β).

Alternativamente, si (ωχ, ...,ω#) = 72°, la condición (7.6) es

(7.7)

para todo ξχ € g donde es como se definió anteriormente y 6 R son escalares 

desconocidos.

7.1.3. Reconstrucción

Dadas condiciones iniciales sobre Q x Q, el proceso de reconstrucción en el 

contexto de fibrado trivial es como sigue. Sean q0 = (r0,¿¿0) y <7i = con

(¿7o, <7i) € T>d-> y una curva discreta (τ.,ϋ.) G Rx G. Sea (r.,$.) que satisface el 

vínculo las ecuaciones (7.4) y (7.6), r*o = fo, π = ñ y consideramos la condición 

inicial (ro,n) definida por la segunda componente de
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Luego, por el Teorema 6.5.1, la curva q. levantada desde q0 usando (6.25) es una 

trayectoria del sistema mecánico discreto original sobre Q x Q con Qo = Qo y Qi = Qi· 

Si qk = (r*, hk) usamos la fórmula de reconstrucción (6.25) y, recordando la expresión 

(7.1), obtenemos que

donde uk = W = h^khj. Es decir,

(7.8)

para todo k.

7.1.4. Un ejemplo

En esta sección presentamos un ejemplo de reducción en el caso en que el espacio 

de configuraciones es un fibrado trivial.

El sistema mecánico discreto (Q, Ld,'D,'D¿') que estudiamos es tal que Q := 

R2 x S1 x S1 con coordenadas (x, y, Θ, </>), donde consideramos que S1 := Κ/2πΖ e 

identificamos las operaciones en S1 con la adición en R.

El lagrangiano discreto es

donde m, I y J son constantes positivas. La distribución de vínculos variacionales 

está dada por
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donde Wj (9) := dx — Λ cos άθ y ω2 (g) := dy — Asen (g^) dO, siendo A una 

constante positiva. Los vínculos discretos cinemáticos están dados por

Este sistema puede ser obtenido mediante la discretización de un sistema mecáni­

co clásico dado por un disco vertical de radio A, masa m, con momentos de inercia 

I y J, que rueda sin deslizar sobre un plano horizontal. La reducción continua del 

disco vertical ha sido estudiada por Bloch, Krishnaprasad, Marsden y Murray en 

[4]·

Consideramos el grupo de Lie G := R2 x S1 actuando sobre Q por la acción

Su acción levantada correspondiente es (q, v) := (l® (q), v).

Este es un ejemplo en el que π : Q —> Q/G es el fibrado trivial p2 ■ G x S1 —> S1 

con grupo de estructura G, que es el grupo de simetría que estamos analizando.

Consideramos los subfibrados de TQ: el fibrado vertical = (dx,dy,de), el 

fibrado intersección Sq := T>q (Ί = (de + A eos dx + Aseng^d^ y sus co­

rrespondientes complementos ortogonales Hq := (c^>), Uq '■= (dx,dy) y Wq := {0}. 

De acuerdo a la definición 3.2.2 los fibrados anteriores inducen una conexión no 

holónoma A cuyo espacio horizontal es Hor^ := Ή. El levantamiento horizontal 

correspondiente es hq : Tr(Q/G) —* C TqQ, dado por hg (rdr) = rd^ donde 

q G π-1 (r). Notamos que, en este caso, la aplicación M que describe el fibrado 

horizontal como un gráfico es idénticamente 0.

Para definir una conexión discreta afín en el fibrado trivial, consideramos la
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aplicación suave 7 : Q —» G, (q) = e = (0,0,0), y el espacio Γ resulta ser Γ = 

{(9, ¿7(g) (9)) · q € Q} = Δ (Q X Q).

Consideremos la subvariedad G-invariante Hor C Q x Q dada por

y notamos que Γ C Hor. Para cada q = (q9,qr) G Q, Hor (q) := Horn ({g} x Q) y 

Hor2 (q9,qr) = {(q9,qri) ■ qri € Q/G} entonces dim (Hor2 (q9,qr)) = dimQ — dimG 

y tenemos que TqiQ = Tqi θ (Hor2 (<?θ,<?£)). Finalmente, Hor define

una conexión discreta afín; más aún, dado que Γ = A(Q x Q), Hor define una 

conexión discreta.

La 1-forma de conexión discreta asociada a esta conexión está dada por 

Ad(qo,qi) = (qí - QQ,ql - qQ,qi - Qo) e G, lo que implica que Λ^Γο,η) = e 

para todo 77, ri € S1. El levantamiento horizontal discreto asociado a esta conexión 

discreta es hgd° (n) = (g0, (^,n)) = (g0, (Qo,9o,9o>ri))·

El espacio reducido es G x Q/G ~ S1 x G x S1 y la variedad de segundo orden 

reducida es Q<? ~ S1 x G x S1 x G x S1. El lagrangiano reducido trivializado es

Antes de describir las ecuaciones horizontal y vertical del sistema reducido, no­

tamos que como la expresión de Ad (ίο, Qi) sólo depende de las componentes de qo y 

qi en el grupo, entonces dA¿ se anula sobre los vectores horizontales, lo que implica 

que la curvatura mixta se anula. Por lo tanto, no hay fuerzas discretas reducidas en 

este sistema.
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De (7.3) se obtiene que

y, como Wg = {0} entonces T)1 = TS\ lo que implica que la ecuación horizontal es

(7-9)

De (7.5) tenemos que

donde e = (e^e^e0) es el elemento neutro de G. Como el miembro derecho de

(7.7) es Ai (dz|ea: — Acos(rk) d0|e<>) + λ2 (<¿2/|eV — Asen(rk) άθ\εθ), obtenemos las 

siguientes ecuaciones verticales

Además, los vínculos cinemáticos reducidos están dados por

Podemos obtener la dinámica reducida resolviendo las ecuaciones obtenidas. De
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la ecuación horizontal (7.9) tenemos que

(7-10)

De las ecuaciones verticales obtenemos

Reemplazamos los vínculos cinemáticos reducidos en esta expresión y tenemos que

Usando la ecuación (7.9) concluimos que ük = para todo k. Así,

Esta última expresión completa la descripción de la dinámica reducida.

Por último la reconstrucción de las trayectorias del sistema original en Q x Q se 

hace como en la Sección 7.1.3. Por (7.8), la trayectoria reconstruida q. es

(7.11)

k
Entonces, tenemos que (q£+1,^+1,^+1) = (q% ,q% ,qg) Π üj o, en forma equivalente

j=0
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Además, por (7.10) y (7.11), se tiene que

7.2. Grupo de simetría como espacio de configu­

ración

En esta sección analizamos el caso especial de reducción analizado por McLachlan 

y Perlmutter en [23]. Ellos consideran un sistema mecánico discreto con vínculos no 

holónomos definido sobre un grupo de Lie G, cuya multiplicación a izquierda es la 

acción que da la simetría del sistema. Sus resultados (Teorema 3 y Corolario 4) 

establecen que las trayectorias del sistema original se corresponden con las de un 

sistema dinámico definido sobre G. En la proposición que sigue se recuperan estos 

resultados como caso particular del Teorema 6.4.1.

Proposición 7.2.1 Sea G un grupo de Lie. Considerar el sistema (G, L¿, D, tal 

que la acción de multiplicación a izquierda de G da la simetría del sistema. Luego, 

existe una correspondencia entre las trayectorias q. de este sistema y las trayectorias 

u. del sistema dinámico sobre G definido por
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para todo k, donde ld(u) := Ld(e,u), T>¿ := {q e G : (e,q) € T>d} y (μι, ···, Pk)° = 

£>e dZ 0 . La relación entre las trayectorias es la siquiente. Dada una trayectoria q., 

definimos Uk := q^qk+i y, recíprocamente, dada una trayectoria u. definimos q. en 

forma recursiva como <μ+ι := qkUk para todo k.

Demostración. La demostración consiste en reformular los Teoremas 6.4.1 y 6.5.1 

en el contexto actual.

Por conveniencia denotamos al espacio de configuración por Q, es decir, Q = G 

y denotaremos la acción 1® = lg. Para definir una conexión discreta afín sobre 

Q —> Q/G comenzamos notando que por (5.5) tenemos Ad (<7o, Qi) = q\Ad (e, e) <7θ \ 

Así, vemos que tomando Ad (e, e) = e entonces Ad (qo, q±) = qiq$ 1 define una (única) 

conexión discreta sobre el fibrado.

El Teorema 6.4.1 le asigna al sistema mecánico discreto (Q, Ld, T>, P^) un sistema 

dinámico sobre G x Q/G. En este contexto, Q/G = {π (e)} y G ~ G como fibrados 

sobre un punto donde el isomorfismo K : G G está dado por

Así, considerando N2 = N °Pi tenemos que G x Q/G ~ G. De modo que copiando la 

estructura de G x Q/G a G usando K2 se obtiene un sistema dinámico sore G cuyas 

trayectorias están dadas por Uk := ^2 (μ (^, wfc),π (e)) = qflwkQk-

Ahora traducimos las condiciones que imponen los vínculos dinámicos reducidos 

T>d en términos de las trayectorias u.. Recordando que la variable en Q/G es π (e), 

los vínculos establecen que
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A continuación relacionamos las ecuaciones de movimiento del sistema sobre 

G x Q/G con ecuaciones sobre G. En este caso, como — TgoQ, es decir, el 

espacio vertical no tiene ningún complemento en el espacio tangente, entonces Sqo = 

= Dgo. Aplicando la descomposición (3.2) tenemos que H = W = {0}. Por 

lo tanto las condiciones (6.9) resultan triviales y, de este modo, la dinámica en G 

está controlada por las condiciones verticales (6.11).

Veamos cómo se reformulan las condiciones verticales en este contexto. En primer 

lugar, tenemos que

Además, para £k (Ξ g,
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La condición (6.11) establece que ip(£k) = 0 para todo ξ*. G 0P. Por lo tanto, el

sistema reducido satisface

o, en forma equivalente,

Luego, teniendo en cuenta la G-equivariancia de

para todo ζ* G = T>e. Luego, recordando que uk = qk 1wkqk esta última expresión 

es equivalente a

donde = T)e.

La correspondencia entre las trayectorias q. y u. se sigue de lo que acabamos de 

mostrar y del Teorema 6.5.1. ■

7.3. Simetría de tipo Chaplygin

En esta sección consideramos el caso en el que el sistema original es un sistema 

mecánico discreto con simetría de tipo Chaplygin y especializamos los Teoremas 

6.4.1 y 6.5.1 a este caso particular. En este caso vamos más allá del resultado de 

equivalencia entre el sistema mecánico discreto en Q y un sistema dinámico en
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G x Q/G para obtener una equivalencia entre sistemas mecánicos discretos en Q y 

en Q/G.

La reducción de sistemas mecánicos discretos con simetría de tipo Chaplygin ya 

ha sido estudiada por Cortés y Martínez en [12] y en esta sección vemos que con 

nuestro enfoque puede recuperarse el resultado que obtienen ellos (Teorema 5.5 en 

[12])-

Definición 7.3.1 Un grupo de simetría G de un sistema mecánico discreto no 

holónomo (Q, es un grupo de simetría de tipo Chaplygin si satis­

face las siguientes condiciones.

1. TQ = VG®T> y

2. T>¿ define una conexión discreta afín Ad sobre el fibrado principal π : Q —* 

Q/G.

Notamos que la condición TQ = VG φ T> es equivalente a que la descomposición 

(3.2) es de la forma

(712)

Del mismo modo que en el caso general, esta descomposición define una conexión A 

sobre π : Q —► Q/G, cuyo espacio horizontal es Η = T>. Notamos, también, que la 

condición 2 de la Definición 7.3.1 requiere que, para cada (<7o> <7i) € Q x Q exista un 

único g 6 G tal que (tfi)} € Hor^d = T>d.

Ejemplo 7.3.1 El grupo G := R es una simetría de tipo Chaplygin del sistema 

mecánico discreto (Q,Ld,'D,T>d) definido en el Ejemplo 6.1.1. La primera condición 

vale por la descomposición de TQ que aparece en el Ejemplo 6.2.1 y la segunda 

corresponde a tomar la conexión discreta Abd considerada en el Ejemplo 5.2.1 con 

b=l.
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7.3.1. Una inclusión

Consideremos la aplicación y Q/G x Q/G —> G x Q/G definida por

donde go G π 1 (r0).

Lema 7.3.1 La aplicación y está bien definida. Más aún, si s es una sección local 

den : Q —> Q/G, entonces y (r0, n) = {p (s (r0), e), rj.

Demostración. Como p es G-invariante, y no depende de la elección de q0 G 

π-1 (ro) por lo tanto y está bien definida.

Dada una sección local s den : Q —> Q/G, podemos tomar qo = s (r0) 6 π-1 (r0) 

y se obtiene la fórmula explícita que aparece en el enunciado.

En particular, esta fórmula también muestra que y es una aplicación suave. ■

Usando y llevaremos la estructura que ya conocemos en GxQ/GnQ/Gx Q/G.

Más precisamente, definimos el sistema mecánico discreto (forzado y sin vínculos) 

(Q/G, Ld, Fdj donde Ld := y* (Ld^ = Ld o y y la fuerza discreta Fd := y* (f^ =
Λ

Fdo y. También definimos T> :=T> como un subfibrado de T {Q/G) y notamos que 

en el caso de simetrías de tipo Chaplygin D — T {Q/G), por (7.12).

Lema 7.3.2 Si A es una conexión en el fibrado principal n : Q —> Q/G y qo G 

π-1 (ro)? entonces

Demostración. Si s es una sección local del fibrado con qo = s (ro) se tiene que
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y su diferencial está dado por

(7.13)

Además, como π o s = idQ/Q, tenemos que

Luego, por definición de levantamiento horizontal obtenemos que 

hor^ (ds (r0) (5r0)) = hs(r°> (Jr0).

Como L¿ es G-invariante, D^Ld (s (r0), e, rT) se anula sobre los vectores verticales 

y, por lo tanto,

Al reemplazar esto en (7.13) obtenemos la igualdad del enunciado. ■

Lema 7.3.3 Sea (v.,r.) una curva discreta en G x Q/G tal que Vk = p(qk,e) para 

algún qk € Q y para todo k. Luego,

para toda variación 5r. a extremos fijos y

para todo k.
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Demostración. Usando la forma de δν por definición tenemos que

Por el Lema 7.3.2 tenemos que

Ahora, usando la descomposición dAd — D±Ad + D%Ad obtenemos

Por último, reordenando los términos que aparecen en la sumatoria, tomando 

variaciones a extremos fijos y recordando que
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vemos que

■

Lema 7.3.4 Sea (v.,r.) una curva discreta en G x Q/G tal que Vk = p(qk,e) para 

algún qk 6 Q y para todo k. Luego, (v.,r.) satisface la condición (6.17) si y sólo si

(7-14)

para todo k.

Demostración. Reemplazando v^ = p(qk,e), podemos reescribir la expresión para 

φ de la siguiente manera

De la demostración del Lema 7.3.3 y recordando que

para aglún q0 € π 1 (r0) se obtiene que
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Luego, como T> := T> la condición (6.17) es equivalente a

que, por la Proposición 6.4.1, equivale a la expresión que aparece en el enunciado.

■

7.3.2. Dinámica reducida

Teorema 7.3.1 Sea G grupo de simetría de tipo Chaplygin del sistema mecánico 

discreto (Q, q. una curva discreta en Q, y r^ = π (g¿) la curva corres­

pondiente en Q/G. Si (qk,qk+i) E T>d para todo k, los siguientes enunciados son 

equivalentes.

1. q. satisface el principio variacional dS¿ (q.) (tiq.) = 0 para toda variación a 

extremos fijos 5q. tal que 5qk € P9fc para todo k.

2. q. satisface las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas (4-10) para todo 

k.

3. r. satisface el principio variacional

para toda variación a extremos fijos ór. con 6rk € Trk {Q/G} y donde
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4- r. satisface las ecuaciones

para todo k.

Demostración. Como S = {0}, por el Teorema 6.4.1, vemos que cada uno de los 

ítems 1 y 2 de este teorema es equivalente a cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) ítem 3 en el Teorema 6.4.1 vale para variaciones horizontales, ya que £k = 0 

para todo k.

(b) Para todo k, (vk,rk+1) ET>dy vale la condición (6.9).

Como Hor^ = Pd, (qk, qk+1) G Pd si y sólo si wk = Ad (qk,qk+i) = e. Luego,

y, por definición de Ad, esta última condición vale siempre.

Notemos, además, que en este caso Vd = G x Q/G. De hecho, supongamos que 

(vk,rk+1} E G x Q/G con vk = (p (qk,wk) ,rk+1) para algún (cft,wfc) G Q x G, luego

donde (qk,qk+i) = (ζ-ι (^0 Λ? (r*+i)) G Hor^ = T>d. Es decir, (vk,rk+1) G 

(T>d/G). Por lo tanto, podemos no considerar los vínculos que aparecen en los 

ítems (a) y (b)·

Por el Lema 7.3.3 el principio variacional que aparece en (a) es equivalente al 

que aparece en el ítem 3 del enunciado. De manera similar, como D = T (Q/G}, el
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Lema 7.3.4 y la Proposición 6.4.1 muestran que (b) es equivalente a las ecuaciones 

que aparecen en el ítem 4 del enunciado. ■

Observación 7.3.1 Notar que de la reducción de un sistema mecánico discreto con 

simetría de tipo Chaplygin se obtiene un sistema mecánico discreto sin vínculos pero 

confuerzos dadas por F¿ en el teorema anterior. Un análisis similar ha sido tratado 

en el contexto de grupoides en [17].

Ejemplo 7.3.2 Como ya hemos mencionado G = R es una simetría de tipo Cha­

plygin para el sistema mecánico discreto introducido en el Ejemplo 6.1.1. Notamos 

que la construcción descripta en esta sección corresponde a desarrollar la reducción 

usando la conexión discreta del Ejemplo 5.2.1.

Por el Teorema 7.3.1 el sistema mecánico discreto sin vínculos asociado al sis­

tema reducido es

y no hay fuerzas ya que, por el Ejemplo 6.2.1, la curvatura mixta se anula en el 

caso 6=1. Por último, la ecuación de Euler-Lagrange discreta que determina la 

evolución del sistema ^Q, es

(7-15)

que, precisamente, es (6.14)·
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7.3.3. Reconstrucción

Por último, adaptamos el Teorema 6.5.1 y presentamos la reconstrucción en el 

contexto actual.

Teorema 7.3.2 Sea G un grupo de simetría de tipo Chaplygin del sistema mecánico 

discreto (Q,Ld,D,Dd). Dados (¿7o, ¿7i) 6 Dd y r. una trayectoria discreta del sistema 

mecánico discreto forzado \ Q/G,Ld,D,Dd, F¿] tal que π (¿/o) = tq y π (<7ι) = Π, 

se define inductivamente la curva discreta q. en Q de la siguiente manera qo = qo 

y qk+i = hq¿ (rk+i) para todo k. Luego, q. es una trayectoria del sistema mecánico 

discreto original con qo = qo y Qi = Qi ·

Demostración. La trayectoria r. define una curva discreta (yk, rk+1) = y (τ>, γ*+ι) 

en G x Q/G. Además, por el Lema 7.3.3, ambas curvas satisfacen simultáneamente 

los correspondientes principios variacionales; por lo tanto, la curva (ufc,r^+1) en 

G x Q/G también es una trayectoria del sistema en G x Q/G.

Como q0 e π-1 (r0), v0 = p(qo,é) = p (¿fo, Ai (<7ο,9ι))ί en general, vk = p(qk,e) 

para algún qk € π-1 (rfc).

Luego, como (¿7o, <7i) € Dd, por el Teorema 6.5.1, existe una trayectoria q. en Q 

tal que π (qk) = rk para todo k y qo = qo y qi = Qi- Además, qk+i satisface la fórmula 

del enunciado porque qk+i satisface (6.25) con uk = e para todo k. ■

Ejemplo 7.3.3 Ahora usamos el Teorema 7.3.2 para reconstruirlas trayectorias del 

sistema reducido en el Ejemplo 7.3.2. Aplicando la fórmula recursiva que aparece en 

dicho resultado y recordando la expresión para el levantamiento horizontal discreto 

del Ejemplo 5.2.1, tenemos que
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Esto es, (xkiVk) = (rk,y0 + (r£ — τθ)/2) que coincide con el resultado obtenido en 

el Ejemplo 6.5.1.

7.4. Simetrías horizontales

En esta sección especializamos el Teorema 6.4.1 al caso en el que el sistema 

original presenta simetrías horizontales, es decir simetrías que son compatibles con 

las direcciones de los vínculos. Del mismo modo que en el caso Chaplygin, en este 

caso vamos más allá del resultado de equivalencia entre el sistema mecánico en Q 

y un sistema dinámico en G x Q/G para obtener una equivalencia entre el sistema 

mecánico discreto original en Q y otro sistema mecánico discreto en Q/G.

Definición 7.4.1 Sea M un grupo de simetría del sistema mecánico discreto no ho­

lónomo (Q,Ld,T>,'Dd)- Un subgrupo cerrado G de M es un subgrupo de simetría 

horizontal para (Q,Ld,T), T>d) si

(7.16)

donde V™ es el espacio vertical asociado a la acción de M sobre Q.

A partir de ahora obviamos el grupo M y consideramos la acción de G sobre 

el sistema. En este contexto presentamos la adaptación del Teorema 6.4.1. Por la 

condición (7.16) tenemos que VG = 5 y la descomposición (3.2) resulta 

para cualesquiera subfibrados complementarios Ή de 5 en T> y W de Ί) en TQ.

Fijando una descomposición tal definimos una conexión A sobre el fibrado principal 
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π : Q —► Q/G cuyo espacio horizontal sea Hor^ = Ή.

En el contexto de esta sección el momento no holónomo discreto J¿ definido en 

(5.8) tiene algunas propiedades especiales que son estudiadas a continuación.

Lema 7.4.1 Si G es un subrgupo de simetría horizontal para el sistema mecánico 

discreto (Q, Ld,T>,Dd) entonces, valen las siguientes afirmaciones.

1. = Q*0 y -Qx0*·

2. La composición del momento no holónomo J¿ definido en (5.8) con la proyec­

ción sobre la segunda variable define una aplicación momento Jd ■ QxQ —* 0*· 

Explícitamente, para ξ G g,

3. Cualquiera de las condiciones equivalentes del Teorema 6-4-2 es equivalente a 

la condición de que Jd es constante sobre la trayectoria q. (para el principio 

variacional vertical).

Demostración. El ítem 1 es una consecuencia directa de que VG C T>. El ítem 2 

se deduce de aplicar el ítem 1.

Para probar la afirmación del ítem 3 vamos a mostrar que (6.23) es equivalente 

a que Jd sea constante sobre la trayectoria q..

Dada q. una curva discreta en Q, suponemos que la ecuación (6.23) vale sobre q. 

para toda sección ξ. Luego, como cualquier ξ E 0 define una sección constante, al 

evaluar (6.23) sobre dicha sección tenemos que
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Por lo tanto, como ξ G g es arbitrario, es una cantidad conservada sobre la 

trayectoria q..

Recíprocamente, supongamos que es una cantidad conservada sobre la trayec­

toria q.. Entonces

para todo ξ G g, es decir para toda sección constante de gp. Por lo tanto, tenemos 

que la ecuación (6.23) vale para secciones constantes de gp. Ahora, dados ξ 6 g 

y f ■ Q —> consideramos la sección (/ξ) (g) = /(?)(€ gy tenemos que, por 

hipótesis

Y, así tenemos que la ecuación (6.23) vale para secciones de la forma /ξ donde f es 

una función a valores reales. Pero, como gp es un fibrado vectorial, cada sección es 

una combinación lineal de secciones constantes con coeficientes variables, entonces 

concluimos que la ecuación (6.23) vale para todas las secciones de gp. ■

A continuación construimos una conexión discreta afín adaptada al contexto de 

simetrías horizontales. Luego, usamos dicha conexión para especializar el Teorema 

6.4.1 a este caso.

7.4.1. Conexión discreta afín para simetrías horizontales

Recordamos dos resultados ya conocidos.

Lema 7.4.2 Si£eg, geGyqeQ entonces (l® (g)) = lJQ ^(Adg_i ¿)Q (q)J .

Demostración. Evaluando tenemos
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Lema 7.4.3 Si g G G y (<7o,Qi) € Q x Q entonces

Demostración. Sean ξ G p, g G G y (<7o, <7i) G Q x Q, luego por el Lema 7.4.2

vemos que

Además, por ser L¿ G-invariante tenemos que

Luego, al reemplazar en la última expresión se obtiene que

Definición 7.4.2 Sea G un grupo de simetría del sistema (Q, Ld,'D,'Dd)- Se dice

que Ld es G-regular en (qo><7i) £ Q x Q si la restricción de la forma bilineal
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D2D1Ld (g0,9i) : TqoQ x TqiQ —> R a x es no degenerada.

Para estudiar la relación entre la regularidad de un lagrangiano discreto y los 

valores regulares del momento discreto comenzamos recordando el siguiente hecho.

Lema 7.4.4 Sea π : Q —> Q/G un fibrado principal y {η1Ί..., qk} C g un subconjun­

to linealmente independiente. Luego, para q € Q, {(?7i)q(q) , ···, (ViJq (?)} C TqQ 

es un subconjunto linealmente independiente. Además, si el primer conjunto es una 

base entonces el segundo es una base también.

Demostración. Primero veamos que el resultado es válido para el fibrado producto 

π : U x G U con la acción de G dada por la multiplicación a izquierda en G. 

Dados η € g y (u, g) G U x G

Luego, si {ηγ,..., gk} C g es un subconjunto linealmente independiente como Ad5-i : 

g —* g es isomorfismo entonces {Adp-i ηγ,..., Adp-i qk} también es un subconjunto 

linealmente independiente. Además, dLg : g —> TgG también es un isomorfismo y, por 
lo tanto, |(9i)q (u,g),..., (t^q (u,g)} es un subconjunto linealmente independiente 

de T\u,g) (U x G). Análogamente, vemos que si el primer subconjunto es una base el 

segundo también lo será.

En el caso general, consideramos un abierto U que trivialice a Q‘, es decir, para 

cada q 6 Q existe un entorno Vq de q en Q tal que Vq = Uq x G. Luego, dado
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{τ/j,7/fc} C 0 un subconjunto linealmente independiente, por lo hecho anterior­

mente tenemos que para cada q 6 Q, (q), ···, (t/aJq (<?)} es un subconjunto

linealmente independiente de Tq (Uq x G) C TqQ. ■

Proposición 7.4.1 Sea G un grupo de simetría horizontal del sistema mecánico 

discreto (Q, Ld, D, T>d) donde el lagrangiano discreto L¿ es regular y Jd ■ Q*Q —> 0* 

es un momento no holónomo discreto. Dado μ G 0* se tiene que,

■ μ es un valor regular de Jd y, por lo tanto, {μ} es una subvariedad

de Q x Q.

■ si qo € Q y J¿Q ■ Q —> 0* es la aplicación dada por Jj'0 (qJ := Jd(.qo,qi)

entonces μ es un valor regular de y, por lo tanto, (μ) es una sub­

variedad de Q que, si no es vacía, tiene dimensión dim Q — dim G.

Demostración. En primer lugar vamos a probar que para todo (^o,Qi) € la- 

aplicación

es suryectiva. Para esto, consideramos una base {ei,er} de 0 y {e^,e*} su base 

dual. Entones, podemos escribir

donde (qo,qi) = Jd (qo,<7i) = -D\Ld (qo,qi) (ej)Q (g0). Ahora, tomando su dife­

rencial se tiene
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Por el Lema 7.4.4 tenemos que los (e^ (g0) son linealmente independientes en
r

TgoQ, entonces dado ψ = aje* ®*’ ex^sten σ € Γ*οζ) tales que σ (g0)) =
J=i

a.j para todo j. Además, como £>2-^1^ (<7o, <7i) es no degenerado, existe un vector

Ai € TgiQ tal que

Por lo tanto, Ai 6 TqiQ es tal que

para todo j. Luego,

lo que muestra que μ es un valor regular de J¿ y, por lo tanto, es una subvariedad 

de Q x Q.

Del cálculo anterior vemos que, para ψ G g*

y así μ también es un valor regular de Jj° lo que implica que (Jj0)-1 (μ) es una 

subvariedad de Q. La dimensión de la misma puede ser calculada notando que, 

siendo μ un valor regular de , si qi € (μ)
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Proposición 7.4.2 Sea G un grupo de simetría horizontal del sistema mecánico 

discreto (Q, Ld, D, Df) donde el lagrangiano discreto Ld es regular y G-regular. En­

tonces, para todo qo € Q y μ G 0*, si qi G l® ({qo}) ΓΊ (/¿°)_1 (m) se tiene que 

TnQ = Tq, (l° ({go})) ® T„ ((J*T' (μ)) .

Demostración. Supondremos que (μ) 0, ya que en caso contrario el

resultado es válido.

Como dim ((Jj0)-1 (μ)) = dimQ — dimG, basta verificar que para cada qi G 

¡a ({ίο}) n (J^y1 (μ), se cumple que Tn (íg ({go})) Π Tn (μ)) = {0}.

Sean 91 e lg({g0}) Π (J®)"1 (μ) y X, e (íg ({g0})) Π Tn ((J?)’1 (μ)).

Entonces, usando los cálculos de la demostración anterior, tenemos

y, por lo tanto, D2DxLd (qQ,qr) [(ej)Q (g0) ,^i) = 0 para todo j.

Dado que ^(ci)q (70),(er)Q (g0)} es una base de entonces

DzDiLd (qo,qi) (f,Xi) = 0 para todo v G luego como Ld es G-regular se tiene 

que Xi = 0. ■

Definición 7.4.3 Sea G un grupo de simetría horizontal del sistema mecánico dis­

creto (QfLd,'D,'Dd) donde el lagrangiano discreto Ld es regular y G-regular. Dado 

μ G 0* decimos que G es un grupo de simetrías μ-buenas si para cada q G Q 

existe un único g G G tal que (l® (<?)) = μ. En este caso, definimos 7 : Q —> G 

por y (q) = g.

Proposición 7.4.3 Sea G un grupo de simetrías μ-buenas del sistema mecánico 

discreto (Q, Ld,D,Dd) para algún μ G 0*. Si μ satisface que Αό*μ = μ para todo 

149



g 6 G, entonces 3μ define una conexión discreta afín en π : Q —> Q/G con función 

de nivel 7 dada por la μ-bondad del grupo G.

Demostración. Por la Proposición 7.4.1 es subvariedad de Q x Q y por el 

Lema 7.4.3 es G-equivariante. Por otro lado, por definición de 7, tenemos que 

lo que implica que Γ CZ. Λ·

Por último, por la Propossición 7.4.1, (ρ) C Q es una subvariedad y, usando

la Proposición 7.4.2, conlcuimos que define una conexión discreta afín. ■

Observación 7.4.1 En el contexto de la Proposición 7.f.3, la condición Ad* μ = μ 

para todo g G G puede ser evitada considerando el grupo de simetría (probablemente 

más pequeño) βμ:~ [g E G: Ad*^ = μ} en lugar de G. De hecho, Gp es un grupo 

de Lie y es grupo de simetría para (Q,L¿,D,Dd)· Como G satisface (7.16), Vjf C Dq 

para todo q, entonces μ C Dq para todo q. Por lo tanto la condición (7.16) vale si 

reemplazamos aG y a M por Gp, y se pueden aplicar los argumentos de reducción en 

este contexto. Esta observación se aplica al resto de los enunciados de esta sección.

7.4.2. Dinámica reducida

En esta sección suponemos que G es un grupo de simetrías μ-buenas del sistema 

mecánico discreto (Q, Ld,D,Dd) para algún μ G 0* y donde Ld es regular y G- 

regular. En la sección previa hemos visto que si μ G 0* es tal que Ad* μ = μ para 

todo g E G, podemos definir una conexión discreta afín Ad tal que Hor^ = 3μ. 

A continuación, usamos esta conexión discreta para especializar el Teorema 6.4.1 al 

contexto de simetrías horizontales.

De la misma manera en la que se planteó el estudio de los sistemas de tipo 

Chaplygin en la Sección 7.3, en esta sección usamos la aplicación y para definir un 

sistema mecánico discreto forzado sobre Q/G con lagrangiano discreto (^0,^1) := 
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y* (j^d) (ro,ri) = (koyj (γο,π), vínculos variacionales T> = dn (V), vínculos 

cinemáticos í>d := K1 y fuerzas discretas F¿ ■= y* = Fdo y.

Teorema 7.4.1 Sea G un grupo de simetrías μ-buenas del sistema mecánico discre­

to (Q'Ld/D/Dd) para algún μ G 0*. Se supone que μ satisface que Ad* μ = μ para 

todo g G G. Sean q. una curva discreta en Q y :== π (q^) la curva discreta corres­

pondiente en Q/G. Luego, si Jd(qk,qk+i) — μ para t°do k entonces los siguientes 

enunciados son equivalentes.

1. Qk+i) € T>d para todo k y q. satisface el principio variacional dSd (q) (fiq) = 

0 para toda variación a extremos fijos óq. tal que 6qk E T)qk para todo k.

2. q. satisface las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas (4-10) para todo 

k.

3. r. satisface el principio variacional

para toda variación a extremos fijos 6r. con Srk G Drk para todo k. Además, 

(rk,rk+1) G Dd para todo k.

4- r. satisface (7.14)· Además, (γ^,γ^+ι) G para todo k.

Demostración. Dado que Jd es una cantidad conservada sobre q. entonces se satis­

face la ecuación (6.23) y, por el Teorema 6.4.2, se satisfacen las ecuaciones verticales 

del Teorema 6.4.1. Ahora veamos qué podemos decir de las ecuaciones horizontales 

que aparecen en dicho teorema.

Por el Teorema 6.4.1, los ítems 1 y 2 son equivalentes a cualquiera de las siguientes 

condiciones:
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(a) El ítem 3 en el Teorema 6.4.1 vale para variaciones horizontales.

(b) Para todo k, (^,π·+1) ET>d y vale la condición (6.9).

Como Jd se conserva y la conexión discreta afín que consideramos tiene a la 

preimagen de los valores constantes del momento como espacio horizontal, notamos 

que wk = Ad(qk,qk+i) = e. Entonces, vk = (p (qk,e) ,rk+l) = y (rk,rk+1) € T>d si y 

sólo si (r*., γλ+1) € Τ’-1 = ñd- De este modo las condiciones de vínculo discreto

reducido que aparecen en los ítems (a) y (b) son equivalentes a los que aparecen en 

3 y 4 del enunciado.

Por el Lema 7.3.3 el principio variacional que aparece en (a) es equivalente al 

principio variacional que aparece en 3.

De manera similar, por el Lema 7.3.4 las ecuaciones que aparecen en (b) son 

equivalentes a las que aprecen en 4. ■

7.4.3. Reconstrucción

El siguiente resultado es la especialización del Teorema 6.5.1 al contexto de 

sistemas mecánicos discretos con simetrías horizontales.

Teorema 7.4.2 Sean G un grupo de simetría horizontal del sistema mecánico dis­

creto {Q,Ld,'D,'Dd), (q0,9i) € y μ = Jd (Qo,9i) € 0*. Supongamos que Ad* μ = μ 

para todo g € G.
Z y y \

Sea r. una trayectoria discreta de iQ/G,Ld,'D,'Dd,Fd\ tal que π (^0) = r0 y 

π (9i) = ri- $e define inductivamente la curva discreta q. en Q de la siguiente 

manera qo = qo y qk+i = hqdk (rk+l) para todo k. Luego, q. es una trayectoria del 

sistema mecánico discreto original con qo = qo y (h ~ Qi-
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Demostración. La demostración es la misma que la del Teorema 7.3.2 teniendo en 

cuenta que en este caso la conexión discreta es tal que su espacio horizontal discreto 

asociado es 3μ. ■

7.4.4. Un ejemplo

En esta sección aplicamos el análisis desarrollado en las secciones previas a un 

sistema mecánico discreto que presenta simetrías horizontales. El sistema es una 

discretización de la partícula no holónoma libre considerada por Cortés en [11]. El 

sistema (Q,Ld,'D,'Dd) está dado por Q := R3, el lagrangiano discreto

donde q ■— (qx,qy,qz), los vínculos variacionales

y los vínculos cinemáticos

El grupo M := R2 actúa sobre Q por 1® (q) := (qx,qy + gy, qz + gz) donde g := 

(gy,9Z) £ M. La acción levantada correspondiente es 1?® (q, v) ■= (l® (q), t') y vemos 

que T>q es G-invariante por 1?®. Además, L¿ y son G-invariantes por la acción 

diagonal

El espacio vertical para la acción de G sobre Q es C TqQ y
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así

Por lo tanto, el subgrupo cerrado G := {0} x K C M satisface que V™ C\T)g = Sq = 

yG para todo q 6 Q. Así, G es un (sub)grupo de simetría horizontal para el sistema. 

Denotamos al álgebra de Lie de M como m = R2 y tenemos que 0 = {O}xRc 

R2 C R2 = m.

Notamos que L¿ es regular y G-regular. Además, por ser G abeliano tenemos 

que Ad* μ = μ para todo g € G y μ 6 0*.

Ahora veamos cuál es la expresión del momento no holónomo discreto

Si denotamos 1* 6 0* a la base dual de (0,1) G 0 el momento discreto puede 

expresarse Jd(qo,qi) = m(q^ — Qo) 1*· Luego, dado q G Q y μ = μζ1* vemos que

(Z^ (#)) = μ tiene solución única ya que 

y el único valor de g que satisface esta condición es g = ( 0, — ) G G. De este modo, 

G es un grupo de simetrías μ-buenas.

Ahora aplicamos el Teorema 7.4.1 para identificar el sistema reducido con un 

sistema mecánico discreto forzado sobre Q/G — R2.

Como en las secciones anteriores, usamos una conexión discreta afín Ad cuyo
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espacio horizontal discreto es, para un μ G g* fijo,

De la Definición 7.4.3 y de la Proposición 7.4.3 tenemos que 7 (g) := ^0, — 

es función de nivel para Ad, entonces la 1-forma de conexión discreta para esta 

conexión es Ad(qo,qi) = (θ,9f —9o — ~) € G. Y el levantamiento horizontal
\ m/

discreto asociado a Ad es hqd (r) = ^r', r", ρθ + —.

A continuación damos la descripción del sistema reducido sobre GkQ/G. Como 

π : Q Q/G es un fibrado trivial con grupo de estructura G, aplicamos la identifi­

cación entre G y Q/G x G introducida en la Sección 7.1. El sistema que obtuvimos 

está definido por

Para continuar con esta descripción vamos a evaluar las fuerzas discretas reduci­

das Fd- Para esto consideramos una descomposición

que determina la conexión no holónoma A. En particular, notamos que como 
dAd(qo,qi) = (o, dz\qi - dz\qo^ y horA(6q) 6 Hq = + qxdy\^ entonces la
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curvatura mixta Bm se anula y el sistema reducido resulta no tener fuerzas.

Consideramos la inclusión y (ro, n) (ro, e-> ri) y tenemos que el sistema mecáni- 

co reducido es ÍQ, donde Q = Q/G y

(7-17)

Las ecuaciones de Lagrange-D’Alembert discretas (4.10) para este sistema mecáni­

co discreto son

Al resolver estas ecuaciones se obtiene la trayectoria solución, r., del sistema 

reducido. La trayectoria correspondiente al sistema original, q., se obtiene recursi­

vamente al aplicar el Teorema 7.4.2; dado un se define

equivalentemente,

Notamos que el sistema (7.17) tiene un grupo de simetría residual. El grupo

M/G ~ R actúa sobre Q/G por la acción inducida de l® sobre Q/G. Este sistema
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con este grupo de simetría es precisamente el que hemos estudiado en la Sección

7.3. Usando los resultados obtenidos en dicha sección se obtienen las trayectorias 

del sistema original

donde rk está determinada por (7.15) con r0 = q$ y n = .

Observación 7.4.2 La presencia de esta segunda reducción por el grupo M/G e¿ 

un ejemplo de reducción en etapas para sistemas mecánicos discretos.

157



Capítulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

En síntesis, los aportes de esta tesis son los siguientes.

■ La extensión del concepto de conexión discreta a la noción de conexión discreta 

afín.

■ Una noción de curvatura mixta.

■ La formulación lagrangiana de la reducción de sistemas mecánicos discretos 

no holónomos en presencia de una simetría dada por un grupo de Lie.

Esta formulación fue especializada de distintas maneras para recuperar varios 

resultados conocidos - la reducción de sistemas cuyo espacio de configuraciones 

es el mismo grupo de simetría y de sistemas con simetría de tipo Chaplygin - 

como casos especiales de nuestra construcción. Además se aplicó la reducción 

a casos no contemplados hasta el momento como la reducción de sistemas con 

simetrías horizontales o la reducción del disco vertical (con grupo de simetrías 

que no es de tipo Chaplygin).

■ Una manera para reconstruir la trayectoria del sistema original a partir de la 

trayectoria del sistema reducido.
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■ La equivalencia entre la evolución del momento no holónomo discreto y la 

ecuación vertical en términos de las variables reducidas.

Entre los problemas que consideramos interesantes como para abordar en el 

futuro mencionamos:

■ El estudio detallado de los errores para los integradores de sistemas mecánicos 

discretos no holónomos.

■ El estudio de la reducción en etapas de sistemas mecánicos discretos. Esto 

sería estudiar la contraparte discreta del trabajo de Cendra, Marsden y Ratiu 

|9],

■ Profundizar el estudio de la curvatura mixta para entender su significado ge­

ométrico.

■ Profundizar el estudio de las conexiones discretas (afines) tratando de intro­

ducir una noción de holonomía y usar esta noción para el estudio de posibles 

fases geométricas en sistemas mecánicos discretos con simetrías.

■ Posible extensión de estas técnicas de reducción al contexto de estructuras de 

Dirac discretas.

■ Aclarar la relación existente entre el mecanismo de reducción propuesto y la 

reducción general de grupoides (con alguna estructura adicional análoga a la 

conexión discreta).
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