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Practica 8

Funciones.

8.1. Funciones: definiciones basicas

1. Determinar cudles de los siguientes graficos corresponden a la grafica de una funcién con
dominio en los reales.

a) b)
6]y 6
5 5
4 4
3 3
2
1 1
Xy Xy
7 f6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 /5 6 7 6 -5 4 -3 2 -10 12 3 4 5 6
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5
c) d)
6]y 6Ty
5 5
4 4
3 —~ 3|~ -
2 P4
1 / /1
X / ) X,
7 6 5 4 3 2 10 12 3 4 5 6 7 6 -5 ¥ -3 2 Ao 1 2\ 3 4 5 6
1 | / \ - \ /
=9- / =2
-3 N~ -3 ~
-4 -4
-5 -5
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c)

o o
<

IS

3

2

1

7 6

-5 -4

8 -2 10 1 2 3

7 -6
-1

-2

=3

-4

-5

5 4 3 2 =0 1+ 2 3 4 5 6

-1

-2

=3

2. Dadas las siguientes graficas de funciones, determinar el dominio e imagen.

a) b)
4y 4
3 3
2 2
1 /
X 4 ) X,
2 10/ 1 2.3 4 5 2 10 2 3 4 5
-1 -
2 ° -2
c) d)
4y 3
5 5
3 [
: 4
2 |
___________ o T
S i
I~ X 2
2 10/ 1N 2 3 4 5 .
= :‘ X
o | /-2 -10 2 3 4 5
| -

3. A partir de las graficas de las funciones f y g, determinar:

a)

b)
Y
3
,f 2
1
& Py X
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
1
-2
-3
-4
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a) El dominio y la imagen de cada una. Explicar c6mo hacer para determinar la imagen.
b) Los valores de f(—2), f(0)y f(2)
c¢) Los valores de g(—2), g(0) y ¢(2)
d) ;Para qué valores del z, f(z) =07
)

e) Cudl es el valor méximo que toma g(x)? ;Y el minimo? Indicar el o los valores de

x en lo que esto ocurre.

4. Dadas las graficas de las funciones fyg

My

X,
% 5 4 -3 4 5 6 7 8
a) Determinar para cada una su dominio e imagen.
b) ;Para qué valores de z, f(x) = g(z)?
c) (Es g(0) > f(0)?
d) Indicar para que valores de z, f(z) < g(z)
5. Graficar, para cada caso, una funcién f que verifique:
a) Su dominio es [—3,2] y su imagen es [—1, 4]
b) Su dominio en [—3,2], su imagen es [—1,4], f(=3) =4y f(2) = —1

o

Su dominio es [—

y
,2], su imagen es [—1,4], f(=3) =0,f(0) =1y f(2) = —1
2]

y su imagen es{1}

Y
w W

Y

Si fi(r) = —V1+ax calcular @) fi(—1) ) f1(0)
Si fo(x) =3z caleular @) fo(—1) i) fo(1 4+ h)
Si fy(x) =4a? —2 calcular 1) f3(—1) i) f3(—x)

&
S

)
)
)
) Su dominio es [—
)
b)
)

o

7. Encontrar, si existen, los valores de x para los cuales se anulan cada una de las funciones
del ejercicio anterior.

8. Dada h(z) = —;
x

puntos pertenecen a la grafica de h.

* R los puntos P(—2,2), Q(7, %) v R(—1,0), indicar cudles de los
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9. Dadas las siguientes funciones:

3z
2 —2x —3

NG

r—1

(1) flx) = () g(x) =2v3—z+1 (W) j(z)=

a) Hallar el dominio de cada una de ellas.

b) Para cada funcién determinar, si es posible, el valor de a de modo que P(3,a)
pertenezca a la gréafica de dicha funcion.

10. El area de la superficie S de una esfera en funcién de su radio r, esta dada por la expresion
S(r) = 4mr?.
) ¢ Cuél es el dominio de la funcién?
b) Determinar S(2) y S(3).
) i Qué representan las respuestas del inciso anterior?
)

Hallar los valores de r para los que S(r) = 80. Ayudarse con calculadora y redondear
el resultado.

e) ;Qué representa la respuesta del inciso anterior?

11. En los casos siguientes encontrar una formula que represente una funcion y hallar su
dominio.

a) Un rectdngulo tiene drea 16 metros cuadrados, hallar el perfmetro como funcién de
uno de sus lados.

b) Un veterinario necesita aislar cierta cantidad de vacas enfermas y dispone de 80
metros de alambre de pia para construir un corral de forma rectangular con dos
hilos. Si utiliza como uno de los lados del corral un alambrado que ya existe, expresar
la medida de uno de los lados del corral en funcién del otro lado.

c¢) Para la misma situacion que el inciso anterior, expresar el area del corral en funcién
de uno de sus lados.

8.2. Funciones algebraicas

1. Hallar el dominio, graficar y determinar la imagen de las siguientes funciones lineales y

cuadraticas.
A ) = o+ b) fo(e) = —52 3
c) gi(z) =4 —2* d) go(z) = (v — 1)* = 2
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2. Dadas las siguientes graficas de funciones, determinar la expresién de cada una.

a) b)
67y sy
~ . . /
~ .|/
1 1/
X X
7 6 5 4 -3 2 -10] 1 2 4 6 7 9 7 6 5 4 -3 -2 -1 1 4 5 ¢ 9
. A
; a
/
c) d)
AR
4 4
Ny, )
1 x JAREA x
7 6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 9 -7-5-5-4-f-z-1oV:.zst' 9
= [N
- / Nl
- / NEA
B [ NER
> I > \

3. Hallar el dominio, graficar y determinar la imagen de las siguientes funciones.
a) f(z) =vr—1 b) g(x) = =V +2

4. Si las siguientes graficas de funciones son hipérbolas, determinar la expresion de cada una.

a) | b)

5. Dada la funcién f(x) = 9 — 22

a) Graficar.

b) A partir del grafico determinar el dominio y la imagen.
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6.

8.3.

1.

En un mismo sistema de ejes coordenados, representar las funciones y hallar sus dominios
e imagenes.

a) fi(r) = 2? b) fa(x) = —a? ) flr)=2*+1  d) fulz) = (v -3)*

Explicar como se obtienen las gréaficas de fo(x), f3(x) y fi(x) a partir de la grafica de

fi(x)

En un mismo sistema de ejes coordenados, representar las funciones y hallar sus dominios
e imagenes.

2

Jaw=2  De@= -3 Ja@=—  da@=—y

Explicar cémo se obtienen las graficas de go(z), g3(x) y ga(x) a partir de la grafica de
91(2)

. En un mismo sistema de ejes coordenados, representar las funciones y hallar sus dominios

e imagenes.
a) hi(z) =z b) ho(z) =z —2  ¢) hy(x) = /1 — 2

Explicar cémo se obtienen las gréficas de ho(x) y hs(z) a partir de la gréfica de hy(x)

Funciones exponenciales y logaritmicas

Dados los siguientes gréficos

(1) (1)

(111) (1v)

X
/’ -4 -3 ~2. -1 0 1 2 3 4 5
X

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -1

-1
-2

-2

Identificar las graficas de las siguientes funciones y explicitar su eleccion.
a) f(r) =2 b) g(x) = —2* c) h(z) = (3)° d) j(x) =277

10
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2. a) Dada la funcién f(z) = 3 — 2, hallar el valor exacto de los valores de f(0) y f(1)
b) ;Existe algin valor de = para el cual f(x) = 07

¢) Graficar dicha funcién con GeoGebra y verificar.

3. Determinar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) hiz) =e* ! b) hi(z) =3 In(z+2)—1
) hao(xz) =1—In(3x) d) he(z) = %

Graficarlas utilizando GeoGebra y determinar su imagen.

4. a) Dada la funcién g(x) = In(x) + 2, hallar el valor exacto de los valores de g(1) y ¢(3)
b) (Existe algin valor de = para el cual g(z) = 07

c¢) Graficar dicha funcién con GeoGebra y verificar.
5. A partir de la grafica de f(z) = e* graficar las siguientes funciones:
a) fi(z) =1+¢" b) fa(x) = et c) fs(z) = —e”
Determinar el dominio y la imagen.
6. A partir de la grafica de g(x) = In(x) graficar las siguientes funciones:
a) gi(x) = In(x +2) b) ga() = In(x) + 2 c) gs(x) = —in(x)
Determinar el dominio y la imagen.

7. Dada la funcién f(x) =1+ In(2 — z), hallar si es posible, usando la calculadora:

a) f(3)y f(0)
b) Los valores de que x para los cuales f(z) = 2
=1

¢) Los valores de que x para los cuales f(x)

8. En un cultivo bacteriano, el nimero de bacterias en funcién del tiempo, medido en horas,
es: N(t) = Nyek* donde Ny es el nimero inicial de bacterias y k es una constante.

a) Hallar Ny y k si a la hora el nimero de bacterias medido es %NO y a las dos horas,
el nimero de bacterias es 225.

b) Graficar N(t).

8.4. Funciones a trozos

1. Explicar por qué la siguiente expresion no corresponde a una funcién:

Tr+95 St r < —1
flx)=¢ 22 =2x+1 si —1<x<2
In(x—1)  si xr>2

11
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2. Se tiene la siguiente grafica de una funcion f:

y

a) Determinar dominio e imagen de f.
b) Si existen, determinar f(—1), f(0), f(2) v f(4).
c¢) Si existen, determinar los valores de x de manera que f(x) = 1. Lo mismo para

f(z) =0y f(x) =5.

3. Determinar una expresion para la funcién g definida a trozos cuya grafica se muestra a
continuacion.

Luego, decir cudl es su dominio e imagen.

e’ st x <0
4. Si h(z) = indicar el dominio, graficar y determinar la imagen de la
—22 si x>0
funcion.
(22422 -3 si 1< -2
1 .
5. Seam(x)=¢ = —1 si —2<x<l1
x
L In(z) si r>1

a) Determinar el dominio de m.
b) Si existen, calcular m(—3), m(0),m(1) y m(4).

¢) Si existen, los valores de x de manera que m(x) = 0. Lo mismo para m(x) = —3.

12
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8.5. Funciones trigonométricas

1. Dadas las siguientes graficas.

(1) (1)

(111) (1v)

‘ P

e 0 2n

|

=1

=2

;Cuél podria ser la grafica de f(z) = a sen(x) con a # 0 en [0, 27]? Explicar su eleccién.
2. Si f(zx) =2sen(z) — 3

9
a) Determinar los valores que se piden a continuacién: f (%), fO), f(m)yf (Zﬂ>

b) Hallar los valores de x tal que f(x) =0 en [0, 27]

3. a) Representar graficamente f(x) = sen(z) para valores de z € [—27, 47].

V2

b) Senalar en el gréfico todos los puntos para los que f(x) = -

c¢) Escribir de forma exacta todos los valores de x para los cuales f(z) =

[ S

4. Graficar un periodo de cada una de las siguientes funciones en el sistema de coordenadas
dado. Indicar cual es la amplitud y el periodo de cada una.

a) hi(x) = cos(x) b) ha(x) = cos(2x)  c¢) hs(x) = cos (g)

13
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b

3
2
1
0 - T 3 2n 5w 3n T 4n
2 ? 2 2
=1
=2

5. En el mismo sistema de ejes coordenados graficar las funciones dadas y hallar sus dominios,

iméagenes, amplitudes y periodos.

a) hi(z) =2sen(x) b) he(z) = —sen(z) c¢) hg(z) = sen(2z) d) hy(z) = =3 sen (g)
6. Indicar para qué valores de x las funciones del ejercicio anterior intersectan los ejes.

7. a) Determinar el dominio y la imagen de las siguientes funciones

(1) f(z) =—-3cos(2x) +3 (11) g(z) = sen(x)
(1) h(z) = 2cos(§ + %) 1 (1v) j(z) = —sen (3;;; - %) 42

b) Determinar la amplitud y el periodo de las funciones anteriores. Verificar usando
GeoGebra.

-1
8. Hallar el valor de n de manera que (g, r 1 ) pertenezca a la grafica de

f(z) = cos(x)

9. Dar una expresién de una funcién trigonométrica cuya imagen sea [—1, 3] y el periodo 4.

10. Dadas las siguientes graficas de funciones trigonométricas

(1) (1)

y N

| VAL AN AN A
ARVETATEVEVETEVATAN

14
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(111) (1v)

1
4
4
3 . . .
3
2
2
1 \ ; \ :
1
= -4
=8 57 [-21 3z -m\_7 0O T T\ 3x /20 57 3m| 7« [4m -
12 T2 \ 2 2 2 2 2 , =31 5r\-21)3xr -1 _7w\0 T T 3\ 20 [5x 3 7x\ 4n
T2 2 2 2 2 2 2
4 g Y
=
=2
-2
=3

Identificar las graficas de las siguientes funciones y explicar su eleccién.

a) f(x) = —2cos(z) +1 b) g(x) = sen(3)
c) h(z) =2sen(z) + 1 d) j(z) = sen(2x)
2sen(x) si <0
11. Si h(z) =

—(z—2)%+1 si x>0

a) Indicar el dominio, graficar y determinar la imagen de la funcién.
b) Determinar los valores que se piden a continuacién: h(—m), h(0) y h(m).

c¢) Hallar los valores de x para los cuales h(z) = 0.
12. Dadas las siguientes funciones:
(1) f(z) =2cos(z) — 1 (1) g(z) = —sen(%) +1 () j(z) = cos(2x + %)

a) Indicar el dominio, graficar y determinar la imagen.

b) Indicar la amplitud y el periodo.

Ejercitacion
1. Si g(x) = —cos(x + )
a) Determinar los valores que se piden a continuacion: g(0), ¢ (%), g(2m) v g (Z)

b) Hallar los valores de x tal que g(x) = 0 en [0, 27]

2. En el mismo sistema de ejes coordenados graficar las funciones dadas y hallar sus dominios,

imagenes, amplitudes y periodos.
a) g1(x) = —2cos(x) b) go(x) = 3 cos (g + 7T>

15
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T
3. a) Dar una expresién de una funcién trigonométrica cuyo periodo sea 5y la amplitud

4.

b) Hallar el valor de m de manera que (%, m—+ 1) pertenezca a la grafica de

f(x) = sen(x)

4. Dada f(z) = —3 cos(2x) + 3 hallar los valores de = que intersecan al eje .
., sen(z) . . ,
5. Se define la funcién tangente como: tg(x) = T, a continuacién se muestra su grafica.
cos(x

b

K

1 b DEETEEEEEE

T CESERERRE
3

-- o G
3

N
=
|
T
s |
|
ST SEEEE

a) A partir de la gréfica indicar dominio, imagen y periodo.

b) A partir de la definicién, indicar el dominio.

2—x s? r < =27
6. Sim(z) =13 cos(2x) si 2r<z<m
sen(x) si T>T7

a) Indicar el dominio, graficar y determinar la imagen de la funcién.
b) Determinar los valores que se piden a continuacién: m(—2r), m(0) y m(2w).

c¢) Hallar los valores de x para los cuales m(z) = 0.

8.6. Respuestas

Funciones.

1. Son graficas de funciones los incisos a), b),d) y f)

16



Modulo 3: Anélisis matematico Matemaética - Curso 2023

a) b) c) d)

2. Dominio | (—o0,3] | (~=1,3] | R —{2} R

Imagen | [-2,400) | [0,2] | R—{1} | (—00,3] U (4,+00)

3. 1) Dominio [—4, 2] [—2,3]

Imagen | [—2,5, 2,5] | [-2,2]

2) f(=2)=2  fO)=-2  f(2)=0
3)g(=2)=2  g(0)=-2  ¢(2)=1

4) x=—-4, xz=-1, x=2

5) El valor méximo es 2 y lo toma en z = =2 y x = 3.

El valor minimo es -2 y lo toma en x = 0.

flx) | g(x)

4. 1) Dominio [—2,3] | [-2,3]

Imagen | [—4,5] | [0,5]

Q) r=—-lyx=2

b) | -3 |3(1+h)

)| 2| 422

6. fi(z) se anula en x = —1.
fo(x) se anula en z = 0.
1 1

f3(z) se anula en x = 5 ¥V T="/5

17
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7. () pertenece a h.

f(z) 9() j(x)
8. 1)
Dominio | R —{—1,3} | (—00,3] | [0,1) U (1, +0o0)
f(z) g(x) | j(z)
2) 7
valor de a | no se puede 1 >

9. a) (0, +00) b) s(2) = 167, s(3) = 367
c¢) Representan el drea de la superficie esférica cuando r =2 y r = 3.
d) y e) r = 2,5 y representa el radio de la esfera cuya superficie vale 80.

32
10. a) P(l) =20+ R [ es un lado del rectdngulo, P(I) la expresién que da el perimetro
en funcién del lado, DomP = (0, 400).

b) y ¢) Sily y Iy son los lados del corral se verifica que 2l; + [ = 40
Depende del lado que se tome, las respuestas pueden ser:

» Ly(ly) = 40—2l; esta funcién da el valor del Iy en funcién del [y y tiene Dom Ly =
(0,20). La funcién A;(ly) = [;(40 — 2;) da el drea en funcién de l; y el dominio
es DomA; = (0, 20)

{
w Ly(ly) =20 —52 esta funcién da el valor del [; en funcién del I, y tiene DomL; =

[
(0,40). La funcién Ay(ly) = lo (20 — §2> da el drea en funcién de [ y el dominio
es DomA; = (0,40)

Funciones algebraicas

fi@) | L) | gu(x) | ga()

1. Dominio R R R R

Imagen | R R | (—o00,4] | [-2,4+00]

18
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3.

Dominio | [1,+00) | [-2,+00)

Imagen | [0,400) | (—o0,0]

a) fa(x):xJr2 b) fb(ﬂﬁ):mJFQ

5. La grafica de la funcién es:

Dom =[-3,3] *
Img =10,3]
2
1
X
4 3 =2 410 1 2 3 4 5
-1

Funciones exponenciales y logaritmicas

1.

d.

6.

El gréfico I) se corresponde con la funcién a)

El grafico IT) se corresponde con las funciones ¢) y d)

El gréfico I11) no tiene correspondientes en las funciones dadas.
El grafico V') se corresponde con la funcién b)

Dominio | R | (=2,400) | (0,4+00) | (0,400) — {1}

a) f(3) no existe pues el Dominio de f es (—o0, 2), f(0) ~ 1,69.
b)r=2-c¢ c)x=1

K =1In(3), No=100, N(t)=100e>"

19
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Funciones a trozos

1. No es funcién pues en x = 2 la funcién toma dos valores.
2. 1) Dom = [—-2,4] Img = (—1,4]
2) f(=1)=0  fO)=0  f(2)=2  [f(4)=4

3) flx)y=1lenz=1yz~—-1,5
flz)=0enz=—-1yz=0
f(z) = 5 no hay valores de x para los cuales la funcién tome el valor 5.
(-2 st —4d<zr<-—1
2 .
3. g(z) = g(x+1) si —1<z<?2
| —z+4 st 2<z<Hh

Domy = (—4, 5] Imgy ={-2} U[-1,2]
4. Dom; =R Imgp, = (—o0, 1)

5. 1) Domy, =R — {0}

2) m(=3)=0 m(1) =0 m(4) = In(4) = 1,39 m(0) no se calcula pues el

0 no estd en el dominio de la funcién.
3) m(z)=0enz=-3yx=1

m(x):—Benx:—2yx:—§

Funciones trigonométricas

1
1. Podrian ser el grafico I) con a = 3V el gréfico I11) con a = —2

T 9
2. 1) f@:f—?’ f0)==3  flm)=-3 f(z) —v2-3
2) No hay valores de x para los cuales la funcién tome el valor 0.
3. hy y hs se hacen 0 para los valores de x = mk con k& nimero entero.

™ ,
hs se hacen 0 para los valores de x = —k con k nimero entero.

h4 se hacen 0 para los valores de x = 27k con k niimero entero.

20
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f@) | glx) | Ma) | ()

Dominio R R R R

4. Tmagen |[0,6] | [<3,3] | [3,1] | [-2,2]

101
Periodo T 2 47 %7?
Amplitud | 3 i 1 2

5 n=3

6. I) se corresponde con b, [I[)cond, IIl)conc y IV) con a.

7. 1) Dom=R Img = (—o0, 2]
2) h(-7)=0 h(0) = =3 h(r) = —(m — 2)*+1
3) x = km siendo k un entero negativo distinto de cero y en x = 3

Dominio R R R

8. TImagen |[-2,0]|[0,2] | [-1,1]

Periodo 27 47 T

Amplitud 2 1 1
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Practica 9

Limites y Continuidad.

9.1. Limites

1. Se muestran las graficas de funciones f,g v h.

Grafica de f(z) Grafica de g(z)
s e 1\ i
7l - 3
6 ‘ | i |
s : PN\ ‘
ol e :
,,,,,,,,,,,,,,,,, ol S L X
; 4 3 2 4,0 1 2 a3 4 s
,,,,,,,,,,,,,,, HEEO7Z4 H N
,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 @ N
i X,
4 3 2 4 o i 2 3 4 5 -3
S S Y S SR S S SO S _4

Gréfica de h(z)
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Determinar,si existen, los limites que se piden. Tanto si existen o no, explicar por qué.

a) lim f(z) b) lim f(z) ¢) lim f(z) d) lim f(z)
e) lim g(x) f) lim g(x) g) lim g() h) 1im g()
i) lim h(z) j) lim h(z) k) lim h(z) 1) 1im A(z)

2. Utilizar las graficas del punto anterior para determinar los siguientes limites si existen,
explicitando el procedimiento realizado. En caso de no existir, explicar por qué.

) Jlim (f(x) +g(a)-+h(z)) D) lim f(x)g(a) ) lim \/A(a) +

. h(z) )
d) glclj}(l) m c) };_}Hg h(x)g(x)
3. Si lim f(z) = =3, limg(x) = 0y limh(x) = 5, determinar,si existen, el valor de los

T—a r—a Tr—a
siguientes limites explicitando el procedimiento realizado. En caso de no existir, explicar
por qué.

1 h(x) 2(x)
a) lim —— b) lim —= c) im ———~— d) lim f?(«
) z—a f(:):) ) z—a g(:p) ) z—a h(m) — g(g(;) ) z—a ( )

4. Bosquejar la grafica de una funciéon f que satisfaga las siguientes condiciones: su dominio
sea el intervalo [—2,4], lim f(x) =1, lim f(x) = =2, lim f(z) =0, f(0) = -1y
z—0~ z—01 T2

f(2) =o.
—r+1 s1 x<l1
5. Dada la funcién g(z) =< z+1 si 1<z <2

5—a2% si T > 2

a) Determinar,si existen, los limites que se piden explicitando el procedimiento realiza~
do. En caso de no existir, explicar por qué.
)

0) ling(o) (1) liny g(o)
b) Graficar la funcion.

6. Calcular los siguientes limites explicitando el procedimiento realizado.

x+4 ot -1 2?44 +3
a) lim b) lim ¢) lim ————
z—=2 71 +5H z—1 ¢ — 1 z——3 x+3
d) lim B e) lim wsen(z)
20 cos(x) 20 cos(r)
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7. Calcular, si existen, los siguientes limites. Justificar.

2 1 2_4
a) lfm ——— b) lfm ¢) lim ~
z—1 ($ — 1)4 z—5 sz — 925 z——2 1 + 2

8. Determinar las asintotas verticales de las siguientes funciones, si es que tienen. Justificar.

z(r — 2) In(x) e’
) fo) =5 ) ha) = ) glr) = o
9. Calcular los siguientes limites. Justificar.
o 2420 +1 ozt 43 L 222 —4x+1
a) lim ——— b) lim ¢) im ———
T——00 3 + 8 z—o0 1 + 2 T—00 2 +1

10. Alguna de las funciones del ejercicio anterior, jtiene asintota horizontal? En caso que
tenga, decir cudl es la funcion, cudl es la asintota horizontal y explicar por qué lo es.

11. Dada la siguiente gréafica de una funcién f, determinar lo que se pide:

g o N ©

7 % =54 -3 2 -10/ 1 2 3 4 5 6 7 8
-

-2

a

b

Dominio e imagen de f.

Dominio de continuidad de f.

d

Asintotas verticales, si hay. Justificar.

)
)
c¢) Todos los valores de x para los cuales el limite no existe y explicar por qué no existe.
)
e)

Asintotas horizontales, si hay. Justificar.
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9.2.

1.

Continuidad

La funcion f del ejercicio 1 de Limites es discontinua en z = 1, la funcién g es discontinua
en r = —1 y la funcién h es discontinua en x = 0. Explicar por qué eso sucede en cada
caso.

. Dar la expresién de una funcion h que sea discontinua en z = 2, ll'm2 h(z) exista, f(—2)
T——

exista, sea discontinua en x = 0. Explicar por qué eso sucede en cada caso.

. Bosquejar la grafica de una funcién que verifique las siguientes condiciones: su domi-

nio sea [—2,2], f(—-2) = f(—1) = f(1) = f(2) = 1, sea discontinua en —1 y 1,
Mim fz) = f(=1)y lim f(z) = f(1)

Decidir si las siguientes funciones son discontinuas en x = 1.

Y osi x#1 (22-1 si <1
rz—1
a) g(x) = 9 . b) j(x) =< 0 si x=1
—= st x=1
L z+1 st x>1
(.2
0 st <1 z 11 si xF#1
) hiz) = | Q) fay= *-
z+1 st z>1 \_3 G =1

| I I I
i i i i
[ P R
i i i i
i i i i
F—mim o=t
i i i i
i i i i
[l It e
I i i i
i i i i
77777777777 [ I
i i i i
,,,,,,,,,,, Lol
i ] I I
I i i i
o— i midim e
I i I
i i i
) — ==
i ] i
i i I
777777777777 [ N I
i i I i
I i i X
[ PR NN B
i i i i
i i i i
Fo—mim i — -
i i i i
i i I i
[l Ikt Bty
I i i ]
I i i i
77777777777 [T Y R
i i i i
,,,,,,,,,,, Lol
i i i i
i i i i
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Teniendo en cuenta la grafica anterior, decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas. En todos los casos, justificar lo que afirma

a) La funcién h es continua en el intervalo (—2,5).

b) hm h(z) =

c¢) La funcién h no tiene una asintota vertical en x = —1.
d) La funcién h es continua en el intervalo (—1,2].

e) xl:mr h(x) no existe.

f) h(=1) =

6. Bosquejar la grafica de una funcion que verifique las siguientes condiciones: su dominio
sean todos los ndmeros reales, lim f(x) = oo, f(—3) = 2,f(0) = 0f(2) = 1, es
T——00
discontinua en z = 0, tiene una asintota vertical en x = 3 y una asintota horizontal que
es la recta y = 5.

7. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en todo su dominio y graficarlas.

(((z+3)* s r <2

1
— st x<1
T :
. _ _ <
) g(x) = | b)jl)=q 27 % Esesd
r st ox>1 .
- St x>1
?—1 si r<2
c) hiz) =
20+1 st x>2
9.3. Respuestas
Limites
Lo a1 b) 2 ¢) no existe d) 3
e) —1 f) —1 g) —1 h) 0
0 2 i 2 k) 2 D 3

2. Los limites de a) y b) no existen, c¢) vale 3 d) no existe e) vale 0.

1
3. a) ~3 b) no existe c) —g d) 9.

4. Los limites I) y II) no existen.
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6. a) no existe b) no existe c) -4.

7. f(z) tiene asintotas verticales en z = —2, h(z) y g(x) no tienen asintotas verticales.

8. a)0 b) co c) 2

2
. o t*+2x+1 | ,
9. La funcién del inciso a) P tiene asintota en y = 0
x
212 — 4z + 1
La funcién del inciso c) % tiene asintota en y = 2
x

10. 1) Dominio R — {—2,2} Imagen R — {0} .
2) Dominio de continuidad (—oo, —2) U (—2,0) U (0,2) U (2,4) U (4, +00).
3) El limite no existeenx = -2, =0y x =4
4) Tiene asintotas verticales en x = —2.
)

5

Tiene una asintota horizontal en y = 0.

Continuidad

4. Las cuatro funciones dadas son discontinuas en z = 1

5. a) F b) V c) V d) F d) V e) F
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Practica 10

Derivada de una funcién. Aplicaciones

10.1. Derivadas.
1. Determinar las derivadas que se indican, usando la definicién:
a) f'(2), st f(z) = 22?4+ 3
) £1(=2), 51 f(z) = —

T +1
2. Dada la gréfica de f, estimar el valor de f’ en cada caso: f'(1), f'(2) v f'(3).

1/
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3. Dada la gréfica de la funcién g

¥

—2

-3

y los siguientes nuimeros:

A partir de la grafica de g reordenarlos en orden creciente y explicar su razonamiento.

4. La grafica muestra la posicién de un automovil. De acuerdo a la gréafica, responder y

explicar su respuesta.

a) (El automévil viajé méas rapido en B o en C7

b) ;Qué sucedib entre Dy E?

N

y = g(v)
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5. Dada f(z) = v/3z

a) Encontrar f’(x) usando la definicién.
b) Determinar la aproximacion lineal a f(z) en el punto de abscisa = 3.

c) Graficar f y la aproximacion lineal hallada.

6. Los siguientes son cocientes de Newton, ;de qué funcién y en qué punto?

3(4+ h)? — 3(4)?
a) ;

7. Se graficé una funcién f y su recta tangente en el punto x = 4. Determinar el valor de

f'(4).

-2 -1/0 1 3 4 5 6
=1
=2
£ . \
I =3 \

8. La recta tangente a la grafica de la funcién (z) en el punto P(5,2) pasa también por el
punto Q(9,0). Determine los valores de I(5) y I'(5).

9. Encontrar los puntos de la grafica de y = 1 — 22 donde la recta tangente tenga pendiente
1. ;En algtin punto es la recta tangente horizontal?
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10. Dada la siguiente grafica:

[

 Hay algin valor de x para la cudl la funcién no es derivable? Justificar.

11. Aplicando las reglas de derivaciéon hallar las derivadas de cada una de las siguientes

funciones:
a) f(z) = z%sen(x) b) j(z) = (22 — 5)(3z* + 5z + 2)
¢) i(x) = 2”;*_14 d) k(z) = La® + @ In(z)

12. Se conocen los siguientes valores: f(3) =4, ¢(3) =2, f'(3)=-61y ¢'(3) =5 A
partir de ellos calcular:

a) (f +9)'(3) b) (f.9)(3)

(@) 0o
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13.

14.

15.

16.

17.

Sean f y ¢ funciones cuyas graficas se muestran.

8
7
6
° g
4
3
2 f
1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
. N _ f(=) . L /
Siu(z) = f(x)g(z) y v(z) = e) determinar los valores de: u'(1) y v/(5).
g(z

Hallar la recta tangente en z = 0 de f(z) = sen(z). Indicar el punto de tangencia y
graficar.

;Por qué no es posible realizar la composicién fo g, si f(z) =+r y g(zr)=—2*—37

Siendo f(z) =+vx —1y g(x) =22 hallen go f y fog y determinar el dominio de ambas
funciones compuestas.

De acuerdo a la siguiente tabla:

v | &) | 9(z) | ['(z) | g'(x)
1 3 [ 2] 4 |6
2 1 | 8 | 5 7
3] 7 [ 2 7 |9

a) Hallar A/(1) si h(z) = (f o g)(x)
b) Hallar H'(1) si H(z) = (go f)(x)
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18. Se muestran la grafica de la funcién f y la recta tangente a dicha grafica en el punto
(2,1), y la grafica de la funcién g y la recta tangente a dicha gréfica en el punto (4, 2).

y —a‘y
5
7

N :

: | T S~
-3 \\ » T ] 1 |

Gréfica de f(z) Gréfica de g(z)

a) ;Cuanto valen f'(2) y ¢'(4)?
b) Determinar los valores de: (fog)(4) y (fog)(4)

¢) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f o g por el
punto x = 4

19. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:
a) fi(x) = (%x2 +1)? b) fo(z) = sen(3z — 2)

c) fs(x) =e" d) g1(x) = In(4 - 932)

20. Hallar la segunda derivada de: h(x) = (2% + 2)*

10.2. Aplicaciones de la derivada.

1. Una particula se mueve de modo que en el instante ¢, la posicion medida en metros esta
dada por s(t) = 3sen(2t + ) , donde t estd medido en segundos. Teniendo en cuenta que
la particula se mueve en el intervalo de tiempo [0, 7] jen qué instante la velocidad es igual
a 07, jen qué instante la aceleracion es igual a 07

2. La posicién de un objeto, medida en km, en funciéon del tiempo, medido en minutos, es
p(t) = t? + 2t + 3. Indicar la velocidad y la aceleracién de dicho objeto en cada instante.

3. De acuerdo a las graficas de las siguientes funciones, determinar los maximos y minimos
locales y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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a) b)
81y y
5
4
5 3
2
N 1
3 /\ X,
2 -3 -2 —1 2 4 5
1 _
X -2
21| 123 456 _3
~1
-4
c)
6Y
51
4
3
2
1
X
—3—2—& 1 2 3 4 5
1
-3
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4. Las siguientes graficas corresponden a las derivadas de las funciones continuas f y g en

el intervalo (-2, 3).

Grafica de f'(x)

y

f'(z)

Grafica de ¢'(x)

g'(x)

- W s

4 3 2 ho
/4

=2

=3

-4-3-2-¥\o~/234 |
D =5

Para cada caso responder:

a) (En qué intervalos las funciones f y g son crecientes o decrecientes?

b) ;En qué valores de x las funciones f y g tienen un maximo local o un minimo local?

¢) Realizar esquemédticamente un grafico de f teniendo en cuenta que f(0) = 1.

5. Dibujar la gréafica de una funcién f que satisfaga todas las condiciones que se enumeran

a continuacion:

= f(0)=3, f(3) =0, f(6) =4
» () <0 en el intervalo (0,3), f'(x) > 0 en el intervalo (3, 6)

6. Esbozar la grafica de una funcion f que satisfaga todas las condiciones que se enumeran

a continuacion:

- J(0)= [(2) = f(4) = 0

w ff(z)>0siz<0o02<z<4, fllr)<0si0<x<2o0z>4

7. Dadas las funciones:

a) f(z) =zt — 222

b) g(z) =x+ — c) hz)=a%+z d) j(z) = 2%In(27)

a) Determinar los puntos criticos.

b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Indicar los valores maximos y minimos locales, si es que existen.

8. Si f'(x) = (z — 1)*(z — 3)°(2* + 1) es la derivada de f, determinar los valores de x en los
cuales la funcién tiene maximos y minimos locales, si existen.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Dada la funcién g(z) = z* + 2z, indicar si en z = 0 hay un punto de inflexién.

Considerando las funciones del ejercicio 3, determinar los intervalos donde sus graficas
son concava hacia arriba y céoncava hacia abajo

La grafica siguiente corresponde a la segunda derivada de la funcién continua f en el
intervalo (—1,4).

V()
]
& X,
-1 0 1 2 3 4
-1
-2
-3 o

a) (En qué intervalos la grafica de la funcién f es céncava hacia arriba y en cuéles es
coOncava hacia abajo?

b) (En qué valores de z la funcién f tiene un punto de inflexién?

¢) Realizar esqueméticamente un grafico de f teniendo en cuenta que f(1) = 2.

Utilizando la grafica de la funcién ¢'(z) del ejercicio 4.
a) {En qué intervalos la gréfica de la funcién g es céncava hacia arriba y en cudles es
céncava hacia abajo?
b) ;En qué valores de x la funcién ¢ tiene un punto de inflexién?

Dibujar la grafica de una funciéon f que satisfaga todas las condiciones que se enumeran
a continuacion:

= f(0)=3,f(3) =0, f(6) =
» f'(z) <0 en el intervalo (0,3), f'(x) > 0 en el intervalo (3,6)
» f"’(z) > 0 en el intervalo (0,5) y f”(z) <0 en el intervalo (5,6)

Esbozar la gréfica de una funcién f que satisfaga todas las condiciones que se enumeran
a continuacion

f'0) = f'(2) = f'(4) =0
flle)>0siz<0o02<x<4, flz)<0si0<z<2o0 x>4,
. f”(a:)>0811<a:<3yf”(:v)<OSl:v<10$>3
Para cada una de las funciones del ejercicio 7, determinar los intervalos de concavidad
y los puntos de inflexion.

1
4 — g2

Se considera la funcién f(z) =
a) Indicar el dominio de f.
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b) Hallar, si existen, las asintotas verticales y horizontales.

c) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Indicar, si corresponde, los
maximos y minimos locales de la funcién f.

d) Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién.

e) Con los datos obtenidos, dibujar la gréifica de f e indicar su imagen.

10.3. Respuestas

Derivada de una funcion.

L 1) f'(2) =
2) f'(=2)=-2

20 F()~1  f(2)=0  f(3)~ -2
3.0=g(0) < ¢(~2) < ¢(2)

4. 1) En C.

2) Permaneci6 en la misma posicion.

3 1
5. 1) fllz)==-—
1 3
2 = - —
)y 2x+ 5
6. 1) De f(z) =32% en z =4
2) De f(z) =2’ enx =2
7. f(4) = -2
1
8.5 =2 ()=~
. . . 13
9. La recta tangente tiene pendiente igual a 1 en 51

La recta tangente tiene pendiente nula en (0, 1).

10. La funcién no es derivable en: x =4, x =6 y x = 8.

L. a) f'(z) = 2xsin(x) + 22 cos(z)
b) j'(x) =2 (32" + bz + 2) + (2x — 5) (1223 + 5)
g 6
c) i'(x) = —m

d) ¥ (z) = 22 + In(z) + 1
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13. w/(1) =0 y v/(5) = 4.

14. La recta tangente en z = 0 de f(z) = sen(z) es la recta y = = y el punto de
tangencia es (0,0).

15. Los valores de g(z) estan en el conjunto (—oo, —3], ninguno de esos valores pertenecen
al dominio de f(x) que es [0, +00).

16. El dominio de (go f) es [1,400) y el de (f o g) es (—oo, —1] U [1, +00).

17. K(1) =30 y H'(1) = 36

18 1) FQ)=-3y g(4)=—;
3

2) (fog)) =1y (fog)(4)=3

3
3) La ecuacion de la recta tangente es y = 53: -5

19. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

a) fi(z) =2(z2"+1) - g:c b) f3(z) = cos(3z —2) -3
) fila) =" 2 Q) gh(a) = oy

20. h"(x) =6 (2?4 2)? + 2422 (2* + 2)

Aplicaciones de la derivada.

1 3
1. La velocidad vale cero en t = Y t= ™
La aceleracion vale ceroen t =0, t = g y t=m.

2. La velocidad es v(t) = 2t + 2 y la aceleracién a(t) = 2.

3. 1) Intervalos de decrecimiento: (—oo,1) v (2,3)
Intervalos de crecimiento: (1,2) y (3, +00)
Tiene un maximo local en x = 2 que vale 4
Tiene dos minimos locales en x =1 y x = 3 que valen 2.
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2) Intervalos de decrecimiento: (—o00,0) y (2, +00)
Intervalo de crecimiento: (0, 2)
Tiene un maximo local en x = 2 que vale 1.
Tiene un minimo local en x = 0 que vale -2.

3) Intervalos de decrecimiento: (—o0,0) y (0, 2)
Intervalo de crecimiento: (2, 400)
Tiene un maximo local en x = 0 que vale 5
Tiene dos minimos locales en x = 2 que vale 1.

4. f(z) es creciente en el intervalo (—2,—1) y en el (1,3); decreciente en el intervalo
(—1

tiene un méaximo local en z = —1 y un minimo local en x = 1.

g(x) es creciente en el intervalo (—1,1) y en el (2,3); decreciente en el intervalo
(—2,—1) y en el (1,2); tiene un maximo local en = 1 y dos minimos locales en
r=—-1y xz=2.

5. 1) f(a):

Dominio=R

Puntos criticos: x =0, xr = —-1x =1

Intervalos de crecimiento: (—1,0) y (1, +00)
Intervalos de decrecimiento: (—oco,—1) y (0,1)
Maéximo local: 0 en x =0

Minimo local: -lenz=—-1 y z=1

2) g(z):

Dominio=R — {0}

Puntos criticos: z = -1,y x =1

Intervalos de crecimiento: (—oo, —1) y (1, +00)
Intervalos de decrecimiento: (—1,0) y (0,1)
Maximo local: -2 en x = —1

Minimo local: 2 en z =1

3) h(z):

Dominio=R

Puntos criticos: x = 0

Intervalo de crecimiento: (—oo, +00)
Intervalos de decrecimiento: no tiene
Maéximo local: no tiene

Minimo local: no tiene

4) j(z):

Dominio=(0, +00)
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Puntos criticos: z = 5

Intervalos de crecimiento: (——, +00)

_1
e 2

2
Intervalos de decrecimiento: (0, 5 )

Méximo local: no tiene

e
2

u
N|=

1
Minimo local: —— en x =
2e

6. Tiene un minimo local en x = 3.

)
"(x) <0 en (—o00,0)
)>0 en (0,400,)
o tanto en x = 0 hay un punto de inflexion.

)—U
]
—
[—

8. 1) Intervalos de concavidad hacia arriba: (—oo, —1) y (3, +00)
Intervalos de concavidad hacia abajo: (1,3)

2) Intervalos de concavidad hacia arriba: (—oo, —1) y (0,1)
Intervalos de concavidad hacia abajo: (—1,0) y (1, +00)

3) Intervalos de concavidad hacia arriba: (—o0,0) y (0, 2)
Intervalo de concavidad hacia abajo: (2, +00)

9. = Intervalo de concavidad hacia arriba: (1, 3)
» Intervalos de concavidad hacia abajo: (—1,1) y (3,+00)
= Tiene puntos de inflexibnenz =1y x =3

10. = Intervalos de concavidad hacia arriba: (—2,0) y (1,3)
» Intervalo de concavidad hacia abajo: (0, 1)

» Tiene puntos de inflexibnen z =0y x =1

11. 1) f(a):

= Intervalos de concavidad hacia arriba: (—oo, —1/5) v (y/3,+00)

P

= Intervalo de concavidad hacia abajo: <—\/g ,

)

= Puntos de inflexion: x = —\/g y x=4/%

3
2) g(x):
» Intervalo de concavidad hacia arriba: (0, 4+00)
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» Intervalo de concavidad hacia abajo:(—o0, 0)

s Puntos de inflexién no tiene.
3) h(z):

» Intervalo de concavidad hacia arriba: (0, +00)

» Intervalo de concavidad hacia abajo:(—o0, 0)
» Punto de inflexién en x =0

4) j(z):

3
. . . e 2
s Intervalo de concavidad hacia arriba: <

2 ’+°°)

= Intervalo de concavidad hacia abajo: (0, ‘

/)

(NI

3
= Punto de inflexién en x = €’
12. 1) Dominio R — {-2,2}
2) Tienen asintotas verticales en © = —2 y x = 2 y una asintota horizontal en
y=0.
3) Intervalos de crecimiento (0,2)y (2, +00)
Intervalos de decrecimiento (—oo, —2)

y (_27 0)
En z = 0 tiene un minimo local y vale 0.

4) Intervalo de concavidad hacia arriba (—2,2)

No tiene puntos de inflexion.

Intervalo de concavidad hacia abajo (—oo, —2) y (2, +00)
5) Imagen R — {0}
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Practica 11

Integracion

11.1. Integracién

1. a) Un moévil se mueve con una velocidad constante v. Encontrar una expresién general
de la posicién p(t).
b) Sila velocidad del mévil del inciso anterior es de v = 20 km/h, hallar la posicién del
movil p(t) si la posicién inicial es 10 km.
2. a) Un mévil se mueve con una aceleracion constante a. Encontrar una expresién general
para la velocidad v(t) y la posicién p(t).
b) Si la aceleracién del movil del inciso anterior es de a = 10m/s?, hallar la posicién

del mévil p(t) si la velocidad inicial es de 3m/s y la posicién inicial es 1m.

3. Sea una particula que se mueve a lo largo de una recta con funcién velocidad que responde
a la expresién v(t) = 2sen(t), con t medido en minutos. Sila posicién inicial es 0 en metros.
Encontrar la posicion de la particula a los 15 minutos.

4. Determinar, en cada caso, f(z) sabiendo que F'(x) es una de su primitiva:

a) F(z) =" +3 b) F() =" — ¢
c) F(x) =%+ 3z d) F(z) =2*+ 3z — 1

5. Determinar, en cada caso, g(x) sabiendo que:
a) ¢'(z)=sen(z)+2z y g(0) =2.

3
b) g@)=—"y g(1) =4
6. La tasa de crecimiento de la poblacién de cierta bacteria en su periodo inicial responde a

1
2V12
da la poblacién, si P(0) = 10.

la funcién v(t) = donde ¢ estd medido en segundos. Encontrar la funcién P(t) que

7. Una poblacion de bacterias es de 4000 en el tiempo ¢ = 0 y su velocidad de crecimiento
a las t horas es 1000 ! bacterias por hora ;Cuél es la poblacién después de una hora?
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8. Calcular las siguientes integrales:

a) /de.’B b) /{4/561517 c) | =dz

d)/—4md:v e) /3d:r f) /—;da;

g) / cos(z) dx h) / 3sen(z) dx i) / —cos(x) dz

j) /(—4x+2) dx k)/(3x5—sen($)) dr 1) /fﬂ-ﬁdm

m)/—4(m—1)2d:c n) /Bexd:z: i) /de

9. Determinar cada integral interpretandola en términos de areas, si f es la mostrada en la
figura.

) [ )i 0 [ s o [ s

O [ o [ sy

10. Determinar el valor del area sombreada, si la grafica de la curva corresponde a la funciéon
35
=2 P,
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11. Calcular las siguientes integrales:

1

a) /0 2(3:c2+1) dx b) /ﬂ %(sen(x)—cos(x)) dx c) / 4e” da

-1

d) /12§dx e) /24(\/E+4x3) dx f) /Oﬂ(cos(x)+3x—1) da

3 3
12. Se sabe que / g(x)dx =5y que / f(z)dx = —4, calcular:
1 1

a) / Qg(x) + VD) dr D) / (6(@) + f@)dz o) / (2 f(z) + sen(z)) dz

13. Sea g(z) una funcién continua en todos los reales, escribir como una sola integral de la

b
forma / g(x) dx la expresién siguiente:
a

/_Zg(x) dx + /jg(:v) dx — /_:g(:v) dx

5 5 4
14. Si / hz)dx =12 y / h(z)dx =4 encuentre / h(z) dx
1 4 1
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15. Dada la gréfica de la funcién f(x)

[

3
JEntre qué valores se encuentra / fz)dz ?
1

16. a) Calcular el valor de las siguientes integrales:

/07T sen(x) dx /:ﬂsen(x) dx /037r sen(x) dx

b) Realizar la interpretacion grafica de cada una de las integrales anteriores. Comparar.

km
¢) ;Cudl es el valor de / sen(x) dx con k natural?
0

17. Dado el siguiente grafico:

Indicar si las siguientes desigualdades son verdaderas o falsas y justificar su eleccion.

2) /Olf(x)da: > /Olg@:)dx b) /Olf(x)do: <1
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18. Dada la grafica de la funcién f(z) = v/1 — 22

y

1
Indicar el valor de / V1 —22dx.
-1

11.2. Respuestas

1. a) p(t) =vt+C b) p(t) = 20.t + 10 con t en horas y p en km.

2

2 a) v(t)=at+Ci plt) = % +Cit+ G

b) p(t) =5.t2+ 3t +1 con t en segundos y p en metros.

3. La posicién de la particula a los 15 minutos es de —2cos(15) + 2 &~ 3,52 metros.

4. a) f(z) = 32? b) f(z) = 3z* c) f(z) =3z>+3 d) f(x) =32 +3
5. a) g(x) = —cos(x) + % +3

3in(z)+4 st x>0
b) g(z) =3Injz|+4 o g(x) =
3in(—x)+4 si x<0

3
6. P(t) = §%+ 10

7. La poblacion después de una hora es de 1000 e + 3000 ~ 5718 bacterias.
8. 20 4 1
- b) S5 _
a) 6+C )5\/$ +C c) 2x2+0
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d) =222+ C

g) sen(x) + C

j) —22*+2x+C

4
m)—§x3 +4z% —dr + C

10. El area es de —u

11. a)10  b) -2

2
12. a)§8+2\/§ b) 1

13. /_Bg(x) dx

4
14. / h(z)dx =8
1

e) 3z +C

h) —3cos(z) + C

G
k) ) + cos(z) +C

3
15. 4§/f(x)dx§10
1

16. a) a) /0 " sen(a) da

17. a)F bV

1
1
18. / vV1—22de = §7T.
-1

2 si kesimpar

0 si kespar

f) —2in|z|+C

i) —sen(x) +C

1 2
D —=+

+C
T 3Vad

U 3
) 3% —6ln|x|—ﬁ+0

3
/ sen(z)dr = 2
0
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