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Dado un sistema triangular de vectores aleatorios a valores

en un espacio de Banach, cuyas filas son estacionarias y satisfacen cier

tas condiciones de dependencia, se estudian condiciones necesarias y su

ficientes, expresadas en términos de los vectores individuales, para la

convergencia debil de las leyes de las sumas de sus filas
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Introducción.

Existen estudios de la convergencia débil de las leyes de sumas 

de variables aleatorias en los cuales la hipótesis de independencia es 

reemplazada por propiedades menos restrictivas que se expresan a través 

de ciertos coeficientes de dependencia (ver, por ejemplo, las referencias 

C9], [5], [10], [12]).

Consideraremos aquí dos de estas nociones, la φ-dependencia y 

la ψ-de-pendenciá ("ϕ-mixing" y "ψ-mixing" en idioma inglés), para siste

mas triangulares de vectores aleatorios a valores en un espacio de 

Banach cuyas filas forman sucesiones finitas estacionarias (véanse las 

definiciones en la Sección 1).

Para dichos sistemas triangulares se estudiarán condiciones ne

cesarias y suficientes de convergencia expresadas en términos de 10s vec

tores individuales y, en principio, sin condiciones de momentos. Con 

este objetivo, nos apartamos de los métodos usuales y seguimos el punto 

de vista y nos apoyamos en resultados del, caso de sistemas triangulares 

con filas independientes a valores en un espacio de Banach tal como está 

desarrollado en [3]; el uso de dichos resultados se hace, como es habi

tual en el caso dependiente, a través de la idea de S. Bernstein de agru

par vectores aleatorios en bloques convenientes. Otro aspecto en el que 

se sigue a [3] es el de obtener primero condiciones necesarias de conver

gencia y luego deducir condiciones suficientes. El método utilizado con

duce a resultados nuevos aun en la recta real.

Se considera primero el caso de sistemas triangulares φ-depen- 

dientes (Sección 3). En esta situación se estudia la convergencia a lí

mites gaussianos; se obtienen condiciones necesarias de convergencia en 

un espacio de Banach separable y ciertas condiciones suficientes cuando
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el espacie es de Hilbert, De estas Altivas se deduce un resultado (Coro

lario 3.12] que, esencialmente, es una generalización infinito-dimen- 

sional de un teorema de Ibragimov (Theorem 18.5.2 de [9]) para variables 

aleatorias reales; como aplicación, se calcula la distribución límite del 

estadístico de Cramér-^onMises de un proceso estacionario φ-dependiente 

(Proposición 3.13), refinando, en esencia, en este aspecto un resultado 

de Billingsley que da la distribución límite del proceso empírico (Theo

rem 22.1 de [5]).

Por otra parte, se muestra cómo se obtiene con métodos de 

de Acosta ([2]) ya partir de uno de nuestros resultados iniciales un 

principio de invarianza en casi todo punto (Teorema 3.14) para convergen

cia a límites gaussianos; se deduce de él una generalización (Corolario 

3.16) de un principio de invarianza en distribución de Eberlein (Theo

rem 3,1 de [6]). Se obtiene como consecuencia (Corolario 3.17) una ver

sión para vectores aleatorios a valores en un espacio de Hilbert de un 

teorema de Billingsley (Theorem 20.1 de [5]).

Finalmente (Sección 4) nos ocupamos de la convergencia a lími

tes infinitamente divisibles generales cuando el sistema triangular es 

ψ-dependiente (y siempre con filas estacionarias). Se dan condiciones 

necesarias de convergencia en un espacio de Banach separable y condi

ciones suficientes cuando el espacio es de dimensión finita, en términos 

de los vectores individuales. Parece difícil, para obtener tal tipo de 

condiciones, tratar la convergencia a límites infinitamente divisibles 

con hipótesis de dependencia menos restrictivas (en [12] se dan condi

ciones en términos de bloques para la convergencia a leyes infinitamente 

divisibles de sistemas triangulares φ-dependientes de variables aleato

rias que satisfacen hipótesis distintas de las presentadas aquí).

La Sección 2 contiene desigualdades básicas para el trabajo.
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1. Definiciones y notaciones.

Denotaremos con K el conjunto de los números naturales mayores

que cero; B designará siempre un espacio de Banach real separable y B su

σ-álgebra de Borel,

Dado un sistema triangular {X .:l<j<j ,neB} de vectores alea- nj n

torios (definidos en cierto espacio de probabilidad (Ω,Α,Ρ)) a valores en

B se define M^^B σ(Χη^ stójsk) para nsB, l<h<k<jn (es la σ-álgebra gene

rada por el conjunto de vectores aleatorios indicado). Análogamente, se

definen para una sucesión {X^ijelOlas σ-álgebras ^ si l<h<k<«> y tam

bién las σ-álgebras H^ para l<h<k<n cuando se tiene un conjunto finito

{X.} de vectores aleatorios a valores en B. 1 n

Para un sistema triangular {X .:l<j<j ,n€lí} definido en (Ω,Α,Ρ)

se define el coeficiente de dependencia

(keü); se tiene que φ(1)<1 y ^(k)} es una sucesión no creciente. Se 

dice que {X^.} es φ-dependiente si φCk)4-0 (nótese que usamos la misma le

tra φ para denotar el coeficiente y al designar la propiedad). En forma 

análoga se definen el coeficiente φ de dependencia y la φ-dependencia de 

una sucesión {X.íjíW y dado un conjunto finito {Xj,...,X } de vectores 

aleatorios consideraremos siempre los números φ(1),,..,φ(η-Ι) definidos 

en forma similar; ellos cumplen 1>φ(1)>...>φ(η-1) (por ejemplo, en este 

último caso se define φ(k)» si lík<n-l, omitiendo en la definición ante

rior el supremo sobre n y reemplazando en lo restante j por n y las 

σ-álgebras M^^ y M^ . por M^ y H^ n respectivamente) .
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Dado un sistema triangular {X .} como el anterior se define el

coeficiente de dependencia

(keli); obsérvese que ψ(1)<+«>γ que ίψ(^} es una sucesión no creciente. 

Se dice que {X .} es ψ—dependiente si ψ(^ίθ. También se definen estas 

nociones para sucesiones de vectores y el coeficiente ψ de dependencia 

para conjuntos finitos de vectores aleatorios. En cualquier caso, 

φ(«<ψ(«.

Consideraremos también, para un sistema triangular ftnj}> el 

coeficiente

Se tiene ψ*<1+ψ(1); se lo define análogamente para sucesiones y conjuntos 

finitos de vectores aleatorios.

En [9] (véanse también [5] y LIO]) pueden encontrarse ejemplos 

de sucesiones de variables aleatorias no independientes que satisfacen 

estas condiciones de dependencia; en particular, sucesiones φ-dependien- 

tes con φ(η)=0(ρη), siendo 0<p<l, y sucesiones ψ-dependientes tales que 

ψ(1)<« (luego ψ*<«) y ψ(η)=0(ε ) con λ>0.

Diremos que un conjunto finito {Χρ,,.,Χ^ de vectores aleato

rios a valores en B es estacionario (con sumas estacionarias) si Κ^,.,.,χ ) = 

K^j»· · · (X^^) (L(X^+. · .+Χ^)'l-^i···· · ·+χν+>,) » respectivamente) para 

líhín, l¿k<n-h (si Z es un vector aleatorio, L(Z) designa su distribución).
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Un sistema triangular {Xnj} será llamado estacióñário (con Sumas* estacio

narias) si lo es cada una de sus filas. Definiciones similares para su

cesiones de vectores aleatorios.

Dado un sistema triangular {X ;} con sumas estacionarias, si 

Pn= LCX^P llamamos μ^ 53 ¿(^ χη·) para k^l,...,^. Si μ es una probabi- 
n η n j=l nJ n

lidad sobre B y kelN, μ denota la k-esima potencia de convolucion de μ.

Si X es un vector aleatorio a valores en B llamamos 
a(X)=EC^j^^^ P denota la distancia de Prohorov entre probabilidades 

sobre B.

Las nociones de probabilidad infinitamente divisible, medida 

gaussiana, medida de Levy y medida de Poisson τ-centrada en espacios de 

Banach y sus propiedades básicas pueden encontrarse en [3] o [4]# Dada 

V infinitamente divisible sobre B, {v^t^O} es el semigrupo de convolu

cion débilmente continuo asociado.

Denotaremos la convergencia débil de medidas finitas con 

ς>; ^· indicará convergencia en probabilidad de vectores aleatorios.

Dado AeB, I. designa la función característica de A. Si X es 

un vector aleatorio a valores en B, se escribirá X^XI^^i^p 

X =XI|-||^|i ^ (ó>0) y, si Χ^,.,.,Χ^. son vectores aleatorios y 
. nil n _ nJn

S =Σ X ., escribiremos S Χ=Σ X S^ -Σ X.. 
n j=i nJ n*° j=i η3θ n j=1 nj

Si μ es una medida cr—finita sobre B, se define

0(μ) ={r>0:μ({x: ||x|| =r}) =0}; si AeB la medida μ|Α está definida por 

(μ | A) (E) =μ (AnE) (EeB) . La medida concentrada en xeB se designará con δχ.

Usaremos la notación B’ para indicar el espacio dual de B y 

Br={xeB:||x||<r} (r>0).
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2* Algunas'desigualdades t

Comenzamos con una extension del Lemma (3.5) de [63·

2,1 Proposición, Sea {Χ^,,.,,Χ^} un conjunto de vectores aleatorios a 

valores en E, Sean a^,, .. «a^»^, · · * ,^ fcW números naturales tales 

que l<a.<b1<a„<bn<,,.<a <K <n con a,—b. >qcK (i=2,...,k). Entonces, 

definiendo

se tiene para todo AcB^

(B es la σ-álgebra producto de B por si misma k veces, ® es la operación 

de producto de medidas).

Demostración. Hacemos la demostración por inducción sobre k.

El caso k=2 está contenido en el siguiente enunciado (es lo 

probado en [6] con B =B9), que es el que demostraremos: dados vectores 

aleatorios η,ξ a valores en espacios de Banach. BpB2» respectivamente, y 

llamando

se tiene

para todo AeB^® B^ (siendo B.. la σ-álgebra de Borel de B^).

Para probarlo, notemos que como la clase de los conjuntos

AcB^® B£ que satisfacen lo deseado es una clase monótona y el álgebra gene

rada por los rectángulos medibles (que genera B^® B^) está formada por
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las uniones finitas de rectángulos disjuntos, basta probar qué para es- 
r

tas uniones vale lo afirmado. Sea entonces U (C,x Dj una union finita 
i=l 1 1

de rectángulos medibles disjuntos; se puede escribir

(definien

do para Jc{l,..,,r} los conjuntos 2 =( AC.)n( AC?), D = UD. se tiene 
jeJ 3 j¿J 3 J j€J 3

lo deseado)· Luego

Supongamos ahora que el resultado es cierto para k. Para k+1 

consideremos el vector aleatorio η=(ξρ...,ξ^) a valores en B . Sea 

Aeo ; se tiene

Por lo que acabamos de probar, el primer término es ^(q); para acotar el 

segundo escribimos A^={xeB^: (x,y)cAj (yeB) y usamos la hipótesis induc

tiva:
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La siguiente versión de la desigualdad de Ottaviani se prueba 

en forma análoga al Lemma 1,1.6 de [10 j, A travos de esta desigualdad se 

transmite a casi todos los resultados posteriores la hipo tesis, ya cono

cida en la literatura, φ(1)<1 (recordar que φ(1)^1 siempre). Es una con

dición sobre grupos contiguos de vectores aleatorios.

2.2 Proposition, Sea {X^,,,,,Χ^}un conjunto de vectores aleatorios a 
k

valores en B con φ(1)<1; llamemos Sts Σ X,. Supongamos φ(1)<α<1 y sea 
3=1 j

VeB convexo simétrico tal que'

Entonces

En la demostración del siguiente resultado nótese que, debido a 

la asimetría en la definición del coeficiente φ, se hace indispensable 

considerar el orden inverso al usual en este tipo de demostraciones; por 

ejemplo, al que se debe tomar en la demostración de la desigualdad ante

rior.

2.3 Proposición. Sea {X-,···,X } un conjunto de vectores aleatorios a   £ n
k 

valores en B con φ(1)<1; llamemos S,=E X.. Supongamos φ(1)<α<1 y sea VeB
K 1 3 

convexo simétrico tal que

y

Entonces
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Demostración, Definamos FT ^r eV, ·»· ,X eVl pa?A k^lM.« ,n-l y F «Π; se 

tiene ^<1^1 n para k<n.

Luego

Basta observar ahora que, como Xj=Sj-S^p aplicando la propo

sición anterior se tiene

P[Xj¿V para algúnj]<P[S^ ¿ yV para algún k]

La siguiente desigualdad es una generalización al caso depen

diente del Lemma 2, p. 383 de [7]. Su enunciado es el apropiado para 

nuestros propósitos y su demostración sigue la presentada en [7] (la in

cluimos por razones de completitud de la exposición).

2.4 Proposición. Sea {Χρ.,.,Χ } un conjunto de vectores aleatorios a 

valores en B con φ(1)<1; llamemos S^=Z X.. Supongamos que ||x,||<Mc.s. y 

sean a tal que φ(1)<α<1,1>0 y ZeU. Entonces, si

se tiene
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Demostración, Definimos para Zelí

y

si i= 2,... ,n.

Tomemos £>2. Se verifica E Ev* /= U E. 7(unión disjun- 

ta) y E^ ^aE®ce^ ^n[ max || S.-S. || >t] (i=l,. ·. ,n) . Fijado i, para pro— 
1 1 i<k<n K X

bar la última inclusión, supónganse ciertas las condiciones que definen

E^ ^nE^ y tómese kn tal que ||s, ||>¿t+(£-l)M; como 
1 0
máx || S, ||<(£-1)t+(í-2)M resulta kn>i y además ||S, -S.||

l<k<i-l K u K0 1

= ||s, - S._. “X-|| >£t+(£-l)M-(£-l)t-(£-2)M-M=t, lo cual asegura que kn>i, 
Κθ 1“ u

Luego

De esta desigualdad, y aplicando la Proposición 2.2, se deduce
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Concluimos esta sección citando dos desigualdades para* momentos 

y enunciado otra, de fácil verificación. La primera está demostrada en 

[9] (Theorem 17.2.3); la segunda, en [12] (Lemma 3).

2.5 Proposición. Sea {Χρ.,.,Χ^} un conjunto de vectores aleatorios a 

valores en B. Sean h,ke® con l<h<h+k<n y ξ,η variables aleatorias reales 

medibles respecto de M^ y M^^ n respectivamente. Si

siendo p,q>l,- + — = 1, entonces 
p q

2,6 Proposición. Sean {Χρ.,.,Χ^}, h,k,ξ y η como en la proposición

anterior pero sólo suponiendo que Ε|ξ|<ω y Ε|η|<ω; entonces

2.7 Proposición. Sean {Χ^,.,.,Χ },ξ,η y h como en la Proposición 2.6, 

con k=l. Entonces

3. Caso φ—dependiente.

Dado un sistema triangular {X .:l<j<j .nelíjde vectores aleato— nj n’

ríos a valores en B llamamos S = Σ X .; supondremos siempre que j ■►«. 
n j=i n

En el siguiente resultado se usan ideas de la demostración de 

la Proposition (3.6) de [6] que a su vez esta inspirada en el Lemma 1 de 

[11] (sin embargo, observemos que en [6], aparentemente, la hipótesis es 

innecesariamente restrictiva y la conclusión, con la generalidad enuncia

da, dudosa).
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3,1 Proposición, Sea {Xnj;Bjíjn,n£]N} un sistema triangular dé vectores 

aleatorios a valores en B, φ-dependiente con sumas estacionarias. Supon

gamos que ^η|**θ en probabilidad y que L(Sn) J V.

Entonces V es infinitamente divisible y para cada peTí, llamando

se tiene

Demostración. Fijemos pelN. Escribamos I(n,p,k)s[a ^,b ^] (intervalo de 

números enteros) y observemos que el cardinal de este conjunto es [—] ó 

[-^] + 1 ([-] es la parte entera de un número real).

Por hipótesis, ση=σ®ηΡ ^0 cuando n -> ». Tomemos una sucesión 
11

{d }cU tal que d do ■> 0 y d ^ L—] desde algún n en adelante η n η η n n p
j -1/2 

(por ejemplo, puede tomarse d =mín{E—^¿L [σ ]}). Definiendo • n p n

b ’ , = a . + [—] -d para k=0,..., p-1, se tiene a . <b’ <b , , d ^a , -b’ , . nk nk p n r > nk nk nk* n nk n,k-l

<d +1 y b’ -a =...-b’ --a llamemos ξ , = Σ X .n ■'no no n,p-l n,p-l’ .<.t nj
ank~3 nk

(k=0,...,p-l). Luego ί(ξ)=...=ί(ξη .).no n,p“l

p-i
Como a(S - Σ ^-P^n 4 θ cuando n ·> ω, resulta que 

_ k=0

L( Σ ξ , ) -> V. Por otra parte, de la Proposición 2.1 se deduce para todo 
k=0 W

ΑεΒ^.

(3.1)

y,en consecuencia, para cada AeB se tiene

que tiende a cero cuando n ■> 00 .
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Por lo tanto» ai llamamos λ *1(5 «1,^ ^ V, Existe entonces 
n nu n w

{x }cB tal que {λ *5 } es relativamente compacto y, en consecuencia» lo 
xn

es {λΡ*δ } ; se deduce a continuación la compacidad relativa de {δ }, 
n pxη n

{δ } y luego la de {λ }(en este párrafo se han usado dos propiedades bá- 
xn

sicas de la operación de convolución en relación con la compacidad débil

de medidas). Sea λ un punto límite de í^}; se cumple λ^=ν.

Como esto vale para todo peU, V es infinitamente divisible.

Fijado nuevamente peU, con las notaciones anteriores, se tiene

que ί·(ζηθ) w ^^ J como σ( Σ X '“Cn^)-d σ , se obtiene la segunda 
“ ” jel(n,p,k) nj n “ n

afirmación del enunciado usando (3.1). Π

Necesitaremos mas adelante sucesiones de enteros con las propie

dades que se enuncian a continuación.

3.2 Lema. Sean {j^H, {^htO,») y {φ(η)Ηθ,<») sucesiones tales que

j' σ “’’O. φ (n) -> 0. Entonces existen sucesiones {p }, {q } conteni- n η η n

das en U tales que

y

Demostración. Si se verifica la última condición, las restantes equiva

len a
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y

Busquemos, entonces {qn}cU y {S(n)}c(0,»)(6(n) será aproximada

mente Pn/jn) tales que

Para ello, tomamos primero {q^} tal que

por ejemplo, podemos definir q =mín{[a a], [j^]} si ση>0 y q^= [j^] si 

ση= 0 ([·] es la parte entera de un número real), con 0<a<l y 0<b<l. A 

continuación definimos

con u,v,w números reales en (0,1); {β(η)} tiene las propiedades deseadas.

Basta ahora definir p = Cj B(n)]+1 y_se satisfarán todas las η n

condiciones del enunciado. □

Dado un sistema triangular {X^:l<jíjn,nelí} de vectores alea

torios a valores en B con sumas estacionarias consideraremos la siguiente 

propiedad:
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Observación, Esta propiedad podría ¿escribirse como una infinitesimalidad 

reforzada.

El Th.2.1 de [2] muestra que C*)  se cumple en el caso de un sis

tema triangular de vectores aleatorios a valores en B con filas indepen

dientes y equidistribuídas cuyas sumas convergen débilmente.

Dicha condición es hipótesis de muchos de nuestros resultados 

pero desaparece en algunos al dar condiciones suficientes de convergencia 

que incluyen cierta rapidez del decrecimiento de alguno .de los coeficien

tes de dependencia del sistema triangular (véanse el Teorema 3.10 y sus 

consecuencias).

Indiquemos dos situaciones en las cuales se cumple (*).

1) Sean {X^íjelO una sucesión φ-dependiente estacionaria de

vectores aleatorios a valores en B y ía(n)} una sucesión de números*  reales

-1 11que tiende a 00 tales que {L(a(n) Σ X.)} converge débilmente. Si llama-

mos X .=a(n) X. (j=l,...,n), el sistema tiangular {X .:l<j<n,neU} satis-

face (*)·

Para probarlo, tomemos entonces tt^JcU tal que £n<n yZ^/n-^0.

Dado ε>0 se tiene

Luego la compacidad relativa de ÍLCS^)} implica que es suficiente probar 

a(n) 
que m - ω· 

n

Podemos suponer que Z^ -> «► (pues a(.n) ■> «) · Aplicando el Teore-

• > 1 /ama 2 de [13] se obtiene la expresión a(n)=n ' L(n) con 0<a<2 y L una fun-
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cion de variable real de variación lenta, integrable sobre todo interva

lo finito Cademía, el limite de {L(Sn)} es estable de indice a). Por el 

Teorema de Karamata, la función L es de la forma

con lím cCx)=c/0, lím ε(χ)=Ο y s>0. En consecuencia
X"*· 00 χ-> 00

Si n es suficientemente grande como para que |e(t)|^(2a) ^ si t^, se 

tiene

que tiende a 00 con n; esto y la propiedad de la función c prueban lo 

afirmado.

2) Sea {Xnjl<j<jn,n€U} un sistema triangular de vectores 

aleatorios a valores en B con sumas estacionarias, φ-dependiente,

X - 0 y tal que L(X -+...+X . ) es simétrica si l<kíj y nelN. Entoncesni p 7 ni nk Jn 7

si {L(Sn)} converge débilmente, {X^tiene la propiedad (*).

Esto es consecuencia de lo siguiente: sea {X .:l<j<j , nelí} 

un sistema triangular de vectores aleatorios a valores en B con sumas 

estacionarias, φ-dependiente, X^^ 0 y tal que {[(S^)} converge débil

mente; entonces, si {£ }cU Z <j yí /j40, existe {x }cB tal que la η η n 7 η η ’ n

sucesión {p' n } es relativamente compacta y todos sus puntos límite 
n 

son masas puntuales.

Para demostrarlo, llamemos V al límite de {L(Sn)} y tomemos una
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tal sucesión {£^1, Fijemos peXI; por la Proposición 3.1 sabemos que

Se tiene

y, aplicando la Proposición 2.1,

para todo AeB. Luego μ^η^* [(Z^) ^ V^^. Por un conocido resultado, se 

deduce que existe {x }cB tal que {μ^*δ } es relativamente compacto.

n
Además, si a es un punto límite de dicha sucesión, del argumento anterior 

se deduce que a^ es un factor de V para todo peU . Luego existe {y^}cB 

tal que {α^*δ :peB } es relativamente compacto; esto implica que α=δ 
yp z

para algún z¿B(ver [4], pág. 33).

A continuación se prueba una versión para el caso φ -dependiente

del Th. 2.1 de [2]. En su demostración, como en algunas posteriores, usa

mos el método de agrupar vectores aleatorios. La conclusión (2) será usa- 

'da constantemente en combinación con algunas de las desigualdades de la 

Sección 2.

3.3 Teorema, Sea {X ,:l<j<j .neU } un sistema triangular de vectores   nj n

aleatorios a valores en B con sumas estacionarias, φ-dependiente y que 

satisface la condición (*). Supongamos que [(S^) J V.
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se tiene

(2) El conjunto {μ® :l<kíjn,n€ü} es relativamente compacto y

Demostración. Sean {Z^} y t como en el enunciado de (1). Si t=0 ó 1 el 

resultado es consecuencia directa de las hipótesis; supongamos que te(0,1)· 

Tomemos {pnJ, {qn} con las propiedades del Lema 3.2 con respec

to a {σ^} y {φ(η)} siendo ση=σ(ΧηΡ Y llamemos

([·] denota parte entera).

Definamos para k=l,...,V

y

para k=l,...,k^ definamos

y

(obsérvese que O^C -k’(p +q )<p +q ,0<j -£ -k"(p +q )<p +q ) . η n rn n rn Jn η n *n n rn m
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De Us desigualdades

Por otra parte

que tiende a cero cuando n-*“ pues

la cantidad de variables que forman η .·. . , es <p +q y lo mismo para n.k1 + 1 n m 7 rn
ΐ k"+l (se aP^ca Ia ProPÍedad (*))· 

’ n

como consecuencia de la Proposición 2.1 se tiene para todo AeB
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Por lo tanto

y una aplicación del Th. 2.1 de [2] muestra que se tiene

Con idénticos argumentos se prueba que

y

tluego μ^ w V ^ esto termina la demostración de (1).

Finalmente, (2) se deduce de (1) como en E2J. □

Ahora se presenta una versión para el caso φ-dependiente es

tacionario de un teorema de Le Cam (Th. 2.2 de [3]); se usará en la Sec

ción 4.

3.4 Teorema. Sea ÍX^..: l<j^jn,neIN} un sistema triangular de vectores 

aleatorios a valores en B con sumas estacionarias, φ—dependiente con 

φ(1)<1 y que satisface la condición (*). Supongamos que {[(S^)} es 

relativamente compacto.

Entonces para todo ε>0 íjn^®npl^} és relativamente compacto. 

Demostración. Por un argumento basado en subsucesiones se puede suponer 

que L(S ) ■> V. n n w

Basta probar:

(a) para todo ε>0: sup j PE II X ,11 >ε]<» 
n ni n 

y
(b) para todo ε>0 existe un compacto K£ tal que
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Para demostrar (a) fijemos a tal que φ(1)<α<1 y llamemos 

n^ín{lH3,y (α-φ (1)) (1-φ(1)) Elijamos tne(Q,l) tal que

ηθ€1ϊ tal que si n ^n^

^ ^n^·^ ta^ ^Ηθ ^n^n * t0> ^n^n^O ^aS elecci°nes de ίθ y ηθ se justi

fican porque V J όθ cuando t -> 0 y por el Teorema 3.3).

Se tiene entonces, por la definición de p, para η>ηθ y l^k^n

por la Proposición 2.3 se obtiene, si η>ηθ,

1 £n 2
Eligiendo ahora η^>ηθ tal que y ϋθ<-— si n>n^ se tiene j^PCHx^ ||>e]<— 

cuando n>n^. Esto completa la prueba de (a).

Para demostrar (b), fijado a como antes y dado 0<ε<1 tomamos un 

compacto convexo simétrico K£ tal que

(posible por el Teorema 3.3). Luego la Proposición 2.3 implica que para 

todo n
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3.5 Proposición, Sea {X . ;l<j<j pe^Jun sistema triangular de vec- 

tores aleatorios a valores en B con sumas estacionarias, φ-dependiente 

con φ(1)<1 y que satisface la condición (*) · Si ||Xnj||íMcts, y {LCS^)} 

es relativamente compacto entonces

para algún λ>0.

Demostración. Por un argumento con subsucesiones se deduce de la compa

cidad relativa de {[(S^) } la de {μ® :l<k<jn,neN} usando (2) del Teorema 

3.3.

Fijemos a tal que φ(1)<α<1 y elijamos ίθ>0 tal que

Aplicando la Proposición 2.4 se tiene paralen y neU

Llamemos c= ίθ+Μ y tomemos λ>0 tal que ae^C<l. Se tiene en

tonces para todo n



23

De ahora en adelante, dado un sistema triangular {X ·:Κι^ί ,neH} nj n

de vectores aleatorios a valores en B con sumas estacionarias, φ-dependien- 

te y que satisface la condición (*) se considerarán sucesiones {p^}, {qn} 

con las propiedades del Lema 3.2 con respecto a {σ^} y {φ(η)} siendo

σ — σ(Χ .); entonces llamaremos: n ni

y

si k=l,...,k , n

si k=l,... ,k , ’ ’ n

si k=l,...,k^+ 1. Esta partición en bloques será usada, siempre con este 

significado, en algunas demostraciones, la primera de las cuales es la del 

siguiente criterio de convergencia a un límite gaussiano.

3.6 Teorema. Sea {X .:l<j<j ,neB} un sistema triangular de vectores  ----------- nj n °
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aleatorios a valore^ en BL con sumas estacionarias, ^dependiente Con

ΦΠ)<1 y que satisface la condición (*), Supongamos' que [(Sj J V, 

Entonces V es gaussiana si y solo si

para todo ε>0.

Demostración. Necesidad. Argumentando como en la demostración del Teore- 
k

ma 3.3(1) se obtiene que ^(5n|) ^ Y por ser ^ gaussiana resulta que

V^^nl" > ε] -> 0 para todo ε>0 (Cor. 2.11 de [31).

Fijemos ε>0. Elijamos a tal que φ(1)<α<1 y sea

n=mín{l-a, -^(α-φ(1))(1-φ(1)), d;tomemos tne(0,l) tal que

y ηθ£ϋ tal que si η>ηθ

Entonces si n>n~ y l<k<p tenemos 0 n

• z 2
y la Proposición 2.3 da, llamando c = ^————_ , ia desigualdad

como se tiene para n suficientemente grande
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Suficiencia. Podemos suponer B=]R (en efecto: aceptemos el resultado en 

este caso y consideremos un sistema triangular {X^} con las propiedades 

enunciadas. Dada una funcional feB1 el sistema triangular^{f(X^j)} es a 

valores reales, tiene sumas estacionarias - por la linealidad de f, es 

φ-dependiente con φ(1)<1 y cumple (*) . Además, se tiene

ί(Σ f(Xn·)) ^ Vof ^ para todo ε>0 j P[ [ f (X p |> ε] ·> 0. Luego resultará 1 nj w η n

que Vof 1 es gaussiana. Como feB’ es arbitraria, se obtiene el resultado).

Llamemos μ a la medida de Levy de V. Consideremos primero un

M>0 fijo y el sistema triangular {^j^· Definamos

si k=l,...,k y n

si ksl,...,k +1. Como en la demostración del Teorema 3.3(1) se obtiene 

k n ~
que W2· ^nk * ° en probabilidad, pues σ(χη1Μ)-σ(χη1) Y íxniM) tiene 

1 ¿ í t
11 11 Π

la propiedad (*) (escríbase Σ X ,*=Σ X .—Σ λ . y obsérvese que! njM χ nj χ nj x

PE IΣ ^ | >0]<£^P[ IXnj I >Mj) · Puesto que S^-> 0 en probabilidad
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débilmente y, además, para todo ε>0

k
que tiende a cero cuando n ·> 00 (se usó que ί(ζη|) "* ^ débilmente). Por 

el Teorema central del límite, parte recíproca, del caso independiente 

(Th. 2^10 de [33) resulta que para todo TeC(y)

Probaremos ahora que para todo ε>0 y(B^)=0; esto demuestra que V 

es gaussiana.

Fijemos ε>0. Consideremos a tal que φ(1)<α<1 y un entero £>2;

llamemos M= y^yj t=2Í’ A continuación elijamos ηθ=ηθ(ε,α,Ζ)€ B tal 

que

si η £ ηθ (esto es posible pues el miembro izquierdo es menor o igual que

Pn
v- -> 0 y {Xn-} tiene la propiedad (*)). Consideremos las variables ξ ^

correspondientes a M definidas como antes; aplicando la Proposición 2.4

a las variables Xr^ y llamando η=(α-φ(1)) \ se tiene para 

n^nn y l<k<k 0 7 n
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Luego, como ^C^plB^ J P|B^ para todo TeC(p) (por Th.2.10 de [3], ya 

que LCS^)^ £ Ό , se tiene

en virtud de la hipótesis y los argumentos anteriores.

Hemos probado que para todo entero £>2 se tiene

Dados r>0, £>2 es

y en consecuencia

2
Luego dado r>0, como / x p(dx)<°° (por Th* 1,4 de [3]), se tiene 

r
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' c cya que φ(1}<1« Haciendo tender r ·>» ?e deduce que ji(B) « 0, pues μ(Β 1<» 

(ver Th. 1.4 de [3]). □

Observación. Hagamos notar, en la demostración de la suficiencia de la 

condición anterior, el uso especial de la hipótesis φ(1)<1, aparte del ya 

comentado.

Damos a continuación condiciones necesarias para la convergencia 

a un límite gaussiano.

Si γ es una medida gaussiana centrada sobre B, denotaremos con

Φ su covarianza. 
Ύ

3.7 Teorema. Sea {X^jlíjíj^jneU } un sistema triangular de vectores alea- 

torios a valores en B, estacionario, φ-dependiente con φ(1)<1 y que satis

face la condición (*) . Supongamos que L(S^) J $Ζ*Ύ siendo zeB y γ una me

dida gaussiana centrada.

Entonces para todo δ>0:

y

Demostración, El Teorema 3,6 da la conclusión Ce). Se deduce de ella que, 

para todo δ>0, S^ -> 0 pues se tiene la desigualdad P[Hs®||>O]íj P[||x Jl^].
^ p η n ni1
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Fijemos δ>0, Como S ^S x+ S^ $e deduce que L(S J * $ 

pero el sistema triangular ίχ^^ satisface las hipótesis de la Proposi- 

ción 3.5 (para verificar (*), obsérvese que para todo ε>0

Luego, por la integrabilidad que da dicho resultado, se tiene 

lím ES^ ^= f x 6z*Y(dx) - z en B y lím Ef (S^ ^) = / f dC^*Y) =

2f (z) + Φ (f,f) para cada feB\ En consecuencia, {LCS^-ES^ ^)} y

2 2{L(Sn δ”Ε$η δ^ convergen débilmente a γ y Ef (S^ ^-ES^ ^) = Ef (S^ ^) - 
2

f (ESn β) converge a Φ (f,f) para cada feB’. □

Si {Xnj.:l<j<jr^, neU } es un sistema triangular de vectores alea

torios a valores en B, δ>0 y feB’, llamaremos

3.8 Corolario. Sea {X .} satisfaciendo todas las hipótesis del Teorema   nj
00 1/23.7 . Si Σφ (j)<°° y existe δ>0 tal que para todo feB’
1

entonces

Demostración. Fijados δ y f comó^§l enunciado, llamemos Y .=f(X .r-EX 
--------------------- J * nj nj δ nj δ*

Se tiene la igualdad elemental (ver, por ejemplo, [10], pág. 24)
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Luego, por el Teorema 3.7, basta probar que

Como EY^^O, de la Proposición 2.5 se obtiene

que tiende a cero cuando n ·* 00 pues ]φ (j) tiende a cero (ίφΟ)} es no 

creciente). □

Observación. Sea {X ,} como en el Teorema 3.7. Si Σφ (j)<l/4 entonces
1

C^ (definido como en el corolario) es finito para cada δ>0 y feB’; en 

particular, vale (b’).

En efecto: fijando Ó y f y llamando nuevamente Y .=f(X .-.-EX ..) 7 nj njO njo'

se tiene

2 
basta observar ahora que sup Ef (S .-ES J<®, η η,α η,ο
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En lost próximos resultados, daremos condiciones suficientes 

para la convergencia a un límite gaussiano, En ellos» B será un espacio 

de Hilbert separable; cuando estemos en este caso, denotaremos con q,(k€H) 

la distancia al subespacio generado por {eptt.,e^} siendo {e^:Í€lí}una 

base ortonormal de B, si este es de dimensión infinita; si es de dimensión 

finita, tendremos una base ortonormal {ep..t)em} y será 0^ = 0.

3.9 Teorema» Supongamos que B es un espacio de Hilbert. Sea 

{X^:l<j<jn,n6H} un sistema triangular de vectores aleatorios a valores 

en B, estacionario, φ—dependiente con φ(1)<1 tal que:

(1) {X .} satisface (*), nj
(2) para todo ε>0, j P[|lx .11 > ε] ·* 0, 

n ni

(3) para cierto δ>0 existe

para cada feB’,

(4) existe a>0 tal que {ES^ ^} es relativamente compacto en B,

(5) existen β>0 y p>0 tales que'

Entonces existe una medida gaussiana centrada γ con covarianza

Φ (f,f)»¥(f) (feB’) tal que

para todo τ>0.

Observación. Se tiene una versión de este teorema para un espacio de 

Banach, interpretando en (5) las q^ como las distancias en B a los subespa

cios de alguna sucesión de subespacios de dimensión finita. Ademas, en 

(3) puede suponerse la existencia del límite sólo para f en un subconjunto 

secuencialmente w*—denso de B’ (ver la demostración del teorema y el
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TL, 2,3 de fljl| ^tQ filtimo SA ^plicq también a loa corolarios de eate

resultado,

Sí B es de dimensión finita, la hipótesis (5) es superfina y 

se obtiene, omitiéndola, un resultado pam espacios de Banach de dimensión 

finita; una observación similar es válida para los dos resultados que si

guen a este teorema, 

Demostración del Teorema 3,9, Observemos ante todo que (2) permite supo- 

ner que í^g én las restantes hipótesis. En efecto: con_respecto a (4) 

basta observar que, si 0<α’<α", || ΕΒ^^ΙΙ <cx”j PC || X i || >aT] y en relación 

con (3) hagamos notar que si 0<δ’<δ” y feB’ se tienen las desigualdades:

(¿η· δ’
y de (2) se deduce que S^ $,, ·* 0 en probabilidad y que ttn’¿iJ satisface 

las hipótesis de la Proposición 3.5.
2

Dado feB’, por (3) se tiene que Cf=sup Ef (S^ ^-ES^ ^)< » y por 

Chebychev

para todo tX), lo cual muestra que ít(f(S X-ES Ώ)} es relativamente com- n,Q n,Q

pacto. Por (5) y Chebychev se tiene
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para todo s>0, Luego medidante el Tfu 2,3 de £1] se deduce que

ÍL(S κ-ES J} es relativamente compacto, η,ο η,o

Por (4) resulta {ÍCS^^)} relativamente compacto y como, por (2), 

^n^* θ en Pr0^a^^^ad 56 concluye que {LCS^)} es relativamente compacto.

Consideremos una subsucesión {LC^J} que converge débilmente. 

Por el Teorema 3.6, su limite es de la forma δ *γ siendo zeB y Y una medi— 

da gaussiana centrada. El Teorema 3,7 implica que γ tiene covarianza 

Φ (fíf)=$Cfl GeB’l, en virtud de (3) , y que z=lim ES । para cualquier 
Ύ η' n ,τ

τ>0. 

La existencia de una tal sucesión {n’} implica que existe la

medida gaussiana γ deseada.

Para terminar la demostración, observemos que, dado τ>0, 

{l(S -ES )} es relativamente compacto (lo es ÍES } en B) y que enton- n η,τ η,τ

ces es suficiente probar que todas sus subsucesiones convergentes tienen 

a Ύ como límite, Pero dada una tal subsucesión {L(S ,-ES . )} basta to-' η’ η’,τ

mar una subsucesión {n"} de {n’} tal que {í(S „)} converge y aplicar lo 

anterior. □

Con ciertas hipótesis, que incluyen una condición sobre el decre

cimiento de ίφ(η)} a cero, se puede dar otra expresión para la covarianza 

del límite y a la vez eliminar las hipótesis (1) y (4) del resultado ante

rior:

3.10 Teorema. Supongamos que B es un espacio de Hilbert. Sea

{X .:l<j<j ,nel¡} un sistema triangular de vectores aleatorios a valores nj n
00 1/2en B, estacionario, φ-dependiente con φ(Ι)<1 y Σφ (j)<°° tal que:

(1) para todo ε>0, Jn^ll^ll· εΗ 0,

(2) existe á>0 tal que para todo feB’
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y existe

C3) existe β>0 tal que

Entonces existe una medida gaussiana centrada γ con covarianza

Φγ(ί,£)=Φ(£)(ίεΒ’) tal que

para todo τ>0.

Demostración, Podemos suponer δ=&, pues si 0<δ<β se tienen las desigualdad 

des

y acotaciones análogas cuando 0<β<δ, .

Llamemos Y .=X -r-EX .X,T < Y . y veamos que ÍY .} verifica las nj njo njó’ n i nj 7 n nj

hipótesis del Teorema 3.9.

Como ||ΕΧη1δ||<η+δΡ[||Χη1||>η] para todo η>0, de (1) se deduce que 

Knlí ·> 0 en B y en consecuencia, para cada ε>0 y n suficientemente grande, 

jnP[ I' ^nl" >ε^“^n^f" " ^nl" >ε/^^ · Esto prueba (2) del teorema anterior.

Además, se tiene Y . oX=Y .de donde ET ~=ΕΤ =0 lo cual prueba nj,2o nj n,2o n r

( 4) de 3.9; para verificar (3) escribamos para cada feB’
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que tiende a cero cuando n->-00 por nuestras hipótesis.

Probaremos ahora C5) del Teorema 3/9 con p~2; si keK, neX se

tiene, llamando Ό .^<Y , e.> (<·,.> denota el producto interno de B) : nji nj, i

y basta aplicar nuestra hipótesis (3).

Verifiquemos ahora que {Y^} tiene la propiedad (*) . Sea {Z^JcB 

tal que £ <í y t /j -> 0; como antes, se obtiene n n Jn

y para todo feB’
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Por una doble aplicación de Chehychey y el Tb, 2,3 de £1], se deduce de 
£n

nuestras HipStesis que Γ ^^θ en probabilidad.

Aplicando el Teorema 3,9 a {Ynj} Ccon τ~2δ) se obtiene que

[(S^ ^*ESn ^) £ γ, siendo γ gaussiana centrada con covarianza

Φ (f,ί)=Φ(ί)ffeB’), Luego L(S -ES ) -> γ para cualquier τ>0 pues, en vir- 

tud de (1), S®->0en probabilidad y ES^^Oen B si 0<α<β. □

3.11 Córólóárío, Supongamos que B es un espacio de Hilbert. Sea

{X .:l<j<jn,nelí} un sistema triangular de vectores aleatorios a valores en

00 1/2B, estacionario, φ-dependiente con φ(1)<1 y Σφ (j)<0® tal que:
1

Entonces existe una medida gaussiana centrada γ con covarianza

Φ Cf,f)^(f)CfeB’) tal que

Demostraeion: Se verifica la hipótesis (1) del Teorema 3.10 pues

para todo ε>0<

Fijemos ahora cualquier ó>0. Con la notación de (2) del teore

ma anterior, se tiene para todo feB’ C. f<C_ y se deduce la validez de la
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primera condición de dicha hipótesis, Para probar la segunda, debemos 

ver que lím V^G^fl^Cf 1 para todo feB^ siendp Φ como én nuestra hipóte

sis (3). Fijemos un tal fj se tiene, usando que EfQC^JO.

que tiende a cero cuando n->®, y además

Debemos ver que {an} y {b^} convergen ambas a cero. Como

Ef(X ,)=0 se tiene ni

que tiende a cero por nuestra hipótesis (2), Para acotar a escribamos n

(momentáneamente usaremos la notación E[ZIP .J-ECZjZeA]) 
L J
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pues, por ejemplo, se tiene (Ef C^nj)^0) í

y las otras dos acotaciones son análogas; luego
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que tiende a cero cuando n-x» debido a nuestras hipótesis (2) y (3)·

Hemos probada que vale (2) del Teorema 3.10, Verifiquemos (3)

de dicho resultado; si kclN, nelN (<.,»> es el producto interno de B):

y basta entonces aplicar la condición (4) de nuestro enunciado.

Se deduce entonces del Teorema 3,10 que Í(S -ES ) -> γ para η η,τ w 1 r

cualquier τ>0, siendo γ una medida gaussiana centrada con covarianza

Φ^(ί,ί)=Φ(ί) (feB’); pero para un tal τ

que tiende a cero. Esto completa la demostración. □

3.12 Corolario. Supongamos que B es un espacio de Hilbert. Sea {X,:jeH}

una sucesión estacionaria de vectores aleatorios a valores en B, φ-depen- 

°° 1 /2 2diente con φ(1)<1 y Σφ Cj) <^1 Supongamos que e||x|| <» y EX =0. 
1 1

Entonces converge para cada feB’ la suma
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y define Ia coyarianzA de una medida gausaMnA centrada γ que satisface

Demostración. Para cada feB’ converge la serie que define Φ(ί) pues 

lEÜfffpfCX^nl^^CjlE^Cxp por la Proposición 2.5.

Definiendo X .- η X. para j^l, ·.»,n,neTI, se tienen las igual-

dades

Se deduce entonces de nuestras hipótesis que {X^} satisface to

das las condiciones del Corolariá 3.11 y de el se obtiene la conclusión 

deseada. □

Como aplicación del resultado anterior, se puede usar un argu

mento de [4] (pág. 180) para calcular la distribución límite del estdísti- 

co de Cramér-von Mises de ciertas sucesiones estacionarias φ-dependien- 

tes de variables aleatorias. Observemos que en el Th.22.1 de [5] se da 

la distribución límite del proceso empírico de tales sucesiones sin la 

. “21/2
restricción φ(1)<1 pero con la hipótesis Ej φ (jX^i 

i
3.13 Propósición. Sea {XjijeHluna sucesión estacionaria de variables 

“ 1/2aleatorias reales,/ φΠ)<1 y* Σφ (j) <», Supongamos que X. tiene función 

I φ-dependiente con
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de distribución continua ?; Hateemos F A la n-ésiea función de distribuí 

ciSn empírica de up, 

Entonces

siendo {r^jkeU} una sucesión de variables aleatorias reales gaussianas con 

Εη. =0 y

donde δ. =1 si h^k, -0 si h/k.

Demostración: Llamemos X'.=F(X_.). Entonces {Xp es estacionaria, φ-sdepen- 

diente con φ(Ί)<1, Γφ (j)<°° y ademas L(X’) es la distribución uniforme 
1 

en [0,11.

Sea G^ la n-esima función de distribución empírica de {Xp; se 

tiene í(n/^ (Fn(x)-F(x))2dFW)=L(n/J(Gn(x)-x)2dx) .

2
Tomemos en L [0,1] la base ortonormal {u^:kelí} siendo

u^(x)=^y sen kTTx. Se tiene para cada n y cada ω

y por lo tanto

Fijemos ahora un espacio de Hilbert separable E con una base 

ortonormal {e jkeüjy definamos para cada jeH
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Entonces {Zjjelí} satisface las hipótesis del Corolario 3.12 y

se deduce que{L¿ 2 z.n converge débilmente a la medida gaussiana cen^ 
n j4 3

trada γ cuya covarianza es

(f,g€K’l. Identificando funcionales con vectores de B/se tiene para 

k,keU:

Tomemos finalmente una sucesión de variables aleatorias gaussia- 

nas {η. :keU} con Εη, =0 y Εη,α =Φ (e, »e.. ) . Entonces v=L(£ η, e. ) y k k ' h k γ h k ' k k 7
L(n/^(G (x)-x)^dx)=L(—1| £ Z.|p) -> L( Σ η?), lo,, cual completa la demostra- 

u n n - - Ί w . . kj=l J k=l
ción. □

Observación* El Corolario 3.12 fue probado en el caso B=E y sin la res-* 

tricción φ(1)<1 por Ibragimov (Th. 18.5.2 de [9]), con métodos diferentes. 

Indiquemos que apoyándose en su resultado se puede probar el Corolario 3.12 

sin suponer φ(!)<!, a travos del Tb. 2.3 de [1]; para ello observemos que
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para todo ^Q, pues $e puede probar que

V además se tiene para cada fcB’ que ILCfGz^ í XjllMlt= Γ f(X,))} 
n 1 J V x J 

converge débilmente en IR a la distribución normal con media cero y va—
« οσ

ríanza Er (Xp+2E E[f(^)f(X^p], por el teorema de Ibragimov.

En consecuencia, se puede eliminar la hipótesis φ(1)<1 en la

Proposición 3,13,

A continuación probaremos un principio de invarianza en casi to

do punto. Su demostración consiste en adaptar parte de la prueba del Th. 

3·1 de [2] para deducir de la Proposición 3,1 un principio de invarianza 

en probabilidad 5 de el se deduce luego el resultado deseado mediante un 

argumento de de Acosta para el caso independiente. Incluimos la demos

tración por razones de completitud de la exposición.

La observación, en el caso independiente, de que del principio 

de invarianza en probabilidad de [2] (Th. 3.1) se deduce un principio de 

invarianza en casi todo punto se debe a H. Dehling y W. Philipp.

3.14 Teorema. Sea {X^:l£j<jn,neTO un sistema triangular de vectores 

aleatorios a valores en B con sumas estacionarias, φ-dependiente con 

φ(1)<1 tal que:

(2) L(Sn) j γ, siendo γ una medida gaussiana.
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Entonces existen un espacio de pyql^büidad y dqa sistemas trian

gulares ÍX’^ :l<j<Jn,neU} y {y^ :l<j<jn,n€]N} tales que

Cal Iff^, t,. ,X’ ) r L(Xnl,,,, ,X . } para cada ne TI,

^^ ^nl**'**\ij SOÜ independientes identicámente distribuidos 

con ^C^p^ ^n para cada neU,

k
(c) max II $’ - T T II -> 0 c.s. cuando n->«>, siendo S\ =Σ X’., 

k l<kíj Λ nk nkj nj’
T v^ T · · n
nk 1 nj

Demostración. (I) Veamos que basta probar el resultado con ■> en lugar de 
P

-►c.s. en la conclusión (c) ♦

Sean entonces {X^},{Ynj} dos sistemas triangulares que cumplen 

(a),(b) y

Llamemos β =L( max S\- T . |L); se tiene β ^ y, por un 
n 11 nk nk" ’ nw 0 7 E

resultado de Skorokhod ([14]), existe una sucesión {η} de variables alea

torias reales tales que ί(η )=β y η 0 c.s.n n n

Tomemos S= Π (BJn x BJn); p : S BJn x BJn,q íB^-^R las pro- 
neU n n

yecciones canónicas (q sobre el n—esimo factor de B ). Para cada neN 
. n

. * , Jndefinimos φ :B x B B mediante n

Consideremos la probabilidad ^í({^;ne]N}l ?obre R y, para cada 

η^ι^ίΟίΧ^,Μ,,Χ^ )>(Ynp”*>Ynj )) sobre BJn x B n. Se tiene
-i -i ’ nJn n n

an° ^n ^n^^n P^ra cada n.
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Aplicando el TTl, A.l de [2] se obtiene una probabilidad a sobre 

S tal que α®Ρ^“αη Para cada n y α»((Φη® VneK^ ^=^‘ Tomemos Í^S,?®», 

X”j como la j-esima coordenada de la proyección canónica de Ω sobre el 
primer factor de B^n x B^n, Y’. como la j-ésima coordenada de la proyec-

ción canónica de Ω sobre el segundo factor de B n x B n.

Entonces {X”.} y ÍYT .} satisfacen lo deseado pues nj 7 nj

y

siendo

CU) Probemos ahora el resultado con -^ en lugar de -> c.s en (c), 

conclusión que llamaremos (c’).

Dado peB consideraremos el espacio producto B^ dotado de la nor- 
p-1

ma llx|li= Σ || x. || si χ=(χθ,Χρ..,,χ wp€^ Y denotaremos p la distancia 

de Prohorov entre probabilidades sobre B . Usamos la notación I(n,p,k) de 

la Proposición 3,1 y llamamos c(n,p,k)=card(I(n,p,k)); recordar que 
jn jn 

c(n,p,kXyJ ó [y] + 1.

Para cada peU elegimos n eB tal que n i“ cuando p+® y tal

que tón implique:

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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La posibilidad de esta elección se justifica por la Proposición 3.1.

Fijemos peB y neü tal que n^n<n^p Por (3.2) ,(3.3) y un teore

ma de Strassen ([15]] existe una probabilidad λ^ sobre BP x BP tal que, 

llamando K^ y ^ a ^as proyecciones canónicas sobre ambos factores,

y

Llamemos αη=^η[, · · · >^η· ) >?n=(7^ ^n)^n (probabilidades sobre 
n j n nJn n

B'’n) y definamos φ :B n + B^ mediante φ (y. , ...,y. )= 
η,ρ η,ρυ1’

( Σ ΥΓ···> £ y. )
jeI(n,p,O) J jel(n,p,p-l) J

Se tiene a ° 0 ^ = λ °ir? y β o 0 ^ = λ o K^ .
η η,ρ η,ρ 1 7 η η,ρ η,ρ 2

Por el Th. A.l de [2] existen un espacio de probabilidad Wn,An,Pn) Y vec

tores aleatorios

Vj ®j
con L(X’ )=a =L(X .,...,X . ), L(Y )=β =(γ “) _.n y LW (X’ } ,Φ (Y )) =

η n ni ’ njn η n ‘ J η,ρ η η,ρ n

λβ p. Se pueden considerar los sistemas triangulares {X’^}, {Y^} defi

nidos sobre el espacio producto de los ^n>^n>^n); Por construcción, ellos 

satisfacen (a) y (b) del enunciado.

La demostración de (c’) es análoga al paso V de la prueba del

Th. 3.1 de [2J. Observemos primero que si ε>0 y n^n<n^^ se tiene, lla

mando
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(Oíiáq-1), la desigualdad

(3.5)

Tomemos ε>0 y η>0. Por (**) existen a tal que φ(1)<α<1 y dos 

enteros ρθ>1, ηθ>1‘tales que

12si n>nn y además -r <ε/12, 2/ρη<η/3. Elijamos a continuación un entero V m v
o , P0

pl“p0’pl~2 tal que

(posible pues γ es gaussiana),

η >ηΛ y j cuando n>nPt 0 ' Jn Ί P1

Probemos ahora que si n^n^ entonces la probabilidad del miem

bro izquierdo de (3.5) es <η. Sea n>n ; existe un entero q>p. tal que 
P1 1

n ^n^i . . Debemos acotar a ,b y c ; se tiene q q+1 η’ n 7 n
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Usando la Proposición 2.2 y (3.4):

Para acotar cn, observemos primero que

luego, por la desigualdad de Ottaviani, resulta
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Esto completa la demostración de Ce’). □

Observación. Si un sistema triangular satisface (*) entonces se verifica 

la hipótesis (1) del Teorema 3.14. En particular, si {XjjeüJes una su— 

cesión estacionaria de vectores aleatorios a valores en B, φ—dependiente 

con φ(1)<1, {a }cB tal que a y L(a ^ Σ X.) ·* γ,una medida gaussiana, 
η η n J j

vale la conclusión del teorema para el sistema triangular 

{a ^X.:l<j<n, neU}.

Como en [2], se puede deducir del Teorema 3.14 el siguiente re

sultado. Dada una medida gaussiana γ sobre B> V^ denotará la medida de 

Wiener asociada sobre C([O,1],B) (el espacio de las funciones continuas 

definidas sobre [0,1] y a valores en B).

3.15 Corolario. Sea ^nj:^-j-jn> ne 10 un sistema triangular de vectores 

aleatorios a valores en B que satisface las hipótesis del Teorema 3.14.

Entonces existen un espacio de probabilidad (Ω,Α,Ρ), un sistema 

triangular {X\:l<j<jn> ne 10 de vectores aleatorios definidos en Ω y a 

valores en B y un proceso estocástico Ζ:Ω -> C([O,1],B) tales que:
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k 
siendo S’ χ’ , 

nk ! η j

Demostfácion» Consideraremos dos copias B^ y B^ de B. Definimos

ψ:Ο([Ο,1],Β) ·> π mediante 
neU Z

Tomemos dos sistemas triangulares {X^} y {Ynj} que satisfacen

las conclusiones del Teorema 3.14 y sea a =Í((X”1,.·.,Χ”. "Ή(Y .····.¥ . )). J n ni’ ’ njQ ’ ni* * njn

Llamemos S = B “ χ ΒΠ , T = B “ S = k S , T= π T y 0 :S->T ,p :S->S , ni 2 ’ n 2’ η’ n y η n n n n*neU neB
q_:T-*T a las proyecciones canónicas correspondientes. Se tiene

-1 ^3n ®3n -1
αη®0η = (γ ) = ^oq^ . Por el Th. A.l de [2], existe una probabili

dad a sobre S tal que α°ρ ^=a para cada neUy a°((0 °p ) _ -__) ^ = λ* 
η n 7 n ‘nntH

Ahora llamemos U, = π B^n, V=ü., U„=C(CO,1],B), V„= ir B,n, 
1 ne® 1 Z ne® 2

u^ y U£ a las proyecciones canónicas de U^x l^ sobre ambos factores;

análogamente se definen v^ y V£» Consideramos las probabilidades a sobre

V. x aov? sobre U_ y W sobre Uo; se tiene W 1=λ=α°ν Nuevamen- 
12’1 1 7 γ 2 γτ 2

te por el Th. A.l de [2], existe una probabilidad β sobre ü^xü^tal que 

α^1, βοη^Κγ y Boíidy , ψοη2) 1=α.

Definimos Ω=υ. χϋο, Ρ=β, Z=u« y el sistema triangular {X1.} como 1 2’ ’ 2 y ° nj

la.s coordenadas de Up se tiene L(Z)=W^ y para cada neK

Esto implica que {X’.} y Z tienen las propiedades deseadas (observar que

Z(0)=0 c.s.). □
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Dados a.,·· «.a eB, definimos p(a1M..,a ) € C([O,1],B) mediante I n 1 n

k k k+1para t€[O,l] (es la poligonal que vale a, en — y es afín en [-, ——3) ·

3.16 Corolario. Sea {X .:l<j<j ,nelO uri sistema triangular de vectores   nj n

aleatorios a valores en B que satisface las hipótesis del Teorema 3.14.

Entonces

Demostración. Sean ÍX’.} y Z como en el Corolario 3.15. Se tiene 
--------------------- nj

y además ||p(Z(l/j ),...,Z(l))-Z|| -> 0 en todo punto (continuidad de tra- 
n ®

yectorias).

Luego p(S^p...,S’- ) -> Z en probabilidad y, por lo tanto, 
n^n

Observación.Este resultado generaliza un principio de invarianza en distri

bución de Eberlein, Th. (3.1) de [6], cuya hipótesis (3) ha sido reemplaza

da aquí por las condiciones Χη^-*0 en probabilidad y L(Sq) £ γ. La condición 

que hemos llamado (**) es la propiedad (4) en el Th. (3.1) de [6] y es una 

versión para el caso dependiente de la condición (3.3) de [11] (hagamos no

tar que esta ultima siempre se verifica en el caso tratado en [11], como 

se deduce del Th. 2.1 de [2]).

Como consecuencia, damos una versión para vectores aleatorios a 

valores en un espacio de Hilbert del Th. 20.1 de [5]. Se la obtiene combi-
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nando loa cprol^ipa 3,12 y 3,16 juntg con la observación posterior al Teo

rema 3,14,

3,17 Corolario, Supongamos que B es un espacio de Hilbert. Sea ÍX.:je H} 

una sucesión estacionaria de vectores aleatorios a valores en B, φ-depen-

y ^«a><. . 5W». B ΙΙ,,Ι!’. y ^-0.

Entonces converge para cada feB’ la suma

y define la covarianza de una medida gaussiana centrada γ que satisface

4 . Caso ψ-dependiente.

Algunos resultados preliminares valen para sistemas triangula- 

res φ-dependientes que satisfacen la condición ψ*«»; ésta es otra restric

ción sobre vectores aleatorios contiguos.

Comenzamos con una modificación de una desigualdad de Γ8] (véase 

la demostración del Th. 3.1).

4.1 Lema. Sea {Xp ... ,Χ^} un conjunto de vectores aleatorios a valores en 

B con sumas estacionarias que cumple φ(1)<1 y ψ*<». Supongamos φ(1)<α<1 y 

sean s>0, t>0, u>0 tales que u>t+s,

y

Entonces



53

Demostración,Llamemos M" max ||x. || y definamos A^=[]]s^|| > t], 
l<j<n J

Se tiene

(si ||Sn|| > u, ||sk_1|| <t y HxJI í s entonces ||Sn-Sk|| £ ||Sn|| - Hs^U - H^H 

> u-t-s). Basta ahora aplicar la Proposición 2.2.D

4.2 Teorema, Sea ÍX^ :l^j^jn,ndN} un sistema triangular de vectores alea

torios a valores en B con sumas estacionarias, φ—dependiente con φ(1)<1, 

ψ*<« y que satisface la condición (*). Supongamos que L(S ) * V y que μ es n w

la’medida de Levy de V.

Entonces para todo TeC(y) se tiene

Demostración, Observemos primero que, argumentando como en la demostración 
k

del Teorema 3,3(1)» se tiene que LCCn|) Jv^ por θΤ Teorema central del
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límite, parte recíproca, del caso independiente (Th. 2.10 de [3]) resulta 

que knU€nl)|s' p|B^ para todo TeC(p).

Probemos que si 0<δ<ε

(4.1)

Para ello, tomemos d’ tal que 0<δ’<5 y d tal que φ(1)<α<1. Por

la propiedad (*), existe ηθε N tal que si η>ηθ

y

aplicando el Lema 4,1 con s=e-d, t=J’, u=e, se tiene para tales n

Observando ahora que n*n -> 1 (n-*°) se deduce 
jn

por el caso independiente.
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A continuación probaremos que

(4.2)

para todo cerrado F tal que dC0,F)>0,

Sea F un cerrado tal que d(0,F)>0 y tomemos ε>0. Para neU, i4,

llamemos ξ^3 ζ .-X M C.=C .-[X -eF], D.=D .=[ξ®€Β ]. Se tiene 
’n ni ni nx* i nx nx * x nx ni ε

y además

Fijemos he U; sea

si i=l,...,pn y para pn>h, l<i<pn~h llamemos
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Entonces, si p >h y 2<i<p -h η n

luego para tales n se tiene

Dado 6>0 se tiene para n suficientemente grande
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y

(por la propiedad C*) y θΐ Teorema 3.4, ya que pn/jn ·* 0) lo cual implica 

que

Luego para h£ H y δ>0 se tiene

y/de aquí, que p(F+B )>lím j P[X ^eF]. Pero esto implica (4.2) pues F es 
n

cerrado y ε arbitrario.

Para completar la demostración, observemos primero que basta 

probar el siguiente enunciado: (A) dadas una sucesión Me 1N y una medida 

σ-finita μ’ con μ’({0})=0 tales que w-lím j L(X .)|b%’|bJ para todo Te 
neM n ni τ τ

Ο(μ’), se tiene μ’=μ.

En efecto: supongamos (Λ) cierto y tomemos τeC(μ). Como 

^n^^nP ^τ^ es relat^vaniente compacto (Teorema 3.4) basta probar que to-
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da sucesión Me ÍN contiene una, suhsucesiín M' tal que w-lím j L(X _) | BC=»
* n ni Τ' neM’

p|B^, Pero dada una sucesión Me Tí, por la compacidad de íín^^n^)lB^ para

todo $>Q y un procedimiento diagonal, se puede encontrar una subsucesión

M’ de M y una medida y’ en las condiciones de (A); luego μ’=μ y, en parti

cular, M’ satisface lo deseado.

Para demostrar (A), tomemos M y y’ con las propiedades indicadas;

basta, probar que w-lím j L(X .)|BC=y|B^ para todo TeC(y)nC(y’). Fijemos 
neM

TeC(y)nC(y’); es suficiente probar:

<4,31

(4.4)

Tomemos un cerrado F; llamando S β{χ:||χ|| =τ}, se deduce de (4.2) 

que

(por (4.2) es lím j L(X p(S )£y(S )®0). Esto prueba (4.3). 
n

Observemos ahora que existe el límite de (4.4) pues TeCCy*) y 

coincide con y’(B^); por (4.3) se ve que basta probar que y’(B )^μ(Β )¿ 

Dado ó tal que 0<δ<τ y τ-δ e C(u’), (4.1) implica que



59

y basta entonces considerar una sucesión de tales & que decrezca a cero. 

Queda demostrado (4.4) y, por lo tanto, el teorema.□

El siguiente lema, y su demostración, es de A. de Acosta (no pu- 

blicado). Dado un subconjunto A de B, 3A denota la frontera de A y A =» 

{x:d(x,A)<e} si e>0,

4.3 Lema. Sea {Xp... ,X } un conjunto de vectores aleatorios a valores en 

B. Si A es un subconjunto de B y ε>0 entonces

n
Demostración. Fijemos j, l<j<n, y llamemos Z.= Σ X.. Se tiene 

J i=l 1

además

(por ser B un espacio lineal normado, d(x,A)=d(x,3A) si xcA ) y, análoga

mente ,
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para j=l,...,η.Π

4.4 Proposición. Sea {Χ^:1^^η,η€ Β} un sistema triangular de vectores 

aleatorios a valores en B estacionario, φ—dependiente con φ(1)<ί,ψ*<® y

que satisface la condición (*). Supongamos que para cada ne Tí

siendo σ una medida positiva finita tal que II θ^ΙΙ -1 y σ (B-t)~0 para cier

to t>0 independiente de n.

Entonces, si [(S^) J V y μ es la medida de Levy de V, se tiene 

que μ(Β.)=0 y V=Pois(p), Además, Í(S^) Poís(p|b5 para todo TeC(p). t n w t - ·
Demostración. Mostremos primeramente que

para todo r>0. Argumentando como en la demostración del Teorema 3.3(1) es- 

te trecho se deduce de que para cualquier τ>0 σ(Χηρ<σ(Χ^^) J de que el 

sistema triangular {X^} es estacionario y tiene la propiedad (*) (nótese 

que (*) es consecuencia del Teorema 3.4 en virtud de la desigualdad

Probaremos ahora que para todo TeC(p)
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(4.5)

Por la observación anterior, es suficiente demostrar

(4.6)

para todo TeC(p).

Fijemos TeC(p) y tomemos ε tal que 0<ε<τ; por el Lema 4.3, se 

tiene para ne Tí

Veamos que

(4.7)

En efecto: si 0<ε<τ se tiene para ne Tí
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luego, por el Teorema 4,2,

y esto implica (4,7) pues TeC(p),

Ahora probaremos

(4-8)

Dados ε>0, η>0, s>0 escribamos para ne IN

esto muestra que para probar (4.8) es suficiente demostrar las dos afir

maciones siguientes:

(4.9)

(4.10)

Para verificar (4.9), fijemos a tal que φ(1)<α<1. Dado δ>0 lla

memos η=ηίη{1-α,δ(α-φ(1))}, elijamos s>0 tal que
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^ nQe ^ t^1 ^ue

si η>ηθ. Luego, si η>ηθ y l<k<jn se tiene

y aplicando la Proposición 2.2 resulta

para tales n. Esto prueba (4.9).

Fijemos ahora ε>0 y s>Ó. Si ne Ή y l<j<p^ llamemos

por la Proposición 2.7, tenemos

Tomemos a tal que φ(1)<α<1. Por la propiedad (*), existe ηθε U tal que



64

si η>ηθ; luego, si η>ηθ y’ l-j-Pn> se tiene (Proposición 2.2)

y

Luego, si η>ηθ

pero ξ ^ -> 0 en probabilidad por el caso independiente y sup j e||x ^ IH00 
n

como conseóuencia del Teorema 3.4 y la desigualdad

Esto da la validez de (4.10).

Tenemos probado (4.7) y (4.8); ambos implican (4.6) y, por lo 

tanto, (4.5) es válido.

k
Sea TeC(p) · Como UCn|) n ^ V ^e^ ^‘ 2· 10 de [3] se deduce que
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τ kn ’ c
t(£njl J^^Od^l. y argumentando como en la demostración del Teorema 

n τ i c
3,3 (1) se obtiene L& ζ t) -> Pois(p|B ), lo cual, sumado a (4.5), prueba

que l(S^Tb J Pois(p|B^,

Tomemos ahora TeCQi), T<t, Dadq que

lo anterior dice que L(S )=i(S^T^) J Pois(u|B^) y resulta V=Pois(μ|b^) pa

ra un tal T. Luego si Tj’eCCp) y τ<τ’<ί se tiene

y por la unicidad de la representación de Lévy-Khintchine se obtiene 

IcB^nB^^O. De aquí se deduce que μ(Β )=o y que, si TeC(p) y T<t, es V- 

Pois(μ|B^)=Pois(μ).□

Necesitaremos el siguiente resultado (Lemma 2.4 de [3]):

4.5 Lema. Sea {X .:l<j<j ,ne3N} un sistema triangular de vectores aleato— 
  nj n
ríos a valores en B. Supongamos que { Σ^_^η ^ttnj)|^} es relativamente 

compacto para algún ά>0. Entonces {L(S^ 7)} es relativamente compacto pa

ra todo τ^ό.

4.6 Lema. Sea ÍX^ :l<j<jn,ne lO un sistema triangular de vectores aleato

rios a valores en B estacionario, ψ-dependiente con φ(1)<1, ψ*<°° y que 

satisface la condición (*). Si ||Xnj || <M c.s. y {((S^)} es relativamente 

compacto entonces para todo 6>0 y todo feB’
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Demostración, Fijemos <$>0. y ί^’ι. Sea he JN; sineU es tal que j^^h+l e

i cumple h^l<i<j^fk llamemos

Para dichos n se tiene
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Tenemos las acotaciones siguientes:



68

(se usaron las proposiciones 2,6 y 2,7} y, procediendo como con b^,

Supongamos probado que

(4,11)

Por otra parte, se tiene e||x^|| ^C||xnJI ^J y Ellxn¡JI - 

^\JI ^^3+e para todo ε>0. Luego E¡|x jJ| -> 0, Ε||Χη^.|| ■* 0 y, por el Teo- 

reina 3.4, K=sup ínElxnjll <03· 
n

Luego se tiene para todo he 1N

y basta entonces hacer tender ha® para obtener la conclusion deseada.

Resta probar (4.11). Observemos primero que aplicando el Teore— 

ma 3.4 y el Lema 4.5 se deduce que {L(S^ ) } es relativamente compacto y 

de aquí que lo es {[(S^ ^)} ya que S^ ^=^n“ ^ ’ ^tese Que θΐ sistema 

triangular {Xr·^ tiene las mismas propiedades que {X ,} (para verificar 

(*), escribir
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y tenar en cuenta el Teorema 3,4).,

Podemos^ suponer que {ÍCS^ ^.} converge débilmente a cierta pro 

habilidad V, Fijemos a tal que φΟΟ^οΚΐ y llamemos τρίκχ. Elijamos χθ>0

tal que

y ηθε U tal que si η>ηθ

donde hemos llamado u r =L(Z X ,J. no i nj o

Luego sí η>ηθ, l<k<Jn y χ>χθ se tiene

Por la Proposición 2.2, se tiene para η>ηθ y l<k<jnt
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y basta entonces aplicar la Proposición 3,5 para obtener (4.11).□ 

Podemos obtener ahora condiciones necesarias de convergencia a

un límite infinitamente divisible.

4.7 Teóréma. Sea {X^ :l<j<jn,ne ÍN} un sistema triangular de vectores alea

torios a valores en B, estacionario, ψ-dependiente con φ(1)<1, ψΑ<® y que 

satisface la condición (*). Supongamos que L(S ) -> V con representación

de Levy-Kh in t chine ν=δ *Y*c Poisu para TeC(p), siendo z eB, γ una medida Ζτ τ τ

gaussiana centrada y μ una medida de Levy.

Entonces:

(a) para todo TeC(p) : dj/Q^pl1^ J vl^»

(b) para todo feB’,

(cj para todo TeC(p),

y
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Demostración, El Teg^ema 4,2 pyueha Ca)i PxphemQS Cel, 

fíjenjo^ TeCQjl y yeamoa que LCS^l J PoisCp|b^) . Como{L(S^)}

es relativamente compacto (por el Teorema 3.4 y el Lema 4.5) podemos su—

poner que es convergente; llamemos a a su límite débil y observemos que

el sistema triangular {X^}tiene las mismas propiedades que {X^} Cía pro

piedad (*1 se deduce del Teorema 3.4 y la desigualdad

Aplicando la Proposición 4,4 resulta a~PoisA siendo λ una medida de Levy, 

B^. Para ello, tomemos T’eC(X), τ’<τ;

se tiene entonces, como L^J-LQí ,) (B )¿L+L(X -)|bC, j L(XT1)|bC1 = í ni ni τ . 0 ni ‘ τ ’ Jn ni ' τ 

ín^^npl^ y se deduce del Teorema 4.2 que λ | B^ t-μ | B^. Luego λ=μ|β^.

Probemos ahora que si TeC(p) y cierta subsucesión {L(S t )} 

converge débilmente a^ entonces β tiene medida de Levy pIB . Hagamos no- 

tar primeramente que {X t._} satisface las hipótesis del Teorema 4.2 y 

llamemos λ a la' medida de Levy de β; dado τTeC(λ)nC(ρ),τ'<τ se tiene

BTt=jnUX j) |B nB t para todo n, lo cual implica que λ|Β ,= 

μ IB nB^,. De aquí se deduce que λ=μ|B .

Probemos ahora la siguiente afirmación: (I) si TeC(y) y cierta 

subsucesión L(S ) ·> δ *y*c Pois(p¡B ) (lo anterior asegura esta expre-

sión para el límite) siendo zeB y γ una medida gaussiana centrada enton

ces ÍL(S .)} converge a δ *y*c Pois(p|B ,) para todo τ’>τ, T’cC(p).

Para demostrar (I), fijemos τ’ con tales propiedades y una sub

sucesión infinita {n’l de {n,} tal que {L(S , ,)} converge débilmente;

basta probar que su límite tiene la forma deseada (pues {L(S .)} es 
ντ
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relativamente cq^ctplj Gracias a 1$ integyagilidad que da la Proposición

3,5 se tiene

(se usó una propiedad de las medidas de Poisson τ—centradas; para su de

mostración y la de otras propiedades que usaremos puede verse el §1 de 

[3]); también, llamando m=lím (ES t t-ES t ),.se tiene
Ri n Λ n Λ

como consecuencia del Teorema 4.2. Si el límite de {L(S , ,)} tiene re-η’,τ’
presentación de Lévy-Khintchine δ\*γ’*c, ,Pois(p|B ,) con z’eB y γ’ gaussia 

Z Γ T —

na centrada, resulta
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y

(que se deduce de la compacidad relativa de {L($\ .)}, la Proposición

4.4 y el Teorema 4.2 con argumentos similares a los ya usados}. Por pro** 

piedades elementales de las medidas de Poisson T—centradas se tiene para 

todo feB’

y

en consecuencia, de la igualdad

aplicando el Lena 4.6 se deduce Φ ,(£,£)=Φ~(ί,£) para todo fcB’. Luego γ’ 

=γ y además ó^c^^oísíuIb^^^^PoísCvIb^,) ; esto termina la demostración 

de (I).

Fijemos ahora TeC(y) y completemos la demostración de (c). Sea 

{n’}c]N una sucesión infinita tal que {LfS^, τ)} converge a ó^^^c^Pois 

(p|Bp siendo zeB y γ una medida gaussiana centrada; probaremos que z=z^ 

y Y=y. Esto, por la compacidad relativa de {L(S )} y una aplicación de 

la Proposición 3.5, terminará la demostración de (c) . Tomemos entonces
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un^ sucesión c^ecígnta Ιτ^)^ψ) t$l que τ^^τ j T^i POX’ Ü1 resulta que

para todo kc B y entonces puede elegirse una subsucesión {n^}c{n’} tal que 

pCL(S ),V )<l/k para cada kc 1N. Obsérvese ahora que S -> 0 en proba- 
“k

bilidad (dado e>0, el Teorema 3.4 permite elegir r>0 tal que sup j^l/X^) 
n

(B )<ε y entonces será P[||s || >0]<j P[||x - || >τ-]<ε si k es suficien-

temente grande como para que T >r) y que c Pois(p¡B ) -> c Poisp (por pro* 
k

piedades básicas de la convergencia débil de medidas y de las medidas de

Poisson τ-centradas). Por lo tanto,

y la unicidad de la representación de Lévy-Khintchine hace que ζ^ζ^, γ=γ, 

Como dijimos, de aquí se deduce la tercera conclusión del enunciado.

Por otra parte, de (c) y aplicando la Proposición 3.5 se obtie

ne que
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para, cada feB’ y cada TcCQjlj de aqu£> r^zgn^ndQ cqnq en la demostración 

del Th, 2,10 de (3J, se deduce la segunda expresión para la covarianza de 
I 1 !

γ que se anuncia en (BL Para probar la primera expresión, fijemos feB’ y 

observemos que, por lo que acabamos de demostrar, es suficiente verificar 

que uídjf^lím Ef CS ^E$ .] y vC5,f)=lím Ef (S ^ES .) son funciones 
n ’ ’ n ’ ’

no decrecientes· de ó, Pero si 0<ó<ó’ se tiene

y la monotonía de u(.,f) y v(.,f) es entonces consecuencia del Lema 4.6.Ü 

Seguiremos usando la notación ν^ίδ,ί) con el significado de la

Sección 3*

4.8 Corolario. Sea {X^} un sistema triangular que satisface todas las hi

pótesis del Teorema 4.7. Supongamos que se cumple alguna de las dos siguien

tes condiciones:
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Entonces, paya todo £eB’,

Demostración, Comencemos observando que dados feB’ y δ>0 la finitud de Ck _

equivale a que Kj ^sup jnEf (xni^<co si se verifica que sup j^ |Ef(Xn^)| 
’ η n

<°°; pero esto se deduce de nuestras hipótesis ya que j ¡Ef(Xn^)|<

j|f||||ES J| y sup ||ES J| <°° (usar' (a) y (c) del Teorema 4.7). 
" " " n, o " ” n 9 θn

Supongamos válido (i); fijemos feB’ y su correspondiente Ó. Si

TcC(p) y τ<δ se tiene, como en la demostración del Corolario 3.8,

(4.12)

que tiende a cero cuando n-x» pues C <«>. Luego basta aplicar (b) del Teo 

rema 4.7 para obtener
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^ara deduci da CÍ4J. la 19 ism a igualdad, tobemos feB’ y el $ que 

le asocia dicha condición, Sea TeC(p)., τ<}| se tiene M pues

Luego se tiene en QiJ2)

que tiende a cero cuando n-*». Nuevamente se usa (b) del Teorema 4,7 para 

obtener lo deseado,

Para probar la parte restante de (b’), notemos que si feB’ y 

0<a<3 se tiene

C4,13) VnCa,f)

Por el Teorema 4,7, an(a,B)^0 para cualesquiera 0<α<β, pues se



78

que se verifica (i); tomemos feB’ y el δ de di

cciones de (4.13), se tiene, si 0<α<β<δ:
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y para ello e& suficiente demostrar que

para toda sucesión de reales positivos {ó,} que converge a cero. Fijemos

una tal sucesión {6. } y elijamos sucesiones {τ. } y ÍtJ } contenidas en C(y) k . k k

tales que τ^<δ^<τ^ y T¿*^> luego, para k tal que τ^<δ, se deduce de (4.14)

y usando (a) del Teorema 4.7

2Luejo, gracias a la finitud de K^ y de /^ f dp, se deduce

Esto completa ía demostración, con la hipótesis (i), de la ex

presión para Φ^ en (b’) que involucra el límite superior; la referente al
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límite ί,ηίεϊΐ,Οϊ %e tyqt^ análogamente, fijondq una %uceswn {^} que.ti.en- 

de 4 cero y eligiendo sucesiones en Οφί como las- anteriores,

Ahora deduciremos de (iij las expresiones de Φ^ en términos de 

límites superior e inferior«Dados feB’, 0<d<f, se tiene, con las notacio

nes de (4.13):

y

Se obtiene entonces de (4.13) que si 0<α<β

Esta propiedad y lo ya probado implican lo que se quería demostrar.□ 

Observación. Sea ÍX .} como en el Teorema 4.7. Si ?φ^^(3)<1/4 ó ?ψ(ί)<1/2
7 nj 1 1

entonces vale (b’) del Corolario 4.8 (argumentando como en la observación 

posterior al Corolario 3.8, se prueba que C^ o M^ es finito para todo 

feB’ y todo δ>0) .

Concluimos con dos resultados que dan condiciones suficientes 

para la convergencia a un límite infinitamente divisible cuando B es de 

dimensión finita.
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4,9 Teorerq^t Supqng^os que R es de dimension íwiit^ Sea ÍX^ ;l<j<j^,n€]N}

un sistema triangular de vectores aleatorios a valores en R estacionario.

ψ—dependiente con φ(1)<1#ί ψ*<«> tal que:

(1) ÍX^ } satisface (*) ,

(2) existe una medida σ-finita y sobre B tal que para todo TeC(p)

(3) para todo feB1 existe una sucesión de reales positivos {δ^} 

con δ^ΨΟ tal que

existen,

'(4) existe δ>0 tal que {ES es relativamente compacto en B. n, ó

Entonces:

(a) μ es una medida de Levy,

(b) existe una medida gaussiana centrada γ sobre B tal que

Φγ(ί,£)=Φ(£) (feB'),

(c) para todo TeC(p),

Demostración, Tomemos el δ de la hipótesis (4), Sea feB’; por (3), existe 

2
δ’ con 0<δ’<δ tal que C^~sup Ef (S ^-ES ^t^00 ^ Por Chebychev se obtie- 

n * * '
ne
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para todo t>0F lo que muestra que {LffC^ ^^ES^ ^llJ es relativamente 

compacto. También lo es {LC^ /)) θη virtud de (2) y el Lema 4.5, puesn, o

n <S η n ’ Por Ia Proposición 3.5 se deduce que ÍES^ ^} es relati

vamente compacto en B.

Luego {L(f(S .-ES .))} es relativamente compacto para cada n, 0 n,o

feB’ y en consecuencia lo es {L(Sn ^-ESn $)} puesto que B es de dimensión 

finita. De (4) se deduce que {Í(Sn ^)} es relativamente compacto y,-como 

lo es {L(S^ j}, ÍLÍS^)} resulta relativamente compacto.

Consideremos ahora-uña sucesión {n’}cl tal que {L(S^,)} conver 

ge débilmente. Su límite será una probabilidad infinitamente divisible V 

con representación de Levy-Kh intchine δ *y*c Poisp’ siendo z eB, γ una ζτ τ τ

medida gaussiana centrada, μ1 una medida de Levy y T¿C(y’). Por el Teore

ma 4.7 y la hipótesis (2) se tiene p’|{0}C=y|{0}C; por otra parte, la hi

pótesis (3) y la segunda conclusión del Teorema 4.7 muestran que γ tiene 

covarianza Φ (ί,ί)=Φ(ί) (feBT). Además, ES t ·> z en B si TeC(p).Y n ,t t

De la existencia de tales sucesiones {n’} se deducen las conclu 

siqpes (a) y (b).

Para probar (c), fijemos TcC(p) y observemos que {[(S^-ES^ τ)} 

es relativamente compacto ({ES^ ^} es relativamente compacto en B por (4) 

y porque lo es ÍESV ¿} si 0<α<β). Es suficiente demostrar que toda subsu- n, p

cesión convergente tiene el límite deseado; pero si {{.(S^-ES^, ^)} es 

una tal subsucesión, basta tomar una subsucesión ín”} de {n’} tal que 

íl(S^n)} converge y aplicarle el argumento anterior.Π *
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4,10. CQtQlayiQt ^uppngamos qua B ea de d^ensiiiSn f$pjX4,$ea ÍX jl^j , 

ne IN) un sister triangular da vectpres^ aleatorio^ a valore^ en B estado 

nario, ψ—dependiente con, $(1)^1» ψ*<ω tal que:

Cl) existe una medida (^finita 54 sobre B tal que para todo Te 

C(p)

(2) se cumple alguna de las condiciones (i) o Cii) del Corola- 

rio 4,8 y para todo feB’ existe una sucesión de reales positivos {ó,} con 

^θ ta^ ^Ηθ ex^Sten

(3) existe a>0 tal que ÍES } es relativamente compacto en B. η,α

Entonces:

(a) y es una medida de Levy,

(b) existe una medida gaussiana centrada γ sobre B tal que

Φγ(£,ί)=Φ(£) (feB’),

(c) para todo TeC(y),

Demostración, Debemos verificar que ÍX ,} satisface la condición C*) y la 

hipótesis (3) del Teorema 4,9.

Con el objeto de probar la primera propiedad, tomemos a como
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en Q1 γ e^criU^njQ^ paya ης®, Z^J tal «pie. £ íjnJ

Por (1) y (3), es suficiente demostrar que el sistema triangular

ÍX . —EX . } cumple (*). nja nja r

Sea {Z^Jc ]N tal que ¿n^j Y ^n^n^· Supongamos que se verifica 

la condición (i) del Corolario 4,8. Si feB’ y δ>0 es tal que C$ £<°° se 

tiene

que tiende a cero cuando n-x»; como, por otra parte, es consecuencia de (1) 

£ n s sque Σ· (X^t“EX^t) 0 en probabilidad si 0<s<t, se obtiene que

£ - £η n
f(£ (X^.^-EX^^)) -> 0 en probabilidad para cada feB’. Luego £ ^nja”^nja^

-> 0 en probabilidad pues B es de dimensión finita.

Ahora supongamos que se cumple (ii) del Corolario 4.8. Dado feB’, 

argumentando como en la demostración de dicho corolario y usando (2), se 

obtiene δ’>0 tal que M^ f<°° ^ sup|^nW’»f) l<00> llamemos Y^=f (Χ^^,-ΕΧ^^,.) 

y escribamos
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Se tiene

y

η
luego f(Σ (X ...-EX .,,)) ·> 0 en probabilidad. Como antes, se deduce de1 njó' njó'

£ n
aquí que Σ (X . -EX . ) -> 0 en probabilidad.1 n j ex n j ex

Para deducir la condición (3) del Teorema 4.9 de nuestra hipóte

sis (2), basta probar que para feB’ y δ>0 suficientemente pequeño

tiende a cero cuando η*». Pero si se verifica (i) del Corolario 4.8 se tie 

ne

si ñ es pequeño como para que C$ f<°° (ver la demostración del corolario); 

si vale (ii), se tendrá

que tiende a cero por razones análogas.□
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