SFMIGRUPNS DE OPETADORES N COMVALIICTON

FN FSPACINS DF T RFPT

Por:

Jorge N, Samur

Trabajo de grado presentado como reauisito parcial para

optar al titulo de MMagister Scientiarum en ‘atemiticas.

Tnstituto Venezolano de Investigaciones (Cientificas, IVIC.

Centro de Fstudios Avanzados

Caracas

F'nero 1079



El trabajo dc grado de Jorge D. Samur titulado "Semi-
grupos de Operadores de Convolucidén en Espaéios de Hilbert"
ha sido aprobado por el Jurado, quien no se hace responsa-
ble de su contenido, pero lo ha encontrade correcto en su

calidad y forma de presentacién en fe de lo cual firman:

Alejandro de Acosta ' 4, :
Director del Trabajo /tczﬁ—te-l L_
{

IVIC

Mischa Cotlar . C_:t,__
ucv ' s ,

.
Evarist Giné ;JL’/
IVIC | [




RESUMEN DEL TRABAJO DE GRADO PRESENTADO PARA OPTAR AL TITULO
DE MAGISTER SCIENTIARUM EN MATEMATICAS

SEMIGRUPOS DE OPERADORES DE CONVOLUCION EN ESPACIOS
DE HILBERT

Por

JORGE D. SAMUR
Centro de Estudios Avanzados

Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas
(IVIC)

Caracas, Enero 1979

ALEJANDRO DE ACOSTA
Director del Trabajo

Se describe, sobre ciertas clases de funciones, el
generador infinitesimal de un semigrupo de operadores de
convolucidn que act@ia en el espacio de las funciones rea
les wuniformemente continuas y acotadas definidas sobre

un espacio de Hilbert.



AGRADECIMTIENTDO

Mi gratitud para Alejandro de Acosta, director de este

trabajo, quien me ha guiado generosa y pacientemente.

También agradezco el apoyo recibido de CONICIT y CORDIPLAN

durante la preparacidon de este material.

iv



I NDTICE

Pag.

SUB{ARIO.‘.0...‘...00....'...'.C.Q...............0.... ..iii

AGRADECINIIENTO ....... ® & 6 06 06 0 0 0 06 06 0 06 06 06 00 08 00 0 0 00 00 0 0 o b O 9o iv

INTRODIJCCION...C.' .................. ¢ & 5 06 6 6 &6 06 06 8 06 0 0 6 & 0 0 o o0 1

1.-

Convergencia débil; S-operadores ......... ceeeen .. 4
Semigrupos de probabilidades y de operadores....... 12

Probabilidades infinitamente divisibles en espacios
de Hilbert ....... Ce s et s asssseseessseeseensane N ¥

Semigrupos de operadores de convolucidén en espacios
de Hilbert ........ C et eesaessessstsaessaesssessanns 39

Referencias ® & ¢ 6 & 0 0 0 9 06 b ¢ ® 06 & 5 ¢ 0 06 6 ¢ 0 0 00 O " SO O 0 0 v O OO [ ] 57

Curriculum Vitae ...... ceesennsens e ceesessasseesses D9



INTRODUICCTNN, Toda probakilidad infinitamente divisiﬁie;;so-

bre un espacio de Banach rcal separahle T tiene asociado un
scmigrupo de operadores de convolucidn “uertemente continuo
en el espacio de Banach F“(F) (funciones de T en ™ uniforme-
nmente continuas y acotadas, con la norma de la convergencia
uniforme). Por teoria general, cada uno de ellos posee un
generador infinitesimal definido sobre un suhesnacio (que

dcpende del semigrupo) denso en (,(F).

Restringiéndonos al caso en que F=!! es un espacio de
Ililbert (aunque algunos resultados valen en situvaciones mis
gcnerales), nos ocunamos de describir la accion de los gene-
radores dec esos semigrupos sobre ciertas clases de funciones
diferenciables. Tn este sentido, sc generaliza al caso Hil-
bert (Teorema 4.1) resultados de Courrece para P [5] mos-
trando una clase de funciones de (, (") sohre la cual se nue-
de caracterizar el generador infinitesimal de todo semigru-
po de operadores de convolucién; pern esta clase sélo es
lensa en C, (1)) cuando ' es de dimensién finita. F1 resul-
tado mejora cuando nos limitamos a semigrunns oue provienen
de prohabilidades sin comnonente caussiana: existe ura cla-
se (fija) densa en C (1), adecuada para describir sus gene-

radores infinitesimales (Teorema 4.4).

F1 método de demostracién es directo a partir de las
propiedades de la convergencia débil de medidas y de consi-
derar la norma traza sohbre los S-oneradores: los teoremas

3.4 y 3.5 son hasicos. Se usa tamhién la unicidad de la re-



presentacién de Lévy-Khinchine nero se nruehba su existencia.
Fl trahajo comparte ideas vy técnicas con [2]. lns

resultados de densidad mencionados dependen fuertemente de

[11].
A continuacidn fijaremos algunas notaciones.

F designari un espacio de Banach real separabhle,

B. = {xeF :||x]||sr} para r >n.

Llamamos R(E) al conjunto de las funciones horelianas
acotadas de F en R ¥y CU(F) al subconjunto de las funciones
uniformemente continuas vy acotadas. Ambos son espacios de

Banach provistos de la norma ||f|]| = su;[f(x)l.
Xe

H indicari un espacio de "ilhert real senarable. Si F
es una funcidén continua de ¥ en R aue tiene derivada en el
sentido de Fréchet en x ¢ H, f'(x) designarid el elemento de
M tal que <f'(x),<*>es la derivada de f en x (<..> es el pro
ducto interno de H). Andlogamente f''(x) designari el opera
dor acotado simétrico (en !") tal que <f"(x)(-),-> es la se
gunda derivada (Fréchet) de f en x, si existe. Llamamos
CSZ)(fU al subespacio de C, (1) formado por las funciones

f que son dos veces derivahles (Fréchet) y tales que || f'|]l=

sup || £1(x) || <=, || £']]=sup || €"(x)|] <= y £
xeli xeH
es uniformemente continua (usamos |-

|nara indicar varias

normas distintas).

Si M es un espacio métrico, diremos "H es una medida

sobre ™" para indicar cuc H es una medida positiva definida



sohre la 0- dlgebra de Borel de . Si Ac', T, denota el in-
dicador del conjunto A y /A es 1a medida sobre * definida
por (ul A) (C) = u(AnC) para todo horeliano C de M. Para
una medida finita u sobre M, ||ull=uM). 8, designa

la nrobabilidad concentrada en XxelM,

Si ¥ es una medida sobre un Ranach F, 1 es la medida
definida por b (C)=u(-C) para todo horeliano C de F; p se
dice simétrica si W =u. DNesignamos con p x v el producto
de convolucidon de dos medidas finitas u, v sohre F; para una
tal medida finita M se define exn (u) con la serie usual y
el producto de convolucién. Si pwesuna probabilidad sobre

E, su funcional caracteristica es ﬁ(f)= felf(x) u(dx) para

feF' (el dual topoldgico de F).

In F-vector aleatorio X es una aplicacién medible de
un espacio de probabilidad en ¥ (con su 06-algebra de Borel);

L (X) designa la probabilidad que induce sobre F.

N designarda el conjunto de los niimeros naturales mavo-

Tes que cero.



1. Convergencia débil; S-oneradores.

Fnunciaremos hrevemente algunas nropiedades de 1la con-
vergencia débil de medidas ("eferencias: [10] Chapter II, §6

y [4], Exposé N°5).

Sea * un espacio métrico separahle completo y llamemos:
Cyp (M) al conjunto de las funciones de ™ en IR continuas y aco-
tadas,uﬂr(”) al conjunto de las medidas (positivas) finitas

sobre M. La topologia débil en.&7(u) es la topologia déhil

que Ch (M) induce sobre«$+(M). Si{uaxxeA} es una red en
+ +

J@(M) y u<«/6(ﬂ), {ua} converge a M en esta topologia si y

s6lo si para cada fech() | ﬂh&fifhh; en este caso, es-

cys w < s . \
cribiremos W, —> M. Condiciones eauivalentes a H,—>uson:

(i) Jﬁﬂia“ fduy para toda € :M—P uniformemente continua y

acotada,
(i1) Hua”_'” uH y l%“—ua(F)Su(F) para todo cerrado F de M,

(iii)ﬁdus 1im fdp  para toda f :M—P semicontinua inferior
a

mente y acotada,

(iv) Hy (A)—u(A) para todo horeliano A tal que u(FrA)=0

(FrA es 1a frontera de A),

(v)./Gdia~Jﬁﬁu para toda f :»» horeliana, acotada y tal que
el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida wu

nula.

F1 siguiente teorema de Prohorov caracteriza los conjun
. . Mt .
tos déhilmente relativamente comnactos de (*): un conjunto

Aca%&FD es déhilmente relativamente comnacto si y sélo si



(1) sw |Jul] <= -
ueA

(TT) Para cada € > 0, existe un compacto KcM tal que

sup u(KC) <e.
HeA

(K€ es el complemento del conjunto Y¥).

Nado r >0 el conjunto JZ;("V); {u¢£01): Hull<r}
con la topologia déhil restringida es un espacio metrizahle,
separable y topoldgicamente completo. Fste resultado vy el
teorema de Prohorov valen para @%NO, el espacio de las pro-

babilidades sobre M con la tonologia débil.

Mencionemos una @iltima nocién ( 101 , Chapter 111, §2).
Sea F un cspacio de Banach; una familia {ua: aec A} con-

tenida en P(F) se dice relativamente comnacta salvo trasla-

ciones si existe una familia {xazzxeA} de puntos de F ta-

les que {ua:kdxazcxeA}es relativamente comnacta. Se tiene

el siguiente resultado: si{ua:cxeA},hh;(xeA} son familias
en @(F,) tales que {ua * V.0 aeA}les relativamente compacta

entonces {ua} y {va} son relativamente compactas salvo

traslaciones.

Necesitaremos el siguiente resultado, que es una.gene-
ralizacion del Theorem 6.8, Chanter TTI de ﬂﬂ] : su de-

mostracidén sigue las ideas alli usadas.

1.1 Proposicién Sean M un espacio métrico separable com-

pleto vy {ua:<1eA} una red relativamente comnacta enJA6+(‘Q,

convergente débilmente a M. TFntonces si F es un conjunto



de funciones horelianas de * en P que es uniformemente aco-
tado ( sup {|E(X)|: feF, x eM} <® ) y equicontinuo en todo

X € D¢, siendo D un cerrado con M(N)=0, se tiene

lim sup | <Mudjﬁm4=o.
a feF

Demostracién. Para X e M,8>0 1lamaremos B(x;8) = {ye M:d(x,y)<é}

(d designa la métrica de ), v parar >0 Dr={x e M:d(x,M)< r},

D;_ = {x e M: d(X,M)SI'}. Sean m= sup {lf()()l: f e F, X e M},

P= sun ”U H .
aelA &

Fijemos € >0, Tomemos un compacto X tal que u(K®) <€,
sup U, (¥©)<ey r>0 tal que p (D%Ke(existe un tal r

aelA
porque sir

Veamos aue existen borelianos C1,..., Cn disjuntos ta-

n
les que L_ =KNng= kL=)1 Cy» sup If (y)-f(z2)lke si vy, zeCk(k=1,

feF
eeey N) ¥ U(FyCy)=0 (FrCk es la frontera de C). Para ello,

observemos aque para cada xeDC€]1a equicontinuidad de F en x

implica que existe §(x)> 0 tal que sup|f(y)-f(z)| < €
fe

siyv, Ze B(x; 6(x)) v u(FrB(x; s(x))=0 (si é no cumple
esta iltima condicidn, se puede elesir un §,0<8'< s

' aque la cumpla pucs TyR(x;8')CS(x,8') = {yeM: d(x,y) = 8'}y
S(x ;6')es una unién no numerable disjunta de medida u

LJ
0<E7<s

finita). Tor ser Lr un compacto contenido en D¢, ecxisten

n
x}...,zﬁehc tales quechjL_)1 Bj , Siendo B)‘ = R (xj;(s(xj) ).
Por el procedimiento usual se ohbhtienen los conjuntos de-

seados.

Flijamos ahora Eke Cx (k=1,...,n}; para una medida fini-



~ M
ta A sobre ' definimos ) = k§1 A(C) 65 . Para feF se tie-
k

ne entoaces

~ n
i/;rtdx-ﬁr fdx|< k;ﬁk'lf-f(sk)ldx <exl<e I

Si aeA,feF:

| feduar feduls] feon dug frap £oult] - Eucd] gdnlelf faue [ ocaul
T T T v r K i

< m(ua(DI'.)+e)+| -/; fdu o '/; fdu| + 2me,
T T

pero | Iy fduls) f; €u o ] 4l o)+ fdﬁ&ﬁfdﬁH% £4ii- f; €au
T T r T r T r T

n
< 2p e +m kz1 l“a(ck)'“(ck)l

Luego para ae€A

n
zug |ﬁdp a-ﬁdp | <2 (p+m)e+m(u (D) +€)+m RZI l“a(ck)-u(ck) | .
€ - <

Como

TIm u, (D) <u(D}) ¥ 1y (C) = u(C) (k=1,..,n),
a

Iim sup lﬁdud ﬁdulg(2p+4m)e.
a feF
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l.a arbitraricdaddeeimplica el resultado. .

Nado un espacio de "ilhert real senarahle ', coro en

[10] (Nefinition 2.3, Chanter VT) llamaremos S-operador

a todo opecravor acotadoS en I' simétrico, nositivo y de tra-

(=]

za finita, es decir, tr (9S)= 2 < Sej,ei>< o para alguna
j=1
(toda) bhase ortonormal {C1Z_je N} de V. Denotaremos v’el

conjunto de los S - oneradores en ''. I'ma clase Acees

compacta ( [10] , DNef. 2.4, Ch. VT) si:

1 < tr (S)< o«
Do

[o o]

(2) 1im sup 2. <Se.,e.> = 0 para alguna
nse Sehjen j

base ortonormal{ejijeﬁl}de H.

La siguiente pronosicién dice cuial es la topologia in-
volucrada en esta definicion (e imnlica que en (2) la pala-

bra "alguna" puede reemnlazarse nor 'toda').

1.2 Pronosicidn. Sea~4C:b/. Fntoncesagesuna clase compacta

(el esnacio de los operadores con traza con la norma traza).

si v sb6lo si~4es relativamente comnacta en ([

Nemostracidén. Suficiencia. Por sertﬂrclativamente comnacto

en Ly (1), es acotado y esto nrueha (1) pues tr(S)=|| S|,

cuando S es un operador positivo con traza.

Probaremos ahora que (2) se verifica para cualquier

hase ortonormalfej:je N}. Fijada una tal hase definamos

(o8]
para ned la funcidn ¢n: /> mediante ¢h(9)= 2 < Sej,ej>.
. j=n



‘2

Ne l1a desigpualdad

| € (S)-¢ (So)l| 2 <Se.,e.>- ¥ <See.,e.>|s|tr(S)-tr(So)|<]| S-Sell, »
jan 3 < i’7] 1

se deduce

| 4,(8)-#,(Se) 5] T <(S-Sode e >]+]15-Sol < nl] S-Sall ;.
Fsto prueba que¢n es continua sohre(/(con la restric-
cién de 1la topoiogia de 1a norma traza). Ademds ¢n | 0 pun-

tualmente sobre QI cuando n > ®, Por hinc’)tesis,# es un com-

nacto contenido enQ/; luego el teorema de DNini prueba (2).

Necesidad. Tijemos la hase ortonomal {ej:;5eN 1} para la

cual se cumple (2) de la definicion de clase compacta, y
tomemos una sucesion {-Sp }cd@. Probaremos que contiene
una subsucesién convergente enLqy(!'). TNesignaremos con|}|]|?

1a norma de Hilbert-Schmidt.

Puesto que si S es un S-operador s1/2 ¢s un operador
de Milbert-Schmidt y||ST/2]|2=|| §]|;=tr(S), 1la hipdtesis

Ll . .7 [ .

implica que sup||S14‘||<m. Fntonces existen una sucesiodn
n

c1/2

ni-

AN

{“k } v un operador acotado T tales que lim< X, Y> =
< Tx,y> para todosx, vell (se usa que una hola cerrada
de ' con 1a restriccién de la tonologfa débil es un espacio
métrico comnacto y un procedimiento diagonal aplicado a
{Snej:n,jeN} ). lLucgo T es simétrico v nositivo. Ademis
es un onerador dec I'itlbert-Schmidt, nues (Fatou)

o

v 1’.
2 || Te. |F= 2 <Te.,e >2<1im 3 <S Pe.,e.>?
j=1 ] j,i 4t TR 5 M3l



10

= 1im 1/2,,2 < o,
Tusn}: 115 < S;c.ém tr (S§) < =

Veamos ahora que S1/2
“ n).° converge fuertemente a T. MNa-

doxe H, para meN se tiene

m ©o
||(§1/2-T)x| Iz - j= < (qA{Z T)x ,€5 s 4 z (Q}lf_z -T)x, ej>z
j=m+l

» P o 7
Por la convergencia déhbil de Sgébx a Tx , basta pro-
bar que el segundo término converge a cero cuando m + e
uniformemente en k; las desigualdades
1/2 1/2

/ ) 1/2
<, Tsept= < x5, - ey >t < Hlxlf® ] G5 el

2 1/2 2 2
< 2]x ] (HSnkeJ- 1%+ 11 Teyll

muestran que ese término estid acotado por

2[lx |I? 2 (<S5, ejre5>* llTeH ) .
jem+1 Tk )

La hindtesis junto con aue T es un Hilbhert-Schmrmidt

implican lo afirmado.

Se deduce ahora que ]|S%¢2-T“?.>o(k.,q,) a partir de
la convergencia fuerte, la comnacidad de 1la claseU4y la
desigualdad

®

15222 < 3 11 2me. |12
- < (S —T)e. *2 7 (<8 e e >+[|Te. ||?) .
B S o B a1 Mk )7 i I
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Finalmente, TZeL(l)(!!) Y NSne-T2] +0 (k> =)

1/2 /

1
pues |[s 2| <ils " |, lIs
nk'r S 2 nk

2 | 1/2
n, “Tll, s, Tl T

.

y se aplica lo anterior.

Recordemos que una prohabilidad Y sobre un Banach F
se dice gaussiana si para toda feE' [(f) es normal (‘gax

para algin xeR) en I,

1.3 Corolario. Consideremos b/cnn la topologia inducida

nor H-Il] v el conjunto To de las nrobahilidades gaussia-
nas centradas sobre H con la topologia de la convergencia
débil de medidas. Fntonces la aplicacidon que a cada See/
le asocia la finica Yelo tal que ? (v)=exn{ — 1< Sy,y>}

es un homeomorfismo.

Nemostracidn. Llamemos ¥ a dicha anlicacidén. Por resultados

conocidos, estd bien definida y es una biyeccién (ver [10]

pag. 164, Th 4.9 del Ch. VI).

-

Por la proposicién 1.2 vy la simetria de las medidas
consideradas se deduce del Lemma 5.1, Ch. VI de [10]
que si A C o/ », A es relativamente compacto en blsi y s6lo
si ¢(A) es relativamente compacto en T, . Como ambos
son espacios metrizahles hasta nrohar que ¢ es secuencial-

mente continua.

Para ello, supongamos que |]9n-S||].+'ﬂ. lLuego ({Sp}
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es relativamente compacto en é,y, nor la ohservacién anterior,
{ ¥(5,)} es relativamcente compacto en I's . Pero todas las
subsucesiones convergentes de { ¢(Sp)} tienen el mismo 11-
mite (con funcional caracteristica ¢(S)”") va que <Spyv,y> »

<Sy, v > para cada yel'. Luego ¥(Sn) L ¥(S).

Observaci6én. También puede probharse que si consideramos

el espacio producto Px 4 y el espacio T de todas las pro-
babilidades gaussianas, 1la aplicacién que a (x, S) e x o/ le

asocia la dnica Yel tal que ¥ (v)=exp {i< x,y> - 1<Sy,v>}

t~)

es un homeomorfismo.

2. Semigrupos de prohabilidades v de oneradores.

Una probabilidad y sobre un espacio de Ranach separahle

I

.
2y
T . eF

rde

pra s

Ble {1.d.} 51 nara cada nse N cexis-

poy
cP
J

F es 1nnfinztnmoan

te una probabilidar sobre E tal que u?h]==p (v es {a

u
1/4
sima notencia de convolucidén de la medida positiva finita

M\

n-
V). Se tiene ﬁ(y)# o nara cada ye F' v, por lo tanto (ver
(2), section 2), existe una tGnica ‘uncién f: E* — € tal

que G = exnf, [ es secuencialmente w*-continua vy f(0)=0.

Fn consecuencia, la rafz n-&sima de convelucién Hj/, es

Gnica y Hy/p=exp (1 4).
n

Una familia {u,4:t2 o} de prohbabilidades sobre F es

un semiesrupo de probabilidades (déhilmente continuo) si:

(1) Ho = $o



(2) ug* u, = uget (s> 0,t> 0) .

(3) u, _Eiu() cuando t » 0.

Por (2), cada My €5 i.d.

2.1 Proposicidn. Para cada di.d. sobre un espacio de

Ranach separable F existe un frico semigrupo de nrohabilida-

des {ug:t2 o} tal que yp=y.

Demostracién. Sea [:F—C con las propiedades enunciadas

tal que u = expl.

Para T=§ racional positivo (k,n,e¥) definimos p .=

k -
u1/n’u°_5°.

Estd bien definida pues (u%,n)“= exp (X [).
: n

Se tienc entonces que u,= exp (rf) v u *ULS Ugay PATA racio-

q
nales no negativos q,rT.

A continuacidén necesitaremns el siguiente resultado
(se prueba como el Theorem 4.5, Chanter 6 de [10}» si {vn:
neN } es una sucesién de prohabilidades sokre un espacio
de Banach separahle F tal que (1) {v,:neN} es relativa-
mente compacta salvo traslaciones v (2)~Gn converge uni-
formemente sobre las holas de T'a cierta funciéng , cnton-
Yvy U= g.

ces cxiste una probahilidad v sokre F tal que vj

Nado t >0 tomemos una sucesién de racionales positi-

vos { rp} tal que rp+t. Para algiin racional a>o se tiene.
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{r}cC |0,a] v entonces { u. } es relativamente compacta
n

salvo traslaciones pues cada u_, es un factor de W, (por
n :

la propiedad de semigrupo y el Theorem 2.2, Chapter 3 de

[10]. Ademds, como ﬁf = exp(r_f) y J es acotada sobre lasholas
n

- . A
de E' (es secuencialmente w*- continua), M. converge
n

uniformemente sobre las bolas de E' a exp(t g ). Luego,
por el resultaco menciorado,existe una probabilicdad v so-

bre ¥ tal que u_ M.y y v =-exp(tf); es claro que v no
n
depende de la sucesidn { rn}. Llamamos p, a v.

: 0= Xy = .
Se tiene ng exp(tf) y u g Moyp (s>0, t>0).

Si 1lamamos (?(E) al espacio de probahilidades sobre
E con la topologia de la convergencia débil de medidas,
la aplicacidn t — u, de[0,=)en (P(F) es continua: ambos

< 1 = e - - > . k et I E 4~A—-——.f: ad 1 .
espacins son metricazhles y dada una sucesidn convergente

¢
o
t

4 ce = BT \ - . % e gy 2 e — ~ Y E
E: o= ),®=) 52 prusha comp antes gug u,  converge Jé-

oy
\
<.
v

bilmente { debido a la propiedad de semigrupo, { My } es
n

relativamente compacto salvo traslaciones). En particular,
si 0O<a<b { My tefa,b] } es débilmente compacto.

Tenemos construido asf un semigrupo de probabilida-
des { T t>0 } tal que My =u . Si {ﬁt:tzo } es otro

semigrupo tal que wy =M tendrenos Wy n=Wq/p Para cada

-

neN ( Wi=u Yy las rafces n-ésimnas de u son Gricas ), luego

Mp=H_. para cada racional r>0 (propiedad (2) de semigrupo)

y finalmente L=y para todo t>9 (continuidad).

t 't

Dada una probabilidad u sobre E, consideramos el opera-



dor de convolucién (asociado ay ) Pu : B(F)-—»B(E) defi-
nido por Puf(x)= j.f(x+y) u(dv) (f € B(F)). Fs unonera-
E
dor lineal acotado en R(F) y también en Cu(F); en ambhos ca-
SosS llPu||= lvy Pu Pv = Pu*v = Pv Pu (v ~s una nro-
babilidad sotrre F).

Observacidn. Pu es invariante tajo traslaciones: si, para

x € F, consideramos el operador 7, en B(F) definido por

( rxf) (v)= f£(x+y) (f €B(F) ) se tiene 7y (P f )=
Pu ( 7xf ) para cada f €R(FE). Ademis fh‘ﬁff (0) es una
funcional lineal npositiva sobre R(F) tal que st fniO pun-

tualmente sobre F, entonces V% fn(ﬂ)l n,

Neciprocamente, si P: B/(F) —B(F) es un operador 1li-
neal tal que (1) 1k(P £)= P ( T f ) npara todos

xeF, fe BfF), (2) f — Pf(N) es una funcional lineal
nositiva sobre B(F) t2® gus vale 1 evaluada en la funcidn
constantementc igual aly an(o) | © cuando f, | 0 nun-
tualmente sobre T, entonces P es un operador de convolucidn.
Fn efecto: (Z)yla.Proposicién 11.7. 1 de [0] implian que
existe una probahilidad u sobhre la o - 4lgebra de Borel de

ﬁ tal que Pf (0) =4§d1 , pero P f(x)= (ﬁk(pfp (0)=
(P( 7xf)) (0)= J} efd = P £(x) por (1).

Dado el semigrupo de probahilidades {p¢: t > 0} consi-

deramos el semigruno de operadores deconvolucién {P,: t>0N} |

siendo Pt= p .
He
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Como operadores en R(F), satisfacen:

(1) Po=1 (operador identidad)

(2) P, Pe= Psat (s > 0,t > 0);

considerados como operadores c¢n Cu (F), cumnlen ademis:
(3) lim ||p f -f||=0 para toda feC,(F).
t —0

(Pbservar que para cada fE(%JF) y cada 6 >0

| P £-£]] < sup | £(x+y)-£u, (dy)+2]] £]]u (BS);
x€E B6
luego se ohtiene (3) usando la continuidad uniforme de fy

que ¥, X 8o cuando t — 0).

Una familia {Pt: t >0} de operadores en un espacio

de Ranach X que cumple (1) v (2) es un semigrupo de opera-

dores (enX); si ademds satisface (3) es un semigrupo de

operadores fuertemente continuo (en X).

Por lo anterior, tenemos asociado a cada semigrupo de
probabilidades un semigrupo de operadores de convolucidn
fuertemente continuo en Cu(F). Peciprocamente, si { P¢:t> o}
es un tal semigrupo de oneradores Yyu, es la nrohabilidad que
define a P,, obtenemos que Hg™ U= Ug 4t (usando(2) y que

W

la igualdad Pu =Pv implica py= v ) v My — 8o cuando t —0

(ya que (3) implica que para cada fe C,(7)

Jedu, = (2 £)(0) - £(0) ).
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Pado un semigrupo {P.:t>o0} dc operadores cn un es-
pacio de Banach X, 1llamemos A¢= 1 (P¢-T). Se define el ope-
t

rador A mediante Af=1i% Ag'sohrc el suhesnacio lineal D de
t_.

los f para los cuales dicho 1imite existe en Y. A es el gc-

[ RE .

ncrador infinitesimal de { Py:t>0} . Se sabe cue si el

semigrupo de operadores es fuertemente continuo en ¥ cnton-
ces el dominio de su generador infinitesimal(que depende deil

serigrupo) es denso en X,

3. Prohahilidades i.d. con ¥'1lbhert. Comenzamos con un re-

sultado valido en el caso Ranach.

3.1 Teorema. Sea {pt:t,zo} un semicruno de probhahilida-

des sobhre F. Tntonces para cada ¥ >0 existe un compacta

convexo simétrico Krc Br tal que { E.UtiK§:t>’0} es rela-
t o

tivamente compacto.

Nemostracién. Veamos primero que si r>0 v 0<a< 1 exis-.

ten t ;>0 ¥y un compacto CORvVexo simétrico C,cR, tales que
ue (Cp)> a para todo t<t,.
Para proharlo, fijemos r' ,0<T'<T; como %iw}ut(ﬁi,)

séo(ﬁg)=o (pues u Xs cuando t — o) cxiste t >0 tal

0

que ”t(Bi) < l-a para t< tg. Ademids existe un comnacto

convexo simétrico L tal que ut(LC)f 1-a para t< t, (por-

2
quc {ut:tei[o,to]} es compacto). Rasta tomar entonces

Cr=Lr1Rr.

L.laremos v = My 2 Tps COMO V¢ l”oao(.t — 0) el anterior
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resultado vale tamhién para Vg.

Prohemos ahora que para cualquier r> o existe un com-

pacto convexo simétrico K,.c B, tal que

.C
sup 1 H (K ) < =
t>0 t thr

Fijado r>0 sean ty >0 v dos comnactos conveXxOs simé-

trico C,., D. contenidos en Br/z tales que ut (Cr)g 1/2 y

T

c
Ve (D7)<1 -
Tty n nara todo ts< 2t,. Sea K= C.+D_.

Consideremos un t< ty y sea m= [t,/t]+1 ( [-] es la

- , ! !
parte entera de un niimero real). Sean Yy,...,Xn,X1,...,Xp

F-vectores aleatorios indenendientescon L(Xj)= L(Xj)= Ug s
m m )
Sp= j‘él Xj,5h = J_Z,lx'j. Se tieme L (Yj-X!)= vy, L(Sp)=

= L(S})=u .y L(Sp-Sh)= vpy.

Por 1a independencia de Y; ¥y Xj se tiene

P . S . ! = ! -Y?
{xJéKr}<2P{xJ¢Kr} P{Xjecr} zp{xj¢1<r,xjecr}szp{xj xjgénr}.

Si q es la funcional de Minkowski de D, anlicando el

Lemma 2.3 de [2]

. m
(1 /g, (Ki)5(1/tc)mut(l<§)=[1/to) 3 P{Xj¢Kr}
j=1
ety 3 g
<@/tq P{X.-X!¢D_}= (2/t, -X!
)J.=1 57Xi#D Y= 2/t )J_);_Z1 Pla(X;-X;)>1}

s -@2/tJlog(1-2 P{q(S, -5')>1})

= - (2/tJlog(1-2v (D)5 (2/to) log 2
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C
porque vme (Nr) <1 va que mt<2t.

T
Luego sup (1/ﬂht(Kc)s max {1/to., z_lgg_z}.

Para probar 1la segunda condicién del teorema de Prohorov,

o 1. 92
dado e€> o sean 0,C compactos tales aue v (N€) < 7(1-¢" )
y ut(C)z % para todo t< l+é~. Si tf:% y n= [%]+1 nroce-

diendo como antes se ohtiene

(/9 (EN(Q*CI¥) s mu  ((Q+C))s -2 Tog(1-2v_, (QF))se

puesto aue nt < 1+— . Luego

M=

Cc c
sup (179 (KT N (Qr0) 9 e

Observaciones. (1) Para nuestros propdsitos, bastaria

tener la conclusidn de este teorema para algin r> o.

(2) Fste enunciado rcfina el Theorem 2.3 de [2]; am-
has pruebas usan las mismas ideas. Puede deducirse también
de un teorema de Le Cam [8]; una demostracién de este dlti-

mo que usa técnicas de [2], se halla en [1] (Th.2.1 vy Th.2.2).

I'n tercer método de demostracidn es probhar que

1 . “
{exp(f(ut-éo)):t>0} es relativamente compacto (andlo-
gamente a como se hace en [2] , Th.2.1) v usar luego una

extensién a espacios de Ranach del Th.4.3,rh, VI de [10].
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La siguiente desigualdad ¢s consecuencia de la -desi-
gualdad reciproca de Xolmogorov cen esnacios de Ranach

(Corollary 3.1 de [2] ).

3.2 Proposicién. Sean a una seminorma continua sobre F

y { Xj:j=1,...,n} F-vectorcs aleatorios indenendientes si-
métricos, tales aue para algin ce[0,x) a(¥j) s c a.s.

(j=1!"0,n)- Sea Sn=

n
2. X;. TFntonces para cada u>o
j=1 -

Observacidon. Una desigualdad similar nmara el caso Hilhert

y q(x)=|| x|| se debe a Varadhan ( [10] ,Th.3.3,Ch VI), 1a
cual puede usarse tambhién para obtener los resultados que

siguen.

De aqui en adelante nos restringiremos a un semigrupc

de probahilidades sobre un Yilbert 'i.

3.3 Lema. Sean F un subesnacio cerrado de W y q(x)=d(x,F).

Si t>0 y O =(]/@(ut+ﬁt) entonces
J[ qZU/t]duti(Q/Z)r2(1-12 ot[j/t]”({qn*}))'1
{g<r}

[1/¢] +1

¢ ({g>r}h)<1/12.

para cada r >0 tal aue ¢

( ['] designa la narte entera de un ntimero real).

Demostracidén. Fijemos t >0 v r >0 cn las condiciones del
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enunciado; sea n= [1/t] +1.
Sean Y;,...,Yn H-vectores aleatorios indenendientes con
n
L (Y5)= 0, (j=1,...,n), Tn=jZAYj. Se tienel (Tp)=o¢ -

. (T y.t (r)_ 3~ 4 (T)
Definimos Xj J»{qu}(Yj) (j 1,...,n),Sn ;E%Xj .

Si P es el provector ortogonal sohre ¥ y 0=1-P enton-

ces q(x) = ||0x]|| . Luego los X{T) son indenendientes, simé-
]

tricos (lo son los Yj vy {x:a(x) <r} es simétrico) y

q(X§r))s ra.s. Aprlicando la Pronosicidon 3.2

con u=c=r obtenemos

/ qzﬁ/t) dut< n[ q'zdct = n E[qz (XET))]
{q<r} - J{gsr}

n n
- _ZE[qZ(x.(”)] - % EllexT |2
j=1 ) =1 g

n
Bl Y ™0l - BGa(sg™)
pe

<(9/2)r2(1-4P{q(s{T)y> th™

(vdlido si verificamos que P {q (S(T))>'r} <1/4); para obte-
n
ner la cnarta igualdad se usa que ' es un "ilhert y que los;

QX?T) son independientes, estin en Lz(”) y FOX}r)=0.
J



rJ
9

Pero P{q(Slgr))>r}$P{q(SI£r))>r,q(YJ.)§_r(j=1,...,n)_}+

+ P { sup q(Y.)>r}
1<ij<n I

< 3P{q(T,)>r}= 30tn({q>r}).

n

(Se usé la desigualdad P{ sun q(Y;)> 1} < 2P{q(5Y.)>r},
1<j<n - T3

que vale para Yj,...,Yn independientes simétricos a valores

en un Banach. T'na demostracién se hace en la nrueha del

Lemma 2.3 de [2] ).

Esto implica el enunciado.

Observacidn. Un espacio de Ranach separatle F se dice de

cotipo 2 si existe una constante >0 tal que para
{ Xp---:xn} FE-vectores aleatorios indenendientecs,

X; € L*(r), E(X;)=0 (Rochner) (j=1,..,n) sec verifica

n n
LENX N2« ME|| X X |]% .
=1 ) =1

(Fjemplos: P con 1<p<2). 'l Lema 3.3 vale, introdu-

ciendo la constante ! cn la desigualdad, en espacios de
cotipo 2 para seminormas de la forma q(x)=||Ax|| (A onec-

rador acotado).

Dado un semigrupo de nrohabilidades {Ut:tBO} sobre H
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definimos para cada t>0: x¢e H, el S-operador T, y 1a me-

dida positiva finita vy sobre H tales que

xt=f1_+[’|‘—x_”_, (1/t)u, (dx)

. ' <X,¥><X,¥'> (1/th. (d ,Y' ,E€H
<T.y,y'> jc1+||X||§2 ¢ (dx) (y,y',€H)
v, (dx) = il

THx]? (1/8u (ax)

3.4 Teorema. {v,.:t> 0} es relativamente compacto.

t

Demostracién. Basta probar

(I) su v ]l < =
50 °

(II) Ve > 0 existe un compacto KcH tal

que sup v¢ (K<) <e -

Para demostrar (I) probemos primero que para todo r>0

250 f [l x|FO/9u, (dx) < @, -~ (1)

Consideramos para cada t>0 la medida o¢=1(u +w ).
2

k.

E1l conjunto {u,":0<t<l,keN, k<[1/t] + 1} es

relativamente compacto pucs estd contenido en {ut:0<t52}



que lo es (Proposicidén 2.1); por lo tanto, tamhién es rela-

tivamente compacto ﬁft: 0<t<l,ke N,k<[1/t]+ 1} .

h,_k
t"ut

0<t<l, h,keN, hsﬁ/t] +1,k 5[1/t]+ 1. Entonces

Dado € > 0 sea K compacto tal queny (KC)S € para

[1A]+1
7]+ 1, ¢, _ 1 Z(D/t]”) h _[1/t]+1-h K€
¢ (K7) = 7E+T =4 ho Jue™ o uy (K ce
Luego {ogj/t]+]:0<t51} cs relativamente com-

pacto.

n . sup O/t]+1,.¢c L1
Podemos entonces tomar 1, > 0 tal q"eo<t§1°t (Bro)g24
y aplicar el Lema 3.3 a a(x)=]]x]]. <e tiene entonces para

T 21‘0

sup [1x 112 (1/6)u, (@5 9r2.
O<t<1 Jj

T

Esto prueba (1) para rxr, (si t> 1 la integral co-
rrespondiente estd acotada por r2) e implica el resultado

para cada r > 0.

Luego aplicando el Teorema 3.1 se ohticne (T1):

sup |lv || <sup I x|F (17t)u, (dx)+sup (1/€)u (BY)< = .
t>0 t>0 B t>0 t
1

Nuevamcnte por el Teorecrma 3.1 dado € >0 existen com-

pactos Kyc By vy L tales que
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sup vt((KfJL)C)g sup (1/t)ut(K%ﬂLc)f €.
t>0 t>0

Esto prueba (II).

Observacidén. Teniendo en cuenta la ohservacidn anterior se

ve que este teorema vale en espaciosde Ranach de cotipo 2;

es el Th. 4.1 de [2] extendido aquil a todo el semigrupo.

3.5 Teorema. {Tt:t>0} es una clase compacta de S- ope-

radores.

Demostracién. Sea {ej:je'N} una base ortonorral de H. Hay

que probar:

1 sun < o
(1) t>0tr(Tg -

1im su <T,e.,e.> = 0.
(I1) o t>8 j;§;1 (A Ry

La afirmacidén (I) se obtiene a partir del Teorema 3.4
ya que

[ o) ‘ >2
tr@)= 2 <Te.,e>=, [ X8 1 _ 1

vyt j=1 (ﬁﬂﬁFTz T He (dx)= Tiﬂiﬂf'“t@bef ”VJ|-

Para demostrar (I1) 1lamemos T al subespacio genera-

do por {31,--.,en} y a,(x) = d(x,Fn). Veamos que para

cada r> 0 existe nye N tal que

su 2 f <Qqqy?
t>é) J[ qn(1/t)dut_9r si n>n, (1)
{q <r}
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Para ello, prohemos primero que

1im  sup 051/t]+1 ({q.>t}H)=0 (2)
n+e te(0,1] n

(o, como en el Lema 3.3). Pongamos At=oJD/t]

"1 conjunto {A :te(0,1]} es relativamente compacto
(demostracién del Teorema 3.4) y dados r> 0, K compacto se

tiene

sup. A, ({q>T})< sup A ({q 2T}NK)+ sup _ A (K).

te(0,1] ¢ te(0, 1] te(0,1
Luego existe nge N tal que {qn2r}F\K=® nara n> n,
(por el Teorema de Nini, pues qn2+0 puntualmente). De

aqui se deduce (2).

Para obtener (1) basta tomar, fijado r> 0, un ngje N
tal que euB ] [j/t] 1 >r})§(1/24) para n>ng ¥y apli-

car el Lema 3.3 (para t>11a integral de (1) es <r?).

Finalmente, para ne N,t>0,r>0, X compacto se tiene

3 <T ,e >= [( 3 <x,e.> 1 1 qz(x)
2y Tee f321 T e (@0 fmnxw e (s

< 21 21 C
qf—du,+ —du +v_(K™) . 3)
,/{‘qnfr} nt t ﬁq >r}r]]( nt t (

Pado €>0 tomemos r> 0 tal que 9r?g €, Y K compacto
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tal que sup V. (K)<e/, . Se puede elepir entonces
q t>B t(K )< @ p §
n,e N tal que para n2n el primer término de (3) es <¢/2

(por (1)) v el segundo es cero (Teorema de MNini).

A continuacidn, definimos algunas funciones auxiliares

que necesitaremos luego.

3.6 Lema. (a) Dada f€C£2)(H), definimos nara cada xe H

f! " + 2 ,
(oo -0 § <G | el v 40

Belx,y)=

0 y =0
Entonces {Bf(x’o);xeﬁ} es uniformemente acotado y

equicontinuo en todo y € H.

(b) Para yeH sca
2

el<x,y>_ .,  i<x,y> 1 <x,y> 1+ x]] 2
[ 53| G A e 3 o M x # 0

0 x = 0.
Entonces para cada 1> 0 {M(y,*):]|]yl| <r} es uniforme-

M(y,x)=

mente acotado y equicontinuo en todo x e,

(c) Para vell sea

i<x,y> i<x,y> 1+ 2
BT | x40

0 X =0

K(y,x) = |

]
Para cada yeHl, X(y,*) es acotada y continua en H- {0} .

L]



- » ’ =1+ 2 v = '
Demostracidn. (a) Pongamos u(y) —H%¥Hl para y # O,V(y)-T;ﬁ;Trm

Por 1a férmula de Taylor, se tiene para todo yel

£(x+y)=£(X)+<E' (%), y>+5<E" (x)y,y>+ | (1-5)<(£" (x+sy) -£"(x))y,y>ds.
0

De aqui se deduce que para y# 0 (ohservar aue u(y) (y-V(y))=y)

Be(x,y)=<f! (X),y>+3<E" (x)y, y+V (y) >+ s (18 <(£" (ersy) £ (v,

Luego si ||y || < 1

|Bf(X,Y)IS(”f'”+“f"”)”Y“+ su || £ (x+sy)-£" (x)]] . (1)
se(0,1]

si llyll>1  es u(y)< 2; entonces

sup |[Be (x, ) [l<sCL €]+ £+ 1€ ]). (2)
xeH :

Para probar la equicontinuidad en 0, basta aplicar

(1). Sea ahora yo# 0 y tomemos un entorno ¥ de y, tal
que ||y||2 B si yeNW , para ciertoB8>0, Si xe H, yeW
se tiene

|Be(x, ¥} B (x,y9 [< [ul) £(x+y) -u(ye) £ (x+yo ) £x)||ulye) -uly)l
| (3)
+Hlu(ye)<f' (x), V(yo)>-u(y)<f'(x),V(y)>|

+ 31U (ye) <" (XV(y0) ,V(ye) >-uly) <E* ()V(y),V(y)>].



Llamando A,B,C v D a los términos del miembro derecho:

+R2
Ao £(xvy) - £ (cryo) [+ lIE I () -u(y o) |

B< |[fll-Julye) -uly)|
C< uly I E I IVIye) -V £l - Ju(yo)-u(y) |
D< u(y "l =1 Vyo)-VIMIl + (/D £] - lulye) -u(y) |-

Usando ahora la continuidad uniforme de fv la continui-

dad de u y V, se prueba la eaquicontinuidad en yo.

(b) Llamemos Ry(x)=cos<x,y>,Iy(x)=sen<x,y>. Entonces:

R;(X)=-(5en<x,y>)y, R;(X)(-)=-(c05<x,y>)<-,y>7

I;(X)=(cos<x,y>)y, I;(X)(°)=-(sen<x,y>)<-,y>y

1Ry Gxa) =Ry (xa) I = [sencxy,y>-sen<xz,y>] i v
IRy (x2)-Ry (x2) || <] cos<xy,y>-cos<xz,y>] Iy II?

HI§(X1)'I§(xzﬂkﬂcos<th>-cos<Xz,y>| Iy ll?
III;(xl)-I;(Xz)Hsisen<x1,y>-sen<Xz,y>l yll?

IR =T AT =1, [IREE=HEoli=liAl, IRGI=ETAIlIAR
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Luego R,, T, perteneccn a (ffk”) y "(y,x)=Bg (o,;c)+iBI (0,x).
Aplicando (2) de 1la demostracidon de (a) se oztienc

sur IM(y, )|}<10(1+r+7?)
Iy list

para cada r >o. Para prohtar la equicontinuidad en todo xe€H
de {M(y,<):||y |l<T} para un r >0 fijo, se aplica (1)

a RY ,Iy en el caso x = 0; para x # 0 se acota como en (3)

y se usa la equicontinuidad en todo x de {Ry:Hylkr}y{Iy:Hylkr}.

<x,y>?

(C) Se aplica (b) y que si_ yeH, X#O: K(y,X)r.N[(y’X)-%IFHZ(‘]'*HXHZT.

l.La demostracidén del préximo teorema requiere el si-

guiente lema de unicidad ( 0], Th 8.1, Ch. IV ),

3.7 Lema. Si X,,x!e€H, S,S'ed,v,v’ son medidas fi-

nitas sobre H tales que v({0})=0=v'({0}) v se cumple

exp [i<x°,y>-%<8y,y>+ jkiy,-)dv]

= €exp E<x;,y>-%<59.y>+ Jk(y,-)dv'] ’

1
entonces X,= X,, 5=S} v=v',

3.8 Tcorema. Fxisten x,€ l!, un S-operador T, y una medi-

da finita v, sohre Il 'tales que

—3
-3
o
<
<
)

Xi—>Xq,

t R e



cuando t — 0. .

Demostracidén. Dados t >0, y eV, si M(y, « ) es la funciédn

definida en la parte (b) del Lema 3.6 se tiene

(/) (1, () -1)=i<x,y>- (1/2)<T,y,y>+ fM(y,)dv,. (1)

Tomemos una sucesién {tn}C(O,w) tal que t, — 0.
Los Teoremas 3.4 y 3.5 y la Proposicién 1.2 implican que
existe una suhsucesidrn {tnk} de {t,}, un S-opera-

dor T, y una medida finita v, sobre H tales que

0

T ':J; T , v v (k»>e) .

Por otra parte, si £:¥ — € es la funcién
o * e« > &
secuencialmente W' - continua tal que ji; =expf(Seccién 2)

se tiene para te(0,1]

[$0, -1 £ 1<t expl 201,

lo cual muestra que el miembro izquierdo de (1) converge

a / uniformemente sobre las holas de H. Ademis {fM(y,°)dvt }
converge de la misma manera a .ﬁW(y,°)dv°, , hues para "k
cada r>0 {M(y,*):|lyll<r} es una familia

uniformemente acotada y equicontinua en cada XxeH. Sucede

lo mismo con la convergencia de{thn y,y>}a <T,y,y> ;
¢ »°>)} converge

sc deduce entonces de (1) que {<x
. n
k
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uniformemente sohrc las bolas de . Fsto muestra que exis-

te x, € H tal que Xp —> X, en 1.
Nk

Hemos prohado que dada una sucesién{tn}C(O,w), t >0,
existen una subsucesidn {tnk} de {t }, x,&H,

un S-operador T, y una medida finita Vo sohre Y tales que

t W, vV (k=) (2)
y ademis

M1 (y)=exp [i<xo,y>-;—<5>',y>+ﬁ(yn)d(vo-vo({o}) 60)] (3)

(K(y,*) como en el "ema 3.6, (c)) siendo =T -U con U

definido por

= <Xy
Wsy> [0 =M+ =y Ve (4 (4)

Veamos que un tal S es un S-operador. Como Ues no-

.t. d l‘ S" : d :'- = 1 oo
sitivo (ademis es un S-operador:tr(U) 03¢ T¢”§Trzv°(dx)< )

se tiene que S <T, y basta nrobar entonces que S es posi-
tivo, es decir, Us T,. Para ello, fijemos yeH y definamos

la funcidén u:H — R mediante

( <x,y>?

<1 G TT<T x # 0

u(x) =
0 x =0 .

Como u es semicontinua inferiormente, acotada y
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<Uy,y> =ﬁdv°,

<TtY’ y> = ﬁdvt ’

obtenemos

<Uy,y> =ﬁ1dv°s ll(il’:»ﬁdv‘t = 11(%:<Tt Y,¥y> =<Ty,y>.
n
en virtud de que v

Si {Sn}C(O,w) es otra sucesién tal que s, — 0 exis-
tiran x;,t;,vl que verifican (2) para una subsuce-
sién de {sn} y (3) con el S-operador S'=T}- U', estan-

do definido U' mediante v} como en (4). Probaremos que

X,=Xs, To= T4, v°=v;
Por el Lema 3.7 se tendra
Xo= Xg, S = 8", v,-vo({0})8o=vs-ve({l0})s,
Luego U=U' pues sobre {0}° v, coincide con v,-v,({0})S, v,
por lo tanto, conv! ; esto implica que T =T,. Para pro-

har que v _=v!, basta ver que v ({0})=v!({0}); en realidad,

ambos son iguales a tr(S):

- 1 1 f -
\)o({O})—f-ﬁn—i—n-z Uo(dX)-./{.()}c mmrz\)o(dx) =

= lim T+ L Ve (dx)-tr(U)=
n

- lim tr(T, )-tr(U)=tr(T_)-tr(U)=tr(S)
tnk °
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I

. . . - t
a que T L»l T_.; idéntico argumento lo prueha para v,.
y q t 0 [y p o

"
Fn suma, lo dicho asegura la existencia de x,, To y v,
y que se verifican las convergencias deseadas (es decir,
para t — O0,t >0) por ser todas ellas en espacios métri-

CoS.

3.9 Colorario. (a) (Representacién de lLévy-Khinchine)

Sea M una probabilidad sobre F. Fntonces u es i.d.
si y s6lo si existen x_ €11, un S-operador S y una mecida
positiva finita v sotre Il tal que V({0})=0 que

cumplen

{(y)=exp [i<xo,y>- (1/2)<Sy,y>+ﬁ<(y,-)dv] (y eH).

Fn estas condiciones, xo0,Sywv estan determinados
por ¥ . (Diremos que [%O,S,gl es la representacidn de

Lévy-Khinchine de u ).

(b) Si {ut:tEO} es un semigrupo de probabilidades
sobre H y [xo,S,é] es la representacidn de Lévy-

Khinchine de u; entonces, cuando t — 0:

(ii) T, L JI1'S+U, siendo <Uy,y>=

<X’X>2

TxTrema V(9x)

(i1)' Si para t>0, 6>0 definimos el S-operador vt’é
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mediante

- 2 1
<Vt’5y,y> ./ga <X,y> T Ut(dx),

entonces

1im 1im ||V

- S = ( .
§+0  t-0 t,d lh

(iii) vt _E> v+tr(S)6o

Demostracién. (a) La existencia de representacidén 1la da

el Teorema 38 y launiddad el Lema 3.7 Por otra parte, da-
dos x,,S, v, se puede prohar (ver ﬁd, pag. 164

y Th4.8, Chanter VI) que para cada ne N

.1 1 1 ‘ 1 .
exp ik x,,y>-F <L s,y fi(r,0 a)|

es la funcional caracteristica de una probhahilidad sobre

H que, por lo tanto, es raiz n-ésima de .

(b) Las afirmaciones (i),(ii) y (iii) son inme-
diatas a partir del Teorema 3.8 y su demostracidn. Pro-

bemos (ii)'.

Sean T U como en el tcorema y para cada t> o,

o* Voo

8§ >0 los S-operadores definidos por:
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>2

Te, 677> | T €
)

8 - <X y>2
<TtYsy> ,/B.C “*‘”X” z)z tu (dX)
8

,y>2

<X
Us¥»y> fB (o TR TR Ve (4%)

¢+ (dx),

X,y>*
<U )’,)’> /C [X” 1(1_'_”)(” z)r Vo (dX)
6

Fijemos 6>0 tal que vo({x:||x||=6})=0. Como S=T_-U,

para cada t >0 ce tiene

v -S=(Vt,6 6) (U- T ) (T -T.)).

t o

’

Sabemos que %ig IIT543H1 = 0,

Para cada ¢> - iti

t>0, como vt,d Tt,6 es positivo
V, -T - - = x| 2 (2:kx]? :
“ t, 8 t,(S”l tI‘(Vt’(s Tt,ﬁ) /B'SII II (1+”x”2 vt(dx)»

luego, por la propicdad del d que hemos elegido,

1im _ Hlx]2
v ooy olhe [ xR vecan.
é

o $
Para el término restante, ohservemos que {Tt:t>0}
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(se deduce

es relativamente compacto cn (L(1)(H) || -
’
por la Proposicidon 1.2, ya aue OsTi <Tt). Sea

1§ el limite fen L yy(F)) de una sucesién {Ttﬁ }con t — 0;

entonces

<Tf}’,)’> =1Iilm<Tfl Y,y > =

14 <x,y>? _ - <x,y>? _
Y ﬁg IBIKSEIEIE I (d")‘ﬁg RO Ve (80

<wly,y>.

Se deduce que de.;+1 u8 cuando t — 0. Fn con-

secuencia

1im

S S 1
NU-T " =l|U-U° L =ju ) = j[ 2 v, (dx) .
t->0 t $ BS—{O} TH[x]P o

Lo anterior prueba que si §&6>0 es tal que-vo({x:"x”=5})=0

lim 2+
t-+0 “vt 8 S|h<j[ ”XIF 1+|x ) v, (dx)+ jg {0} Tih}TFvofdx).
[

Como a lo sumo hay una cantidad numerable de talcs §, se

obtiene el enunciado.

2
Ohservaciones. 1) Fn lugar de T$F¥ﬂ7 se nodria ha-
ber usado la funcién min{1,|| x||2} , la cual muestra

mejor que hay que considerar por separado el comportamien-

to dentro y fuera de los entornos de 0,



38

2) La férmula de reprcsentacidén de Lévy-Khinchine
en espacios de Hilhert (parte (a) del Corolarin 3.9) se
debe a Varadhan (ver [10], th. 4.10,Ch. ¥T). La demos-
tracidén presentada aqui es distinta de la original y si-
gue l1la linea de 1la prueha de Khinchine en la recta real;
con ideas similares y el mismo nficleo ¥ se ohtiene en [2]
la representacidén en espacios de Banach de cotipo 2, tam-
bién probada en [3] . Fstos trabajos nuestran que el ni-
cleo XK no es adecuado para espacios de Ranach mis genera-
les, pero gracias al trabajo de Tortrat, Araujo y Nettweiler
es valida una renresentacidén en un BRanach arbitrario. Una
demostracidén de ese resultado y referencias se hallan en
[1] ; siguiendo esa exposicién, lo enunciaremos paracom-

pararlo con la férmula del caso Hilbert.

Sea T un espacio de Banach real scparabhle. Para

t>0, sea h (£,x)=e1* () 1-if(x)1 (x)  para feB',xeE.
T

Se define que una medida positiva o- finita X sobre E

es una medida de Lévy si nara algiin T >0 : (I)

.ﬂhr(f,-)ldk < » para cada fe€E', y (TI) existe

una probahilidad cTPois X sobre F tal que (CTIbisX)A(f)=expth(f,')d>\
para toda £ € F' (Fn esta definicidén 1 puede ser reem-
plazado por cualquier T>0. Se tiene AI{O}C=A'|{O}C sii

c Pois chPois N\ . Tjemplo: una rmedida finita X es
T

de Lévy vy c. Pois A=exp (A= || ]18 ) #8y cmle=-j£ x A(dx)
T T
para cada Tt > 0).

Fijado T >0, una probahilidad u sotrec F es i.d. si
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y s6lo si existen z, €[, una probabilidad gaussiana centra-
da Yy una medida de Lévv X tales aque
u= §_ * Y*C_ Pois A.

Z
T

- Cc . . .
Ademds 2_,Y y r{o} son finicos y se ticne

T

(1) 1im /};x muy, (dx) = 2
T

n

1im
() 330 1in

}-/;6 f2? d(nu1/n)=¢y(f,f) (1a covarianza de y)
n

(3) nuq, |B§ —E-A]B§ para cada 6>0 tal que A(k:||x|=86})=0.

Si F es un espacio de Hilhert y [xg,S,v] es la re-
prescntacidén de Lévy-XKhinchine de u como cn el Corolario

3.9, (a) se tiene

2ooxo fxv (@0 [ @), e r,y=<syys (1039 = Jhliax .
T

Ademds en ceste caso narticular sc tiene el refinamiento (ii)'

del Corolario 3.9 de 1la proniedad (2).

4. Senigrupos dec operadores de convolucién en esnacios de

Milhert.

Consideramos semigrupos de operadores de convolucidn
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{P :t20} fuertemente continuos en  C (M). Por lo Vis-
to en la Seccidn 2 se tienc P,.=Py, siendo {n _:t20}

un semigrupo de prohahilidades (débilmente continuo).

Se lo puede considerar como semigruno en B(F) vy en

Cu(H); 1lamamos Dy D, a los dominios de los generadores

u

infinitesimales respectivos. Se tiene D,CD.

4.1 Teorema. ng)(H)CIDu . Ademis, si[}o,s,€] es la
representacién de Lévy-Khintchine de yp; , para cada f’eC&z)(H)

y cada X€eH

A£ (%) =<x ,£'0 >+ 1t r(SE'R) +/[f(x+y)-f@()- :f'(’g >]“y ' © v(dy).

Demostracién. Sea feCISZ)(H); si xeH

Atf(x)=;]c-(Pt-I)f(x)=[[f(x+y)-f(X)] %ut(dy)=

=<x,,f" (X)”;‘/W %“t(dY)+[Bf(x")d“t (1)

(Bf como en el Lema 3.6, (a)).

Veamos que para todo operador simétrico A se tiene
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jQ<AY;Y> %ut(dy)=tr(TtA)

14|y |PF) (2)

Probemos primero (2) cuando A es un proyvector ortogo-

nal P. Sea {ei:ieI} una base ortonomal de P(V) v
{ej:jeJ} una hase ortonomal de P(HIL (con INJ =0@).
Entonces {ei:ieEI\JJ} es una base ortonormal de H.

Para todo yell se cumple
<y,e.> si iel

<Py,ei>={ 1
0 si ied

b

se ti <Py,y> =||Py|f?= > =
y se tiene <Py,y> =||Py]| .ié% <y,ey éé& <Py,e;><y,e.>

= ) <y, Pe.><y,e.>
ieIuJ ' !

Como los términos de esta serie son no negativos

<P > 1 <y,Pe.><y,e.> 1
[ttty butone 3 i 1, o)

ielud

= E <T ,Pe.,e.> =tr(T_P).
ieluJd t 1t t

Luego (2) vale para comhinaciones lineales finitas de

proyectores ortogonales.

Sea ahora A un onerador simétrico. TIor el teorema
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espectral, existe una sucesién de operadores {A,} aue
sen combinaciones lineales finitas de provectores ortogona-
les tales que lfAn-AH+ 0 . Para cada AL vale (2).

Pero

<A y,y>
n _ ] <A ,Y> 1 .
[ AyTE? e (9Y) — [(1+|’|’y-{|zy w1 (dy)  (now)

"por cl teorema de convergencia dominada de lehesgue ya que

18,-811> 07 eryTeye

< sup |[A ]| < » . Ademis
n i

[t (Teap)-er (T ) |=ler (T (A -8)) s [IT (8 -l slIT [hlla_-all,

lo que asegura que tr(TtAn)+ tr(TtA)(n+m). Luego
(2) vale para todo operador simétrico A . La igualdad (1)

se reescribe

- 1 0"
Atf(x)=<xt,f'(x)>+7tr(th (x))+./%f(x,-)dvt.

Sean T,= S + U, siendo U el operador del Corolario

3.9(h), y Vv = v+tr(S)4,. Para todo x el se tiene

11,

[ <x s £ (x)>-<x L £' (x> <lx, -x,

| EX(T £ 60t (T ()] = e (7 60 <l (LT e WI T e
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ademis {Bf(x,-):er} es uniformemente acotado v
equicontinuo (Lema 3.6(a)). Por 1la Pronosicién 1.1 y el

Corolario 3.9(h) tenemos entonces que
Atf(x)-—><x°,f'(x)>+%tr(T°f”(x))+ﬁf(x,-)dvo

uniformemente enXxell cuando t — 0. Fsto nruebha que fe Du‘

Pero

av.m [y - 200 <00 TR, g 1 [ < 00y.y>
ﬁf“" av, /[f(x n-£00- <] Tl e T[W%%ryrﬁrf?"@y

y la Gltima integral coincide con tr (Uf"(x)), lo que se
ve argumentando como se hizo para Tt' Puesto que S=T,-U,

sec obtiene la expresién de Af del enunciado.

F1 Teorema 4.1 incluye resultados de Courrége para el
caso finito-dimensional [5 , Théor@me 1 v 2] . Fn esa
situacidén se tienec ademids que d%h}ﬂ es denso er Cu(H),
pero csto deja de ser cierto en dimensidn infinita; este
hecho ha sido probado por ND. FPerrero (comunicacidn perso-
nal) quien, usando argumentos dc [11, §5, Th ﬂ muestra
quc C&z)(lz)no es denso en Cu(ﬁz) (cxplicitamente, pruc-
ba que si A={xef?: x;< 0,[|x|k 1} y tomamos

f(x) = min{1,d(x,A)}, para todageanz)(Ez) es ||[f-gl] > 1/2).

Por otra partc, a continuacién exhibhiremos un subes-

pacio denso ¢n (%JH) que estd contenido en el dominio del



44

generador infinitesimal de todo semigrupo sin comnonente
gaussiana; también se dice cdmo actéan dichos oneradores

sobre esa clase. La densilad de ese subespacio se obtiene

de otro resultado de [11] .

Nota. Agradecemos aqui a D. !errero nor numerosas conver-
saciones sobre este punto y a J. Eells el haher dirigido

nuestra atencidn, por intermedio de A. de Acosta, hacia [11}

1

’

Llamemos C£ %(H) al espacio de las funciores fecu(”)
derivables en el sentido de Tréchet y tales aue su derivada
f' cumple : |[f']|= sug|ﬁ'(x)” <o) para ciertos

550,150 es [1£G0) £l Mllx-y || siflx-yll <6 .

. 1)y ,
4.2 Proposicion. lef}) es denso en Cu(P).

Demostraciin. Se demuestra en [11, §4,Corollarv ﬂ' aue,

dados A,B cerrados en H a distancia positiva, existe una
funcién f£: H-[0,1] continua y con derivada Lipschitz
tal que f|A=0 y f|B=1 . Veamos que se nuede tomar

(1)
fe Cu,L(H)‘

Supongamos d(A,B) = 46>0. Si A'={x:d(x,A)<é}y B'=
{x:d(x,A)=226} se tiene d(A',B')> & . Por
el rcsultado mencionado, existef con las nroriedades ante-
riores respecto de A' ,B' y, por lo tanto, resnecto de A,R;
£' cumple [lf' (x)-£' (y)lls M|x-y|l para cualesquicra x,

y€H y cierta constante *. Como f' se antvla sohre los abier-
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tos A"{x:d(x,A)<8} y B"= {x:d(x,A)> 36} y
para todo x&H es d(x,A"L)B”)sd(x,AL)B”)<46, se
ticne |[£f'(x)||s48M para todo x. F1l teorema del valor me-

dio ascgura la continuidad uniforme y feaC&la(H).

La proposicion quedaria demostrada protando la siguien-

te modificacién de un ejercicio de- [] (Ch.7,Problem P)

(*) Sean M un espacio métrico yL un subespacio vectorial

de Cu(M) (igual definicién y norma que nuestro caso parti-
cular). Supongamos que para cada par de cerrados A,R en M
con d(A,B) >0 y para cada intervalo real [a,ﬁ] existe fel
tal que a < f < b, f|A=a y fIB = b . Entonces Les denso

en Cu (“") .

Para probarlo, veamos primero quc para todakfacu(M)
existe fel tal que”k—fl]é%-lkll. Dada una tal
k# 0 tomemos los cerrados A=kl Elle-%Hk[D,B=k-l([%”k|LHkH]);
existe 6> 0 tal quelk(x)-k(y)|<§4|k|| si d(x,v)<§ vy se
tiene entonces d(A,P) 268, lLa hip6tesis asegura la existen-
cia de una fe L tal que-%ﬁk”s f < %lk”, f|A=-%]kH, f|B=%|kH;

¢staf cumple lo afirmado.

Supongamos ahora quel no es denso en Cu(“) (1lamemos
p a la distancia de este espacio) y tomemos g &C, (1) tal
quc &= p(g,L)>\0 . Sea helL tal que ||g - h”<% s Yy
sea k=g-h. anbnces p(k,L)=p(g,L) : si fel tenemos | k-f|=
<llg- (h+£)ll> p(g,L) nporque h+fel,|g-fll=|k- (£-h)}|20(k,L)

pues f-hel . Pcro, por otra narte, existe f_€L tal que
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2 i ]
[l k- £l <3 11 k] y se tiene p(k,L)||k-£lkZ|k|ks=p(g, L).

Fsta contradiccidén pruebha (%*).

4.3 Lema. Sea feCS%H) v definamos

' 1+ 2 v - _ <f'(x),y>
—‘H;/Zd-l— [f(x y)-f(x) 1_qr;%]zy ] Y # 0

|

Lf(x:Y) = |

|0 y =0
Entonces {Lf(x, *): xeH}es equicontinuo en todo y # 0

y uniformemente acotado.

Demostracidén. La equicontinuidad en y# 0 se prueba cormo en

el Lema 3.6(a).

Utilizando la férmula de Taylor se obtiene que si vy #0

2 1
Le(x,y)= ‘*>',' _f <! (x+sy) -£' (x),y>ds+<f' (x),y>.
0

Scan §50,M50 tales que ' (x)-£' (y)|| M x-y[l 5i []x-y | ]<6.
Si  |lylls 6 tenemos|<f'(x+sy)}f'®,y >|<M||y|P? para se,1]

y, por lo tanto, |Lg(x,y)|s(1+82)M+||£'|| 8§ para todo x; si lly]|>6
resultaILf(x,y)lng—‘zs-%Z||f||+||f'||) para todo x. FEsto prueha

la acotacidén uniforme.

4.4 Tcorema. Sca {Pt!t 20} asociado a la prohahilidad i.d.ul

cuya representacidon de Lévv-Xhintchine es [xo,S,v] con S=0.

. (1 , M ]
Entonces Cu,g‘(ll)c D, ¥ rara cada feCu,L(') v cada xe ¥

Af(x)=<x_,£'(x) >+/[f(x+y) - £ (x)- <f+lf’;3”1>] J%E'.ﬁ'zl.L’ v(dy).

NDemostracidén. Sea f-eCL(lD_.”); si xekH
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Atf(x)=<xt,f‘(x)>t/if(x,°)dvt

(Lf.como en el Lema 4.3).

. W
Como S=0 el Corolario 3.9(h) asegura queVy — V. Ade-
mas el lema anterior dice que'{Lf(x,-):xeaH} es equiconti-
nuo en todo y #0 y uniformemente acotado. Puesto que v({0})=0,

la Proposicién 1.1 implica entonces ~ue

ﬁ.f(x, )dv, — ﬁ.f(x, *)dv
uniformemente en x, cuando t — 0.

Para completar la demostracidén, resta sdlo ohservar que

Ixg -x, Il =0y |lf'f] <=

Ohservacidén. Se ohtiene este resultado gracias a que cono-

cemos la masa que la medida limite de las v, asigna a 0; es-

t

to depende de la convergencia de los T, en el -

Veremos a continuacidn aue restringiendo afin mis 1la
clase de probabilidades considerada, sc tiene D, = Cu(H)
(y D=B(H)) . Recordemos que un semigrund{?t:tg 0} de
opecradores en un Ranach X e¢s uniformemente continuo (es de-
cir, %Eglpt-l llI=0 ) si y sélo si su generador infinitesimal
es un opefador acotado definido sohre todo X. (La siguiente
proposicién en el caso I=PM es cl1 Lemme 8 de [5] ; la de-

mostracidn aquil es algo distinta).
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4.5 Proposicién. Sea {P :t20} asociado a'{ut:t>0} . Son

equivalentes:
1)'{Pt3t20} es uniformemente continno (en R(I) 0 en C,(H)),

2) Existe una medida positiva finita A sokre ' tal que
ue = exp(t a-||N]6)F e

S ) ) P i .
i1 esto sucede, el generador infinitesimal es P)\-”AHGOYSI[XO’S’\)]

es la representacién de Lévy-Khinchine de uy se tiene

C _ 1+ 2 _ _
(A] 0} )(dy)--—(}%ﬂk— V(dy), x,=fdm vy, s = 0.

(Observemos que para una medida signada firitavy se defi-
nen exp (v) y el onerador de convolucidn P,, como  en el caso

v> 0 y tienen propiedades andlogas)

Demostracién. 1)=2): Si-[Pé- es uniformerente continuo

sobre B(Il), también lo es sobhre C,(H) y sahemos que el ge-
nerador infinitesimal A es un operador acotado definido

sobre C,(H).

Sea.[xo,S,\ﬂ la representacién de Lévv-Xhinchine de u1 -
Veamos que S=0. Para ello, bhasta protar aue tr(S)=v_({0})=0.

Nado r> 0 tomemos f.eC (H)tal que 0<f <1,f = 1 sobre Ry,

f =0 sohre Bgr ; la funcién g-gx)=(Hx||V(1+Hx|F))fr(x)

2
esti en C, (1) y ngllsTé%%%? . Como vt-ﬂ Vv, , Dara el

o

abierto B_ se ticne
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- 1
v (B ) € 1im v (B ) £ 1im Jfé —d
t+0 £>0 Tt My

= 1im A g, (0) = Ag_(0).
t+0 ¢ S

2 2
Luego, para todo r>0,v_({0}) < 1+(12.2' l|A]]l, o sea,v_({0})=0.

Llamemos A a la medida positiva tal que

C 1+ 2 B
(A ] {0} )(dy)——ﬂ%ﬁéu v(dy), A({0})=0.

Si r> 0 es tal que v({x:|k|| =r})=0 tomemos £ &€C (H)

= c = (- i
tal que 0<_fr_<1, fr = 1 sobre Br’ fr(O)- 0; se tiene

)\(B )= 1im f —-H—LH;\) (dy)=z 11m r%du =1im A f (0) Af (0).
t-0 t->0

. c
Luego, para cualquiera de esos T, A(Br)slhll. Fsto

prueba que Aes finita.

Aplicando el Teorema 4.1 tenemos para toda fe Cl(lz)(l-l)

Af(x)=<xo,f'(x)>+jq%(x+y)-f(x)- <fiﬁ§}f¥f} A (dy)

=< Xo-2z,f' (_x)‘> +[[f(x+y)-f(x)] A(dy)

_siendo Z =f1“;"r$n2' A(dy) .

2
Para xeH sea h _(y)= sen <y,x> ; sc ticne hXGClE“)(H),

h, (0)=0,hy (0)=x,||hll= 1y

Ahx(O) = <X_=2,X> +ﬁ1x dX.
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Lucgo |<xq-z,x>|<|A]l]||7]] para todo xeH

Fsto implica que X,-2= 0.

a
Finalmente si / es la funcién tal que M= exrd y, fi-
jado Y€ H, 1llamamos Ry e I a las partes real e imapi-

. y
. 1< >
naria de e* 7’ , tenemos

£)=11m (0, (7)-1)=AR (0)+3AT, (0)= f(e?X7”-1) 2 (ax)

(R, (0)=1,Ry(0)=0,Iy(0)=0,15(0)=y). Esto es L(y)=(A-|IA]l8°(y).

Luego n,=exp (t a-1IMl8)) (pues exp(v)“=exp(9)).

2)=>1): TPongamos v=XA-||1||§_y sea A=P . Tntonces Pt=etA'y

la desigualdad
1 |
11ep, -1ra] < telAl (t e(0,1])

muestran que {pt} es uniformemente continuo en B(H) v aue

A es su generador infinitesimal.

i . 2
Ademis, definiendo (v'I{O}C)(dy)=1+ A (dy) v L oh=0,

y x| gu/}ngﬂT_ A(dy) , el resto del enunciado se

deduce del Lema 3.7.

Cuando ut=6tx con x,&€F (Ranach), x_#0, inmediata-

o

mcnte se ve que N, estd formado por las <féCu(F) tales

que existe Dx f(x) (la derivada direccional de f en x
o

en la direccidn xj ) nara todox €E y Dx fecu(B).; se

o
tiene Af=9xf .
(-]
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Mencionemos también que vale en "ilbert (la dermostra-
cién se¢ apoya en el Tcorema 4.1) cl sipuiente resultado
(para NN, Lemme 6 de [5] ): dado {Pt:tzo} en € ("), asocia-

do{utitPO} , son equivalentes:

1) A es de caricter local sobre ™; (cs decir, si feDu
se anula en un entorno de X&H entonces Af(x)=0)

2) M4 es gaussiana

3) %EH (1/t)ut(B§)= 0 para todo 6>0.

I'n el caso de la recta real, sc¢ sahe que el dominio
del generador infinitesimal A del semigruno gaussiano
(ut(dx)=(2ﬂt)-%%xp(%%i)) esti formado por las feC (R)
dos veces derivables, tales que f" es uniformemente conti-
nua y acotada; ademis Af =% £ (ver[12], Ch. IX, 5).
Describiremos ahora un resultado de Gross ( [6] ) para se-
migrupos gaussianos en un Banach y lo usaremos nara mos-
trar, en ¢l caso Hilhert, clases de funciones densas en
los dominios de los generadores de semigrunos mas genera-

les (pero dichas clases dependeridn del semigruno conside-

rado).

Sea Yy una prohbabilidad gaussiana sobre un Ranach se-

parable T; supondremos que el soporte deyes todo F. (o-

menzaremos descrihiendo el espacio de 'Yilbert de y (segui-

remos la exposicién de [1] ).

Sea ¢ sobre T'xFE' la covarianza dcy'(é(y,y')=j}y'dy'
para YsYs € E'); es una forma bilineal simétrica, definida

positiva (nues el soporte de y es F) vy define un producto
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interno en F. Llamaremos E'a la completacién de F! rég-

pecto de ese producto interno y nuevamente ¢ a la extensién

de 1la cova}ianza a E'. Por otra rarte, consideremos en F

cl subespacio lineal HY formado nor los x&F tales ane

y — (x,yY) es %-continua ( (x,y)=v(x)) . Se verifica aue

dada ze(E")* (dual algebraico de E') tal que zes ¢-continua
existe un Gnico x<F tal que z(y)=(x,y), para todo veF'.
Luego, hay un isomorfismo candnico W:Hy—*(ﬁ')'caracteriza-

do porque W(x)(y)=(x,y)si'xeaHY, yeE'. Sea p:(g')'——-ﬁ' la
rcpresentacidn de ﬁiesz; estd determinada por z(y) = ¢(p(z),y)
si ze(ﬁ')', y € E' . Se tiene entonces el isomorfis-
mo ¢ =p¥ caracterizado nor (x,v)= ®(¢(x),y) para xeaPY, yeE',
HY es un espacio de HWilbert con el nroducto interno <u,v>Y=

= ¢(op(u),d(v)) (u,v e HY) : es el esnacio de
Hilbert de Y. Resulta ser separahle y denso en E. Notar

que la desigualdad ¢(Y,Y)€”Y|ﬁﬂ|XIFY(dX)? I ¥l|? c? implica

que para erHY es IRIIS Cller Otra caracterizacién de.HY
es que si xeF, v* 5x es equivalente a vy (cada una ahsolu-
tamente continua respecto de la otra) si s6lo si xeH

Y
( [6] , Proposition 1).

En el caso en que T es un espacio de I'ilhert con pro-
ducto interno <-+,->, la covarianza dey se considera de fi -
nida sobre ExF y es de 1a forma ¢(v.v')=<Sy,y'> siendo
S un S-operador (invectivo, pues cl soporte de yes F); se
toma entonces la completacién T e E respecto de ¢, HY esti

formado por los xeT tales que v — < x,v > es ¢-continua
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sobre E y la aplicacidn ¢:HY—- F estid caracterizada nor

<x,v> = 0(¢(x),y) si xeﬂY , veF. Se tiene ademis S(F)=¢4(F),~
S™'=¢|¢" ! (F), <S-x,.9x'>Y = <Sx,x'> para x,x'eF, Si

{e

entonces {HSenlgl Sen:ne N} es una base ortonormal de Fy.

n: NeNl es una base ortonormal de F que diagonaliza a S

Dada una funcidén real f sobre el esnacio de Panach F,

diremos que fes I, -derivable en un punto xe€F si la funcién

g(h)=f(x+h), g:HY-— R es derivable en el sentido de Fréchet

en 0; en este caso, existe Df(x)esHY tal que lf(X+Y)'f(x)"<Dﬂﬂh2Y|
O(thk) cuando thk—*O Uye}k ). Andlogamente, f scri

dos veces H_ -derivable en x si1 g 1lo es en 0; llamaremos

Y
sz(x) al operador €en HY asociado a la segunda derivada.

-1, y

plica esta nocidn v las derivadas coinciden (conveniente-

Como es mas fuerte que la derivahilidad usual im-

mente restringidas). Si AéL(l)(HY ), designaremos su tra-

za con u& (A).

Fnunciamos ahora el resultado de fiross (€orollary
3.2 de [6] ]: dadaygaussiana sobre F con sonorte en todo
el espacio, 1la clase de funciones aue cumplen las siguien-
tes condiciones es densa en el dorminio del generador in-
finitesimal del semigrupo{ PJ asociado avy:
(i) f estia en el dominio de A,
(ii) Para cada xe&F, f es dos veces Hy-derivable en
x y D2f(x) & L(l)(HY),
(1i1) NDZf:F — 1{1)(HY) es acotada y uniformemente
continua

(iv) Af(x)=1ltr (P2f(x)).
7 Y
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Consideremos ahora ¢l caso en cue F=V ¢s un esnacio de

Hilbert.

Sea { P :t> 0} asociado ay, cuya representacién de Lévy-
Fhinchine es [%O,S,g] v la nrobal:ilidad gaussianay corresnon-
diente a S tiene sonorte en todo H. ‘''ostraremos que 1a clase

)

GY de las funciones feacgli(ﬂ) aque tienen las nropiedades
’

(1)-(iv) es densa en el dominio del generador A de { P,} v aue

- ' 1 2 ' ' +
A£(x)=<x,, £ @>+3tr (FE()+ f[f(xw)-f@ ] T v

para cada fe GY y cada xell.

I.lamemos { P;} al semigrunc asociado a vy {Pz} al asocia-
do a p, siendo [?,S,é] y [%o:ﬁﬂﬂ las renresentaciones de
Lévy-Xhinchine devi y ;@ respectivamente, sean'é‘,9&1~y LS

AN

y sus generadores infinitesimales y dominios.

Seal el conjunto de las funciones de la forra W'F(x)flgm
c-t(PEf)(x)dt con fe;c($2L(”)‘ Se tiene aue ICN', pues las
funciones de Djj son las R'f con feC (). Ademis 1&:C£1%(H)
y cada funcidn de L satisface (i)-@v)(pues en la demostracidn
de [ 6, Corollary 3.2 se nrueba que R'f cumnle dichas condi-
cioncs cuando f es lLinschitz, v toda feL 1o es). Como el
dominio del genrador de un scmigrupo de cperadores fuerte-
nmente continuo es denso en el cspacio en aque acttia el scemi-
grupo, y L c¢s denso cn D) pues lo cs r(llg(n) en Cu(l!), se

, b
ticne que L es denso en CU(H); luepgo lo es G%)L . T1 Teore-

ma 4.4 implica que Cyc NaNNny y que para obhtener la renre-
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scntacién deseada bhasta verificar aue toda feD[NNMy esti en
el dominio del generador A y que A=A'f+A"f. Tsto se deduce

de la desigualdad (observar que Pt=P{P¥):

(P E-£) - (A" E£+A"E)[< | (PYE- £) -AEl| || PLAE-A"£l| Wl (P E-£) -A" £l .

Veamos ahora que cuando existe la segunda derivada Fréchet
en un punto x, la representacidén coincide con la del Teorema

4.1.

Se tienen las anlicaciones
H X~ 4, H £ u 1. g Iy
Y Y

siendo 9Y T las representaciones de Riesz para Il y ”Y : 1 la
inclusidn, que verificalfi(xﬂlﬁ CIIXHY » J 1a inveccién que
a cada feH' le asocia la funcional pcrteneciente a H; aque

es su restriccidén a M,y cumplellj(f)”ys cl|l £|].

Observemos que si existce la derivada Fréchet f'(x)eH
entonces f es HY -derivahle en x y Df(x)= TjO'f'(x)eaHY 7 S1
ademis existe la segunda derivada f'"(x) (operador en H), se
tiene que f es dos veces HY -derivable y D2f(x)= TjoO f(x)i

(one}ador en Uy). Ademis sz(x)eah(l)(uy) (ver [6], §3).

Supongamos que existe f''(x) y sca{ e :neV} una hase or-
tonormal de Il tal que Sep= Aje ; entonces{“ﬁcn“'lgen:neV}es
una hase ortonormal de HY . Como CHEES(F)=¢'](F‘(nues An#n)

yo|o 1(r)=5-1

II S§n|ﬁ=¢(¢(Sen) ,¢(Sen))=¢(en’en)=< Sen,en>=ln.



Ademis

<D*f(x)Sen , Sepn > = y— @(¢(D*£(x)Se;),0(Se )=
|Seall,  JSen]] ’

=Q—n 2(¢ (D2 (x)Se_),e )=

=%£ <D2f(x)Sen,en>.

. .. . . . 2
Por la definicién de las aplicacioneso,j, T, N-f(x)Se,

es el heHY tal que< h;k>Y== <f"(x)Sepn,k> para todo ke“y .

Pero <h,e, > = ¢(¢(h),¢ (e JFe(s(h), An' #(Sep))

=o(¢(h), Ale.)

= <h,e >) !
’n" "n

Luego + < sz(x)Sen, en> = < h,cn>Y =< f"(x)Sepn,en> »
n '
y se tiene t%,(sz(x)) = tr(Sf'(x)) .

56
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