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INTRODUCCIOΝ. Toda probabilidad infinitamente divisible y so­

bre un esnacio de Banach real separable F tiene asociado un 

semigrupo de operadores de convolución 'fuertemente continuo 

en el espacio de Banach Cu(E) (funciones de F en R uniforme­

mente continuas y acotadas, con la norma de la convergencia 

uniforme). Por teoría general, cada uno de ellos posee un 

generador infinitesimal definido sobre un subesnacio (que 

depende del semigrupo) denso en CU(F).

Restringiéndonos al caso en que F=H es un espacio de 

Hilbert (aunque algunos resultados valen en situaciones más 

generales), nos ocupamos de describir la acción de los gene­

radores de esos semigrupos sobre ciertas clases de funciones 

diferenciales. En este sentido, se generaliza al caso Hil­

bert (Teorema 4.1) resultados de Courrege nara Rn [5] mos­

trando una clase de funciones de CU(H) sobre la cual se pue­

de caracterizar el generador infinitesimal de todo semigru­

po de operadores de convolución; pero esta clase sólo es

densa en Cu(H) cuando H es de dimensión finita. El resul­

tado mejora cuando nos limitamos a semigrupos que provienen 

de probabilidades sin componente gaussiana: existe una cla- 

se (fija) densa en CU(H), adecuada para describir sus gene­

radores infinitesimales (Teorema 4.4).

El método de demostración es directo a partir de las 

propiedades de la convergencia débil de medidas y de consi­

derar la norma traza sobre los S-operadores: los teoremas 

3.4 y 3.5 son básicos. Se usa también la unicidad de la re-
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presentación ele Lévy-Khinchine ñero se nrueba su existencia.

F1 trabajo comparte ideas y técnicas con [2 ] . Los 

resultados de densidad mencionados dependen fuertemente de

[11] .

Λ continuación fijaremos algunas notaciones.

F designará un espacio de Banach real separable,

Llamamos B(E) al conjunto de las funciones borelianas 

acotadas de F en IR y CU(F) al subconjunto de las funciones 

uniformemente continuas y acotadas. Ambos son espacios oe 

Banach provistos de la norma [|f|| = sun|f(x)|.

H indicará un espacio de Gilbert real separable. Si f

es una función continua de V en IB aue tiene derivada en el 

sentido de Fréchet en x g H, f’(x) designará el elemento de 

H tal que <f’(x),·>ο$ la derivada de f en x (<·,·> es el pro 

ducto interno de H). Análogamente f”(x) designará el opera 

dor acotado simétrico (en Π) tal que < f’r (x) (·) , · > es la se

gunda derivada (Fréchet) de f en x, si existe. Llamamos

CÍ-) 00 al subespacio de Cu (H) formado por las funciones 

f que son dos veces derivables (Fréchet) y tales que ||f’||3 

sup || f ’ (x) || ««, ||f"||=sup || f”(x) || <°° y f” 
xgü xeH
es uniformemente continua (usamos II*I Inara indicar varias

normas distintas).

Si M es un espacio métrico, diremos "U es una medida

sobre M" para indicar aue M es una medida positiva definida
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sobre la σ- álgebra de Borel de M. Si Ac'f, 1^ denota el in­

dicador del conjunto A y μ|Α es la medida sobre M definida 

por (p| A) (C) · μ (A n C) para todo boreliano C de M. Para 

una medida finita μ sobre ?!,. ||μ|| = μ^). ¿„ designa 

la probabilidad concentrada en xeM.

Si μ es una medida sobre un Banach F, μ es la medida 

definida por μ (C)=P(-C) para todo boreliano C de F; μ se 

dice simétrica si P = P. Designamos con μ * v el producto 

de convolución de dos medidas finitas μ, v sobre F; para una 

tal medida finita P se define exn fu) con la serie usual y 

el producto de convolución. Si pesuña probabilidad sobre 
F, su funcional característica es p(f)= ^e^^ p(dx) para 

feE1 (el dual topológico de F).

Un F-vector aleatorio X es una aplicación medible de 

un espacio de probabilidad en F (con su σ-álgebra de Borel); 

L(X) designa la probabilidad que induce sobre F.

N designará el conjunto de los números naturales mayo­

res que cero.
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1· Convergencia débil; S-operadores.

Enunciaremos brevemente algunas propiedades de la con­

vergencia débil de medidas ("eferencias: [io] Chapter II, §6 

y [4 ] > F.xposé N°5).

Sea V un espacio métrico separable completo y llamemos:

C^M) al conjunto de las funciones de M en IP continuas y aco- 

tadas,J^('f) al conjunto de las medidas (positivas) finitas 

sobre M, La topología débil en ^(M) es la topología débil 

que Cfr (M) induce sobreX(M). Si {μ rote A} es una red en 

Λ(μ) y Ρ(Λ(^), tva^ converge a y en esta topología si y 
solo si nara cadafeCbpO ^^/^? en este caso, es- 

, w w
cnbi remos Va—* V· Condiciones equivalentes a Pa—>y son : 

(i) Jí^i a ^ídg para toda f :M—IP uniformemente continua y 

acotada,

(ii) II ^II·!! vil y —~ Ρα^ - μί^ Dara tod° cerrado F de M,

(iii) /fdy</lím fdp α para toda f :M—IP semicontinua inferior 

mente y acotada,

(iv) Va (A)—y(A) para todo boreliano A tal que p(FrA)=0 

(FrA es la frontera de A),

(v) ^^ ^^du para toda f :*HR boreliana, acotada y tal que 

el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida u 

nula.

F1 siguiente teorema de Prohorov caracteriza los conjun 

tos débilmente relativamente compactos de Λ+(Μ) : un conjunto 

AcX(M) es débilmente relativamente compacto si y sólo si
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(I) sun II μ|| < “ 
peÁ

(TI) Para cada ε > o , existe un compacto KcM tal que

(Kc es el complemento del conjunto K) .

Dado r>o el conjunto ^*fM) = ÍP«ZpO: l|y||^r} 

con la topología débil restringida es un espacio metrizable, 

separable y topológicamente completo. Fste resultado y el 

teorema de Prohorov valen para (P(M), el espacio de las pro­

babilidades sobre M con la topología débil.

Mencionemos una última noción ( [10] , Chapter TIT, §2).

Sea E un espacio de Banach; una familia {μ^: ote A} con­

tenida en (P(F) se dice relativamente compacta salvo trasla­

ciones si existe una familia íx^: aeA} de puntos de F ta­

les que * ^ : aeAJes relativamente compacta. Se tiene 
a 

el siguiente resultado: si {μ : acAkív : aeA} son familias α a
en P(F) tales que íu^ * v : aeAles relativamente compacta 

entonces ípQ} y {v^} son relativamente compactas salvo 

traslaciones.

Necesitaremos el siguiente resultado, que es una.gene­

ralización del Theorem 6.8, Chanter TTT de JO] ; su de­

mostración sigue las ideas allí usadas.

1.1 Proposición Sean m un esnacio métrico separable com­

pleto y {ua· aeA} una red relativamente compacta en J6+ (M) , 

convergente débilmente a U . Entonces si F es un conjunto
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de funciones borelianas de M en P que es uniformemente aco­

tado ( sup (|^Ml: feF, x e M} < « ) y equicontinuo en todo

x e Dc, siendo D un cerrado con Ρζπ)~θ> se tiene

Demostración. Para x e ^,ó>0 llamaremos B(x;6) = {yeM:d(x,y)< 

(d designa la métrica de M) , y parar > 0 Dr={x e M:d(x,M)< r}, 

D’ ={xe M: d(x,M)^r}. Sean m= sup (|f(x)|: f e F, x e M),

P= sun II P II · 
aeA
Fijemosε >0, Tomemos un compacto K tal que P(KC) <ε, 

sup μ (Kc) < ε y r>0 tal que μ (D')< ε (existe un tal r 

porque si Γη I θ > ^r ) D=D) . 
n

Veamos que existen borelianos Cp,.., Cn disjuntos ta- 
n

les que Lr=KADCa ^ Cp sun |f (y) - f (z)|^ ε si y, ze(^(k=1, 
fe F

n) y p(FrC]() = 0 (F^ es la frontera de Cy). Para ello, 

observemos que para cada xeDcla equicontinuidad de F en x 

implica que existe δ(χ)> 0 tal que sup |f (y)-f (z) | ^ ε
feF

si y, z e B(x ; 6(x)) y M(FrB(x; dCx) )~θ (si δ no cumple 

esta filtima condición, se puede elegir un 6',0<δ'<δ 

que la cumpla pues FrB(x ; 6* )cS(x,6’) = {yeM: d(x,y) = 64 y 

;¿es una unión no numerable disjunta de medida μ 

finita). Por ser L un compacto contenido en Dc, existen 
n

X|...,xenc tales que Le U B. ,' siendo B. = B (χ.;δ(χ.) )· 
r j=1 J 1

Por el procedimiento usual se obtienen los conjuntos de­

seados.

Γ1 i jamos ahora ^eCj, (k = l, ...,n); para una medida fin i-
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- n
ta λ sobre V definimos λ « ^^ λ(C^) δ^ · Fara feF se tie· 

ne entoaces

Luego para a e A
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La arbitrariedad de ε implica el resultado.

Patio un espacio de Hilbert real separable Π, coro en 

[ΐθ] (definition 2.3, Chanter VT) llamaremos S-operador 

a todo operador acotados en P simétrico, positivo y do tra- 
00

za finita, es decir, tr (S)= Σ < Se.,ex ® para alpuna 

(toda) base ortonormal { e^ : j e N} de denotaremos w el 

conjunto de los S - operadores en d. dna clase ^ C rf es 

compacta ( [i ol , Pef. 2.4, Cb. VT) si:

base ortonormal {e . : j e N } de H.

La siguiente proposición dice cual es la topología in­

volucrada en esta definición (e implica que en (2) la pala­

bra "alguna" puede reemplazarse por "toda").

1.2 Proposición. Sea^Ct^. FntoncesXs una clase compacta 

si y sólo si^es relativamente compacta en (l^^ ^^»ll*|^ 

(el espacio de los operadorc; con traza con la norma traza).

demostración. Suficiencia. Por ser ^relativamente compacto 

en Lp) (H) , es acotado y esto prueba (1) pues tr (S) = 11 S | | ^ 

cuando S es un operador positivo con traza.

Probaremos ahora que (2) se verifica para cualquier 

base ortonormalíe·:i c N}. Fijada una tal base definamos
J / 00

nara no Y la función v?n:^lp mediante ^ (S)- Y < Seí,ei>.n . 1 J
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Pe la desigualdad

se deduce

Fsto prueba que^n es continua sobre ^(con la restric­

ción de la topología de la norma traza). Además ^n | 0 pun­

tualmente sobre ^ cuando n * 00. Por hipótesis,^ es un com­

pacto contenido en?/; luego el teorema de Pini prueba (2).

Necesidad. Fijemos la base ortonomal { e-j : j e Ñ } para la 

cual se cumple (2) de la definición de clase compacta, y 

tomemos una sucesión VSn Jc^. Probaremos que contiene 

una subsucesión convergente enL^I1). resignaremos con||*||2 

la norma de Hilbert-Schmidt.

Puesto que si S es un S-operador S^2 cs un operador 

de Hi Ibert-Schmidt y| | S ^ / 2 | 12_ || ς|| _tr^^ , ¡a hipótesis 

implica que sun | |S1' " | | <o°. Entonces existen una sucesión 
η π

í nv v un operador acotado T tales que lím< S^^x, y> =
K ' k nk

< Tx,y> para todos x, yeH (se usa que una bola cerrada 

de H con la restricción de la topología débil es un espacio 

métrico comnacto y un procedimiento diagonal aplicado a 

ÍSnej:n,j€Ñ } ). Luego T es simétrico y positivo. Además 

es un operador de Hilbert-Schmidt, núes fFatou)
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Veamos ahora que S^2 T nnj; converge fuertemente a T. On-

dox€H, para meN se tiene

Por la convergencia débil de S^^x a Tx , basta pro­

bar que el segundo término converge a cero cuando n -► « , 

uniformemente en k; las desigualdades

muestran que ese término está acotado por

La hipótesis junto con nue T es un Hilbert-Schnidt 

implican lo afirmado.

Se deduce ahora que ||^^-T|| -► OÍk-► « ) a partir de 

la convergencia fuerte, la comnacidad de la clase^y la 

desigualdad
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y se aplica lo anterior·

Recordemos que una probabilidad Ύsobre un Banach F 

se dice gaussiana si para toda feE’ 1(f) es normal (oí 

para algún xeiR) en IR·

1.3 Corolario. Consideremos ^con la topología inducida 

ροτ || - || -J y el conjunto Γο de las probabilidades gaussia- 

nas centradas sobre H con la topología de la convergencia 

débil de medidas. Fntonces la aplicación que a cada Seí/ 

le asocia la única Ύ^Γο tal que γ (v) = exn { — ^< Sy ,y >} 
2 

es un homeomorfismo.

Demostración. Llamemos ψ a dicha aplicación. Por resultados 

conocidos, está bien definida y es una biyección (ver [10] 

pág. 164, Th 4.9 del Ch. VI).

Por la proposición 1.2 y la simetría de las medidas 

consideradas se deduce del Lemma 5.1, Cb. VI de [10] 

que si A C (/ , A es relativamente compacto en //si y sólo 

si ^(A) es relativamente compacto en ro· Como ambos 

son espacios metrizables basta probar que ψ es secuencial- 

mente continua.

Para ello, supongamos que ||Sn-S|| ] -> θ· Luego {·%}
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es relativamente compacto en (/ y, ñor la observación anterior, 

{ ^'^n^ ^ es relativamente compacto en Γο . Pero todas las 

subsucesiones convergentes de { ^(Sn)} tienen el mismo lí­

mite (con funcional característica ^(S)A) ya que <Sny,y> -► 

<Sy, y> nara cada y e P. Luego ^(Sn) -^ ^(^)·

Observación. También puede probarse que si consideramos 

el espacio producto Px ^ y el espacio Γ de todas las pro­

babilidades gaussianas, la aplicación que a (x, S)gHx/ le 

asocia la única ΎθΓ tal que Ύ(ν)=6χηίί< x,y> - ¿<Sy,y>} 

es un homeomorfismo.

2. Semigrupos de probabilidades y de operadores.

Una probabilidad y sobre un espacio de Banach separable 

E es ίnFinitamente divisible (i.d.) si para cada neM exis- 

te una probabilidad y^ sobre E tal que μ^η = y (vn es la 

n-ésima potencia de convolución de la medida positiva finita 

V). Se tiene p(y)^ o nara cada y e F* v, por lo tanto (ver 

(2), section 2), existe una única función /: E* — (Γ tal 

que u= exp/, / es secuencialmente w*-continua y ^(o)=O. 

Fn consecuencia, la raíz n-ésima de convolución ^i/n es 

única y ^i/n=exp O/)· 
n

Una familia ípt:t> o} de probabilidades sobre E es 

un semigrupo de probabilidades (débilmente continuo) si:

(1)
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Por (2), cada μ^ es i.d.

2.1 Proposición. Para cada μi.d. sobre un espacio de 

Banach separable F existe un único semi grupo de probabilida­

des (pt:t> o} tal que μ^’μ.

Demostración. Sea /:F’—€ con las propiedades enunciadas 

tal que μ = exp/.

Para r=k racional positivo (k,n,eV) definimos μ r= 

k 
μ1/η,μ° δο.

Está bien definida pues (u?, )Λ = exn f^ /) ·

Se tiene entonces que yr= exp (r/) y Ρ*Ρ = P + para racio- 

nales no negativos q,r.

A continuación necesitaremos el siguiente resultado 

(se prueba como el Theorem 4.5, Chapter 6 de [10]): si {vn: 

nebí } es una sucesión de probabilidades sobre un espacio 

de Banach separable F tal que (1) {vn:neM} es relativa­

mente compacta salvo traslaciones v (2)vn converge uni­

formemente sobre las bolas de F’a cierta función g , enton­

ces existe una probabilidad v sobre F tal que vn-!ívy vsg.

Dado t>o tomemos una sucesión de racionales positi­

vos { rn } tal que rn*t. Para algún racional a > o se tiene
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{ rn} C [O,a]y entonces { yr } es relativamente compacta 
η

salvo traslaciones pues cada ur es un factor de y^ (por 

la propiedad de semigrupo y el Theorem 2.2, Chapter 3 de 

[ΐθ]. Además, como μ 8 exp(r^) y / es acotada sobre lasbolas 

de E’ (es secuencialmente w*- continua), pr converge 

uniformemente sobre las bolas de E* a exp(t/). Luego, 

por el resultado mencionado,existe una probabilidad v so­

bre E tal que μ Λν y 0 = exp(t/ ); es claro que v no 
rn

depende de la sucesión { rn). Llamamos μ^ a v.

Se tiene μ = exp(t/) y y 8 y (s>0, t>0). t L - -
Si llamamos (?(E) al espacio de probabilidades sobre

E con la topología de la convergencia débil de medidas, 

la aplicación t μ^ de[0,«)en (P(E) es continua: ambos 

espacios son netri^bles y dada una sucesión convergente 

{ t ; "·η se nn-e?^ co^n anees r^ie u u .converge dé· 
a 

bilmente ( debido a la propiedad de semigrupo, { μ } es 

relativamente compacto salvo traslaciones). En particular, 

si 0<a<b { μ : te[a,b] } es débilmente compacto.

Tenemos construido así un semigrupo de probabilida-

des { μ^: t>0 } tal que μ^ =μ . Si {μ^:ί>0 } es otro 

semigrupo tal que μ^ s μ tendremos w^/n=Pi/n para cada 

neN ( μ^=μ y las raíces n-ésimas de μ son únicas ), luego 

^γ=ργ Para cada racional r>0 (propiedad (2) de semigrupo) 

y finalmente y sp para todo t>9 (continuidad).

Dada una probabilidad μ sobre E, consideramos el opera-
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dor de convolución (asociado ay) P^ : P(F)—►B(F) defi­

nido por Pf(x)a f f(x*v) y(dv) (f € B(F)). Fs unonera- y '
dor lineal acotado en B(F) y también en C fF); on ambos ca- y
sos IIpu IIa 1 v P P s P x = P P os una nro- 

μ 1 - V v y * v v y
habilidad sobre E).

Observación. P es invariante Fajo traslaciones: si, para 

xeF, consideramos el operador τχ en B(F) definido por 

( τχί ) (y)= f(x+y) (f 6B(F) ) se tiene τχ (Ppf ) = 

P ( τχί ) para cada f eB(p). Además f>—P f (0) es una 

funcional lineal positiva sobre B(F) tal que si fniü pun­

tualmente sobre F, entonces ^ ^(0) l D.

Recíprocamente, si P: B(F)—>B(F) es un operador li­

neal tal que (1) r (P f)= P ( r f ) nara todos x *
xeE, fe BíF), (2) f *-* Pf(0) es una funcional lineal 

positivo sobre B fF) tal cu? vale 1 evaluada en la función 

constantemente igual a 1 y ^n(°) 1 θ cuando fn 1 0 pun­

tualmente sobre E, entonces P es un operador de convolución. 

En efecto: (2)y la Proposición IT.7. 1 de [9] implicanque 

existe una probabilidad y sobre la σ - álgebra de Borel de 

E tal que Pf (0) =^fdp , pero P f (x)- (^(PfJ (0) = 

(F( Tx f) ) (0)s fy r^fi s P f(x) por (1).

Dado el semigrupo de probabilidades {y^: t > 0} consi­

deramos el semigruno de operadores deconvolución {P^: t > Π } , 

siendo Pf= P .1
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Cono operadores en B(F), satisfacen:

considerados como operadores en Cy (F), cumulen además:

(Observar que para cada f € C (F) y cada δ > 0

luego se obtiene (3) usando la continuidad uniforme defy 

que P^ JL δο cuando t — 0) .

Una familia {Pt: t >0} de operadores en un espacio 

de Banach X que cumple (1) y (2) es un semigrupo de opera­

dores (enX); si además satisface (3) es un semigrupo de 

operadores fuertemente continuo (en X).

Por lo anterior, tenemos asociado a cada semigrupo de 

probabilidades un semigrupo de operadores de convolución 

fuertemente continuo en C (F). Pecíprocamente, si { Pt:t> o} 

es un tal semigrupo de operadores y μ^ es la probabilidad que 

define a P^, obtenemos que Ps*^ts ^s+t (usando(2) y que 

la igualdad P^ =P^ implica μ s v ) v y^ ^ δο cuando t—0 

(ya que (3) implica que para cada f € C (F)
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Pado un senigrupo {Ρ^:ΐ>ο} de operadores en un'es­

pacio de Banach X, llaneros A^= (Pt-T). Se define el ope­

rador Λ mediante Af-lím A/ sobre el subesnacio lineal π de 
t -0 r 

losf para los cuales dicho límite existe en Y. A es el ge­

nerador infinitesimal de { Pt:t > o} . Se sabe oue si el 

senigrupo de operadores es fuertemente continuo en X enton­

ces el dominio de su generador infinitesimal(que depende de! 

semigrupo) es denso en X.

3. Probabilidades i.d. en Hilbert, Comenzamos con un re­

sultado válido en el caso Banach,

3,1 Teorema. Sea {p^t >o} un semigrupo de probabilida­

des sobre F. Γη tone es para cada r >cv existe un compacta 

convexo simétrico Kr c B tal que { ¿p j Kc :t> 0 } es reía- 
t t r 

tivamente compacto.

Pernostración. Veamos primero que sir>0y0<a< 1 exis- 

ten tQ > o y un compacto convexo simétrico ^rc^r tales que 

Pt (Cr)> a para todo t<to-

Para probarlo, filemos r1 ,0 < r1 < r; como lím u ÍBC,) 

^ο^^)"0 (pues y —δθ cuando t — o) existe tQ >0 tal 

que yf(B ) < 1 - a nara t< t0. Además existe un compacto 
e r "2 

convexo simétrico L tal que yt(Lc)5 1-a para t< t_ (por- 
2 

que {^rt^ [o,to] } es compacto). Basta tomar entonces 

C r=L n Br.

w
Llamemos v t = μ t * Ut ’ coino vt ^o^ “* °) e^ anterior
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resultado vale también para vt.

Probemos ahora que para cualquier r>o existe un com­

pacto convexo simétrico Krc B tal que

Fijado r>0 sean t0 >0 y dos compactos convexos simé 

trico C_, D_. contenidos en Br/? tales que μ* (Cr)> 1/2 y 

Vt^r^-1 nara todo t-< 2to. Sea K = C +P . 
4

Consideremos un t< to y sea m- [to/t]+l ( [·] es la 

parte entera de un número real). Sean X] ,. . . ,ΧπΛι»· . · Λπ 

F-vectores aleatorios independientescon L(Xj)= L (X!)= pt, 

sm= Σ Xj^ = .^X'j. Se tiene L (Xj-X!)- vt, L(Sm)=

= L^= umt X L CVSA)= 'Vf

Por la independencia de Xj y X] se tiene

Si q es la funcional do Minkowski de Pr, aplicando el 

Lemma 2.3 de [2]
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porque v nt ΠΊτ) ^ Xa Q110 ^ t < 2%.

Para probar la segunda condición del teorema de Prohorov, 

dado e> o sean 0,C compactos tales nue ν^(θε)< 2(^'c )

Y ^* 1 para todo t< 1 + — . Si t < 1 v n= Γ—1+1 nroce-
1 T - ε - e L t J

diendo como antes se obtiene

1
puesto que nt ¿ l+~ . Luego

Observaciones. (1) Para nuestros propósitos, bastaría

tener la conclusión de este teorema para algún r>o.

(2) Fste enunciado refina el Theorem 2.3 de [2] : am­

bas pruebas usan las mismas ideas. Puede deducirse también 

de un teorema de Le Cam [δ] ; una demostración de este últi­

mo que usa técnicas de £2] , se halla en [1] (Th.2.1 y Th.2.2). 

Ln tercer método de demostración es probar oue 

{ exp(y(υ -δ©)):t>0} es relativamente compacto (análo- 

gamente a como se hace en [ 2] , Th. 2.1) y usar luego una 

extensión a espacios de Banach del Th.4.3,rh. vi de [10] .
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La siguiente desigualdad es consecuencia de la desi­

gualdad recíproca de Kolmogorov en esnacios de Banach 

(Corollary 5.1 de [2] ).

3.2 Proposición. Sean o una seminorma continua sobre F 

y{ Xj:j = 1,...,n } F-vectorcs aleatorios independientes si­

métricos, tales que para algún c ^ [0, °°) q(Xp £ c a.s.
n 

(j=l,...,n). Sea Sp= £ X.. Fntonces para cada u>o 
j = 1 *

Observación, Una desigualdad similar para el caso Hilbert 

y q(x)= || x || se debe a Varadhan ( [io] ,Th.3.3,Ch VI), la 

cual puede usarse también para obtener los resultados que 

siguen.

De aquí en adelante nos restringiremos a un semigruno 

de probabilidades sobre un Hilbert U.

3.3 Lema. Sean F un subesnacio cerrado de H y q(x)-dfx,F).

para cada r>o tal que σ^^+^({q>r})<1/12.

( [*] designa la narte entera de un número real).

Demostración. Fijemos t >o y r > o en las condiciones del
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enunciado; sea n« £l/tj *^·

Sean Yj,...,Yn H-vectores aleatorios independientes con 
n n

í (Yj> ot(j = l,...,n), V^Yj. Se tieneL (Tn) = σ t .

Si P es él proyector ortogonal sobre Γ y O=T-P enton­

ces q(x) = ||Qx|| . Luego los XÍr^ son independientes, simé­

tricos (lo son los Y. y { x:q(x) < r} es simétrico) y
Γ r)q(Xj ;)íra.s. Aplicando la Proposición 3.2

con u=c=r obtenemos

(válido si verificamos que P{q(^rh>r} <l/4); para obte- 
n

ncr la cuarta igualdad se usa que P es un Gilbert y que los;

QX^r^ son independientes, están enL-(n) y FOxIr)=o.
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η
(Se uso la desigualdad P{ sun q(Yp> r } < 2 P {q (^^Y - ) >r}, 

1 < j < n ' 1 J
que vale para Yj,...,Yn independientes simétricos a valores 

en un Banach. Una demostración se hace en la prueba del 

Lemma 2.3 de [2 ] ) .

Esto implica el enunciado.

Observación. Un espacio de Banach separable F se dice de 

cotipo 2 si existe una constante M > 0 tal que para 

{ Xp...,Xn) E-vectores aleatorios indenendientcs, 

Xj L2(E) , E(xp = 0 (Bochner) (i=l,..,n) se verifica

(Ejemplos: L^ con hp^2). El Lema 3.3 vale, introdu­

ciendo la constante M en la desigualdad, en espacios de 

cotipo 2 para seminormas de la forma q(x)=||Ax|| (A ope­

rador acotado).

Dado un semigrupo de probabilidades {pt:t>0} sobre U
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definimos para cada t>0: x^eH, el S-operador Tt y la me­

dida positiva finita v^ sobre H tales que

3.4 Teorema, {v^:t> 0} es relativamente compacto.

Demostración. Basta probar

(II) Ve > 0 existe un compacto KcH tal

que % >B vt (κ°) < ε ·

Para demostrar (I) probemos primero que para todo r>0

(1)

Consideramos para cada t>0 la medida ot»l(pt+μt) , 
2 1 1

El conjunto {p?:0<t<1 ,ke N, k<ñ/t] +1} es 

relativamente compacto pues está contenido en {pt:0<t<2}
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que lo es (Proposición 2.1); por lo tanto, también es reía­
letivamente compacto ΐμ^: 0<t<l,ke N,k<[1/t]+ 1 ) .

11 k cDado ε > Osea K compacto tal quep^pJK )< ε para

0 < t < 1, h ,k€N, h <^[l /1] + 1, k < [i /1] + 1 . Entonces

Luego {σ^^+^ :0<t<1} es relativamente com­

pacto.

Podemos entonces tomar ro > 0 tal Φ,Θθ<^σ^^+^Β^ )<^ 

y aplicar el Lema 3.3 a q(x)= | |x | |· qe tiene entonces para 

r *ro

Esto prueba (1) para r >.ro (si t> 1 la integral co­

rrespondiente está acotada por r^) e implica el resultado 

para cada r > 0.

Luego aplicando el Teorema 3.1 se obtiene (T):

Nuevamente por el Teorema 3.1 dado ε>0 existen com­

pactos K^c Rj y L tales que
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Esto prueba (II).

Observación. Teniendo en cuenta la observación anterior se 

ve que este teorema vale en espacios de Banach de cotipo 2; 

es el Th. 4.1 de [2] extendido aquí a todo el semigrupo.

3.5 Teorema. ÍT :t>0} es una clase compacta de S- ope­

radores .

Demostración. Sea {ej:j e N} una base ortonornal de H. Hay 

que probar:

La afirmación (I) se obtiene a partir del Teorema 3.4 

ya que

Para demostrar (TT) llamemos,Fn al subespacio genera­

do por íep...,e } y qn(x) = d(x,Fn). Veamos que para 

cada r> 0 existe no e N tal que

(1)
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Para ello, prohenos primero que

(2)

( ot como en el Lema 3.3). Pongamos ^=aj^^+^ .

rl conjunto {X^tefO,!]} es relativamente compacto

(demostración del Teorema 3.4) y dados r> 0, K compacto se 

tiene

Luego existe noe N tal que {q >r}AK=0 nara n> no 

(por el Teorema de Dini , pues qR2+0 puntualmente). De 

aquí se deduce (2).

Para obtener (1) basta tomar, fijado r> 0, un no g N 
tal que^su^ ησ^^1 ({qn>r})<(1/24) para η > ηθ y apli- 

car el Lema 3.3 (para t > 1 la integral de (1) es <r2).

Finalmente, para n e \T,t > 0, r > 0» K compacto se tiene

(3)

Dadoe>0 tomemos r>0 tal que 9r2^ ε. y K compacto 
7 2
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tal que su^ vt(Kc)$e/2 · Se puede elegir entonces

ηθ€ N tal que para η > ηθ el primer término de (3) es <ε/2 

(por (1)) y el segundo es cero (Teorema de niní),

Λ continuación, definimos algunas funciones auxiliares 

que necesitaremos luego.

3.6 Lema. (a) Dada f^C¿ 7(H), definimos nara cada xeH

Entonces { B^(x,·):xeH} es uniformemente acotado y

equicontinuo en todo ye H.

(b) Para y e H sea

Entonces para cada i > 0 {M(y, ·) : || y)| <r} es uniforme­

mente acotado y equicontinuo en todo x e H.

(c) Para y e H sea

Para cada y e H, K(y,·) es acotada y continua en B- {0}
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Demostración. (a) Pongamos

Por la fórmula de Taylor, se tiene para todo yeB

De aquí se deduce que para y ^ 0 (observar que u(y)(y-V(y))=y)

Luego si ||y || < 1

(1)

Si II y II >1 es u(y)< 2; entonces

(2)

Para probar la equicontinuidad en 0, basta aplicar

(1). Sea ahora yo / 0 y tomemos un entorno W de yo tal 

que || y || > B si y € W ,para cierto B> 0. Si xe H, yeW

se tiene

(3)
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Llamando A,B,C y D a los términos del miembro derecho:

Usando ahora la continuidad uniforme defy la continui­

dad de u y V, se prueba la equi continuidad en yo.

(b) Llamemos R (x)=cos<x,y>,I fx)=sen<x,y>. Entonces:



Luego R , T pertenecen a C^!b) y ”(y,x)=B (0,x)+iBT (0,x).

x yAplicando (2) de la demostración de (a) se obtiene

para cada r >o. Para probar la equicontinuidad en todo xeH

de {M(y, .) : |¡ y || < r} para un r>0 fijo, se aplica (1)

a Ry > ly en el caso x - 0; pa"a x ¿ 0 se acota como en (3) 

y se usa. la equicontinuidad en todo x de {R :||y||<r}y{I :||y||^r}.

(c) Se aplica (b) y que si yeH, x/0: K (y, χ) =M (y, x) ^-.^^ .

La demostración del próximo teorema requiere el si­

guiente lema de unicidad ( D O] , Th 8.1, Ch. IV ).

3.7 Lema. Si xo,x^H, S,S'€/,v,v’ son medidas fi­

nitas sobre H tales que v({0})=0=v’({0}) y se cumple

entonces xo= xi, S=SJ v=v’.

3.8 Teorema. Existen xo € l!, un S-operador To y una medi­

da finita νθ sobre lí tales que



51

cuando t — 0.

Demostración. Dados t > 0, y € H, si M(y, · ) es la función

definida en la parte (b) del Lema 3.6 se tiene

(1)

Torcemos una sucesión {tn}C(0,°°) tal que tn — 0. 

Los Teoremas 3.4 y 3.5 y la Proposición 1.2 implican que 

existe una subsuccsión {tn } de ítn}, un S-opera-

dor To y una medida finita υθ sobre H tales que

Por otra parte, si /:H — C es la función 

secuencialmente W - continua tal que μ> =exp/(Sección 2) 

se tiene para te(0,l]

lo cual muestra que el miembro izquierdo de (1) converge

a / uniformemente sobre las bolas de Π. Además { jM(y, • ) ^ t } 

r nkconverge de la misma manera a |M(y,*)dvo, , pues para

cada r>0 { M(y, ·) :||y || < r} es una familia

uniformemente acotada y equicontinua en cada xeH. Sucede

lo mismo con la convergencia de{<T y,y>}a <Toy,y> ; 
nkse deduce entonces de (1) que {<x ,·>} converge

nk
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uniformemente sobro las bolas de H. Fsto muestra que exis

te χΛ e H tal que en II.
nk

Hemos probado que dada una sucesión {tn)C(0»°°) , t^ 0,

existen una subsucesión (tnJ de {t }, xAeH, n ° ’
un S-operador TQ y una medida finita νθ sobre H tales que

(2)

y además

(3)

(K(y,·) como en el Vema 3.6, (c)) siendo >C“TO-U con U 

definido por

(4)

Veamos que un tal S es un S-operador. Como U es po­

sitivo (además es un S-operador: tr( U )3 / r J ,. 2 vo (dx)<») 

se tiene que S <T y basta probar entonces que S es posi­

tivo, es decir, U< To. Para ello, fijemos yeH y definamos 

la función u:H — IP mediante

Como u es semicontinua inferiormente, acotada y
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obtenemos

en virtud de que v^ -Λ vo. 
nk

Si ^Sn^^,o°^ es °^Γα sucesión tal que ¿n ^ Π exis­

tirán xó,t’,vó que verifican (2) para una subsuce­

sión de {sR} y (3) con el S-operador S’=T¿- u’, estan­

do definido U1 mediante vj como en (4). Probaremos que 

^o"^Ó’ To= Tq, ^O=^Q

Por el Lema 3.7 se tendrá

Luego U =U’ pues sobre {0}c vo coincide con vo-Vo({0))óo y, 

por lo tanto, con v^ ; esto implica que T =Τθ. Para pro- 

bar que v sv’, basta ver que vo ((0})=v¿ ({0}); en realidad» 

ambos son iguales a tr(S):
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ya que 'L^1 T ; idéntico argumento lo prueba para Vo- 

nk

En suma, lo dicho asegura la existencia de xo> To y vo 

y que se verifican las convergencias deseadas fes decir, 

para t 0,t >0) por ser todas ellas en espacios métri­

cos .

3.9 Colorario. (a) (Representación de I.évy - Kh inchine)

Sea μ una probabilidad sobre H. Entonces μ es i.d.

si y sólo si existen xo eΠ, un S-operador S y una medida 

positiva finita v sobre Π tal que v({0})=0 que 

cumplen

En estas condiciones, xo,Syv están determinados 

por P . (Diremos que xo,S,v es la representación de 

Lévy-Khinchine de p ).

(b) Si {p^ít^O} es un semigrupo de probabilidades 

sobre H y xo,S,v es la representación de Levy-

Khinchine de Pj entonces, cuando t - 0:

(ii)1 Si para t>0, δ>0 definimos el S-operador V^,^
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mediante

entonces

Demostración. (a) La existencia de representación la da 

el Teorema 3.8 y la unicidad el Lema 3.7 Por otra parte, da­

dos xo,S, v, se puede probar (ver to], nag. 164 

y Th4.8, Chapter VI) que para cada neN

es la funcional característica de una probabilidad sobre 

H que, por lo tanto, es raíz n-ésima de y.

(b) Las afirmaciones (i),(ii) y (iii) son inme­

diatas a partir del Teorema 3.8 y su demostración. Pro­

bemos (ii) ’.

Sean To, vo, U como en el teorema y para cada t>o, 

<S > 0 los S-operadores definidos por:
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Fijemos δ> 0 tal que vo((x:||x|| = δ})=0. Como S=TO-U,

para cada t >0 se tiene

Para cada t>0, como V. X-T es positivo L j 0 L , O

luego, por la propiedad del δ que hemos elegido.

Para el término restante, observemos aue {T^:t>0}
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es relativamente compacto en (L^^(H) ||·||ι) fsc deduce 

por la Proposición 1.2, ya que 0^T° <T.). Sea

T^ el límite (en L^^fH)) de una sucesión {T^ }con tR — 0; 

entonces

Se deduce que Tt$ " >1 g^ cuando t 0. Fn con­

secuencia

Lo anterior prueba que si 6>0 es tal que υ ({x:||x|| =δ }) =0

Como a lo sumo hay una cantidad numerable de tales δ , se

obtiene el enunciado.

Observaciones. 1) Fn lugar de γ+|γ]ρ se podría ha­

ber usado la función mín {1 , || x ||2 } > la cual nuestra 

mejor que hay que considerar por separado el comportamien­

to dentro y fuera de los entornos de Π.
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2) La fórmula de representación de Lévy-Khinchine 

en espacios de Hilbert (parte (a) del Corolario 3.9) se 

debe a Varadhan (ver fio], th. 4.10,Ch. VT). La demos­

tración presentada aquí es distinta de la original y si­

gue la línea de la prueba de Khinchine en la recta real; 

con ideas similares y el mismo núcleo K se obtiene en [2] 

la representación en espacios de Banach de cotipo 2, tam­

bién probada en [31 . Fstos trabajos muestran que el nú­

cleo K no es adecuado para espacios de Banach más genera­

les, pero gracias al trabajo de Tortrat, Araujo y Dettweiler 

es válida una representación en un Banach arbitrario. Una 

demostración de ese resultado y referencias se hallan en 

[1] ; siguiendo esa exposición, lo enunciaremos paracom- 

pararlo con la fórmula del caso Hilbert.

Sea F un espacio de Banach real separable. Para

Se define que una medida positiva σ- finita λ sobre E 

es una medida de Lóvy si para algún τ >0 : (I) 

J[h (f,.)|dA < ® para cada feE’, y (TI) existe 

una probabilidad c^Pois λ sobre F tal que (c.Ibisλ) (f)=expjhT(f ,·)άλ 

para toda f β F* (En esta definición τ puede ser reem­

plazado por cualquier f>0. Se tiene X|{0}c=X’|{0}c sii 

c Pois >c Pois λ’ · Ejemplo: una medida finita λ esτ τ
de Levy y c Pois X=exp (λ- || λ || δo) *δ^ conb^-J^ x X(dx) 

τ τ
para cada τ > 0).

Fijado τ > o, una probabilidad μ sobre F es i.d. si
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y sólo si existen ζτ eE, una probabilidad gaussiana centra­

da Yy una medida de Lévy λ tales que

Además ζτ,Υ y λ|{0}c son únicos y se tiene

Si E es un espacio de Hilbert y £xo,S,v es la re­

presentación de Lévy-Khinchinc de p como en el Corolario

3.9, (a) se tiene

Además en este caso particular se tiene el refinamiento (i i)’ 

del Corolario 3.9 de la propiedad (2).

4. Senigrupos de operadores de convolución en espacios de 
fli Ibert.

Consideramos semigrupos de operadores de convolución
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{P^:t>0} fuertemente continuos en Cu(P) · Por lo vis­

to en la Sección 2 se tiene PtaPpt siendo {p^t^O} 

un semigrupo de probabilidades (débilmente continuo).

Se lo puede considerar como semigrupo en B(P) y en

C (H); llamamos Py Du a los dominios de los generadores 

infinitesimales respectivos. Se tiene DUC D.

4.1 Teorema. C^(H)CDu . Además, si xo,S,v es la 

representación de Lévy-Khintchine de y i , para cada f €C^ J (H) 

y cada xeH

Demostración. Sea feC; J (H); si xeH

(1)

(Bf como en el Lema 3.6,(a)).

Veamos que para todo operador simétrico Δ se tiene
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(2)

Probemos primero (2) cuando Δ es un proyector ortogo­

nal P. Sea {epiel} una base ortonomal de P(H) y
{ej :jeJ} una base ortonomal de P(Il/ (con IAJ = 0 ). 

Entonces {e^zielUJ} es una base ortonormal de H.

Para todo yeH se cumple

y se tiene

Como los términos de esta serie son no negativos

Luego (2) vale para combinaciones lineales finitas de 

proyectores ortogonales.

Sea ahora Δ un onerador simétrico. Por el teorema
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espectral, existe una sucesión de operadores {Δη} oue ■* 

sen combinaciones lineales finitas de proyectores ortogona­

les tales que ||Δη-Δ||* 0 . Para cada Δ^ vale (2). 

Pero

por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue ya que 

1'Δη*ΔΙΙ 0 y (1 +||y||2 j2 - SUP ΙΙΔηΙΙ < “ · Además

lo que asegura que ΐτ(Τ.Δ )-► tr(T Δ)(η+®). Luego

(2) vale para todo operador simétrico Δ . La igualdad (1) 

se reescribe

, Sean To= S + U, siendo u el operador del Corolario

3.9(b), y νθ= v+tr(S)50. Para todo x e Π se tiene
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además {Bf(x,·):xeH} es uniformemente acotado y 

equicontinuo (Lena 3.6(a)). Por la Proposición 1.1 y el 

Corolario 3.9(b) tenemos entonces que

uniformemente enxeH cuando t 0. Fsto prueba que f^D^·

Pero

y la última integral coincide con tr (Uf”(x)) , lo que se 

ve argumentando como se hizo para T^. tuesto que S=TO- U , 

se obtiene la expresión de Af del enunciado.

El Teorema 4.1 incluye resultados de Courrego rara el 

caso finito-dimensional [5 , Thcoreme 1 y 2] . Fn esa 

situación se tiene además que C^\n) es denso e^ Cu(P), 

pero esto deja de ser cierto en dimensión infinita; este 

hecho ha sido probado por D. Perrero (comunicación perso­

nal) quien, usando argumentos de [11, § 5, Th i] muestra 

que Cy\/2)no es denso en Cu(j^2) (explícitamente, prue­

ba que si A={xe/2: x3 0,||x||< 1} y tomamos 
f(x) = mín{1 ,d(x,A)}, para toda ge C^ (/2) es ||f-g|| > 1/2).

Por otra parto, a continuación exhibiremos un subes­

pacio denso en C (H) que está contenido en el dominio del
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generador infinitesimal de todo semigrupo sin componente 

gaussiana; también se dice cómo actúan dichos operadores 

sobre esa clase. La densidad de ese subespacio se obtiene 

de otro resultado de £11] .

Nota. Agradecemos aquí a D. Perrero por numerosas conver­

saciones sobre este punto y a J. Fells el haber dirigido 

nuestra atención, por intermedio de A. de Acosta, hacia [11]

Llamemos C^(H) al espacio de las funciones feCu(n) 

derivables en el sentido de Fréchet y tales que su derivada

fT cumple : ||fr|| = sup||f’(x)l| «»; para ciertos 
xeH

δ > 0,M > 0 es || f1 (x) -f'(y)|| <M||x - y || si || x - y || £ δ .

4.2 Proposición. C^?GO es denso en C (H). 
u, L u

Demostración. Se demuestra en [11, §4,Corollarv 4] que, 

dados A,B cerrados en H a distancia positiva, existe una 

función f: H ->|0,1] continua y con derivada Lipschitz 

tal que f|^s0 y f|g=1 . Veamos que se nuede tomar

fed’hH).

Supongamos d(A,B) = 4ó>0. Si A'= {x:d(x,A)<6}y B'= 

{x: d Cx, A) 2 δ} se tiene d(A',B')> <5 · T'or

el resultado mencionado, existof con las propiedades ante­

riores respecto de A' ,B' y, por lo tanto, resnecto de A,R; 

f cumple ||f' (x) - f' (y)|| á M||x-y|| para cualesquiera x, 

yeH y cierta constante Ί. Como f se anula sobre los abier-
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tos A"{x:d(x,A)<61 y Bn= {x:d(x,A)> 36} y

para todo xéH es d(x,A"u B") <d(x,A UB") <46 , se

tiene ||f' (x) ||^4óM para todo x. Fl teorena del valor me­

dio asegura la continuidad uniforme y fGC^j(H).

La proposición quedara demostrada probando la siguien 

te modificación de un ejercicio de f] (Ch.7,Problem P)

(*) Sean M un espacio métrico yL un subespacio vectorial 

de CU(M) (igual definición y norma que nuestro caso parti­

cular). Supongamos que para cada par de cerrados A,n en M 

con d(A,B) >0 y para cada intervalo real [a,b] existe feL 

tal que a f b, f |A=a. y f|u = b . Entonces L es denso 

en CU(M).

Para probarlo, veamos primero que para todak^C^fM) 

existe feL tal que || k-f || <-_- ||k|| . Dada una tal 

k / 0 tomemos los cerrados A=k-1 ( [- |¡k ||, -^|k|]) ,B=k~ ([j|| k ||,||k||] ) ; 

existe 6> 0 tal que |k(x)-k(y) |<|||k|| si d(x,y)< 6 y se

tiene entonces d(A,P)>6. La hipótesis asegura la existen-

cía de una fe L tal que-|||k||s f < l||k||, f|A=-|||k||, f IB=^|k|| ;

qstaf cumple lo afirmado.

Supongamos ahora queL no es denso en C^(M) (llamemos 

p a la distancia de este espacio) y tomemos g β C fM) tal 

que δ- p(g,L)> 0 . Sea heL tal que ||g - h||<| δ Y 

sea k=g-h. Entonces p(k,L)=p(g,L) : si feL tenemos ||k-f|| = 

=||g- (h + f)|| > P (g,L) porque h+fe L,||g-f|| = ||k- (f-h)|| >p (k.L)

pues f-heL . Poro, por otra narte, existe fo6L tal que
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Ilk-fo|i411*11 y se tiene pdc^^^ik-fji^JijkiKó-pCg, l).

Esta contradicción prueba (*).

Entonces {L^x,·): xeHles equicontinuo en todo y^ 0 

y uniformemente acotado.

Demostración. La equicontinuidad en y 4 0 se prueba como en

el Lema 3.6(a).

Utilizando la fórmula de Taylor se obtiene que si y / 0

Seanó>0,M>0 tales que |[f ’ (x)-f' (y)|| <M|| χ-y || si [ |x-y | |^ó_ 

Si I |y|| ^ δ tenemos | <f’(x+sy)-fO(),y > I * M ||y ||2 para se[0 j] 

y, por lo tanto, | L£ (x ,y) | < (1 + δ2 )M+ || f ’|| δ para todo x ; si l|y||>ó 

resulta I Lf (x,y)|<-^yr(2 ||f ||+||Ρ||) para todo x. Esto prueba 

la acotación uniforme.

4.4 Teorema. Sea (P^t ^01 asociado a la probabilidad i.d.u^ 
cuya representación de Levy-Kbintchine es Jxo,S,vj con S=0.

Entonces ^f0c Du y para cada f€C^f) y cada xe H

Demostración. Sea f^C^H); si xeH
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( Lf cono en el Lena 4.3).

wCono S=0 el Corolario 3.9(b) asegura que^ — v. Ade­

más el lema anterior dice que {L^(x,·):x ^H} es equiconti- 

nuo en todo y 4 0 y uniformemente acotado. Puesto que v({0})=0, 

la Proposición 1.1 implica entonces °ue

uniformemente en x, cuando t — 0.

Para completar la demostración, resta sólo observar que

Observación. Se obtiene este resultado gracias a que cono­

cemos la masa que la medida límite de las v^ asigna a 0; es­

to depende de la convergencia de los Tt en || · ||j .

Veremos a continuación que restringiendo aún más la 

clase de probabilidades considerada, se tiene D^ * Cu(H) 

(y D=B(H)) . Recordemos que un semigruno {P :t^ 0} de 

operadores en un Banach X es uniformemente continuo (es de­

cir, lím||p^-l ||=o ) si y sólo si su generador infinitesimal 

es un operador acotado definido sobre todo X. (La siguiente 

proposición en el caso H=IPn es el Lemme 8 de [5] ; la de­

mostración aquí es algo distinta).
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4.5 Proposición. Sea {P^t^O} asociado a'íp^tiO} . Son 

equivalentes:

1) {Pt‘t>0} es uniformemente continuo (en PfH) o en Cu(H)),

2) Existe una medida positiva finita λ sobre Π tal que

ut - exp(t (λ-INI δ O))F e'^MexpCtÁ).

Si esto sucede, el generador infinitesimal es P^^ yájx^,^ 

es la representación de Levy-Khinchine de yj se tiene

(Observemos que para una medida signada finitav se defi­

nen exp (v) y el operador de convolución Pv como en el caso 

v> 0 y tienen propiedades análogas)

Demostración. 1)=φ2): Si {P^} es uniformemente continuo 

sobre B(H), también lo es sobre CU(H) y sabemos que el ge­

nerador infinitesimal A es un operador acotado definido 

sobre CU(H).

Sea xo,S,v la representación de Lévy-Khinchine de yp 

Veamos que S=0. Para ello, basta probar nue tr(S) = vo( {0})=0.

Dado r > 0 tomemos freCu(H)tal que O^f ^1,f = 1 sobre Rr, 

fr=o sobre B2r ’ la funci°n 8 rx)= (IIx II ^ (1 +ll x IN ) fr (χ) 
está en Cu(n) y ||grH ίμ^ρ · Como vt * vo , para el 

O
abierto Br se tiene
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Luego, para todo

Llamemos λ a la medida positiva tal que

Si r> 0 es tal que v(íx:|jx|| =r})=0 tomemos freCu(H) 

tal que 0<f^<1, f = 1 sobre B^, f^(0)= 0; se tiene

Luego, para cualquiera de esos r, λ(Β )£||A|| . Fsto 

prueba que λ es finita.

f 21Aplicando el Teorema 4.1 tenemos para toda f c (H)



50

Luego |<xo-z,x>|< ||Α||+||λ|| para todo xeH

Esto implica que xo’z = 0.

Finalmente si / es la función tal que pj= exp/ y, fi­

jado yeH, llamamos Py e 1^ a las partes real e imagi­

naria de e1 ^’ > , tenemos

/(y)=lím kí (y)-1) =ARÍ0) +iAI (0) = /(ei<x’y>-1) λ (dx) 
t+o y J

(R/0) = 1,R^0)=0,Iy(0)=0,I^0)^ .' Esto es /(y) = (λ-|| λ || ó^fy) .

Luego pt = exp (t (λ-||λ||δο)) (pues exp(υ)Λ=βχρ(ΰ)) .

2)=φ1): Pongamos ν=λ - || λ ||δο y sea A=P . Entonces P^e^ y 

la desigualdad

muestran que {p^} es uniformemente continuo en B(H) y que 

A es su generador infinitesimal.

Además, definiendo (ν' |{ 0}C) (dyjs^j^rAfdy) ,υ* ({ 0})=0, 

y χζ s/r+[[yj]r“ ^dy) , θΐ resto del enunciado se

deduce del Lema 3.7.

Cuando μ.=δ con xoe F (Banach) , x /O, inmediata- tX o °
mente se ve que Du está formado por las feC^fE) tales 

que existe D f(x) (la derivada direccional de f en x 

en la dirección χθ) nara todox^E y D feC (E) ; se
Xo u

tiene Af = D f . 
o
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Mencionemos también que vale en Hilbert fia demostra­

ción se apoya en el Teorema 4.1) el siguiente resultado 

(para IRn, Lenme 6 de [5] ): dado {P^zt^Ojen C^Q-), asocia- 

dofvt:^0} t son equivalentes:

1) A es de carácter local sobre Pu (es decir, si feD^ 

se anula en un entorno de xeH entonces Af(x)=0)

2) yt es gaussiana

3) 11$ (1/t)pt(B^)= 0 para todo δ>0.

En el caso de la recta real, se sabe que el dominio 

del generador infinitesimal A del semigrupo gaussiano 

(μ (dx)=(2Kt) 'expf^—)) está formado por las feC (IR) 

dos veces derivables, tales que f” es uniformemente conti­

nua y acotada; además Af =| f" (ver [j 2] , Ch. IX, 5). 

Describiremos ahora un resultado de Gross ( [6j ) para se- 

migrupos gaussianos en un Banach y lo usaremos nara mos­

trar, en el caso Hilbert, clases de funciones densas en 

los dominios de los generadores de semigrupos más genera­

les (pero dichas clases dependerán del semigrupo conside­

rado) .

Sea Y una probabilidad gaussiana sobre un Banach se­

parable F; supondremos que el soporte deγes todo F. Co­

menzaremos describiendo el espacio de Hilbert de γ (segui­

remos la exposición de [1] ).

Sea Φ sobre F’xE* la covarianza deγ ($(y,y’)=Jyy’dY 

para yj! e^’); es una forma bilineal simétrica, definida 

positiva (pues el soporte de γ es Γ) y define un producto
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interno en E\ Llamaremos E’a la completación de F* res­

pecto de ese producto interno y nuevamente Φ a la extensión 

de la covarianza a E* . Por otra parte, consideremos en F 

el subcspacio lineal H formado ñor los xeF tales que 

y h (x,y) es Φ-continua ( (x,y)sy(x)) . Se verifica nue

dada ze(E’)* (dual algebraico de E’) tal que z es Φ-continua 

existe un único xeF tal que z(y) = (x,y), para todo v6Ff. 

Luego, hay un isomorfismo canónico Ψ:Η -* (E’)’caracteriza­

do porque Ψ(x)(y)-(x,y)si xe H^, yeE’. Sea p:(E’)’—E’ la 

representacion^de Riesz; está determinada por z(y) = Φ(ρ(ζ),γ) 

si ze(E’)’, yeE’ . Se tiene entonces el isomorfis- 

mo Φ =ρΨ caracterizado ñor (x,y)= Φ(Φ(χ)^) para xel^, yeE’. 

H es un espacio de Hilbert con el nroducto interno <u,v> =γ 1 Y
= Φ(Φ(^),φ(ν)) (u,v e Ηγ) ; es el esnacio de

Hilbert de Y. Resulta ser separable y denso en E. Motar 

que la desigualdad $(y,y)<||y||2/||x||2Y(dx)= l|y||2c2 implica 

que para xeH^ es ||x|| < c||x||^ Otra caracterización de H 

es que si xeE, Y* δ es equivalente a y (cada una absolu- 

tamente continua respecto de la otra) si sólo si xeH^ 

( [^ , Proposition 1).

En el caso en que E es un esnacio de Hilbert con pro­

ducto interno <·,·>, la covarianza doy se considera defi­

nida sobre ExE y es de la forma Φ (y’,y ’)» < Sy ,y ’ > siendo 

S un S-operador (invectivo, pues el soporte de y es F) ; se 

toma entonces la completación ^ de E respecto de Φ , H^ está 

formado por los xeF tales que y ^ < x,y > es Φ-continua
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sobre E y la aplicación φ:Η—^ está caracterizada por 

<x,y> = Φ(φ(χ)^) si xe^ , yeF. Se tiene además F(F)^"1 (F) , 
5"Ι=φ|φ*1 (F) , <Sx,Sx’> = <Sx,x’> para χ,χ^^. Si 

íen: neN} es una base ortonormal de F que diagonaliza a S 

entonces {||SenlL 1 Sen:ne\T} es una base ortonormal de P .

Dada una función real f sobre el espacio de Ranach E, 

diremos que f es Πγ-derivable en un punto x eE si la función 

g(h) = f(x+h), gíHy— IR es derivable en el sentido de Fréchet 

en 0; en este caso, existe Df(x)eH^ tal que [f(x+y)-f(x)-<DfC$Ji> | 

°(|lh|^) cuando llhl^O (heH ). Análogamente, f será 

dos veces H^ -derivable en x si g lo es en 0; llamaremos 

D^f(x) al operador en H asociado a la segunda derivada.

Como ||·|| es más fuerte que ||ψ la derivahilidad usual im­

plica esta noción y las derivadas coinciden .(conveniente· 

mente restringidas). Si Λ«1ζΐ)(Η ), designaremos su tra­

za con tr (A) .

Enunciamos ahora el resultado de Cross (Corollary

3.2 de [6] ]: dadaγgaussiana sobre F con sonorte en todo 

el espacio, la clase de funciones que cumplen las siguien­

tes condiciones es densa en el dominio del generador in­

finitesimal del semlgrupoí P^} asociado ay:

(i) f está en el dominio de A,

(ii) Para cada xeE, f es dos veces H^-derivable en 

x y D2f(x) e L^j (Ηγ) ,

(iii) D‘f:E — k(i)(H ) es acotada y uniformemente 

cont inua

(iv) Af(x)«ltr (n2f(x)).
2 Ύ
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Consideremos ahora el caso en oue E=P os un esnacio de

Sea { Ρ^:ί> 0} asociado a pj cuya representación de levy- 

Khinchine es xo,S,v v la probabilidad paussinnaγ corresnon- 

diente a S tiene soporte en todo H. Mostraremos que la clase 

G^ de las funciones ^eC^^(H) que tienen las propiedades 

(i)-(iV)es densa en el dominio del generador A de { ^} y oue

Af(x)=<xo,f «^t^í^fW)* /[f(x+y)^) - J^f] ^t v(dy) 

para cada feG y cada xeH.

Llamemos { P’} al semigruno asociado a γι y ÍP’’} al asocia- 

do a Pi, siendo 0,S,0 y xo,0,v las representaciones de 

levy-Kh inch irre den y Pi respectivarrente, sean A’,^ y ^ , 

l·^ sus generadores infinitesimales y dominios.

/•oo
SeaL el conjunto de las funciones de la forra ^’ffx^/ 

•/o
c t(Plf)(x)dt con fcC^\(P). Se tiene que LCD’ pues las 

funciones de DA son las P*f con f^C (u). Aderas LCC^fH)
u u u > L

y cada función de L satisface (i )-@v)(pues en la demostración 

de [ 6, Corollary 3.2] se nrueba que ^’f cumnle dichas condi- 

ciones cuando f es Linschitz, y toda feL lo es). Como el 

dominio del genrador de un semi grupo de operadores Fuerte­

mente continuo es denso en el espacio en que actúa el semi- 

grupo, y L es denso en n¿ pues lo es C^)(U) en FU(H), se 

tiene que L es denso en ^u(b); luego lo es G^L . Γ1 Teore­

ma 4.4 implica que G e ^^,ΓΊΠ” y que para obtener la renre-
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scntación deseada basta verificar que toda fe^OPn está en 

el dominio del generador Λ y que AaA’f+A"f. Esto se deduce 

de la desigualdad (observar que Ρ|2Ρ{ΡΡ:

|^(Ptf-f) - (A1 f+A"f)||< I^P^'f-f) -A"f|| HI P’A"f-A"f|| +U^(P¿f-f ) -A' f||.

Veamos ahora que cuando existe la segunda derivada Fréchet 

en un punto x, Ja representación coincide con la del Teorema 

4.1.

Se tienen las aplicaciones

siendo σϊτ las representaciones de Riesz para Π y Ηγ : i la 

inclusión, que verifica II i (x)ll ^ cllxlly , j la inyección aue 

a cada f^H' le asocia la funcional perteneciente a Ηγ que 

es su restricción a Ηγ y cumple || j (f) |^ c || f| | .

Observemos que si existe la derivada Fréchet f’(x)eH 

entonces f es H -derivable en x y Df(x)= Tjo f’(x)el^ ; si 

además existe la segunda derivada f"(x) (operador en H), se 

tiene que f es dos veces H -derivable y D-f(x)= tjo f”fx)i 

(operador en H )· Además Dáf(x)G L^) (Ιψ (ver [ó], §^).

Supongamos que existe f"(x) y sea{en:ne\TJ una base or- 

tonormal de H tal que Sen= \aen» entonces {[|Sen|| '^Sen: neN }es 

una base ortonormal de H . Como cn € S(F) = φ‘(F^ (núes λη^θ) 

χΦΐφ'1^)^’1
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Además

9
Por la definición de las aplicaciones σ, j , τ , n^ffxl^eq 

es el heH^ tal que<h,k>^= <f”(x)Sen,k> para todo ke1^ .
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