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PROLOGO

El propbésito de este trabajo es establecer el fundamento
de una teoria categorial de variedades diferenciables, que po=-
dria generalizar definipiones ¥ teoremas de la geometria dife-
rencial, Se tiene la idea de que nociones talés como atlas y
variedades diferenciables y aplicaciopes entre ellos pueden ex
presarse en una forma muy general meciante el lenguaje de la
teoria de categorias. Asi surgen los atlas abstractos, los
morfismos entre ellos, las variedades abstractas, etc. Esa de
finicién general admite como ejemplos, ademls de los entes que
generaliza, otros sin vinculacidn aparente con aquellos, como
sucede en el ¥ 5 de la primera parte, en que la proposicibén 56
y su corolario 5.7 proveen ajemplos "algebraicos" de atlas abs
tractos, gue no surgen naturalmente del modelo "top&légico"
gque se tuvo en mente,

A vartir de las definiciones "ébstractas" mencionadas se
tratan de obtener propiedades andlogas a las que tienen los en
tes de los cuales se partid, Asi por ejemplo, en el % & de la
prinera carte se obtigne una categoria de variedades abstrac-
tas 7 morlismes entre ellas. Otra tarea inpertante, cque ocupa
toda 1a sesunda narte, es la de construir en ciertas condicio-
nes muy -enerales (ver postulados (1) a (6),%1) el atl¥é tan-

-ente @ uno dade, asi como tamuién el morfismo tangente asocia



do & un morfismo dado (y luego por supuesto, las variedades
tangentes correspondientes). Para la definicién del atlas
tangente se usd la idea (ver 1 ) de‘"pegar" sus codominios
de mapa mediante morfismos de la forma (¢Ye pr,D¥Y ) si se con-
sidera que los respectivos codominios del atlas dado se "pegan"
mediante los morfismos ¢ .

También se caracteriza el morfismo tanéente asociado a
uno dado f por medio de los morfismos que quedan inducidos
entre los modelos de los atlas tangentes, que serin de la for-
ma (Ye pr,D¢ ), con Y inducido por f entre los modelos de
los atlas dados. Con estas definiciones se logra ademés cons
truir un funtor tanzente "generalizado" y, aplicadas al caso
concreto, se demuestra que se obtienen las nociones conocidas
(ver ¥6) relacionéndose asimismo el funtor tangente "concreto"
con el "abstracto" (teorema 5.9)

Se obtienen acde..ds alzunos resultados coino por ejemplo u-
na realizacién de atlas abstractos (ver teorema 2.5, primera
parte), el isomorfismoc entre una categoria de variedades absa.
tractas y otra de sus realizaciones (téorema 4,5, primera par-
te), una "restriccién" gue constituye una equivalencia de atlas
abstractos, que se aplica en el caso particular del atlas.domi-
nio d.: un morfisao 7.~io (ver proposicilén 3.5  t=orema 3.8),

etc.

N

e esnera ds esta znera sesuir obteniendo resultados gue

lievaréda a la sencralizaci’n de teore.as conocides, asi como a



poner en evidencia la raisz categorial o funtorial de algunos

resultados clésicos.






- Primera. parte: Definicidon de variedad abstracta

'$1.."INTRODUCCION
1.1 Terminologia: ]
Las topologias de Grothendieck serén llama-

das G-topologias; su definicién es la de (2], En 10 que sigue
% es la categoria de conjuntos y.a’:tuncioaes,.“: .y 6-€ es la G=-to-
pologia que se -obtiene de % adjunténdole, como - Cov(G-%) la
familia de los conjuntos P de morfismos tales que, para cada P,
las imdgenes de las funciones p‘erteneci:ent'es. ad cubren en sen-
tido habitual un cierto conjunto U, . Se haré uso de los fun-
tores y transformaciones naturales generalizados introducidos
por Ehresmann (ver (3)):-un funtor generalizado F, de la cate-
goria C en la catezoria C* asocia a cada morfismo de C una cla
se no vacia de morfismos de C® ., de tal manera que, si ¢ es la
unidad d=1 objeto A de C, F(e) es la clase de las unidades de
los objetos de F(A), y 8i h= jg «f ‘en €, entonces:
Flh) = F@LFP) = fa | JucF(P) y veF@ con. vaveuf
luestra definicién de transformacién generalizada serd li-
geramente diferente de la de thresmann: si F y F* soﬁ funto=
res gereralizados de Cen C' , una transformacién generalizada
i:. de P en F* asocia a cadz objeto A de .C una clase de morfig
;tros cue tienen por denminio un objeto de F(L) ¥y mor codominio
un objeto de " F'(A), de tal manera cue: (i) Tara todo Xe I EY)
exiéte al mesnos una flecha e t(A) curo dominio es X, (ii) Si
Zer(d), X' eR(3), TeF(.), T'e P(B), u:iX—s7 ¢on ué £20),

vii=Y convet(Z) 7 g5eP(f) com r.A—3 3 giX-—X',



entonces existe "f£Y:A =B 'y h:Y—'Y¥¥ ‘tales que h< F'(f?)

Y hous=veg. Se componen. las transforma01ones generaliza-

das de C en C* por la férmula: (tgo tl)(A)'=1t2(ﬁ)s tl(A)

Se obtiene asi una categoria cuyos ijefog son los funtores

generalizados de C en C’l.y,cuyog mqrfi$m§s son las transforma-

ciones genepglizadgswentre tales funtqrﬁs. Sipel“segundo funtor

F’ es constante, entonces para cada X< F(A) hayuex;ctamente un

morfismo perteneciente a t(A)_cuyo.dominio‘es X;
Unaufransfopmacién generaliza@a, tEEH—»F"(funtores genera-

lizados de C en C*) tal que, para ‘todo objeto A de C, Vhet(r),

h sea un isomorfismo en C? seré llamada equivalencia débil de

Fen I,

Un funtorigene:a;izado;de la G-tqgo;ogiaAQ en la G-topplo-
gia T° es un funtor generalizado . F:Cat f——{CgflT’ s tal que se
verifican las dos pondiqiqnes.siguientes: (1) Para todo conjun=-
%o ‘ftpi V——vV} ¢ Cov T y pﬂlara' todo X e F(V), si ‘? es la familia
de todos los morfismos de la forma g'Y;a'ﬁA con gé F(¢ ) pare
para al menos un indice i, entonces @ C ‘Cov T’ (11) Dado el
disgreme -V, B V.8 V, , g e F(£)) (i=1,2), £;:U.=U ;

si existe en.Cat T? un objeto no 1niq;al A y morfismos ai::naVi

o
}
[

teles que. g ¢ 8y= Z~c 2 entonces 3 U, Ve =(T), n.:
Tue. §) « 8= £y e 2 , entonces I T, V, i

kie;?(h_) tales zue el sirulente es un Alazrema J¢ proiucto
fivtraso en Jat T?:

- Somn
n
.._'_.

A

v,



Si se tiene un diacrama de producto fibrado en Cat T:
Q_&_U_&_,U

.

entonces -existe un diagrama de Droducto'fibrado en Cat T?:
v ‘v.

siendo r, (o= i,j)'valores del funtor F y f£,¢€ F({,)

.Hay una nocién evidente de cofuntor' generalizado y de trans

formacidn generalizada entre tales cofuntores.

oo

1.2 Teorena de Xan sctre la existencia de limites:

Jay una nocldén evidente de limite de.un funtor (o de ur co-
funtor} :eneralizado, con rcspecto a1 na transformacidén genera-
lizada y el teorema ds existencia de Ken [4] vale bajo la forma
siguiente:

Teorema de Kan vara funtores géner lizados en &

A todo funtor generalizado F:¢ —8 se puede ascciar, de
manera candnica, un conjunto 4 y una transfor zacidn generaliza=-
da t, de manera que A sea 11 -ite directo.de F con resmnecto a R

La demostracidn sizue el esquena de la de (4). Tn el con-

junto de ternas (U,V,x) tales gue U es un objeto de €, V€ T(U)

flexiva 7 transitiva), denota-

0]

7 Xe.V se define una relacidn (r
da ~ , por la condicidn sisuiente: (U,v,x) ~ (U, v ,x? ) si
¥ sclo si existen nmorfismes f£:U—0U? y g:V—V' <tales cue
g erf(f) ¥y s(x)=x* . Sea R 1la relacibén de eguivalencia ge-

nerada por ~ : (U,V,x) R (U',V*,x’) si y sOlo si existe


directo.de

una sucesidn finita de- ternas toyeoort,, takes que: t,=(U,V,x),
tn=(U’,V’,x’) Y ti g~ by 6 ty~ b5, » Dpara i=l,...,n.
Sea A el conjunto cociente por R. Se define una transfor-
macién generalizada t, de F en el funtor "constante" de dominio
C y "valor" A, definiendo como t(U) el conjunto de aplica-
ciones t(U),:V—A (donde Ve F(U)) dadas por: t(U)v(x)=m
donde la bdrra indica la clase de equivalencia con respecto a %.

En el caso en gque los valores de F en los morfismos sean todos

inclusiones, el conjunto A es isomorfo a U Vv (unidn de
Ve Fw), Ve 06(0)

los valores de F en los objetos de C).
En todo lo que sigue, escribiremos simplemente "limite"

en lugar de "limite directo".
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pecto a una transformacidn generalizada £t que a cada objeto

U de Cat T asocia el conjunto de las inclusiones U’c_.X, donde
U? recorre F(U). Sea shora s la transformacién generalizada de
F en el funtor idéntico sobre Cat T, que a cada. objeto U de
Cat T asocia 1la clase de mavas_de X cuyo codominio es U : es
una equivalencia débil., La terna (F,X,s) es un atlas abstracto
de soporte X y de transformacién asociada .

2.% Subcategorias inclusivas:
Llamaremos asi a toda subcategoria

D de C tal que: Ob(D) = Ob(C) y para A y B objetos cualesquie
ra de D, el conjurto D(A,B)u D(B,A) tiene a lo sumo un elemen
to.

El ejemplo tipico de subcategoria inclusiva es la subcate-

goria de € cuyos morfismos son las inclusicnes.

2.4 C¥ecatezorias:

Sea S un conjunto de espacios de Banachj; una

catezoria serl llamaia CT-categor’Zsc de tipo S si sus objzics

ja)

son abiertos de los esrtacins de S 7 sve orfismos son: M~ -iso-

v

-
AL

morfismos, inclusiones ¢ composiciocnes en nlmerc fizito

(¢

t
2

guiera “es tales ... icsnos con la vronie2d sizuient

(v

ocdo

abierto ircluido en un cbjetvo es un objeto, todas las inclucio-
nes envre objetos son morfisios, y tedo ¢F-isomorfisrmo de un ob

™

jeto sobre un abierto de un ecspacio E € 3 es un morfismo.
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'Una-cr-G—topologia;de tipo S es una G-topologia T tal que
Cat T es una Cr-categoria de tipo 8 y Cov T es la familia de
conjuntos de morfismos que cubren en sentido habitual un cierto

objeto de Cat T.

2.5 Teorema de realizacién:

Teorema: Sea (F,X,s) con F:T —G-§,
un atlaS'abstracto de transformacién asociada %, tal que:
(i) T es una c¥-G-topologia de tipo S.
(ii) ? toma sus valores en una subcategoria inclusiva
~ de Cat T =06,

- Entonces existe un CF-atlas hereditario X sy de tipo S,
cuyo conjunto subyacente es X y cuyos mapas son las composicio=-
nes de la forma -hog-l, con hes(U), get(U), y donde g es

la restriccibédn de g a su imagen.

Demostracién: Probaremos en p:imer lugar que, para todo
fiUl;e—Ug en Cat T y para todo ge<F(f), la;aﬁlicacién' g es
iﬁjeétivé. '

Sea g:Vi-—-Vz. Como § es una transformacidn ceneralizada
de F en el funtor idéntico sobre Cat T, existe h e s(Ul),
k€s(U,) con 'h:vl—-Ul y kiVy—1U, . For definicién de trans-
formacidn generalizada, existe entcaces un morfizmo i":Ul——--U2
tal'éue: f'onh = ko g. rero £’ (siendo un morfismo de Cat T)
es'inyectiva, ¥y h es inyectiva puesvo qué 5 e35 una equivalen-

cia débil. ZLuego g es inyectiva.
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Séa.ahora Ve F(UY, y llamemos t(ﬁ)vzv—a-X:ﬂ a la tnica
aplicaciénxde doninin ¥V perteneciente a +(U). Probaremos que
ésté'aﬁlicacién es inyectiva. Es suficiente hacer la de--
mostracién para el caso en el gue X ‘es el 1imife*"dé F
con respecto & 1% construido de manera candnica por aplicacién
delitéorema de Kan (1.2). 8

Supongamos t(U)v(x) = t(U)V(y). LuegO‘(UQV,X§'= (U,V,y).

Entonces existe una sucesidn finita de ternas t,,...,% tal

n ?
que (conwlas notaciones de 1.2) &4 e t; 6 t;n ti—l;; para
i=1,..f;n: T te = (U,V,x), %, = (U,V,y). Para n=o se tiene
X=y. Supon~amos n=l; luego existe f£:U—U, g:V—V con
gc;F(f) y g(x)-y, o bien g(y)=x. Por la hipdtesis (ii) del
enunciado del teorema se tiene g=1V , luego x=y. Suponcamos
ahora n=2, Entonces existe (Ul,Vl,xl) tal que se verifica uno
de los siguientes casos:

(a)  (U,V,x)~ (Uy,Vq,x9)~ (U,V,7)

(b) (U, V,y)ﬁa(Jl, l,Al)\,(U,V,x)

(e)  (U,V,x)~ (Uy,Vy,%7) ¥ (U,V,7)~ (Uy,Vq,%))

(@) (Up,Vy,x)dm (U,7,2) 7 (U,Vq,%y ) (U,V,7)

Zn lo que sigue supondrenos siemnre g; ¢ F(fi), i=1,2.

-En el caso (a) se tiene: fle—*-Ul, £5:U— 1T ,
gy :V—Vy - 85:V9—V , con g»(gl(x)) =Y. Fero g,. gy= 1y,
luezo x=y. Il caso (b) es andlozo. “n el cuso (é) existen
fl,f2 U——»Ul, £1+85:V—V,, con gl(x) = o5(y).  Fero de

acuerqo a 1o aue se ha probado al princivic de esta denostra -
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cién, g es inyectiva y, por la hiptesis (ii), g =&, ,
duego x = y. El casq.(&) es andlogo.

Se demostraré por ihduccién que, finexiste una sucesibn
de n ternas ﬁ,,...,tn con las propiedades ya enunciadas, en-
tonces x=y. Esto ya ha sido demostrado vara n = o0,1,2.
Supongémoslo verdadero para n‘E 2 Y supongamos que existe una
sucesidn de longitud n+l con las propigdades enunciadas: &

c ?

R Si existiera un indice d tal que 1 &€ je&n 5y

n+l”’

Fd

tj_lrv tjrv tj+l y O tj+1aatjrv tj—l’ se tendria una sucesion

de longitud n con las mismas propiedades, pues la relacién

es transitiva; luego, en virtud de la hipbtesis inductiva, el
teorema estaria demostrado. Entonces, reemplazando el simbolo
~ por una flecha, sélo quedan por considerar los dos casos

siguientes:

(1) (U,V,X) - (Ul’Vl aX:L) - (U2 »V23X2) —_ (U3 av3 sx3) see
(2) (U,V,X) e (Ul avl ,Xl)-—' (U2 ,V2,X2).__ <U39V5a3{3) e

En el caso (1) se tiene un diagrama no necesarianente con-

musativo: V5§ VEi
-V ;

Ut U, Ay,
con. ue s(U), ve s(Ul), ‘we S(UZ)' Pero como s es una trans-—
formacidn zeneralizada, existen fi,fé en Cat © +tales que el
diagrama siguiente conmuta: \/JE_.\G‘&L‘J

b

2



U'.EL.U'_E*»}(l
con ﬁ'eFl(U),v het,(0), me 8,(0), existe
§ £3:050) g g € Oov
tal que, para cada je¢ J existe un diagrama en Cat ®,
A T VAR S
Vy RV - Xy | o
econ VﬁeFa(Vj ), ke t'z(v.'i }, ne sztgvj ), ¥ un morfismo de Cat K

IJ:UJ-H»V5, de manera que el diagrama siguiente sea conmutativo

U . : ‘{ 1)

3,4 Proposicidn:

Sea C una clase de atlas sbstractos, y sea K
una G-topologia intermedia para C. 8i se toma como clase de ob
jetos la clase C, como morfismos los K-morfismos entre atlas de
¢ (3.3), y como composicibn la de T (siendo T-lé G-topologia
"blanco” para todos los atlas de C), entonces se obtiene una ca
tegoria.

En efecto: para todo atlas (F,X;s)e C, la aplicaciém 1,
es un K-morfismo de ese atlas en si mismo; para verlo, basta
t?mar como iﬁﬁ!Uj~*-U} la clase de un elementdﬁliluf, como V
el mismo cbgje’cp U, como fj la identidad ln,_ ¥ n=m, k=h,

Ademés, si £:(F,X;,81)— (F53X5,8,), 8:(Fp,X,,55)— (F35
X5,35) son K-morfismos, la comrosicidn geo f es un K-morfismo

de <F1’Xl’si) en (FE’XE’SB)' Parz verlo, sea en Cat T el dia-

grama UIE-U’E*Xl como en 3.3 . Iuesto que f es un K-morfismo
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existe {CPJ:anUzje 3 € Cov T;, tal que, para todo Jje J exis

te £.,:U.—V en Cat K y el diagrama conmutativo (1). Pero
373 3 ’

estando dado el diagrama Vja"-’— 1731‘—-)C2 ¥ puesto que g es un K-

morfismo, existiri: ikp:jr:vjr*' vji re‘R € Cov 'I‘2, y para cada
reR un morfismo de Cat K, gr:v,jr—’ W de manera que hay un

diagrama conmutativo:
AT
- 3:3 \wr' (2)
3‘%\73? e wr/qfl

con uétB(Wr), qesB(wr). Como ¥= {q]jr’vjr*’ Vji ¢ Cov T,, se

tiene W ¢ Cov K puesto que T, es una sub-G-topologia de K.

Luego, si llamamos erx U,j al producto fibrado de V. por U

Jr J
sobre VJ con respecto a w‘jr y f;j’ se tiene: ¢ sivjr*quUj}reR

€ Cov K. Pero K es intermedia y Uj es un objeto de Cat ‘I'l; luego

$ ¢ cov T,. Entonces:
= — ﬁb } (3
2 ivjr, U, —~U Mo Uf, €Cov .
Pongamos: 2 =i O'SI para s8¢€S. Para cada se S existe un

morfismo d= Cat K, ds:v,jr"Uj"'wr obtenido por composicidn de

: i . v r V. —a ]
la proyeccidn de producto fibrado: Ijr"Uj"'Vj con g Vo — Uy
Se ve entonces facilmente gue el diacrama siguiente es con~uta-

tivo: $- f
h, X X
. U 2 1 5\\“
m‘lf '
U M
-1
Ty w7

lo que prueba la vronosicifa.
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3.5 FProvosicidn:

Sean.Cﬁ}(za cT-atlas hereditarios de tinpo S,
cuyos conjunsos subyacehteé son Xl,Xg respectivamente. GSea Ai
(i=1,2) el atlas abstracto obtenido de.CIi por aplicacidn de
2.2; sean K la G-tonologia intermedia descripta en 3.2 tomando
como C la clase %II,CIE} y f:Xl-—a-X2 una funcidén. =ntonces
f es una cT-aplicacidn diferenciable de la estructura de CT-
varieiad diferenciable definida por Cll en la definida por & >
si v solo si £ es un K-morfismo de A4 en An,y en el sentido de

3¢5,

3.6 Iroposicidn:

; Sean Al,Ag avlas abstractos que satisfacen

las hipbtesis (i) 7 (ii) del teorecua 2.5;<11,012 los CT-atlas

corresnondizntes vpor aplicacidn del teorema 2.5; K la G-topo-

lezia internediz para la clase SCII,CI?g descripta en 3.2 ;

-

y f£:¥;—¥, una funcidén (siendo I el soporte.de A i=1,2)

i’
", 1a cT-variedad defini as X .. Tnt »

Sea i la C”=variedad dsfinida por el atles i* intonces f

es un x-rmorfismo d: fq en A5, en el sentido ée 3.3, si y solo

T

. . ) . . r
si £ es una aplicacidn C” -difersnciadle de-Ll en lfé.


soporte.de
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724 . VARTEDADES ARSTRACTAS

4,1 Definicibdn:

Sea C una clase de atlas abstractos y sea K una
G-topologia intermedia para C. Sean Ai=(*1”A1’s ) € C, para
i=l1,2. Diremos que A, es K-eguivalente a 4, siy solo si
X=X, ¥ ly es un K-morfismo de A en A, y de A, en Ay (yes
entonces un isomorfismo).

Es ésta una relacidn de equivalencia en C.

4,2 Definicibn:

En las condiciones de 4.1, se llama K-variedad

abstracta a cada una de las clases de ecuivalencia en C por la
relacidén de K-eguivalencia. Un Y—morl;u“o entre tales varieda-

des es un XK-morfismo entre dos reoresentantes resvcectivos.

4.3 Tcorena:
En las condiciones de 4.2, las K—vaﬁ%edades abstrac

L3

tas y los L-morfismos entre ellas forman una catesorla.

L,4 >ronozicifn:

Sea A un atlas gdbctracto fue satisiace (i) y (Gi)

~ . ‘r - -
de 2.5, Zean Ch el C -atlas ohic

.‘3

nido vor covlicazcidbn de 2.5 7 A

fl
¢

el atlas actsiracto obtenidc de {X por apliczacidn de 2.2. “nton-
ces A v A’ son K-e-uivalentes (siendo ¥ como en 3,2) y nerte-

. . . .
- o - -, 2 SpIa BO
cnces, a la oism -reriedad a2vstracta,

(&)
.
r

- s (A - ,
Fn efecto: sez el siz-ranan U-U'2-%, con Pe 2(U), me s(U)
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hA;t(U). Existen entonces 7{1U=U‘—’ﬁ}€ Cov T, el diagrama:
U«EJ:E:E__h(U’)L_ﬂ-X en Cat T, = Cat T y el morfismo'lU (en
lugar de fj),-tales que 1£ satisface la definicidn de moffig
mo- %.3%

Reciprocamente: estando dado el diagrama:

-1 .
peD-B (U)X

el cubrimiento ZlU:U——bU} , €l diagrama U—EL—U’;EL—X Yy el mor
fismo de Cat K 1U:U——»U;-permiten establecer qﬁé"lX~ es ‘un

norfismo de A’ en A.

4.,5. Teorena:

Sea S una clace de espacios de Banach y sea K la G-
tépoloaia definida vpor: los objetos de Ca" K son abiertos de los
spacios de S, los morfismos de Cat K son las aplicaciones cf-
diferenciables entre esos objetos, y los elementos de Cov K son

las clases de morfismos gue son cT-isomorfismos en su imagen y
que cubrsn U en el sentido habitual (donde U recorre Cb(Cat K)).

Sea V¥ 1a categoria de ¢Tovariedades do tipo S y de C -morfis-

nos, Yy sea VA la catezoria siguiente: Los objetos de vat
riedades sbstractas construidas sodre CT-G-tovologfas
en el sentido 4de 2.4) cuyos resnectivos funtores ge-

neralizados (los gue definen los resmectivos atlas) toman sus

valores en suvcategorias inclusivas dg 6 losﬂmorfismos de vaT

—

-

on los H-poriicmos entre los ob

n

jetos, ,ntodces, la construc-

Ca

Q

ién 2.2 y la proposicibén 3.5 definen un funtor ordinario de
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VT en VAr, y el teorema 2.5 y la proposicién 3,6 definen un
funtor de VAY en VF. ZEstos funtores son inversos uno del o-

tro, y las categorias vT y VAT son entonces isomorfas.

4,6 Remarque:

En todo lo anterior se puede reemvnlazar "espacios
de Banach" por "espacios localmente convexos" y a¢T—variedad™

por "variedad diferenciable" en el sentido de [(6].
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%5 UN EJEMPLO DE ATLAS ABSTRACTO

5.1 Proposicidn:

Sea S un funtor fiel orainario S:¢ —%, € una
categoria cualquiera, ¢ como en l.l.. Si € <tiene productos
fibrades y si S los conserva, éé decir:si, cada-vez que C es un,

Ay x A, es;fS(C) un S(A,) = 5(“2) entonces:

Sov T =3¢, 1 {S( s )} cCov _(G-l.‘,)} es una clase de
) | {1 l}ieI ’ LRI P
cubrimientos tal que: T = {C,Cov Tz es una G-topologia, y S

un funtor S:_T’—-»G-’@ .

5.2 Definicibn:
* | lLlamaremos'"de tipo G-%G " a una G-topologia T
tal qﬁe:
(i) Existe un funtor S:T—G-6 tal.que S:Cat T— G
es un funtor fiel ordinario. .
(i1) 81 {8(¢;) 01 € Cov(G-€), entonces {H] ¢ Cov T.
Como se ve, (i) y (ii) implican la siguiente equivalencia:
g\cig jep €COV T siy solo si [s(cpi)} i;I € Cov(G-C). idends,
en la proposicién‘B,l se ve gue esta condicibén caracteriza a
Cov ?.

5.3 Definicidn:

Llamarenos a T, en las condiciones de la propo-

L4
-

sicién 5.1, una G-torolo-la &= tivo &

Lcs catejorias cebraicas": d: sruros y horororfismos.

s

o
}_.J
e
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de gruvos, de anillos, de mbédulos, etc., son ejemvlos de cate-~
gorias que dan luzar a G-topologias de tipo G-, siendo S el

correspendiente funtor de subyacencia.

5.4 Lena:

Sea T = {Cat T, Cov T} una G-tonolocia, € una subca-
texzoria de Cat T. Ixiste una subcategoria € de Cat T gue con-
tiene a € y tal que T® = {E,Cov Tléf es una sub-G=-topolo:ia
de T, siendo Cov T T la clase de cubrinientos inducida »nr
Cov T en C.

s 2.

Temostraci®-:

ILa ¢c~+e~oria e .c ren~radn ~“or la clase de ¢ob-

P
~

C
jetos que se obtiene 2djunténdole ¢ Zo(€) todos los productos

fibrados entre los objetos de € y por la clase de morfismos for
mada mer los de € 7 las corresvpondientes nroyecciones candbnicas

~

de lcos productos fibrados :encionados

5.5 Dafinicibdn:

Llamerenos a 7' (en las corniiciones del lex

5.4 ) una sub-G-tomolozia de T zeneraja nor C.

\n
[
'
H
O
iy
0
&
‘_I
O
}I
O
1o

sea = {uﬁt 2, Cov ;i una G-tonolc iz, € una

subecatezoria de Cat T, Sea 2* como en el lema 5.4, I:T% . T

s
o
3
[¢]
o
0}
-
]
-
H
()
-
v
o]
WD
«
b3
H
s
[
ct
6]
>
-~
o
[4)]

Sontor irnelusidén
1 funvor inclusicn. .

(9]

T ° 1 ~ T 4
(I,:5,17) un atlas zhotracto.
ke
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5,7 Corolario:

Todo mbédulo I sobre un anillo A es soporte de
un atlas ?bstracto de la forma (I,M,l&); siendo I:T’%¢ .T el
funtor iﬁélusién, T° una G-topologia gen®rada pvor la categoria
de sub-mbédulos de M finitamente generados e inclusiones ya~T
una G-topologia de tipo G-6 definida por la categoria de A-mb-
dulos y homomorfismos de A-mbddulos.

Demostracidn:

Sea € la categoria que genera T°, y /% la que defi
ne a T. Si se tiene una transformacién natural +t:I-— M,
con’H’ funtor "constante" igual al objeto M’ de /% existe un
tnico homomorfismo h:M— M? definido por:
h(m)=(t(A.m))(m), siendo A.m el submddulo de I generado

por {m}. Luego, si es Il:C-—~/% el funtor inclusién, se tiene

que: lim i1= M. Adem&s, si consideramos € definida por:
0o(C) = gintersecciones finitas de objetos de C}

Morf(C) = {inclusiones entre objetos de €]

y T ={T,cov T/g}]» tasbién serd -lim I-M siendo I:Te.T el

—

funtor inclusiébn.
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Segunda parte: Definicion de variedad tangente

Fota: En lo que sigue, las referencias que aparecen en el tex-
to serdn, salve mencidén en lo contrario, correspondien-

tes a los paragrafos y nimeros de la segunda parte.

41 MODELOS TANGENTES

1.1 Consideraciones previas:

J Tomaremos (F,X,s) como revresentan-
te de una K-variedad abstracta, siendo F:T— T, y llamaremos
nodelos a los objetos de Cat T.

Consideraremos adends que valen los sigﬁiontes postulados
para T y T:

(1) (Existencia de productos fibrados en Cat T) Dado el
diacranma: Al-£L>I3¢ié-A2 en Cat T, si existe un objeto no
inicial A y morfismos ai:A-——Ai, i=1,2, tales que £y a1=f2032
entorices existe el producto fibrado Alg A2. En particular, si
existe un U"x U3, siendo U{é.F(Ui), i=1,2 , resvecto de los

1’X ' ‘
morfismos hie t(Ui), hi:Ui"’X’ entonces. existe un diagrana:

Gty ey
DN

no o33 € F(py)-

de producto fibraco, ¢

)

(2) S5i se tiene un diasrama conmutativo en Cat T
v .v
i\\\.ig
A
y si son h un moerfismo de Cat K, g uno de Cat T, entonces £

es un norfismo ds Cas K

et
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(3) ©Si es §1=i¢i:Ui4-U)2é Cov T, CP--{Q{_J.:VJ-—*U?

una familia cualquiera de morfismos de Cat T, entonces ‘P]_U 592
€ Cov T,
(4) ("Pegado® de funciones) Sea $- {‘Pi:Ui—- U}é Cov T.
Sea.Cy una subcategoria de Cat T definida por:

Morf(cq, )= {identidades, conposiciones de  proyecciones
de productos fibrados}

Entonces, si es I’Cg'“" Cat T el funtor inclusidén, se tiene

que: lim I = U, respecto de la transformacidén natural ty
dada sobre las U; por tU(Ui) =P
(5) Si se tiene el diagrama UfE—V-D—V’ y con @ morfis=-

mo de Cat T y mnes(V), entonces existe U’c F(U), me s(U),

f € F(¢) tales que:

vLf v
m l“ (%)
U v

conmuta, y "reciprocamente", dado un dia~zrama conmutativo ().
con ne s(U), ne s(V), ¢ moriismo de Cat T y fe F(kPl) (para al-
zin kPl), se tiene que fe&TF(Y ).

(6) Si es my € s(U), i=1,2 , m,:U’— U, entonces my=n,.

sub-G-tonolozia L de T tiocne r.o , sisndo K

D
3
b
(@]
i s
o
v}
O
)

T Tenves

ey

]

vt
ry

I

v

ina sui-Gtonologia de I, si eriste un objeto E de Cat L  tal



(i) Existe una funcién inyectiva T,:0b(Cat K)—0b(Cat L)
tal que Ta(U) es un Ux E.
(ii) ©Para todo objeto U de Cat K, prl:Ta(U)-ﬂ U es un

morfismo survectivo de Cat L.

1.3 Teorema:
Todo obJjeto U de Cat K es soporte de un atlas abs-
tracto tal que: si U es un modelo, entonces los morfismos de

la forma he m-3t

con me s(U), he t(U) son K'-morfismos de
atlas, siendo K* 1la unidn disjunta de K y Tys Ty definida
por: Ob(Cat Ty)={u}, Horf(Cat Ty) = {1y}, Cov Ty = {{13]. si
I tiene modelos tangentes de K, entonces la nroyeccidn
prlzTa(U)--U es un Ky-zorfisac je atl-e, siendo Ky definida
por: Ob’Cat Kp) ={U,T,(U)], Morf(Cat Ky)=fiy, pr , ITa(U)}’
Cov Ky = {FUI’ %%a(m}}- .
Demostracidn: Se tiene que (14 ,U,lU) es un atlas abstracto.

J
Andlogaznente lo es (1 ),Ta(U),lT (U))’ 7 prl:Ta(U)-—U es
153 a

‘Ta C

un Kﬁ—morfismo entre axbos.

IR ~ .2 . I 4
l.% =zfiznicidn:




(iii) D(y+@) = DWe ((P . pry),D¥)
(iv) (P.pr;,D9) es un morfismo de Cat L,

entonces diremos que L tiene derivadas de K .

1,5 Proposici-éq:-
Si T tiene derivadas de K, si se define

T :Cat K— Cat L sobre los gorfismOS' pozf? Ta(lp)'s_('sp,p?lv,mp Y
entonces -Ta es un funtor y su imagen es una subcateroria de
Cat L isomorfa a Cat K, sea Cat K $ si iad.emés definimos:

Cov K =HT (P30 1T, (U ) = T, (W) (P e Cov K}}
entonces es K una G-topologia. Ademés T, (Cat T) es una sub-
categoria de Cat K, sea Cat T!'. Definiendo:

Cov T°? ={{T (ﬁpl) 7 (U )T (U)\ i(PJ}eCov ‘1‘} ?
se tiene que T’ es ung syb-G-topologia de X.

Demostracidn:

Por definicién, dados <P:Ul-—w- Us,s (\):‘U2‘-—-U3 mor-
fismos de Cat K, serd; T,(.p) el Gnico morfismo tal que:
Pz o Ta(kp.tp) = Yo P py
0z 0 To(Wotp) = D(Yap)

siendo pi:Ta(Ui)___,Ui, (U )—E oproyecciones canénicas,

3Ty
i=1,2,7. Adenés:

PB oTa(*P) ° Ta(‘P ) (\j °Ds o Ta(&f?) = W-P KP ° pl
Q30T (\?) o T ((P) _D\P °'Ta‘("P) = ‘D(_(}”‘F ),
esto G1ltino vor definicidén 1.4, Luego se ve que:

T, (e @) = T (¢)e B (). Acembs: T (1)=(1yep,D(1y)=(D,0)=1y ¢

i}
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(siendo p:Ta(U)-—-U Yy q:T;(U)—«;E las proyédcioneé candéni-
cas). Iuego, T, es un fuﬁtor Y s pof ser_iﬁyectivo sobre los
objetos, es Cat X una subcategorié de Cat L. Veamos que tanm-
bién es inyecﬁivo sobre los moriismos; sean @,?’:Ul—a-U2, ta-
les que i) =,Ta(¥9)‘ Se tiene que: ¥>°pl=p2arTa&p)=p2°TaGpﬁ
=(PLpl (siehdo pi:Ta(Ui)_—-Ui, i=1,2). Por ser py suryecti-

va (definicidén 1,2) serd P=%'. Luego Té es un isomorfismo
de Cat K sobre Cat K, de-lo cual se deducen trivialmente las de

m&s afirmaciones del lema.

1.6-Defiqicién:

Llamarenos modelos tangentes a los objetos de

Cat 27,

1.7 Proposicidn:

Las proyecciones pr.:T_(U)— U constituyen

una transformacidén natural pr del funtor T, en. el funtor idén

tico en Cat XK.

1.8 Definicibn:-

——

- - - / I 2 - = A
Direncs gue L es una G-~towolosia dg derivadas

—

42 ¥ si tiene derivadas de X y si es intermedia nara {T,Lg

4 - o0 . s 2 . ' - g _‘-_5 .
segln definicién 3.1 de la —rinera varie)s

Si L es una G-tonolozia de derivadas de X, es

-
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32 DEFINICION DEL ATLAS TANGENTE
2.1 Definicibn:

Con referencia a la definicidn 1.4 se diréd que
L tiene derivadas conservativas de K si T, conserva cubrimien=-
tos y productos fibrados de T, es decir si se verifica:

(1) si

Yy By,

Si ?‘Pl} ¢ Cov T, entonces {‘T ((Pn.); € Cov T,
(ii) - Si: '
fl\u

es un diagrama de producto fibrado en Cat T, entonces:

T,(
TLUy) ~——— ) 1 T(W) L®)

T, (G;)

'T\:\\\ ,////
l(fl Td (U) T (fz

lo es en Cat T.

(iii) si es ¢ = g %‘i:Ui—-UF € Cov T

Izqéc——Cat T el
funtor inclusién (Cy como en el postulado (4), 21) se tiene que:
T,(U) = lim (T

a°I) en Cat 7.
2.2 Definicibdn:

G-plena en T

.

Diremos gue una sub-G-topologia. T de T es
si se verifica

(i) Si §f.J< Cov T y para todo i, ¢; ¢Forf(Cat T), enton-
fCFlI ¢ Cov T.

(ii) Todo 4i

iagrana de oroducto fibrado:
en Cat T, donde p,

Ut WR_y,
fx\\ U‘/fz
508 (i=1,2) son morfisros de Cat T
grama de producto fidbrado en Cat T,

T, es un dia
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2.3 Proposicibdn:

Sea (F,X,s) como en¢l, sea T G-plena enT y
supongamos que existe una G-topologia I que tiene derivadas con-
servativas de K. Si, ademis, existe una’ funcidn inyectiva ¢ ,
'@:V(F)—a-Ob(Cat T), siendo V(F) la clase de valores de F en
los objetos de Cat T, tal que para todo U' e V(F), $(U’) es un
producto U’<x E, entonces existe un funtor generalizado F:TL. T
(P’ definido como en la proposicibén 1.5) que tiene las siguien-
tes propiedades: .

(i) Existe una transformacidn generalizada q:F —F

(ii) Existe una equivalencia débil & de F en el funtor

idéntico en Cat T°.

Demostracidn:

Definimos F sobre los objetos por:
F(1,(0)) = {$(U) | U eRW)]

Sea, para cada U’¢ F(U) el morfismo m:U’— U, me s(U) (es
Gnico por postulado (6), ¥1); si llamamos m=m lE: siendo 1p
la identidad en E, quedaré bien definida, para *0:Uy; —TU, mor
fismo de Cat T, la clase: .

F(P, () = {Bo o 2@) - By | LS PGP con: Pomy=mys £ f
(nbtese que, para cada f ¢ F(P) existe ' por definicién de trans
formacidén generalizada avplicada a s, ¥ es Gnica por ser m ¥y &y
isomorfismes).

Veamos que I es, en efecto, un funtor generalizado. Sean

¢:U;— Uy, ¥:U, —U; norfismos de Cat T, sea he F(T (o)),
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Luego, existirén he F(ef), h:02 —>U%, -'7”:Ul—a-U3, tales que:

h = E.;.l ,:Ta('?’) .,'ril y el sizuiente diagrama conmuta:
Uy

Por ser: F(W-yp) = F(W). F(P), ‘existirén f¢ Flp), £:U] —U3,
gé'F(W),'é:Ué _.Ué tales que h=gef , y, dados f y g -exis;

tirdn ¢, ¢, tales que los siguientes diagramas conmutan:

v i 2 3
mld i m n, | } m,
e V5

Luego: \p’ o \q,", ml=m3,° h por 1o que, por unicidad de mn’, se

tiene. que ', ,="7’ y entonces, si llamamos:
- =1 — — - _ - _ -
. f = m2 ° Ta(LP’) o ml’ g = mal ° Ta(v’)a l'.'12, SeI‘é h=8 ] f,
“eon feF(D, () ge 'F(Ta(\,.»)). |
Reciprocamente, sea h=3-f e ?(Ta(&p)) o f‘(Ta(\p)). Serén
- - = —=1 - - .1, -
entonces f,g de }a forma: f=m, oT'a(‘P’)o ), B=iz e"l‘a(q)’)., my
siendo ¢?, '’ asociados a algin valor feF(q:)', g «F(y) respec-
tivamente. Puesto que f Yy § son componibles y por la inyec-
tividad de & , 1o serdn también f y g y entonces es:

n-n 1 (q} ¢”) . T siendo, segln se vié antes, ¥'. ¢’ asociado

a gefeF(W.q),

-

| 1 < a » : = M
Sea lTa(U) la identidad en T,(U); luego lTa(U) La(lu)

Séa fe F(lU),. ¢?:U—U tales gue: U‘—F—-U”
} '
U ¥.vu

conmuta; por ser F funtor generalizado y por postulado (6),83 1

eso implicas f£=1, (un=U0") ¥ P’=ly. Luego si es fef‘(Taflﬁ))
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necesariamente seré f-:lﬁ-, , con ﬁt’=<}(U’).

Definimos g por:

q(U)= {Pl‘li F(U)—0 | U e FU) ¥ pr, proyeccién canénica}

1

considerando aqui el funtor T; como el qt‘ze une las categorias

dominio de F y F.

Dado. el morfismo P :U—V en Cat T, sea el diagrama:

= § o
U 1]

S )
v \'A

con fE?(Ta(tf)), u ¢q(U), ve q(V). Entonces existen fe F(p),
¢ :U—V tales que: f = ﬁ-l. Ta(CF’). my F % m=n.f. Ademés

f hace conmubtativo el diagrama (®). En efecto:
- — -1 _
vonl, T ()-8 =n "o pry.T . (f').m

-
n*.tP’.prU.El =n l.\p’.meu

Ve I

fou
(siendo, en las igualdades anteriores, pry;: Ta(U)—»U,
prV:Ta(V)——V las proyecciones canbnicas). Por lo tanto, es
a una transformacién generalizada. .

Definimos 's‘:}:—“—--lcat m por:
(0, (1)) =m0 -2 (V) | WeF(T (V)), B=nxly, mnes(U)}

Sea Tn(\p):';"a(U)——-Ta(V) un morfismo de Cat T?, fef(Ta(\P)).
1

nt

Entonces, f es de la forma: f=0"". Ta(xp’). m, con Eeé(Ta(U)),

ne E(Ta(V))-. Luezo el siguiente diagrana:

T L.
m 1 ) in
!
T, ‘(..—.'IJ(Vl
R (O - :
conmuta, con lo gue se prueba Qque S es una transforracidn gene-

ralizada y, obvianente, una ecuivalencia débil,



Probemos finalmente que F:T’—T es un funtor entre G-topolo=~
gias, Sea {Té(téi)-:TA‘(Ui) ~e (U)f € Cov T'. Por definiciénm,
serd entonces §¢;3 € Cov P, Sea U= F(U), Ul F(T, (U)) Entonces:
{f i —-U’}eCov T, sie ndo f eF(kP Y. Dalla f ex:.ste? :U;— U

morfismo de Cat T tal que Cfl o my ? me fi y © sea
(f: =m'. f; e (m"‘) -1, Luego~ qulfe Cov T y, puesto que T es’

G-plena en T ser4: f‘f‘ Ie Cov 7. Como L tiene derivadas conser

vativas de K, es ?‘I‘a(ﬁoi)§ € Cov T, Si definimos f;’ por:

)

f'f =a"1l. (cp"f). E'.‘ es ‘;_ e 'F"(Ta(xf‘i)) y ademés, por lo

que se ha visto y por ser m, mg
ng:U{ -—»U’§ ¢ Cov'T, Es decir, se verifica el axioma (i) de

equivalencias, se tiene -que:

funtor entre G-topologias.

Sea el diagrama Ui 5 U"E—Z—U_é y Bye€ f(Ta(ﬁPi)) (i=1,2)

Y supongamos que €s ai:‘A-—-I_J’} morfismo de Cat T tal que:
Tg'l-'a = Eze as. Si son giéF(q?i)» y ¢! tales que:
gl o s T (({‘1) . ml sy Mgy =Flom (con me s(U), m; € 's(Ui‘))
seré: 8) ¢ 8y o Py = Ey°850D, , donde p, < q(U.):ﬁ'?'—vU!. |
Luego, por ser F funtor entre G- tonologlas, ex:.st:.ra un
ob‘,jeto Wde Cat T, un V¢ F(¥W) y morfismos: ke F(q’ ) (i=1,2)
tales cue: Uy X wke v
{;\\U,ﬁi
es un.diagrama de ﬁxﬁﬁucto fibrado, siendo qiizk'if-—Ui en Cat T.
S5i es (2 un morfismo de Cat T tal que: mjek; =¥len

r
con ne s{i¥) entonces: 108 Mo v,

4
es un diegranma de precducto fibrado en Cat 7y ¥y por ser T

G-plena en 2, lo es también en Cat. T, Como L tiene derivadas



37

conservativas de K, se tiene que: 'I;(UI\.T&U*I;(W) ' (v3) T, (%)

T, @)™ Ty~ ToceL)
es un diagrama de producto fibrado en Cat T. Si tomamos:
?i=ﬁ;1, Ta(vi)o n , entonces Eie:f(Ta(Wg)l y si es W= $(w?)
el siguiente diagrana: T %, Ava k. T

g

es de producto fibrado.

2.4 Definicibn:

Llamaremos semicompleta a una categoria € tal

que todo funtor generalizado F a valores en C tiene linite di-
recto si y sdlo si existe una transformacidén generalizada
k:F —A, siendo (por abuso de notacidén) A el funtor "constante"

igual a un objeto A de C.

2.5 Teorema:

Si existe una G-tovnologia L de derivadés conserva-
tivas de X (sezGn 1.8 y 2.1) y si Cat T es semiconvleta, enton-
ces en las condicicnes de 2.3 existe X tal que (F,X,s) es un
atlas abstracto. Ldemés, si son t ¥ i las transfornaciones gene
ralizadas asociadas a los linmites X y X respectivamente, enton-
ces exisse un Unico zorfisno p:X—X en Cat T tal cue: Do t=t- o}

(considerando a p comno transformacidn hatural entre funtores consg

tantes) cue es un L-morfismo entre los atlas (F,X,s) y (P,i,s).
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Demostracidn:

Sea k:F —X definida por: k=t.q., Entonces pues—

to que Cat T es semicompleta, existiré f=l§g F. Obviamente,

-

(F,X,s8) es un atlas abstracto. Ademis, por la propiedad univer

sal del 1fmite, existiri un tnico morfismo p:X —X tal que:

- -

pet=k, 0 sea: p.t=teq, y que es un L-morfismo de atlas; en
efecto, dado el diagrama: Ta(U) — U’—h—-.X , cOn me §(Ta(U)),
Efeﬁ(Ta(U)) tomando el cubrimiento trivial para Ta(U) y el mor-

fismo pr(U):Ta(U)-—-U de Cat L, se tiene que el siguiente dia-

grama conmuta: X_? _x
Rt

r.r..u
™ } Im

T,0) E¥y

siendo het(U), me s(U), pues existe r:U’—U’ , re q(U) que

hace conmutativos los dos diagramas parciales.

2.6 Definicién:

En las condiciones del teorema 2.5, se llamari

a (7,%,5) un atles tangente al (F,X,s)’y al morfismo p su

proyeccidn natural.
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‘% 8, RESTRICCION DEL ATLAS DOMINIO DE UN MORFISMO DADO

Comenzaremos este parigrafo demostrando algunas conclusio-

nes que se pueden obtener de los postulados (1) a (6) del 21.

501 Lema:

Sea W], como en el postulado (1), 31. Entonces:
U, <B_w, .y,
/

hl'm\i\\x “/[’;zomt
es un diagrama de producto fibrado, siendo o2 (i=1,2) tal que:

- —1
milo p! = q4 el , CON ml2é's(wl2)’ m; € s(Ui)

3,2 Lena:

Sea ¢ = Ui—»-UZ ieT € Cov T. Entonces vara todo

| 193
U'e F(U) existe ¢'= {fi:Ui"'U’}ie 7€ Cov T tal que para to-
do i: f£,&¢F(p,) y f; es tal que mef;, =P em , siendo

Denostracidn:

Inmediata usando el postulado (5),21 ¥y por el

axioma de composicidn de cutririentos.

2,3 Definicibn:

Llamaremos a &’ una inagen de ¢ ner P asociala a U,

3.4 Tena
> -
Sea T G-nlena en T, 51 es8 %’={?ﬁ.ui-——'u§€ Cov T ¥
.
Q'=§Q =T ; una familia ‘e morfismes de Cat P, envonces
Y U
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3¢5 Lema:
Sea Cg como en el postulado (4),31, U?e F(U)
§”§fi=Ui »U’j‘ una imagen de ¥ poir T asociada a U’, . Si es
Cy 1la categoria{definida por:
0b(C 5, )= { U} ,Uj; U3y valor de ¥ que es un Uf x U3
respecto de f; , fj}

Morf(C?,) ildentldades, composiciones de proyecciones
: de productos fibrados }

entonces 1lim I’ = U’ , siendo - I’:C‘P,-—»Cat T el funtor inclu
sién.

Demostracibdn:

Por ser $’c Cov T existe para jodo i, para todo
d, U’ x Us luego, por ser F un funtor entre Gv;topologias,
1y - | . .
existe un producto fibrado de esa forma que es valor del funtor,

Es decir, se tiene un diagrama: U, 4 U’ q U’

\U./

Sean T, , T'j tales gque m; oq-u ’ m.

con gq e F(p.) , «-=i,j.

i< B33 j° 9" ERLE
para m, es(Ua), =i, g 4 mlae s(U ) Luego por el postula-

do (5), é 1, serd. g eF(Tt,). Ademés, por 2.1 (prlmera parte)

se tiene el dlagrama';

U m U i Uj
ﬁ}\

que es de producto fibrado. Sea D{, una categoria andloga a
la C<§ que figura en el postulécib (4), 21, ciue contiene a los

Uis 0 T4

A:Dé*-c@, que es un isomorfismo (A 1lleva .U; en ul, Uij’ en

’ 'Wj . . Lvidentemente, existe un funtor ordinario



U{j " ﬂ; en q;). Existe también una transformacién natural.
a:I~—I* (siendo I:D¢—~—Cat T el funtor irclusiéa) cue s u-
na equivalencia débil, dada por: a(W):I(VW)—I3ACY), a(W)u(mwft
con mwe;s(W) (nbétese que hemos considerado una transfornacidn
natural entre funtores con distintos dominios, con 21 funtor A
como vinculo entre esos dominios). Si es m:U—U, me s(1T),

se tiene gue el diagrama: I 2.y
aI_")!_L L&.m’l ()

conmuta, siendo u la transformacidén natural asociada al limite
(dada sobre los U; por la familia f%&f) y u’ la andloga dada
sobre los U! por la familia £5.

3i es Y un objeto de Cat T, h:I'—Y una transformacibn

natural, existird, por la propiedad universal del linite, un Gni

ct

co morfismo k:U—Y de Cat T tal cue el diagrama:

1 -‘-‘-—Uk
ay ¢
phoy
connuta., Luego, si tomamos 1=k .m, se ve ,tomando en cu=nta

el diacrana (®),gue 1 es el Gnicc morfismo tal que:
‘I) U.' U)

conzuta.

Jea (I',)l,s) un atlas abstracto ccuo en 1.1 .
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(i) T es G-plena en T,
(ii) Si es @:U;—U, un morfismo de Cat T y U, un ob=
Jeto de’ Qat T, entonces Ul es un objeto y Y un
morfismo de Cat T.
(iii) Para todo objeto U de Cat T existe {¢;:U;— UjcCov T
con Ui objeto de Cat 7. |
Entonces, existe un funtor T:T—T y una transformacién
generalizada S tales que: (1) Para todo U’< ']?"(ﬁ) vale la siguien
te condicidn:. (ﬁ) existe U?’e F(U), existe ‘¥=§(Pi:_Ui-—-;U}€Cov':T

con Ui =0 y P'= {fi:ﬁi—»fU'} imagen de P por F asociada a '(I",
o

gqon U! = U? .
1o

(2) 8§ S!—'I.;'
(3) ('IT",X,‘S’) es ﬁn_atlas‘ K~-equiva=-
lente al (F,X,s);

Demostracidn:

Se define F por:
F(O) = {ff’é F(U) tales que verifican (R)} .
F@) = {fe @ | £:0] T3, Tle F(T,), i=1,23

Se ve que F es un funtor generalizado, y que § queda definida

Séa- $:F~—% 1la transformacidn atsociada al limite, y sea

= . Frobemos que lim T=X , segin . Sea Y un objeto de
Cag T, W:F-—=Y una transformacidén generalizada y veanos 'c..%ue
existe una ektensién, de E en u, u:F—Y, Sea U un objeto de
Cat T, U’¢ F(U). "Por hipbdtesis, existe ¢ .—;g‘Pi:Ui-—» U}c—“ Cov T

~

es un objeto dg Cat 7. Luego, si es

tal que para todo i, U,
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® = {fi:Ui-—>U’f € Cov T una imazen de $ por F asociada a
U? , si son D¢ s C¢. esocizdas a ¢ como en el lema 3.5, si
son I,I', A también como en esa demostracidn, se ve que:

F D§= I%..A. Ademés, teniendo en cuenta el _hecho general (de-
mostrable inmediatamente) de que, si es W un limite de un fun-
tor G:C—D , lo es también de cualcuier funtor de la forma

Go A, con A un isomorfismo, A:C’—C, se tiene que:

U = 1im I*. A. Lueso, existird un Gnico morfismo 1 que ha-
ce cormutativo el siguiente diagrama: 1. A WA

ooy’

siendo ﬁU, =‘EII, ,» Es decir que para todo i conmutara el
<o

X

diagrama: w_h o
! .A
hi™\y ()

con hie‘ﬁ(Ui), siendo 1 el Gnico que hace esos diagramas con-
nutativos. Luego definimos el valor de u en U’ por:

1:0°—Y (1€u(U)). Sea 1¥=? 93:V5-—-U@ € Cov T, con Vj ob-
jeto de Cat T, para todo j. Sea Y’ =§§J:V5-—rU’j una ima-en
de ¥ por F asociada a U'. For lo ya visto, existirad un {nico

morfismo 1':U*—Y tal que, para todo j, el diagrana:

N (=)

conmuta; siendo h.eW{V.). Ior el vnostulado (Z), se tiene que
v', &'e Cov T y, por el lema 5.4 que $oVWecov m, -

obviamente ¥’ $* es una imszsn de ¢oy por T asocizada a U,



Entonces, éxiste un unico morfismo h:U'-—-Y tal que los si-

"guientes diagramas connutan: ¢
: b u! I -1 )
i—i-U 3 I U.

ii\“l[h h\

‘Luego, por (®) y (&%) debe ser h=1=1 , por lo que se Ve que
1l no devende del cubrimiento elegido, es decir que w:F —Y és—
t&4 bien definida. Ademis, es una transformacidn generalizada.
En efecto:seay:U—V morfismo de Cat T, sean f€ F(y), £:U%=V?

keu(U), k:U*—Y; leu(V), 1:V'—7Y y consideremos el siguien

{:e diagrama: U, ® v
e
V3 ¥ v
en Cet T, siendo &=5¢,3cCov e, [ ¥,jecov T, U, v, ob-

jetos de Cat T para todo i, para todo j. Sean @’={fi:UJ?_ —vU’?
imagen de {(Fif por F asociada a U? , p’={gj:v5 —V*{ idem de
W;ﬁ asociada a V?, 5i es ¢*:U—V tal que nef =%
(con mes(U), ne s(V)) se tiene, por lema 3.4 que: {C(J’e (fi?suf’
€ Cov T, y adcnés {f ei‘iﬁ ul’¢ Cov T y éste es imagen por
¥ del antericr, asocciada a V', ZXntonces, por lo visto, se tie-

ne que: v _Fofy iV
hi\~Y

connutz, ccmo 1 es el Gnico ta2l gue: 1 ofi=h. , Se tiene que:

Entonces, por la vronietad universal del linite., se tiene que

_:\
O

.~ 4 3 H .
riisanoe p:i-—Y  tal cue: T

A
.N%P

onico o

con~uta, en narvic lar conztubard tambiédn:
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es decir que lim ¥ = Xj luégo (F,X,5) es un atlas abstracto.
Trivialmente se ve que si K es una G-topologia intermedia
para i"f,’l‘} » 1y es un K-morfismo de (F,X,8) en (F,X,s). Reci-
procamente, dado el diagrama U<2-U*R.X, con mes(U), he t(U)
sea {‘Fi:Ui——-U} € Cov T, dado por la hipdtesis (iii) de la pro
posicibén., Se tiene entonces que, si es {fi:Ui-—-U’S imagen por

F de §¢Pif asociada a U', existe un diagrama conmutativo:

. XX X
B hy
m"if; \ Ui
% Ui —J__—IU' Ui'/mi.l

lo LFi:hOfio mj-:l

-1
i
seria 1y un K-morfismo de (F,X,s) en (¥,X,5). Ademés, K es

En efecto: hem™ =h; o m;~. Z=ntonces también
intermedia para {7}, siendo TcTcKeT, Si es {ﬁfi:Ui—-U} <

Cov ¥, U un objeto de Cat T, se tiene que U; es un objeto ¥
@, un morfismo de Cat T (por hinbtesis (ii)) y entonces, como
U es en particular un objeto de Cat T, seré flrif € Cov 7, 1lo

que implica, por ser 7' G-rvrlena en T, que §(Fi§ ¢ Cov T. Bs decir

que K es intermedia vara {"I",Tf ¥y, por lo anterior, resulta (3).

3,7 Definiciln:

Dado un morfismo o entre los atlas Al=(Fl,Xl,
Sl) y A2=(F2,}{2,s2), iado un modelo U de 4 ¥ un U’ £ F(U), exis
te <= §LLF:-L:U:.L-—-U}é Cov Tl y norfismos oziiUi——Vi de Cat X,

con Vi modelo de 13.2., tales cgue:



U i
Mﬁ} \'A
-1

:Ri\Ui had | Vi A:

conmuta, siendo me;sl(U), he tl(U), n; ¢ s2(Vi), hie:t2(Vi).

Llamaremos a ¥ un cubriniento de U asociado a (= ,U?).

3.8 Teorema:

Sea o/ :X;—~X, un morfismo de Cat T. Sea para

i=1,2, V.

; una K-variedad de soporte Xi"Ai=(Fi’Xi’Si) un atlas

de Vi. Entonces o es un morfismo de V1 en V, sii existe
Al=(F1,X1,sl) (= V1 tal gue o es un nmorfismo de Al en A2 y
para todo modelo de U de fi , para todo ﬁ’e'ﬁl(ﬁ) un cubrinien-
to de U asociado a (o« ,U’) es el trivial.

Demostracidn:

Si o es un morfismo de 4y en A, , por definicidn

es de V, er:Va. zeciorocanente, sea o« un morfismo de V1 en V2
sea Cat Tl la subcategoria plena de Cat ; tal que:

Oo(Cat f.‘U“ nodelo de 2, | 3 U nodelo de &) , U’ €F (%)

t

$= 4, :v,—v} con T, =T,

¢ cubriliento de U ascciado a (x ,U?)
. b

ez lJov n. = Cov T ‘ ~
= 1 1 1Cat Ty
Cbvianante Tl es G-vlena en Tl'

provpcsicién 7.6, 3ea @ :U,—U, un norfisno de Zav T U2 un
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objeto de Cat "fl. Luego existen un modelo U de A, , U’€ Fy(U)
¢ un cubrimiento de U asociado a (= ,U?) tales que es @ =
{‘Pi:Ui——-UF con U; ,=U,. ' 5i tomamos @l= ‘i’u{%‘io‘ ‘P} se tiene

que @1 €Cov T, (por lema 3.4) y si son V;, modelo de A, , o(io

morfismo de Cat K, dados por ser ¢ cubrimiento asociado a

\

(x,0%) entonces el diagrama:

h_X X
T
m? 1o
4]
wb:ﬁe\vl_“hﬁ.v%

conmuta, siendo mesl(U), hetl(U), ne SZ(Vio)’ keta(vio) :
luego ‘1’1 es un cubrimiento de U asociado a (o(.,'U’) y entonces
resulta Ul un objeto ¥y (p un nmorfismo de Cat El (esto Gltimo
por ser Cat El subcategoria plena de Cat T).

Entonces, puesto que la hipdtesis (iii) se verifica trivial
- .mente, por la provosicibén %.6 tenemos que ZI es K-equival :nte
a 4Ay. Luego, serd o« un morfismo de Kl en A.

Sea el diagranma: W2y L Xy con oe §l(f.'.’), le ‘51(‘-.-1)

]
Entonces por definicidn d= Cat T, ¥ de F existird un ¢ =

i‘Pi:Ui-—-U} tal gue Uio=‘:! ¥y si es {3’={£i:Ui——U’} imagen de

$ por Fasociada a U? , seréd W', Luezo, se tienen los si-

]
Uio
suilentes diagramas connutativos:

w fi, s W 'fia__‘u'
| | \ ]"“ ()
W ¢ X

(Pi.o

con ze¢sy(U), het (T). TFor ser $ un cubriniento de U asociado

a («,U07) existirdn un morfismo de Cat X o(io;w —Vo » Sien-



do Vio un modelo de A2 ¥y un Vioe FE(vio) tales que'aiydiagrag*
na: X o X
h . 2
U\// t ~< ,
" A
" % P e
G W e vy 0

conmuta, siendo nesy(Vy ), ket,(Vy ). Luego, por () con=-

nutaré tamblé;
w‘/ ~ 3
;NU_L\, nt

Es decir que el cubrimiento: 1,0 —=W es asociado a (( =,V?).
! 9

3,9 Corolario:

Sean Vl y V2 K-variedades de soportes‘xl ’ X2
respectivamente. Sea A (r l,s ) € Vl i=1,2. Dﬁtonces, un
norfisno o<:X1_-X2 en Cat T es un K-mo riismo de variedades sii
existe una transformacién <eneralizada ;:51-—;X2 (f& coi0 en el
teorena 3.8) tal que: (1) Para todo U’e-ﬁl(U), ke k(U), el moxr

fismo. k*:U?—X, es de la forma: X'=Vven ~ o x’c @ , cOn n €

Ei(U), nes,(V), vety(V), « wmorfizmo de lai K.

3 -
(2) E1 morfismo o 2z el Unico cue hace
conmutativo sl sizuionte diarana:
7t
1‘1 —k s xl
\»10&_,
Xy
Nenostraeliin:
Si = es un norfisae Zeo varisizdes, mor el teorema
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cibén generalizada. Sea £:U3 —U2 , f«sfi(w) ¥y ¥:U,—0,
un morfismo de Cat ﬁl' Veamos gue k2o f=kl , Siendo
ki=V. o n{l - ui..mi (i=1,2), k.e.k(U.)

k2 oi‘-v2o nel. oL2 oMy o f= oo hzo f (por ser « un morfis-

-1 , mo)
=ceh) =Vyenyo o¢jem
= k,y |
Luego, debe existir un ﬁnicq morfismo h:Xl----X2 tal que el
diagrama: ﬁl 5, X,

NI

3

conmuta (por ser lim F1=X1). Como <=t verifica esa condiecibn,
serd h=

La reciproca es trivial,

3,10 Definicibn:

Sean Ai » Ay s Kl como en el teorema 3.8; dado

el diagrama U1 Ui_JH.Xl , con mle-sl(Ul), 1& fl(Ul), existi

T4 uno correspondiente: V1 L Vi ks X2 y CON nq¢€ sg(Vl)

kqe t2(Vl) y un morfismo «,:U;—V, de Cat K tales cue el dia

grama: « X )
U“by/ \\3
\ Ay /L
-1

copmuta. Sea dl—nl o cxla mq .
Llamaremos a Vi (resrectivanente V ) un valor de Fﬂ corres—

pondiente a Uj (respectivamente a un medelo correSﬁoadlente a

Ul) respecto de U; , V; (resnectivamente de U3 V’) por ~ .
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Yy a ui (respectivamente “l) un morfismo inducido por « en-

tre U ¥ V3 (respectivamente entre U, ¥ Vl.).

3,11 Corolario:

-

En las mismas condiciones que el teorema 3.8,
si son a:U]"—'—-Ué,, aefl(kp); P:U; —Uy; =x2:U3-~V3 un morfis
mo inducido por x entre U2 y Vé , entonces existe un valor Wi
de F, correspondiente a U3 (respecto de Uy Wl>para alsin Wl)

y existe b:¥]—V} , be FQ(V),“Vtwl——'Vé tales que:

[ o(' )
U —2 .\
al l b
1 ! [y
U, 22V,

conmuta, siendo o4 un morfismo inducido por o entre Ui y Wi.

Denostracibn:

Sea (37:U7—=V] un morfismo inducido por &, B1=
-1, fﬁ_oml , con mle“gl(Ul), n, € 32(V1).
Sea k@’:Ul——»Ug tal que mysa = §'o m, , con maeﬂgl(Uz)
Entonces el siguiente diasrama conmuta:
V A;‘mll A a0 ¢’ V

\\\\\‘ > kz

siendo kie,t2(”l) , 1=l,2. Zn efecto:

Ko o o2 ' = XohnsyeDste ¢ (con h ¢t (U,) nor ser ¥ un
e 24 2 2 ¥ 2 2 noriisno)

= & o 3 -1 _ . ..—l
= nec acml = X hlo A.xl
-1

Luego, por el vostulado (1), 21, eviste un )¢ F?(wl) tal cue

el si-uiente diazrana:
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" 4 \7 9% ‘\q
» j(Q’/
es de producto fibrado, siendo Q4 € F2(pi)’ i=1,2. Entonces,

por el lema 3.1 serid también:
|7 S W WA T A

ke e k,sn3?
un diagrama de producto fibrado, con pJ!_ sy i=1,2 . tales que (1)

? -
P]-0 =n5. q4

siendo o:¥] —1i , Oesz(wl). Se ve entonces
que existe un Gnico morfismo «,:U;—W; tal que: (2) D3 o %=
1 T(3) pho % = Xy P, Como (‘-”1 es un morfisno de
Cat K y pj de Cat T , resulta °<l un morfismo de Cat K (por
postulado (2), 21).

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

e * 1
U'l/ \W'
A o071
mll\'Ul % Wl o
con 16’02(‘-.\11), lo que se deduce inmediatamente de .{1),(2) y (3)

Luego, o, es un moriismo inducido por % entre Ul Yy wl y
-1
} = %4 e 3 ,.
oll 0 "o ™ye mg lo es entr Ul ¥y Wl
81 es b =q, , se tiene adends que:

-1 -1 R
déca = n2 00(20 m2ca = 1’12 °d2° (p,o ml=n2 gp2o°‘1¢m1
- -1
= booO © dlc ml

bodi
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.

24, DEFINICION DEL MCRFISMO TANGENTE ASOCIADO A UNO DADO

Analizaremos,,afmodd de introduccibdn, loslbostuladosxdel
§1 y conclusiones correspondientes del §3, para el caso'dé un
étléé tangente a uno dado. Es deéir, deberemos reemplazar en
los enunciados "T* por "T*" , "K" por "K" (pues K serd la G-
topoloéiaiintérmedia para la variedad tangente:& éonstruirse)
y (F,X,s)qpor (F,f;é).

El postulado (1) vale trivialmente en este caso (puesto
que F es a valores en T) sin el caso‘particular, reférenté-es—
peciricameﬁée al funtor F.

Elkpostulado (2) no vale en general; el (3) es vdlido ob-
viamente. Probemos que el postulado (4) también es aplicandle

en el casqQ que estamos considerando:

4,1 Lema:
Sea "= { .:ﬁ.——-ﬁ§ € Cov I'. Sea la categorii C,
definida por:
Ob(Cn)= iUi s wijl Wij es un Ui % Uj respgcto de ?i , ?j
en Cat T’}

Horf(CP)= {identidades, composiciones de proyeccioaes de
productos fibrados.?

Entonceés, si es 1:C, — Cat T el funtor inclusidén, se tieue
que: ﬁ=1i§ I respecto de la transformacidén generalizada tﬁ

dada sobre los U; por ty(Ud= ¢ .
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Demostracidn:

Como Ta es un isomerfismo, existe una subcatego-
ria de Cat T, sea Cz , asociada a ‘f'=z¢i:Ui —-U)?é Cov T como
en el vostulado(4),31 tal que: ‘l‘a(C?)=CP (en particular, se
ré ¥i=Ta(¢i)). Por la definicidn 2.1, se tiene que:

lim (Tao I) = Ta(U) en Cat T y es, evidentemente (vor ser
Tae I e I funtores de igual imagen pero distinto dominio)
7,(U) =T = 1in I.

Siguiendo con las consideraciones, mostremos la validesz

del nostulado (5), cuz tomarid la siguienti: Zorma:

".2 Lema:

LT ¥ con ¢ morilsmo

e
0
[a])
(o]
\)J
u‘
"M
&
o
cli

de Cat T* , ne 8(7), exister. " e3(U), fe¢ZF(J) tales ~e el

diazrana: v—f . F
E l — J‘ﬁ (%)
L S

conmubta; 27etés, dado un “diagrama conmutativo (x), con m< s(U)

nes(7), @ merfiszo de Cat T y  fe fh"(‘ﬂ) pora zlzén meriisno
Ql Se lat T , se bviens cus e IQ),.
Denossr.cifin:

) Ixiste un diz-ranma UL .v. M v | con @ morfis
mo ée Cat T, nes(V), tal nue LT"='L"&(&{)), fi=n< lg; luego, vor el



facen lo pedido.
Sea. f¢ f(t?l) fqal‘f que: 1 af:‘_@_f} m, es deeir (I) f=-
"L & o @. Por definicién de ¥, existen @}:U—V, feT(¢)
tales que: ne f= (Fi om (para mes(U), ne s(V)) ¥y f=ni~% T.a.(spi).ﬁ
Por (I) se ve. que nﬂ?=mac¢i);*y por ser T, un isomorfismo, si
es CE=Ta@p), ?seré‘»@P=9Fi..WPor‘lo tanto el diagrama:
Ut .
m i tn
U v
conmuta, con ﬁé:FOFl); Por el postulado (5),%2 1, se tiene en-
tonces que fé& F(¢) y luego, por definicién'delﬁg serd fe¢ F(®).
El. postulado (6),21 wvale trivialmenté.parafé.en lugar de s

Podemos demostrar asimismo, a modo de coroloarios, los si-

guientes lemas:

4,3 Lema: (anélogo al 1§~ma So4)
Sea T ' G-=plena en Fi“;___si'__son r =§'¢i} € Cov T ,A .—.5\1“—_32
una femilia de morfismos de Cat T, entonces I ulQ e Cov T,

Demostracidn:

Trivial usando el lema 3.4 y la definicién de Cov T

4,4 TLewa:  (andlogo a2l lema 3.2)
€

Sea I ={C(fi:fli-—-v_’f ¢ Cov @*; entonces, para todo U'e
U

T(U) éziste M= { fi:ﬁi—» ’_fe’ Cov T tal que, ‘vara todo is

0N
ki [

£f,¢7(f;) v £; es tal gue: me Iy = s e Eil “siendo mes(0),

1]

"*Eie

-

(T)).
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4,5 Definicidn:

v . . . —_
Llamaremos a ' una imagen de I por I asociada a U’.

[251)

-~

4,6 Rermaraque:
Como en las demostraciones de: el lema 3.5, la
provosicidn 3.6 y el teorema 3.8 sélb se usan los postulados
(3), (4) vy (5) del 21 3y el lema 3.4, veldrdn estos $res enun-
ciados también para el atlas (¥,%¥,s) en luzar de (¥,X,s); la
tnica salvedad es que, en la denostracidn de la proposicidn 5.6
faltaria probar gue X es intermedia para {7°}, lo que se dedu-

ce inmediatamente de la definicién de Cov ©* y del hecho de

que X es intermedia para §T{.

4,7 Provosicidn:

Sean (F,%,s), (¥,%,8) como en la provosicién
3.6. 3ea (¥,%,5) un atlas tanszente a (F,%,s), d=finido cono en

2.6, Intonces, si es T' la G-topolozla definid

7 (Cat F), Cov I = { {7,001 §%3 & Sov X

por: Cat o=

—ny P

, se tiene que

i R = - R . . =
existe un funtor T .y una transformacidn reneralizada § cue .ve-
rifican (1), (2) 7 (%) &2 lz menciornada provosicidn para 77 en
lurar de & y D en lu~ar de T (en narticuler, (%) sz expresa-
-r.l .:—-:'_:: kS f\\.' bl ~ f; {':_
ra: ¥,7,5) es r-eaulvalente a {(¥,¥,8).

~
y [P i~ . A n} rm 3
Yor rsiLorgue ‘r.o, bastara nrchar cue T, T veri-

3 N ) - . o KRR . N . . T - —~
fican las nindvesiz (i), (ii) y (iii) & la srovosicilén 3.6, 1o
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cual se deduce trivialmente de la validez de los mismos (i),

(ii) y (iii) para T y T y del hecho de que T, es un isomor-

fismo.,
4,8 Remargue:

En particular podemos tomar en el enunciado 4.7,
si suponemos dado un morfismo o de (Fl ,Xl,sl) en (F2,K2,s2);

el (?i,xl,éi) dado por el teorema 7%.8.

4.9 Teorsena:

Sea A;=(F, 1’Si) un atlas abstracto, Ei=(Fi,ii,

l’.‘-
§i) un atlas tangente a 4y , i=1,2. Dado un 3orflsno & X%,

que sea un K-morfismo de Al en 32 existe una t*angfor.ac1on
zeneralizada Xk F1--X2 (siendo (F ,ul,s ) comoen 4 7 ¥ 4, 8)

l(Ta(U))’ le ;’.(I‘a(U)), lV:U,"'_"'XZ.

=
o

tal gue: (1) Tara todo U'e X
es de la forna 1= F. ﬁ-lc Ta(oa’)e a, con ﬁr!?l(?é(U));_ﬁ e

(7)), 7e:§2(Ta(V)), siendo « un morfismo inducido por

. . . - =
dig-raza siguient: conmuta: F W X
i 1
-
>
3 ol
kNX
2

-

(%) 81 son gq:fy—=F; cozo 2a.la prorosicidén 2.3
1

o . . . -~ - ) ’, ’ .
k¥ cc.o en el corclarvic .7, p¢:33~-k2 ls nreoreccidn candni-
ca, sevi el diarnrana: = Lz
9 ) ’ Iy, -
N !1 *fz
.ql x 1 i B
¥ NS
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conmutativo, (con ?}'1=q1 ' -
F

»

v l
(&) si .-,pi:-ii —X; (i=1,2) es la proyeccibén canéni-

ca, entonces el siguiente diagrama conmuta:

Yl Ed zt )
R vl 11’2 i
Xl = X,

Demostracidn:

¢ Sea ﬁ’é?l(ﬁ), con Tf=Té(U). Entonces, U’= P (U°)

(&% como en 2.3), con U’e Fl(U). Tenemos entonces un diagrama:

Um

U’_h_..Xl , con me’gl(U), he fb'l(U). Puesto que <€ es un

morfismo de A, en A, (también lo seri de Il' en’ AZ) existirén un

objeto V de Cat T,, un V'¢ F2(V) ¥y un morfismo «*:U—=V ¢e Cat

K, inducido por « entre Uy V. Sean ViVieeX,, Ve tE(V), -

n:V'—~V, n esz(V). Definimos entonces:

B(T,(0)) = {¥e 8700 Po(x?)e B | FeEp(Te(V)), T eF(T,(0))
’ﬁe—%(Ta(V)), «? inducido por < ent?e Uy vf

—

Probemos la siguiente proniedad de k: si son H~U’._.T2 ’
11:5’-—»5{'2 dadas nor 1=V a1, m NCIPN-¥ ll'vl‘ nl. T (ul).m,
‘siendo vle —,(, 1)), nle 82(.!. (v 71)), o zorfismo inducido w:v

o entre U 7 V, , entonces 1=1;; o s~a: los valowes de k no de-
penden del corresvondiente V! de U? elexido en cada caso.

En efecto: puesto gue conmuta el diagrama:

vyt gl yp

RN

existiré (segfin el nostulado (1),31), un WeBV) para algn ‘.g




‘58

que es un Vi x V' con proyecciones q eF(p), q, € F(pl). De

acuerdo con el lema 3.1, serid adémés, para p’, p tales cue:
Peo =n.qg ¥ plo0=1n.q <(con o:W—W, 0&s,(W)) ¥ un

Yl x ¥V 1respecto de los morfismos Vye nIl ¥ Vo n"l‘ con

X2 ,
proyecciones p' y p; . Entonces, por la propiedad universal

‘del rpoducte fibrade existird un fnice morfi‘gsmo (de Cat K por
postulado {2)) dé tal que:

P’-ez§= £ 3 p]eat) = o]
Entonces, si son W=T g (W), W= @’(W’), 0=0 x 1z s B=axly ,
D.1=D;.~. 1z ¥ definiendo: q=0A 10 Ta(p' ). © ,‘ §1=r‘1{1. Ta(pl’} . 0,
se tiene que:- éeFE(Ta(y‘)), qq¢ f2(Ta(pl)). Adends, si es’

WilW—X, , We EZ(W), podemos probar que:

S, | s ==l
Vel o T (x*) = V3o B77e T,()
En efecto: ?oﬁ"l. Ta(u")-n‘r."l,'r (p?) o T (¢Z)=v.q°o e 7 («é)

ﬁ‘a e 0 -1 Py Ta(N2)=Vlt ql- ° Ta(u2>

1o que inmplica: 1=1, -

‘Una vez definidé k de 1la forma dada por (1), veamos gie es
en efecto, una transformacidn geheralizada.

Sea fe¢ f"l(Ta(kp)), f:ﬁi —0* , sea el diagrama:

Ul )(2
£
U)

con 1,¢ k(T,(U;)), le¢ k(T (U)). Dada f existirdn ¢’, fe F‘-vl(‘p)
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==L To(¢’) T; ¥ el siguiente diagrama conmuta:

tales que:
Ui f u
m, | I
U
con mé ‘él(U), m, & ’El(Ul). Por el corolario 3.1l sabemos gques

si es V! correspondiente de U? , & “--n"lo o’y m un morfismo

inducido por o« entre U* y V* ¢on ne sz(V‘) existe un W' co=

rrespondiente de Ui , un oli'fo-l

-%jom con eoe& Sg-(:“l) que
es un morfismo inducido por « entre U} y W' y un g‘--é‘EE:(\p)

para algin W, g:W'—V® tales que el diagranma:

A SR
£l | g
v V'

conmuta., Si es :W—V tal que n.g = WYe o, entonces
g:ﬁ-l, Ta(tp"). ° efz(’]}a(\f’)) y ademids se deduce trivialmente
que: ', P = v’eozi. Entonces se tiene que: -

Ve ﬁ-lo Ta(m,) o I ovf = We 6-1 Ta(“i)'- El (siendo -‘i:w,-—ﬂniz
un valor de 762). En efecto:

oA+ o B o TaleNe TNl =V o a~L T, ()T (1)1,

<l

° Ta(d,) ) ﬁe f =
- ==1 —
- Q‘I‘a(oti).ml

—=1 —_
e O ° Ta(e(:;.)e ml

<l

=

€|

Como segin se probd, ll no depende del valor de I, corres-

vondiente de Ui elegido, podemos touar: ll=?:. ‘6']; Ta("‘i) . 'r?,l

y también: 1=V.T" . T,(’) « T. TLuego se ha probado que;
lof = ll
Siendo A1=('F'1,Xl,'s'l) cono en el teorema 3.8, por 4.7 'y

4,8 es (Fl’il’gl) ﬁ-equivglen‘ce a (?‘l,f{l,él). En particular:



'f‘l—ﬂl v .
Sea para i=1,2

1im Luego, (2) resul

. '. Y.
pl'il"'"*‘l
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ta trivial,.

v 93 .’Fi"-"’Fi como en la hipé_

tesis. Intonces, el siguiente diagrama :conmuta:

n} In
U’T. X,
siendq & ql(U), k e x(U), 1eXk(0),

En efecto:  como x? y'l' no . dependen de los correspondien
tes de U élegidos, ﬁomamoé v corresnondlente de U’ (resnec
to de U,V) con- o' @ morfisno 1r.luc;|.do Dor K entre U y V. 81
definimos entonces: k'=ve n t o o', ‘m, 1=V ﬁ"l T (X7 )e rn,

con Ve t2("), nemw), me—gl(p)
—l

3e tiene que;

q—

-:'3 vcn‘lo

k,é__,,-l=Vq;1 ed‘omorl .’QP.UQ =
- N = -1
= Ve °pVPTa{°")°P=v°pV1°n ﬂTa(?(,)o
- ‘ -
=p2°Vaﬁ ,,Ta‘q').m
= p2 ° 1
donde se han consn.derado "y pV':r Pp proyecciones candnicas,
teniendo en cusnta zdenés, en la antollting isusldad, el teore-
. Y ’
ra 2.5, temos nrobado ontonces la validez de (3)
For Gltizo, considercencs ¢l diasrana:
X, —% %,
Rl | B
b L
;al_.__...,)(,d
Se tiere le trensformacidén -eneralizeda: X, :'17"1-)49 defi-
ni Za AT 5, P>'d = = T1iAae ﬂ""'i r~. ™M ind mAarfy o .
* ror:  y= e Gye ¢., Luewo, cxigte v Gnico morfisno v
cue aece coumutativo el si-uienbe “iagraia: f.'l..,'f.&...ﬁl
\l'w'
ki X,
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A e . 2 Bew. & T - Yo &
Adenés, es: ky oo 12y l'}?" q1|:3 ‘epy e by = =@ pl) ty
71 1 ' 1
ié . * = dUN e a = g:-.’ = —= = Y 7;.
y también: Kk, = tye gy=k _gl Dpe k (paotx); Ty
Entonces, debe ser: o o Dy - papa" 1o que prueba (4).

4,10 Corolario:

Si es o :X;—=X, como en el teorema 4.9 ,

s X es un K-morfismo de (Fy,%.,5 n (F,,%,,5
entonces es un K-norfismo de ( 1- 1,’51) en (F?7 \2,s2) y
si o’ es un morfismo inducido por & entre U y V, entonces

Ta(o(’) lo seri& . (entre -I‘a(U) v Ta(V)) por o« .

Demostracidn:

Innmediata usando 3.9 , 4.7 y 4.8,

4,11 Definicidn:

Llamarenos a o un norfismo tanczente asociado

a =.
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%5, - PROPIEDADES FUNTORIALES DT LOS I’-‘ICRFISMOS TANGENTES

5.1 Proposicibn:

Sea G una clase de atlas abstractos, K una G-
topologia intermedia para C. Sea C otra clase de atlas abstrac
tdélque contiene, para cada atlas A de Cal menos un A tangente
a A{ ¥y supbngamos que es K (definida a partir de K como en 1.5)
unamG-topologia intermedia para G, Sean € y € las categorias
cuyas clases de objetos son C vy G'respectivaménte Yy cuyos mor-
fismos son iés K-norfismos y K—moffismos de atlas, respectiva-
mente. Entonces existe un funtor :55:9-——5 tal que si A es

un atlas de C, éa(A) es un atlas tangente a A y si &« es un K-

morfismo de atlas, %a(o() es un morfismo tangente asociado a X,

Demostracidn:

Defininos E;(A)=K, eligiendo como A un atlas tan-
gente a A_.per’ceneciente a 5, Yy Ea( o) = s , Siendo o™ como se de
finibé en ¢ 4,

Sea 1y:A—=A , con i=(®,X,s) atlas de C y sea K:"Za(A),

~

de soporte X. For definicidbn, el umorfisno 1X es el fnico tal

il

b~4 ~
que: F_t o

]
conauta, siendo k tal que, si 1¢ ‘.-c(Ta(U ), es de la forma:

R —— . _ - - - —_ . — =
1l =V.0 o Ta(LP Je @m , con Ve t(Ta(V)), he s(:‘a(v)), m¢ s(Ta

(U)), ¢ morfismo inducido wor lX entre U y V. Luego se tie-
ne que, si es ﬁe%(Tg(U)), entonces:
(3‘:’) Ir“ 7L

= v n - :_:
v - V_O 1 o Ta(gp)c o
Dados ©, ¥, @, #, exiszten w:'—=X, v:V2—=¥, m ¥ n tales

=l
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que: u="Yo n'le Po.m, con uet(U), ve t(V), me s(U),

ne s(V); Luego, por el postulado (1), 21, existird un W'e
F(W) que es un U? x V® respecto de u, v con provecciones q; €
F(pi) (i=1,2) pari ciertos p; ¥, por el lema 3.1 , si son pl
tales que mo gy = p'i «0 (con o:W'— W, °§ g(W)) serd W un
Ux V respecto de ue m'l, ven~t., Por la propiedad univer-
sa§ del producto fibrado existiri entonces un morfismo pi‘_:U——w
tal que: pje-pj = iU Y plep] = P . Sean W = Ta(w),

W= é(w') (siendo & como en la proposicidén 2.3), G = o x lE
WiW'—X, wWet(W); si definimos §l=ﬁ'l. 7,(p}) . O,

§2=ﬁ-l.; Ta(pé). 0, entonces seri q; € f(Ta(pi)) y ﬁi=ﬁo§l=’s’r.§2

(por definicidn de transformacién generalizada aplicada a t).

Por lo tanto se tiene que: 7L - q e 571, Ta(pi'_), lo que
implica: :
(%) lgeW=v.5 1. 1,(P)e® . En efecto:
BB = Tedye 0 to T,(PY) = WeBd Ll (pI)=FoGye 5 5 T (p8)

_-1 .
=T 0 . 1,(p3) o T, (0))
= ==1

= Vell o Ta(kp )

Teniendo en cuenta (%) y (xx) se ve que 1? = 1_X , O sea:
i za(lA) = 133.(‘6*) . .

Sean « y ﬁ y XAy A5, 18:1&.2-—,-1;3 , morfismos de C,
Dado el diagrama gy By , con mée sl(U), hetl(U) .

siguiendo el procediuiento de la proposicidén 3.4 de la primera

parte, se obtiene un cubrimiento Z = fa's:US—-U} asociado a



(o, U?) +tal que existe un diagrama conmutativo:
ol
N SRS SELES
\ ,
ﬁ‘Y/ W
U -1
?\'Us"—a”—"“"wr ° -
donde d,= ﬁr » X, siendo, si se considera al atlas A, "res-

tringido” a los modelos U, un morfismo inducidé por o .

%g
entre U, ¥ V,jr y, si se considera el atlas KE "restringido™

a los modelos Vip (3r un morfismo inducido por ﬁ entre V.

y V.. '

Sean 'Elzﬁln-—- %, 'IEQ:'%"E _’iB’ Ky Fl—«--lfi3 lag transforma=-
ciones generalizadas asociadas a los morfismos &, (§ 5 [g;‘- res
pectivamente (como en el teorema 4.9). Sean ﬁ;e?l(Ta(U))
15€ £5(T,(0)), 150 o8 le T (8)e & , con Wi —%; , WeTp(T ()
o¢ Ea(ma(w}), 4 morfismo inducido por ono( entre Uy W, M e
gl(Ta(W)). Por lo demostrado mas arriba sabemos que existe V
modelo correspondiente de U por « , existe o(l ’ morfismo indu
cido por * entre Uy V 3y existe @1 idem por F entre Vy W,
tales quer d= (30 &, . Sea V’ correspondiente a U’ (siendo U’
un U* x E) por .« resbecto de U, V; sea ﬁ:\—i’-"....Ta(V), ne §2(Ta(V))

V' uwn V' x E s QU Xl . ﬁe%—l(’l‘a(U)). Entonces:

g -

..Za(s

.—-

tal que: ’%-1 = kl . Ademés (5 v

<n

1. m a(%y)e m  por ser o el finico morfismo

= W¢ 6-10T ((31)9 E ’ por
-%

ser (_5- el (nico morfismo tal que: ﬁ o = k2 « Luego: @ Z.ual5

lo que 'implica, por unicidad de ‘3,(; : (3e°< @ocﬂ Es decir que:
alpest) = (@) T().

Hemos. probado entonces que & g €5 un funtor.
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5.2 Lena:

Sean los atlas A=(F,X,s), A’=(Fii,s’), 3y sean
i=(F,%,s) , &*=(F*,7*,5*) atlas tangentes, respectivamente,a
los anteriores. Si A es K-equivalente a A’, entonces X es iso
morfo a X ¥y A es K-equivalente al atlas (¥°,X ,Ei).

Demostracidn:

Por la demostracibdn de la provosicidén 5.1 se ve
r~~ ~
que pueden tomarse A’ ;A de manera cue existan k y k?,
~ L e .
iF—X, k’:F’'—X transformaciones gzeneralizadas tales que

los sizuientes diazramas conmutan:
F__»X i]:"

o~ m&

siendo i=i’=ly , 1:A—=A’ , 17:4°—A (kx y k’ asociadas a

‘

i, i’ como en 3.9) ¥ tales que i’ec i = 1.

Aplicando la vrovosicidén 5.1 al caso en que C Yy C son da-
das por: Ob(€)= { % , Ob(€)= {K,Kﬁ; y como morfismos los
K y X-morfisnos resvectivamente, tenemos gue si son A= %a(i)
M= € (i*) ('Za‘definido trivialmente,andlo~o al de 5.1), se-
rén, en particular A:% —X' , M:X'—X tales que:
pedz & (iv'e i)= G _(1,)= 1- (2)= 1= . 4indlosamente podria de

mostrarse que AeM= 1z, ., 53 decir, en varticular MeAd = 1%

e

N Aops = 1y, por lo cque resulta que Ay /& sont isormorfismos,
| 7

inversos uno del otro, de L en i’ ¥ 42 X' en X rcspectivamente.,

e ~ 3 on et st e S Ve ey Al *
33 tonmancs la transforizci.n gencraliziada v -/Me 5 (con-

> = b = -,y S il 3 ¥
£iderardo, por ubusc del lermaje, a M co0wo transforiacion ge-
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neralizada)! -es lim~ F'= ¥ respecto de " 7, evidentemente,

i es Kj—edﬁivalente a (F.,X ,s").

5.3 Teorema:

Sea Vi una categoria de K-variedades abstractas.
Entonces existen una categoria de K-variedades abstractas Vg
y un funtor & :Wp—Vp tales que: si es-V um objeto de' ¥V ,
Z(V) es una clase de ‘atlas tahgentes & los dé' V en correspon=
dencia ;biu;;ivde-’ar-feon- ellos y st es :‘Vl-é‘vz . Aie.:'v__'i_ (i=l,2)
entonces - § (ﬁt)is-f&i-'-'-f@'i’é? &s un‘morfismo-tangente.asociado a o
(siendo Ay€ G (V) 4 K'i atlas tangente a A;)

Demostracién:

Sea V un objeto de W, , A=(P,X,s) € V. Sea
A=(¥,%,8) un atlas tangente d A, Segin el lema 5.2 existir&
una.,K—\;iai'ie'dad V de soporte ¥ tal que cada atlas de V es tan-
gente a wno de V y reciprocamente.

Sea entonces VI? la cateégoria cuyos objétos son las K-va-
riedades V construidas de es5a manera y cuyos morfismos son los
K-morfismos entre ellas. Sea & :VK;V%—: definido vor: €(V)=V
T ()=, siendo, si consideramos & :Al——“—Az (Aj€V, , i =
1,2), o :Kl—-ﬂ2 un morfismo tangente azsociado a o entre los
atlas Kl y KQ i(K'ie Vi , i=1,2) tangentes a A, , A, respecti-

vamente. Por la proposicién 5.1, @ es un funtor.

5.4 Definicibn:

Llamaremos a &(V) una variedad tangente a V y,
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si es ot :V,—-V, un K-morfismo de variedades, ¥ (=) serd un

morfismo tangente asociado a & entre las variedades E(Vl) y

‘Z(VE). Ademés, si es p:X—X la proveccidn natural (defini-

cién 2.6), ser& p: G (V)~—eV, y también la llamaremos provecw-

cibn natural .

5.5 Observacibn:

8i es L una G-topologia de deriva&as conserva-
tivas de K (definiciones 1.8 y 2.1) es, en particular, L inter-
media para {K,f{'f . Luego una K-variedad abstracta (respectiva
mente una K-variedad abstracta) e.s una L-variedad abstracta y
un K~morfismo entre variedades (respectivamente un K-morfisno)
es un L-morfismo entre variedades.

Sea V%’ (respectivamente W%) la categoria cuyos objetos y
morfismos son los mismos que los de VK (respectivamente \TK) en
5.3, pero considerados como L-variedades y L-morfismos respec-
tivamente. Sea VL la categoria generada por V? UW% y sea

J :V%...VL el funtor inclusién. Entonces, se tiene el si-

guiente corolario de 5.3%:

5.6 Corolario:

Existe una transformacibn natural p:.%—-?ltal
que p(V): &©(V)—V es la proyeccidén natural de V,

Demostracidn:

Inmediata por el teorema 4.9 .
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-36. - APLICACICN DEL ESQUEIA A UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE

Suéondremos en 1o que sigue que los cF-atlas mencionados
son E;atlas (fn, II, ¢1) hereditarios (segln 2.2, primera
parte) y cumplen 1la siguiénte condicidn: si son m , Wy Mapas
con el miémo dominio y el mismo codominio, entonces my =My .

Veamos que valen los postulados (1) a (Q) del $¢1 para T,
T definidos como en 2.2 (primera parte) y K definida como en
3.2 (primera varte).

La primera parte del postulado (1) vale trivialmente en
T=G-~% , Es decir: si existe un objeto A como se afirma,.el pro
ducto fibrado ser& un conjunto no vacio., In ia segunda parte,
por ser hl R h2 inclusiones (ver 2.2 primera parte) un produc-
to fibrado seré Ulr\Ué que, DOT Ser elﬂatlas hereditario, es
un dominio de mapa.- |

El postulado (2) resulta trivialmente pues, por se g un
morfismo de Cat T es un isomorfismo en su imagen ¥y, si llama-
mos & & ese isomorfismo, es f = 8 " h .

Por definicidn de Cov(G-8¢), el postﬁiado (3) se verifica
también trivialmente. .

Demostrarenos azora la validez del postulado 4).

Sies ¢ = {$i:3i-—»ui € Cov T un isozorfi

a

in
4]
g
s
[¢]
[
‘.L
)
—6

mo en su imagen ¥ un Uy g Uj es U, = (P /r\qb(U

5
(9}

probarlo en este caso. Ividentemente tU , definida s

por: tU(wij) = inc., .- {inclueidn) es unz transforracibdn

'

a2
R

+J

naturel. Sesg v:I———V ctra, con V obtjeto dz Cat T, sea Vi=v(Ui>
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vij=v(wij). Entonces: Vig=Vie P3=Vy e Dy siendo p, -Q‘:i

(%=i,3) 1la proyeccidn candnica del producto fibrado. Sea ue'U,
existird i, u; € U, tal que (Pi(ui)=u. DefinimOS'h(u)=v_(ui);

si es u.¢ U, tal que ij(uj)=u, entonces u €W, y se “iene

J d iJ
| . ) .
que: Vi(ui)d&f(Pi Ku)qyia pﬂ(u)#&j. pi{u)=vj(uj). Luego., h
est& bien definida y para todo i, para todo j, hace conmutiati-
vos los siguientes diagramas:
U Lpl U ‘ulJ c ine U

L Nk

Verificaremos ahora el postulado (5).

Se tiene que cp(U) es un abierto en V, Luego si sor:

U’=n"1(<p(U)) , m—'\ }n‘l( (.P(U)) (donde QJ =‘P pero con

codominio restrlnoldo a su imagen) por ser el atlas hereditario
tendremos que: m:U’—=U es un mapa. Si es £ 1la inclusién
de U’ en V! se obtiene lo requerido. La segunda parte es cbvia
por definicién de F.

Por Gltimo, el postulado (6) se mencioné expresamente co=-
10 hip*tesis para los atlas a considerar, al pedir que‘exista
ua dnico mapa con dominio 7 codomi .io dados, en el princi-io

del parégrafo.

Sea OX wun CF-stlas perteneciente a una veriedad 17,
5i es K la G-topologia definida en 3.2(primera varte) para 1la

clase C de atlas de la variedad, sean C,l1 y B las siguientes
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-elases:
0O = ‘foE ‘ U es objeto de Cat K}
M ‘{(‘Pl' ¢,):UxE —VxE [} @:U—V, ¢peMorf(Cat K) con

(¢ 11 ¢ 2)=( P o pr,DP ), siendo pr:UxE—U la proyeccibn

.cartesiana, DP 1la derivada usualf
'.-Nm:{ f( Cf‘l, (pZ) &M, ((pl,ﬁo2)i:UixE—'—'UxE tal que

(cpla'(P2%.=((Pi° Pr’D(f_)i) 9{?i}€ Cov K?i}

Si defi‘nimos: Ob(Cat L)=0b(Cat K) v O u iEf , Morf{Cat L‘)
es la clase generada por Morf(Cat K) u M u {pr:UxE —=U tal
que pr proyeccidn car‘besiana} , Cov L=Cov Ku N , entonces L
es una G-topologia intermedia para {K,f} , siendo K definida
por: Ob(Cat X) = O , Morf(Cat K) = M , Cov K = N.

Demostracidn:

Probemos que si L estéd bien definida; es decir,
que Cov L est& bien definido. .

Sea P una equivalencia en Cat L. Fara probar {‘i’}e Cov L
bastard suponer $ € M. Sea entonces @ =(Y e prU D¢ ) ,
1&(=(woprv. ,D¢ ), con Y-l , donde : Y:U—V, Y:v—1T ,
Entonces:

pon"iro‘? = Yo pr"ve@ =Yoo pry (pues Yo - luge )

-Luego, por ser pry suryectiva serd We(D = 1y - Anéloga-
mente Yo = 1.

Se ha probado entonces que si (q' o DTy ,D&p) es una equi

valencia, también LP lo es. Adenés f(p} ¢ CovK y, por ‘defj._
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nicién de N ser4 {@5 € Cov L.

Veamos que la'composicidn" de familias de N da una familia
de N. Para eso mostraremos previamente que M es cerrado respec
to a la composicién. -

sea P =(Popry ,DPle M, P:0—V ,¥a(ys pry DY)
Y:v—-W , e M. Sean pr, tAXE —A, para A=U,V,W ¥y Py :WXE —E
proyecciones cartesianas. Entonces: pry WP = W, ¢- Pry

prpo¥.® = Dye @
Sean uelU, xe€E. Se tiene que:
(Do d) (u,x)=DP(L(w),dPW.x)=DY(P(u)).(DP (u).x)
=(DY (P (u))aDP(u))(x)
=(D(Yop)(u))(x)
=(D(We)) (u,x)
donde en la antetiltima igualdad se usdé la regla de derivacién
de una funcidén compuesta. Luego:
(x) D(f'"@ = D((\)o ‘P)a
por lo que: prEe.‘fo{% D(Yol{). Hemos probado entonces:
(=)  Wed = (Yotporry D))
de donde resulta: q’i'r ocﬁ € M.

Por ser Cov K cerrado respecto a la.z “composiciég" de fami-
lias y por lo que acabamos de probar de I, tenemos gue también
N es cerrado respecto a dicha "composicién®,

‘ Verifiquemos por \ltimo el axiomra (iii) de G-topologias.
Los finicos casos pcsibles son:

12) {(Pi:Ui_'U} ¢ Cov K, W:V—U, ¢ morfismo de Cat L.



29) f(Pi:Ui—-U} ¢ Cov K, pr:UxE —U (morfismo de Cat L)

39) {&:U;xE—~UxE} ¢ N, "W :VxE —DUxE, Ve M

40) W:;_'Ui"“’u} € CovE, G:VxE—wU, G=prye¥, Ye M

59) itpl Ul-u»U} € Cov K, H:VXE —U, Hx Ye pry , Y morfismo
de Cat K

12) Obvio por ser K una G-topologia. .
29) ‘Sea el diagrama: ‘Pi R UxE, sea 2 :U.xE——-U. ’
i’f(@ic pry ,D‘Pi). Entonces el siguiente es un diagrama

de producto fibrado: U BT Pr,_ U« B

\/

Para probarlci,mostremos previamente que si es ©@:U—V una

—1.UxE

equivalencia, entonces (e Pry ,DY ) también lo es.

sea Y=P"1, Q:iv—U, Entonces:

(@ o pry sDP)e(Y o P2y ,DW)=(We Popry D o)) foor (=)
= (pry »D(1p) |
= (pry ,prg ).

‘ = lyxg »
donde pry:UxE—E es la proyeccién cartesiana, usando ademés
aqui la siguiente igualdad conocida:

(=xx) D(ly) = pry

Ahora la demostracién de que el diagrama de més arriba es
de pfoducfo fibrado se deduce trivialmente del hecho de que (Pi

es un isomorfismo en su imagen. Ademas, por definicién de N
seré {‘F iz € Cov L.
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. . $; a4
32) Dado el diagrama U,xE —=~UxE-—7VxE existirén Pi o

 morfismos de Cat K tales que @i=(CP i Py ,Dipi) s Yo
= (Yo pry ,Dy ) siendo pry:U;xE —U; , pry;:UxE—TU pro-
yecciones cartesianas, y SCPJ ¢ Cov K. “Entonces existe V,

i

que es un U; g V respecto de ‘{)i YY , ¥y si son p;:V;—7V

qi:Vi.—-Ui las proyecciones candnicas, seré_{pi} € Cov K,
Afirmamos que el siguiente es un diagrama de producto fi-

prado: Upn B v 2 PL o vaE

N,

siendo Pi=(pi° prvi,Dpi) R Qi=(qi° pry ,in) . prvi:vixE-—-Vi
proyeccidn. En efecto: evidentemente el diagrama conmuta, por
ser 5 ° q; = Y ep; ¥y por (xx); ademis, si es S un objeto de
Cat L y son Zl:S_..UixE y Z5:8-—~VxE morfismos de Cat L
tales que Cbia 2, = Ye 22 , necesariamente Zke M (k=1,2),
o sea que S es de la forma: S=WxE, y & =(6“ + pTy 4D ), sien=-
do 'prw:.‘.'JxE-——»W proyeccidn. Entonces seré <p ° U’l Y o 2 por
lo cual existird h (morfismo de Cat K) tal que: qeh = @,
Pjek = 05 . Si temamos H=(h oDry , Dh) seré: Qe H = Zl s
P; oH =22 . Ademés, por ser Epi}e Cov'K, serd {Pi?gCov L.
42) Se deduce inmediatamente del 22 y 32 caso.
52) Idem del 1° y 29.

For ]»ﬁltimo-, en el transcurso de la demostracibén ha sido
probado que K esté bien definida. En efecto, basta ver que to-
da egquivalencia ‘113 de M es tal que §@5en , aue M y N son "cerra

das respecto a la composicibén" y que vale el axioma (iii) de
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1o que resulta del 32 caso que se probéd.

Es obvio también aque I es intermedia para {K,R’} .

6.2 Lema:
Si es L
topolozia de derivadas de K

Demostracibn:

como en el lema 6.1,

entonces L es una G-

(segin definicidn 1.8).

Veamos en primer lusar gque L tiene modelos tangen

Y,

tes de K (se'un definicidn 1.2).
Trivialmente se ve que K es
Cat L es una subcategoria de Cat
¥y veamos que iéj}é Cov . Basta
€ N ; luego para todo i existe
que $;=(; . or,D¢;) 7 {P;3¢ Cov
Py un isomorfismo en su imagen,
que, si es ?-:U.-—»U,qul(U.)=U.

para todo x y, si es (u,y)e UxE

4(?

@i(ui,x)=(u,y)s Zs decir

una sub-G-topologia de L y que
T (T=G-6). Sea 5&1? ¢ Cov L

probar que N¢ Cov T. sea (&}

un morfismo %& de Cat K tal

t/d

‘\ )

Por definicidbn de Cov K es
para todo i, y se tiene ademés
Entonces, D?l(x) es biyectiva

existiré (u yXe. U,x® tal que

ve U §> (U x%)=Ux3 y entonces NecCovT

Definimos 7_ por T =U

CA
mente Ta es inyectiva 7 e
Podemos considerar a l2

D: GHorf(Cat
fisno de Cat

por (=xxx) de

yeccidn cartesiana)

denostracidn)

X) —tiorf{Cat ) tal gue 3i Y:U—V

\id
LY

la

entonces es DY UxZ—1,

JxZ, para U objeto de Cat X. Cbvia-
también (ii) de la definicibm 1.2,
cerivacién usual como una funcién
es un mor-

Adends, si @=1; ,

d2l lena 6.1 serd DY = or. (pro-
tampién (oer (%) de la misma
o (Corr,2y) (yta4 ). 3s decir
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Que, segin la definicién 1.2, L tiene derivadas de K.
Por ser adembés L intermedia para {K,K}(lema 6.1) vale lo °

-~

propuesto por el enunciado.

6.3 Lema:
La G-topolozia I tiene derivadas conservativas de K
(segin definicién 2.1)

Denostracibdn:

Como K es una sub-G-topologia de L y ésta lo es de
T, se ve gue vale trivialnente (i) de dicha definicidn.

Sea el siguiente diazrama de producto fibrado en Cat T
P A U 0 . SN | A

Entonces, por ser fi (i=1,2) un iscmorfismo en su imagen, pode
mos tomar w=fl(Ul)r\f2(U2) (sind seria W'~ W §y por lo tanto
T, 2 . Fal l > 2

T,(¥) &« T,(¥*) por ser T, funtor), y *i“§ , siendo f; = f
pero con codoninio restringido a su imasgen.

Siendo T,(f;) (1=1,2) un isomorfismo en su imagen (por ser
lo £. ), un producto fibrado en G-¢ es:

Moo= T (E9)(2,(T1))N T, (£)(2,(6,))

l =:a(“'|‘).
Frobemos gue: 2 _(I.;{7_(U, )) = fi(Ui)xE (i=1,2)

3 /\—a\

Bastaria ver cue es V

£\

a
Sea (w,7)e £, (U,)x

f

. Luego existe u; € U; tal que fi(ui)=u.

-

ror ser f, un isomoriistic en su imugen, serd Dfi(t) biyectiva

“para tode t. ror lo tanto existird xePB tal gue Dfi(uﬁ).x =y
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Es decir que: (u,y)e:Ta(fi)(Ta(Ui)), con lo que queda probado

lo propuesto (la otra inclusidn es evidente).

Entonces: Wy = (fl(Ul)xE)r\(fz(Ue)xE)
=‘(fl(Ul)r‘fz(U2)>x(E"E)
= WxE

Ta(W)

Luego, vale el punto (ii) de la definicién 2.1.

Sea ahora P = § P :U;—~UJ€ Cov T, I:G;—=Cat T el fun-

-3
tor inclusién. Si es I':C,—-Cat T’ el funtor inclusién,

Cat T’=Ta(0aﬁ ), Cr=Ta(O§), si probamos que 1lim I’=Ta(U),
serd 1lim (Tao I)=Ta(U) (por ser T, un isomorfismo de C4 en qu)
Siguiendo el procedimiento que se usbd para demostrar la va-
lidez del postulado (4), al principio de este parégrafo, y te-.
niendo en cuenta lo probado respecto al producto fibrado
Ta(le“x Ta(UZ) mas arriba, se ve que: Ta(U) = lég I,
i, (0)

6.4 Provosicidn:

Dado un CT-atlas CX, que sea un E-atlas here-
ditario, si es K la G-topologia definida como en 3.2(primera
parte) entonces existe una G-topolozia I de derivadas conserva-

tivas de K (sezfin definiciones 1.3 y 2.1)

6.5 DNota:
~Consideraremos en lo ¢ue sigue la siguiente defini-
cidn (CID de espacic tangente en un punito x¢ X, siendo X el espa

cio subyacente a un atlas OX; T, (X)=A/~ ; siendo A el conjun-
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to de ternas (U',m;v) con m:U'— .U mapa en x de ™, Ve E ¥ la
relacidn de eguivalencia definida por: (U?’,m,v)e (V?,n,w) sii
(0o n™1)(n(x),v)=(alx),w).

Se ve que, fijade un mapa (U’,m) hay. un isomorfismo:
T_(X) —E dado por: (U’ ,m,v)—v .

Ademés, si es T(X) = }/ TX(X) (uniébn disjunta), serd T(X)
el soporte del atlas T(cxﬁegangente al &X | cuyos dominios de
mapa son los Tr_l(U’), siendo 17:T(X)—X la proyeccidn:
WITX(X) = {x} , U’ dominio de mapa de X,

Se tiene entonces, para cada (U’,m) mapa en x) un isomor
fismo & ;T "1(U’)——~U’'xE definido por: (U7 ,m,v)m(5,v).

Por Gltimo, si es f:Xy—X, una aplicacidén diferenciable

se define T(f):T(Xl)_a.T(Kg) de la sipfuiente manera: sea Tx(f):

Tx(Xl)’—'Tf(x)(XZ) tal cue; Tx(f) (U*,m,v) = (V*,n,w), siendo
w=Df'(a(x)).v, f® definida en m(f'l§V’)n U*) por f'=noe fo m-l;

entonces Tv(f)=9(f)]m ~ ye Privislmente resultaré:
“ ;_’{ _\1 3}

‘W2e T(f) = fQTTl , siendo 1T1 y T, proyecciones canbnicas.

(7),u) cobtenido como
en 2.2 (orirmera Tarte) = vartir de (X ] es un atlas Tanrsente

2 o -

v e Aafleat sl = n fm s ARt 2 i i g
(sein la dsfiniciin 2.86) al {(7,.,s) ovtenido por la misma

}—_0

construccida a nartir fe O, Ademds, la oproyeccidn T :T(XN)—X

—Ar s A degqom
es su vreryeccidn neonural,




:*nwﬁriﬁeL 1uva. veamos oue valen en este caso las hipbte~
-sis del teorema 2.5 (suficientes para la existencia del atlasg
tangente a (F,X,s)).

mr1v1almente se ve que T es G-plena en T y, como 6 tiene
1inites dwrecuos (teoreﬂa de Kan) es en particular semicompletaj
;bbviamente'existe la funcién ¢ como en 2.3 y, por proposicidn
6.4, se tiene ld totalidad de las hipbtesis.’

Si,es G:T"—T definido como eﬁ'2.2(primera parte) a par-
tir de T(CX), serd Cat T" la caﬁegoria cuyos objetos soa 1los
de la forma UxE con U modelo de CX y cuyos morfismos son 1los
P= (Yo pTy ,qu) due son cambios de mapa en T(Cx) (luego P es
un cambio de mapa en CX ), las inclusiones entre objetos Yy las
{éoﬁposiciones. Luego, es igual a Cat T?, siendo T’ definida cg
no en 22 a partir de T, donde T es el dominio del funtor F.
Ademds Cov T" es 1la clase de familias {? ;UL X“-—vad} tales que
&,)ia(UixE)=UxE ; siendo '@i un morfismo de Cat T" sera de la
fo?ma: @7 = (@ 01 rUl DY .), siendo £, :U; —U, prUi:UixE,

—U; proyeccidén. Segln se vid en la demostracidén del lema 6.3
es Py (UyxE)= (U xE.  Luego: (&, (u,20)=(U¥ (U,))7E=UE ,
‘por 1o Que:(v}$i(Ui)= U. Entonces Cov T'=Cov T*® y entonces

Tv}; — T"

« e

, Veamos que {G,%(X),u) definido coxno sizue verific

O]

H

o

s

]
t

finicidén 2.6 para (¥,7,s).

-

[ A z
Sexun 2.2 G sera:

- -]
G(UxE) =T (U ) | 3 miv—v,

(ST

o
©
o)
@
@)
}‘






80

También . los valores de u segin la henos definido, coinci-
den con los de § de ¢ 2, pues, si consideramos: Ulifiii1T-l(U’)
EifiE, siendo diﬂT"l(U’)ﬁivU’xE ¥ pry,:U’xE—U’, prp:U’xE
—E proyecciones,. es Tf-l(U’) un U’xXE con proyecciones prU,°4
y prE.& » ¥ @ un oxly , para cada m, on Cat T.

Entonces se ha visto que: (G,T(X),u) es un atlas tangente
a (F,X,8). -

Por (ltimo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:.

w
i) e o

r’n] lm

UxE v U
En efecto: (pon (mxlE)ooL)(U’,m,v)=(prU.a(mxlE)(x,v)

= pry(alx),v)
= nm(x)
(m o™ )T5;7) = alx)
Entonces conmutarid tamtién: TR
n¢ ine

por lo fue resulta W onroyeccién natural gntre (G,T(X),u) ¥y

» ~r . .2
1S

{{—=7-una aslicacidn difercenciable en-

su correspoidiente apli

i es i, (i=1,2) el ablas abstracto asociado
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a T(CE) comno en la:proposicién 2.5, entonces T(f) es un morfis-
mo tangente asociado a f (seglin definicién 4.11), consideran
do f:A,—A, , siendo A; atlas abstracto asociado a Cxi (como
en 2.2, primera parte).

Demostracidn:

Vamos a definir en primer lugar el atlas &l equi
valente al (21 nediante la siguiente construeccibdn: si es U?
un dominio de napa fil , tendremos que: U’'= \ o2 n f"l(V’»,,la
unién extendida a todos los dominios de mapa V! de Cxe. Por
ser f difercnciable, en particular continua, serd U’nN f'l(V’)
abierto en U', DPor ser el atlas hereditario, serd también un
dominio de mapa. Consideraros entonces el atlas Eil cuyos
dominios de mapa son sblo los de esa forma y los mapas son, na
turalnente, las recpectivas restricciones de los de <3l. Tri-
vialmente seré Gil ecuivalente a ;. Ademés, si se toma
el atlas abstracto X, asocizdo a éil como en 2,2(primera par

nte

te), evident sotisface las hipdtesis del teorenma 3.8,

“B‘: ~4

Jea -l=(51,T(Kl),ﬁl) asociado a M(&,), 32=(G2,T(K2),u2)

asceciazdo a 9032), como en laproposicién 6.6, Defininos enton=-

ces lu translornacifn menszralizada Cl-—~—T(K2) cono sijue:
see 'l"""]‘(U")__.T.Lu un napa de TO&l); entonces, el istiré un
nana v ﬁ Vo adn TG?E) t2l fue £(U?) ¢ V?, por defini
c;éﬁ de Eil. Tuz2s0, €2 puande definir f’=n.e fo m'l, fiU—v,
Sea &'=(L’, pr. ,2L’), ¢ :UxD —=TuB; se2a entonces el valor 1

- - ~e . o -4 --l —
U?) definido por 1l=R"", $°, h.
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Veamos cue se verifica la connutatividad del siguiente dia

grama: & — 5 e1a))

K lfrm
T(X,) -
: minig e 1 ? (44 = i
O sea que, para cada dominio des napa U? de 10 T(fAWil(U’)

Sea xeﬂ’zl(U’); luego U'—PwU es un mapa en x. Conside-
remos identificado T"Il(U ') con U’%E por el isomorfismo ¢,
oL: (U7 ,n,v)—a(x,v) ¥ andlogamente ngl(V’) con V'xE por
F:(V—’,E—ﬁ—)».-—-—(f(:-:),w) (ciendo VX 2.V mapa en £(x)).

Entonces: TGf)(::,v):Tx(f)(x,v)=(f(x),w), siendo
w=Df*(n(x).v , £'=n o fo m™t, Tor otra parte:

1(x,v)=((n"Yxly) o @7 (mx10)) (W) =(n " xlp) ((£% m) (%),

DE(m(x)).v)
= (£(x),w)
Trivialnente se ve adenis gue TTEoT(f) = fo’ﬂ‘l.
Luego, si definimos el valor 1 de la transformacidén generaliza-

da k:'l‘ﬁl——-}{g (siendo '1:"71 tal gue: 31:(?1’3’;1’51)) en U con do-
L 1

minio en U? por 1l=n . B, O sea: 1=f' se tiene que:
UQ

Tr2'o l = lo lTl
Fuesto que, nor la troposicibdn 3.5(primera varte) es £ un

en 'ITl-l{U’).

moriisno de 4, en i, , heuos probado entonces que k, T(f) veri-

fican las condiciones 'd"?l teorena 4,2, En particular T(f) es

un norfisrmo tansente asceizdo a f.






Vv =PT(), con V/° CF-variedad de tipo S modelada sSobre un es
pacio E.
Si tomamos los atlas tangentes a los de V7, se ve que por

la prorosicién 6.6, aplicéndoles la construccién 2.2 (primera

-~

parte) se obtleneﬁ los atlas abstractos tansentes (se*un defini
cidn 2.6) a los de V. Ademds, puesto gque son equivalentes (fog
man la variedad TCVﬁ?), los atlas abstractos correspondientes
serén K—equivalentes,ipor vroposicién 3.5(prirera narte); es de
¢ir que pertenecen a una nisma X-variedad ebstracta V.

Definimos entonces: &(V)=V y, si es o:V;—V, un K-

mor 1uwo de varlnaades,’g(oi) T(« ), que es una buena defini
cidn tenlenao en cuenta la pr@nos101on ).D(prlmera parte) ¥y la
G, ?.

iue so, existe ?3 en las condiciones del teorsma 5.3.

Se*vga adexés urn;v:.a,lf:eme gue: [ “'14 p =67,
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