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PROLOGO

El propósito de este trabajo es establecer el fundamento 

de una teoría categorial de variedades diferenciables, que po- 

dría generalizar definiciones y teoremas de la geometría dife­

rencial. Se tiene la idea de que nociones tales como atlas y 

variedades diferenciadles y aplicaciones entre ellos pueden ex 

presarse en una forma muy general mediante el lenguaje de la 

teoría de categorías. Así surgen los atlas abstractos, los 

morfismos entre ellos, las variedades abstractas, etc. Esa de 

finición general admite como ejemplos, además de los entes que 

generaliza, otros sin vinculación aparente con aquellos, como 

sucede en el §5 de la primera parte, en que la proposición 5.6 

y su corolario 5.7 proveen ejemplos "algebraicos” de atlas abs 

tractos, que no surgen naturalmente del modelo "topológico" 

que se tuvo en mente.

A partir de las definiciones "abstractas" mencionadas se 

tratan de obtener propiedades análogas a las que tienen los en 

tes de los cuales se partió. Así por ejemplo, en el §4 de la 

primera parte se obtiene una categoría de variedades abstrac­

tas y morfismos. entre ellas. Otra tarea importante, que ocupa 

toda la segunda parte, es la de construir en ciertas condicio­

nes muy generales (ver postulados (1) a (6), §1) el atlas tan­

gente a uno dado, así como también el morfismo tangente asocia
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do a un morfismo dado (y luego por supuesto, las variedades 

tangentes correspondientes)· Para la definición del atlas 

tangente se usó la idea (ver [1] ) de "pegar" sus codominios 

de mapa mediante morfismos de la forma (φo pr,Dφ) si se con­

sidera que los respectivos codominios del atlas dado se "pegan" 

mediante los morfismos φ ·

También se caracteriza el morfismo tangente asociado a 

uno dado f por medio de los morfismos que quedan inducidos 

entre los modelos de los atlas tangentes, que serán de la for­

ma (φo pr,Dφ), con φ inducido por £ entre los modelos de 

los atlas dados. Con estas definiciones se logra además cons 

truir un funtor tangente "generalizado" y, aplicadas al caso 

concreto, se demuestra que se obtienen las nociones conocidas 

(ver 16) relacionándose asimismo el funtor tangente "concreto" 

con el "abstracto" (teorema 6.9)

Se obtienen además algunos resultados como por ejemplo u- 

na realización de atlas abstractos (ver teorema 2.5, primera 

parte), el isomorfisno entre una categoría de variedades abs·. 

tractas y otra de sus realizaciones (teorema 4.5, primera par­

te), una "restricción" que constituye una equivalencia de atlas 

abstractos, que se aplica en el caso particular del atlas domi­

nio de un morfismo indo (ver proposición 5.6 y teorema 5.3), 

etc.

Se espera de esta manera seguir obteniendo resultados que 

llevarán a la generalización de teoremas conocidos, así como a



poner en evidencia la raíz categorial o funtorial de algunos
resultados clásicos
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Primera parte: Definlción de variedad abstracta

§1. INTRODUCCION 
1.1 Terminología:

Las topologías de Grothendieck serán llama­
das G-topologías; su definición es la de (21. En lo que sigue 
& es la categoría de conjuntos y funciones, y G-¿ es la G-to- 

pología que se obtiene de ó adjuntándole, como Cov(G-S) la 
familia de los conjuntos Φ de morfismos tales que, para cada φ, 
las imágenes de las funciones pertenecientes a $ cubren en sen­
tido habitual un cierto conjunto L^ . Se hará uso de los fun- 
tores y transformaciones naturales generalizados introducidos 
por Ehresmann (ver (31): un funtor generalizado J, de la cate­
goría C en la categoría C* asocia a cada morfismo de C una cía 
se no vacía de morfismos de C* , de tal manera que, si e es la 
unidad del objeto A de C, F(e) es la clase de las unidades de 
los objetos de F(A), y si h» g * f enC, entonces:
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Nuestra definición de transformación generalizada será li­

geramente diferente de la de Ehresmann: ‘ si F y F’ son funto- 
res generalizados de C en C* , unatransíormación generalizada 
t de F en F* asocia a cada objeto A de C una clase de zorfij 
mos que tienen por dominio un objeto de F(A) y por codominio 
un objeto de F*(A), de tal manera que: (i) Para todo X € ?(A) 
existe al menos una flecha de t(A) cuyo dominio es X, (ii) Si 

XéF(A), X’€F(B), Té F’U), XMF’(S), u:X—*Y ccn μβ t?.), 
v:X‘-»T convét(3) y gé?(f) con Í.A—*3 y g:X—»X* ,
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entonces existe 'f ’:A -*B y h:Y—» Ϋ* tales que h <' ?’(£’) 

y b * u = Vo g . Se componen las transformaciones generaliza­

das de 0 en C’ por la fórmula: (t^o tj)(A) = t£(Ό * "tj(A) · 

Se obtiene así una categoría cuyos objetos son los funtores 

generalizados de C en C* y cuyos morfismos son las transforma­

ciones generalizada^. entre tales funtores. Si el segundo funtor 

F’ es constante, .entonces para cada X¿ F(A) hay exactamente un 

morfismo perteneciente a t(A) cuyo.dominio es X.

Una. transformación generalizada t:F—*F’ (funtores genera­

lizados de C en C’) tal que, para todo objeto A de 0,^11 et(A), 

h sea un isomorfismo en C’ será llamada equivalencia débil de

F en F’ ·
Un funtor -generalizado de la G-topología T en la G-topolo- 

gía TV es un funtor generalizado F:Cat T—*Cat T’ , tal que se 

verifican las dos condiciones siguientes: (i) Para todo conjun­

to jíi·^-*?] é Cov T y para todo X¿F(V), sif es la familia 

de todos los morfismos de la forma g:Y~* X con ge F(<fp para 

para al menos un índice i, entonces 4 Cov Τ’. (ii) Dado el 

diagrama ^V^V^.Vg , g^^fp (i=l,2), ί±:υ±-*ϋ ; 

si existe en.Cat Τ’.un objeto no inicial A y morfismos a^:A—*7^ 

tales que,.g1ta^= gp e a£ , entonces 3 U, Ve F(U), h« :U—U^ , 

k^c?(hj tales cue el siguiente es un diagrama es producto 

fierado en Cat T’:
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Sí se tiene un diagrama de producto fibrado en Cat T:

entonces existe un diagrama de producto fibrado en Cat Τ’:

siendo r, (d? i,j) valores del funtor P y f,éF(y9)

Hay una noción evidente de cofuntor* generalizado y de trans 

formación generalizada entre tales cofuntores.

1·2 Teorema de Kan sobre la existencia de límites:

'“ay una noción evidente de límite de un funtor (o de un co­

funtor) generalizado, con respecto a una transformación genera­

lizada y el teorema de existencia de Kan [41 vale bajo la forma 

siguiente:

Teorema de Kan para funtores generalizados en C :

A todo funtor generalizado F:C — £ se puede asociar, de 

manera canónica, un conjunto A y una transformación generaliza­

da t, de manera que A sea límite directo.de F con respecto at.

La demostración sigue el esquema de la de (i). En el con­

junto de ternas (U,V,x) tales cue U es un objeto de C, V£ F(U) 

y xe.V se define una relación (reflexiva 37 transitiva), denota­

da ru , por la condición siguiente: (U,V,x) .^ (U’,V’,x’) si 

y selo si existen morfismos f:U—*U’ y g:V—-V’ tales que

g éF(f) y g(x) = x’ · Sea R la relación de equivalencia ge­

nerada por ω : (U,V,x) R (U’,V’,x’) si y sólo si existe

directo.de
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una sucesión finita de ternas te,...,t , tales que: tc=(U,V,x), 

tn-(U»,V’,x») y t.wl~ t± ó t¿~ t.^ , para i=l,...,n.

Sea A el conjunto cociente por R. Se define una transfor­

mación generalizada t, de F en el funtor'’’constante” de dominio 

C y ’’valor" A, definiendo como t(U) el conjunto de aplica­

ciones t(U)v:V—-A (donde VeF(U)) dadas por: t(U)v(x)=(U,V,x) 

donde la bátra indica la clase de equivalencia con respecto a t. 

En el caso en que los valores de F en los morfismos sean todos 
inclusiones, el conjunto A es isómorfo a O ^ (unión de

los valores de F en los objetos de C).

En todo lo que sigue, escribiremos simplemente ’’límite" 

en lugar de "límite directo".
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pecto a una transformación generalizada t que a cada objeto 

ü de Cat T asocia el conjunto de las inclusiones ü’g—X, donde 

U’ recorre F(U). Sea ahora s la transformación generalizada de 

F en el funtor idéntico sobre Cat T, * que a cada.objeto U de 

Cat T asocia la clase de mapasde CX cuyo codominio es U : es 

una equivalencia débil. La terna (F,X,s) es un atlas abstracto 

de soporte X y de transformación asociada t?

2.5 Subcategorías inclusivas:
Llamaremos así a toda subcategoría 

D de C tal que: Ob(D) - Ob(C) y para A y B objetos cualesqui£ 

ra de D, el conjunto D(A,B)u D(B,A) tiene a lo sumo un elemen 

to.

El ejemplo típico de subcategoría inclusiva es la subcate­

goría de ^ cuyos' morfismos son las inclusiones.

2.4 Cr-categorías:

Sea S un conjunto de espacios de Banach; una 

categoría será llamada Cr-categoría de tipo S si sus objexs 

son abiertos de los espacias de S y sus morfismos son: ^"-iso- 

morfismos, inclusiones ó composiciones en número finito cual·' 

quiera de tales rfismos con la propiedad siguiente: todo

abierto incluido en un objeto es un objeto, todas las inclusio­

nes entre objetos son morfismos, y todo Cr-isomorfismo de un oh 

jeto sobre un abierto de un espacio E C 3 es un morfismo.
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Una C -G-topología de tipo S es una G-topología T tal que 

Cat T es una Cr-categoría de tipo S y Cot T es la familia de 

conjuntos dé morfismos que cubren en sentido habitual un cierto 

objeto de Cat T.

2.5 Teorema de realización:

Teorema: Sea (F,X,s) con F:T—G-ó, 

un atlas abstracto de transformación asociada t, tal que:

(i) T es una Cr-G-topología de tipo S.

(ii) 7 toma sus valores en una subcategoría inclusiva 

de Cat T = ^ .

' Entonces existe un Cr-atlas hereditario ^ , de tipo S, 

cuyo conjunto subyacente es X y cuyos mapas son las composicio­
nes de la forma hog'\ con hes(U), gtt(U), y donde g es 

la restricción de g a su imagen. 

Demostración: Probaremos en primer lugar que, para todo

^:^i^U2 en Cat T y para todo g^F(f)} la aplicación g es 

inyectiva.

Sea gíV^——V^· Como s es una transformación generalizada 

de F en el funtor idéntico sobre Cat T, existe h £ s(U^), 

kés(U2) con híV^Uj^ , k:V2 —U2 · Por definición de trans­

formación generalizada, existe entonces un morfismo f’:U^ —U2 

tal que: f’« h = ko g. Pero f’ (siendo un morfismo de Cat T) 

es inyectiva, y h es inyectiva puesto que s es una equivalen­

cia débil. Luego g es inyectiva.
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Sea ahora VéF(U\ y llamemos t<U)y:V—-X a la única

aplicación de dominio V perteneciente a t(U). Probaremos que 

ésta aplicación es inyectiva. Es suficiente hacer la de­

mostración para el caso en el que X es el límite ' de F 

con respecto a t construido de manera canónica por aplicación 

del teorema de Kan (1.2).

Supongamos t(U)v(x) = t(U)y(y). Luego (u,V,x) = (U,V,y). 

Entonces existe una sucesión finita de ternas te,...,t~ , tal 

que (con las notaciones de 1.2) ^.^ t^ 6 t^ ^^p para 

i=l,...,n, y to = (U,V,x), t = (U,V,y). Para n=o se tiene 

x=y. Supongamos n=l; luego existe f:U-*U, g:V-*V con 

g€?(f) y g(x)=y, o bien g(y)=x. Por la hipótesis (ii) del 

enunciado del teorema se tiene g=ly , luego x=y. Supongamos 

ahora n=2. Entonces existe (U^,V^,x^) tal que se verifica uno 

de los siguientes casos:

(a) <U,V,x)~ (DpVpX^», (U,V,y)

(b) (U,V,y)~ (υ^ν^Κ (U,V,x)

(c) (U,V,x).-v (U1,V1,x1) y (U.V.yXU-pV^xp

(d) (UpVpxp^ (U,7,x) y (U1,V1,X1)a, (U,Vj)

En lo que sigue supondreaos siempre g^e ?(f.), i=l,2.

•En. el caso (a) se tiene: f^:U-»Up fjiU,—- U ,

g^V —V} j, g^V-j^V , con gjís^x)) = y. Pero g2 o εχ- ly> 

luego x=y. El caso (b) es análogo. En el caso (c) existen 

fl’f2:^ül’ SpE^’--*^, con ^(x) = G2(^‘ ?ero de 

acuerdo a lo que se ha probado al principio de esta demostra -
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ción, g^ es inyectiva y» por la hipótesis (ii), g^ « g^ , 

luego x * y· El caso (d) es análogo·

Se demostrará por inducción que, si existe una sucesión 

de n ternas te,oMtn con las propiedades, ya enunciadas, en­

tonces x=y. Esto ya ha sido demostrado para n = o,1,2· 

Supongámoslo verdadero para n ^ 2 y supongamos que existe una 

sucesión de longitud n+1 con las propiedades enunciadas: tc , 

•••’^n+l* θ^ βχί3^ίθΓ& 1131 índice ¿ tal que 1¿ j ¿n y 

t. i ru t · hj t., ó t.-i^t.^t. , , se tendría una sucesión 

de longitud n con las mismas propiedades, pues la relación 

es transitiva; luego, en virtud de la hipótesis inductiva, el 

teorema estaría demostrado. Entonces, reemplazando el símbolo 

^ por una flecha, sólo quedan por considerar los dos casos 

siguientes:

En el caso (1) se tiene un diagrama no necesariamente con­

mutativo:

con. ues(U), ve s(up, we s(U2). Pero como s es una trans­

formación generalizada, existen fp1^ en θΗ^ “ tales que el

diagrama siguiente conmuta:
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con tfe^fU), h&t^ü), m« s^(ü), existe

tal que, para cada je í existe un diagrama en Cat T,

con Υΐ € Pg(Vj ), ké t^(^ )t n€ s^(Yj ), y un morfismo de Cat % 

f ·υ.**Υ., de manera que el diagrama siguiente sea conmutativo

(1)

3.4 Proposición:

Sea C una clase de atlas abstractos, y sea K 

una G-topología intermedia para C. Si se toma como clase de ob 

jetos la clase Ct como morfismos los K-morfismos entre atlas de 

C (5*3), y como composición la de Ϊ (siendo Ϊ la G-topología 

"blanco" para todos los atlas de C), entonces se obtiene una ca 

tegoría.

En efecto: para todo atlas (P,X,s)í C, la aplicación 1 

es un K-morfismo de ese atlas en sí mismo; para verlo, basta 

tomar como ίφ·: U.—*Ul la clase de un elemento < 1TT? , como VE

el mismo objeto U, como f^ la identidad 1$, y n=m, k=h.

Ademas, si f;(FpXpS|)—* (^2’^2’^2^* β·(^2’^2’^2^"”* ^'J’ 

Xpgp son K-morfismos, la composición g®f es un K-morfismo 

de (FpXpS|) en (F^X^sp. Para verlo, sea en Cat T el dia- 

grama U*—U’-^X, como en 5.3 * Puesto que f es un K-morfismo
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existe ííj^j^ üljt j Cov Tv tal Que, para todo jej exis 

te X^:Uj—*Vj en Cat K y el diagrama conmutativo (1)· Pero, 

estando dado el diagrama V.··—VI—*Xp y puesto que g es un K— 

morfismo, existirá: ίψ^ϊΥ. —*vj p β Cov T~, y para cada

reR un morfismo de Cat K, 6r:^r~*^r» ^e manera que hay un 

diagrama conmutativo:

(2)

con uétj(Wf), qíe5(Wr). Como Y» £ ^.-V .,—V. j 6 Cov T2, ee 

tiene ψ É Cov K puesto que T^ es una sub-G-topología de K· 

Luego, si llamamos V. χ U. al producto fibrado de V. por ü^ 
sobre V. con respecto a ψ. y f se tiene: Φ = V. xU.-*U.?wD 

é Cov K. Pero K es intermedia y U. es un objeto de Cat T, ; luego u ·*■
4 £ Cov T,. Entonces:

Pongamos: = 1 *8 í para séS. Para cada s^S existe un

morfismo de Cat K, d_:V. xü.-*W obtenido por composición de 

la proyección de producto fibrado: V - «U- —*-V . con

Se ve entonces fácilmente que el diagrama siguiente es conmuta­

tivo:

lo que prueba la proposición·
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3.5 Proposición:
Sean Q^, C^ Cr-atlas hereditarios de tipo S, 

cayos conjuntos subyacentes son Xp)^ respectivamente. Sea A^ 

(i=l,2) el atlas abstracto obtenido deCL· por aplicación de 

2.2; sean K la G-topología intermedia descripta en 5*2 tomando 

como 0 la clase ^,ίί^ y f:X^-—"^2 111151 Punción. Entonces 

f es una Cr~aplicación diferenciadle de la estructura de Cr- 

varieiad diferenciable definida por Cl^ en la definida por Φ 2 

si y solo si f es un K-morfismo de A^ en A^j θη el sentido de 

3-5·

3.6 Proposición:
Sean A^^^ atlas abstractos que satisfacen 

las hipótesis (i) 7 (ii) del teorema 2.5; ^,^2 los Cr-atlas 

correspondientes por aplicación del teorema 2.5; K la G-tópo-
lo^ía intermedia para la clase ¡^p^pj descripta en 5*2 ; 

y f:l·^—- X^ una función (siendo 1^ el soporte.de A^, i=l,2) 

Sea^' ^ la Cr-variedad definida por el atlas ^¿· Entonces f 

es un K-morfismo de A^ en A^, en el sentido de ;,3, si y solo 

si f es una aplicación 0 -diferenciadle de ^ en u £·

soporte.de
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§4 . VARIEDADES ABSTRACTAS

4.1 Definición:
Sea C una clase de atlas abstractos y sea K una 

G-topología intermedia para C. Sean A^=(F^X^,s^) 6 C, para 

i=l,2. Diremos que A-^ es K-equivalente a Ao si y solo si 

^ΓΧ2 ^ ^X es un K-morfismo de A^ en A2 y de A^ en A^ (yes 

entonces un isomorfismo).

Es ésta una relación de equivalencia en 0.

4.2 Definición:

En las condiciones de 4.1, se llama K-variedad 

abstracta a cada una de las clases de equivalencia en C por la 

relación de K-equivalencia. Un K-morfismo entre tales varieda­

des es un K-morfismo entre dos representantes respectivos.

4.5 Teorema:

En las condiciones de 4.2, las K-va&dades abstrae 

tas y los K-m.orfismos entre ellas forman una categoría.

4.4 Proposición:
Sea A un atlas abstracto cue satisface <i) y (ü) 

de 2.5. Sean CX el Cr-atlas obtenido por aplicación de 2.5 y A 

el atlas abstracto obtenido de CX por aplicación de 2.2. Enton­

ces A y A’ son K-e?uivalentes (siendo X*como en 5*2) y perte­

necen, entonces, a la misma K-voriedad abstracta.

En efecto: seo el ¿Dá bame con l?cE(U), me- s(U)
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h€t(U). Existen entonces ^1^:U—*Up Cov T, el* diagrama: 

üJ-e fe----- h(U’X—— X en Cat T^ = Cat T y el morfismo ly (en

lugar de f.),· tales que 1Y satisface la definición de morfis 

mo 5-5 ♦

Recíprocamente: estando dado el diagrama:

el cubrimiento <1^:11—*Uj , el diagrama U-—U’-—-X y él mor 

fismo de Cat K 1^:U—*U, permiten establecer que 1χ es 'un

morfismo de A’ en A.

4.5 Teorema:

Sea S una clase de espacios de Banach y sea K la G- 

topología definida por: los objetos, de Ca? K son abiertos de los 

espacios de S, los norfismos de Cat K son las aplicaciones Cr- 

diferenciables entre esos objetos, y los elementos de Cov K son 

las clases de morfxsmos que son C -isomorfismos en su imagen y 

que cubren U en el sentido habitual (donde U recorre Gb(Cat K)). 

Sea Vr la categoría de Cr-variedades de tipo S y de Cr-morfis- 

nos, y sea VAr la categoría siguiente: Los objetos de VAr 

son las variedades abstractas construidas sobre Cr-G-topologías 

de tipo 3 (en el sentido de 2.4) cuyos respectivos funtores ge­

neralizados (los que definen los respectivos atlas) toman sus 

valores en subcategorías inclusivas de & ; los morfismos de'VAr 

son los K-morfismos entre los objetos. Entonces, la construc­

ción 2.2 y la proposición 5*5 definen,un funtor ordinario de
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V en VA , y el teorema 2,5 y la proposición 5*6 definen uñ 

funtor de VA1* en V1*. Estos funtores son inversos uno del o- 

tro, y las categorías V1* y VAr son entonces isomorfas.

4.6 Remarque:

En todo lo anterior se puede reemplazar “espacios 

de Banach" por "espacios localmente convexos" y ?Cr-variedad" 

por "variedad diferenciable" en el sentido de C63 ·
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§5 UN EJEMPLO DE ATLAS ABSTRACTO

5.1 Proposición:

Sea S un funtor fiel ordinario S:C—*^, C una 

categoría cualquiera, 6 como en 1*1.. Si C tiene productos 

fibradós y si S los conserva, es decir:si, cada*vez que C es un 

A, x A- es S(C) un S(AT)x ό^?)ί entonces^ 
1 B ·

es una clase de

cubrimientos tal que: T = |*C,Cov T j es una G—topología, y S 

un f unt or S: T —* G- ^ ♦

5.2 Definición:

Llamaremos "de tipo G-& ” a una G-topología T 

tal que:

(i) Existe un funtor S:T—-G-^ tal.que S:Cat T-*6 

es un funtor fiel ordinario.

(ii) Si [sí^^^j CCovCG-O, entonces í^iéI Cov T.

Gomo se ve, (i) y (ii) implican la siguiente equivalencia: 

^φ^ ifeI £ Cov T si y solo si pCí^j^j ^ Cov(G-O). Además, 

en la proposición 5*1 se ve que esta condición caracteriza a 

Cov T. 

5.3 Definición:

Llamaremos a T, en las condiciones de la propo­

sición 5*1 , una u-^o^olo da de tino G-f refinada nor C.

Las categorías ''.algebraicas": de grupos y hor.omorfismos
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de grupos, de anillos, de módulos, etc., son ejemplos de cate­

gorías que dan lugar a G-topologías de tipo G-ó, siendo S el 

correspondiente funtor de subyacencia.

5.4 Lema:

Sea T = [ Cat T, Cov t] una G-tapología, C una subca- 

te^oría de Cat T« Existe una subcategoría C de Cat T que con­
tiene a C y tal que T’ = ^ C,Cov T|^j es una sub-G-topolo¿:ía 

de T, siendo Cov Tj^ la clase de cubrimientos inducida p^r 

Cov T en C.

Demostrad c.":

La c^^foría C e ".a ¿enerad - or la clase de ob­

jetos que se obtiene adjuntándole c. Cb(C) todos los productos 

librados entre los objetos de C y por la clase de norfisaos for 

nada por los de C y las correspondientes proyecciones canónicas 

de los. productos Librados.mencionados

5.5 Definición:

Llamaremos a 2’ (en las condiciones del lema

5.4 ) una sub-C—tocología de 2 renernda nor €.

5.6 Proposicion:
3ea r2= j Cat 2, Cov rj una C—topolo/ía, C una 

subeateroría de Cat T. Lea 2’ como en el lema 5·4, I:T’c-*T 

el funtor inclusión, entonces, si I tiene un límite X, es 

(I,*d,lT) un atlas abstracto.
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5.7 Corolario:

Todo módulo K sobre un anillo A es soporte de 

un atlas abstracto de la forma (I,M,lj), siendo I:T’c^T el 

funtor inclusión, T’ una G-topología generada por la categoría 

de sub-módulos de M finitamente generados e inclusiones y T 

una G-topología de tipo G-é definida por la categoría de A-mó­

dulos y homomorfismos de A-módulos.

Demostración:

Sea C la categoría que genera Τ’, y^ la que defi 

ne a T. Si se tiene una transformación natural t:I—*M’, 

con I? funtor "constante” igual al objeto M’ de ^G existe un 

único homomorfismo h:M—*M’ definido por:

h(m)=(t(A.m))(m), siendo A»m el submódulo de M generado 

por [mj. Luego, si es Ι^:Ο-*Λ el funtor inclusión,, se tiene 

que: lim I^= M. Además, si consideramos C definida por:

Ob(C) = ^intersecciones finitas de objetos de cj 
Morf(C) = ^inclusiones entre objetos de c]
y T’ =^C,Cov Τ|θ^ , también será lim I=M siendo 1:2’c^T el 

funtor inclusión.
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Segunda parte: Definición de variedad tangente

Nota: En lo que sigue, las referencias que aparecen en el tex­

to serán, salvo mención en lo contrario, correspondien­

tes a los parágrafos y números de la segunda parte.

§1 MODELOS TANGENTES

1.1 Consideraciones previas:

 Tomaremos (?,X,s) como representan­

te de una K-variedad abstracta, siendo F:T —T, y llamaremos

modelos a los objetos de Cat T.

Consideraremos además que valen los siguientes postulados

para T y T:

(1) (Existencia de productos fibradós en Cat T) Dado el

diagrama: en Cat T, si existe un objeto no

inicial A y morfismos a^:A—*A^, i=l,2^ tales que fp a-^=f2° ^

entonces existe el producto fibrado ΑΊχ A^. En particular, si

existe un U4 x Ul, siendo U? £ F(U-), i=l,2 , respecto de los 
jl· X ’

morfismos h^tíup, hpU^-*X, entonces, existe un diagrama:

de producto fibrado, con q¿ € ?(p¿)·

(2) Si se tiene un diagrama conmutativo en Cat T

y si son h un morfismo de Cat K, £ uno de Cat T, entonces f

es un morfismo de Cat K
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(5) Sies ^^^¡Π. —a|é Cov T, Φ2= ^:V.-*ü} 

una familia cualquiera de morfismos de Cat T, entonces $,U íj

é Cov T.

(4) ("Pegado® de funciones) Sea Φ= ^¿:ϋ|—* uj € Cov T.

Sea C^ una subcategoría de Cat T definida por:
Ob(C$ ) = íuoW. j | W. . es un U. xU. respecto de Ψ^,Ψ·?

Morf(C,)= [identidades, composiciones de.proyecciones
* L de productos fibrados^

Entonces, si es I:C^—* Cat T el funtor inclusión, se tiene 

que: lím I = U, respecto de la transformación natural t^

dada sobre las U^ por *Λ> =^.
(5) Si se tiene el diagrama U-^V —V’ , con φ morfis-

mo de Cat T y n^s(V), entonces existe U’é F(U), mes(U), 

f é Ε(φ) tales que:

(«)

conmuta, y "recíprocamente", dado un diagrama conmutativo (x). 

con mes(U), ne s(V), φ morfismo de Cat T y fé Εφ^) (para al­

gún ψ^), se tiene que f é F(^ ) .

(6) Si es m^es(U), i = l,2 , m^:U’—>U, entonces a^^·

1.2 Definición:

En las condiciones anteriores diremos que la 

sub-G-topolo oía L de T ti ene modelos tan.' -entes de. L siendo K 

una sub-Gtopología de L, si existe un objeto E de Cat L tal
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que:

(i) Existe una función infectiva T :Ob(Cat K)—Ob(Cat L) 

tai que Ta(U) es un ϋχ E .

(ii) Para todo objeto U de Cat K, pr-.:T (U)~* U es un 

morfismo suryectivo de Cat L·

1.3 Teorema:

Tolo objeto U de Cat K es soporte de un atlas abs­

tracto tal que: v si U es un modelo, entonces los morfismos de 

la forma ha m con més(U), he t(U) son K -morfismos de 

atlas, siendo K* la unión disjunta de K y Ty, Ty definida 
por: Ob(Cat Tn) = [u| , Morf(Cat Ty) - ¡1^, Cov T^ · Ql^. Si 

L tiene modelos tangentes de K, entonces la proyección 

Prl:^a^^^ es 1111 -u”^0-fis^° de atl~s, siendo Ky definida 
por: Ob.'Cat Κη) = {ü,Ta(U)], Morf(Cat 1^) = ^, pr , ^ (U)J, 
Cov Kp - ^loj, ^^(U)^]· 

Demostración; Se tiene que (1^ ,U,ly) es un atlas abstracto·

Análogamente lo es (1„ _ ,Sa(U),lj (uP’ 7 pr^T^U)—U es

un Ky-ccrfisno entre ambos.

1.4 definición:
¿i jj tiene modelos tangentes de d y si existe

una función D;Korf(Cat ZZ)—*Ccrf(Cat T) tal que: 

(i) Si íp:U-Y, ertcnoes D'f :TO(U) — E 

(ii) Si φ=1ν, enforces ."'f =pr2¡Ta(U)—Σ
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(ill) Β(ψ.φ) - DM. ((φ. ρ^Ι,ΰφ)

(iv) (φβ pij »D φ ) es un morfismo de Cat L, 

entonces diremos que L tiene derivadas de K *

1.5 Proposición:

Si L tiene derivadas de K, si se define 

T^íCat p^Cat L sobre los moríismos por: ^(^«(ψ^ρΓρΒφ ), 

entonces T$ es un funtar y su imagen es una subcatep:oría de 

Cat L isomorfa a Cat K, sea Cat K $ si además definimos:

entonces es K un^ G-topología. Además Ta (Cat T) es una sub* 

categoría de Cat K, sea Cat Τ’. Definiendo:

se tiene que T* es una spb-G*topologia de K.

Demostración:

Po;r definición, dados ^:υ|-^υ2, ^íU^--ü^ mor* 

fismos de Cat K, será; Τ«(ψ.ω) el único morfismo tal que:

siendo Pi:^a(Uj_ ^U., q. :T (U.)~^E proyecciones canónicas, 

i=l,2,S Además:

esto último por definición 1.4. Luego se ve que:
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(siendo p:Ta (U)—-U y q:Ta(U)—*E las proyecciones canóni­

cas). Luego, Ta es un funtor y, por ser inyectivo sobre los 

objetos, es Cat S una subcategoría de Cat 1^. Veamos que tam­

bién es inyectivo sobre los moríiamos; sean ^,Ψ’:^—-^, ta­

les que TaCp) - Ta(^’). Se tiene que: ^P^ o ΤΗ(φ)=ρ2βΤ&(φ') 

^^^l (siendo Pi;^a(^i)—U¿< i=l,2). Por ser p^ suryecti- 

va (definición 1,2) será ^=^· Luego Ta es un isomorfismo 

de-Cat K sobre Cat K, de-lo cual se deducen* trivialmente las de 

más afirmaciones del lema.

1.6 Definición: 

Llamaremos modelos tangentes a los objetos de 

Cat Τ’.

1.7 Proposición;

Las proyecciones prn:TQ(U)—-U constituyen

una transformación natural nr del funtor T, en.el funtor idón 

tico en. Cat K.

1.8 Definición

Diremos cue L es una G-to^oloría de- derivadas 

de K si tiene' derivadas de K y si es intermedia para ^K,Kj 

(según definición‘5..1 de la primera parte)^

1.9 Corolario:
Si L es una G-topología do derivadas de K, es 

intermedia para U\T’^ .
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^2. DEFINICIÓN DEL ATLAS TANGENTE

2.1 Definición:

Con referencia a la definición 1.4 se dirá que

L tiene derivadas conservativas de K si ΤΛ conserva cubrimien- ----- ----------------------------------------- -------- a
tos y productos fibrados de T, es decir si se verifica:

(i) Sí ^|] ¿ Cov T, entonces ^(^^ ^ θθν T.

(ii) Si:

es' un diagrama de producto fibrado en Cat T, eptonces:

lo es en Cat T.

(iii) Si es 4 = { ^iüi — U¡éCovT, I:C.<—Cat T el 

funtor inclusión (C^ como en el postulado (4·), $1) se tiene que: 

T (U) - lim (T o I) en Cat T.

2*2 Definición:

Diremos que una sub-G-topología.T de T es

G-plena en T si se verifica:

s (i) Si f^J^ Cov T y para todo i, ^ eI¿orf (Cat T), enton­

ces : | ^J € Cov T.

(-ii) Todo diagrama de producto fibrado:

en Cat Φ, donde p^f^ (i=l,2) son morfismos de Cat T, es un dia 

grana de producto fibrado en Cat T.
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2.3 Proposición:

Sea (F,X,s). como en £ 1, sea T G-plena en 5 y 

supongamos que existe una G-topología L que tiene derivadas con­

servativas de K. Si, además, existe una* función inyectiva Φ , 

Φ: V(F) —^ Ob(Cat T), siendo V(F) la clase de valores de F en 

los objetos de Cat T, tal que para todo U’ ^V(F), φ(ϋ’) es un 

producto U’xE, entonces existe un funtor generalizado F:T’—T 

(Τ’ definido como en la proposición 1-5) que tiene las siguien­

tes propiedades:

(i) Existe una transformación generalizada q:F-*P 

(ii) Existe una equivalencia débil s de F en el funtor 

idéntico en Cat Τ’.

Demostración:

Definimos F sobre los objetos por:

Sea, para cada U’6 F(U) el morfismo m:U’—-ü, més(U) (es 

único por postulado (6), U); si llamamos m=m 1^. siendo 1^ 

la identidad en E, quedará bien definida, para <p:U^~-U^ mor 

fismo de Cat T, la clase:
F(T (φ)) = [m^1- ^(<f*) - ^ I 3feFCf) con: φ^Ώ-^α^ο f ? 

(nótese que, para cada fé ?(φ) existe γ’ por definición de trans 

formación generalizada aplicada as, y es única por ser m^ y m2 

isomorfismos).

Veamos que F es, en efecto, un funtor generalizado. Sean 

γ:υ^—-U^, ψ:!^—U^ morfismos de Cat T, sea he Ε(Τ&(ψο^)).
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Luego, existirán heFf^e^), h:U|-*U|, ^*:U^—*U^, tales que: 

h = m^0 $a0?*) °®i y el siguiente diagrama conmuta:

Por ser: Ρ(ψ*φ) = Ρ(ψ)« F^), "existirán feF(<p), f:U-[ —U^, 

g é Ρ(ψ) , g:ü£ _U^ tales que h=g e f , y, dados f y g exis­

tirán p, (p*, tales que los siguientes diagramas conmutan:

Luego: ψ’β tf^ m^m^ h por lo que, por unicidad de ψ, se 

tiene que ψ* # <f’ =^’ y entonces, si llamamos:
f = íj1. Τβ(φ’). ñr g - Ej1. Ta(y’). B2, será h=g » f, 

con ί<Ρ(Τ&(ψ)), hKl^')).

Recíprocamente, sea h=g · f e F(T (ψ))β F(Ta(^)). Serán 
entonces f,g de la forma: f=5^ « ^(ψ’)« ®^ g^1» Τ^ψ’). m2 

siendo φ’, ψ* asociados a algún valor féFfrf), g ^Ρ(ψ) respec­

tivamente. Puesto que f y g son componibles y por la inyec- 

tividad de Φ , lo serán también f y g y entonces es: 

h=m^^ T (ψζφ’)β m^ siendo, según se vió ailtes, ψ\φ’ asociado 

a g « f G Ε(ψ· φ) .

Sea 1T ^ la identidad en Ta(U); luego: 1T ^^= Ta(ly)

Sea fé?(L·),. k£*:U —U tales que:

conmuta; por ser F funtor generalizado y por postulado (6),? 1 

eso implican My, (U’^U’) y ^’«ly* Luego si es f O(Ta(ly))
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necesariamente será f^l^p ? con U^^CU1),

Definimos q por:
q(U) = ^ pr^: Í(U’)—-U’ I U’éP(U) y pr^ proyección canónicaj 

considerando aquí el funtor T"^ como el que une las categorías

dominio de F y F.

Dado el morfismo φ :U—-V en Cat T, sea el diagrama:

(»)·

con feF(T (<f))t u eq(U), ve q(V). Entonces existen f^ F(^), 
’fjU—*V tales que: f = ñ“\ ^(T’)· ° y ψ *· m=n · f ♦ Además 

f hace conmutativo el diagrama (x). En efecto:

(siendo, en las igualdades anteriores, pr^-: Ta(U)-*U, 

pryj??(V)——V las proyecciones canónicas). Por lo tanto, es 

q una transformación generalizada.

Definimos s:F—1 . φ, por:

Sea TeCp) :Te(U)—-T (V) un morfismo de Cat Τ’, feF(TaGp)).
Entonces, f es de la forma: f=ñ“^« T (<p’)· m, con mes(Ta(U)), 

ñ^s(T_(V)). Luego el siguiente diagrama:

conmuta, con lo cue se prueba que s es una transformación gene­

ralizada y, obviamente, una equivalencia débil.



Probemos finalmente que F;T’—-T es un funtor entre G-topolo* 

gías» Sea {Ta(^):Ta(up-*Ta(U)^€ Cov T\ Por definición, 

será entonces j^JíCov Ϊ. Sea UkF(ü), Ü’éFÍT/U)).Entonces: 

(fí:0;-n’kCov Ϊ, siendo rféF(f4 j'. Dada f? existe %“:ϋ. — U 

morfismo de Cat T tal que · m- =, m · , o sea :
^ =m · f? « (mp"\ Luego: fí^ € Cov T y, puesto que T es 

G-plena en T será: ¡^¡e Cov T. Como L tiene derivadas conser 

vativas de K, es jTa(?pj £ Cov T. Si definimos f£ por:
f? s m"1. ^a^i) e ®i es ^i ^ ^(^(fi)) ^ además, por lo 

que se ha visto y por ser m, m^ equivalencias, se tiene que: 
tf^U^U’^ ¿ CovT. Es decir, se verifica el axioma (i) de 

funtor entre G-topologías.
Sea el diagrama U£-^*U’-¿-U^ , 5¿éF(Ta^)) (i=l,2)

y supongamos que es a.:A—-U? morfismo de Cat T tal que: 

®1' al °%'«2' Si son e-^FCpp 1 ΐΐ tales que:

g-i-ά . T-Gf’) . Η,. , m . g. = ψϊ - m. (con m é s(U) , m. é s(ü. )) X a 1 X X XXX XX
será: g1o.apP1 = g2°a2°P2’ donde pi € q(U^) ;U| —*U|.

Luego, por ser F funtor entré G-topologías, existirá un 

objeto W de Cat T, un W^ F(VJ) y morfismos k^e F(^) (i=l,2)

tales quej­

es un.diagrama de producto fibrádo, siendo ^^:W-*U. en Cat T.

Si es ψ| un morfismo de Cat T tal que: mp k^ = ψ| $ n

con n€s.(W) entonces:

es un diagrama de producto fibrado en Cat T, y, por ser T 

G-plena en 2,· lo es también en Cat.T· Como L tiene derivadas
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conservativas de K, se tiene que:

es un diagrama de producto florado en Cat T. Si tomamos:
^•aí\ Τα(Ψ·)» ñ , entonces k. e F(TÍ^ )) y si. es W’ = Φ(Μ’) 

X X cl 1 X cl X
el siguiente diagrama:

es de producto fibrado.

2.4Definición:

Llamaremos semicompleta a una categoría C tal 

que todo funtor generalizado F a valores en C tiene límite di­

recto si y sólo si existe una transformación generalizada 

k:F—-A, siendo (por abuso de notación) A el funtor “constante" 

igual a un objeto A de C.

2.5 Teorema:

Si existe una G-topología L de derivadas conserva­

tivas de K (según 1.8 y 2.1) y si Cat T es semicompleta, enton­

ces en las condiciones de 2.5 existe X tal que (F,X,s) es un 

atlas abstracto. Además, si son t y t las transformaciones genes 

ralizadas asociadas a los límites X y X respectivamente, enton­

ces existe un único morfismo p:X—X en Cat T tal cue: p o t=t ° q 

(considerando a p como transformación natural entre funtores cons 

tantes) que es un L-morfismo entre los atlas (F,X,s) y (F^X^s).



58

Demostración:

Sea k:F—X definida por: k=t « q. Entonces pues­

to que Cat T es semicompleta, existirá X=lim F. Obviamente, 

(T,X,s) es un atlas abstracto. Además, por la propiedad univer 

sal del límite, existirá un único morfismo p:X —X tal que: 

p · t=k, o sea: p . t=t « q, y que es un L-morfismo de atlas; en 

efecto, dado el diagrama; Ta(U) ^’---- *'X * con me sCTaCU)) *

h €t(Te(U)) tomando el cubrimiento trivial para T.(U) y el mor- 

fismo pr(Ü):T(U)-—U de Cat L, se tiene que el siguiente dia- 

grama conmuta:

siendo h€t(U), mss(U), pues existe r:U’—*U’ , req(U) que 

hace conmutativos los dos diagramas parciales.

2.6 Definición:

En las condiciones del teorema 2.5» se llamará 

a (F,X,s) un atlas tangente al (F,X,s)'y al morfismo 2 su 

proyección natural.
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§5. RESTRICCION DEL ATLAS DOMINIO DE UN MORFISMO DADO

Comenzaremos este parágrafo demostrando algunas conclusio­

nes que se pueden obtener de los postulados (1) a (6) del $ 1.

3.1 Lema:

Sea W£p como en el postulado (1), $1. Entonces:

es un diagrama de producto Librado, siendo p? (i=l,2) tal que: 
miloPi = qi°m12 ’ con m12es^W12^’ mié s(up ‘

3.2 Lema;
Sea Φ = ¡^íU^ —*U ^ t j £ Cov T. Entonces para todo 

U’é F(U) existe Φ’ = ^i:^i~*^’j^ j£ Cov T tal que para to­

do i: f · £ Εφ· ) y f· es tal que m · f. « φ. · m. , siendo 

m cs(U), miC s(U.). 

Demostración:

Inmediata usando el postulado (5)^1 y por el 

axioma de composición de cubrimientos.

3.3 Definición:

Llamaremos a Φ’ una imagen de Φ cor ? ¿sociaía a U¿.

5.4 Lema:
Sea T G-plena en T. di es Φ = ^¿^ —* Up Cov T y 

Ψ = ^.:'·.-*υ £ una familia de ’nrfis^cs de Cat T, entonces : 

Φ e 4' Cov I.
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5·5 Lema:

Sea 0$ como en el postulado (4),$1, Ü’^XU) , 

f’s Pi:U¿^*U’j una imagen de Φ por P asociada a U’. . Si es 

CJ la categoría definida por:
θ^(0Α,)3 fu? ,U?_. IUL valor de F que es un U? x UJ 

respecto de f· , f.?

Μογϊ(Οφ,)=¿identidades, composiciones de proyecciones 
de productos fibrados J

entonces lím Γ » U’ , siendo Cat T el funtor inclu

sión.

Demostración:

Por ser Φ* £ Cov T existe para ^odo i, para todo 

1. ”1 * UJ luego, por ser F un funtor entre Gvtopologías,

existe un producto fibrado de esa forma que es valor del funtor.

Es decir, se tiene un diagrama:

con q^e F(p^) , <=Í,j·

que es de producto fibrado. Sea D$ una categoría análoga a 

la C^ que figura en el postulado (4-), £1, que contiene a los 

U.. ,77* j ÍTj · Evidentemente, existe un funtor ordinario X ü
AíD^^C^ que es un isomorfismo (A lleva .Ui en U¿, U^ en

Sean ΤΓ. , ^r. tales que m. * q. = U· .m. . , m . e q .= ΤΓ. e m. . i J 1 X X u v u * u
para m^esfU^), ^=i,j , m» .€ s(^í-í).· Luego por el postúla­

do (5),$ 1» · será q¿é?(Oi)* Además, por 2.1 (primera parte)

se tiene el diagrama:
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U? . 4 Th en q. )· Existe también una transformación natura?. 

a:I^I* (siendo I:D$—-Cat T el funtor inclusión) que es u- 

na equivalencia débil, dada por: a(W):I(W)—^I’A(W), a(W)«(m..)* 

con m^ é s(W) (nótese que hemos considerado una transformación 

natural entre funtores con distintos dominios, con el funtor A 

cómo vínculo entre esos dominios)· Si es m:U’—* U, me s(Ul,

se tiene que el diagrama:

(*)

conmuta, siendo u la transformación natural asociada al límite 

(dada sobre los U^ por la familia f^| ) y u’ la análoga dada 

sobre los U? por la familia jfj.

Si es Y un objeto de Cat T, h:I’—>Y una transformación 

natural, existirá, por la propiedad universal del límite, un úni 

co morfismo k:U—^Y de Cat T tal que el diagrama:

conmuta. Luego, si tomamos l=k « m, se ve ,tomando en cuenta 

el diagrama (a),que 1 es el único morfismo tal que:

conmuta.

3.6 Proposición; ( "restricción” de un atlas dado}

Sea (E,X,s) un. atlas abstracto ccmo en 1.1 .

Sea ¿ una .sub-C—topología de T tal que:
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(i) T es G-plena en T.

(ii) Si es φ:ϋ^—-Ug un morfismo de Cat T y U2 un ob­

jeto de' Cat T, entonces U^ es un objeto y <f un 

morfismo de Cat T.

(iii) Para todo objeto U de Cat T existe ^^jU^—* u] ^Cov T 

con U^ objeto de Cat T*

Entonces, existe un funtor F:T —*T y una transformación 

generalizada s. tales que: (1) Para todo U’cF(U) vale la siguien 
te condición: (R) existe U*eF(U), existe ?= ^:U^-*u]fCov Ϊ 

con U· =U y Φ’ = ( f. :U? —U’? imagen de Φ por F asociada a U*, 
. o 

Qpn U? = U’ . 
•o

(2) s = $ J p*

(5) (F,X,s) es un atlas K-equiva- 

lente al (F,X,s)*

Demostración:

Se define F por:
F(Ü) = ^U’éF(U) tales que verifican (R) | *

F(?) = {£€]?($) ( f:ü{-4 , Ü^JÍÚp, Í=l,2] 

Se ve que F es un funtor generalizado, y que s' queda definida 

por (2).

Sea- t:F—*X la transformación asociada al límite, y sea 

t=t|^ « Probemos que lím F= X , según t· Sea Y un objeto de 

Cat T, u:F —*Y una transformación generalizada y veamos que 

existe una extensión de u en u, u:F—*Y. Sea U un objeto de 

Cat T, U’€ F(U). ’Por hipótesis, existe Φ=^:Π^—*U^ Cov T 

tal que para todo i, Uj es un objeto d^ Cat T» Luego, si es
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Φ’ = ^i:U? —*11^ ^ Cov Τ una imagen de Φ por F asociada a 

U’ , .si son D^ , Οφί asociadas a f cono en el lema 5.5, si 

son 1,1’, A también como en esa demostración, se ve que: 

^Ib^= Í«-A* Además, teniendo en cuenta el^hecho general (de­

mostrable inmediatamente) de que, si es W un límite de un fun- 

tor G:C—*D , lo es también de cualcuier funtor de la forma 

G o A, con A un isomorfismo, A:C’—►C, se tiene que:

U’ = lím I* c A. Luego, existirá un único morfismo .1 que ha­

ce conmutativo el siguiente diagrama:

siendo üTT, = ulT, Λ. Es decir que para todo i conmutará el 

diagrama:

(ϊ)

con h^é u(U^), siendo 1 el único que hace esos diagramas con­

mutativos. Luego definimos el valor de u en U’ por:
1:U’—y (léu(U)). Sea Y=j ^iV.—D? έ Cov T, con V. ob- 

jeto de Cat T, para todo J, Sea Y1 =íg.:Vt—^U’? una imagen 

de Y ppr F asociada a U’. Por lo ya visto, existirá un único 

morfismo l’:U’—>ϊ tal que, para todo j, el diagrama:

(ee)

conmuta; siendo h^u(V.). ±or el nostulado (5), se tiene aue 

γ*α φ* £ Cov T y, por el lena 5·^ que ^uVéCov T, y 

obviamente γ’υ φ’ es una imagen de φυϊ por P asociada a U’.
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Entonces, éxiste un único morfismo h:U’—*Y tal que los si­

guientes diagramas conmutan:

Luego, por (x) y (ix) debe ser h=l=l’ , por lo que se ve que 

1 no depende del cubrimiento elegido, es decir que u:F—Y es­

tá bien definida. Además, es una transformación generalizada*

En efecto: sea íf:U—-V morfismo de Cat T, sean f^ FOf), f:U’-*V’

keu(U), k:U*—-Y, leu(V), 1:V’—*Y y consideremos el siguien

te diagrama:

en Cat T, siendo $=^ij £ Cov T, ^ 4^^0ον T, U^, V.. ob­

jetos de Cat T para todo i, para todo j. Sean $’ = ^:U? -^U’j’ 

imagen de f^J por F asociada a U’ , P’=^:VJ —*7’/ idem de 

í Cp ? asociada a V’· Si es <p*:U—-V tal que n&f = ^’^ m 

(conmes(U), nes(V)) se tiene, por lema 5·^ que: ^ψ’ί^^υΓ

€ Cov T, y además {f «f^j σ r ’ £ Cov T y éste es imagen por 

F del anterior, asociada a V’. Entonces, por lo visto, se tie­

ne que:

conmuta, como 1 es el único tal que: 1 $f^=h^ , se tiene que:

m o f=l.

entonces, por la propiedad universal del límite-, se tiene que

existe un único norfismo p:X—Ύ tal cue;

conmuta, en particular conmutará también;
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es decir que lím F = X; luego (P,X,s) es un atlas abstracto.

Trivialmente se ve que si K es una G-topología intermedia 

para |τ,τ| , 1χ es un K-morfismo de (F,X,?) en (F,X,s). Recí­

procamente, dado el diagrama UXU’-^*X, con mts(U), he t(U) 

sea [íi:U^—-uj é Cov T, dado por la hipótesis (iii) de la pro 

posición. Se tiene entonces que, si es fí^UJ—imagen por 

F de j^J asociada a U’, existe un diagrama conmutativo:

En efecto: hom"^ e ^=hof^o mT^h^o m?\ Entonces también 

sería 1^ un K-morfismo de (F,X,s) en (F,X,s). Además, K es 

intermedia para {T} , siendo To To Kc T. Si es ^:U^—-ü] C

Cov X, U un objeto de Cat T, se tiene que ü^ es un objeto y

^i 1111 morfismo de Cat T (por hipótesis (ii)) y entonces, como 

U es en particular un objeto de Cat T, será ¡VJ e Gov T, lo 

que implica, por ser T G-plena en T, que {^| £ Cov T. Es decir 

que K es intermedia para [t,t| y, por lo anterior, resulta (5)·

3.7 Definición:

Dado un morfismo o¿ entre los atlas Α^=(Ε^,Χ^, 

SP y ^2=^2’^2’ s2^ ’ ia<3·0 un modelo U de A^ y un U’ ^F(U), exis 
te í'= ^‘íü.—— ü} Cov Τη y morfismos ^· :U·—*V· de Cat K,

con V^ modelo de A^, tales que:
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conmuta, siendo mtspU), het^U), n^ 82^1)» ^ί^^Ο^)·

Llamaremos a $ un cubrimiento de ü asociado a ( q< ,U*).

3.8 Teorema:

Sea ^:X^—~X£ un morfismo de Cat T. Sea para 

i=l,2 , V| una K-variedad de soporte X^, A^=(F^,X^,s^) un atlas 

de VA . Entonces o¿ es un morfismo de V^ en V^ sii existe 

í|=(F^,Xpsp £ V^ tal que ^ es un morfismo de A^ en A2 y 

para todo modelo de U de A^ , para todo U’e F^(U) un cubrimien­

to de U asociado a ( <x ,U’) es el trivial.

Demostración:

Si d es un morfismo de A^ en A2 , por definición 

es de νη en ¥2» Recíprocamente, sea <* un morfismo de V^ en V2 

sea Cat 2^ la subcategoría plena de Cat T^ tal que:

Obviamente, 2^ es G-plena en 2^.

Veamos cue se verifican las rdpótesis (ii) y (iü) de la 

proposición ;,6. Sea Ψ-i·^—U^ un norfis::o de sat ΤΊ , U9 un
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objeto de Cat T^. Luego existen un modelo U de A, , ü’ ^(U) 
í un cubrimiento de U asociado a ( <* ,U’) tales que es Φ = 

í^i^i^*^ con $i0“U2’ Si tomamos Φ^ ^^^io*^ se tiene 

que $^éCov T^ (por lema 3·^) y si son V^o modelo de A2 , ^θ 

morfismo de Cat K, dados por ser Φ cubrimiento asociado a 

(«,Π’) entonces el diagrama:

conmuta,1 siendo m^s^(U), h£t^(U), n^S2(V^0), ^€t2^io^ ’ 

luego Φ^ es 1121 cubrimiento de U asociado a (^ ^U’) y entonces 

resulta Uj un objeto y ψ un morfismo de Cat T^ (esto último 

por ser Cat T^ subcategoría plena de Cat T)·

Entonces, puesto que la hipótesis (iii) se verifica trivial

-.mente, por la proposición $.6 tenemos que A^ es K—equivalente 

a A·^* Luego, será <x un morfismo de A^ en A2·

Sea el diagrama:

Entonces por definición de Cat T^ y de F^ existirá un ^ = 

í^i:^i—~TjTJ ^a^ aue ^ío='' ^ si es ^^ffi^i—-^’} í^aden úe

Φpor Έ* asociada a U’ , será U^Q=W’· Luego, se tienen los si­

guientes diagramas conmutativos:

(x)

con E€S|(U), het^(ü). For ser Φ un cubrimiento de U asociado 

a C^jU’) existirán un morfismo de Cat K °<. :W_ ^7. . s : en-
10 10 ’
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do V,. un modelo de Aó 7 un ¥? & Fo(V..) tales eue el diagra- 10 ¿ σ ίο ¿ 10 * °
ma:

conmuta, siendo n € s^fV^ ), k¿t2(V.o). Luego, por (x) con­

mutará también:

Es decir que el cubrimiento: jlp.’W—*W ] es asociado a («,W’).

3.9 Corolario:

Sean V^ , V^ K-variedades de soportes ΧΊ , X^ 

respectivamente. Sea A^=(FpX^,sp £ Vp i=l,2. Entonces, un 

morfismo ©< :X^—*¿2 en Cat T es un K-morfismo de variedades sii 

existe una transformación generalizada k:l·^—-’^ (^ como en el 

teorema 5.8) tal que: (1) Para todo U’^F^(U), k’e .k(U), el mor 

fismo. k’:ü’—^X^ es ^e ^a forma: k’=v* n"^e oc’« m , con m € 

si(U), n^S2(V), v¿t2(Y), °<' morfismo de Cab K.

(2) El morfismo ^i es el único que hace 

conmutativo el siguiente iiagrama:

Demostración:

¿i ¿ es un norfisno do variedades, ^or el teorema

5*3 so ve cue existe k de esa form. Yeanos ove es transforma—
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ción generalizada. Sea f¡4—V¿ , f«Fx(M>) y ψίϋ^^ 

un morfismo de Cat Τη. Veamos que k~ o f=k, , siendo

Luego, debe existir un único morfismo h:X^—-X^ tal que el 

diagrama:

conmuta (por ser lím ^=Χ^). Como _^_ verifica esa condición, 

será h= ^ .

La recíproca es trivial.

5.10 Definición:

Sean A^ , A£ , A^ como en el teorema 5.3; dado 

el diagrama U^^1· U^-jb^x^ , con m^s^(U^), h^e ?χ(ϋι)» existí 

rá uno correspondiente: V^JÍi-V^X^x^ , con n^é s^í^l^ ’ 

^lé ^2^1^ J 1111 *orfismo ^i1^—^i ^e ^a^ ^ tales que el dia 

grama:

conmuta. Sea

Llamaremos a V| (respectivamente V^) un valor de Fq corres­

pondiente a U£ (respectivamente a un modelo corre s pond i ent e a 

U|) respecto de U^ , V^ (respectivamente de U| , Vp por ^ }
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y a o¿’ (respectivamente ^) un morfismo inducido por oí en-

tre U£ y V| (respectivamente entre U^ y V^ ).

5*11 Corolario:

En las mismas condiciones que el teorema 5*8, 

si son a:U|-*U^, a^F^(<p); ψίϋ^— ‘̂, <K^:U^—V^ un morfis 

mo inducido por * entre U^ y V^ , entonces existe un valor W£ 

de ?2 correspondiente a U^ (respecto de U^ , ¡^ para al^ún W^) 

y existe b:’^—»V¿ , beF2W),^J:’^—"^V^ tales que:

conmuta, siendo ©¿^ un morfismo inducido por oí entre U| y ;'/p 

Demostración:

^ea (^1^1—”^i un ^°rfismo inducido por « , ^= 
“i1 ‘ fte m1 , con ^és^up, n^é s2^1^*

Sea ^’:U^—-U^ tal que mp c a = ψ’ο m^ , con m2^®i^2^ 

Entonces el siguiente diagrama conmuta:

siendo k^ £t^í?.) , i=l,2. Jn efecto:

Luego, por el postulado (1), $ 1, existe un ’,;]< ^p^'gp ^^ G-ue 

el siguiente diagrama:
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es de producto fibrado, siendo q^^ ^^i^’ i=l,2. Entonces, 

por el lema 5.1 será también:

un diagrama de producto fibrado, con p| , i=l,2 . tales que (1) 

p| o o = n^e q^ siendo o:W|—-W^ , oes2(W^). Se ve entonces 

que existe un único morfismo ^^íU^—*’^ ^a^ que: (2) pp wj= 

^ y (5) P¿ ° ^1 s °*2 ’ ^’ · Como ^ es un morfismo de

Cat K y Pj de Cat T , resulta °^ 1121 morfismo de Cat K (por 

postulado (2), H).

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

con IctgCW^), lo que se deduce inmediatamente de.(l),(2) y (5) 

Luego, oí^ es un morfismo inducido por « entre U^ y W^ y 
oi£ = o~l o ^· m^ lo es entre U| y W|.

Si es b = q^ , se tiene además que:
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§4. DEFINICION DEL MORFISMO TANGENTE ASOCIADO A UNO DADO

Analizaremos, a modo de introducción, los postulados del 'í
$1 y conclusiones correspondientes del <5^ para el caso de un 

atlas tangente a uno dado. Es decir, deberemos reemplazar en 

los enunciados "T"'por ”T’" f nK” por ”Kn (pues K será la G- 

topología intermedia para la variedad tangente Έ construirse) 

y (F,X,s) por (F,X,s).

El postulado (1) vale trivialmente en este caso (puesto 

que F es a valores en Ϊ) sin el caso particular, referente es­

pecíficamente al funtor F.

El postulado (2) no vale en general; el (5) es válido ob­

viamente. Probemos que el postulado (4) también es aplicable 

en el caso que estamos considerando:

^·1 Lema:

Sea Γ = {^i^i—*^} é C°v Τ’. Sea la categoríi Cr 

definida por:

Entonces, si es I:Cr —» Cat T el funtor inclusión, se tiene 

que: U«lím I respecto de la transformación generalizada t$

dada sobre los U^ por tj (up^ %. ,
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Demostración:

Como T es un isomorfismo, existe una subcatego­
ría de Cat T, sea C$ , asociada a Φ=^^:υ^—*ü/^ Cov T como 

en el postulado(4 ) ,| 1 tal que: T (C^)=Cf (en particular, se 

rá ^=Ta(^)). Por la definición 2.1, se tiene que: 

lím (T_ o I) = T_(U) en Cat T y es, evidentemente (oor ser 

T o I e I funtores de igual imagen pero distinto dominio) 

Ta(U) = Ú = lím I.

Siguiendo con las consideraciones, mostremos la validez 

del postulado (5), que tomará la siguiente forma:

4.2 Lema :

Dado o?. Ίε grama: Ü—^V-JÜ—V’ con ^ norfismo 

de Cat T’ , ñ^s("\ existen ”^s(U), ί^?(φ) tales ""»e el 

diarcrana:

(s)
conmuta; °/e;.ás, dado un diagrama conmutativo (x), con iñ^s(U) 

He s(V) , <f mcrfismo do Cat 2’ y fe Ρ(^) para algún sorfisno 

^^ ze Jat Τ’ , se tiene cue fé ?(φ),

Existe un diagrama U—^—►V·——V’ , con ψ morí is 

mo ¿e Cat T, ncs(V), tal cue ^f-^C^p), ñ=n < 17; luego, por el 

postulado i),^ 1 existirán ucs(U), feFCp) tales que: 

n · f = ^o q. Entonces: m=m χ l-7 , f=n "o ^ * m (f g Γ(^)) satis-
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facen lo pedido.

Sea.· f ^ p(^)-.tal; que: n^f-^g \^ es decir (I) f=

n^^fe ,m. Por definición de ?, existen φ£:ΙΙ—»V, f^?(^) 
tales que: n « f = ^ * m (para m t s(U) , ne s00) y í=nd ^(fiXm 

Por (I) se ve que '^sTa((fp y por ser Ta un isomorfismo, si 

es ^^(ψ), será ί5^» '-Por lo tanto" él diagrama:

conmuta, con feF(íf^). Por el postulado (5)3 1> se tiene en­

tonces que fé Ρ(φ) y luego, por definición de P, será fe Ρ(φ) .

El-postulado (6),H vale trivialmente para s en lugar de s 

Podemos demostrar asimismo, a modo de coroloarios, los si­

guientes lemas:

4.3 Lema: (análogo al lema >·4)

Sea Ó? Galena en T; si son P = [φ ] ¿ Cov Τ’ ,Λ = fe? 

una familia demorfismos de Cat T\ entonces Γ u Δ· e Cov Τ’. 

Demostración:

Trivial usando el. lema 5.4 y la definición de Cov T’

4.4 Lema: (análogo al lema 5*2)
Sea P =^:ν^ΰ^ £ Cov Τ’; entonces, para todo U’é 

F(U) existe P’ = {-¿^'g—*U’Jt Cov T tal que, para todo i: 

Í^F(¿fP y f^ es tal que: m c f^ = ^i ° °i G^en^° mts(U), 

Ώ^ s(^p»
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4.5 Definición:

Llamaremos a Π una imagen de Γ por F asociada a U*.

4.6 Remarque:

Como en las demostraciones de: el lema 5*5» la 

proposición 5*6 y el teorema 3-8 sól|) se usan los postulados 

(5)> (4) y (5) del £ 1 y el lema 5·4» valdrán estos tres enun­

ciados también para el atlas (F,X,s) en lugar de (F,X,s); la 

única salvedad es que, en la demostración de la proposición 3.6 

faltaría probar que K es intermedia para [?’] , lo que se dedu­

ce inmediatamente de la definición de Cov T’ y del hecho de 

que K es intermedia para JT?.

4,7 Proposición:

Sean (F,X,s), (F,X,s) como en la proposición

5.6. Sea (F,X,s) un atlas tangente a (F,X,s), definido como en 

2.6. Entonces, si es T’ la G-topología definida por: Cat T’ = 
Ta(Cat T), Cov ?’ = ^ [-a(?pl (^ ^ Cov - ^¡’ se ^¿θηθ Que 

existe un funtor 5 una transformación generalizada s cue .ve­

rifican (1), (2) y (f) do la mencionada proposición para i’ en 

lunar de F y Τ’ en lugar de T (en particular, (5) se expresa­

ra: (ζ·, λ , s ) es r. — enuiv a lent e a p·· } s) »

Por remarque "r.ó, bastará probar cue Τ’, T’ veri- 

ficap las hipótesis (l), (ii) y (iü) do· la proposición 5*6, lo
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cual se deduce trivialmente de la validez de los mismos (i),

(ii) y (iii) para T y T y del hecho de que To es un isomor-

fismo.

4.8 Remarque:

Ξη particular podemos tomar en el enunciado 4.7,

si suponemos dado un morfismo «< de (F^ ,X^,s^) en (P2v^»s2X 

el (Ρ^,Χ^,β^) dado por el teorema ύ.8.

4.9 Teorema:

Sea A.=(F.,s.) un atlas abstracto, Á.=(F..L, 

sp un atlas tangente a λ. , i=l,2. Dado un morfismo c^ jXpX^ 

que sea un K-morfismo de A^ en A^ existe una transformación 

generalizada 5:^—*^ (siendo (^)^íSp como en 4.7 y 4.8) 

tal cue: (1) Dara todo Ü’^ F, (TQ(U)) , lek(T (U))> 1;Ü’^L 

es de la forma l=v«ñ « To(w’)é n, con n e sjT.ÍU)), ñ e 

θ2^ί^'Γ^’ vét^(Ta(V)), siendo «** un morfismo inducido por °< 

entre U y 7.

(2) Existe un morfismo *:X^—«2 único tal cue el 

lia'rama siguiente conmuta:

(3) Si son cΊ : 1?Ί —— l7-^ como en .la proposición 2.3 

k coro en el corolario >.9, Pc-^o—”'-2 ^; proyección canóni­

ca, sera el diagrama:
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conmutativo» (con q^»q^ |» )

(4) Si ^p^:X^—*X^ (i=l,2) es la proyección canóni­

ca» entonces el siguiente diagrama conmuta:

Demostración:

* Sea üO-^U), con U=Ta(U). Entonces, U*= $(U’) 

( Φ como en 2*3), con U’é P^(Ü)» Tenemos entonces un diagrama: 

U*^—U^^ — X^ , con m«Sj(U), hét^(U)» Puesto que ^ es un 

morfismo de A^ en Ag (también lo será de A^ en Ag) existirán u 

objeto V de Cat Tg, un V’é Fg(V) y un morfismo ^’íV—*V ce Ca 

K, inducido por <x entre ü y V* Sean v:V’—*Xg, vetg(V), _ 

n:V»—~v n eso(V). Definimos entonces:

Probemos la siguiente propiedad de k: si son 1:U’—*Tg , 
IjzU*—*-Xg dadas por l=v« ñ^« Ta(^’)«Sj ^1^1’ ^ΐ· -a^i)·^» 

siendo v^e t:g.(T (7n ))» ñ^e Sg(T.(V^)), ^ '¿orfisno inducido r *r 

o( entre U y Vn , entonces 1=1^; o ^OQ: los valoras de k no de­

penden del correspondiente V’ de U* elegido en cada caso.

En efecto: puesto que conmuta el diagrama:

existirá (según el postulado (1)31), un ϊ/’ί-^ν)^ para alg<m W*
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que es un V| x V’ con proyecciones qeJ(p), q^< Xpp· D®

acuerdo con el lema 5.1, será adénás, para p’, p£ tales que: 

p’# o ^ n^q y pp $ s n^ * q^ (con o: W’—*W, o é s2(W)) W un 
VT k T respecto de los morfismos v, * n^ y v<> n“"^ ' con

1 X2
proyecciones p* y p£ . Entonces, por la propiedad universal 

del rpoducto librado existirá un único morfismo (de Cat K por 

postulado (2)) ¿2> tal que:

Entonces, si son W=T&(W), W^ÍCW’)Γ δ«οχ 1$ , ñ=n * 1^ , 
ñ^xlE y definiendo; q=ñ“\ Ta(p’)· ó , q^ñ^o ^(p^)· o» 

se tiene que: q^^^a^^’ ^1^ ^2^a^l^* ¿demás, si es 

w:W’—*X2 » w€t2(W), podemos probar que:

En efecto:

lo que implica: l=lj·

Una vez definida X de la forma dada por (1)* veamos que es 

en efecto, una transformación generalizada·

Sea feF^T^)), f:U£—*Ü’ , sea el diagrama:

con lj< k(Í (U^)), lé k(Ta(U))· Dada f existirán cp*, ί€^(Τ)
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talcs que: f=rí Ta^^4®l y β1 si^iea^ diagrama conmuta:

con m^s^(U), m-^e s^(U^)· Por el corolario J.ll sabemos que?: 
si es Vs correspondiente de U» , ^"^n”^· o¿* · m un morfismo

inducido por «< entre IP y V* con n e S2(V) existe un W’ co­
rrespondiente de U| , un oíjso^.^^e m^ con o<s s^(W) que 

es un morfismo inducido por o¿ entre U| y W’ y un gé'Égfip) 

para algún Ψ , g:W’—►¥’ tales que el diagrama:

conmuta· Si es 4P:W—¥ tal que n «g « ψ’« o, entonces 
g=ñ'^ Τ&(Ψ’ ) · o éP^^a^^ ^ además se deduce triviálmente 

que: «í*· ^ = ψ*«ο/^. Entonces se tiene que:
v · ñ~^e T&(«’) e m o f = w · Ó'^ Ta(*P * ®1 (siendo w:F—*1^ 

un valor de t^)· En efecto:

Como según se probo, 1^ no depende del valor de 7$ corres­
pondiente de U£ elegido, podemos tomar: l-¡ =w. o"^, *a^^*^l 

y también: l=v.ñ“\ T (o¿’)o m. Luego se ha probado que:

Siendo A^^CFpX^sp cono en el teorema 5*3» por 4·? y 

4*8 es (FpApSj) K-equiválente a (ppXpij). En particular;
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lím F^-X|» Luego-, (2) resulta trivial.

Sea para i=l,2 P¿:5.-r/X| , q^:F^—-F^ como en la hipó

tesis. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

siendq r^q^U), k^k(U), HÍ(Ú),

En efecto: comp k’ y 1' no dependen de los correspondían 

tes de U’ elegidos, tomamos;* V’ correspondiente de IP (respec, 

to de V,V) con ©P morfismo inducido ppr *x entre U y V. Si 
definimos entonces: k*«v· nr^ λ*· P, l=vo ñ"\ To(^’)· m, 

con Vét2(V), n^s^CO» meS^íp). Se tiene que;

donde se han considerado *y , Py y Py, proyecciones canónicas, 

teniendo en cuenta acamas, en la anteúltima igualdad, el teore­

ma 2.5· hemos probado entonces la valides de (p).

Por último, consideremos el diagrama:

Se tiene la transformación -eneralizada: 1^ :?^~*Χ^ defi­

nida por: k^ cí * tj * οΊ . Luego, existe un úrico porfisno vz· 

que hace conmutativo el siguiente dia.grama:



y también:

ex

Además, es:

Entonces, debe ser: , ’ rλ’ ^o Pj = Pp p * ., lo que prueoa (4).

4.10 Corolario:

Si es c¿ :X^—-Xp como en el teorema 4.9 , 

entonces es un K-morfismo de (?^/(pS|) en (Ερ,Χρ,βρ) y 

si cU es un noríisao inducido.por <X entre U y V, entonces 

( c£ ’) lo será . (entre ?a(ü) y T_(V)) por o< .

Demostración:

Inmediata usando 5·9 » 4.7 y 4.8 .

4.11 Definición:

Llamaremos a α un morfismo tangente asociado



62

§5. PR OPIEDADES FUNTORIALES DE LOS MORFISMOS TANGENTES

5.1 Proposición:

Sea G una clase de atlas abstractos, K una G- 

topología intermedia para C. Sea C otra clase de atlas abstrae 

tos que contiene, para cada atlas A de C *al menos un Á tangente 

a A y supongamos que es K (definida a partir de K como en 1.5) 

una G-topología intermedia para C. Sean C y C las categorías

cuyas clases de objetos son C y C respectivamente y cuyos mor- 

fismos son los K-morfismos y K-morfismos de atlas, respectiva­

mente· Entonces existe un funtor Sa:€—C tal que si A es

un atlas de C, &a(A) es un atlas tangente a A y si <* es un K-

morfismo de atlas, ?_(o¿) es un morfismo tangente asociado a ^ ·

Demostración:

Definimos S’ (A)=A, eligiendo como A un atlas tan- 

gente a A perteneciente a C, y 5_( oí)= oó , siendo ^ como se de 

finió en 4 4.

Sea 1^:A-*A , con A=(?,X,s) atlas de C 

de-soporte Z. Por definición, el inorfismo 1Y 

que:

7 sea ¿= 1(A), 

es el único tal

conmuta, siendo k tal que, si l£k(T (U)), es EL de la forma:
1 = νβ n"\ )c m , con v e t(T„(V)), n é s(To (V)) , m é s(T 

d
(un, φ mordisco inducido por 1^ entre U y V. Luegjo se tie­

ne que, si es ufe t(Tn(U)), entonces:

O)
Dados u, v, u, ñ, existen u:U’—*X, v:V*—*X, m y n tales



65

que: u ■ y o n~^c φβ m, con u ¿ t(U) , v é t(V) , m e s(U),

n¿s(V). Luego, por el postulado (1),Π> existirá un W’é 

F(W) que es un U’ x V’ respecto de u, v con proyecciones q.€
X x

?(p¿) (i=l52) para ciertos p^ y, por el lema 3·! , si son p? 

tales que m o q^ ■ p\ . o (con o:W’—-W, o^ s(W)) será W un 
U x V respecto de u- m'\ v» n”^. Por la propiedad univer-

X
sal del producto fibrado existirá entonces un morfismo p£:U-*W 

tal que: p| a pj = 1^ y p^Pj s í ♦ Sean W « Ta(W), 

W’=Í(W’) (siendo Φ como en la proposición 2*5)» o = o x 1$ 

w:¥’—-X, w^t(W); si definimos q^=m“^ ^a(p{)· ó, 

q2=ñ"« ^a^P* θ’ en^onces será q^é F^Vpi^ y w=u*q1=v.q2 

(por definición de transformación generalizada aplicada a t). 
Por lo tanto se tiene que: m~^ = q^e o“\ ^pP* 1° $ue

implica:

(xx) En efecto:

Teniendo en cuenta (je) y (xx) se ve que L· = 1χ , o sea:

Sean «x y ^ , oG^—*A2 , |9:A2-*Aj , morfismos de C, 

con Ai=(Fi,Xi,si).
Dado el diagrama U^-U’-A-X , con mes,(U), h«t^(ü) , 

siguiendo el procedimiento de la proposición 3»^ de la primera 

parte, se obtiene un cubrimiento 2= -*U> asociado a
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( ^ϊΠ’) tai que existe un diagrama conmutativo:

donde d * (i * ce siendo, .si se considera al atlas A, "res* ■ 

tringido" a los modelos Ug, ^g un morfismo inducidó por ^ . 

entre Ug y Vjr y, si se considera el atlas A2 "restringido” 

a los modelos V^, ^T un morfismo inducido ppr ^ entre V^ 

y ^r*

Sean k^:F|—*X^ , ^:Ε2-*Χ^, k^:F^—X^ las transforma­

ciones generalizadas asociadas a los morfismos S»,^ y ^·^ res 

pectivamente (como en el teorema 4.9)· Sean Ü’e?.(T (U)) , x a
IjCkj^n)), Ij-w.ó”1· Ta(d). m , con wí^-Xj , wetjí^ 

oé s$(T&(W)), d morfismo inducido por ^©o( entre U y W, me 

6i(ía(W))« Por lo demostrado más arriba sabemos que existe V 

modelo correspondiente de U por o¿ , existe ^ χ * morfismo indu 

cido por << entre U y V y existe ^ ídem por ^ entre V y W, 

tales que: $■“ ($1* ^i · $ea V’ correspondiente a U1 (siendo U”’ 

un U’ x E) por X respecto de U, V; sea ñ:V’—*T (V), ñé so(T(V) 

V’ un V* x E , u:U*——ΧΊ , u€tn(T_(U)). Entonces: x xa
^^«ü =^e v. ñ“\ “a^Pe ^ por ser ^ e^ ^n^co morfismo 

tal que: o¿ #t^ = k^ . Además ^® v « w* ^ e^a(pp* $ * p°r 

ser (3 el único morfismo tal que:^ «^ B k2 * iueS0: ^2oíal^ 

lo que implica, por unicidad de ^J : ^ s^,ct, Es decir que:

Hemos probado entonces que S es un funtor. a
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5.2 Lema:

Sean los atlas A=(F,X,s), Α^ζΡ’Χ,δ’), y sean 

A=(P,X,s) , A5=(F’,Z’,s’) atlas tangentes, respectivamente,a 

los anteriores. Si A es K-equivalente a A’, entonces X es iso 

morfo a X’ y A es K-equivalente al atlas (F’,X ,s’). 

Demostración:

Por la demostración de la proposición 5*1 se ve 

que pueden tomarse A’ ,A de manera que existan k y k’ , 

k:?-*!, k5 :F’ —-X transformaciones generalizadas tales que 

los siguientes diagramas conmutan:

siendo i=i’=l^ , i:A—-A’ , i’:A’—*A (k y k’ asociadas a

i, i’ como en $.9) y tales que i’e i = 1^.

Aplicando la proposición 5*1 al caso en que C y C son da­

das por: Ob(C)= ^A,A’^ , Ob(C)= { Α,Α’^ y como morfismos los 

K y K-morfismos respectivamente, tenemos que si son’ A= 5 (i) , 

A = S (i’) ('ξ definido trivialmente»análogo al de 5.1)» se-

rán, en particular :X —*X’ , Z^:X'—*X tales que: 

^4= ^(i’a i)= ζ^(1.)= lg (\)~ 1” * Análogamente podría de. 

mostrarse que 1®^= ly, . Es decir, en particular ^«λ = 1^ 

y λ a ~ ly, por· lo que resulta que λ y yU son isomorfismos, 

inversos uno del otro, de ^ en T’ y de a’ en X respectivamente.

Si tomamos la transformación generalizada t”»^* t1 (con­

sider ando, por abuso del 1erguaje, a ^ como transformación ge-
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neralizada)' >es4 1to‘-F^ X respecto de t" y, evidentemente, 

A es Κ-éqnivalente a (F’,X ;?)»

5.3 Teorema;

Sea Vg una categoría de K-variedades abstractas. 

Entonces existen una categoría de K-variedades abstractas Vg 

y un funtor ^:^**^ tales que: si es-V un objeto de VK , 

&( vy.es una clase d*e atlas tangente s’á los dé' V en correspon­

dencia ibiunívóca con ellos y si es cL rV^—^2 * \é ^i (i-l>2) 

entonces ’^ (^ íÁ^^Á^ es un'mórfismo * tangente asoc^^ a <* 

(siendo Á>€ ?ÍV^ S Ai atlas tangente a A.) 

Demostración :

Sea V un objeto de VK , A=(F,X,s) € V. Sea 

í=(P,X,i) un atlas tangente‘a A. Según el lema 5*2 existirá 

una .^variedad V de 'soporte X tal que cada atlas de V es tan­

gente a une’de'V y recíprocamente.

Sea entonces Vp la categoría cuyos objetos son*las Z-va- 

riedades V construidas de' ésa manera y cuyos morfismos son los 

K-morfismos entre ellas. Sea δ V« definido ñor: ?(Y)=V 

■ξ(οί)=^ , siendo, si consideramos «< :A^—*Á£ (A^^ V^ , i = 

1,2), ot :A^—^Á^ 1111 morfismo tangente asociado a «< entre los 

atlas A| , A^ U^€ V^ , í=T, 2) tangentes a Á^ , A^ respecti­

vamente. Por la proposición 5*1» ® es un funtor.

5.4 Definición:

Llamaremos a «(V) una variedad tangente a V y,
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si es c* :Vj—-Vg un K-morfismo de variedades, 2€*) será un 

morfismo tangente asociado a *¿ entre las variedades ¿(V^) y 

SC^)· Además, si es p:X-*X la proyección natural (defini­

ción 2.6), será p:S(V)^V, y también la llamaremos proyec^ 

ción natural.

5.5 Observación:

Si es L una G-topología de derivadas conserva­

tivas de K (definiciones 1.8 y 2·!) es, en particular, L inter­

media para £k,k| . Jiuego una K-variedad abstracta (respectiva 

mente una K-variedad abstracta) es una L-variedad abstracta y 

un K-morfismo entre variedades Respectivamente un K-morfisno) 

es un L-morfismo entre variedades·

Sea Vg (respectivamente Vj) la categoría cuyos objetos y 

morfismos son los mismos que los de Vg (respectivamente Vj) en 

5.J, pero considerados como L-variedades y L-morfismos respec­
tivamente. Sea V^ la categoría generada porV^u^g y sea 

0:ν5—VT el funtor inclusión· Entonces, se tiene el si- 

guíente corolario de 5-5:

5.6 Corolario:

Existe una transformación natural p:^—^ tal 

que p(V): ^(V)—*V es la proyección natural de V. 

Demostración:

Inmediata por el teorema 4.9 .
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§6. APLICACION DEL ESQUEMA A UNA VARIEDAD DIFERENCIADLE

Supondremos en lo que sigue que los Cr-atlas mencionados 

son E-atlas ( Cl] , II, U) hereditarios (según 2.2, primera 

parte) y cumplen la siguiente condición: si son m^ , m2 mapas 

con el mismo dominio y el mismo codominio, entonces m^^*

Veamos que valen los postulados (1) a (6) del $ 1 para T, 

T definidos como en 2.2 (primera parte) y K definida como en 

5.2 (primera parte).

La primera parte del postulado (1) vale trivialmente en 

TsG-'é , Es decir: si existe un objeto A como se afirma, el pr£ 

ducto fibrado será un conjunto no vacío. En la segunda parte, 

por ser h^ , h^ inclusiones (ver 2.2 primera parte) un produc­

to fibrado será U£m U¿ que, por ser el atlas hereditario, es 

un dominio de mapa.

El postulado (2) resulta trivialmente pues, por se £ un 

morfismo de Cat T eg un isomorfismo en su imagen y, si llama­
mos 5 a ese isomorfismo, es f = ξ"\ h *

Por definición de Cov(G-é), el postulado (5) se verifica 

también trivialmente.

Demostraremos ahora la validez del postulado ¿4).

Si es Φ = ^p-¿^') t Cov i será cada ψ· un isonorfis 

no en sü imagen y un Us x U_. es \ϊ· Λ (U^ )n <p.(Us) . Basta 

probarlo en este caso. Evidentemente tT, , definida sobre W. . 

por: ^(yip = ^^^r __^-j (inclusión) es una transíormacion

natural. Sea v:I—*V otra, con V objeto de C^t T, sea v^sv(lL)
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Tirv<Wip· bonces: ν^^e p^v. . p siendo p¿ 4^

(^«i,j) la proyección canónica del producto fibrado. Sea ué U; 

existirá i, ^6^ tal que (f^u.)^. Definimos h(u)=v. (up; 

si es u·^ U . tal que ψΧη..)^ entonces u € W. . y se tiene 

que: v^up^'V^^i'P/uí^.p^u)^^.). Luego, h 

está bien definida y para todo i, para todo* j, hace conmutati-

vos los siguientes diagramas:

Verificaremos ahora el postulado (5)·

Se tiene que <p(U) es un abierto en V. Luego si son:
U’ =n \ (p (U) ) , 13=^"^ η I , (donde ψ = Ψ pero con

In'^ipCU))
codominio restringido a su imagen) por ser el atlas hereditario

tendremos que: m:U’—-U es un mapa. Si es f la inclusión

de U’ en V* se obtiene lo requerido. La segunda parte es cbvia

por definición de F.

Por último, el postulado (6) se mencionó expresamente co­

mo hipAtesis para los at?.as a considerar, al pedir que exista

un único mapa con dominio y coo.oni_.io dados, en el principio

del parágrafo.

6.1 Lema:

Sea CX un Cr-atlas perteneciente a una variedad V.

Si es K la G-topología definida en 5 ^(primera parte) para la

clase C de atlas de la variedad, sean C,M y Ή las siguientes
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■clases:

Si definimos: Ob(Cat L)=Ob(Cat K) u 0 u [Bj , Norf (Cat L^ 

es la clase generada por Morf(Cat K) u M u £pr:UxE—*U tal 

que pr proyección cartesianaJ , Cov L=Cov K u N , entonces L 

es una G-topología intermedia para ^K,kJ , siendo K definida 

por: Ob(Cat K) = 0 , Morf(Cat K) = M , Cov K = N.

Demostración:

Probemos que si L está bien definida; es decir, 

que Cov L está bien definido.

Sea Φ una equivalencia en Cat L· Para probar ^] € Cov L 

bastará suponer $€ M. Sea entonces Φ -( φ . pry ,Dy ) , 

ν=(φ e pry. ,ϋψ ), con Y»?'1 , donde · φ:υ—V, ψ:ν—ü , 

Entonces:

,Luego, por ser pry suryectiva será ψοφ = 1^ . Análoga­

mente tpe^ = 1^.

Se ha probado entonces que si ( ψ e pr^ ,D^ ) es una equi 

valencia, también ψ lo es. Además {ψ) £ Cov K y, por defi
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nición de N será $$J é Cov L.
Veamos que la’’composición1’ de familias de N da una familia 

de N. Para eso mostraremos previamente que M es cerrado respec 

to a la composición. .

Sea δ=(φ.ρΓυ ,D<P ) € Μ, φ:ϋ—V ,¥»W.piv ,Ιψ) , 

^:V—>W ,Ύ< Μ· Sean pr^:AxE—A, para A=UJ,W y pr :WxE—*E

proyecciones cartesianas. Entonces:

Sean uGU, xeE. Se tiene que:

donde en la anteúltima igualdad se usó la regla de derivación 

de una función compuesta. Luego:

(*)
por lo que: ρΓρΛοΦ= Β(ψοφ). Hemos probado entonces:

de donde resulta:

Por ser Cov K cerrado respecto a la "composición" de fami­

lias y por lo que acabamos de probar de M, tenemos que también 

N es cerrado respecto a dicha "composición".

Verifiquemos por último el axioma (iii) de G-topolojías* 

Los únicos casos posibles son:



IS) Obvio por ser K una G-topología. x
2δ) Sea el diagrama: ^ÍL-U-JE-UxE, sea pr^íU^xE—U^, 

^(^«pri ,Ι^)· Entonces el siguiente es un diagrama 

de producto librado:

Para probarlo, mostremos previamente que si es ^>:U—-V una 

equivalencia, entonces (ψ« ρτ« ,Βψ ) también lo es·

Sea Entonces:

donde pr^üxE-E es la proyección cartesiana, usando además 

aquí la siguiente igualdad conocida:

(=s)

Ahora la demostración de que el diagrama de más arriba es 

de producto fibrado se deduce trivialmente del hecho de que ^ 

es un isomorfismo en su imagen. Además, por definición de H 
será (§ J ^ Cov L.
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$2) Dado el diagrama U^xE —i*UxE·-----VxE existirán ^^ ,

(p morfismos de Cat K tales que φ^=(φ^ο pr^ jD^) » Ye

» (Ve pr^ ,Βψ) siendo pr-í^xE-^U. , pr^UxS—U pro­

yecciones cartesianas, y J^J € Cov K· * Entonces existe Vi 

que es un U · x V respecto de V. yV , y si son p. :¥.—►¥ -i U xi
q^^*7-*^ las proyecciones canónicas, será.fp^ é Cov K.

Afirmamos que el siguiente es un diagrama de producto fi- 

brado:

siendo P-^Cp^ pry ,Dp±) , Qj^Cq^ pr. ,Dq±) , pry> :V.xE-*V. 

proyección. En efecto: evidentemente el diagrama conmuta, por 

ser 4^© q¿ · V«p¿ y por (xx); además, si es S un objeto de 
Cat L y son SjiS-^U^xE , "S^jS—*-VxE morfismos de Cat L 

tales que Φ^· Σ^ = Y e 2^ , necesariamente 2^^ M (ks=l,2), 

o sea que S es de la forma: S=WxE, y ^^í^· Pry ^D^), sien­

do pr^í’/xE—*V proyección. Entonces será ^β °1“ ^ ° °2 por 

lo cual existirá h (morfismo de Cat K) tal que: q^o h = °1 * 

Pi « ^ = ^ · Si tomamos H-(h opry , Dh) será: Q¿© H = S^ * 

p^eH = 2^ · Además, por ser ^pjé Cov K, será ^€Cov L. 

42) Se deduce inmediatamente del 22 y 52 caso.

$2) ídem del 12 y 22.

Por /.último, en el transcurso de la demostración ha sido 

probado que K está bien definida. En efecto, basta ver que to­

da equivalencia Φ de M es tal que ^Φ^Ν , que M y N son "cerra 

das respecto a la composición” y que vale el axioma (iii) de
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G-topologías para N, lo que resulta del 5^ caso que se probó. 

Es obvio también que L es intermedia para [V| .

6.2 Lema:

Si es L como en el lema 6.1, entonces L es una G- 

topología de derivadas de K (según definición 1.8). 

Demostración:

Veamos en primer lugar que L tiene modelos tangen 

tes de K (según definición 1.2).

Trivialmente se ve que K es una sub-G-topología de L y que 

Cat L es una subcategoría de Cat T (?=£-'£). Sea j$|j G Cov L 

y veamos que j$^É Cov T. Basta probar que Nú Cov T. Sea |$jj 

£ N ; luego para todo i existe un morfismo ψ^ de Cat K tal 

que $ϊ<φι e pr,D^) y j^É Cov K. Por definición de Cov K es 

^ un isomorfismo en su imagen, para todo i, y se tiene además 
que, si es φ :ü. —U.^Xbl)-U* Entonces, D^(x) es biyectiva 

para todo x y, si es (u,y)e UxE existirá (u^,x)e.U^xE tal que 

^i(ui»x)s(u>y)‘ Es decir que U ΐ\ (LHxE)=UxE,y entonces NcCovT

Definimos To por Ta(U)=UxE, para U objeto de Cat K. Obvia­

mente Σ' es invectiva y vale también (ii) de la definición 1.2.

Podemos considerar a la derivación usual como una función 

D: Morf(Cat K)-*Xorf(Cat 2) tal que si ^:U—*V es un mor- 

fisno* de Cat K, entonces es Ώψ ;UxB—^E. Además, si φ= ly , 

por (m) de la demostración del lema 6.1 será ΰψ = pr7 (pro- 

yección cartesiana) y se verifica también (por (x) de la misma 

demostración) que: Βψ© (φ© Ρ-^ΐ) 5 $ (ψ«^)· Es decir
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qué, según la definición 1.4, L tiene derivadas de K

Por ser además L intermedia para [K,Kj(lema 6.1) vale lo

propuesto por el enunciado

6.3 Lema;

La G-topolo^ía L tiene derivadas conservativas de K 

(según definición 2.1) 

Demostración;

Como K es una sub-G-topología de L y ésta lo es de 

T, se ve que vale trivialmente (i) de dicha definición.

Sea el siguiente diagrama de producto fibrado en Cat Tj

Entonces, por ser f^ (i=l,2) un isomorfismo en su imagen, pode 

mos tomar V/=f^ίΠ^η f^CU^) (sino sería W1» W y por lo tanto 
Ta(V)fó Ta(W*) por ser T& funtor), y P^í1, siendo f^ = f^ 

pero con codominio restringido a su imagen.

Siendo T_(f-) (i=l,2) un isomorfismo en su imagen (por ser 

lo f ^ ) , un producto fibrado en G-'é es:

Bastaría ver cue es

Probemos que: T„ (f .· ) (T (U. )) = ^(UjxS (i=l,2)

Sea (u,y)< f^U^xE. Luego existe u^ U^ tal que f^(u^)=u. 

Por ser f^ un isoinoriismo en su imagen, será Df^(t) biyectiva 

"para todo t. Por lo tanto existirá xeE tal que Df^(us).x a y
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Es decir que: (u,y) <£ Te(f. )(T (U. )) , con lo que queda probado 

lo propuesto (la otra inclusión es evidente).

Entonces:

Luego, vale el punto (ii) de la definición 2.1.
Sea ahora φ = í^i:üi”*^ £ Cov T, I:C$—~Cat T el fun- 

tor inclusión. Si es I’:C—Cat T* el funtor inclusión, 

Cat T’=T_(Cat T) , CnsTa(C4), si probamos que lím I’«=T(U), 

será lím (T&. I)«T (ü) (por ser Ta un isomorfismo de C$ en C^) 

Siguiendo el procedimiento que se usó para demostrar la va­

lidez del postulado (4), al principio de este parágrafo, y te­

niendo en cuenta lo probado respecto al producto fibrado

x íQ(Uo) mas arriba, se ve que: Ta(U) = lím I’.

6.4 Proposición:

Dado un Cr-atlas CX , que sea un E-atlas here­

ditario, si es K la G-topología definida como en 5.2(primera 

parte) entonces existe una C—topología L de derivadas conserva­

tivas de K (según definiciones 1.3 y 2.1)

6.5 Nota;

Consideraremos en lo cue sigue la siguiente defini­

ción (MI de espacio tangente en un punto xéX, siendo X el espa 

ció subyacente a un atlas Oc ; Τχ(Χ)=Α/^ $ siendo A el conjun—
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to de ternas (U’ ,mjv) con m:U'—~U mapa en x de Ct, vc E y la 

relación de equivalencia definida por: (U’,m,v)*^/(V’,n,w) sii 
T (n ~ m“1)(m(x) ,v)=(n(x) ,w) .

Se ve que, fijado un mapa (U*,m) hay., un isomorfismo: 

T (X)—*E dado por: (U’,m,v)i—*v .

Además, si es T(X) = V T (X) (unión disyunta), será T(X) 
xeX x

el soporte del atlas T(cx ) tangente al ^ , cuyos dominios de 
mapa son los TT"\u’), siendo Ή:Τ(Χ)—*X lá proyección: 

^ |τ (X) ^ ^. x} 1 ^* dominio de mapa de CZ.

Se tiene entonces, para cada (U’,m) mapa en x) un isomor 
fismo o¿ : IT"^(U’)—*U’?2 definido por: (U’,m,v)i—*(x,v).

Por último, si es f:X^—·Χ2 una aplicación diferenciadle 

se define T(f);T(X^)—— TG^) de la siguiente manera: sea T (f): 

VXP^Tf(x)^X2^ tal c-ue: Tx^^ (Ü^M) = (νζϊρν), siendo 
w=Pf’(m(x)).v, f’ definida en m(f"^V’)n U’) por f’=nof«ni'^ 

entonces T,/f)¿?(f)|m v Trivialmente resultará: 

^e T(f) — f”^ » siendo TT^ , TTp proyecciones· canónicas.

6.6 Proposición:

El atlas abstracto (G,T(X),u) obtenido como 

en 2.2 (primera parte) a partir de T(CZ) es un atlas tangente 

(según la definición 2,6) al (F,X,s) Obtenido por la misma 

construcción a partir de CX . Además, la proyección IT :T(X)—»X 

es su proyección natural.

Demostración:
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En primer lugar veamos que valen en este caso las hipóte­

sis del teorema 2*5 (suficientes para la existencia dél atlag 

tangente a (E,X,s)).

Trivial'mente se ve que T es G-plena en T y, como ^ tiene 

límites directos (teorema de Kan) es en particular semicompleta; 

• obviamente existe la función Φ como en 2*5 y? Por proposición 

6Λ, se tiene lá totalidad de las hipótesis*'

Si, es G:T"—-T definido como en 2.2(primera parte) a par­

tir de T(CX), será Cat T” la categoría cuyos objetos son los 

de la forma UxE con U modelo de CX y cuyos morfismos son los 

φ= (ψβ pr^ ,Βψ ) que son cambios de mapa en T(Ct) (luego φ es 

un cambio de mapa en CC ), las inclusiones entre objetos y las 

■composiciones. Luego, es igual a Cat Τ’, siendo T’ definida co 

mo en ? 2 a partir de T, donde T es el dominio del funtor ?. 

Además Cov T” es la clase de familias ^^U^xE-^UxZ) tales que 

U$XÚ<xE)=UxE ; siendo Φ- un morfismo de Cat T” será de la 

forma: ^ = (φ. . ρ^.,ηφρ, siendo ^'i:Ui—U, Ρ^.. ¡^xE·'

—^U^ proyección. Según se vió en la demostración del lerna 6.5 

88 ^(V^)· ^(U^xE. Lueso: U ^(U^-CU^up)^^

por lo que: Ucf-(Ui)= U. Entonces Cov T”=Cov Τ’ y entonces 

T’ = T%

Veamos cue (G,T(X),u) definido como sigue verifica la de­

finición 2.6.para (E,X,s).

Según 2.2 G será:
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También-los valores de u según la henos definido, coinci- 

den con los de s de 2 2, pues, si consideramos: UU ^—K’ (U’) 
^-*E, siendo cZ :TT~^(u O-^U’xE y pr^,:U’xE—*U’, pr^JÜ’xE 

—*E proyecciones, es ΤΓ"^(U’) un U’xE con proyecciones pr^,** 

y pr^ooi , y m un mxlp , para cada m, en Cat T.

Entonces se ha visto que: (G,T(X),u) es un atlas tangente 

a (F,X,s).

Por último, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

En efecto:

Entonces conmutará también:

por lo que resulta TT proyección natural Qntre (G,T(X),u) y 

(?,X,s).

6.7 Proposición:

Sea f:;^-—*Ltma aplicación diferenciable en­

tre los atlas ^^ y &£ 7 sea 2(f) su correspondiente apli

cación. tangente, 31 es Λ^ (i=l,2) el atlas abstracto asociado
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a Τζ^) como en la.proposición 6.6, entonces T(f) es un morfis- 

mo tangente asociado a f (según definición 4.11), consideran 

do f iA^—^2 , siendo A^ atlas abstracto asociado a Ok (como 

en 2.2, primera parte).

Demostración:

Vamos a definir en primer lugar el atlas ^^ equi 

valente al C^ mediante la siguiente construcción: si es U’ 

un dominio de mapa 0^ , tendremos que: U’= Ufj’A f“^(V’)), ,1a 

unión extendida a todos los dominios de mapa V’ de CX^· ^or 

ser f diferenciadle, en particular continua, será U’n f"^(V’) 

abierto en U’. Por ser el atlas hereditario, será también un 

dominio de mapa. Consideramos entonces el atlas 3^ cuyos 

dominios de napa son sólo los de esa forma y los mapas son, na 

turalmente, las respectivas restricciones de los de # Tri­

vialmente será 3 equivalente a ^^. Además, si se toma 

el atlas abstracto A^ asociado a ^^ como en 2.2(primera par 

te), evidentemente satisface las hipótesis del teorema p.8.

Sea ^(δρϊίζρ,υρ asociado a Τζδρ , Á2=(G2 ,T(Z2) 

asociado a TÍC^) , como en la proposición 6.6. Definimos enton­

ces la transformación generalizada k:G^—^TQ·^) co·"10 sigue: 
sea ^^(U’)-Aü:d un napa de T(Cip; entonces, existirá un 

mapa U^Y’)-^'^ do T^) tal que f (U’) C V’, por definí 

cien de CI^. Luego, so puede definir f’=n# fe m~\ f’:U—-V. 

Sea $’=(f’d pr- ,Df’), Φ’ιϋχΣ—*VxE; sea entonces el valor 1 

de k en Ux_3 de ¿oránio TT~“(U ’) definido por l-n % Φ’ο ñ.
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Veamos cue se verifica la conmutatividad del siguiente dia 

grama:

0 sea que, para cada dominio de mapa U’ de ^^^-1^ )" ^

Sea χέ^ζυ’); luego U’—2— U es uij mapa en x. Conside­

remos identificado ^^(U1) con U’xE por el isomorfismo 04 , 

•tÍGr^vyi__ ^(x,v) y análogamente K^(V’) con V’xE por 

^: (V’ ,η^)h—*(f(x),w) (siendo VLÍV mapa en f(x)).

Entonces: T(f)(x,v)=T (f)(x,v)=(f(x),w), siendo 
w=DfVQ(x),v , f’=nef. m"^ x:or otra Darte:

Trivialmente se ve además que K^oTCf) - f·^·

Luego, si definimos el valor 1 de la transformación generaliza­

da k:F^—*^ (siendo F^ tal que: A^ = (FpXps^)) en U con do­
minio en IP por 1=η“Λ f’ · m, o sea: l=f| se tiene oue:

1T2e 1 = 1,,^ en ^Λ^υ’).

Puesto que, por la proposición p.5(primera parte)’ es f un 

aorfisno de A^ en ¿2 , hemos probado entonces que k, T(f) veri­

fican las condiciones del teorema 4.9· En particular T(f) es 

un morfismo tangente asociado a f.
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V = ^(V), con V Cr-variedad de tipo S modelada sobre un es 

pació E.

Si tomamos los atlas tangentes a los de Τ’, se ve que por 

la proposición 6.6, aplicándoles la construcción 2.2 (primera 

parte) se obtienen, los atlas abstractos tangentes (según defini 

ción 2.6) a los de V. Además, puesto que son equivalentes (for 

man la variedad T('V’)), los atlas abstractos correspondientes 

serán K-equivalentes, por proposición p«5(prinera parte); es de 

cir que pertenecen a una misma K-variedad abstracta V.

Definimos entonces: ^(V)=V y, si es ^^i—*^2 1X11 ^" 

morfismo de variedades, ■§(<<) - T(©¿ ), que es una buena defini 

ción teniendo en cuenta la proposición 5·5(primera parte) y la 

6.7.

Luego, existe ^ en las condiciones del teorema 5·5·

Se ve además trivialmente que: Γ T βδβΡΓ,
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