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A. INTRODUCCION

En el contexto de la llamada función de producción y de su forma 
reducida, la función de costos económica, ligadas ambas a la fun­
ción de costos contable, que opera como restricción presupuestaria 
en los problemas de optimización, se plantean problemas de medi­
ción y de representación formal, Estos problemas surgen en rela­
ción al tratamiento operacional de principios, hipótesis y/o su­
puestos tales como: progreso técnico, organización empresarial,eco­
nomías externas, sustitución, complementariedad, rendimientos a 
escala.
En relación a la tabla de Insumo-Producto, se confronta su capaci­
dad de respuesta acerca de dichos principios, hipótesis y/o su­
puestos.
En términos de su representación formal, la tabla expresa,a través 
de relaciones contables,el proceso de medición de las variables 
reales que definen el sistema económico. A través de un sistema li­
neal de ecuaciones que reproduce las relacionas contables se da 
forma, por otro lado, al modelo de Insumo-Productof21,22).
En relación al modelo se incorpora un presupuesto de proporcio­
nalidad que se ajusta a las relaciones contables( éstas son li­
neales por la naturaleza descriptiva y deterministica de sus ope­
raciones) y del cual se derivan los coeficientes de las relaciones 
técnicas de producción. Asi surge la matriz a de requerimientos 
directos, y mediante operaciones patriciales se tiene la matriz 
de requerimientos directos e indirectos, (I-A)”^, 6 sea la llama­
da matriz inversa de Leontief.
El nivel descriptivo y las hipótesis de bajo nivel que contiene 
asemeja el modelo a las cajas negras de la cibernética : se re­
quiere incorporarles lenguajes teóricos que generen explicaciones.
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Por las características señaladas, se suscitan problemas de inter­
pretación sobre la forma en que operan en la tabla y modelo de 
Insumo-Producto, los principios, hipótesis y/6 supuestos antes 
citados.
tn lo que se refiere al principio de sustitución , su no admisi- 
bilidad(31) es una consecuencia de la exclusión en el modelo de 
procesos alternativos y de la hipótesis de proporcionalidad. No 
obstante, pu-de recuperarse el tratamiento analítico de este prin­
cipio al £lexibilizarse el modelo en otros, de programación mate­
mática y/ó econométricos.
Por el contrario, la hipótesis de complementariedad entre facto­
res y/6 entre actividades surge explícitamente. Este principio 
de real importancia en los estudios sobre el crecimiento y el 
desarrollo, es una de las contribuciones mis sustantivas de la 
tabla de Insumo—Producto.Esta hipótesis do reconoce un tratamien­
to similar en ninguna de las funciones de producción convencio­
nales.
Los temas relacionados con el progreso técnico, organización em­
presarial y economías externas siguen siendo muy complejos y en 
buena medida intratables para cualquier tipo de relación técnica 
de producción.
Finalmente, en relación a los rendimientos a escala, la interpre­
tación mfcs divulgada afirma que,por la hipótesis de linearidad 
en la tabla de Insumo-Producto, sólo se admiten los rendimientos 
constantes a escala. La severidad de esta limitación se torna más 
evidente en el caso de los rendimientos crecientes que ofrecen una 
doble particularidad: por un ledo, gravita en la evolución de las 
economías modernas, por otro, su tratamiento analítico desmorona 
construcciones teóricas, sólo consistentes bajo el supuesto de 
rendimientos constantes.
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Bn este problema de los rendimientos a escala concentraremos la 
primera parte del trabajo. Postularemos y demostraremos la exis­
tencia de rendimientos no constantes a escala en la tabla de In­
sumo-Producto, mediante la transformación de un sistema no lineal 
tipo Cobb-Doujlas (su estimación no restringida admite todo tipo 
de rendimientos) en otro lineal, tipo Leontlef.
Bn la segunda parte del trabajo se reseñan brevemente resultados 
sobre solución de sistemas de ecuaciones > a la par que se incor­
porar, a la Teoría Lineal, desde el punto de vista estructural los 
resultados que surgen de la transformación lineal.
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Id. EELACIUNrS TECNICAS OS PRODUCCION. MEÜICION,

A fin de mostrar la existencia de rendimientos no constantes a es­
cala en el modelo de Insumo-Producto, se reseñan las característi­
cas esenciales de la. función de producción a utilizar, la función 
de costos económica y la función de costos contable, a la vez que 
se establecen las relaciones entre las mismas y se definen los pro­
cesos de medición más relevantes.

1) Función de producción tipo Cobb-Douglas.

Se utiliza una función ampliada de producción, üsualmeute, la fun­
ción relaciona, en cantidades físicas, el valor agregado sectorial 
con los recursos primarios, trabajo y capital. En le función am­
pliada se relaciona la producción bruta sectorial con la totalidad 
de los insumos y los recursos primarios. Así se facilita la compa- 
rabilídad con las funciones de producción tipo Leontief.
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(2)

2. función de producción tipo Leontief.

relàCiLa fundamental matricial del modelo de Insumo-Producto es:

También se definen :

b . oj
XJ

(4) donde;

boj ■ coeficiente de participación del valor agregado sectorial 
en la producción bruta sectorial . (j> 1,2,...,n).

Yoj b valor agregado sectorial j , en valores monetarios.

Una columna cualquiera de la Matriz A, mis la respectiva celda del
vector fila que se forma con los bQj de la ecuación 4 , describe 
la función de producción tipo Leontief:
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Nótese que mientras la función de producción tipo Cobb-Douglas se 
expresa en cantidades físicas , que es lo correcto teóricamente, 
la :£unción de producción tipo Xeontief.lo fence en valores moneta­
rios. Más adelante volveremos sobre este aspecto.

3*  Punción de costos contable.

Esta función, por su naturaleza contable, es lineal. Describe los 
costos de producción en términos monetarios.y se la utiliza como 
restricción presupuestaria en problemas de optimización:

(6) donde:

es el precio unitario del producto
cj - Xj - PjX j
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La ecuación 6 es equivalente a una columna cualquiera de lo ta­
bla de flujos interinduutriales ; a partir de ésta se derivan 
las coeficientes mediante la nipotesis de proporciona­
lidad que compara les flujos citados con la producción bruta 
sectorial.

4. Función ae costos económica.

En base a la función de producción de la ecuación 2 y la función 
de costos contable de la ecuación 6 (ambas conforman un sistema 
de relaciones estructurales) se deriva la forma reducida (24) . 
esto es, la función de costos economical
Bajo el supuesto de máximo beneficio ( ) se tiene;

«“• ffj - PA - pi?iJ - "oA; (7)

La derivación parcial’de los beneficios respecto de los msiuaos 
y del valor agregado, •••arroja varias relaciones • Entre ellas:

remplazando la ecuación 3 en la ecuación 6 (función de costes 
contable) se tiene;

(1U)

2 y B en término de las variables Yq^
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Reemplazando de la ecuación 11 en la ecuación 10,

de los precios unitarios de 
del valor agregado (w .. y

V J /

(13)

(14)

precio unitario del producto se deriva de las relaciones que, en 
proceso de maximización de los beneficios, expresan la remune­

ración de los insumos 
tividad marginal ;

id)

(16)

En la ecuación 16 se
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(17)

supuesto de rendimientos constantes a

(là)

Reemplazando ^oj/

(19)

(20)

Por otra parte, sumándolas ecuaciones -15 y 16 :

(21)

es decir, resulta la ecuación 6 de costos contables

5. Relación entre las funciones de producción no lineal y 
lineal.

los segundos miembros de las ecuaciones 15 y 16 , constituyen 
las mismas razones que en la ecuación 6 determinan los coefi­
cientes a_. b .. Por lo tanto;

(22)

(23)
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Kara que eito acurra deben tenei vigencia los supuestos, entre 
otros, de competencia perfecta, rendimientos constantes a escala 
e igualación de ingresos y costos, En esta caso, el problema ae 
expresar Ja tabla de Insumo-Producto en valores monetarios se 
diluye, ya que los precios vienen dados por el mercado, libre de 
influencias tanto de oferentes como de demandantes. Los coefi­
cientes tipo Leontief. son,en este caso, de naturaleza estric­
tamente tecnológica.
Sin embargo, el problema de la formación de precios para el sis­
tema Leontief es muy diferente en relación a la concepción maigi- 
□alista : en ésta, el principio de sustitución es esencial en la 
formación ce los precios. La tabla de Insumo-Producto excluye, 
precisamente dicho principio. Esto presupone imperfecciones en 
el mercado (35).

retornando a la igualdad entre 
mas Analizados, las ecuaciones

Las razones entre paréntesis son las reciprocas de los coeficien­
tes del sistema Leontief :

Graficamente, la igualdad entre los coeficientes se expresa en 
figura siguiente:
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Gráfico 1

La isocuunta tipo Leontief, rectangular, intersecta, en la so­
lución je equilibrio, à la isocuanta tipo Cobb-Doaglas*  Como el 
sendero de expansión es el mismo para ambos sistemas , se con­
cluye puis, en la igualdad entre ambos tipos de coeficientes. 
En el caso de registrarse imperfecciones en el mercado, éstas 
influyen sobre los precios, a través de los coeficientes ae elas­
ticidad de demanda { *(■)  y de aquellos referidos a los insumos3
y recursos primarios( coeficientes de elasticidad de oferta -
fclJ' (oj ->

Por lo tanto ;

(2B)

« (¿9)

(30)

Sn este caso,los coeficientes de la tabla de Xnsumo-Producto 
expresarán las influencia de la tecnologia y de las imperfaccio­
nes del mercado conjuntamente.
Hasta aquí, los trabajos en espacial los de Klein (17,lã) tratan 
este tipo de problemas en relación al sistema no lineal t tipo 
Ccbb-Douglas, y el lineal, tipo Leontief.

para nosotros, la interrumpción de las equivalencias entre los 
dos sistemas originado por los rendimientos no constantes a escala 
plantea los siguientes interrogantes:
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i) Si 1j transformación del sistema no lineal en lineal sólo 
tiene validez para el ceso de rendimientos constantes - escala, 
entonces, se anula la veracidad ae la información contenida en 
la tabla para aquellas columnas que registran rendimientos no 
constdntes( La tabla como contabilidad económica es una parte 
significativa del sistema de información estadística económica);
ii) La pérdida de validez de esta información anula su relación 

con el sistema teórico que la ha generado*

Cabe anotar una paradoja: la misma.información que resume la tabla 
de Insumo-Producto para variables como producción bruta sectorial, 
consumo intermedio sectorial y valor agregado sectorial, es la que 
proporciona el sistema de cuentas nacionales periódicamente, Es 
la misma información que nutre la matriz ae momentos para la es­
timación de los parámetros de una función tipo Cobb-Douglas en 
el proceso de indagación sobre los rendimientos.

6r Proceso de medición

Por su importancia para nuestro atArials, ■precisaremos las relacio­
nes estructurales entre los sistemas: mundo real, información es­
tadística económica y cuerpo teórico.
Para simplificar el análisis se tomará la información estadística 
económica como un conjunto no diferenciado( en la realidad existen 
subconjuntos constituidos por fuentes de información básica que se 
relacionan, a través de reglas y procedimientos específicos con el 
subsistema principal, contabilidad economice)
En forma similar a otros estudios|)4)y en detalle en lo que concier­
ne a los temas que nos interesan, se especifican los siguientes 
conjuntos:

N = D2t' **'  ' "kt ' (31)
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S, define ti sistema mundo real, con elementos n^, 
que identifican hechos 6 fenómenos económicos, descriptos tem­
pos a Jmentei
1 = I iit’ ^t*  *"  ’ xkt : t= ........ TJ t32)

1, dei irié el sistema de información estadística económica, con 
elementos (cuentas) : i^^, 12t* ’”’^kt ’ ^ue los ^ec^os
6 fenómenos económicos, segín reglas y procedimientos estable­
cidos, en su sucesión temporalt 
s ■ |’ie 3tt...... skt : >'¿.... Tj l33i

S, define el sistema teórico con elementos (variables) que iden­
tifican y fundamentan la medición de hechos o fenómenos eco­
nómicos, a través de procesos lógico—simbólicos*  en su suce­
sión temporal.

Con fines de simplificación r^mbi én *»yrluy«  la dimensión espacio.

El producto cartesiano a e ixN , es el conjunto de todos los 
hechos 6 fenómenos económicos que ocurren tawforulmenta.
El producto cartesiano S « I'x n', es el conjunto délos hechos 6 
fenómenos observados temporalmente.
En cada t, el par ordenado (i x n) corresponde al par ordenado, 
(3= (i'x n').
S« define la aplicación A de A en B i

(34)

A , es un operador de observación condicionado por los valores to­
mados anteriormente por el objeto ©C •
(i, lo observado,es la imagen en función del tiempo t.
En generarse sostiene que el operador A efectúa una'suprayección 
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en la aplicación descripts en j4; esto implica una pérdida de 
información <jae se reduce mediante la clasificación de los ob­
jetos. a través de reglas y procedimientos contenidos en el 
aperadoi’ X . También se trato de una relación homomórfica, lo que 
permite consei-var las leyes (operaciones) en las dos estructuras 
analizadas.
Finalmente, la reconst.acción dnl mundo real es sólo simbólica.
partiendo de B« 
£1 producto cartesiano C = I x S , es el conjunto de los hechos 
ó fenómenos económicos mensurables, y con significación teórica a 
través del tiempo»
Si la información estadística económica fuese completa, pura cada t, 
el par ordenado i'x n') corresponde al par ordenado íj=(i x s).
Se define una aplicación ï de fi en â t

’ (i —, al? )-$
(35)

ti , «s un operador «ninfico, que rewne les requerimientos tfcóri- 
cos y de modelización necesarios para el sistema de decisiones. 
Esté condicionado parcialmente por los valores que toma la imagén. 
$ , es la base de datos con significación teórica , como resultado 
de la aplicación ti .
En lo que se refiere a la relación 35 se aplica un razonamiento 
análogo al anterior en términos de suprayección y homomorfisrao. 
El operador semántico ti condiciona , mediante procesos lógicos, 
reglas y procedimientos, la clasificación de los objetos, 
La aplicación compuesta es:

] x —» yAfo.) =. $ I (36j

operado:- epistemológico, a través del cual ti y A , integran 
el conjunto de requrimientos teóricos y técnicos.
Sn el mismo sentido, si ±e continúa la cadena de razonamientos 
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à través de los operadores de decisión y de acción, se apreciará el 
proceso de retroacción que reintegra el proceso a los elementos 
del mundo real, aunque simbólicamente.
La interrupción de la cadena de razonamientos revela algán tipo 
de inconsistencias en los operadores*
Por lo tanto, la preservación de las aplicaciones tal como se 
describieron, implica que el sistema contable de información esta­
dística económica (la tabla de Insumo-Producto es una parte signi­
ficativa de dicho conjunto) es consistente con las formulaciones 
teóricas y la realidad(mundo real)*
Como se señaló el subsistema contable (tabla de Insumo-Producto) se 
transforma en el modelo de Insumo-Producto , a través de simples 
ecuaciones algebraicas que se forman a partir de la hipótesis que 
pertenece al nivel contable (proporcionalidad). Por lo tanto, el 
mundo lineal o no lineal es reflejado en el sistema Leontief» 
Ss decir, si la transformación del sistema no lineal tipo Cobb- 
Oouglas, al lineal tipo Leontief no se completa, lo que se cuestiona 
es la información de base contable.

7• Transformación Lineal.

Si ; i=l ,2,...,n;j = ........ nj y a ■= :
í« 1,2,...,n ¡ j ■ 1,2,...,n^ , entonces, existe un factor de
corrección, tal que • .£>£^(>1 )—► A .

partimos para la demostración del proceso de maximización de los 
beneficios, con precios que registran las imperfecciones del mercado
( se indican con asteriscos):

(37)

En este caso la condición de igualdad en
las ecuaciones 24 y 2$, no se cumplen.
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(38)

En general ;

(39)

Si ( = 1) la respectiva función de producción es de
rendimientos constantes a escala, con rodos sus atributos.
Si ( £.'oj á 1) Ia respectiva función de producción es de
rendimientos no constantes a escala (decrecientes o crecientes)

Las razones entre paréntesis en las ecuaciones 39 y 40 reflejan 
los valores contables*  tal corno se describen en la tabla de 
Insumo-Producto. Cono se tratan de sus valores recíprocos se 
tienes

^oj <41>

(42)

(43)

£n forma matricial, expresamos la matriz A*  que es equivalente 
a la matriz a, en tanto el vector B*  es equivalente al vector 

B :

Por lo tanto:
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Los factores de corrección producen una transformación lineal 
completa , a la par que preservan las propiedades del sistema 
transformado y las reglas y procedimientos de los operadores 
de observación, A,y semántico, $ (operadores epistemológicos)

Conforme a las ecuaciones 38, 39 y 42,43 , es evidente que :

aij *■ f('V.jA¡Aj) (44)

b0j 3 f ) (45)

Los coeficientes de la tabla de Insumo-producto, bajo rendimientos 
no constantes a escala, dependen de las imperfecciones del mercado 
y de la tecnologia,conjuntamente*
Graficamente, para el caso de rendimientos crecientes, el proceso 
de transformación lineal es el siguiente:
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ürSficu 2.

8• Rendimientos no constantes a escala y el multiplicador
de la demanda intermedia

A travfea del multiplicador de la demanda intermedia ae aprecian 
los efectos de los rendimientos no constantes a escala en la

producción bruta del sector i usados como insumos por el 
sector J, en valores monetarios, 
coeficientes técnicas de producción.
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a ■ coeficientes técnicos de producción de la matriz (1-a) 
que reflejan, en cada caso, los impactos directos e indi­
rectos.

A . determinante ae la matriz (I-a)-1; por las condiciones de 
Havkms-Simon, se tiene :/k)0;

Xj • producción bruta sectorial j ; también son insumos para el 
sector i.

En la ecuación 46,todos los Valores son positivos ; por lo tanto, 

rendimientos crecientes, determinará una demanda de insumos menor 
por parte del sector j.
El multiplicador , ■ ■&— , es menor en todos los casos; con

mayor intensidad para el sector de rendimientos crecientes.
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C. ESTKUCTUfcrtS.

1. Noción de estructura»

Una faceta déla evolución y madure» de la ciencia se apreció a 
través cel proceso de formalización. Por su intermedio.se incor­
poran lenguaje» que preservan el nivel teórico y facilitan su 
tratamiento operacional.
Lo formalización, mediante el uso de recursos lógicos y simbólicos, 
reduce las inconsistencias verbales, identifica consecuencias no 
obvias,supera inconsistencias lógicas y contrasta hipótesis teóri­
cas con la realidad, a la par que perfecciona el campo de la 
predicción.
&3te proceso se concreta en modelos matemáticos y matematico-esta- 
dísticos que reemplítan los enunciados verbales de la teoría, por 
otros simbólicos, be este forma» ua sistema (económico) es repre­
sentado por -n modelo; éste, como iaSgen simplificada de la reali­
dad,, tiene finalidades de explicación y predicción, Es decir, el 
modelo es un intermediario entre la teoria y la realidad . Esta se 
observa (medición) a través de las variables teóricas relevantes. 
£n un modelo econométrico, lós elementos sigr.ificativos(variables) 
y sus relaciones(hipótesis) se expresan ;

Y - ¿í(X,u) (1) donde:

Y, representa las y, variables dependientes 6 endógenas; X. las 
variables independientes 6 exógenas y u, la variable aleatoria que 
determina la naturaleza estocasrica del modela ¡ Indispensable 
para la estimación de los parámetros,# ( con elle, se confirman Ó 
no las relaciones hipotéticas)» La forma funcional, , que se
determina en el proceso de estimación, es una de las formas que se 
incluyen en#. La forma funcional resultante conforma una estructura 
económica» ¿n nuestro caso, la formación del'producto sectorial»

intermedio.se


Kn el lenguaje matemático, la estructura define a un conjunto cuyos 
elementos muestran relaciones y leyes de composición, 
caracterizan a toda estructura matemática la especificación de 
axiomas y de operaciones. También lo abstracto de su razonamiento. 
Como contrapartida, este tipo de razonamiento puede aplicarse a una 
diversidad muy grande de casos concretos. Así, las estructuras 
algebraicas: grupos, anillos, cuerpos y espacios vectoriales se 
utilizan en la ingeniería, quimiia, bilogía, economía, etc.
En economía, por ejemplo, se estudian en el contexto de algunas 
de estas estructuras , modelos compuestos de sistemas de ecuaciones 
algebraicas.
Los dos modelos que estudiamos en el capitulo anterior, identifican 
una estructura económica , mediante la estimación econométrica de 
9us parámetros ( Cobb-Douglas), 6 bien, mediante obervacíones 
puntuales ( Leontief).
En general, conformado un modelo importa conocer la existencia de 
soluciones de equilibrio, la estabilidad y unicidad de la solución, 
así como la interpretación económica de estos resultados.
En lo que sigue nos concentraremos en lós proble&as que se rela­
cionan con la existencia de soluciones de equilibrio . El tratami­
ento de estos temas se concreta a aquellos aspectos que son ae 
significativa importancia resaltar , en términos de nuestro análisis 
sobre la transformación lineal «

2. soluciones de equilibrio.

• Hatriges. Bango.

Un sistema de m ecuaciones con n incognitas admite al menos una 
solución. La condición necesaria y suficiente es que el rango de 
la matriz de coeficientes sea igual al rango de la matriz aumentada- 
Bata es la llamada condición de tronecker. 
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e¡n el ceso del modelo abierto de Leontief, sistema de ecuaciones 
lineales no homogéneo, se tiene:

(I-A)X = G

. . (■[ (i-A) j fi I = f |u-ij|

, rango de la matriz aumentada es igual al rango de la matrix 
de coeficientes, (-* ’ . El sistema es consistente; la matrix de coe­
ficientes es cuadrada ( m= n ) y se cumple ( n ) , per lo tanto 
el sistema admite solución única. La matrix (I-A.) es regular . 
La regularidad de la matriz, tiene inversa, surge entonces del .va­
lor del rango.
El rango es el orden de la submatriz larga cuyo determinante 
es diferente de cero. En este caso se define también el número de 
vectores columna (fila) linealmente independientes de la matrix de 
coeficientes, con lo que se especifica el orden de la base del es­
pacio vectorial.
Con esta condición se revela la Importancia que para toda solución 
tiene el concepto de independencia lineal de vectores.
Como es natural, esta condición por su generalidad nada dice acerca 
de las condiciones económicas que deoe reunir el sistema para su 
solución.

• Matrices, Menores principales.
La tabla de Insumo-Producto al presuponer la naturaleza reproductiva 
del sistema que analiza, no adraite producciones negativas,La no ne- 
gatividad de sus valores otorga a la tabla una consistencia interna 
que se deriva de las llamadas condiciones de-Havkins- Simon.
Estas condiciones constituyen un test de consistencia.
La existencia de una solución general se prueba por la citada con­
dición, necesaria y suficiente, a la que se asocia una interpre- 
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trtCiíin ecunõmica (10,11).
Le condición fci.t3b.lece que par.i que las producciones brutas (X's) 

izquierda :

a?.2

• ¿1 ;j « 1,2,...,n,
para que naya producciones netas positivas, la suma de los insumos 
sert es trio te.mei.te inenor que le unidad. ür« el caso de que alguna X 
fuese igual a cero :

d«1.2.... .

• Matrices. No negativas e Indescomponibles, kaices.

En este taso se analizan las propiedades de la matriz A, en relación 
a las matrices cuadradas no negativas e indescomponibles (5,8).

- Matriz cuadrada no negativa
A, es una matriz cuadrada no negativa ( A-ï û ), si cada uno de los 

24



tn términos económicos, una matriz no negativa refleja una propiedad 
estructural ¡ la productividad del sistema económico.

- Matriz cuadrada indescomponible

A.es una matriz cuadrada indescomponible si premultiplicada(directa) > 
postmultiplicada(traspuesta) por una matriz de permutación ( se forma.-, 
permutando columnas en una matriz identidad ) genera una matriz :

donde A^, A^, a^ y a^, son submatrices no nulas, por el contrario , es 
descomponible si la matriz A^ es une matriz nula, en tanto A^, A^ y 
A^, son indescomponibles,
ül análisis de la solución de equilibrio se realiza a través de los 
valores propios (eigenvalues) dm 1*  matrix A.
91 le matriz a es indescomponible, sus valoras propios son solución 
de la ecuación caractérielle*  ó lateare que se forma para dar respuesta 
al

Ax » A x (2) donde;

x, es un vector A veces multiplicado por si mismo, siendo sus eie-



con las raíces ael polinomio que resulta del determinante;

)

x, es el vector de los valores propios (eigenvectojes), asociados
a los valores p.opios ( eigenvalues, ralees).

SI teorema de Per.on es una consecuencia del análisis de las raíces
- existe una raíz, simple, real, positiva (\>0 ) ;
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• fgorectas del punto fijo»

El modelo de Insumo-Producto puede interpretarse en términos wal- 
rasianos. Posee relaciones técjiic&s de producción con coeficientes 
fijos y describe un proceso con bienes intermedios y finales.
Sin embargo, no incorpora ningún supuesto sobre el comportamiento 
de los agentes económicos, y al excluir, en su versión ortodoxa, el 
principio de sustitución, anula el rol que este principio tiene,para 
la concepción marginalista, en la formación de los precios.
La interpretación del sistema de Leontief en el mundo del equilibrio 
competitivo general, exige, por lo tanto, incorporar los supuestos 
de la competencia perfecta, de la información perfecta sobre el fu­
turo, el libre ingreso de las empresas en cada sector hasta que se 
anulen los beneficios, y la compensación de la oferta y la demanda en 
los distintos mercados»
Los agentes económicos reconocerán una única conducta maximidarora : 
los consumidores respecto de su utilidad; los productores en relación 
a sus beneficios»
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Lo coiistàncja en los gastos, tecnologia, etc, derivan de suponer 
al sisterij en estado estacionarlo.
ciertas restricciones surgen de los teoremas del punto fijo; tstos 
definen conjuntos cerrados, acotados y convexos. Bn consecuenux» ». 
excluyen los rendimientos crecientes*
El sistema opera con excesos de oferta(demanda) que son función 
de los precios relativos y deben anularse,conforme a la ley de 
Walras , a fin de alcansar el equilibrio.
Es decir, una solución de equilibrio competitivo de largo plazo, 
sujeta a las rescrcciones enunciadas, requiere que en todos los 
mercados se registren precios y cantidades en equilibrio.
El proceso de ajuste para llegar al equilibrio fué rtCiu^lta por 
Walras mediante el tâtonnement ( especie de anunciador de precios 
frente a lo cual, oferentes y demandantes fijan y cambian las 
cantidades hastas que se anulan los excesos).
Con el advenimiento de los teoremas del punto fijo, «a lograu so­
luciones robustas,por la naturaleza topolótJica de estos teorema 
Excepto Wald (37), los estudios sobre soluciones deequilibrio, en­
tre otros los realizados por Von Neumann (36), Arrow y uebrtu(l) 
y Bebreu (4) usan, xos pilcaros, el teorama" ds ürouver (3,7)*  V el 
último, el de Kakutani (15).
SI teorema de Brouwer define un conjunto cerrado, acotado y convexo 
(simplejo S), tal que:
Si x—»4(x), es una aplicación continua, punto a punco, del siapl®jc 
S, en sí mismo, entonces, existe un x €8, tal aue x « $(x )’ o o o
Esto es, existe un punto que es imagen de si mismo.
Kakutani extiende el teorema de Brouwer a una aplicación que es 
de punto a conjunto.

Hjtiiceb. Transformaciones diferenciables



Una transformación lineal diferanciable en el mismo conjunto, 
perteneciente a una región abierta . se evalúa a través de la 
función Jacobinna que se define para la región abierta.
Si el Jacobiano ( determinante de Xa9 derivadas primeras de las 
funciones de un sistema de ecuaciones evaluadas en un punto), es 
diferente de cero, la transformación es uno-a-uno.
Sn general, se dice que existe una solución y por ende, la 
función inversa» í’ero ésto no siempre se cumple; de allí que 9e 
estudien soluciones más acotadas, fes decir, la solución puede 
existir para un entorno del punte que se evalúa en la solución, 
fen estos casos, existe una transformación local (univalencia lo­
cal) que asegura la inversa de la transformación local.
Este es el aspecto esencial de todo teorema sobre la existencia 
de soluciones ¿nicas locales. Este tipo de soluciones se hallan 
en los teesemus de las funciones implícitas y se generalizan con 
el uso del jacobiano.
Gale y Nikaido (6) generalizan loa resultados sobre la uuivaiencia 
local, en términos de condiciones que aseguran la unival>:ncia global 
Se parte de la propiedad de positividad de las submatrices menores 
de una matriz.como condición de transformación univalente global, 
en una región rectangular. 1.1 a®au a catas matrices P matrices 
y una de ellas, por la positividad de los menores principales, es 
la matriz de Leontief»
Extienden, además resultados de la univalencia local, tal el Caso 
de las transformaciones no lineales, e la univalencia global» 
En la ecuación matricial de Leontief:

X ■ AX + G
el Jacobiano es :
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La trunsformrtción diferenciablt «s una matriz Jacobiana tipa
Leontief. La transformación es univalente y por la positividad 
de los menores principales , tiene inversa.
Tomemos, adora, el sistema no lineal tipo Cobb-Douglas y evalue­
mos el mismo para la parte de los insumos intermedios, a fin de 
facilitar su comparación con la matriz a de Leontief.
Para los distintos insumos, en su f-riaa logarítmica, se tiene;

En el caso de las transformaciones no lineales, el Jacobiano debe 
ser del tipo P matriz. Sin embargo, para mantenerse dentro de la 
región convexa que garantiza para I09 menores principales valores 
positivos, deberán dejarse de lado las ecuaciones con rendimientos 
crecientes, en especial cuando A a^} 1 j ( J « j,2,...,n).

En nuestro caso , los factores de corrección 0^ que transforman 
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el sibCema no lineal tipo Coob-üouglas, en otro lineal tipo
Leontief aseguran que el Jacooiano de la transformación no li­

con aua menores principales positivos:neal sea de tipo Pmacrit

. Matrices. Ideal de polinomios» Regularidad.

La matriz A, puede expresarse como una serie de potencia:
(I—A) (I + A + A^ ♦ A^ + *.»  + a" ) » I - A°+^

Cuando n-rw, a—* 0; en consecuencia :

Si se utiliza la serie de potencia para definir un polinomio con 
relación a la matriz a. se tiene;

P(A) « An 4 bn2-i.A" ’X + * biA + bo í6)

2A, pertenece a un espacio vectorial B, de dimensión n , en tan­
to los coeficientes pertenecen al cuerpo X (cuerpo de los nómeros 

reales).



Las matrices Cuadradas a, forman un conjunto cerrado para la suma 
y ja multiplicación; conforman, pues, una estructura de anillo. 
Estas matrices no son,en general, conmutativas, y no constituyen 
un anillo de integridad, al admitir divisores de cero.
En el caso del polinomio P(A) se tiene una aplicación idéntica 
de las matrices a ( endomorfismo en el espacio vectorial B ), lo 
que constituye un subanillo polinomial, conmutativo,asociado a la 
matriz a.
Hemos-visto que la matriz cuadrada a tiene sus valores propios 
(raíces) que se expresan en su polinomio ^aracteristi’-'u :

P(A ) = * br2 “X + ... + + b (7)

Por el teorema de Cayley-Harailton, una matriz cuadrada A satisface 
su ecuación característica; esto es» el polinomio P(a) se anula :

p(A) - o (8)

las raíces A toman valores c ( c£I), que anulan P(a/.
El polinomio, admite pues la raíz A * Al , y es divisible por 
(A-h).

Conforme ¿1 teorema fundamental del álgebra , se descompone la fun- c
ción racional P(a) ( los coeficientes son n&meros complejos que 
pueden reducirse a reales) en el producto de n factores lineales;

PÍA) « (A- .... (A- Ab) (S)

La aplicación idéntica de las A'*  conforma una combinación lineal 
ya que p(a) « 0, siendo los coeficientes en ï, na nulos.
Por lo tanto, existe un polinomio no nulo que se anula al sustituir 
A, per la aplicación de A.
Entonces] el conjunto de los polinomios PU(í), tal que J?(a) >= 0
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forma un ideal de polinomios no reducido a cero, ideal propio. 
Este ideal es generado por un ponomio mínimo de A, de grado s.
positivo :

4’= A3 ♦ b^3"1 + ......  + bQ (10)

AS 1 bg jA3 1 + ..... + bjA + t>e (11)

La división euclidiana de Por A permite obtener el cociente ;

“ *3_1 + bs-/"2 + M + bl <12>

Si &o 0 0 , el resto (k) s*r&  no nulo ! g ¿ bQ

. . $ * AQ + £ = 0 (13)

(15)

(16)

bQ, de acuerdo a la ecuación característica es el producto de las 
raíces» y es» a su vez» el valor del determinante de la matriz A. 
Entre paréntesis se tiene el adjunto de la matriz A. Por lo 
tanto» la matriz a es inversible.¿a matriz es regular y el 
sistema de ecuaciones linealmeats independientes » Entonces: 
La condición necesaria y suficiente para que una matriz sea 
inversible es que el polinomio mínimo del ideal P(A) « 0 , aso­
ciado a a, tenga un término constante diferente de cero (bQ y 0) 

El polinomio p(A) en el cuerpo de los números reales, 
es un ideal porque ;

- contiene el polinomio nulo; P(a) = q
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- Id diferencia entre elementos que pertenecen 
al ideal b1 (a) , pertenece al mismo ideal :

1 Rí¿[A¡

- el producto de un polinomio perteneciente al 
cuerpo l [ xj , por otro,que pertenece al iosa! 

•^¡a] i pertenece al mismo ideal»
Af ¿(A1, 

ot k[.
Como se ha mostrado el ideal de polinomios se 
forma con el conjunto de los múltiplos del 
polinomio a.

Los seis tipos de solución analizados muestran una creciente 
complejidad en términos de los recursos formales utilizadas, 

relación a la Interpretación «cor,Caica se las soluciones, 
los casos 2,3,5,6, difieren sustantivamente de la solución -4. 
Las primeras recurren a un mínimo de supuestos económicos; el 
sistema económico debe sar reproductive.
En los teoremas del punto fijo, por el contrario, la cantidad 
de supuestos es bastante mayor.
Este probjema entra en el terreno de la Validez ó no de los su­
puestos , en relación a su ligazón directa 6 indirecta con la 
experiencia; por extensión al debate sobre los procesos lógicos 
de la abstracción (13,14,30)
tín síntesis, los casos 2,3,5,6, eluden los problemas señalados 
al mantenerse en el contexto de supuestos no controvertidos.

3. Teoria Lineal
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Los problemas de no linearidad, en particular los referidos a las 
funciones de producción con rendimientos crecientes (determinan 
regiones no convexas y costos medios decrecientes) » generan 
controversias en torno a dos cuestiones i La existencia y 1& 
optimálldad de las soluciones do equilibrio y el rol jugado por 
el mecanismo de precios ( 13,14,23,25,39).
En lo referente a la existencia de no linearidades en el mundo 
real, su exclusión por parte de la teoría lineal (12) es objeto 
de severas críticas»
En este sentido, todos los estudios que intentan mostrar las 
posibilidades de transformación de sistemas no lineales en li­
neales,son de especial interés para la teoría lineal»
En esta dirección importa resaltar las contribuciones realizadas 
por olivera (27,28); en ellas se utiliza el enfoque estructural. 
Farte de una hipótesis estructural, que afirma la existencia de 
una correspondencia Diunivoca entre procesos y estructura económica 
La estructura se constituye con un sistema de ecuaciones ^algebrai- 
cas reales. Estos sistemas _poseen, ai senos, una raíz real.
Para que dos ó más sistemas de ecuaciones representen la misma 
estructura, deben admitir las mismas raíces reales y estar sujetos 
al mismo cambio de estructura. De alii, el lemma que afirma le 
anterior, si y sólo sí los respectivos conjuntos de polinomios de 
ambos sistemas de ecuaciones , son basa del mismo ideal.
La hipótesis estructural se prueba a nivel de los ideales de 
polinomios maximales ( éstos poseen una góla raíz e incluyen 
todos los polinomios que se anulan en el mismo)
Sn consecuencia, se establece la proposición que acota el dominio 
de validai de la hipótesis estructural a la clase de ideales ma­
ximales que poseen raíz real.
Con esta proposición y mediente la representación de la función 
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polinómica, a traUês de su9 raíces, se deriva la existencia de 
una matrlí inversible, regular, Se tiene, pues, un sistema de 
ecuaciones linealmente independientes.
Por último se prueba lo mismo para sistemas de ecuaciones no li­
neales, siempre que pertenezcan a una clase,que se caracteriza por 
la condición de reducibilidad a la forma lineal.
Un teorema, sintetiza los resultadas :
cada una ae las cuatro afirmaciones siguientes implica las otras 
tres :

a) la hipótesis estructural es válida;
b) toda estructura económica admite representación lineal;
c) toda representación no lineal de una estructura económica es 

linearizable;
d) casi toda representación de una estructura económica es 

lineal.

36



Sn síntesis :
. là teoria lineal se constituye en la actualidad con una base 

axiómática que posibilita un mejor tratamiento de los problemas 
de linearizacíón de sistemas.

. en> los sistemas que hemos analizado, la equivalencia de los res­
pectivos coeficientes permanece, aftn bajo el supuesto de rendi­
mientos no constantes a escala; a ello.concurre el proceso de 
transformación lineal.
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